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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û Â ÂÅÑÎÂÛÕ

Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ �ÎËÎÌÎ�ÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

À. Â. Àáàíèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà êîìïîçè-

öèîííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà ãîëîìîð�íûõ

â åäèíè÷íîì êðóãå �óíêöèé ñ âåñîâîé sup-íîðìîé, ñíàáæåííûõ íîðìèðîâàí-

íîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé. �àíåå îíà èçó÷àëàñü â îñíîâíîì äëÿ ïðîñòðàí-

ñòâà C(H∞) êîìïîçèöèîííûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå H∞ îãðàíè÷åííûõ

ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå [1, 2℄. Òàê, â [1℄ áûëè óñòàíîâëåíû

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ êîìïîçèöèîííûõ îïåðàòîðîâ íà H∞ îáðàçóåò

êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè â C(H∞);
2) ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîçèöèîííûõ îïåðàòîðîâ íà H∞, îòëè÷àþùèõñÿ îò

äàííîãî êîìïîçèöèîííîãî îïåðàòîðà, ëèíåéíî ñâÿçíî, íî ìîæåò íå áûòü êîìïî-

íåíòîé â C(H∞);
3) óñëîâèå

2π∫

0

log
(
1−

∣∣ϕ
(
eiθ
)∣∣) dθ = −∞ (1)

íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû êîìïîçèöèîííûé îïåðàòîð Cϕ : f ∈ H∞ 7→ f ◦ ϕ
áûë èçîëèðîâàí â C(H∞).

Îòìåòèì, ÷òî Äæ. Øàïèðî è Ê. Ñóíäáåðã â [3℄ âûñêàçàëè ãèïîòåçó î òîì,

÷òî ìíîæåñòâî òåõ êîìïîçèöèîííûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå Õàðäè H2
, êî-

òîðûå îòëè÷àþòñÿ îò äàííîãî êîìïîçèöèîííîãî îïåðàòîðà íà êîìïàêòíûé, ñî-

ñòàâëÿåò êîìïîíåíòó â C(H2). Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò [1℄ èç ï. 2) îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ C(H∞) àíàëîã ãèïîòåçû Äæ. Øàïèðî è Ê. Ñóíäáåðãà íåâåðåí. Äàëåå,

â ðàáîòå [2℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå óñëîâèå (1) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî

íåîáõîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû êîìïîçèöèîííûé îïåðàòîð Cϕ

áûë èçîëèðîâàííûì â C(H∞).
Â ñòàòüå [4℄ áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå ðåçóëüòàòîâ èç [1℄

íà ñëó÷àé âåñîâûõ êîìïîçèöèîííûõ îïåðàòîðîâ íà âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ âèäà

Hv =

{
f ∈ H(D) : ‖f‖v = sup

z∈D

|f(z)|
v(z)

<∞
}
,

çàäàâàåìûõ ðàäèàëüíûìè âåñàìè v íà åäèíè÷íîì êðóãå. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî

íà ïðîñòðàíñòâå WC(Hv) âñåõ âåñîâûõ êîìïîçèöèîííûõ îïåðàòîðîâ íà Hv òà-

êàÿ ïîñòàíîâêà íå èìååò áîëüøîãî ñìûñëà, òàê êàê ýòî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî

ñâÿçíî è, òàêèì îáðàçîì, ñàìî ÿâëÿåòñÿ (åäèíñòâåííîé) êîìïîíåíòîé. Â òî æå
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âðåìÿ, ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ [4℄ ê ïðîñòðàíñòâó C(Hv) êîìïîçèöèîííûõ îïå-

ðàòîðîâ (áåçâåñîâîé ñëó÷àé) íå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ïîëíûå àíàëîãè íè îäíîãî

èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ èç [1℄.

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíà ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäîâ èç [1℄ è [3℄, ðàçðàáîòàí-

íàÿ àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ôàì Òðîíã Òèåíîì è Ëå Õàé Õîåì, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò

òàêèå àíàëîãè óñòàíîâèòü. Áîëåå òîãî, ñ åå ïîìîùüþ óäàëîñü äîêàçàòü è àíàëî-

ãè ðåçóëüòàòîâ 1)�2) äëÿ ïðîñòðàíñòâà âñåõ íåíóëåâûõ âåñîâûõ êîìïîçèöèîííûõ

îïåðàòîðîâ íà Hv. Ïðè ýòîì ìû ñóùåñòâåííî îïèðàåìñÿ íà ðåçóëüòàòû è ïîäõî-

äû èç ðàáîò [5℄ è [6℄.

Ëèòåðàòóðà
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// Pro
. Amer. Math. So
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3. Shapiro J. H., Sundberg C. Isolation amongst the 
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 J. Math.�
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5. Abanin A. V., Pham Trong Tien. Di�erentiation and integration operators on weighted spa
es
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6. Abanin A. V., Pham Trong Tien. Compa
tness of 
lassi
al operators on weighted Bana
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 fun
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t. Math.�2018.�Vol. 69.�P. 1�15.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÏÎ�ßÄÊÎÂÎ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û È ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û Ó�ÛÑÎÍÀ

ÍÀ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕ ÂÅÊÒÎ�-ÔÓÍÊÖÈÉ

Í. Ì. Àáàñîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà; ÌÀÈ (ÍÈÓ))

Ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå òåîðèè óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ,

äåéñòâóþùèõ â íèõ, õàðàêòåðèçèçóåòñÿ ãëóáîêèì ñèíòåçîì ðÿäà íåòðèâèâàëü-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â òåî-

ðèþ âåêòîðíûõ ðåøåòîê ïðîíèêëè ïðèíöèïèàëüíî íîâûå èäåè, èäóùèå èç ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ëîãèêè [1℄. Ìåòîäû è äîñòèæåíèÿ âîçíèêøåé ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè,

íàçâàííîé áóëåâîçíà÷íûì àíàëèçîì, ïîêàçàëè ñâîþ ý��åêòèâíîñòü ïðè ðåøå-

íèè ðÿäà òðóäíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîáëåì [2℄.

Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ïîñâÿùåí íàñòîÿùèé äîêëàä. �àññìàòðèâàåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ, ýêñòåíñèîíàëüíûõ, (to)-íåïðåðûâíûõ (ñì. [3℄) îòîá-

ðàæåíèé, îïðåäåëåííûõ íà òèõîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîèç-

âîëüíîé ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêå, ñíàáæåííîå ðàâíîìåðíîé âåêòîð-

íîé íîðìîé. Ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê ëèíåéíûå ïîðÿäêîâî

íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, òàê è íåëèíåéíûå, îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðà-

òîðû (ñì. [4�6℄), îïðåäåëåííûå íà óïîìÿíóòîì ïðîñòðàíñòâå. Èññëåäîâàíû òàê-

æå íåêîòîðûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèìè ïðè ýòîì ìîäó-

ëÿðíûìè è ðåãóëÿðíûìè âåêòîðíîçíà÷íûìè âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè. Â äîêàçà-

òåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò ìåòîäû áóëåâîçíà÷íîãî

àíàëèçà.

Ëèòåðàòóðà

1. �îðäîí Å. È. Ê òåîðåìàì î ñîõðàíåíèè ñîîòíîøåíèé â K-ïðîñòðàíñòâàõ // Ñèá. ìàò.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ

Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÈÏÀ ÑÂÅ�ÒÊÈ Â ÊÎÍÓÑÀÕ

1

Ñ. Í. Àñõàáîâ

(�îññèÿ, �ðîçíûé; ×�Ó, ×�ÏÓ)

Èçó÷àåòñÿ íåëèíåéíîå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè

uα(x) =

x∫

0

k(x− t)u′(t) dt+ f(x), u(0) = 0, x > 0, α > 1, (1)

â êîòîðîì ÿäðî k(x) è íåîäíîðîäíîñòü f(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

k(x) ∈ C1[0,∞), k′(x) íå óáûâàåò íà [0,∞), k(0) = 0 è k′(0) > 0, (2)

f(x) ∈ C1[0,∞), f(x) íå óáûâàåò íà [0,∞) è f(0) = 0. (3)

�åøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå Q1
0 = {u(x) : u(x)∈C1(0,∞),

u(0) = 0 è u(x) > 0 ïðè x > 0}. Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (1) ðàññìàòèðèâàåòñÿ

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

uα(x) =

x∫

0

k′(x− t)u(t) dt + f(x), x > 0, α > 1, (4)

â êîíóñå Q0 = {u(x) : u(x) ∈ C[0,∞), u(0) = 0 è u(x) > 0 ïðè x > 0}.
Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (3). Åñëè u(x) ∈ Q1

0 è ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), òî u(x) ∈ Q0 è ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4). Îáðàòíî, åñëè óðàâíåíèå (4) èìååò
ðåøåíèå u(x) ∈ Q0, òî u(x) ∈ Q1

0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (3). Åñëè u(x) ∈ Q0 è ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4), òî

F (x) ≡
[
α− 1

α
k′(0)x

]1/(α−1)
6 u(x) 6

[
α− 1

α
k(x) + f (α−1)/α(x)

]1/(α−1)
≡ G(x).

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) åñòåñòâåííî

ðàçûñêèâàòü â êëàññå P = {u(x) : u(x) ∈ C[0,∞), F (x) 6 u(x) 6 G(x)}.
�àññìîòpèì íåëèíåéíûé èíòåãpàëüíûé îïåpàòîp ñâåpòêè T :

(Tu)(x) =

( x∫

0

k′(x− t)u(t) dt+ f(x)

)1/α

, α > 1.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-41-200001.
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Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (3). Òîãäà êëàññ P èíâàpèàíòåí

îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíîãî îïåpàòîpà T .

Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) áóäåò îñíîâàíî íà ïðèíöèïå ñæè-

ìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Ââåäåì â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóþùèé êëàññ: Pb = {u(x) :
u(x) ∈ C[0, b], F (x) 6 u(x) 6 G(x)}, ãäå �óíêöèè F (x) è G(x) îïðåäåëåíû âûøå,

à b > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(x) óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

C = sup
0<x6b

f (α−1)/α(x)
x

<∞. (5)

Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì Áåëèöêîãî (ñì., íàïðèìåð, [2, ñ. 218℄) ââåäåì âî ìíî-

æåñòâå �óíêöèé Pb ðàññòîÿíèå ïî �îðìóëå

ρb(u1, u2) = sup
0<x6b

|u1(x)− u2(x)|
x1/(α−1)eβx

, β > 0.

Âûáåðåì òåïåðü ÷èñëî c ∈ (0, b) òàêîå, ÷òî k′(c) < αk′(0) è ïîëîæèì

β =
1

k′(0)
sup

c6x6b

k′(x)− k′(0)
x

.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñð. [3℄).

Ëåììà 4. Ïóñòü �óíêöèÿ k(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x ∈ [0, b] ñïpàâåäëèâî íåpàâåíñòâî k′(x)e−βx 6 k′(c).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (3) è (5). Òîãäà îïåpàòîp T äåé-

ñòâóåò èç Pb â Pb è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ïpè÷åì

ρb(Tu2, Tu1) 6
k′(c)
αk′(0)

ρb(u2, u1) (∀u1(x), u2(x) ∈ Pb).

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé è òåîðåìû 1, èñïîëüçóÿ

ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèÿìè (4) è (1), óñòàíîâëåííóþ â ëåììå 1, äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (3) è (5). Òîãäà èíòåãðî-äè��å-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) èìååò â Q1

0 (è â Pb ïðè ëþáîì b > 0) åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå u∗(x). Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â ïðîñòðàíñòâå Pb ìåòîäîì ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ïpèáëèæåíèé ïî �îðìóëå un = Tun−1, n ∈ N. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ρb(un, u
∗) 6

qn

1− q
ρb(Tu0, u0), n ∈ N,

ãäå q = k′(c)/[αk′(0)] < 1, à u0(x) ∈ Pb åñòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂÎËÍÎÂÛÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ

Â ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍÎÂÎÄÀÕ

À. Î. Âàòóëüÿí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Â. Î. Þðîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Íåîäíîðîäíûå â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè öèëèíäðè÷åñêèå ñòðóêòóðû âñå

÷àùå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ (òðóáîïðîâîäû, ïî-

êðûòèÿ, ñîñóäû). Ïðè îïèñàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â òàêèõ ñòðóêòóðàõ íà

âûñîêèõ ÷àñòîòàõ òðåáóþòñÿ ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå çàêîíû èçìåíåíèÿ óïðóãèõ

ìîäóëåé âíóòðè òåëà (ðàñ÷åòû äëÿ ñòðóêòóð ñ îñðåäíåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

÷àñòî íå äàþò âåðíîé èí�îðìàöèè). Êðîìå òîãî, âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îá

îïðåäåëåíèè çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ïî èçìåðåííûì íà ãðàíèöå âîëíîâûì ïîëÿì.

1. �àññìîòðåíà çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â íåîäíîðîäíîì â ðàäèàëü-

íîì íàïðàâëåíèè öèëèíäðè÷åñêîì âîëíîâîäå, êàê íåêîòîðàÿ ìîäåëü, íàõîäÿ-

ùàÿ ïðèìåíåíèå â íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå òðóáîïðîâîäîâ. �ðàíèöû âîëíîâî-

äà ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, çà èñêëþ÷åíèåì îãðàíè÷åííîé êîëüöåâîé îáëàñòè

íà âíåøíåé ãðàíèöå, ãäå ïðèêëàäûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà.

�àññìîòðåí ñòàöèîíàðíûé ðåæèì îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé. Äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé íà âíåøíåé ãðàíèöå âîëíîâîäà ê óðàâíåíèÿì êîëåáàíèé

â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðèìåíÿåòñÿ èíòå-

ãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âäîëü ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû, ïðè ýòîì çàäà÷à

â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò ñâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû ïðåäñòàâèìà

â âèäå êâàäðàòè÷íîãî ìàòðè÷íîãî ïó÷êà îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà è

ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. �åøåíèå ýòîé ñèñòåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷èñ-

ëåííî ìåòîäîì ïðèñòðåëêè â øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïàðà-

ìåòðîâ. Èçó÷åíî äèñïåðñèîííîå ìíîæåñòâî çàäà÷è. Ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå

ïðåäñòàâëåíèÿ âåòâåé äèñïåðñèîííîãî ìíîæåñòâà â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòíîé îñè.

Ïîëÿ ïåðåìåùåíèé íà âíåøíåé ãðàíèöå âîëíîâîäà ïîñòðîåíû ïóòåì îáðàùå-

íèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î âû÷åòàõ,

ïðè÷åì âû÷åòû íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ àíàëèçà íåêîòîðûõ âñïîìîãà-

òåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷.

2. Òàêæå ðàññìîòðåíà çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî âîëíîâî-

äà ñ êîëüöåâûì îòñëîåíèåì, ìîäåëèðóåìûì ìàòåìàòè÷åñêèì ðàçðåçîì. Ââåäå-

íû ñêà÷êè ðàäèàëüíûõ è ïðîäîëüíûõ ïåðåìåùåíèé íà îòñëîåíèè � �óíêöèè

ðàñêðûòèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â �îðìóëèðîâêå ñèñòåìû èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ ñêà÷êîâ íà îòñëîåíèè. ×åðåç

îòñëîåíèå ïðîâîäèòñÿ ïîâåðõíîñòü, äåëÿùàÿ âîëíîâîä íà äâà âîëíîâîäà. Ñ�îð-

ìóëèðîâàíû äâå êðàåâûõ çàäà÷è äëÿ êàæäîãî âîëíîâîäà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
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äâóõ ñïåöèàëüíî ñ�îðìóëèðîâàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿåòñÿ èíòåãðàëü-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Çàäà÷è â òðàíñ�îðìàíòàõ ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðè-

ñòðåëêè, ïðè÷åì êðàåâûå çàäà÷è ñîñòàâëåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî òðàíñ�îðìàíòû

�óíêöèé ðàñêðûòèÿ è âíåøíåé íàãðóçêè íå ñîäåðæàòñÿ â ãðàíè÷íûõ óñëîâè-

ÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ñèìâîëû Ôóðüå ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ íàõîäÿòñÿ

÷èñëåííî. Îñóùåñòâëÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ íà áåðåãàõ, ïîëó÷åíà èñêîìàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-

âîãî ðîäà ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ðàñêðûòèÿ. Ïðîâåäåí

àíàëèç ñòðóêòóðû ÿäåð, ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòü ÿäåð ðåãóëÿðíû, ÷àñòü èìååò ãè-

ïåðñèíãóëÿðíûå îñîáåííîñòè, ñîîòâåòñòâåííî ÿäðà ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå êîíå÷-

íîãî çíà÷åíèÿ ïî Àäàìàðó. Ýòà ñèñòåìà ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì èäåé ìåòîäà

ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è ìåòîäà êîëëîêàöèé. Ôóíêöèè ðàñêðûòèÿ ñ÷èòàþòñÿ ïî-

ñòîÿííûìè íà ýëåìåíòå, à òî÷êè êîëëîêàöèé íàõîäÿòñÿ â ñåðåäèíàõ ýëåìåíòîâ.

Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé

ñèñòåìû, êîý��èöèåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ïî êîíòóðó â êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî

ïîãëîùåíèÿ. Ïðåäñòàâëåí íàáîð âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî íàõîæäå-

íèþ �óíêöèé ðàñêðûòèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè âîëíîâîäà,

ìåñòà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Íà âòîðîì ýòàïå â èññëåäîâà-

íèè ýòîé çàäà÷è ïîñòðîåíû ïîëÿ ïåðåìåùåíèé íà âíåøíåé ãðàíèöå äëÿ âîëíîâî-

äà ñ îòñëîåíèåì, èçó÷åíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ íà ñòðóêòóðó âîëíîâûõ

ïîëåé.

3. Äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîäà ñ�îðìóëèðîâàíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî íàõîæ-

äåíèþ ïåðåìåííîãî â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè ìîäóëÿ ñäâèãà ïî èí�îðìàöèè

î ïîëå ïåðåìåùåíèé íà âíåøíåé ãðàíèöå ïðè çàäàííîì êîý��èöèåíòå Ïóàññî-

íà. Êîëåáàíèÿ, êàê è ðàíåå, âîçáóæäàþòñÿ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ â êîëüöåâîé îáëàñòè

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè. Â çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà ñ÷è-

òàåòñÿ çàäàííûì ïîëå ñìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðå-

øåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è èùåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ èñêîìîé �óíêöèè

â ðàìêàõ ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè ïðè ïîñòîÿííîì ìîäóëå. Äàëåå,

íåëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà îñíîâå ñî÷åòàíèÿ ïðîöåäóðû ëèíåà-

ðèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò Ôóðüå. Âîçíèêàþùèå êðàåâûå çàäà÷è

ïðè íóëåâîé è ïåðâîé ñòåïåíÿõ �îðìàëüíîãî ïàðàìåòðà (îäíîðîäíàÿ è íåîäíî-

ðîäíàÿ) ñëóæàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé è �îðìóëèðîâêè îïåðàòîðíî-

ãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîïðàâêè. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè è �îðìóëè-

ðîâêà ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà

ïåðâîãî ðîäà ñ ãëàäêèì ÿäðîì äëÿ îòûñêàíèÿ ïîïðàâêè ê íà÷àëüíîìó ïðèáëè-

æåíèþ èñêîìîé �óíêöèè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿäðà â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè è

àïïðîêñèìàöèè åãî âûðîæäåííûì îñóùåñòâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå âû÷åòîâ â ïîëþ-

ñàõ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì äëÿ ýòîãî îïÿòü èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå

êðàåâûå çàäà÷è. Íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà ñ�îðìèðîâàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

ïî âîññòàíîâëåíèþ èñêîìîé �óíêöèè. Ïðîàíàëèçèðîâàíà ñõîäèìîñòü ïðîöåññà

â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé. �åøåíû îáðàòíûå çàäà÷è ïî âîññòàíîâëåíèþ

�óíêöèé ñ âîçðàñòàþùèì, óáûâàþùèì è íåìîíîòîííûì çàêîíàì èçìåíåíèÿ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î ÏÎËÍÎÒÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÒÎÊÎÂ, ÏÎ�ÎÆÄÅÍÍÛÕ

Ó�ÀÂÍÅÍÈßÌÈ Ñ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ Â Ñ�ÅÄÍÅÌ

1

Þ. Å. �ëèêëèõ

(�îññèÿ, Âîðîíåæ; Â�Ó)

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñïðàâà D, ñëåâà D∗,
ñèììåòðè÷åñêèõ DS (òåêóùèõ ñêîðîñòåé) è êâàäðàòè÷íûõ D2 ìîæíî íàéòè â [1℄.

Îñíîâíîé öåëüþ äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå óñëîâèé ïîëíîòû ñòîõàñòè-

÷åñêîãî ïîòîêà, ïîðîæäåííîãî óðàâíåíèÿìè ñ óêàçàííûìè ïðîèçâîäíûìè.

Óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì ñïðàâà èìååò âèä

{
Dξ(t) = a(t, ξ(·)),
D2ξ(t) = α(t, ξ(·)),

(1)

ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì ñëåâà � âèä

{
Dξ(t) = a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t)),
(2)

è ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè � âèä

{
DSξ(t) = v(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t)).
(3)

Èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè, ââåäåííîå

Ë. Øâàðöåì, à òàêæå ïîíÿòèå ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ â ÷èñëîâóþ îñü (ñîá-

ñòâåííîé �óíêöèè).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîòîê ξ(s), ïîðîæäåííûé óðàâíåíèåì (1), íåïðåðûâåí
íà áåñêîíå÷íîñòè. Îí ïîëîí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà R × Rn

ñóùåñòâóåò

ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ u(t, x) òàêàÿ, ÷òî

(
∂

∂t
+A

)
u < C

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0, ãäå A � ãåíåðàòîð ïîòîêà.

Òåîðåìà 2. Åñëè íà Rn
ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ϕ : Rn→R

òàêàÿ, ÷òî L̃ϕ < C äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0 ïðè âñåõ t ∈ [0,+∞) è x ∈ Rn,
ãäå L̃ � ãåíåðàòîð îáðàòíîãî ïîòîêà, òî âñå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ

óðàâíåíèÿ (2) ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâóþò íà

ëþáîì èíòåðâàëå [0, T ].

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-01-00048.

19



Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîâðåìåííî ïðÿìîé ïîòîê ξ(s) è îáðàòíûé

ïîòîê ξ̃(s), ïîðîæäåííûå óðàâíåíèåì (3), áûëè íåïðåðûâíû íà áåñêîíå÷íîñòè è

ïîëíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà R×Rn
ñóùåñòâîâàëè ïîëîæèòåëüíûå

ãëàäêèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè u(t, x) è ũ(t, x) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-

ñòâà (
∂

∂t
+A

)
u < C è

(
− ∂

∂t
+ Ã

)
ũ < C̃

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò C è C̃, ãäå A è Ã� ãåíåðàòîðû ïðÿìîãî

è îáðàòíîãî ïîòîêà, ñîîòâåòñòâåííî.

Ëèòåðàòóðà

1. Gliklikh Yu. E. Global and Sto
hasti
 Analysis with Appli
ations to Mathemati
al Physi
s.�

London: Springer-Verlag, 2011.�460 p.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ON TEACHING CALCULUS ON THE BASE

OF NONSTANDARD ANALYSIS

E. I. Gordon

(USA, Charleston, Illinois; EIU)

In the 60th of the last 
entury A. Robinson proved the possibility of introdu
ing

in Cal
ulus in�nitesimal numbers (a
tual in�nitesimals) on the modern level of

mathemati
al rigor. In this way, intuitively 
lear but non-rigorous formulations

of the basi
 de�nitions and theorems of Cal
ulus obtained the status of rigorous

mathemati
al statements. The proofs of theorems that use a
tual in�nitesimals are

often mu
h simpler and more intuitively 
lear, than 
lassi
al proofs. The analysis

using the a
tual in�nitesimals is 
alled the �Non-Standard Analysis� (NA). The �rst

Cal
ulus textbook that used a
tual in�nitesimals was written by famous Ameri
an

logi
ian H. J. Keisler [1℄. The book was used for tea
hing freshmen students in

some US 
olleges and even high s
hools in the early 70th. In the �rst de
ade of our


entury, this book was used for tea
hing Cal
ulus by O'Donovan and his 
olleagues

in some high s
hools in Switzerland. The results of their experiments were presented

in the paper [2℄. These experiments showed that students, who studied Cal
ulus with

a
tual in�nitesimals in high s
hools experien
ed no di�
ulties in moving to a rigorous

standard analysis at the university, while those who studied an analysis based on an

informal standard approa
h in s
hool experien
ed serious di�
ulties during transition

to a rigorous standard study of analysis at the university. These authors also used

an axiomati
 approa
h to NA that is di�erent to the model-theoreti
 approa
h of

A. Robinson. One more textbook on elementary Cal
ulus with NA [3℄ was published

in 2015.

The basi
 notions of NA and the textbooks on elementary Cal
ulus mentioned

will be dis
ussed in my talk. No preliminary knowledge of NA or mathemati
al logi


is needed.

Referen
es

1. Keisler H. G. Elementary Cal
ulus: An In�nitesimal Approa
h, 2nd Ed.�Boston: Prindle,

Weber & S
hmidt, 1986.

2. O'Donovan R. Tea
hing analysis with ultrasmall numbers // Math. Tea
hing-Resear
h J.�

2009.�Vol. 3, � 3.�P. 1�22.

3. Hrba
ek K., Lessman O., O'Donovan R. Analysis with Ultrasmall Numbers.�Bo
a Raton,

London, New York: CRS Press Taylor & Fran
is Group, 2015.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î �ÎÒÎÂÍÎÑÒÈ ÂÛÏÓÑÊÍÈÊÎÂ ØÊÎË Ê ÈÇÓ×ÅÍÈÞ

ÊÓ�ÑÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ Ô�ÎÑ ÂÎ

Þ. À. Äðîáûøåâ (�îññèÿ, Êàëóãà; Êàëóæñêèé �èëèàë ÔÓ),

È. Â. Äðîáûøåâà (�îññèÿ, Êàëóãà; Êàëóæñêèé �èëèàë ÔÓ)

Â Ô�ÎÑ ñðåäíåãî îáùåãî îáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû òðåáîâàíèÿ ê ðåçóëü-

òàòàì îâëàäåíèÿ âûïóñêíèêàìè øêîë îñíîâíîé îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììîé,

âêëþ÷àþùèå òðè ãðóïïû ðåçóëüòàòîâ: ïðåäìåòíûå, ìåòàïðåäìåòíûå è ëè÷íîñò-

íûå. �àññìîòðåíèå èõ â êîíòåêñòå ïðîáëåìû óñïåøíîñòè îñóùåñòâëåíèÿ ó÷åáíîé

ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ îçíà÷àåò, ÷òî ñòóäåíò-ïåðâîêóðñíèê,

èìåþùèé â àòòåñòàòå ïîëîæèòåëüíóþ îòìåòêó ïî ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëè-

íàì è óñïåøíî ñäàâøèé Å�Ý ïî ìàòåìàòèêå, äîëæåí âëàäåòü ïîíÿòèéíûì àïïà-

ðàòîì è ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ îñíîâíûõ ñîäåðæàòåëüíûõ ëèíèé øêîëüíîãî

êóðñà ìàòåìàòèêè, óìåòü ñòàâèòü öåëü äåÿòåëüíîñòè è ðåàëèçîâûâàòü åå, âëà-

äåòü íàâûêàìè ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêîé è ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòè, ñàìîñòîÿ-

òåëüíîãî ïîèñêà èí�îðìàöèè, óìåòü ÿñíî, ëîãè÷íî è òî÷íî èçëàãàòü ñâîþ òî÷êó

çðåíèÿ è äð.

Â òîæå âðåìÿ, àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ó÷åáíîé ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè

ïåðâîêóðñíèêîâ, â òîì ÷èñëå ñàìîñòîÿòåëüíîé, ïîçâîëèë âûäâèíóòü ãèïîòåçó

î òîì, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ èõ ÷àñòü íå âëàäååò çíàíèÿìè è óìåíèÿìè, ñîîòâåòñòâó-

þùèìè çàÿâëåííûì â Ô�ÎÑ ñðåäíåãî îáùåãî îáðàçîâàíèÿ ðåçóëüòàòàì, â îáúå-

ìå, íåîáõîäèìîì äëÿ ïðîäîëæåíèÿ îáðàçîâàíèÿ â âóçå. Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååò

ìåñòî ñóùåñòâåííûé ðàçðûâ ìåæäó ðåàëüíûìè è ïëàíèðóåìûìè â îáðàçîâàòåëü-

íîì ñòàíäàðòå ðåçóëüòàòàìè îáó÷åíèÿ âûïóñêíèêîâ. Åãî óñòðàíåíèå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îâëàäåíèÿ âóçîâñêèì êóðñîì ìàòåìàòèêè, îáùåêóëüòóð-

íûìè è îáùåïðî�åññèîíàëüíûìè êîìïåòåíöèÿìè.

Ñ öåëüþ ïðîâåðêè âûäâèíóòîé ãèïîòåçû è ïîñëåäóþùåãî ïîèñêà ìåð, íà-

ïðàâëåííûõ íà ðåøåíèå îáîçíà÷åííîé ïðîáëåìû, áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà

èññëåäîâàíèÿ ïåðâîêóðñíèêîâ, âêëþ÷àþùàÿ äèàãíîñòèêó óðîâíÿ óñâîåíèÿ èìè

îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ñïîñîáîâ äåéñòâèé, âêëþ÷åííûõ â ñîäåðæàíèå øêîëüíîãî

êóðñà ìàòåìàòèêè, à òàêæå ñ�îðìèðîâàííîñòè ìåòàïðåäìåòíûõ óìåíèé, çíà÷è-

ìûõ ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå è ïðîÿâëÿþùèõñÿ â:

1) äåÿòåëüíîñòè ïî ïîèñêó ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñîñòàâëåíèè è ðåàëèçà-

öèè ïëàíîâ;

2) îòêðûòèè íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ �àêòîâ íà îñíîâå èíäóêòèâíûõ è äåäóê-

òèâíûõ ðàññóæäåíèé, èõ îáîñíîâàíèè, ïðåäñòàâëåíèè è ïðèìåíåíèè;

3) ñàìîñòîÿòåëüíîì ïîèñêå èí�îðìàöèè, åå àäàïòàöèè è ïðåäñòàâëåíèè;

4) êîíòðîëå è îöåíèâàíèè ðåçóëüòàòîâ äåÿòåëüíîñòè.

Ïðåäìåòíàÿ äèàãíîñòèêà, ÿâëÿÿñü ïåðâûì ýòàïîì ïðîãðàììû èññëåäîâà-

íèÿ, ïðåäøåñòâóåò íà÷àëó èçó÷åíèÿ êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè. Îíà ïðîâîäèòñÿ

â ðàìêàõ äâóõ àóäèòîðíûõ ñàìîñòîÿòåëüíûõ ðàáîò, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ � ýòî
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îíëàéí òåñòèðîâàíèå. Òåñòîâûå çàäàíèÿ, ïðåäëàãàåìûå ñòóäåíòàì, óñëîâíî ðàç-

äåëåíû íà ÷åòûðå ãðóïïû. Ïåðâóþ èç íèõ ñîñòàâëÿþò çàäàíèÿ, îðèåíòèðîâàííûå

íà ïðîâåðêó îñîçíàííîñòè óñâîåíèÿ îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Ýòî çà-

äàíèÿ ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà, ïðîâåðÿþùèå óñâîåíèå îïðåäåëåíèé ïîíÿòèé â

÷àñòè èõ ñóùåñòâåííûõ ïðèçíàêîâ è ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Çàäàíèÿ íà ñîîòâåò-

ñòâèå îáåñïå÷èâàþò ïðàâèëüíîñòü âûïîëíåíèÿ äåéñòâèÿ ïîäâåäåíèå ïîä îïðåäå-

ëåíèå ïîíÿòèÿ, â íèõ òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òåðìèíîì, îáî-

çíà÷àþùèì ïîíÿòèå, åãî ïðåäñòàâëåíèåì â ñèìâîëè÷åñêîé (ãðà�è÷åñêîé) �îðìå

è ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèìåðîì.

Âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò òåñòîâûå çàäàíèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ñâîäèò-

ñÿ ê âûáîðó è óñòàíîâëåíèþ ïðàâèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ðåàëèçàöèè ïðàâèëà (àëãîðèòìà).

Òðåòüÿ ãðóïïà � çàäàíèÿ ñ îòêðûòûì îòâåòîì. Èõ âûïîëíåíèå ïðåäïîëà-

ãàåò èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåííîãî ñïîñîáà äåéñòâèÿ, ñâîéñòâà. Îòâåòû ê ýòèì

çàäàíèÿì, êàê ïðàâèëî, ñîñòîÿò èç äâóõ ÷àñòåé: ïåðâàÿ � ïðîìåæóòî÷íûé ðå-

çóëüòàò (çíà÷åíèå ÷èñëèòåëÿ äðîáè, äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, çíà-

÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå è ò. ä.), âòîðàÿ � îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò (çíà÷åíèå

äðîáè, ðàçíîñòü ìåæäó áîëüøèì è ìåíüøèì êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ,

âåëè÷èíà óãëà ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè è îñüþ àáñöèññ è ò. ä.).

×åòâåðòàÿ ãðóïïà � ýòî êîíñòðóêòèâíûå çàäàíèÿ. Èõ âûïîëíåíèå ñâèäåòåëü-

ñòâóåò î ñ�îðìèðîâàííîñòè äåéñòâèÿ âûâåäåíèÿ ñëåäñòâèé èç òîãî �àêòà, ÷òî

îáúåêò ïðèíàäëåæèò ïîíÿòèþ. Òàêèå çàäàíèÿ â ÷àñòíîñòè ïîçâîëÿþò âûÿâèòü

íàëè÷èå ó ñòóäåíòîâ ïðåäñòàâëåíèé îá ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ, èõ ñâîéñòâàõ,

ãðà�èêàõ, ñïîñîáàõ ïîñòðîåíèÿ, âèäàõ óðàâíåíèé.

Âòîðàÿ ÷àñòü ïðåäìåòíîé äèàãíîñòèêè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñòóäåíòàìè ðå-

øåíèé ìíîãîøàãîâûõ çàäà÷ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ êîìáèíàöèè ïðàâèë è ñâîéñòâ.

�åøåíèå ýòèõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà êàê îäíîãî èç ðàçäåëîâ

(òåì) øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, òàê è íåñêîëüêèõ. Îäíàêî, èñïîëüçóåìûå

ïðè ýòîì ìåòîäû è ïðèåìû èçâåñòíû ñòóäåíòàì.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäìåòíîé äèàãíîñòèêè äåëàåòñÿ äâà âûâîäà îòíîñèòåëüíî

ìåð êîððåêöèè óñâîåíèÿ øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè. Ïåðâûé ñîñòîèò â îïðå-

äåëåíèè ïåðå÷íÿ òåì (âîïðîñîâ), óñâîåíèå êîòîðûõ ïðàêòè÷åñêè âñåìè ñòóäåí-

òàìè íàõîäèòñÿ íà íèçêîì óðîâíå. �àáîòà ïî êîððåêöèè óñâîåíèÿ äàííûõ ýëå-

ìåíòîâ ñîäåðæàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ �àêóëüòàòèâíîãî êóðñà. Âòîðîé

âûâîä ñâÿçàí ñ îïðåäåëåíèåì äëÿ êàæäîãî ñòóäåíòà äîïîëíèòåëüíîé ñîâîêóïíî-

ñòè ýëåìåíòîâ ñîäåðæàíèÿ, êîòîðûìè îí íå îâëàäåë. Â ðàìêàõ èíäèâèäóàëüíûõ

è ãðóïïîâûõ êîíñóëüòàöèé ïðîâîäèòñÿ ðàáîòà ïî êîððåêöèè óðîâíÿ óñâîåíèÿ

äàííûìè ýëåìåíòàìè ñîäåðæàíèÿ.

Èññëåäîâàíèå ñ�îðìèðîâàííîñòè ìåòàïðåäìåòíûõ óìåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ

íà îñíîâå âûïîëíåíèÿ è çàùèòû ñòóäåíòàìè ñåðèè ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêèõ

ïðîåêòîâ, ñîäåðæàíèå êîòîðûõ òàêæå ñâÿçàíî ñî øêîëüíûì êóðñîì ìàòåìàòè-

êè. Â äîêëàäå áóäóò ðàñêðûòû îñîáåííîñòè äàííûõ ïðîåêòîâ è ïðåäñòàâëåíû

ïðèìåðû ïðåäìåòíûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ çàäàíèé.
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ÇÀÄÀ×À ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ßÄ�À

ÈÇ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ Ñ ÏÀÌßÒÜÞ

Ä. Ê. Äóðäèåâ

(Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èíòåãðàëüíûì

÷ëåíîì òèïà ñâåðòêè â ïðàâîé ÷àñòè:

ut −∆u =

t∫

0

K(t− τ)∆u(x, τ) dτ, x ∈ Rn, t > 0, (1)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn, (2)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x = (x1, . . . , xn): ∆ =
∑n

i=1
∂2

∂x2
i

.

Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèÿì (1), (2) ïðè

èçâåñòíûõ �óíêöèÿx K(t) è ϕ(x) íàçîâåì ïðÿìîé çàäà÷åé.

Â îáðàòíîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçâåñòíûì ÿäðî K(t), t > 0, èíòåãðàëà
â (1) è òðåáóåòñÿ íàéòè åãî ïî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ðåøåíèè ïðÿìîé

çàäà÷è:

u
∣∣
x=0

= f(t), t > 0, f(0) = ϕ(0). (3)

×åðåç B6(Rn)) îáîçíà÷èì êëàññ 6 ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ è îãðà-

íè÷åííûõ ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè â Rn
�óíêöèé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(t) ∈ C3[0, T ], T > 0, ϕ(x) ∈ B6(Rn) è âûïîëíåíî óñëî-

âèå (∆2ϕ(0)− f ′′(0))/∆ϕ(0) > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî T ∗, ÷òî íà îòðåçêå
[0, T ], T ∈ (0, T ∗), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå îáðàòíîé çà-

äà÷è (1)�(3).

Òåîðåìà ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñîãëàñíî ìåòîäó ðàáîòû [1℄.

Ëèòåðàòóðà

1. Äóðäèåâ Ä. Ê., �àøèäîâ À. Ø. Îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÿäðà â îäíîì èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà // Äè�. óðàâíåíèÿ.�2014.�Ò. 50,

� 1.�Ñ. 110�116.
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ON THE BREZIS�LIEB LEMMA AND ITS EXTENSIONS

E. Yu. Emelyanov

(Turkey, Ankara; METU)

This talk presents main results of our joint work with Dr. M. A. A. Marabeh

(Palestine Te
hni
al University � Kadoorie). It 
onsists of three parts. The �rst one

provides a ne
essary short introdu
tion following to [1�4℄. The se
ond part shows

how to �nd an appropriate extension of Brezis�Lieb's lemma to nets. It is done by

employing the unbounded order 
onvergen
e [5�7℄. We identify a wide 
lass of Bana
h

latti
es in whi
h the Brezis�Lieb lemma holds true. This gives also its net-version

in Lp
for p ∈ [1,∞). In the last part, an operator version of the Brezis�Lieb lemma

in 
ertain 
onvergen
e ve
tor latti
es is presented and dis
ussed (
f. also [8, 9℄).
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ÊÎ�ÎÒÊÎÂÎËÍÎÂÀß ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß ÑÈÑÒÅÌ

ÒÈÏÀ ÏÀÒËÀÊÀ � ÊÅËËÅ�À � ÑÅ�ÅËß

Ê. È. Èëüèí

(Âåëèêîáðèòàíèÿ, Éîðê; Óíèâåðñèòåò Éîðêà),

A. Á. Ìîðãóëèñ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ìû ðàññìàòðèâàåì èçâåñòíóþ ìîäåëü (�îâîðóõèí, Ìîðãóëèñ, Òþòþíîâ,

2000) àêòèâíîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ¾âèäîâ¿, èç êîòîðûõ îäèí � óñëîâíûé

¾õèùíèê¿ � íàäåëåí ñïîñîáíîñòüþ ê äåòåðìåíèðîâàííîìó êðóïíîìàñøòàáíîìó

äâèæåíèþ â ïîèñêå äðóãîãî âèäà � ¾æåðòâ¿

1

. Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ èìåþò âèä

∂tu = ∂x(κq + f)− νu+ δu∂
2
xu, (1)

∂tp = ∂x(δp∂xp− pu), (2)

∂tq = q(1− q − p) + δq∂
2
xq. (3)

ãäå p, q � êîíöåíòðàöèè õèùíèêîâ è æåðòâ, ñîîòâåòñòâåííî, u � àäâåêòèâíàÿ

ñêîðîñòü õèùíèêîâ, f � âíåøíèé ñèãíàë, δp, δq, δu, κ, ν � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-

ëîâûå ïàðàìåòðû. Ñèñòåìó, âîçíèêàþùóþ ïðè f = 0, ìû íàçûâàåì îäíîðîäíîé.

Ïîäñòàíîâêà u = κ∂xφ ïðåîáðàçóåò ñèñòåìó (1)�(3) â ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç

óðàâíåíèÿ (3) è ñëåäóþùèõ äâóõ óðàâíåíèé:

∂tφ = q + κ−1f − νφ+ δu∂
2
xφ,

∂tp = ∂x(δp∂xp− κp∂xφ).
(4)

Òðàíñïîðò õèùíèêîâ îïèñûâàåò âòîðîå èç óðàâíåíèé (4). Ïðè ýòîì ñëàãàåìîå

−κp∂xφ îòâå÷àåò çà èõ àäâåêöèþ, êîòîðàÿ òàêèì îáðàçîì ïîä÷èíÿåòñÿ èçâåñò-

íîìó çàêîíó Ïàòëàêà � Êåëëåðà � Ñåãåëÿ, ïåðâîíà÷àëüíî óñòàíîâëåííîìó äëÿ

õåìîòàêñèñà, è â íàñòîÿùåå øèðîêî èñïîëüçóåìîãî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷-

íûõ àêòèâíûõ ñðåä (ñì. îáçîð Bellomo et al., 2015). Òàêîé òèï ìàññîïåðåíîñà

ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå êàê ðàçíîâèäíîñòü íåëèíåéíîé êðîññ-äè��óçèè.

Â íàøåì ñëó÷àå õèùíèê îðèåíòèðóåòñÿ íå íà ÷èñëåííîñòü æåðòâ q, à íà

âûðàáàòûâàåìûé èìè ñèãíàë φ, ò. å. èìååò ìåñòî íåïðÿìîé òàêñèñ ê æåðòâå

(indire
t prey-taxis, Tello & Wrozek, 2016); êîý��èöèåíò κ èãðàåò ðîëü êîý��è-

öèåíòà ïîäâèæíîñòè õèùíèêîâ. Âûðàáîòêà ñèãíàëà φ îïèñûâàåòñÿ ïåðâûì èç

óðàâíåíèé (4), ñ ó÷åòîì ñèãíàëà f , ïîäàâàåìîãî èçâíå.
Â íàøåì ñîîáùåíèè ðå÷ü èäåò î ãîìîãåíèçàöèè ñèñòåìû (1)�(3) â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî âíåøíèé ñèãíàë èìååò âèä

f = f(x, t, ξ, τ), ξ = ωx, τ = ωt, ω → ∞, (5)

1

Ïîëíûå ññûëêè è äðóãèå ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðåïðèíòå: Ilin K., Morgulis A. A remark

on the disorienting of spe
ies due to the �u
tuating environment.�arXiv:1808.02091.
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è δu = ν1ω
−1
, δp = ν2ω

−1
, ν1 = const > 0, ν2 = const > 0. �ëàâíîå ïðèáëèæåíèå

âûãëÿäèò òàê:

q(x, t) = q̄(x, t) +O
(
ω−1

)
, ω → +∞, (6)

u(x, t) = ū(x, t) + ũ0(x, t, τ, ξ) +O
(
ω−1

)
, ω → +∞, (7)

p(x, t) = p̄(x, t)P (x, t, τ, ξ) +O
(
ω−1

)
, ω → +∞, (8)

ãäå ξ = ωx è τ = ωt. Ïðè ýòîì �óíêöèè ũ0, P , ū, q̄ è p̄ îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

∂τ ũ0 = ∂ξ
(
f + ν1∂ξũ0

)
, 〈ũ0〉 = 0, (9)

∂τP = ∂ξ
(
ν2∂ξP − P (ū+ ũ0)

)
, 〈P 〉 = 1, (10)

∂tū = ∂x
(
κq̄ + f̄

)
− νū, f̄ = 〈f〉, (11)

∂tp̄+ ∂x
(
p̄
(
ū+ 〈ũ0P 〉

))
= 0, (12)

q̄t = q̄
(
1− p̄− q̄

)
+ δq∂

2
xq̄, (13)

ïðè÷åì óðàâíåíèÿ (9) è (10) ðàññìàòðèâàþòñÿ íà òîðå T2
è êîñûå ñêîáêè îáî-

çíà÷àþò ñòàíäàðòíîå óñðåäíåíèå íà òîðå. Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (12), èìååòñÿ

äîïîëíèòåëüíûé äðåé� õèùíèêîâ ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé 〈ũ0P 〉, è èìåííî îí îò-
âå÷àåò çà ý��åêò êîðîòêîâîëíîâîãî ñèãíàëà. Ïðè äàííîé f äðåé� îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ū. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (11), (12) è (13) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çà-

ìêíóòóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ñðåäíèõ ū, q̄ è p̄. Ýòó ñèñòåìó ìû

íàçûâàåì ãîìîãåíèçèðîâàííîé.

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (1)�(3) èìååò îäíîðîäíûå ðàâíîâåñèÿ

2

, â êîòîðûõ p ≡ pe,
q ≡ qe, u = 0, pe = const > 0, qe = const > 0, pe + qe = 1. Îêàçûâàåòñÿ,
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, ãîìîãåíèçèðîâàííàÿ ñèñòåìà (11)�(13) òàêæå èìå-

åò îäíîðîäíûå ðàâíîâåñèÿ p̄ ≡ pe, q̄ ≡ qe, ū = 0, pe = const > 0, qe = const > 0,
pe + qe = 1. Êàæäîìó òàêîìó ðàâíîâåñèþ ñîîòâåòñòâóåò êâàçèðàâíîâåñèå � êî-

ðîòêîâîëíîâûé ðåæèì ñ íóëåâîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ è ïîñòîÿííûìè ñðåäíèìè

÷èñëåííîñòÿìè õèùíèêîâ è æåðòâ.

Ñóùåñòâóåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ïîäâèæíîñòè õèùíèêîâ, κc =
κc(δu, δp, δq, ν) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè κ < κc âñå îäíîðîäíûå ðàâíîâåñèÿ îäíîðîäíîé

ñèñòåìû óñòîé÷èâû ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ â òîì ñìûñëå, ÷òî ñèñòåìà,

âîçíèêàþùàÿ ïðè ëèíåàðèçàöèè îäíîðîäíîé ñèñòåìû âîçëå ëþáîãî îäíîðîäíîãî

ðàâíîâåñèÿ, íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé âèäà eiαx+λ(α)t(û(α), p̂(α), q̂(α)),
ãäå Reλ(α) > 0 è α ∈ R. Â ñëó÷àå ãîìîãåíèçèðîâàííîé ñèñòåìû òàêîå æå

óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè Kκ < κc(0, 0, δq , ν), ãäå κc(0, 0, δq , ν) > 0,
è K = K(f, ν1, ν2) > 0.

Ñòàáèëèçèðóþùèé ý��åêò êîðîòêîâîëíîâîãî âíåøíåãî ñèãíàëà (5) ïðîÿâ-

ëÿåòñÿ â òîì, ÷òî âåëè÷èíà K(Af, ν1, ν2) óáûâàåò ïðè âîçðàñòàíèè àìïëèòóäû

A > 0. Ìû óêàçûâàåì ÷àñòíûå, íî âñå æå äîâîëüíî øèðîêèå êëàññû ñèãíàëîâ,

òàêèõ, ÷òî K(Af, ν1, ν2) → 0 ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè A→ ∞.

2

Â îäíîðîäíîé ñèñòåìå f = 0.
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ÈÇ�ÈÁÀÍÈß ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ �ÎÄÀ p > 0

Ñ. Á. Êëèìåíòîâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Öåëü äîêëàäà � îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé ðîäà

p > 0 è ïîëîæèòåëüíîé âíåøíåé êðèâèçíû.

Ïåðâûå ïðèìåðû çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà p > 0 è ïîëîæèòåëüíîé

âíåøíåé êðèâèçíû áûëè ñêîíñòðóèðîâàíû À. Â. Ïîãîðåëîâûì [1, ãë. 6, � 12℄.

Â ýòîé ðàáîòå À. Â. Ïîãîðåëîâ äîêàçàë æåñòêîñòü òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðè òî-

÷å÷íîé âíåøíåé ñâÿçè è ñ�îðìóëèðîâàë ãèïîòåçó î æåñòêîñòè áåç êàêèõ-ëèáî

óñëîâèé ïðè p > 1.
Ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà Â. Ò. Ôîìåíêî [2℄. Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå òà-

êèõ ïîâåðõíîñòåé, çàìêíóòûõ è ñ êðàåì, áûëî ïðîäîëæåíî Â. Ò. Ôîìåíêî è åãî

ó÷åíèêàìè (Å. Â. Òþðèêîâ, Ñ. Á. Êëèìåíòîâ, Þ. Ï. Çîëîòóõèí). Â äîêëàäå

ïðèâîäèòñÿ îáçîð ýòèõ ðàáîò.

Ïðèâåäåì çäåñü îäèí íåäàâíèé ðåçóëüòàò àâòîðà äîêëàäà [3℄.

Òåîðåìà. Ïóñòü S è S′ � èçîìåòðè÷íûå ðåãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè â E3
, êëàñ-

ñà Ck
α, k > 3, 0 < α < 1, ñ êðàÿìè è ðîäà p > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ ãàóññîâà

êðèâèçíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

K > k0 = const > 0.

Åñëè ýòè ïîâåðõíîñòè ñîäåðæàò ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó ïî èçîìåòðèè Ck
α-

ðåãóëÿðíûå êîíãðóýíòíûå äóãè γ and γ′, òî ïîâåðõíîñòè S è S′ êîíãðóýíòíû.

Ëèòåðàòóðà

1. Ïîãîðåëîâ À. Â. Âíåøíÿÿ ãåîìåòðèÿ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé.�Ì.: Íàóêà, 1969.�760 ñ.

2. Ôîìåíêî Â. Ò. Î æåñòêîñòè è îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé

ðîäà p > 1 â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�.�1973.�Ò. 213, � 1.�Ñ. 45�48.

3. Êëèìåíòîâ Ñ. Á. Îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé

ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ðîäà p > 0 ñ êðàåì // Ñèá. ìàò. æóðí.�2019.�Ò. 60, � 1.�

Ñ. 109�117.
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Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

ÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÒÈÏÀ ÂÛÑÎÊÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

1

À. È. Êîæàíîâ

(�îññèÿ, Íîâîñèáèðñê; ÈÌ ÑÎ �ÀÍ)

Â äîêëàäå èçëàãàþòñÿ íîâûå ðåçóëüòàòû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé (ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïî Ñ. Ë. Ñîáîëåâó

ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå) äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà âûñîêîãî

ïîðÿäêà:

1) àíàëîãîâ óðàâíåíèé Êåëäûøà è Ëàâðåíòüåâà � Áèöàäçå;

2) àíàëîãîâ ïàðàáîëî-ãèïðáîëè÷åñêèõ óðàâíåèé âûñîêîãî ïîðÿäêà;

3) óðàâíåíèé ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñ ïåðåìåííûì íàïðàâëåíèåì

ýâîëþöèè.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-51-41009.
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ÇÀÄÀ×À Î �ÀÑÏÀÄÅ �ÀÇ�ÛÂÀ ÄËß ÖÅÏÎ×ÊÈ ÂÎËÜÒÅ��À

�. ×. Êóëàåâ (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ, ÑÎ�Ó),

À. Á. Øàáàò (�îññèÿ, ×åðíîãîëîâêà; ÈÒÔ èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �ÀÍ)

�àññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ öåïî÷êè Âîëüòåððà [1℄:

ḃn = bn(bn+1 − bn−1), bn = bn(t), t ∈ R, n ∈ Z. (1)

Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ öåïî÷êè Âîëü-

òåððà ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â âèäå ñòóïåíüêè:

bn(0) =





a, n < 0,

c, n = 0,

b, n > 0,

(2)

ãäå a, b, c � çàäàííûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, è åå ÷àñòíûé ñëó÷àé íà ïîëóîñè:

b0(t) = 0, ḃn = bn(bn+1 − bn−1), t > 0,

bn(0) = 1, n > 1,
(3)

ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîðó a = c = 0. Êà÷åñòâåííî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à íàïî-
ìèíàåò çàäà÷ó �óðåâè÷à � Ïèòàåâñêîãî äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà [2℄.

Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ è óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ öåïî÷êè

Âîëüòåððà.

�åøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

bn(t) = bn(0) +
b
(1)
n (0)

1!
t+ · · ·+ b

(k)
n (0)

k!
tk + · · · (4)

Îäíàêî äëÿ ýòîãî ñòåïåííîãî ðÿäà íåÿñíûì ïîêà îñòàåòñÿ âîïðîñ î ðàäèóñå ñõî-

äèìîñòè, àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè è õàðàêòåðå îñîáûõ òî÷åê íà ãðàíèöå

åãî êðóãà ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó áîëåå ïîäõîäÿùèì ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà ðàç-

ðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè íàì âèäèòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Ñòðóêòóðà ïðàâûõ ÷àñòåé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé öåïî÷êè Âîëüòåððà

ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè

äëÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè {bn(0)} ∈ l∞.
�àññìàòðèâàåòñÿ çàìûêàíèå öåïî÷êè (3), çàäàâàåìîå óñëîâèÿìè

bnbn+1 = 1, n > N, (5)

ïðè íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì N > 2. Íàïðèìåð, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå N = 2
ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ïðèíèìàåò âèä

ḃ1 = b1b2, ḃ2 = 1− b1b2, t > 0,
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è ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ �èêêàòè

ḃ1 + b21 = (t+ 2)b1,

ðåøåíèå êîòîðîãî îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë

âåðîÿòíîñòè. Ïðè N > 2 äëÿ çàìêíóòîé öåïî÷êè (3) óñòàíàâëèâàþòñÿ äâà çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ.

Òåîðåìà. Ôîðìóëû

I
(1)
N =

N∑

i=1

bi − (N + t),

I
(2)
N = 2

n∑

i=1

i log(b2i−1b2i) +
N−2∑

i=1

N∑

j=i+2

bibj − n(N + t)2

îïðåäåëÿþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ öåïî÷êè Âîëüòåððà (3) ñ óñëîâèåì çàìûêà-

íèÿ (5).

Ïåðâûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ, à âòîðîé

ñëåäóåò èç ëàãðàíæåâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ïåðâûé çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ ãàðàíòèðóåò âîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ íà âñþ ïîëóîñü ðåøåíèé çàìêíó-

òîé öåïî÷êè (3) â îáùåì ñëó÷àå N > 2. Âîîáùå æå, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû, â çàäà÷å (3) ìîæíî âûäåëèòü òðè îòðåçêà âðåìåíè:

1) íà÷àëüíûé 0 6 t < R, ãäå R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà (4);

2) ïåðèîä ëèíåéíîãî ðîñòà b1(t);
3) ïðîìåæóòîê êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðîñòà, êîãäà ḃ1(t) ≈ 0 è b1(t) ≈ 4.

Ëèòåðàòóðà
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FUNCTIONAL REPRESENTATION

OF INJECTIVE BANACH LATTICES

A. G. Kusraev

(Russia, Vladikavkaz; VSC RAS)

The aim of this work is to survey re
ent results on fun
tional representation of

inje
tive Bana
h latti
es obtained in [1, 2℄. The main results assert that AL-spa-

es and Dedekind 
omplete AM -spa
es with unit are the `building blo
ks' for any

inje
tive Bana
h latti
e. In other words, we present a 
on
rete fun
tional des
ription

of inje
tive Bana
h latti
es similar to that of Kakutani�Maharam representation

theorem for AL-spa
es, see [3, Theorem 26.4.7℄. We atta
k the problem by means

of the Boolean-valued transfer prin
iple from AL-spa
es to inje
tive Bana
h latti
es
established in [1, 4℄: every inje
tive Bana
h latti
e embeds into an appropriate

Boolean-valued model, be
oming an AL-spa
e. A

ording to this fa
t and fundamental
prin
iples of Boolean-valued models, ea
h theorem about AL-spa
es within Zermelo�
Fraenkel set theory has its 
ounterpart for the original inje
tive Bana
h latti
e inter-

preted as a Boolean-valued AL-spa
e. This approa
h, 
alled Boolean valued analysis,

stems from [5℄ and [6℄.
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ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ

ÏÎËÓ��ÓÏÏÛ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

1

�. �. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà, Ì�Ó; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Å. Î. Ñèâêîâà

(�îññèÿ, Ìîñêâà; ÌÏ�Ó)

Ïóñòü íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíà ñèëüíàÿ ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ

T (t), 0 6 t < ∞, ò. å. T (t) : X → X � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð äëÿ

êàæäîãî t > 0, T (t1 + t2) = T (t1)T (t2) äëÿ ëþáûõ t1 > 0 è t2 > 0, T (0) = I
(òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð) è T (t)f → f ïðè t → 0+ â ìåòðèêå X äëÿ êàæäîãî

f ∈ X.
Ìû ñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü ïðèáëèæåííî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ îïå-

ðàòîðîâ T (t1) è T (t2), 0 6 t1 < t2, ò. å. èçâåñòíû ýëåìåíòû gi ∈ X, i = 1, 2, òàêèå,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ X

∥∥T (ti)f − gi
∥∥
X

6 δi, δi > 0, i = 1, 2.

Êàê ïî ýòîé èí�îðìàöèè âîññòàíîâèòü (ïî âîçìîæíîñòè, íàèëó÷øèì îáðàçîì)

çíà÷åíèå îïåðàòîðà T (τ), ãäå τ 6= ti, i = 1, 2?
Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà òàêîâà. Ëþáîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ϕ, ñîïîñòàâëÿþùèé

ïàðå (g1, g2) ∈ X ×X ýëåìåíò èç X (ïðåäïîëàãàåìîå çíà÷åíèå T (τ)) åñòü îòîá-
ðàæåíèå ϕ : X ×X → X. Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà íàçîâåì âåëè÷èíó

e(τ, ϕ) = sup
f∈X, gi∈X, i=1,2,

‖T (ti)f−gi‖X6δi, i=1,2

∥∥T (τ)f − ϕ(g1, g2)
∥∥
X

(çàâèñèìîñòü îò �èêñèðîâàííûõ ti è δi, i = 1, 2, íå îòìå÷àåì).
Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(τ) = inf
ϕ
e(τ, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì ϕ : X×X → X, êîòîðóþ íàçî-

âåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è òå ìåòîäû ϕ̂, íà êîòîðûõ
ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å.

E(τ) = e(τ, ϕ̂ ).

Òàêèå ìåòîäû íàçîâåì îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ.

Îñòàâàÿñü â ðàìêàõ àáñòðàêòíîé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ, ìîæíî äàòü íåêî-

òîðûå îöåíêè äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Íî âû÷èñëèòü

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 17-01-00649.
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òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû è íàéòè îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ

óäàåòñÿ ëèøü äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ. Çäåñü ìû ðàññìîò-

ðèì ñëåäóþùóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü a(·)� íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ íà R òàêàÿ, ÷òî a(0) = 0
è a(ξ) → +∞ ïðè ξ → ±∞. Ïóñòü F � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(R). Äëÿ êàæ-
äîãî t > 0 îïðåäåëèì îïåðàòîð Ta(t) : L2(R) → L2(R), äåéñòâóþùèé â îáðàçàõ

Ôóðüå ïî �îðìóëå

F [Ta(t)f ](ξ) = e−ta(ξ)F [f ](ξ) äëÿ ï. â. ξ ∈ R.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñåìåéñòâî Ta(t), t > 0, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé

ïîëóãðóïïîé îïåðàòîðîâ â L2(R).
Ïóñòü 0 6 t1 < τ < t2 è δi > 0, i = 1, 2. Ïîëîæèì

λ1 =
t2 − τ

t2 − t1

(
δ1
δ2

)−2(τ−t1)
t2−t1

, λ2 =
τ − t1
t2 − t1

(
δ1
δ2

) 2(t2−τ)
t2−t1

.

Òåîðåìà. Ïóñòü 0 6 t1 < τ < t2 è δ1 > δ2 > 0. Òîãäà

E(τ) =
√
λ1δ

2
1 + λ2δ

2
2 .

Ôóíêöèÿ ξ 7→ λ1e
−2t1a(ξ) + λ2e

−2t2a(ξ) − e−2τa(ξ) íåîòðèöàòåëüíà äëÿ âñåõ ξ ∈ R,

è äëÿ ëþáîé �óíêöèè ω(·) ∈ L∞(R) òàêîé, ÷òî äëÿ ï. â. ξ ∈ R

∣∣∣∣∣ω(ξ)−
λ2e
−(τ−t1)a(ξ)

λ1e(t2−t1)a(ξ) + λ2e−(t2−t1)a(ξ)

∣∣∣∣∣ 6

6

√
λ1λ2 e

t2a(ξ)

λ1e(t2−t1)a(ξ) + λ2e−(t2−t1)a(ξ)

√
λ1e−2t1a(ξ) + λ2e−2t2a(ξ) − e−2τa(ξ),

ìåòîä ϕ̂ω : L2(R)×L2(R) → L2(R), îïðåäåëåííûé â îáðàçàõ Ôóðüå äëÿ ï. â. ξ ∈ R

�îðìóëîé

F [ϕ̂ω(g1, g2)](ξ) =
(
e−(τ−t1)a(ξ) − ω(ξ)e−(t2−t1)a(ξ)

)
F [g1](ξ) + ω(ξ)F [g2](ξ),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, íàïðèìåð, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè [1℄ è ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè [2℄ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ óêàçàííîé

ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ �óíêöèè a(·).

Ëèòåðàòóðà

1. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ �. �., Îñèïåíêî Ê.Þ.Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè ïî íåòî÷íûì èçìåðåíèÿì // Ìàò. ñá.�2009.�Ò. 200, � 5.�Ñ. 37�54.

2. Àáðàìîâà Å. Â. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ïî íåòî÷íûì ãðàíè÷íûì äàí-

íûì // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí.�2015.�Ò. 17, � 1.�Ñ. 3�13.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Ï�ÈÅÌÛ ÊÎÍÑÒ�ÓÈ�ÎÂÀÍÈß È ÀÍÀËÈÇÀ Ó�ÎÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

È. Å. Ìàëîâà

(�îññèÿ, Áðÿíñê, Á�Ó èì. È. �. Ïåòðîâñêîãî; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

�åçóëüòàòû îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå çàâèñÿò îò äåÿòåëüíîñòè ïðåïîäàâàòåëÿ;

îæèäàåìûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü êàê ó âñåõ, òàê è ó îòäåëüíûõ îáó÷àþùèõñÿ,

ìîãóò áûòü ïðåäìåòíûìè è ìåòàïðåäìåòíûìè, ìîãóò áûòü êðàòêîñðî÷íûìè è

äîëãîñðî÷íûìè. Ê ñîæàëåíèþ, äîñòèæåíèþ ïîëíîöåííî ðåçóëüòàòèâíîãî îñâî-

åíèÿ ìàòåìàòèêè âñåìè ó÷àùèìèñÿ íå âñåãäà ïîìîãàþò ó÷åáíèêè, ïîñêîëüêó

îíè ÷àñòî íå ó÷èòûâàþò êàê ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèå îñíîâû îáó÷åíèÿ, òàê è

îáîñíîâàííûå íàðàáîòêè â îáëàñòè ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå. Íàïðèìåð,

â ó÷åáíèêàõ ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áåç îáñóæäåíèÿ òîãî, êàê äîãàäàòüñÿ î

ñïîñîáå åå ðåøåíèÿ, êàêîé îïûò ðàáîòû ñ îäíîé çàäà÷åé ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè

ðàáîòå ñ äðóãîé (èëè ñ äðóãèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì). Îäíèì èç âîçìîæíûõ

ñïîñîáîâ óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ ìîæåò áûòü ñëåäîâàíèå ñîâðåìåííûì

íàïðàâëåíèÿì ðåøåíèÿ ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷, îñâîåíèå ó÷èòåëåì èíñòðóìåíòîâ

èõ ðåøåíèÿ, èëëþñòðàöèÿ ïðèåìîâ èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ èíñòðóìåíòîâ.

Ñðàâíèì äâà ïîíÿòèÿ: ìàòåìàòè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü ïðåïîäàâàòåëÿ è åãî

ìåòîäè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü.

Ïîñêîëüêó äâà ïîíÿòèÿ îòíîñÿòñÿ ê ïîíÿòèþ äåÿòåëüíîñòè ñðàâíåíèå íàäî

ïðîâîäèòü ïî êîìïîíåíòàì äåÿòåëüíîñòè. Âûáåðåì äâà: îáúåêò äåÿòåëüíîñòè è

êðèòåðèé äîñòèæåíèÿ öåëè.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå

îáúåêòû (îïðåäåëåíèå, òåîðåìà, çàäà÷à, ìàòåìàòè÷åñêèé òåêñò è äð). Êðèòå-

ðèåì äîñòèæåíèÿ öåëè â ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîñòü

ìàòåìàòè÷åñêèõ äåéñòâèé.

Ïîñêîëüêó ó÷èòåëþ òàêæå íåîáõîäèìà ïðàâèëüíîñòü ñâîèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

äåéñòâèé, îáúåêòàìè åãî ìåòîäè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå

îáúåêòû. Íî îñíîâíûì îòëè÷èåì ìåòîäè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè îò ìàòåìàòè÷åñêîé

ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â äåÿòåëüíîñòè ó÷èòåëÿ ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ äðó-

ãèì ÷åëîâåêîì, à íå ñ ñàìèì ñîáîé. Ïîñòàíîâêå ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷ ïîìîãàþò

âîïðîñû ¾Êàê äîáèòüñÿ, ÷òîáû îáó÷àþùèåñÿ . . . ?¿.

Âûäåëèì òðè ìåòîäè÷åñêèå çàäà÷è:

1) êàê äîáèòüñÿ óñïåøíîñòè îáó÷àþùèõñÿ â ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çíà-

íèé;

2) êàê äîáèòüñÿ óñïåøíîñòè îáó÷àþùèõñÿ â ïîèñêîâîé (èññëåäîâàòåëüñêîé

èëè òâîð÷åñêîé) äåÿòåëüíîñòè;

3) êàê äîáèòüñÿ óñïåøíîñòè îáó÷àþùèõñÿ â ïðîÿâëåíèè óìåíèé ¾ïîçíàâàòü,

äåëàòü, æèòü, æèòü âìåñòå¿, íàçâàííûõ ÞÍÅÑÊÎ ïðèíöèïàìè îáðàçîâàíèÿ

XXI âåêà?

35



Îáîçíà÷èì òðè ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèÿ, âåäóùèõ ê ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷:

äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä; ëè÷íîñòíî îðèåíòèðîâàííîå îáó÷åíèå; ãóìàíèòàðèçà-

öèÿ îáðàçîâàíèÿ. Ýòè íàïðàâëåíèÿ ñâÿçàíû ñî ñòðóêòóðîé ïåäàãîãè÷åñêîãî ïðî-

öåññà ïî �. Å. Ñåíüêèíîé [1℄. Êðîìå òîãî, íà åå îñíîâå îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäè÷åñêàÿ

äåÿòåëüíîñòü ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè êàê äåÿòåëüíîñòü ïî îðãàíèçàöèè ïåäàãîãè-

÷åñêîãî ïðîöåññà, íàïðàâëåííàÿ íà ïîëíîöåííî ðåçóëüòàòèâíîå îñâîåíèå ó÷àùè-

ìèñÿ ìàòåìàòèêè [2℄.

×òî äåëàòü ïðåïîäàâàòåëþ, îòâå÷àþùåìó çà ìåòîäè÷åñêóþ ïîäãîòîâêó ó÷è-

òåëÿ? Ïðåäëàãàåì ó÷èòü òîìó, ÷òî íåîáõîäèìî íà êàæäîì óðîêå; ïîêàçûâàòü îá-

ðàçöû ðåàëèçàöèè òåõíîëîãèé; ðàçâèâàòü ìåòîäè÷åñêîå ìûøëåíèå ÷åðåç ðàçðà-

áîòêó ñòóäåíòàìè äèàëîãîâûõ êîìïüþòåðíûõ ïðåçåíòàöèé ïî âîïðîñàì øêîëü-

íîãî êóðñà ìàòåìàòèêè; îðãàíèçîâûâàòü ëåêöèè è çàíÿòèÿ òàê, ÷òîáû íà ñîá-

ñòâåííîì îïûòå ñòóäåíòû ïîíÿëè äîñòîèíñòâà óêàçàííûõ íàïðàâëåíèé.

Èíñòðóìåíòàìè ðåàëèçàöèè äåÿòåëüíîñòíîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ: ìî-

òèâ, öåëü, îðèåíòèðîâî÷íàÿ îñíîâà äåÿòåëüíîñòè; äëÿ ðåàëèçàöèè ëè÷íîñòíî

îðèåíòèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ äîáàâëÿåòñÿ ó÷åáíûé äèàëîã; äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ

ãóìàíèòàðèçàöèè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå äîáàâëÿþòñÿ ïðèåìû ìåòàïðåäìåòíîé

äåÿòåëüíîñòè. Âûäåëèì íåêîòîðûå ïðèåìû êîíñòðóèðîâàíèÿ è àíàëèçà óðîêà.

Ïðèåìû ìîòèâàöèè: ¾Ìîòèâàöèÿ èíòåðåñîì¿; ¾Ìîòèâàöèÿ îïûòîì¿; ¾Ìîòèâà-

öèÿ óñïåõîì¿.

Ïðèåìû ïîñòàíîâêè öåëåé óðîêà: ¾Öåëè êàê èòîãè¿; ¾Öåëè êàê ïëàí¿; ¾Öåëè

êàê òðèàäà: äåÿòåëüíîñòü-ìàòåìàòèêà-ñïîñîá äîñòèæåíèÿ¿.

Ïðèåìû ââåäåíèÿ îðèåíòèðîâî÷íûõ îñíîâ äåÿòåëüíîñòè (ÎÎÄ): ¾Çàäà÷à-

îáîáùåíèå ýòàïîâ-ÎÎÄ¿; ¾ÎÎÄ è ïîñëåäóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ¿; ¾ÎÎÄ è ïàðàë-

ëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ¿. Ïðèåìû àíàëèçà óðîêà: ¾Ïî÷åìó ó÷èòåëü . . . ?¿; ¾Ïî÷åìó

ó÷àùèåñÿ . . . ?¿; ¾Ìåíÿåòñÿ öåëü � ìåíÿåòñÿ ýòàï¿.

Ëèòåðàòóðà

1. Àëèìóõàìáåòîâà (Ñåíüêèíà) �. Å. Òåîðèÿ ïåäàãîãè÷åñêîãî ïðîöåññà êàê îñíîâà �îð-

ìèðîâàíèÿ ãîòîâíîñòè øêîëüíèêîâ ê ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè.�Àëìàòû: �ûëûì

Àðêàëûê, 1994.�131 ñ.

2. Ìàëîâà È. Å. Íåïðåðûâíàÿ ìåòîäè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè ñ ïîçèöèé

ñóáúåêòíîé ñîãëàñîâàííîñòè: Ìîíîãðà�èÿ.�Áðÿíñê: Èçä-âî Áðÿíñê. ÈÏÊ�Î, 2006.�

164 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

SEMANTIC READING IN MATHEMATICS EDUCATION

A. Kh. Naziev

(Russia, Ryazan; RSU S. A. Esenin, Ryazan Institute ED)

The author already published several papers about semanti
 reading in

mathemati
s and mathemati
s tea
hing (see Referen
es). The �rst paper 
ontained

a short instru
tion on what semanti
 reading is, and several examples of its

appli
ation to s
hool algebra, geometry, probability theory, and 
al
ulus. The se
ond

paper is dealing with problem-solving with the help of equations. In the third

paper, a more instru
tive de�nition of the semanti
 reading given, and several more


ompli
ated examples 
olle
ted. The fourth paper is wholly devoted to the semanti


reading in the 
ontext of the history of mathemati
s. In the proposed arti
le, we

intend to give a survey of our previous work and add some new 
onsiderations.
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2014 ãîäèíå íà Ôàêóëòåòó ïåäàãîøêèõ íàóêà Óíèâåðçèòåòà ó Êðàãójåâöó.�Jagodina:

Óíèâåðçèòåò ó Êðàãójåâöó, 2014.�P. 107�119.

2. Naziev A. Des
artes and Newton on Problem Solving with the Help of Equations //

EDULEARN 17 Pro
eedings. 9th International Conferen
e on Edu
ation and New Learning

Te
hnologies, July 3rd�5th, 2017.�Bar
elona: IATED A
ademy, 2017.�P. 4149�4155.

3. Naziev A. Semanti
 Reading in Mathemati
s and Mathemati
s Tea
hing // BRAIN � Broad

Resear
h in Arti�
ial Intelligen
e and Neuros
ien
e.�2018.�Vol. 9, � 4.�P. 100�114.

4. Naziev A. Semanti
 Reading in the Context of the History of Mathemati
s // BRAIN� Broad

Resear
h in Arti�
ial Intelligen
e and Neuros
ien
e.�2019.�Vol. 10, � 2.�P. 174�184.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ ÏÎËÅÉ ÊÈËËÈÍ�À

ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ÄËÈÍÛ

Þ. �. Íèêîíîðîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ýòîò äîêëàä îñíîâàí íà íåäàâíèõ ðàáîòàõ [1℄ è [2℄, êîòîðûå ïîñâÿùåíû èñ-

ñëåäîâàíèþ ñâîéñòâ âåêòîðíûõ ïîëåé Êèëëèíãà ïîñòîÿííîé äëèíû è èõ åñòå-

ñòâåííûõ îáîáùåíèé íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíûå

ïîëÿ Êèëëèíãà íà çàäàííîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî

ïîðîæäàþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû èçîìåòðèé ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïîäðîáíûé îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ êèëëèíãîâûìè âåê-

òîðíûìè ïîëÿìè ïîñòîÿííîé äëèíû (ÊÂÏÏÄ) íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,

ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [3, 4℄. Âàæíûå ñâîéñòâà êèëëèíãîâûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé ïîñòîÿííîé äëèíû íà êîìïàêòíûõ îäíîðîäíûõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

óñòàíîâëåíû â ðàáîòå [5℄. Èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû î ÊÂÏÏÄ íà íåêîòîðûõ ñïå-

öèàëüíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëó÷åíû íåäàâíî â ðàáîòàõ [6℄ è [7℄.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M,g) è íåêîòî-

ðóþ ãðóïïó Ëè G, äåéñòâóþùóþ ý��åêòèâíî íà (M,g) èçîìåòðèÿìè. Îòîæäå-
ñòâèì àëãåáðó Ëè g ãðóïïû Ëè G ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðîé Ëè âåêòîðíûõ

ïîëåé Êèëëèíãà íà (M,g) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî U ∈ g ðàñ-

ñìîòðèì exp(tU) ⊂ G, t ∈ R, îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó èçîìåòðèé (M,g),
è îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå Êèëëèíãà Ũ ñòàíäàðòíîé �îðìóëîé

Ũ(x) =
d

dt
exp(tU)(x)

∣∣∣∣
t=0

.

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå U → Ũ ëèíåéíî è èíúåêòèâíî, íî [Ũ , Ṽ ] = − ˜[U, V ]g, ãäå
[·, ·]g � ñêîáêà Ëè â g è [·, ·] � ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé íà M .

Êàæäûé X ∈ g îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð ad(X) : g → g (îïåðàòîð ïðè-

ñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ), äåéñòâóþùèé ñîãëàñíî �îðìóëå Y 7→ [X,Y ]. Åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü X êàê âåêòîðíîå ïîëå Êèëëèíãà íà (M,g), òî ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîðòà íà X âëåêóò ñïåöèàëüíûå (â ÷àñòíîñòè, ñïåêòðàëüíûå)

ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà ad(X).
Â ýòîì äîêëàäå ìû ñ�îêóñèðóåìñÿ íà ñâîéñòâå X èìåòü ïîñòîÿííóþ äëèíó,

à òàêæå íà áîëåå îáùåì ñâîéñòâå èìåòü îãðàíè÷åííóþ äëèíó (ïîñëåäíåå îçíà÷à-

åò, ÷òî äëèíà âåêòîðíîãî ïîëÿ X îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé óíèâåðñàëüíîé êîíñòàí-

òîé íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì ìíîãîîáðàçèè, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, �óíêöèÿ

x ∈M 7→ gx(X,X) îãðàíè÷åíà).
Ïðèâåäåì îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1℄.

Òåîðåìà 1 [1℄. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ Êèëëèíãà ïîñòîÿííîé äëèíû X ∈ g íà

ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M,g) ñïåêòð îïåðàòîðà ad(X) : g → g ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî

ìíèìûì, ò. å. ëåæèò â iR.
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Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íîâûì ëèøü äëÿ íåêîìïàêòíûõ àëãåáð Ëè g è ëèøü

äëÿ X, íå ëåæàùèõ â öåíòðå g. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé êîìïàêòíîé àëãåáðû
Ëè g ñóùåñòâóåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âñå îïåðàòîðû

ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ êîñîñèììåòðè÷íû (ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèì äëÿ êîìïàêòíûõ àëãåáð Ëè), ïîýòîìó ñïåêòð ëþáîãî òàêîãî îïåðàòîðà

ëåæèò â iR. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð ad(X) òðèâèàëåí äëÿ êàæäîãî âåêòî-
ðà X èç öåíòðà àëãåáðû Ëè g. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíû ïðèìåðû ÊÂÏÏÄ

X ∈ g äëÿ íåêîìïàêòíûõ g [1℄. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûé îïåðà-

òîð ad(X) : g → g ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíûì è íèëüïîòåíòíûì.

Òåîðåìà 1 áûëà ñóùåñòâåííî îáîáùåíà â íåäàâíåé ðàáîòå [2℄. Ìû îãðàíè÷èì-

ñÿ çäåñü ðàññìîòðåíèåì ëèøü îäíîãî ðåçóëüòàòà èç ýòîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2 [2℄. Äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ïîëÿ Êèëëèíãà X ∈ g íà ðè-

ìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M,g) ñïåêòð îïåðàòîðà ad(X) : g → g ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî

ìíèìûì, ò. å. ëåæèò â iR.

Â ðàáîòàõ [1℄ è [2℄ ïîëó÷åíû áîëåå äåòàëüíûå ðåçóëüòàòû î ñïåêòðå îïåðàòî-

ðîâ ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ, ïîðîæäåííûõ êèëëèíãîâûìè ïîëÿìè ïîñòîÿííîé

äëèíû èëè îãðàíè÷åííûìè êèëëèíãîâûìè ïîëÿìè. Îáñóæäåíèþ ýòèõ ñâîéñòâ

ïîñâÿùåíà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêëàäà.
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ÔÎ�ÌÓËÀ ÑËÅÄÎÂ ÄËß ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÒ ÏÀ�

ÍÅÊÎÌÌÓÒÈ�ÓÞÙÈÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

Â. Â. Ïåëëåð

(ÑØÀ, Èñò-Ëàíñèíã; Óíèâåðñèòåò øòàòà Ìè÷èãàí)

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿåòñÿ îä-

íèì èç öåíòðàëüíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà, èìåþùèì âàæíûå �èçè-

÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ. Â ðàííèõ ðàáîòàõ È. Ì. Ëè�øèöà è Ì. � Êðåéíà â ñâÿ-

çè ñ çàäà÷àìè êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè âîçíèêëà òåîðèÿ òàê íàçûâàåìîé �óíêöèè

ñïåêòðàëüíîãî ñäâèãà (�. ñ. ñ.). Òåñíûì îáðàçîì ñ �. ñ. ñ. ñâÿçàíà �îðìóëà ñëåäîâ

Ëè�øèöà � Êðåéíà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äàííàÿ òåìàòèêà àêòèâíî ðàçâèâàåò-

ñÿ (ñì. [1�3℄). Â äîêëàäå ðå÷ü èäåò î âîçìîæíûõ îáîáùåíèÿõ �îðìóëû ñëåäîâ

Ëè�øèöà � Êðåéíà:

trace(f(B)− f(A)) =

∞∫

−∞

f ′(t) ξ(t) dt,

ãäå A è B � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû ñ ÿäåðíîé ðàçíîñòüþ, f � äîñòàòî÷íî

õîðîøàÿ �óíêöèÿ, à ξ � �óíêöèÿ ñïåêòðàëüíîãî ñäâèãà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ

îïåðàòîðàìè A è B.
�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: âîçìîæåí ëè àíàëîã �îðìóëû ñëåäîâ

Ëè�øèöà � Êðåéíà äëÿ �óíêöèé îò ïàð íåêîììóòèðóþùèõ ñàìîñîïðÿæåííûõ

îïåðàòîðîâ.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À. Á. Àëåêñàíäðîâûì è Ä. Ñ. Ïîòà-

ïîâûì [4℄.
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APPROXIMATION OF STABLE MANIFOLDS

FOR FRACTIONAL EQUATIONS

1

S. I. Piskarev

(Russia, Mos
ow; MSU)

We 
onsider the approximation of well-posed Cau
hy problem

(Dα
t u)(t) = Au(t) + f(u(t)), t > 0,

u(0) = u0,
(1)

where D
α
t is the Caputo�Dzhrbashyan derivative, the operator A generates analyti


and 
ompa
t resolvent family Sα(·, A) and fun
tion f(·) is smooth enough in both

arguments.

The fra
tional integral of order α > 0 is de�ned by

(Jαq)(t) := (gα ∗ q)(t), t > 0,

where

gα(t) :=





tα−1

Γ(α)
, t > 0,

0, t 6 0,

and Γ(α) is the Gamma fun
tion. The Riemann�Liouville derivative of order α > 0 is

(Dα
t q)(t) =

(
d

dt

)m

(Jm−αq)(t),

and the Caputo�Dzhrbashyan fra
tional derivative of order α > 0 is de�ned by

(Dα
t q)(t) = (Dα

t q) (t)−
m−1∑

k=0

q(k)(0)

Γ(k − α+ 1)
tk−α.

We 
onsider the dis
retization of semilinear fra
tional equation (1) on a general

approximation s
heme [1℄. Under 
ompa
t 
onvergen
e of resolvents we establish the

semidis
rete approximation theorem for the smooth fun
tion f(·) like in [2℄. Then

we are developing a general approa
h to establish a semidis
rete approximation of

stable manifolds in the vi
inity of hyperboli
 equilibrium points as in [3℄.
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ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÍÎÅ �ÀÂÅÍÑÒÂÎ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀ

Ì. À. Ïëèåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ìíîãèå êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà àíàëèçà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ÷èñåë è �óíê-

öèé, äîïóñêàþò îáîáùåíèå äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ìàòðèö è îïåðàòîðîâ. Â ïî-

ñëåäíèå ãîäû îïåðàòîðíûå àíàëîãè ðàçëè÷íûõ êëàññè÷åñêèõ �îðìóë áûëè óñòà-

íîâëåíû â ðÿäå ðàáîò (ñì. [1�3℄). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïðÿìîé ïåðåíîñ èç-

âåñòíûõ �îðìóë äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ ÷àñòî áûâàåò íåâîçìîæåí.

Òàê îáñòîèò äåëî ñ õîðîøî èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà äëÿ ìîäóëÿ

|x + y| 6 |x| + |y|, ñïðàâåäëèâûì êàê â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ R è C, òàê è â êëàñ-

ñè÷åñêèõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ è èçìåðèìûõ �óíêöèé

C[0, 1] è Lp[0, 1] (0 6 p 6 ∞). Äàííîå íåðàâåíñòâî â îáùåì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ

óæå â ïðîñòåéøåé íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðå M2(C) êâàäðàòíûõ 2× 2 êîìïëåêñ-
íûõ ìàòðèö. Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà, M � ãèëüáåðòîâ A-ìîäóëü,
x, y ∈ M. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) |x+ y| = |x|+ |y|;
(2) 〈x, y〉 = |x| |y|.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÎ�ÌÓËÛ ÄËß ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ

Ò

�

EÏËÈÖÅÂÛÕ ÌÀÒ�ÈÖ ÁÎËÜØÈÕ �ÀÇÌÅ�ÎÂ

Â. À. Ñòóêîïèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, Ä�ÒÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Äàííûé äîêëàä ÿâëÿåòñÿ îáçîðîì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ñîâìåñò-

íî ñ À. Áàòàëüùèêîâûì, Ñ. �ðóäñêèì, Ñ. Çîëîòûõ, Ñ. Íå÷àåâûì è Ê. Ïîëîâ-

íèêîâûì è ïîñâÿùåííûõ àñèìïòîòèêàì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Óñëîâíî ýòè ðåçóëüòàòû ìîæ-

íî ðàçáèòü íà ñëåäóþùèå ÷åòûðå ãðóïïû:

1) ðåçóëüòàòû, ïîñâÿùåííûå àñèìïòîòè÷åñêèì �îðìóëàì äëÿ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëåíòî÷íûõ íåñàìîñïðÿæåííûõ ò�eïëèöåâûõ ìàò-

ðèö ñ ñèììåòðè÷åñêèì ñèìâîëîì [1, 2℄;

2) ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ îïèñàíèåì ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà è íàõîæäåíèþ

àñèìïòîòèê ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íåñàìîñîïðÿæåííûõ ëåíòî÷íûõ ò�eïëèöåâûõ

ìàòðèö ñ ñèìâîëîì ñïåöèàëüíîãî âèäà, èìåííî ÿâëÿþùèìñÿ ñòåïåíüþ ïîëèíîìà

Ëîðàíà ïåðâîé ñòåïåíè ([3�5℄);

3) ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà ò�eïëèöåâûõ íåñàìîñîïðÿæåííûõ ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö ñ ñèìâîëîì îñëàáëåííîé ãëàäêîñòè [6℄;

4) �èçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ.

Êðîìå òîãî, ìîæíî óïîìÿíóòü ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö ñ ñèìâîëîì Õàðòâèãà � Ôèøåðà, à

òàêæå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ãåîìåòðèè ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà ëåíòî÷íûõ

ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö. �åçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë [7℄, íåëüçÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñ÷èòàòü íîâûìè, íî âîçìîæíî ïðåäñòàâëÿ-

åò èíòåðåñ, èñïîëüçóåìûé ïðè ïîëó÷åíèè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, �àêò î ñâÿçè

ò�eïëèöåâûõ è öèêëè÷åñêèõ ìàòðèö. Â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ñêàçàííîå âûøå

îòíîñèòñÿ è ê ðåçóëüòàòàì ãåîìåòðèè ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà [8, 9℄ � ýòè ðåçóëü-

òàòû íå ÿâëÿþòñÿ â ïîëíîé ìåðå çàêîí÷åííûìè, íî ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè

äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî îïóáëèêîâàíû â ïðè-

âåäåííûõ íèæå ðàáîòàõ [1�9℄, ÷àñòè÷íî ãîòîâÿòñÿ ê ïóáëèêàöèè èëè ÿâëÿþòñÿ

òåìîé òåêóùåãî è íåçàêîí÷åííîãî èññëåäîâàíèÿ (ïóíêò 4).

Ò�eïëèöåâû ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíîé òåìîé èññëåäîâàíèÿ óæå íà ïðî-

òÿæåíèè ïî÷òè öåëîãî ñòîëåòèÿ, âûñòóïàþùèå â êà÷åñòâå ïðîñòîãî, âàæíîãî

è ãëóáîêî íåòðèâèàëüíîãî ïðèìåðà, ëåæàùåãî íà ñòûêå ëèíåéíîé àëãåáðû, ñïåê-

òðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ïîÿâèëèñü â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà è îòíîñè-

ëèñü ê òåîðèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ò�eïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ. Â íà÷àëå 50-õ ãã. ïðî-

øëîãî âåêà ïîÿâèëèñü ñòàâøèå çíàìåíèòûìè ðàáîòû Ñåã�e, îòíîñÿùèåñÿ ê �óíê-

öèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðåäåëüíîìó ñïåêòðó ñàìîñîïðÿæåííûõ ò�eïëèöåâûõ ìàò-

ðèö áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Ýòè ðàáîòû áûëè âûçâàíû íåîáõîäèìîñòüþ èññëåäîâà-

íèÿ ìîäåëè Èçèíãà, âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû êîòîðîé áûëî ñâåäåíî
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ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ ò�eïëèöåâîé ìàòðèöû áîëüøîãî ðàçìåðà. Ñîáñòâåí-

íî ñ ýòîãî ìîìåíòà è íà÷àëîñü èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ò�eïëèöåâûõ

ìàòðèö áîëüøèõ (ñòðîãî ãîâîðÿ ðàñòóùèõ) ðàçìåðîâ ñ çàäàííûì ñèìâîëîì. Íàè-

áîëåå òîíêèå ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è â ýòîé îáëàñòè îòíîñÿòñÿ

ê íàõîæäåíèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö áîëüøèõ ðàçìåðîâ ñ ðàâíîìåðíûìè îöåíêàìè îñòà-

òî÷íûõ ÷ëåíîâ. Â ðàáîòàõ [1, 2℄ âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû �îðìóëû, äîïóñêàþùèå

ðàâíîìåðíóþ îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, äëÿ ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûõ ÷è-

ñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íåñàìîñïðÿæåííûõ ëåíòî÷íûõ ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö

áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Â ðàáîòå [6℄ òàêîãî ðîäà îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû äëÿ íåñà-

ìîñîïðÿæåííûõ ò�eïëèöåâûõ ìàðèö ñ ñèìâîëîì îñëàáëåííîé ãëàäêîñòè. Òàêîãî

ðîäà �îðìóëû èìåþò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â �èçèêå, â ÷àñòíîñòè îíè ïîçâîëÿþò

âû÷èñëÿòü õàóñäîð�îâó ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êîí�îðìàöèé îäíîìåðíîé

ìîäåëè ðàçîìêíóòîé öåïî÷êè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìîëåêóë, âçàèìîäåéñòâèå êî-

òîðûõ óáûâàåò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó. Âû÷èñëåíèå õàóñäîð�îâîé ðàçìåðíîñòè �

ýòî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåçàêîí÷åííûé ïðîåêò ñîâìåñòíî ñ À. Áàòàëüùèêîâûì,

Ñ. �ðóäñêèì, Ñ. Íå÷àåâûì è Ê. Ïîëîâíèêîâûì. Ïðåäâàðèòåëüíûé ðåçóëüòàò ñî-

ñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè õàóñäîð�îâîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà êîí�îðìàöèé

è ÿâíîì âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè â çàâèñèìîñòè îò êëàññà ðàññìàòðè-

âàåìûõ ñèìâîëîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö. Èíòåðåñíîé è âîçìîæ-

íî íîâîé çàäà÷åé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîïûòêà ñâÿçàòü àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû ñ

ãåîìåòðèåé ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà íåñàìîñïðÿæåííûõ ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö. Òàêîãî

ðîäà ðåçóëüòàòàì ïîñâÿùåíû ðàáîòû [3�5℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ê�ÓÒÈËÜÍÛÕ

ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÑÒÅ�ÆÍß Â ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÉ Ñ�ÅÄÅ

Õ. �. Óìàðîâ

(�îññèÿ, �ðîçíûé; ÀÍ ×�)

Äëÿ íåëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà, ìîäåëè-

ðóþùåãî êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ, ñ ó÷åòîì ñèë äèññèïàöèè

è äèñïåðñèè â âÿçêîóïðóãîé ñðåäå:

∂2u

∂t2
− ∂4u

∂x2 ∂t2
−
(
α

∂4u

∂x3∂t
+ β

∂3u

∂x2 ∂t
+ γ

∂2u

∂x ∂t
+ δ

∂u

∂t

)
+

+
∂4u

∂x4
− ∂2u

∂x2
+ µu = λ

∂

∂x

(
∂u

∂x

)3

,

ãäå α, β, γ, δ, µ, λ � çàäàííûå ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è Êîøè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Íàéäåí ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Óñòàíîâëåí âðåìåííîé îòðåçîê ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷åíà îöåíêà íîðìû ýòîãî ëîêàëüíîãî

ðåøåíèÿ.

�àññìîòðåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ðå-

øåíèÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÎÄÍÎ�Î ÊËÀÑÑÀ

ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Â. Å. Ôåäîðîâ

(�îññèÿ, ×åëÿáèíñê; ×åë�Ó)

Ïóñòü Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aα(θ0, a0) ìíîæåñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ ïëîòíî îïðåäåëåííûõ â Z îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ

â ïðîñòðàíñòâî Z, äëÿ êîòîðûõ
(i) ïðè âñåõ λ ∈ Sθ0,a0 := {µ ∈ C : | arg(µ−a0)| < θ0, µ 6= a0} èìååì λα ∈ ρ(A);
(ii) äëÿ ëþáûõ θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 íàéäåòñÿ òàêîå K = K(θ, a) > 0, ÷òî äëÿ

âñåõ µ ∈ Sθ,a
∥∥Rµα(A)

∥∥
L(Z) 6

K(θ, a)

|µα−1(µ− a)| .

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

c∫

b

ω(α)Dα
t z(t) dα = Az(t) + g(t), t > 0, (1)

ãäå Dα
t � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �åðàñèìîâà � Êàïóòî, c ∈ (1, 2), b ∈ (0, c),

ω : (b, c) → C, A ∈ Ac(θ0, a0), g : R+ → Z, R+ := R+ ∪ {0}, è çàäà÷ó Êîøè äëÿ

íåãî

z(k)(0) = zk, k = 0, 1. (2)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

W h
d (λ) :=

h∫

d

ω(α)λα dα, b1 := max{b, 1},

Z0(t) :=
1

2πi

∫

∂Sθ,a

eλt
W c

b (λ)

λ

(
W c

b (λ)I −A
)−1

dλ,

Z1(t) :=
1

2πi

∫

∂Sθ,a

eλt
W c

b1
(λ)

λ2
(
W c

b (λ)I −A
)−1

dλ,

Z(t) :=
1

2πi

∫

∂Sθ,a

eλt
(
W c

b (λ)I −A
)−1

dλ

ïðè íåêîòîðûõ θ ∈ (π/2, θ0), a > a0. Ïðè K > 0, β > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç

E(K,β;Z) ìíîæåñòâî òàêèõ �óíêöèé z : R+ → Z, ÷òî ‖z(t)‖Z 6 Keβt ïðè
âñåõ t ∈ R+. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

E(Z) :=
⋃

K>0

⋃

β>0

E(K,β;Z).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü c ∈ (1, 2), A ∈ Ac(θ0, a0), W
c
b (λ) è W

c
b1
(λ) àíàëèòè÷íû â

ñåêòîðå Sθ1,a1 ïðè íåêîòîðûõ θ1 ∈ (π/2, θ0], a1 > a0 è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

(∀λ ∈ Sθ1,a1)
(
W c

b (λ)
)1/c ∈ Sθ0,a0 ,

(∃C1, C2 > 0) (∃ ε ∈ (0, c − 1)) (∀λ ∈ Sθ1,a1) C1|λ|1+ε
6 |W c

b (λ)| 6 C2|λ|c,
(∃C3 > 0) (∀λ ∈ Sθ1,a1)

∣∣W b1
b (λ)

∣∣ 6 C3|λ|,
z0, z1 ∈ DA, g ∈ C

(
R+;DA

)
∩ E(DA).

Òîãäà �óíêöèÿ

z(t) = Z0(t)z0 + Z1(t)z1 +

t∫

0

Z(t− s) g(s) ds

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) â E(Z).

Äëÿ c ∈ (0, 1] ìîæåò áûòü ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò, ïðè ýòîì çàäà÷à

Êîøè ñîäåðæèò îäíî óñëîâèå z(0) = z0. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åííûì

îïåðàòîðîì A èçó÷åíû â [1, 2℄.

Îáùèå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-

ñòè íåêîòîðûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ðàñïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì çàäà÷è, óäîâëå-

òâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû 1, ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óëüòðà-

ìåäëåííîé äè��óçèè [3℄ èëè çàäà÷à

c∫

b

ω(α)Dα
t

(
2 +

∂2

∂s2

)
u(s, t) dα =

∂2u

∂s2
(s, t) +

∂4u

∂s4
(s, t), (s, t) ∈ (0, π) × R+,

u(0, t) = u(π, t) =
∂2u

∂s2
(0, t) =

∂2u

∂s2
(π, t) = 0, t ∈ R+,

u(s, o) = u0(s),
∂u

∂t
(s, 0) = u1(s), s ∈ Ω.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

HYPERBOLIC B-POTENTIALS AND SINGULAR WAVE OPERATOR

E. L. Shishkina

(Russia, Voronezh; VSU)

Suppose that Rn
is the n-dimensional Eu
lidean spa
e,

Rn
+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1 > 0, . . . , xn > 0},

γ = (γ1, . . . , γn) is a multi-index 
onsisting of positive �xed real numbers γi,
i = 1, . . . , n, and |γ| = γ1 + · · ·+ γn.

We 
onsider fra
tional powers of the hyperboli
 expression with Bessel operators

Lγ = Bγ1 −Bγ2 − · · · −Bγn , Bγi =
∂2

∂x2i
+
γi
xi

∂

∂xi
, γi > 0, i = 1, . . . , n. (1)

Negative real powers of Lγ we will 
all hyperboli
 B-potentials.
Hyperboli
 B-potentials IαP±i0,γ are de�ned by formulas

(IαP±i0,γf)(x) =
e±

n−1+|γ′ |
2

iπ

Hn,γ(α)

∫

Rn
+

(P ± i0)
α−n−|γ|

2
γ (γT y

x f)(x) y
γ dy, yγ =

n∏

i=1

yγii , (2)

where

γ′ = (γ2, . . . , γn), |γ′| = γ2 + · · · + γn, Hn,γ(α) =

n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

)
Γ
(
α
2

)

2n−αΓ
(n+|γ|−α

2

) ,

γT y
x is multidimensional generalized translation (see [1℄), (P ± i0)λγ are weighted

generalized fun
tions generated by quadrati
 form P = x21 − x22 − · · · − x2n (see [2℄).

Boundedness and inversion of (2) was obtained.

The theory of fra
tional powers of ellipti
 operators with Bessel operator

Bν = D2 +
ν

x
D, D =

d

dx

a
ting instead of some se
ond derivatives in ∆ was developed in [3℄.
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LESLIE PREY-PREDATOR MODEL IN DISCRETE TIME

S. K. Shoyimardonov

(Uzbekistan, Tashkent; TUIT)

We 
onsider (as in [1℄) the dis
rete time Leslie's prey-predator model, whi
h has

the following form

V :




x(1) = x(a− 1− bx− cy)

y(1) = y
(
d− 1− α

y

x

)
.

(1)

where R2
+ = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0} is a domain of the operator V and a > 0,

b > 0, c > 0, d > 0, α > 0.
The set M is 
alled an invariant with respe
t to operator V if V (M) ⊂M.

Theorem 1. The following sets are invariant with respe
t to operator V :

(1) M1 =
{
(x, y) ∈ R2

+

∣∣ y = 0
}
.

(2) If 1 < d 6 2, 1 < a 6 2 then

M2 =

{
0 < x <

α(a− 1)

bα+ cd− c
, 0 6 y 6

(d− 1)x

α

}
.

The restri
tion of the system (1) on M1 is topologi
ally 
onjugate to the famous

quadrati
 family (see [2℄).

Definition [2℄. Let f : A → A and g : B → B be two maps. f and g are


alled topologi
ally 
onjugate if there exists a homeomorphism h : A→ B su
h that,

h ◦ f = g ◦ h.
In the system (1), if y = 0 then x(1) = fa,b(x) := x(a− 1− bx).

Proposition 1. Two maps Fµ(x) := µx(1 − x) and fa,b(x) are topologi
ally


onjugate for µ = 3− a.

Theorem 2. Let 2 < a < 4.
(i) fa,b(x) = x(a − 1 − bx) has an attra
ting �xed point p0 = a−2

b and repelling

�xed point 0.

(ii) If 0 < x < a−1
b then

lim
n→∞

fna,b(x) = p0.

Consequently, the dynami
al system on M1 is redu
ed to a well-known system.

The following theorem gives the limit points of the system on invariants Mi, i = 2, 3.

Theorem 3. Let

(
x(0), y(0)

)
∈M2 be an initial point and 1 < d 6 2.

(i) If 1 < a 6 2 then
lim
n→∞

(
x(n), y(n)

)
= (0, 0).

(ii) If 2 < a < 4 then

lim
n→∞

(
x(n), y(n)

)
= λ1 =

(a− 2

b
, 0
)
.
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Ñåêöèÿ I

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

è òåîðèÿ îïåðàòîðîâ



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÍÀÈËÓ×ØÅÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÄÈ�ÈÕËÅ

ÏÎ ÍÅÒÎ×ÍÛÌ ÈÇÌÅ�ÅÍÈßÌ

1

Å. Â. Àáðàìîâà (�îññèÿ, Ìîñêâà; ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿),

Å. Î. Ñèâêîâà (�îññèÿ, Ìîñêâà; ÌÏ�Ó)

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå

{
∆u(x, y) = 0, (x1, . . . , xd, y) ∈ Rd+1, y > 0,

u(x, 0) = f(x), äëÿ ï. â. x ∈ Rd, f(·) ∈ L2

(
Rd
)
,

çàêëþ÷àþùàÿñÿ â íàõîæäåíèè òàêîé ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè u(·, ·) â âåðõíåì
ïîëóïðîñòðàíñòâå, ÷òî u(·, y) ∈ L2(R

d) äëÿ ëþáîãî y > 0, u(·, y) → f(·) ïðè
y → 0 â ìåòðèêå L2(R

d) è supy>0 ‖u(·, y)‖L2(Rd) < ∞. Â ýòîé ñèòóàöèè ðåøåíèå

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è åäèíñòâåííî [1℄.

Ïóñòü ïðèáëèæåííî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè u(·, ·) íà n
(n ∈ N) ãèïåðïëîñêîñòÿõ y = yi, i = 1, . . . , n, ãäå 0 < y1 < y2 < . . . < yn. Òî÷íåå
ãîâîðÿ, èçâåñòíû �óíêöèè zi(·) ∈ L2(R

d) òàêèå, ÷òî

∥∥u(·, yi)− zi(·)
∥∥
L2(Rd)

6 δi, i = 1, . . . , n,

ãäå δi > 0, i = 1, . . . , n.
Ïî ýòîé èí�îðìàöèè ìû õîòèì âîññòàíîâèòü ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå íà

ãèïåðïëîñêîñòè y = Y > 0 â ìåòðèêå L2(R
d).

Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêîâà. Ëþáîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñîïîñòàâ-

ëÿåò íàáëþäàåìîìó íàáîðó (z1(·), . . . , zn(·)) ∈ (L2(R
d))n �óíêöèþ èç L2(R

d) è
òåì ñàìûì åñòü íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå ϕ : (L2(R

d))n → L2(R
d). Ïîãðåøíîñòüþ

äàííîãî ìåòîäà ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e
(
Y, y, δ, ϕ

)
= sup

f(·)∈L2(Rd), z(·)∈(L2(Rd))n,

‖u(·, yi)−zi(·)‖L2(R
d)
6δi, i=1,...,n

∥∥u(·, Y )− ϕ(z(·))
∥∥
L2(Rd)

,

ãäå y = (y1, . . . , yn), δ = (δ1, . . . , δn) è z(·) = (z1(·), . . . , zn(·)).
Âåëè÷èíó

E
(
Y, y, δ

)
= inf

ϕ
e
(
Y, y, δ, ϕ

)
,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì ϕ : (L2(R
d))n → L2(R

d), íàçî-
âåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à òå ìåòîäû ϕ̂, íà êîòîðûõ
íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ � îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 17-01-00649.
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Ïåðåä �îðìóëèðîâêîé òåîðåìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Íà ïëîñ-

êîñòè ñ êîîðäèíàòàìè y è t ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M = co
{
(yi, ln(1/δi)), i = 1, . . . , n

}
+
{
(y, 0) : y > 0

}
,

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó âûïóêëîé îáîëî÷êè êîíå÷íîãî

÷èñëà òî÷åê è ïîëóïðÿìîé.

Îïðåäåëèì �óíêöèþ θ(·) íà [0,+∞) ïî ïðàâèëó: θ(t) = max{y : (t, y) ∈ M},
ïðè÷åì θ(t) = −∞, åñëè ìíîæåñòâî â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ïóñòî. ßñíî, ÷òî θ(·) �
âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ íà [t1,+∞). Ïóñòü ts1 < . . . < tsk � åå òî÷êè èçëîìà (ñ÷èòàåì,

÷òî t1 � òàêæå òî÷êà èçëîìà, ò. å. t1 = ts1).
Ïóñòü Y ∈ (ysj , ysj+1), 1 6 j 6 k − 1. Ïîëîæèì

λ1 =
ysj+1 − Y

ysj+1 − ysj

(
δsj
δsj+1

)−2(Y −ysj
)

ysj+1
−ysj

, λ2 =
Y − ysj
ysj+1 − ysj

(
δsj
δsj+1

) 2(ysj+1
−Y )

ysj+1
−ysj

.

Ïóñòü F � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â Rd
è a(·) ∈ L∞(Rd). Îïåðàòîð

Λ: Rd → Rd
, îïðåäåëåííûé â îáðàçàõ Ôóðüå äëÿ ëþáîãî g(·) ∈ Rd

è ï. â. ξ ∈ Rd

ïî �îðìóëå F [Λg](ξ) = a(ξ)F [g](ξ), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì.

Òåîðåìà. Ïóñòü Y ∈ (ysj , ysj+1), 1 6 j 6 k − 1. Òîãäà

E
(
Y, y, δ

)
= e−θ(Y ).

Ôóíêöèÿ ξ 7→ λ1e
−2ysj |ξ|+λ2e

−2ysj+1 |ξ|− e−2Y |ξ| íåîòðèöàòåëüíà äëÿ âñåõ ξ ∈ Rd,
è äëÿ ëþáîé �óíêöèè a(·) ∈ L∞(Rd) òàêîé, ÷òî äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd

∣∣∣∣∣a(ξ)−
λ2e
−(Y−ysj )|ξ|

λ1e
(ysj+1

−ysj )|ξ| + λ2e
−(ysj+1

−ysj )|ξ|

∣∣∣∣∣ 6

6

√
λ1λ2 e

ysj+1 |ξ|

λ1e
(ysj+1

−ysj )|ξ| + λ2e
−(ysj+1

−ysj )|ξ|

√
λ1e
−2aysj |ξ| + λ2e

−2ysj+1 |ξ| − e−2Y |ξ| ,

ìåòîä ϕ̂a : (L2(R
d))n → L2(R

d), êîòîðûé â îáðàçàõ Ôóðüå äåéñòâóåò äëÿ ï. â.

ξ ∈ R ïî �îðìóëå

F
[
ϕ̂a(z(·))

]
(ξ) =

(
e−(Y−ysj )|ξ| − a(ξ)e−(ysj+1−ysj )|ξ|

)
F [zsj ](ξ) + a(ξ)F [zsj+1 ](ξ),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Îòìåòèì, ÷òî âñå íàéäåííûå îïòèìàëüíûå ìåòîäû ëèíåéíû è ÷òî îíè èñ-

ïîëüçóþò èí�îðìàöèþ îá èçìåðåíèÿõ òîëüêî íà äâóõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ, ïðè÷åì

íå îáÿçàòåëüíî áëèæàéøèõ ê Y .
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ÀÄÄÈÒÈÂÍÎÑÒÜ ÉÎ�ÄÀÍÎÂÛÕ

∗
-ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÉ

ÍÀ AJW -ÀË�ÅÁ�ÀÕ

A. A. Àäèçîâ

(Óçáåêèñòàí, Òàøêåíò; ÒÓÈÒ)

Â ðàáîòàõ [1, 2℄ áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå éîðäàíîâà

∗
-îòîáðàæåíèÿ ìåæäó AJ-

àëãåáðàìè êàê âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî èíâîëþöèþ

è éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå x · y = 1
2(xy + yx). Áûëî äîêàçàíà, ÷òî åñëè A è B �

àëãåáðû �îí Íåéìàíà è íå ñîäåðæàò àáåëåâûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ, òî âñÿêîå

éîðäàíîâî

∗
-îòîáðàæåíèå A è B ëèíåéíî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâûì èçîìîð�èç-

ìîì. Â ðàáîòå [1℄ áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à � ïîëó÷èòü àíàëîã ýòîãî ðåçóëüòàòà

äëÿ AJW -àëãåáð, ðåøåíèå êîòîðîé ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ [3, 4, 5℄. Â ðàáîòå [6℄

Ä. Ì. Òîïïèíã ââåë è èçó÷èë ïîíÿòèå AJW -àëãåáðû â ðàìêàõ êëàññà éîðäàíî-

âûõ àëãåáð ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðà-

áîòàõ Ô. Í. Àðçèêóëîâà [7, 8℄ ïîíÿòèå AJW -àëãåáðû ââîäèòñÿ è èññëåäóåòñÿ â

ðàìêàõ êëàññà JB-àëãåáð. Ýòè àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè íåàññîöèàòèâ-

íûìè àíàëîãàìè AW ∗-àëãåáð (àáñòðàêòíûõ àëãåáð �îí-Íåéìàíà), ââåäåííûõ

È. Êàïëàíñêèì [9℄. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ AJW -àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷-

íûì ìåæäó äâóìÿ èçâåñòíûìè êëàññàìè àëãåáð:

JBW ⊂ AJW ⊂ JB.

Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò âîïðîñ ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ

AJW -àëãåáð, ðåøåíèþ êîòîðîãî ïîñâÿùàåòñÿ íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Â ðàáîòå [7℄ äëÿ AJW -àëãåáð äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåð-

æäåíèé.

(À) Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ A+ ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð e ⊆ A òàêîé,

÷òî S⊥ = Uε(A), ãäå (∀ a, b ∈ A) Uab = 2a ◦ (a ◦ b) − a2 ◦ b, S⊥ := {a ∈ A :
(∀ s ∈ A) Uac = θ}, ãäå Uε(A) = {Uε(A) : a ∈ A}.

(B) Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ A ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð e ⊆ A òàêîé, ÷òî

⊥S+ = Uε(A+),
⊥S := {x ∈ A+ : Uax = θ, a ∈ S} è Uε(A) = {Uε(A) : a ∈ A}.

(C) Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ: (1) â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíî-

æåñòâå ïðîåêòîðîâ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èìå-

åò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü â ýòîì ìíîæåñòâå; (2) ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñèëüíî

àññîöèàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè ïðîåêòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 1. JB-àëãåáðó A, óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîìó (à çíà÷èò, è ëþ-

áîìó) èç ýêâèâàëåíòíûõ óòâåðæäåíèé (A)�(C), áóäåì íàçûâàòü AJW -àëãåáðîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ ìåæäó A è B íàçîâåì

éîðäàíîâûì îòîáðàæåíèåì, åñëè îíî ìóëüòèïëèêàòèâíî, ò. å. ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)
äëÿ âñåõ a, b ∈ A.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî éîðäàíîâî îòîáðàæåíèå â îáùåì ñëó÷àå íå àääèòèâíî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü A = B = R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
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ϕ(a) = |a|a, a ∈ R. Îäíàêî, åñëè ðàññìîòðåòü AJW -àëãåáðû áåç àáåëåâûõ öåí-

òðàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ, òî êàê è â ñëó÷àÿõ AW ∗-àëãåáð è JBW -àëãåáð, âñÿêîå

éîðäàíîâî îòîáðàæåíèå àääèòèâíî, ò. å. èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äî-

êàçàòåëüñòâó êîòîðîãî ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Òåîðåìà. Ïóñòü A è B �AJW -àëãåáðû, ïðè÷åì A íå ñîäåðæèò öåíòðàëüíûõ

àáåëåâûõ èäåìïîòåíòîâ. Òîãäà âñÿêîå éîðäàíîâî îòîáðàæåíèå ϕ ìåæäó A è B
ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâûì èçîìîð�èçìîì.
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INDIVIDUAL ERGODIC THEOREM

IN NONCOMMUTATIVE ATOMIC SYMMETRIC SPACES

A. N. Azizov (Uzbekistan, Tashkent; NUUz),

V. I. Chilin (Uzbekistan, Tashkent; NUUz)

The study of non
ommutative individual ergodi
 theorems in the spa
e of

measurable operators a�liated with a semi�nite von Neumann algebra M equipped

with a faithful normal semi�nite tra
e τ was initiated by F. Yeadon. In [1℄, he derived,
as a 
orollary of a non-
ommutative maximal ergodi
 inequality in L1(M, τ), an
individual ergodi
 theorem for the linear positive L1 − L∞−
ontra
tion a
ting in

the non-
ommutative L1
-spa
e L1(M, τ). The study of individual ergodi
 theorems

beyond L1(M, τ) started mu
h later with another fundamental paper by M. Junge

and Q. Xu [2℄, where, among other results, individual ergodi
 theorem was extended

to the 
ase with a positive Dunford-S
hwartz operator a
ting in the non-
ommutative

Lp
-spa
e Lp(M, τ), 1 < p < ∞. In [3℄ and [4℄ an individual ergodi
 theorem

was proved for a positive Dunford�S
hwartz operator a
ting in a non-
ommutative

Lorentz and Orli
z spa
es. In the 
ase when an algebra M is an algebra B(H) of all
bounded linear operators, a
ting in Hilbert spa
e H, the individual ergodi
 theorem
was obtained in [5℄ for arbitrary Dunford-S
hwartz operator (not ne
essary positive)

a
ting in fully symmetri
 ideals J ⊂ B(H) of 
ompa
t operators. In this note we


onsider the 
ase, when an algebra M is an atomi
 von Neumann algebra.

Let M be a semi�nite von Neumann algebra with a unit 1, let τ be a faithful

normal semi�nite tra
e on M, and let L0(M, τ) be an ∗-algebra of all τ -measu-
rable operators a�liated with M. For ea
h x∗ = x ∈ L0(M, τ) we denote by

eλ(x) = {x 6 λ} the spe
tral proje
tor 
orresponding to the interval (−∞, λ], λ ∈ R,

where R is the �eld of real numbers.

Let Lτ (M) be the ∗-subalgebra in L0(M, τ) of all operators x ∈ L0(M, τ) su
h
that τ(1−eλ(|x|)) <∞ for some λ = λ(x) > 0. If x ∈ Lτ (M), then a non-in
reasing
rearrangement µt(x) of an operator x is de�ned by the equality

µt(x) = inf
{
λ > 0 : τ(1− eλ) 6 t

}
, t > 0.

A non-zero linear subspa
e E ⊂ Lτ (M) with a Bana
h norm ‖ · ‖E is 
alled a

fully symmetri
 spa
e if the 
onditions

x ∈ E, y ∈ Lτ (M),

s∫

0

µt(y) dt 6

s∫

0

µt(x) dt, for all s > 0,

imply that y ∈ E and ‖y‖E 6 ‖x‖E .
It is known that L1(M, τ)∩M ⊂ E ⊂ L1(M, τ)+M for any symmetri
 spa
e E,

where

L1(M, τ) =

{
x ∈ Lτ (M) : ‖x‖1 =

∞∫

0

µt(x) dt <∞
}
.
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A linear operator T : L1(M, τ) + M → L1(M, τ) + M is 
alled a Dunford�

S
hwartz operator (writing: T ∈ DS), if

‖T (x)‖1 6 ‖x‖1 for all x ∈ L1(M, τ) and ‖T (x)‖M 6 ‖x‖M for all x ∈ M.

It is known that, T (E) ⊂ E and ‖T‖E→E 6 1 for all T ∈ DS and for any fully

symmetri
 spa
e E.
The following theorem is the variant of the individual ergodi
 theorem for fully

symmetri
 spa
e (E, ‖ · ‖E), in the 
ase when M is an atomi
 von Neumann algebra.

Theorem 1. LetM be an arbitrary atomi
 von Neumann algebra with a faithful

normal semi�nite tra
e τ , and let (E, ‖ · ‖E) ⊂ Lτ (M) be a fully symmetri
 spa
e,

1 /∈ E. Then for any operator T ∈ DS and for any x ∈ E there exists x̂ ∈ E, su
h
that the sequen
e

{
1

n+1

∑n
k=0 T

k(x)
}

onverges to x̂ almost uniformly, that is, for

given ε > 0 there exists a proje
tion p ∈ M, su
h that τ(1− p) < ε and

∥∥∥∥∥

(
1

n+ 1

n∑

k=0

T k(x)− x̂

)
p

∥∥∥∥∥
M

→ 0 as n→ ∞.

As mentioned above, in the 
ase when an algebra M is an algebra B(H) of all
bounded linear operators, a
ting in Hilbert spa
e H, the statement of the Theorem 1

was obtained in [5℄.

Now we give appli
ation of Theorem 1 to non-
ommutative atomi
 Orli
z spa
es.

Let Φ be an Orli
z fun
tion, that is, Φ : [0,∞) → [0,∞) is left-
ontinuous,

onvex, in
reasing fun
tion su
h that Φ(0) = 0 and Φ(u) > 0 for some u 6= 0.

Let LΦ(M, τ) = {x ∈ Lτ (M) : Φ(a−1|x|) ∈ L1(M, τ) for some a > 0} be the

non-
ommutative Orli
z spa
e, and let ‖x‖Φ = inf{a > 0 : ‖Φ(a−1|x|)‖1 6 1} be the
Luxemburg norm in LΦ(M, τ) (see [4℄). It is well-known that (LΦ(M, τ), ‖ · ‖Φ) is a
fully symmetri
 spa
e and 1 /∈ LΦ(M, τ).

As 
orollary of Theorem 1 we obtain that for any atomi
 von Neumann algebraM
with a faithful normal semi�nite tra
e τ , and for ea
h T ∈ DS, x ∈ LΦ(M, τ) there
exists x̂ = x̂(T, x) ∈ LΦ(M, τ), su
h that the averages

{
1

n+1

∑n
k=0 T

k(x)
}

onverges

to x̂ almost uniformly. This statement signi�
antly strengthens [4, Theorem 3.2℄ in

the 
ase when M is an atomi
 von Neumann algebra.
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THE SURJECTIVITY OF CONVOLUTION OPERATORS ON HOLOMORPHIC

WEIGHTED SPACES IN BOUNDED CONVEX DOMAINS

1

T. M. Andreeva

(Russia, Rostov-on-Don, SFEDU; Vladikavkaz, SMI VSC RAS)

Let G be a domain in C and H(G) the spa
e of all holomorphi
 fun
tions in G.
For a 
ontinuous fun
tion (a weight) v : G→ R de�ne the Bana
h spa
e

Hv(G) :=
{
f ∈ H(G) : ‖f‖v := sup

z∈G
|f(z)|e−v(z) <∞

}
.

For an in
reasing sequen
e of weights V = (vn) de�ne the indu
tive limit VH(G) :=
indHvn(G).

Let µ be an analyti
 fun
tional on C 
arried by a 
onvex 
ompa
t set K. With

some restri
tions on weight sequen
e whi
h are equal to those used by V. V. Napal-

kov [1℄ we study the 
ontinuity and surje
tivity problem of the 
onvolution operator

µ ∗ f(z) : f 7→ µwf(z + w)

that maps VH(G+K) into (onto) VH(G). We establish the surje
tivity 
riteria for


onvolution operator in terms of its Lapla
e (Fourier�Borel) transform µ̂(ζ) := µze
〈z·〉

via the appropriate des
ription of fun
tional weighted spa
es that are 
onjugated to

VH(G+K) and VH(G).
The main results are the following:

1) we obtain a 
riterion of 
ontinuity for the 
onvolution operator

µ∗ : VH(G +K) → VH(G);

2) we establish a fun
tional 
riterion of surje
tivity for 
onvolution operator in

terms of the 
losure of an image of the multipli
ation operator f 7→ µ̂f that is


onjugate to µ∗;
3) for the 
ase vn(z) = n|z|α, α > 0 we �nd out the 
riterion of surje
tivity

for 
onvolution operator in terms of regular growth of µ̂ (the lower estimate on |µ̂|
outside some ex
eptional sets).

Similar resear
h was presented in [2℄ for the spa
es of fun
tions that are

holomorphi
 in 
onvex domains and have a polynomial growth near the boundary

(the weight sequen
e vn(z) = n ln(1 + |z|)).
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ËÈÍÅÉÍÛÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÀÔÔÈÍÎ�ÍÛÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ�

È ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÅ Φ-Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ1

Â. Â. Áàëàùåíêî

(Áåëàðóñü, Ìèíñê; Á�Ó)

À��èíîðíîé ñòðóêòóðîé íàçûâàþò òåíçîðíîå ïîëå òèïà (1, 1) íà ãëàäêîì

ìíîãîîáðàçèè, ðåàëèçîâàííîå â âèäå ïîëÿ ýíäîìîð�èçìîâ, äåéñòâóþùèõ â êàñà-

òåëüíîì ðàññëîåíèè ê äàííîìó ìíîãîîáðàçèþ. Ê ÷èñëó êëàññè÷åñêèõ à��èíîð-

íûõ ñòðóêòóð òðàäèöèîííî îòíîñÿò ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû J (J2 = −id),
ñòðóêòóðû ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ P (P 2 = id), f -ñòðóêòóðû Ê. ßíî (f3 + f = 0)
è ðÿä äðóãèõ. Â òî æå âðåìÿ èìååòñÿ íåìàëî ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ à�-

�èíîðíûå ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìûå èíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè óñëîâèÿìè. Íà-

ïðèìåð, â ðàáîòàõ [1, 2℄ ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êëàññ òàê íàçûâàåìûõ ¾çîëî-

òûõ¿ ñòðóêòóð, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì à��èíîðà F , óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî óðàâíåíèþ F 2 = F + id. Òàêîå óñëîâèå èíèöèèðîâàíî êâàäðàòíûì óðàâíå-

íèåì x2 − x− 1 = 0, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî

1+
√
5

2 = φ åñòü èçâåñòíîå

çîëîòîå ñå÷åíèå (÷èñëî Ôèäèÿ).

Ïîçäíåå â ðàáîòå [3℄ ðàññìîòðåí áîëåå îáùèé êëàññ à��èíîðíûõ ñòðóêòóð

òàê íàçûâàåìîãî ìåòàëëè÷åñêîãî ñåìåéñòâà, äëÿ êîòîðîãî èíèöèèðóþùåå êâàä-

ðàòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä x2−px−q = 0 (p è q � íàòóðàëüíûå ÷èñëà), à åãî ïî-

ëîæèòåëüíûé êîðåíü σp,q íàçûâàåòñÿ (p, q)-ìåòàëëè÷åñêèì ÷èñëîì. ×àñòíûìè

ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ: çîëîòîå ÷èñëî (p = q = 1); ñåðåáðÿíîå ÷èñëî (p = 2, q = 1);
áðîíçîâîå ÷èñëî (p = 3, q = 1); ìåäíîå ÷èñëî (p = 1, q = 2) è äð. À��èíîð-

íàÿ ñòðóêòóðà F íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ìåòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé,

åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ F 2 = pF + qI, ãäå p è q � íàòóðàëüíûå ÷èñ-

ëà, I = id [3℄. Òàêèå ñòðóêòóðû îáîáùàþò ñòðóêòóðû ¾çîëîòîãî òèïà¿ (ñëó÷àé

p = q = 1), âõîäÿò â ñâîþ î÷åðåäü â øèðîêèé êëàññ ïîëèíîìèàëüíûõ ñòðóêòóð

íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è èìåþò ñòåïåíü 2, à ïîòîìó îáëàäàþò ðÿäîì ïðè-

ìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðû ìåòàëëè÷åñêîãî

ñåìåéñòâà òåñíî ñâÿçàíû ñî ñòðóêòóðàìè ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ P (P 2 = id) íà
ìíîãîîáðàçèè M ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëþáàÿ ñòðóêòóðà ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ P ïîðîæäàåò äâå ìåòàëëè÷åñêèå

ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèèè M :

F1 =
p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
P, F2 =

p

2
I −

(
2σp,q − p

2

)
P.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëå-

äîâàíèé �åñïóáëèêè Áåëàðóñü ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2020¿ (2016�2020), ïîäïðîãðàììà ¾Ìåòîäû ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì¿, ïðîåêò ¾�åîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà àë-

ãåáðàè÷åñêèõ, òîïîëîãè÷åñêèõ, ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ãðóïïàõ Ëè¿.
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Îáðàòíî, ëþáàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà F íà M îïðåäåëÿåò äâå ñòðóêòóðû

ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ:

P = ±
(

2

2σp,q − p
F − p

2σp,q − p
I

)
.

�àññìîòðèì îáùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ à��èíîðíûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå îáîá-

ùàþò ñòðóêòóðû ìåòàëëè÷åñêîãî ñåìåéñòâà è, â òî æå âðåìÿ, ñîõðàíÿþò îñíîâ-

íûå ñâîéñòâà è õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ñòðóêòóð.

Ïóñòü íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíà ñòðóêòóðà ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ P .
À��èíîðíóþ ñòðóêòóðó F âèäà F = F (a, b) = aP + bI, ãäå I = id, a, b ∈ R,

a 6= 0, áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíîé äå�îðìàöèåé ñòðóêòóðû P . Òàêàÿ ñòðóêòóðà F
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé, ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ: F 2−2bF+(b2−
a2)I = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñòðóêòóðû ìåòàëëè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿþòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì ëèíåéíûõ äå�îðìàöèé F = F (a, b), à èìåííî:

a = ±
√
p2 + 4q

2
, b =

p

2
.

Áîëåå òîãî, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è óñòàíîâëåííûå â ñåðèè ðàáîò �àêòû, îò-

íîñÿùèåñÿ ê ñòðóêòóðàì ìåòàëëè÷åñêîãî ñåìåéñòâà, ìîæíî îáîáùèòü íà êëàññ

ñòðóêòóð âèäà F = F (a, b).
Ïîëó÷åíî îïèñàíèå âñåõ ëèíåéíûõ äå�îðìàöèé F = F (a, b) êàíîíè÷åñêèõ

ñòðóêòóð ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ P íà îäíîðîäíûõ k-ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ (îäíîðîäíûõ Φ-ïðîñòðàíñòâàõ ïîðÿäêà k [4℄). Ïîñêîëüêó ê íàñòîÿùåìó

âðåìåíè èìååòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î êàíîíè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ P è ñî-

îòâåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ íà îäíîðîäíûõ k-ñèììåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. [5℄), òî íåñëîæíî àäàïòèðîâàòü è ïåðå�îðìóëèðîâàòü ýòè

óòâåðæäåíèÿ â òåðìèíàõ êàíîíè÷åñêèõ ñòðóêòóð F = F (a, b).
Íàêîíåö, îòìåòèì îäèí ðåçóëüòàò îáùåãî õàðàêòåðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M èìååòñÿ ñòðóêòóðà ïî÷òè

ïðîèçâåäåíèÿ P . Òîãäà òåíçîð Íåéåíõåéñà NF åå ëèíåéíîé äå�îðìàöèè

F = F (a, b) = aP + bI ïðîïîðöèîíàëåí òåíçîðó Íåéåíõåéñà NP àññîöèèðîâàííîé

ñòðóêòóðû P . Áîëåå òî÷íî, NF (X,Y ) = a2NP (X,Y ) äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé

X è Y íà M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòðóêòóðû F = F (a, b) è P èíòåãðèðóåìû

ëèáî íåèíòåãðèðóåìû îäíîâðåìåííî.

Ëèòåðàòóðà

1. Crasmareanu M., Hret
anu C.-E. Golden di�erential geometry // Chaos, Solitons and

Fra
tals.�2008.�Vol. 38.�P. 1229�1238.

2. Hret
anu C.-E., Crasmareanu M. Appli
ations of the Golden ratio on Riemannian

manifolds // Turk. J. Math.�2009.�Vol. 33.�P. 179�191.

3. Hret
anu C.-E., Crasmareanu M.Metalli
 stru
tures on Riemannian manifolds // Rev. Union

Mat. Argentina.�2013.�Vol. 54, � 2.�P. 15�27.

4. Áàëàùåíêî Â. Â., Íèêîíîðîâ Þ. �., �îäèîíîâ Å. Ä., Ñëàâñêèé Â. Â. Îäíîðîäíûå ïðî-

ñòðàíñòâà: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ: ìîíîãðà�èÿ.�Õàíòû-Ìàíñèéñê: Ïîëèãðà�èñò, 2008.�

280 ñ.

5. Balash
henko V. V. Canoni
al distributions on Riemannian homogeneous k-symmetri


spa
es // J. Geom. Phys.�2015.�Vol. 87.�P. 30�38.

60



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î ×ÈÑËÎÂÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÌÎÄÅËÈ Ô�ÈÄ�ÈÕÑÀ

Ñ ÄÂÓÌÅ�ÍÛÌ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÅÌ

Á. È. Áàõðîíîâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó),

Ò. Õ. �àñóëîâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

Äëÿ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ îêà-

çûâàåòñÿ âàæíûì ïîíÿòèå ÷èñëîâîé îáëàñòè çíà÷åíèé (èëè ïîëÿ çíà÷åíèé).

Ïóñòü H � êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è A : H → H � ëèíåéíûé

îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ H. Ìíîæåñòâî

W (A) :=
{
(Ax, x) : x ∈ D(A), ‖x‖ = 1

}

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A.
Â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî W (A) íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì,

äàæå åñëè îïåðàòîð A çàìêíóò. Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî W (A) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíî-

æåñòâà W (A) äàåò íåêîòîðûå èí�îðìàöèè îá îïåðàòîðå A.
Ïîíÿòèå ÷èñëîâîé îáëàñòè çíà÷åíèé âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòå [1℄ äëÿ ìàò-

ðèö è äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëîâàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé ìàòðèöû ñîäåðæèò âñå åå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äàëåå, â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëîâàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé

îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Âñëåä çà ýòèì â ðàáîòå [3℄ äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð

ëþáîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ñîäåðæèòñÿ â çàìûêàíèè ÷èñëîâîé

îáëàñòè çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà. Â ðàáîòå [4℄ äëÿ 2 × 2-îïåðàòîðíîé ìàòðè-

öû H, àññîöèèðîâàííîé ñ ñèñòåìîé íå áîëåå ÷åì äâóõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö íà d-
ìåðíîé ðåøåòêå, èçó÷åíà åå ÷èñëîâàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé. Îïåðàòîð H äåéñòâóåò

â ïðÿìîé ñóììå íîëü-÷àñòè÷íîãî è îäíî÷àñòè÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâ �îêîâñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà. Ñòðóêòóðà çàìûêàíèÿ ÷èñëîâîé îáëàñòè çíà÷åíèé W (H) ýòî-
ãî îïåðàòîðà ïîäðîáíî èññëåäîâàíî â òåðìèíàõ åãî ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè

âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ òîðà Td. Âûäåëåíû ñëó÷àè, êîãäà ìíîæåñòâîW (H) çàìêíóòî.
Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïåêòð îïåðàòî-

ðà H ñîâïàäàëà ñ ìíîæåñòâîì W (H). Äëÿ ïîäðîáíîé èí�îðìàöèè î ÷èñëîâîé

îáëàñòè çíà÷åíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ìàòðèö ñì. [5℄.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìîäåëü

Ôðèäðèõñà A ñ äâóìåðíûì âîçìóùåíèåì è óñòàíîâëåíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó

ñïåêòðîì è ÷èñëîâîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé ýòîé ìîäåëè. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîâïàäàë ñî ìíîæåñòâîì W (A).
Ïóñòü T3 :≡ (−π;π]3 � òðåõìåðíûé òîð è L2(T

3) ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ (êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ) �óíêöèé, îïðå-

äåëåííûõ íà T3. �àññìîòðèì îãðàíè÷åííûé è ñàìîñîïðÿæåííûé ìîäåëü Ôðè-

äðèõñà A, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(T
3) ïî �îðìóëå

A := A0 − µ1V1 + µ2V2, ãäå îïåðàòîðû A0 è Vα, α = 1, 2, îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îð-

ìóëàì:

(A0f)(p) = u(p)f(p), (Vαf)(p) = vα(p)

∫

T3

vα(t)f(t) dt, α = 1, 2.
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Çäåñü µα > 0, α = 1, 2, � ïàðàìåòðû âçàèìîäåéñòâèÿ, u(·) è vα(·), α = 1, 2, �
âåùåñòâåííîçíà÷íûå, íåïðåðûâíûå �óíêöèè íà T3

. Ïðè÷åì, �óíêöèÿ u(·) èìå-
åò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ìèíèìóì â òî÷êå p1 ∈ T3

è åäèíñòâåííûé

íåâûðîæäåííûé ìàêñèìóì â òî÷êå p2 ∈ T3
, à �óíêöèÿ vα(·) èìååò íåïðåðûâ-

íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè pα ∈ T3
.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî mes(supp{v1(·)} ∩ supp{v2(·)}) = 0.
Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ −µ1V1 + µ2V2 îïåðàòîðà A0 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåí-

íûì îïåðàòîðîì ðàíãà 2. Ñëåäîâàòåëüíî, èç èçâåñòíîé òåîðåìû �. Âåéëÿ î ñîõðà-

íåíèè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ïðè âîçìóùåíèÿõ êîíå÷íîãî ðàíãà âûòåêàåò, ÷òî

ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñ ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì îïåðà-

òîðà A0. Èçâåñòíî, ÷òî σess(A0) = [E1;E2], ãäå ÷èñëà E1 è E2 îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: E1 := minp∈T3 u(p), E2 := maxp∈T3 u(p).
Èç ïîñëåäíèõ �àêòîâ ñëåäóåò, ÷òî σess(A) = [E1;E2].
Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëîæèì

µ0α := (−1)α+1



∫

T3

v2α(t) dt

u(t)− Eα



−1

, α = 1, 2.

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè µα = µ0α, α = 1, 2, òî îïåðàòîð A íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé, ëåæàùèõ âíå ñâîåãî ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñïåêòðà

îïåðàòîðà A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî σ(A) = [E1;E2].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ÷èñëîâîé îáëàñòè çíà÷åíèé W (A)
îïåðàòîðà A.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü µα = µ0α, α = 1, 2. Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèå:

a) åñëè vα(pα) = 0, α = 1, 2, òî W (A) = [E1;E2];
b) åñëè v1(p1) = 0 è v2(p2) 6= 0, òî W (A) = [E1;E2);

) åñëè v1(p1) 6= 0 è v2(p2) = 0, òî W (A) = (E1;E2];
d) åñëè vα(pα) 6= 0, α = 1, 2, òî W (A) = (E1;E2).

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî [4℄ åñëè µα = µ0α è vα(pα) = 0 ïðè íåêîòîðîì α ∈ {1, 2},
òî ÷èñëî z = Eα ∈ σess(A) ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïå-

ðàòîðà A; åñëè µα = µ0α è vα(pα) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì α ∈ {1, 2}, òî ÷èñëî

z = Eα ∈ σess(A) ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì óðîâíåì îïåðàòîðà A.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÈ Ê�ÈÒÅ�ÈÅÂ ÏÎ�ßÄÊÀ

Ï�È ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÈ ÂÅ�ÒÈÊÀËÜÍÎ�Î R-ÄÅ�ÅÂÀ

À. È. Áóëûãèí

(�îññèÿ, Àðõàíãåëüñê; ÑÀÔÓ)

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå X ìîæåò áûòü ââåäåíà ìåòðèêà d, ïî
îòíîøåíèþ ê êîòîðîé X ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûì R-äåðåâîì. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå

îñíîâíûõ òåîðåì, íà âåðòèêàëüíîì R-äåðåâå çàäàåòñÿ îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïî-

ðÿäêà.

Ïåðâûé ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíîãî R-äåðåâà áûë ïðåäñòàâ-

ëåí Ï. Ñ. Óðûñîíîì â çàìåòêå [1℄. Ñàìî ïîíÿòèå R-äåðåâà áûëî ââåäåíî Æàêîì

Òèòñîì â 1977 ãîäó. Çíà÷èòåëüíóþ ðîëü R-äåðåâüÿ èãðàþò â ðÿäå óòâåðæäåíèé,

êàñàþùèõñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ R-äåðåâüåâ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [2℄. Ïîëåçíûé êðèòå-

ðèé R-äåðåâà â òåðìèíàõ ìåòðè÷åñêèõ ïîëóðåøåòîê äîêàçàí â ñòàòüå [3℄. Ïðî-

áëåìà ïîñòðîåíèÿ âåðòèêàëüíîãî R-äåðåâà ðàññìîòðåíà â ñòàòüå àâòîðà [4℄.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåòðèâèàëüíîå ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâà-
åòñÿ R-äåðåâîì, åñëè îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ îòðåçêîâ [xy] è [yz] â X, ïåðåñå-
÷åíèå êîòîðûõ åñòü èõ îáùèé êîíåö y, ÿâëÿåòñÿ âíîâü îòðåçêîì [xz].

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü (X, d) � ëîêàëüíî ïîëíîå ïîäîáíî îäíîðîäíîå íåîä-

íîðîäíîå R-äåðåâî. Îíî íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíûì, åñëè íà êàæäîì îòðåçêå [xy],
ïàðàìåòðèçîâàííîì íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé γ : [a, b] → Y òàê, ÷òî

γ(a) = x è γ(b) = y, �óíêöèÿ ðàäèóñà ïîëíîòû c(γ(t)) ÿâëÿåòñÿ ïèëîîáðàçíîé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) çàäàíî îòíî-

øåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

(X,�) ÿâëÿåòñÿ ∨-ïîëóðåøåòêîé (∧-ïîëóðåøåòêîé), ò. å. äëÿ ëþáûõ äâóõ òî-

÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò èõ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíÿÿ) ãðàíü

x∨y (ñîîòâåòñòâåííî, x∧y). Óïîðÿäî÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d,�)
íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ∨-ïîëóðåøåòêîé (ñîîòâåòñòâåííî, ìåòðè÷åñêîé ∧-ïî-
ëóðåøåòêîé), åñëè ïàðà (X,�) ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé (ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåé) ïî-

ëóðåøåòêîé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà âåðòèêàëüíîãî R-äåðåâà ìíîæåñòâî X ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ êàê ëàáèðèíò, èìåþùèé åäèíñòâåííûé âõîä è áåñêîíå÷íî ìíîãî âûõîäîâ.

Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà â X îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìàðøðóòîì, âåäóùèì â íåå èç

âõîäà. Òàêæå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ýêçèò-ìàðøðóòà, êîòîðûé âåäåò ê îäíîìó èç

âûõîäîâ ëàáèðèíòà.

Êàæäûé ìàðøðóò (ýêçèò-ìàðøðóò) íà ìíîæåñòâå X çàäàåòñÿ ïàðîé �óíêöèé

M = (f, ϕ). Èõ ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî f ñâÿçàíà ñ ðàäèóñîì ïîëíîòû íà X,
à ϕ çàäàåò âåòâëåíèå.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íà X îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ìàðøðóò M̂ = (f̂ , ϕ̂) äëèíû â ïðåäøåñòâóåò ìàðøðóòó M = (f, ϕ) äëèíû a

63



è îáîçíà÷àòü M̂ � M , åñëè â 6 a, f |[0,â] = f̂ , �óíêöèè ϕ è ϕ̂ îïðåäåëåíû íà

ìíîæåñòâàõ A è Â ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì Â ⊂ A è ϕ|
Â

= ϕ̂. Íà ÿçûêå ëàáè-

ðèíòà îòíîøåíèå M̂ � M îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ìàðøðóò îò âõîäà äî òî÷êè M
îáÿçàòåëüíî ïðîéäåò ÷åðåç òî÷êó M̂ .

Òåîðåìà 1. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (X,�) ÿâëÿåòñÿ íèæíå-ïî-
ëóëèíåéíîé ∧-ïîëóðåøåòêîé.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàðøðóòîâM = (f, ϕ),
M = (f̄ , ϕ̄) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàðøðóò M0, óäîâëåòâîðÿþùèé îòíîøå-

íèÿì M0 �M è M0 �M . Îòñþäà ïîëó÷åíî, ÷òî (X,�) � ýòî ∧-ïîëóðåøåòêà.
Äàëåå íà ìíîæåñòâå X çàäàåòñÿ ìåòðèêà d, êîòîðàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàðø-

ðóòîâ M1,M2 ∈ X îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

d(M1,M2) = d(M1,M1 ∧M2) + d(M1 ∧M2,M2).

Ôóíêöèÿ d óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ìåòðèêè, à ïðîñòðàíñòâî (X, d) ÿâëÿåòñÿ
ìåòðè÷åñêîé ∧-ïîëóðåøåòêîé ïî îòíîøåíèþ ê ïîðÿäêó �.

Ëåììà 1. Ïðîñòðàíñòâî (X, d) ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì.

Åñëè äëÿ ìàðøðóòîâ Mi äëèí ai, i = 1, 2, âûïîëíåíî M1 � M2, òî îòðåçîê

[M1M2] çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì γ : [0, a2 − a1] → X,

γ(t) =M2

∣∣
[0,a1+t]

.

Åñëè æå ìàðøðóòûM1 èM2 íå ñâÿçàíû ïîðÿäêîì �, òî ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê
åñòü

[M1M2] = [M1M0] ∪ [M0M2],

ãäå M0 =M1 ∧M2.

Èç òåîðåìû 1 è ëåììû 1, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Ïðîñòðàíñòâî (X, d) ÿâëÿåòñÿ R-äåðåâîì.

Äàëåå â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî

Òåîðåìà 2. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïîëíûì ïîäîáíî îäíîðîä-

íûì íåîäíîðîäíûì R-äåðåâîì. Ïðè ýòîì X âåðòèêàëüíî, íî íå ñòðîãî âåðòè-

êàëüíî.

Ëèòåðàòóðà

1. Óðûñîí Ï. Ñ. Ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, íèãäå íå óäîâëåòâîðÿþùåãî âòîðîé

àêñèîìå ñ÷åòíîñòè // Òðóäû ïî òîïîëîãèè è äðóãèì îáëàñòÿì ìàòåìàòèêè. Ò. II. Ì.�Ë.:

�îñòåõèçäàò, 1951.�Ñ. 778�780.

2. Bestvina M. R-trees in topology, geometry and group theory // Handbook of Geometri


Topology / Ed. by R. J. Daverman, R. B. Sher.�Amsterdam: Elsevier S
i., 2002.�P. 55�91.

3. Àíäðååâ Ï. Ä. Ïîëóëèíåéíûå ìåòðè÷åñêèå ïîëóðåøåòêè íà R-äåðåâüÿõ // Èçâ. âóçîâ.

Ìàòåìàòèêà.�2007.�� 6.�Ñ. 3�13.

4. Andreev P. D., Bulygin A. I. On the verti
al similarly homogeneous R-trees // Loba
hevskii
J. Math.�2019.�Vol. 40, � 2.�P. 127�139.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÍÀÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ �ËÀÄÊÎÑÒÈ ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ

Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ÁÅ��ÌÀÍÀ Ap, 0 < p <∞1

Õ. Õ. Áóð÷àåâ (�îññèÿ, �ðîçíûé; ×�Ó),

�. Þ. �ÿáûõ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ)

Ïóñòü D = {z ∈ C : |z| < 1}, dσ � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà; 0 < β < 1, ΛβA =
A∞ ∩ Lip (β, T = ∂D) (êëàññû Ëèïøèöà); lg ∈ (Ap)

∗
:

lg(f) =
1

π

∫

D

f(z)ḡ(z) dσ, f ∈ Ap.

Ôóíêöèþ F íàçûâàåì ýêñòðåìàëüíîé äëÿ �óíêöèîíàëà lg, åñëè F ∈ Ap,

lg(F) = ‖lg‖ è ‖F‖ = 1. ×åðåç B îáîçíà÷àåì ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå, H � âíåøíÿÿ

�óíêöèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè 1 6 p < ∞ è g(n−1) ∈ ΛβA, n > 1, òî F = BH, ãäå

(|H(t)|p)(n−1) ∈ Lip (β, T ).

Òåîðåìà 2. Åñëè 1 6 p < 2 è g ∈ ΛβA, òî F = BH, H ∈ ΛβA.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 2/(m + 1) < p < 2/m, m > 2 è g(m−2) ∈ ΛβA, β =
2/p −m+ ν < 1, ν > 0. Òîãäà F = BH, ãäå F (m−2) ∈ ΛβA.

Òåîðåìà 4. Åñëè 0 < p < ∞ è g � ïîëèíîì, òî �óíêöèÿ F(z) àíàëèòè÷-
íà â C.

Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 1, 2, 3 è 4 (ñì. [1�5℄) ðàáîòàþò è â ïðîñòðàí-

ñòâàõ Õàðäè Hp, 0 < p <∞.

Ëèòåðàòóðà

1. Çàõàðþòà Â. Ï., Þäîâè÷ Â. È. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà â H ′
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2. Áóð÷àåâ Õ. Õ., �ÿáûõ Â. �. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî �óíêöèîíàëà â ìåòðè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå H ′
p, 0 < p < 1 // Ñèá. ìàò. æóðí.�1975.�Äåï â ÂÈÍÈÒÈ 17.03.75,

730-75.

3. Beneteau C., Khavinson D. A survey of linear extremal problems in analyti
 fun
tional

spa
es // Complex Analysis and Potential Theory.�2012.�P. 33�46.�(CRM Pro
. Le
ture

Notes; Vol. 55).

4. Duren P. L., Romberg B. W., Shields A. L. Linear fun
tionals on Hp spase with 0 < p < 1 //
J. Reine Angew Math.� 1969.�Vol. 238.�P. 32�60.

5. Áóð÷àåâ Õ. Õ., �ÿáûõ Â. �., �ÿáûõ �. Þ. Îá îäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å â Hp,

0 < p < ∞ // Ñèá. ìàò. æóðí.�2017.�Ò. 58, � 3.�Ñ. 510�525.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-01-00017.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÔÓÍÊÖÈÉ,

ÏÎ�ÎÆÄÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ ËÀ�Å��À

1

�. Ì. �àäæèìèðçàåâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ �ÀÍ)

Ïóñòü α ∈ R è ρ(x) = xαe−x. ×åðåç Lα
n(x) =

√
ρ(x) lαn(x) (l

α
n(x) � îðòîíîðìè-

ðîâàííûé ïîëèíîì Ëàãåððà, n = 0, 1, . . .) îáîçíà÷èì �óíêöèè Ëàãåððà, êîòîðûå

ïðè α > −1 îðòîíîðìèðîâàíû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

〈
Lα
n,Lα

k

〉
=

∞∫

0

Lα
n(x)Lα

k (x) dx.

Â ðàáîòå [1℄ äëÿ çàäàííîãî r ∈ N áûëà ââåäåíà ñèñòåìà �óíêöèé

λαr,r+n(x) =
1

(r − 1)!

x∫

0

(x− t)r−1Lα
n(t) dt, n = 0, 1, . . . ,

λαr,n(x) =
xn

n!
, n = 0, 1, . . . , r − 1,

îðòîíîðìèðîâàííàÿ íà [0,∞) îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òèïà Ñî-

áîëåâà

〈f, g〉 =
r−1∑

ν=0

f (ν)(0) g(ν)(0) +

∞∫

0

f (r)(x) g(r)(x) dx

è ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé �óíêöèé {Lα
n(x)}∞n=0.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû {λαr,n(x)}∞n=0

ïðè r = 1 è α = 0:
λ0(x) = λ01,0(x) = 1,

λ1+n(x) = λ01,1+n(x) =

x∫

0

L0
n(t) dt, n = 0, 1, . . .

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû 1�5, ïðèâå-

äåííûå â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-31-00477 ìîë_à.
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1. Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ �óíêöèé λ1+n(x)

Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

λ1+n(x) = e−x/2
∞∑

k=1

xkLk
n(x)

2k−1(n + 1)k
,

â êîòîðîì ðÿä ñõîäèòñÿ ê λ1+n(x) ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå [0, A].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n > 1. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

λ1+n(x) = (−1)n2− 2e−x/2Ln(x) + 2e−x/2
n−1∑

m=0

(−1)m2n−m
(
n

m

)
Ln−m−1

(x
2

)
.

2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà �óíêöèé λ1+n(x)

Ïðåäñòàâèì λ1,1+n(x) â âèäå

λ1+n(x) =
xe−x/2

n+ 1
L1
n(x) +Rn(x),

â êîòîðîì

Rn(x) =
1

2(n+ 1)

x∫

0

te−t/2L1
n(t) dt.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü x ∈ [0, bθ), 0 < b < 1, θ = 4n+4. Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû Rn(x)
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

Rn(x) =





O

(
1

n2

)
, 0 6 x 6

1

n
,

O

(
x3/4

θ1/2(θ − x)3/4

)
,

1

n
< x < bθ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü θ − θ1/3 6 x 6 (1 + δ)θ, θ = 4n + 4, δ � äîñòàòî÷íî ìà-

ëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû Rn(x) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

îöåíêè:

Rn(x) =





O

(
1 +

x1/4
[
θ1/4 − (θ − x)3/4

]

θ1/2

)
, θ − θ1/3 6 x 6 θ,

O

(
1 +

x1/4
√
x− θ

θ5/12

)
, θ 6 x 6 θ + θ1/3,

O(1), θ + θ1/3 6 x 6 (1 + δ) θ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü x ∈ ((1 + δ)θ,∞). Òîãäà èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ

�îðìóëà

λ1+n(x) = (−1)n2 + rn,

â êîòîðîé rn → 0 ïðè n→ ∞.
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Èç òåîðåì 3�5 è âåñîâûõ îöåíîê äëÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà âûòåêàåò ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

λ1+n(x) =





O

(
1

n

)
, 0 6 x 6

1

n
,

O

(
x1/4

n3/4

)
,

1

n
6 x 6

θ

2
,

O

(
n1/4

(θ − x)3/4

)
,

θ

2
6 x 6 θ − θ1/3,

O(1), θ − θ1/3 6 x.

Ëèòåðàòóðà

1. Gadzhimirzaev R. M. Sobolev-orthonormal system of fun
tions generated by the system

of Laguerre fun
tions // Issues Anal.�2019.�Vol. 8 (26), � 1.�P. 32�46.
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òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Ê ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÌ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌ

ÎÄÍÎÉ Ò�ÅÕÄÈÀ�ÎÍÀËÜÍÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÛ

�. Â. �àðêàâåíêî (�îññèÿ, Âîðîíåæ; Â�ÏÓ),

Í. Á. Óñêîâà (�îññèÿ, Âîðîíåæ; Â�ÒÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà A âèäà




. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−β−2

2 −2a −β′−1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . −β−1 −a 0 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 0 0 β′1 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . β1 a
β′
2
2 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . β2

2 2a
β′
3
3 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




.

Çäåñü a ∈ C, a 6= 0, � ïîñòîÿííàÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β : Z → C, β′ : Z → C

îãðàíè÷åííûå, ò. å. supn∈Z |βn| < c è supn∈Z |β′n| < c, c > 0.
Ìàòðèöà A îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå l2 = l2(Z) ëèíåéíûé îïåðàòîð

A : D(A) ⊂ l2 → l2, äåéñòâóþùèé ïî �îðìóëå

(Ax)(n) = anx(n) +
βn
n
x(n− 1) +

β′n+1

n+ 1
x(n+ 1), n 6= 0, n 6= −1,

(Ax)(0) = β′1x(1), (Ax)(−1) = −ax(−1)− β−1x(−2),

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A) =

{
x ∈ l2 :

∑

n∈Z

∣∣nx(n)
∣∣2 <∞

}
.

Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð A â âèäå A = A0 − B, ãäå A0 : D(A0) = D(A) ⊂
l2 → l2, (A0x)(n) = anx(n) è B = A0 − A. Ñèìâîëîì End l2 îáîçíà÷åíà áà-

íàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â l2, à ñèì-
âîëîì σ2(l2) ⊂ End l2 èäåàë îïåðàòîðîâ �èëüáåðòà � Øìèäòà. Î÷åâèäíî, ÷òî

B ∈ End l2 è, áîëåå òîãî, B ∈ σ2(l2).
Ïóñòü

Pi = P
(
{ai}, A0

)
, i ∈ Z, P(k) =

∑

|i|6k

Pi, k ∈ Z+.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ [1�4℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå k > 0, ÷òî îïåðàòîð A ïîäîáåí áëî÷íî-äèàãî-

íàëüíîìó îïåðàòîðó

A− P(k)XP(k) −
∑

|i|>k

PiXPi = A0 − V,
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ãäå V ∈ σ2(l2) è ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îñóùåñòâëÿåò îïåðàòîð U ∈ End l2
òàêîé, ÷òî U − I ∈ σ2(l2).

Òåîðåìà 2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A èìåþò àñèìïòîòè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå

λi = ai+ ξi, |i| > k,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξi, |i| > k) ïðèíàäëåæèò l1.

Òåîðåìà 3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ẽi, |i| > k, óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

∥∥ẽi − ei
∥∥ 6 ξ′i,

∥∥ẽi − ei − yi
∥∥ < ξ′′i ,

yi =
{
. . . , 0,

β′i
ai
, 0,

β′i+1

a(i+ 1)
, 0, . . .

}
,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξ′i, |i| > k} ïðèíàäëåæèò l2, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ξ′′i , |i| > k} ïðèíàäëåæèò l1, ei, i ∈ Z, � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â l2. Âåêòîðû ẽi,
i ∈ Z, îáðàçóþò â l2(Z) áàçèñ Áàðè, â ÷àñòíîñòè, áàçèñ �èññà è p-áàçèñ ïðè p > 2.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ ìàòðèöà A îïåðàòîðà A ïðåäñòàâëÿåò èëëþñòðà-

òèâíûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, ïîòîìó ÷òî äëÿ

íåå ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ äîïóñòèìûõ òðîåê [2, 3℄ ñ ðàçíûìè ïðî-

ñòðàíñòâàìè äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î ÌÀÆÎ�È�ÎÂÀÍÍÎÌ Ï�ÎÄÎËÆÅÍÈÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

1

À. À. �åëèåâà (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎ�Ó),

Ç. À. Êóñðàåâà (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç âåêòîðíîé ðåøåòêè èëè âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X â âåêòîðíóþ ðåøåòêó Y , îáëàäàþò õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, êîãäà Y ïîðÿä-

êîâî ïîëíà. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü òåîðåìà Õàíà � Áàíàõà � Êàíòîðîâè÷à

î ìàæîðèðîâàííîì ïðîäîëæåíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñïðàâåäëèâàÿ â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîðû äåéñòâóþò â ïîðÿäêîâî ïîëíóþ âåêòîð-

íóþ ðåøåòêó, ñì. [1, � 1.4℄. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî îñëàáèòü òðåáîâàíèå

ïîðÿäêîâîé ïîëíîòû Y çà ñ÷åò ïðåäúÿâëåíèÿ ê X íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ

òðåáîâàíèé. Àáðàìîâè÷ è Âèêñòåä [2℄ íàøëè òàêîå âçàèìîäåéñòâèå óñëîâèé ñåïà-

ðàáåëüíîñòè X è σ-èíòåðïîëÿöèîííîãî ñâîéñòâà Y â çàäà÷å î ìàæîðèðîâàííîì

ïðîäîëæåíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ñêàæåì, ÷òî óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Y îáëàäàåò σ-èíòåðïî-

ëÿöèîííûì ñâîéñòâîì (èëè ñâîéñòâîì Êàíòîðà), åñëè äëÿ ëþáîé âîçðàñòàþ-

ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) è äëÿ ëþáîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (zn)
â Y , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó xn 6 zm äëÿ âñåõ n,m ∈ N, ñóùåñòâóåò

y ∈ Y òàêîé, ÷òî xn 6 y 6 zn äëÿ âñåõ n ∈ N, ñì. [3, îïðåäåëåíèå 146.6℄. Åñëè â

ýòîì îïðåäåëåíèè îïóñòèòü òðåáîâàíèÿ î âîçðàñòàíèè (xn) è óáûâàíèè (zn), òî
ãîâîðÿò, ÷òî Y îáëàäàåò ñèëüíûì σ-èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì.

Ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ Y+ óïîðÿäî÷åííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà Y íàçûâàþò íîðìàëüíûì, åñëè â Y ñóùåñòâóåò áàçèñ îêðåñòíîñòåé

íóëÿ, ñîñòîÿùèé èç Y+-íàñûùåííûõ ìíîæåñòâ, ñì. [3, ñòð. 271℄ è [4, ñòð. 48℄.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ Y èìåíóþò Y+-íàñûùåííûì, åñëè [A] = A, ãäå
[A] := (A+Y+)∩(A−Y+) � ýòî Y+-íàñûùåííàÿ îáîëî÷êà, ñîâïàäàþùàÿ ñ îáúåäè-

íåíèå ïîðÿäêîâûõ èíòåðâàëîâ [a, b] := (a+ Y+) ∩ (b− Y+) := {y ∈ Y : a 6 y 6 b}
ïî âñåì a, b ∈ A. Ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ Y+ íàçûâàþò âîñïðîèçâîäÿùèì, åñëè

Y = Y+ − Y+.
�àññìîòðèì ñåïàðàáåëüíîå è ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî X, ïîäïðîñòðàíñòâî ýòîãî ïðîñòðàíñòâà X0 ⊂ X, íåïðåðûâíûé ñóá-

ëèíåéíûé îïåðàòîð P : X → Y è ëèíåéíûé îïåðàòîð T0 : X0 → Y òàêîé, ÷òî

T0x 6 P (x) äëÿ âñåõ x ∈ X0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óïîðÿäî÷åííîå òîïîëîãè÷å-

ñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Y îáëàäàåò ñ÷åòíûì ñâîéñòâîì ìàæîðèðîâàííîãî

ïðîäîëæåíèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ X, X0, T0 è P , óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðå÷èñëåííûì
âûøå óñëîâèÿì, ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X → Y , ïðîäîëæàþùèé T0
ñ ïîäïðîñòðàíñòâà X0 íà âñå X è óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó Tx 6 P (x) äëÿ
âñåõ x ∈ X.

1

�àáîòà âûïîëíåíî ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-31-00205.
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Òåïåðü èìåþòñÿ âñå ñîñòàâëÿþùèå, ÷òîáû ñ�ëîìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëü-

òàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü Y � ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîå òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî, óïîðÿäî÷åííîå âîñïðîèçâîäÿùèì, çàìêíóòûì è íîðìàëüíûì êîíó-

ñîì Y+. Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Y îáëàäàåò ñèëüíûì σ-èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì;

(2) Y îáëàäàåò ñ÷åòíûì ñâîéñòâîì ìàæîðèðîâàííîãî ïðîäîëæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â âûøåóêàçàííîé òåîðåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíàÿ ïîë-

íîòà ïðîñòðàíñòâà Y è âîñïðîèçâîäèìîñòü ïîëîæèòåëüíîãî êîíóñà Y+. Ïåðâîå
ïðåäïîëîæåíèå íåîáõîäèìî, òàê êàê â äîêàçàòåëüñòâî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü

êîíñòðóêöèþ ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî íà ïëîò-

íîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ÷òîáû èçáåæàòü ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû âûáîðà â ïîëíîì

îáúåìå. Âòîðîå ïðåäïîëîæåíèå ñóùåñòâåííî èç-çà òîãî, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå

(2)=⇒ (1) èñïîëüçóåòñÿ σ-èíòåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâî ëèøü äëÿ ïîðÿäêîâî îãðà-
íè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à â äîêàçàòåëüñòâå (1) =⇒ (2) � ñèëüíîå σ-èí-
òåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâî â ïîëíîì îáúåìå, íî ýòè äâà ñâîéñòâà ðàâíîñèëüíû â

òîì ñëó÷àå, êîãäà Y+ � âîñïðîèçâîäÿùèé êîíóñ.
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ÎÁ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÀÕ ÑÂÅ�ÒÊÈ

ÍÀ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÄÈÝÄ�ÀËÜÍÎÉ ��ÓÏÏÅ

Â. Ì. Äåóíäÿê (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),

À. À. Ñåí÷óêîâà (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

�àññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ äèýäðàëüíóþ ãðóïïó

D∞ =
{
(x, ε)

∣∣ x ∈ Z, ε = ±1
}
.

Íà ýòîé ãðóïïå çàäàäèì àòîìàðíóþ ìåðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé Õààðà. Ïóñòü

a ∈ L1(D∞). Îïåðàòîð ñâåðòêè

(Caf)(x, ε) =
∑

(y,δ)

a(y, δ)f
(
(x, ε)(y, δ)−1

)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì â ïðîñòðàíñòâå Lp(D∞), 1 < p 6 ∞.

Ïóñòü g � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà D∞. Ôóíê-
öèÿ g íàçûâàåòñÿ ñëàáî îñöèëëèðóþùåé, åñëè

(∀D ∈ comp(D∞)) lim
t→∞

sup
h∈D

{
|g(t) − g(t ◦ h)|

}
= 0,

ãäå comp(D∞) � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ãðóïïû D∞ [1℄. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Ω(D∞) C∗-àëãåáðó âñåõ ñëàáî îñöèëëèðóþùèõ �óíêöèé íà ãðóï-

ïå D∞. Ïðîñòðàíñòâî M(D∞) ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ýòîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòè�èêàöèåé ïðîñòðàíñòâà D∞, à ïîäïðîñòðàíñòâî

N(D∞) = M(D∞) \D∞
íàçûâàåòñÿ êîðîíîé êîìïàêòè�èêàöèè.

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ C∗-àëãåáðû

V (D∞) = Alg
(
{Ca}a∈L1(D∞)

)
è W (D∞) = Alg

(
V (D∞); Ω(D∞)

)
.

Äëÿ C∗-àëãåáðû V (D∞) ïîñòðîåíî ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå, â òåðìèíàõ

êîòîðîãî íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ

èç V (D∞).
Äëÿ àëãåáðû W (D∞) íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíîãî ìåòîäà È. Á. Ñèìî-

íåíêî [2℄ è ðåçóëüòàòîâ Á. ß. Øòåéíáåðãà [1℄ ïîñòðîåíî ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëå-

íèå è íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ �ðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòî-

ðîâ èç W (D∞). Äëÿ ýòîé àëãåáðû ïîñòðîåí èçîìîð�èçì ïîäîáèÿ íà ìàòðè÷íóþ

àëãåáðó îïåðàòîðîâ ñâåðòêè íà ãðóïïå Z ñî ñëàáî îñöèëëèðóþùèìè êîý��èöè-

åíòàìè, ðàñøèðåííóþ íåêîòîðûì èíâîëþòèâíûì îïåðàòîðîì.

Ëèòåðàòóðà

1. Øòåéíáåðã Á. ß. Îá îïåðàòîðàõ òèïà ñâåðòêè íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ //

Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë.�1981.�Ò. 15, � 3.�Ñ. 95�96.

2. Ñèìîíåíêî È. Á. Ëîêàëüíûé ìåòîä â òåîðèè èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ñäâèãà îïåðà-
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ÏÎ�Î�ÎÂÛÅ ÝÔÔÅÊÒÛ Â ÑÏÅÊÒ�Å ÎÄÍÎ�Î ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ

2× 2-ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÍÛÕ ÌÀÒ�ÈÖ

Ý. Á. Äèëìóðîäîâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó),

Ò. Õ. �àñóëîâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

Ïóñòü T3 :≡ (−π;π]3 � òðåõìåðíûé òîð, H0 := C � îäíîìåðíîå êîì-

ïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, H1 := L2(T
3) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðà-

òè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà T3
è

H := H0 ⊕H1.
�àññìîòðèì ñåìåéñòâà îãðàíè÷åííûõ è ñàìîñîïðÿæåííûõ 2×2-îïåðàòîðíûõ

ìàòðèö Aµ(k), µ > 0, k ∈ T3
, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H êàê

Aµ(k) :=

(
A00(k) µA01

µA∗01 A11(k)

)
,

ãäå îïåðàòîðû Aii(k) : Hi → Hi, i = 0, 1, k ∈ T3
, è A01 : H1 → H0 îïðåäåëÿþòñÿ

ïî �îðìóëàì

A00(k)f0 = w0(k)f0, A01f1 =

∫

T3

v(t)f1(t) dt, (A11(k)f1)(p) = w1(k, p)f1(p).

Çäåñü fi ∈ Hi, i = 0, 1, µ > 0 � ïàðàìåòð âçàèìîäåéñòâèÿ, v(·) âåùåñòâåííî
àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íà T3

, à �óíêöèè w0(·) è w1(·, ·) èìåþò âèä

w0(k) := ε(k) + γ, w1(k, p) := ε(k) + ε(k + p) + ε(p),

ãäå γ ∈ R è �óíêöèÿ äèñïåðöèè ε(·) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε(k) :=

3∑

i=1

(1− cos ki), k = (k1, k2, k3) ∈ T3.

Ïóñòü Λ := {k = (k1, k2, k3) : ki ∈ {−2π/3, 2π/3}, i = 1, 2, 3}. Òàê êàê ìíîæå-

ñòâî Λ ñîñòîèò èç âîñüìè òî÷åê, äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì Λ = {k(1), k(2), . . . , k(8)}.
Ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ w1(·, ·) èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæ-

äåííûé íóëåâîé ìèíèìóì â òî÷êå (0̄, 0̄) ∈ (T3)2, 0̄ := (0, 0, 0), è íåâûðîæäåííûé
ìàêñèìóì â òî÷êàõ (k(i), k(i)) ∈ (T3)2, i = 1, 8, ðàâíûé 27/2. Èç ýòèõ �àêòîâ

ïîëó÷èì, ÷òî ñëåäóþùèå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè:

∫

T3

v2(t) dt

w1(0̄, t)
,

∫

T3

v2(t)dt

w1(k(i), t)− 27/2
, i = 1, 8.

Ïóñòü C(T3) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ

íà T3
.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü γ 6= 0. �îâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð Aµ(0̄) èìååò âèðòóàëü-
íûé óðîâåíü â òî÷êå z = 0 (ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé), åñëè ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

(Gµψ)(p) =
µ2v(p)

2γ

∫

T3

v(t)ψ(t) dt

ε(t)
, ψ ∈ C

(
T3
)
,

è ïî êðàéíåé ìåðå îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåí-

íàÿ �óíêöèÿ ψ(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ψ(0̄) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü γ 6= 9 è i ∈ {1, . . . , 8}. �îâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð Aµ(k
(i))

èìååò âèðòóàëüíûé óðîâåíü â òî÷êå z = 27/2, åñëè ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

(
G(i)

µ ϕ
)
(p) =

µ2v(p)

γ − 9

∫

T3

v(t)ϕ(t) dt

ε(k(i) + t) + ε(t)− 9
, ϕ ∈ C

(
T3
)
,

è ïî êðàéíåé ìåðå îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåí-

íàÿ �óíêöèÿ ϕ(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ(k(i)) 6= 0.
Ïîëîæèì

µl(γ) :=
√

2γ



∫

T3

v2(t) dt

ε(t)



−1/2

ïðè γ > 0;

µ(i)r (γ) :=
√

9− γ



∫

T3

v2(t) dt

9− ε(k(i) + t)− ε(t)



−1/2

ïðè γ < 9, i = 1, 8.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ òîãî, ÷òî-

áû ëèáî ÷èñëî z = 0 ÿâëÿëîñü ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà Aµ(0̄), ëèáî
îïåðàòîð Aµ(0̄) èìåë ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü γ > 0.
a) Îïåðàòîð Aµ(0̄) èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà µ = µl(γ) è v(0̄) = 0.
b) Îïåðàòîð Aµ(0̄) èìååò ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà µ = µl(γ) è v(0̄) 6= 0.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà äëÿ îïåðàòîðà Aµ(k
(i)), i ∈ {1, . . . , 8}.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü γ < 9 è i ∈ {1, . . . , 8}.
a) Îïåðàòîð Aµ(k

(i)) èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå z = 27/2, òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà µ = µ
(i)
r (γ) è v(k(i)) = 0.

b) Îïåðàòîð Aµ(k
(i)) èìååò âèðòóàëüíûé óðîâåíü â òî÷êå z = 27/2 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà µ = µ
(i)
r (γ) è v(k(i)) 6= 0.

Ïóñòü µi := µl(γi), i = 1, 8, ãäå γi ∈ (0; 9) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

µl(γ) = µ
(i)
r (γ). Òîãäà èç òåîðåìû 1 è 2 ñëåäóåò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü γ ∈ (0; 9) è i ∈ {1, . . . , 8}.
a) Îïåðàòîð Aµ(0̄) èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à îïåðàòîð Aµ(k

(i))
èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå z = 27/2, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ = µi
è v(0̄) = v(k(i)) = 0.

b) Îïåðàòîð Aµ(0̄) èìååò ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, à îïåðàòîð Aµ(k
(i))

èìååò âèðòóàëüíûé óðîâåíü â òî÷êå z = 27/2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ = µi,
v(0̄) 6= 0 è v(k(i)) 6= 0.

c) Îïåðàòîð Aµ(0̄) èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à îïåðàòîð Aµ(k
(i))

èìååò âèðòóàëüíûé óðîâåíü â òî÷êå z = 27/2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ = µi,
v(0̄) = 0 è v(k(i)) 6= 0.

d) Îïåðàòîð Aµ(0̄) èìååò ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, à îïåðàòîð Aµ(k
(i))

èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíîå z = 27/2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ = µi,
v(0̄) 6= 0 è v(k(i)) = 0.
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BOOLEAN VALUED ANALYSIS

IN MODERN MATHEMATICAL FINANCE

J. M. Zapata

(Germany, Konstanz; University of Konstanz)

In the last de
ade, some problems in mathemati
al �nan
e have motivated

a number of apparently new developments in fun
tional analysis. However, as shown

re
ently, these fun
tional analyti
 tools turn out to be parti
ular instan
es of Boolean

valued analysis. We will see how Boolean valued analysis brings a powerful te
hnology

that 
an be applied to duality theory of dynami
 risk measures, �nan
ial arbitrage

theory and sto
hasti
 optimal 
ontrol.
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ÒÎÏÎËÎ�È×ÅÑÊÈÅ ÀË�ÅÁ�Û È ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û ÑÂÅ�ÒÊÈ

Î. À. Èâàíîâà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü îá àëãåáðàõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèîíàëîâ íà

ñ÷åòíûõ èíäóêòèâíûõ ïðåäåëàõ E âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ �óíê-

öèé è îá îïåðàòîðàõ ñâåðòêè â íèõ. Óìíîæåíèå â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîì

ïðîñòðàíñòâå E′ ê E çàäàåòñÿ îïåðàòîðàìè ñäâèãà äëÿ íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ,

äåéñòâóþùèõ â E. Ïðîñòðàíñòâî

E = ind
n→

proj
←k

En,k

îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåïðåðûâíûõ �óíêöèé vn,k : CN → R òàêèõ, ÷òî

vn,k+1 6 vn,k 6 vn+1,k, k, n ∈ N. Ïðè ýòîì

En,k :=
{
f ∈ H

(
CN
)
: ‖f‖n,k = sup

z∈CN

|f(z)| exp(−vn,k(z)) < +∞
}

� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖n,k; H(CN ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ

â CN
�óíêöèé. Âåñà vn,k óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíûì òåõíè÷åñêèì óñëîâèÿì.

Ïóñòü T := {Tz : z ∈ CN} � ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ ñäâèãà äëÿ ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ íåïðåðûâíûõ â E îïåðàòîðîâ Aj , 1 6 j 6 N . Ñâåðòêà ϕ ⊗ ψ ∈ E′

�óíêöèîíàëîâ ϕ,ψ ∈ E′ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

(ϕ⊗ ψ)(f) := ϕz(ψ(Tz(f))), z ∈ CN , f ∈ E.

Ñèìâîëîì K(A) îáîçíà÷èì êîììóòàíò ñèñòåìû {Aj : 1 6 j 6 N} â êîëüöå (àëãåá-
ðå) âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â E. Èññëåäîâàíû äâå ïàðû (A,T ):

D) Aj = ∂j , 1 6 j 6 N , � îïåðàòîðû ÷àñòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ,

Tz(f)(t) = f(t+ z) � îáû÷íûå ñäâèãè;

P) N = 1, A1 = D0,g0 � îïåðàòîð îáîáùåííîãî îáðàòíîãî ñäâèãà (îïåðàòîð

Ïîììüå) (g0 � �óíêöèÿ èç E òàêàÿ, ÷òî g0(0) = 1).
Â ñëó÷àå D) �óíêöèè vn,k óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ, áëèç-

êîìó ê ïîëóàääèòèâíîñòè.

Äëÿ ϕ ∈ E′ ââåäåì îïåðàòîð ñâåðòêè Aϕ(f)(z) := ϕ(Tz(f)), z ∈ CN
, f ∈ E.

Ñâÿçü (E′,⊗) è K(A) ïîêàçûâàåò

Òåîðåìà 1 [1, 2℄. Â ñèòóàöèÿõ P), D) îòîáðàæåíèå ω : (E′,⊗) → K(A),
ω(ϕ) := Aϕ, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì èçîìîð�èçìîì ¾íà¿.

Èçó÷åíû òàêæå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà àëãåáðû (E′,⊗) è èçîìîð�èçìà ω
â òåîðåìå 1, à èìåííî, óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ òîãî, ÷òî (E′,⊗) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè-
÷åñêîé àëãåáðîé, à ω � òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîð�èçìîì (ñì. [3, 4℄). Ìîòèâàöèåé

òàêîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå àëãåáðû, íå ÿâëÿþùèåñÿ
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áàíàõîâûìè, äîâîëüíî øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ îáîáùåí-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ

�óíêöèîíàëîâ, â òåîðèè îïåðàòîðîâ îáîùåííîãî ñäâèãà, ãðóïï è àëãåáð Ëè.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïðèìåíåíèÿ îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ.

1) Äîêàçàíû óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò îïåðàòîðîâ Aj ,

1 6 j 6 N , ïëîòíî â K(A) ñ íåêîòîðîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé, â ÷àñòíîñòè, òî-
ãî, ÷òî âñÿêèé îïåðàòîð èç K(A) ÿâëÿåòñÿ A-îïåðàòîðîì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

2) Äîêàçàíà òåîðåìà òèïà Òèò÷ìàðøà îá îòñóòñòâèè äåëèòåëåé íóëÿ â àë-

ãåáðå (E′,⊗).
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ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û ÈÇ ÀÁÑÒ�ÀÊÒÍÛÕ

ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ �ÎËÎÌÎ�ÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â ÀÍÀËÎ�È×ÍÛÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ Ñ �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÎÉ ÍÎ�ÌÎÉ

Þ. Â. Êîðàáëèíà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþ-

ùèõ èç àáñòðàêòíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîð�íûõ â îáëàñòè êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè �óíêöèé â âåñîâîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî òàêèõ æå �óíêöèé ñ

sup-íîðìîé. �àíåå îíà ðàññìàòðèâàëàñü â ñòàòüå Í. Çîðáîñêà [1℄ äëÿ åäèíè÷íîãî

êðóãà D è ðàäèàëüíûõ âåñîâ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â [1℄ áûë ïîëó÷åí àáñòðàêòíûé

êðèòåðèé è óêàçàíà �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìû îïåðàòîðà, à òàêæå ðàçðà-

áîòàíû ïðèëîæåíèÿ ê êîíêðåòíûì ïðîñòðàíñòâàì è îïåðàòîðàì.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû, êîòîðîé ïîñâÿùåí äîêëàä, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðå-

çóëüòàòîâ èç [1℄ íà ñëó÷àé îáëàñòåé è (èëè) âåñîâ îáùåãî âèäà.

Ïóñòü G � îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, H(G) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ

�óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â G, ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîì-

ïàêòàõ èç G, v � âåñ íà G, ò. å. íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ íà G �óíêöèÿ.

Ïîðîæäåííîå ýòèì âåñîì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ sup-íîðìîé çàäàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

Hv(G) =

{
f ∈ H(G), ‖f‖v = sup

z∈G

|f(z)|
v(z)

<∞
}
.

Âñþäó äàëåå X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖, íåïðåðûâíî âëîæåí-

íîå â H(G). ×åðåç X∗ îáîçíà÷àåòñÿ ñîïðÿæåííîå ñ X ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ

íåïðåðûâíûõ �óíêöèîíàëîâ íà X ñ ñîïðÿæåííîé íîðìîé ‖ · ‖∗, à ÷åðåç δz �

äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà äëÿ �èêñèðîâàííîé òî÷êè z ∈ G, ò. å. δz : f 7→ f(z),
f ∈ H(G).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àáñòðàêòíîãî êðèòåðèÿ [1, òåîðå-

ìà 2.1℄ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè G âìåñòî åäèíè÷íîãî êðóãà D è ëþáîãî,

íå îáÿçàòåëüíî ðàäèàëüíîãî, âåñà v. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îòëè÷íûé â ðÿäå ìåñò îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 â [1℄.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíûé âåñ íà G. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

T : X → Hv(G) êîððåêòíî îïðåäåëåí è îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) δz(T ) ∈ X∗ ïðè âñåõ z ∈ G;

á) sup
z∈G

‖δz(T )‖∗
v(z)

<∞.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 êðèòåðèè íåïðåðûâíî-

ñòè îïåðàòîðîâ âåñîâîé êîìïîçèöèè è Âîëüòåððà.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü v � âåñ íà G, u è ϕ � �èêñèðîâàííûå �óíêöèè

èç H(G), ïðè÷åì ϕ(G) ⊂ G. Îïåðàòîð âåñîâîé êîìïîçèöèè Wu,ϕ : f 7→ u · f(ϕ)
äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç X â Hv(G) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

sup
z∈G

|u(z)| ‖δϕ(z)‖∗
v(z)

<∞.

Â ñëó÷àå, êîãäà Wu,ϕ : X 7→ Hv(G) îãðàíè÷åí,

∥∥Wu,ϕ

∥∥ = sup
z∈G

|u(z)| ‖δϕ(z)‖∗
v(z)

.

Ïðåäëîæåíèå 1 îáîáùàåò ïóíêò (i) ñëåäñòâèÿ 2.1 ñòàòüè [1℄, â êîòîðîì äî-

ïîëíèòåëüíî òðåáîâàëîñü, ÷òîáû v áûë ðàäèàëüíûì âåñîì íà åäèíè÷íîì êðóãå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü G = D, v � ðàäèàëüíûé âåñ íà D, óäîâëåòâîðÿþùèé

äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

0 < lim inf
r→1−

(1− r) v′(r)
v(r)

6 lim sup
r→1−

(1− r) v′(r)
v(r)

<∞,

g � �èêñèðîâàííàÿ �óíêöèÿ èç H(D). Îïåðàòîð Âîëüòåððà

Vg : f 7→
z∫

0

f(w)g′(w) dw

äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç X â Hv(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî

ñëåäóþùåå óñëîâèå:

sup
z∈D

(1− |z|) |g′(z)| ‖δz‖∗
v(z)

<∞.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2 ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâà-

ëèñü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè [2℄.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü

G = D, v(r) =

(
1

1− r

)β

lnp
(

1

1− r

)
, β > 0, p > 0,

è g � �èêñèðîâàííàÿ �óíêöèÿ èç H(D). Îïåðàòîð Âîëüòåððà Vg : X → Hv(D)
íåïðåðûâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

sup
z∈D

(1− |z|)β+1 |g′(z)| ‖δz‖∗
lnp(1/(1 − |z|)) <∞.

Ïðè p = 0 ïîëó÷àåì îòñþäà â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïóíêò (iii) ñëåä-

ñòâèÿ 2.1 èç [1℄, à èìåííî, êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Âîëüòåððà èç X
â êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà Hβ. Íàïîìíèì, ÷òî îíî çàäàåòñÿ âåñîì

v(z) =
(

1
1−|z|

)β
.
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ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Ñ�ÅÄÍÈÕ ÂÀËËÅ ÏÓÑÑÅÍÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î �ßÄÀ

ÏÎ ÓËÜÒ�ÀÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÌ ÏÎËÈÍÎÌÀÌ ßÊÎÁÈ

Ñ Ï�ÈËÈÏÀÞÙÈÌÈ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÌÈ ÑÓÌÌÀÌÈ

Ì. �. Ìàãîìåä-Êàñóìîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ïóñòü α > 0, µα(x) = (1 − x2)α � âåñ, Pα = {P̂α
n (x), n = 0, 1, . . .} � ñèñòåìà

ïîëèíîìîâ, îðòîíîðìèðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1∫

−1

µα(x)P̂α
n (x)P̂

α
k (x) dx = δnk. (1)

Ñïåöèàëüíûé ðÿä îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ �óíêöèé f(x) ∈ C[−1, 1] ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

f(x) ∼ l(f)(x) +
(
1− x2

) ∞∑

k=0

cαk (F )P̂
α
k (x), α > 0, (2)

ãäå l(f)(x) � ïðÿìàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) íà êîíöàõ

îòðåçêà [−1, 1]:

l(f)(x) =
f(−1) + f(1)

2
+
f(1)− f(−1)

2
x,

F (x) = f(x)−l(f)(x)
1−x2 è cαk (F ) � êîý��èöèåíò Ôóðüå � ßêîáè �óíêöèè F :

cαk (F ) =

1∫

−1

(
f(t)− l(f)(t)

)(
1− t2

)α−1
P̂α
k (t) dt. (3)

×àñòè÷íûå ñóììû ñïåöèàëüíûõ ðÿäîâ (2) áóäåì îáîçíà÷àòü

σαn(f, x) = l(f)(x) + (1− x)2
n−2∑

k=0

cαk (F )P̂
α
k (x). (4)

Ñïåöèàëüíûé ðÿä áûë âïåðâûå ââåäåí â ðàáîòå [1℄ êàê îáîáùåíèå ïðåäåëü-

íîãî ðÿäà. Â òîé æå ðàáîòå áûëè èññëåäîâàíû àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì σαn(f). Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

∣∣f(x)− σαn(f, x)
∣∣ 6 c(α)En(f)

(
1 + ln

(
1+n

√
1−x2

))
,

1

2
6 α <

3

2
, f ∈ C[−1, 1],

ãäå En(f) � âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè f àëãåáðàè÷åñêèìè

ïîëèíîìàìè ñòåïåíè íå âûøå n.
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Â ðàáîòå [2℄ èçó÷åíû àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ñðåäíèõ Âàëëå Ïóññåíà

ñïåöèàëüíîãî ðÿäà

V α
n,m(f) = V α

n,m(f, x) =
1

m+ 1

[
σαn(g, x) + · · · + σαn+m(g, x)

]
(5)

â ñëó÷àå α = 1
2 è n 6 qm, ãäå q � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå �èêñèðîâàííîå

÷èñëî, à èìåííî, áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà

∣∣f(x)− V
1
2
n,m(f, x)

∣∣ 6 c(q)En(f), f ∈ C[−1, 1].

Â äàííîé ðàáîòå óêàçàííûé ðåçóëüòàò ïðè óñëîâèè c1m 6 n 6 c2m ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé

1
2 < α < 3

2 .

Òåîðåìà. Äëÿ �óíêöèé f ∈ C[−1, 1] ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà îñòàòêà
ïðè ïðèáëèæåíèè ñðåäíèìè Âàëëå Ïóññåíà V α

n,m(f, x):

∣∣f(x)− V α
n,m(f, x)

∣∣ 6 cEn(f), c1m 6 n 6 c2m,
1

2
< α <

3

2
.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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ÎÁ ÓÌÍÎÆÅÍÈÈ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÉ

C. Í. Ìåëèõîâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Êàê èçâåñòíî, â ïðîñòðàíñòâå D′ ðàñïðåäåëåíèé íà R íåëüçÿ ââåñòè àññî-

öèàòèâíóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ òàê, ÷òîáû îíà ïðîäîëæàëà óìíîæåíèå íà áåñ-

êîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè. Ïðåäëàãàåòñÿ îäèí èç ïîäõîäîâ ê îïðå-

äåëåíèþ óìíîæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé, èñïîëüçóþùèé ðåçóëüòàòû ðàáîò [1, 2℄ äëÿ

àëãåáð àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèîíàëîâ. Ïóñòü Ω � èíòåðâàë âåùåñòâåííîé ïðÿ-

ìîé, D(Ω) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ â R �óíêöèé

ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â Ω. Ïîáóäèòåëüíûì ìîòèâîì èñïîëüçîâàòü ïðåäëà-

ãàåìûé â äàííîé ñòàòüå ìåòîä ïðåâðàùåíèÿ â àëãåáðó ïðîñòðàíñòâà D′(Ω) ðàñ-
ïðåäåëåíèé íà Ω ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �

Ëàïëàñà F ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîð�èçìîì D(Ω) íà ñ÷åòíûé èíäóê-

òèâíûé ïðåäåë AΩ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ �óíêöèé. Â D′(Ω) ìîæíî
ââåñòè ïðîèçâåäåíèå

u ∗̃ v := F ′
(
(F ′)−1(u) ⊗̃ (F ′)−1(v)

)
,

ãäå ñâåðòêà ⊗̃ çàäàåòñÿ òàê:

(
ϕ ⊗̃ψ

)(
f
)
:= ψz

(
ϕt(f(t+ z))

)
, f ∈ AΩ.

Îíà îïðåäåëåíà íå äëÿ âñåõ ïàð ϕ,ψ ∈ A′Ω: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ψ ∈ A′Ω è ϕ
òàêîãî, ÷òî F ′(ϕ) çàäàåòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé â Ω �óíêöèåé. Ïðè

ýòîì u ∗̃ v ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ïðîèçâåäåíèåì uv áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóå-
ìîé �óíêöèè u, è ðàñïðåäåëåíèÿ v è ∗̃ íåëüçÿ ïðîäîëæèòü äî êîììóòàòèâíîãî

è àññîöèàòèâíîãî óìíîæåíèÿ â D′(Ω). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, à ìîæ-

íî ëè îáû÷íûå ñäâèãè çàìåíèòü íà äðóãîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùèõ

îïèñàííûì ñïîñîáîì ââåñòè àññîöèàòèâíîå è êîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå âî âñåì

ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé. Òàêàÿ îïåðàöèÿ ∗ â ïðîñòðàíñòâå D′(Ω) ââîäèòñÿ
ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ñäâèãà Tz, z ∈ C, äëÿ îïåðàòîðà îáîáùåííîãî îáðàòíîãî

ñäâèãà (îïåðàòîðà Ïîììüå). Ìû ïîëàãàåì

u ∗ v := F ′
(
(F ′)−1(u)⊗ (F ′)−1(v)

)
, u, v ∈ D′(Ω),

ãäå

(ϕ⊗ ψ)(f) := ϕz(ψ(Tz(f))), ϕ, ψ ∈ A′Ω.
Ñ îïåðàöèåé ∗ ïðîñòðàíñòâî D′(Ω) ñòàíîâèòñÿ óíèòàëüíîé àññîöèàòèâíîé è êîì-
ìóòàòèâíîé àëãåáðîé. Îíà èçîìîð�íà êîììóòàíòó îïåðàòîðà Ïîììüå â êîëüöå

âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â AΩ. Ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëè-

çàöèÿ óìíîæåíèÿ ∗; ïðèâîäÿòñÿ êîíêðåòíûå ïðèìåðû.
×àñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíà â [3℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î Ï�ÎÁËÅÌÅ �Å�ÓËß�ÈÇÀÖÈÈ ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ

ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ Ò

�

EÏËÈÖÀ Â ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ

Ñ×ÅÒÍÎ-ÍÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ

À. Ý. Ïàñåí÷óê

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïóñòü Γ � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, Γ2
� òîð.

Îáîçíà÷èì: W (Γ2) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âèíåðîâñêèõ �óíêöèé, W∞,0(Γ2),
W∞,∞(Γ2)� ñ÷åòíî-íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ �óíêöèé. Áóäåì çíà-

êàìè ¾+¿ è ¾−¿ âíèçó îáîçíà÷àòü ïîäïðîñòðàíñòâà óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ, à

ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ P±± ñîîòâåòñòâåííî (òî÷íûå îïðå-
äåëåíèÿ ñì â [1℄).

Îáîçíà÷èì Ta = P++a(ξ, η)I îïåðàòîð Ò�eïëèöà

Ta : X++ → X++, a(ξ, η) ∈ X,

ãäå X � îäíî èç ïðîñòðàíñòâ W (Γ2),W∞,0(Γ2),W∞,∞(Γ2). Íàèáîëåå ïîëíî ýòîò
îïåðàòîð èçó÷åí â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â ÷àñòíîñòè, â W (Γ2). È. Á. Ñèìî-
íåíêî [2℄ ïîëó÷åí êðèòåðèé êîòîðûé ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì

îáðàçîì: îïåðàòîð Ta :W++(Γ
2) →W++(Γ

2) íåòåðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî ñèìâîë a(ξ, η) äîïóñêàåò êàíîíè÷åñêóþ �àêòîðèçàöèþ a = a−−a+−a−+a++

â àëãåáðå W (Γ2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ñîìíîæèòåëü â ýòîì ïðåäñòàâëå-

íèè ñèìâîëà ïîðîæäàåò îáðàòèìûé îïåðàòîð Ò�eïëèöà. Ïðè ýòîì ðåãóëÿðèçà-

òîð ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ìåòîäîì ÷àñòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè, ïðåäëîæåííûì

Â. Ñ. Ïèëèäè [3℄. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåòñÿ â ñëó÷àå ïðîñòðàí-

ñòâàW∞,0
++ (Γ2) è íå èìååò ìåñòà äëÿ ïðîñòðàíñòâà W∞,∞

++ (Γ2). Íàïðèìåð, ñèìâîë

ξη−1 − ξ−1η =
(
1− ξη−1

)(
1 + ξ−1η

)

ïîðîæäàåò îïåðàòîð Tξη−1−ξ−1η, èìåþùèé áåñêîíå÷íîìåðíîå ÿäðî, íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî êàæäûé èç îïåðàòîðîâ T1−ξη−1 , T1+ξ−1η îáðàòèì â ïðîñòðàíñòâå

W∞,∞
++ (Γ2).
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÔÀÄÄÅÅÂÀ È ÂÅÒÂÈ ÑÓÙÅÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÑÏÅÊÒ�À

ÎÄÍÎ�Î ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ 3×3-ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÍÛÕ ÌÀÒ�ÈÖ

Ò. Õ. �àñóëîâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó),

Í. À. Òîøåâà (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; 2-é ëèöåé ïðè Áóõ�ÌÈ)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî 3×3-îïåðàòîðíûõ ìàòðèö H(K), K ∈
(−π;π]d, àññîöèèðîâàííûõ ãàìèëüòîíèàíîì ñèñòåìû ñ íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ÷àñòè-

öàìè íà d-ìåðíîé ðåøåòêå Zd. Ïîñòðîåíî óðàâíåíèå Ôàääååâà äëÿ ñîáñòâåííûõ
�óíêöèé îïåðàòîðà H(K) è îïèñàí åãî ñóùåñòâåííûé ñïåêòð. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
åãî ñóùåñòâåííûé ñïåêòð ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì òðåõ îòðåçêîâ.

Ïóñòü Td :≡ (−π;π]d � d-ìåðíûé òîð, H0 := C � îäíîìåðíîå êîì-

ïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, H1 := L2(T
d) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðà-

òè÷íî èíòåãðèðóåìûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Td
,

à H2 := Lsym
2 ((Td)2) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóå-

ìûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ñèììåòðè÷íûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà (Td)2, è
H := H0 ⊕H1 ⊕H2.

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî 3×3-îïåðàòîðíûõ ìàòðèö

H(K) =



H00(K) H01 0
H∗01 H11(K) H12

0 H∗12 H22(K)


 : H → H, K ∈ Td,

ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

H00(K)f0 = w0(K)f0, H01f1 =

∫

Td

v0(t)f1(t) dt,

(H11(K)f1)(p) = w1(K; p)f1(p), (H12f2)(p) =

∫

Td

v1(t)f2(p, t) dt,

(H22(K)f2)(p, q) = w2(K; p, q)f2(p, q), fi ∈ Hi, i = 0, 1, 2.

Çäåñü w0(·), vi(·) (i = 0, 1), w1(·; ·) è w2(·; ·, ·) � âåùåñòâåííîçíà÷íûå íåïðå-

ðûâíûå �óíêöèè íà Td
; (Td)2 è (Td)3, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè÷åì ïðè êàæäîì

�èêñèðîâàííîì K ∈ Td
�óíêöèÿ w2(K; ·, ·) åñòü ñèììåòðè÷íàÿ �óíêöèÿ, ò. å.

w2(K; p, q) = w2(K; q, p) äëÿ ëþáûõ p, q ∈ Td
. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ áëî÷íî-

îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà H(K) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è ñàìîñîïðÿæåííîé â H.
Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì K, p ∈ Td

, îïðåäåëèì ðåãóëÿðíóþ â îáëàñòè

C \ [EK(p);EK(p)] �óíêöèþ

∆K(p ; z) := w1(K; p)− z − 1

2

∫

Td

v21(t) dt

w2(K; p, t)− z
,

ãäå ÷èñëà EK(p) è EK(p) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EK(p) := min
q∈Td

w2(K; p, q), EK(p) := max
q∈Td

w2(K; p, q).
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Ïóñòü ΛK � ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê z ∈ C, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî ∆K(p ; z) = 0
èìååò ìåñòî õîòÿ áû äëÿ îäíîé p ∈ Td

, è

mK := min
p,q∈Td

w2(K; p, q), MK := max
p,q∈Td

w2(K; p, q), ΣK := ΛK ∪ [mK ;MK ].

Ïðè êàæäîì K ∈ Td
è z ∈ C \ ΣK ââîäèì áëî÷íî-îïåðàòîðíóþ ìàòðèöó

T (K; z), äåéñòâóþùóþ â ïðîñòðàíñòâå H0 ⊕H1:

T (K; z) :=

(
T00(K; z) T01(K; z)
T10(K; z) T11(K; z)

)
,

ãäå îïåðàòîðû Tij(K; z) : Hj → Hi, i, j = 0, 1, îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

T00(K; z)g0 = (1 + w0(K)− z)g0, T01(K; z)g1 =

∫

Td

v0(s)g1(s) ds,

(T10(K; z)g0)(p) = − v0(p)g0
∆K(p; z)

, (T11(K; z)g1)(p) =
v1(p)

2∆K(p; z)

∫

Td

v1(s)g1(s) ds

w2(K; p, s)− z
.

Çäåñü gi∈Hi, i=0, 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì K∈Td
è z ∈ C \ ΣK îïåðàòîðû

T00(K; z),T01(K; z)èT10(K; z) îäíîìåðíû, à T11(K; z) ïðèíàäëåæèò êëàññó �èëü-
áåðòà � Øìèäòà, ñëåäîâàòåëüíî, T (K; z) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

îïåðàòîðîâ H(K) è T (K; z).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K ∈ Td
. ×èñëî zK ∈ C \ ΣK ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì îïåðàòîðà H(K) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð T (K; zK) èìååò
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå, è èõ êðàòíîñòè ñîâïàäàþò.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå T (K; z)g = g îáû÷íî íàçûâàåòñÿ àíà-

ëîãîì óðàâíåíèÿ Ôàääååâà äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà H(K).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ìåñòîïîëîæåíèå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïå-

ðàòîðà H(K).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K ∈ Td
. Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð σess(H(K)) îïåðàòîðà

H(K) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ΣK , ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî σess(H(K)) = ΣK .
Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî ΣK ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì òðåõ

îòðåçêîâ.

Òåïåðü ââåäåì íîâûå ïîäìíîæåñòâà ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H(K).

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâà ΛK è [mK ;MK ] íàçûâàþòñÿ äâóõ÷àñòè÷íîé è

òðåõ÷àñòè÷íîé âåòâÿìè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H(K), ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Îäíî èç âàæíûõ ïðèìåíåíèé óðàâíåíèÿ Ôàääååâà T (K; z)g = g ìîæíî âè-
äåòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå âêëþ÷åíèÿ σess(H(K)) ⊂ ΣK , ñì. íàïðèìåð [1℄. À ñèì-

ìåòðèçîâàííûé âàðèàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè

äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H(K), òî÷íåå, ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîíå÷íîñòè

èëè áåñêîíå÷íîñòè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H(K).
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ÏÎËÈÍÎÌÛ, Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÛÅ Â ÑÌÛÑËÅ ÑÎÁÎËÅÂÀ

È ÏÎ�ÎÆÄÅÍÍÛÅ ÏÎËÈÍÎÌÀÌÈ ×ÅÁÛØÅÂÀ ÂÒÎ�Î�Î �ÎÄÀ

Ì. Ñ. Ñóëòàíàõìåäîâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ �ÀÍ)

Â ðàáîòå È. È. Øàðàïóäèíîâà [1℄ ðàññìîòðåíû ïîëèíîìû, ïîðîæäåííûå

êëàññè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà Tn(x) = cos(n arccos x) è
îðòîãîíàëüíûå ïî Ñîáîëåâó â ñìûñëå ñëåäóþùåãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

〈f, g〉 =
r−1∑

ν=0

f (ν)(−1) g(ν)(−1) +

1∫

−1

f (r)(t) g(r)(t) ρ(t) dt, (1)

êîãäà âåñîâàÿ �óíêöèÿ ρ(x) = 1√
1−x2

.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé òèïà Ñîáîëåâà òàêîãî

âèäà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îñîáûõ òî÷åê, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ¾êîíòðîëèðóåò-

ñÿ¿ ïîâåäåíèå �óíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ ïî Ñîáîëåâó. Áëàãîäàðÿ ýòîìó óäàåòñÿ

êîíñòðóèðîâàòü ðÿäû Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì, îðòîãîíàëüíûì ïî Ñîáîëåâó, ñîâïà-

äàþùèå ñ ïðèáëèæàåìîé �óíêöèåé íà êîíöàõ îòðåçêà îðòîãîíàëüíîñòè. Òàêèå

ðÿäû îêàçûâàþòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è

Êîøè äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [2, 3℄ íàìè áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñè-

ìàòèâíûõ ñâîéñòâ ñïåöèàëüíûõ âåéâëåòîâ íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà

Un(x) =
sin (n+ 1) arccos x

sin arccos x
,

òàêæå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñîâïàäåíèÿ ñ ïðèáëèæàåìîé �óíêöèåé íà êîíöàõ

îòðåçêà îðòîãîíàëüíîñòè (â òî÷êàõ ±1).
Â ïðîäîëæåíèå ýòèõ èññëåäîâàíèé íàìè ðàññìîòðåíû ïîëèíîìû Ur,n(x)

(n = 0, 1, . . . ), ïîðîæäåííûå ïîëèíîìàìè ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà Un(x) è îðòî-
íîðìèðîâàííûå îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òèïà Ñîáîëåâà âèäà (1)

ïðè ρ(x) =
√
1− x2. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ur,n(x), ñ ïî-

ìîùüþ êîòîðûõ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå èõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ.
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STRUCTURE OF ESSENTIAL SPECTRUM AND DISCRETE SPECTRUM

OF THE ENERGY OPERATOR OF FIVE-ELECTRON SYSTEMS

IN THE HUBBARD MODEL. DOUBLET STATES

S. M. Tashpulatov

(Uzbekistan, Tashkent; INP AS RUz)

The stru
ture of essential spe
trum and dis
rete spe
tra of the energy operator

of three-ele
tron and four-ele
tron systems in the Hubbard model were investigated

in [1, 2℄. We 
onsider the energy operator of �ve-ele
tron systems in the Hubbard

model and des
ribe the stru
ture of essential spe
trum and dis
rete spe
tra of the

system in the doublet states. The system Hamiltonian

H = A
∑

m,γ

a+m,γ am,γ +B
∑

m,τ,γ

a+m,γ am+τ,γ + U
∑

m

a+m,↑ am,↑ a
+
m,↓ am,↓

a
ts in the antisymmetri
 Fo'
k spa
e Has, where A is the ele
tron energy at a latti
e

site, B is the transfer integral between neighboring sites, and τ denotes summation
over the nearest neighbors, U is the parameter of the on-site Coulomb intera
tion of

two ele
trons, γ is the spin index, and a+m,γ , am,γ are the respe
tive ele
tron 
reation

and annihilation operators at a site m ∈ Zν . In the �ve-ele
tron systems exists

�ve type doublet states. Let ϕ0 be the va
uum ve
tor in the spa
e Has. The �rst

doublet state 
orresponds the basis fun
tions

1d
1/2
m,n,p,q,r = a+m,↓a

+
n,↓a

+
p,↑a

+
q,↑a

+
r,↑ϕ0.

The subspa
e

1H̃d
1/2, 
orresponding to the �rst doublet state is the set of all ve
tors

of the form

1ψd
1/2 =

∑
m,n,p,q,r∈Zν f̃(m,n, p, q, r) 1d

1/2
m,n,p,q,r, f̃ ∈ las2 , where l

as
2 is the

subspa
e of antisymmetri
 fun
tions in the spa
e l2((Z
ν)5).

Theorem 1. The subspa
e

1H̃d
1/2 is invariant with respe
t to the a
tion ofH, and

the restri
tion

1H
d
1/2 of H to the subspa
e

1H̃d
1/2 is a bounded self-adjoint operator.

In the quasimomentum representation, the operator

1H
d
1/2 a
ts in the Hilbert

spa
e Las
2 ((T ν)5) as

(
1H̃d

1/2f̃
)(
λ, µ, γ, θ, η

)
=

=

{
5A+ 2A

ν∑

i=1

[cos λi + cosµi + cos γi + cos θi + cos ηi]

}
f̃(λ, µ, γ, θ, η)+

+U

∫

T ν

[
f̃(s, µ, λ+ γ − s, θ, η) + f̃(s, µ, γ, λ+ θ − s, η) + f̃(s, µ, γ, θ, λ+ η − s)+

+ f̃(λ, s, µ+ γ − s, θ, η) + f̃(λ, s, γ, µ + θ − s, η) + f̃(λ, s, γ, θ, µ + η − s)
]
ds,

where Las
2 is the subspa
e of antisymmetri
 fun
tions in L2((T

ν)5), and λ, µ, γ, θ, η
are the quasimomentums of ele
trons.
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Theorem 2. Let ν = 1 and U < 0. Then the essential spe
trum of operator

1H̃d
1/2 is the union of four segments and the dis
rete spe
trum is empty.

Let ν = 3, U < 0, Λ1 = λ+ γ, Λ2 = µ+ θ, and Λi = (Λ0
i ,Λ

0
i ,Λ

0
i ), i = 1, 2.

Theorem 3. (a) If

U < −6B cos
Λ0
1
2

W
, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
, or U < −6B cos

Λ0
2
2

W
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
,

then the essential spe
trum of operator

1H̃d
1/2 is the union of four segments and the

dis
rete spe
trum of operator

1H̃d
1/2 is empty.

(b) If

−6B cos
Λ0
1
2

W
6 U < −6B cos

Λ0
2
2

W
, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

or

−6B cos
Λ0
2
2

W
6 U < −6B cos

Λ0
1
2

W
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
,

then the essential spe
trum of operator

1H̃d
1/2 is the union of two segments and the

dis
rete spe
trum of operator

1H̃d
1/2 is empty.

(
) If

−6B cos
Λ0
1
2

W
6 U < 0, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
, or − 6B cos

Λ0
2
2

W
6 U < 0, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

then the essential spe
trum of operator

1H̃d
1/2 is the single segment and the dis
rete

spe
trum of operator

1H̃d
1/2 is empty.

Let

2d
1/2
m,n,p,q,r = a+m,↓a

+
n,↑a

+
p,↓a

+
q,↑a

+
r,↑ϕ0 be the basis fun
tions 
orresponding to the

se
ond doublet state. The subspa
e

2H̃d
1/2, 
orresponding to the se
ond doublet state

is the set of all ve
tors of the form

2ψd
1/2 =

∑
m,n,p,q,r∈Zν f̃(m,n, p, q, r)2d

1/2
m,n,p,q,r.

Denote

2Hd
1/2 the restri
tion of operator H to the subspa
e

2Hd
1/2. Let Λ1 = λ+ µ,

Λ2 = γ + θ.

Theorem 4. If ν = 1 and U < 0, then the essential spe
tra of the operator

2Hd
1/2 is the union of seven segments and the dis
rete spe
trum of operator

2Hd
1/2 is


onsists of no more one point.

Let ν = 3, U < 0, Λ3 = λ+ µ, Λ4 = γ + θ, and Λj = (Λ0
j ,Λ

0
j ,Λ

0
j ), j = 3, 4.

Theorem 5. (a) If ν = 3 and

U < −3B

W
, cos

Λ0
3

2
<

1

2
, cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
4

2
,

or

U < −3B

W
, cos

Λ0
4

2
<

1

2
, cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
4

2
,

or

U < −6B cos
Λ0
3
2

W
, cos

Λ0
3

2
>

1

2
, cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
4

2
,
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then the essential spe
tra of operator

2Hd
1/2 is the union of seven segments and the

dis
rete spe
trum of operator

2Hd
1/2 is 
onsists of no more one point.

(b) If ν = 3 and

−3B

W
6 U < −6B cos

Λ0
3
2

W
, cos

Λ0
3

2
<

1

2
, cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
4

2
,

or

−6B cos
Λ0
3
2

W
6 U < −3B

W
, cos

Λ0
3

2
>

1

2
, cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
4

2
,

or

−6B cos
Λ0
4
2

W
6 U < −3B

W
, cos

Λ0
4

2
>

1

2
, cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
4

2
,

or

−6B cos
Λ0
3
2

W
6 U < −6B cos

Λ0
4
2

W
, cos

Λ0
3

2
>

1

2
, cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
4

2
,

then the essential spe
tra of operator

2Hd
1/2 is the union of four segments and the

dis
rete spe
trum of operator

2Hd
1/2 is empty.

(
) If

−6B cos
Λ0
3
2

W
6 U < −6B cos

Λ0
4
2

W
, cos

Λ0
3

2
<

1

2
,

or

−3B

W
6 U < −6B cos

Λ0
3
2

W
, cos

Λ0
3

2
<

1

2
, cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
4

2
,

or

−6B cos
Λ0
4
2

W
6 U < −3B

W
, cos

Λ0
4

2
<

1

2
,

then the essential spe
tra of operator

2Hd
1/2 is the union of two segments and the

dis
rete spe
trum of operator

2Hd
1/2 is empty.

(d) If

−6B cos
Λ0
4
2

W
6 U < 0, cos

Λ0
4

2
<

1

2
, cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
4

2
,

or

−6B cos
Λ0
3
2

W
6 U < 0, cos

Λ0
3

2
<

1

2
, cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
4

2
,

or

−3B

W
6 U < 0, cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
4

2
, cos

Λ0
4

2
>

1

2
,

then the essential spe
tra of operator

2Hd
1/2 is single segment and the dis
rete

spe
trum of operator

2Hd
1/2 is empty.
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ÎÄÍÎÂ�ÅÌÅÍÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ �ÀÇÄÅËÅÍÍÎÉ

�ÀÇÍÎÑÒÈ ÍÅÒÎ×ÍÎ ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Â Ñ�ÅÄÍÅÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÎÉ ÍÎ�ÌÅ

Ñ. À. Óíó÷åê

(�îññèÿ, Ìîñêâà; ÌÀÈ (ÍÈÓ))

Ïóñòü l2,h(Z), h > 0, � ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xj}j∈Z òàêèõ,
÷òî

∑
j∈Z |xj|2 <∞, ñ íîðìîé

‖x‖l2,h(Z) =
(
h
∑

j∈Z
|xj|2

)1/2

.

Îïåðàòîð ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

∆1
hx = ∆hx =

{
xj+1 − xj

h

}

j∈Z
, ∆m

h x = ∆h

(
∆m−1

h x
)
.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = {xj}j∈Z ∈ l2,h(Z) ÿâëÿåòñÿ
�óíêöèÿ

(Fx)(ω) = h
∑

j∈Z
xje
−ijhω ∈ L2

(
[−π/h, π/h]

)
,

à îïåðàòîðà ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà � �óíêöèÿ

(
F∆1

hx
)
(ω) = h

∑

j∈Z

xj+1 − xj
h

e−ijhω =
eihω − 1

h
(Fx)(ω),

ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îïåðàòîðà ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè ïîðÿäêà m � �óíêöèÿ

(
F∆m

h x
)
(ω) =

(eihω − 1)m

hm
(Fx)(ω).

Ïóñòü n ∈ N. �àññìîòðèì êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 
 îãðàíè÷åííîé n-é
ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ

Wn
2,h =

{
x ∈ l2,h(Z) :

∥∥∆n
hx
∥∥
l2,h(Z)

6 1
}
.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îäíîâðåìåííîãî îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ

âñåõ ðàçíîñòåé (∆1
hx,∆

2
hx, . . . ,∆

n−1
h x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ Wn

2,h ïðè óñëîâèè,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x çàäàíà íåòî÷íî [1℄, ò. å. èçâåñòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
y ∈ l2,h(Z) òàêàÿ, ÷òî ‖x− y‖l2,h(Z) 6 δ, δ > 0.

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ

ϕ(y) = (ϕ1(y), ϕ2(y), . . . , ϕn−1(y)), ϕk(y) : l2,h(Z) → l2,h(Z), 1 6 k 6 n− 1.
Ïîëîæèì ∆ = (∆1,∆2, . . . ,∆n−1).
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Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e
(
Wn

2,h,∆, δ, ϕ
)
= sup

x∈Wn
2,h, y∈l2,h(Z),

‖x−y‖l2,h(Z)6δ

√√√√
n−1∑

k=1

pk
∥∥∆k

hx− ϕk(y)
∥∥2
l2,h(Z)

,

ãäå p = (p1, p2, . . . , pn−1), pk > 0, 1 6 k 6 n − 1, � âåñîâûå êîý��èöèåíòû,

âàðüèðóÿ êîòîðûå ìîæíî îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå áîëåå òî÷íîìó âîññòàíîâëåíèþ

îïåðàòîðà êàêîé-ëèáî ðàçíîñòè.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó

E
(
Wn

2,h,∆, δ
)
= inf

ϕ: l2,h(Z)→(l2,h(Z))n
e
(
Wn

2,h,∆, δ, ϕ
)
.

Ìåòîä ϕ̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçîâåì îïòèìàëüíûì ìåòî-

äîì [2, 3℄.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k, n ∈ N, 1 6 k 6 n− 1 è δ > 0. Òîãäà

E
(
Wn

2,h,∆, δ
)
=





(
n−1∑
k=1

pkδ
2(n−k)

n

)1/2

, δ >

(
h

2

)n

,

δ

(
n−1∑
k=1

pk

(
2

h

)2k
)1/2

, δ <

(
h

2

)n

.

Ïðè δ <
(
h
2

)n
ìåòîä ϕ̂(y) = ∆k

hy ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Ïðè δ >
(
h
2

)n
âñå

ìåòîäû ϕ̂k(y) = ∆k
hF
−1(αk(ω)Fy(ω)), ãäå

αk(ω) =
λ̂1 + θk(ω)

λ̂1 + λ̂2tn(ω)
, t(ω) =

4 sin2 ωh
2

h2
,

à θk(ω) äëÿ ïî÷òè âñåõ ω óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

n−1∑

k=1

pkt
k(ω)

∣∣θk(ω)
∣∣2 6 λ̂1 λ̂2 t

n(ω)

(
λ̂1 + λ̂2 t

n(ω)−
n−1∑

k=1

pkt
k(ω)

)
,

â êîòîðîì

λ̂1 =

n−1∑

k=1

pkδ
−2 k

n

(
1− k

n

)
, λ̂2 =

n−1∑

k=1

pk
k

n
δ2

n−k
n ,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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2-LOCAL ISOMETRIES ON NON-COMMUTATIVE LORENTZ SPACES

V. I. Chilin

(Uzbekistan, Tashkent; NUUz)

Let M be a von Neumann algebra on Hilbert spa
e H equipped with a faithful

normal semi�nite tra
e τ (see, for example, [1℄), and let 1 be the unit in M. A linear

operator x : D(x) → H, where the domain D(x) of x is a linear subspa
e of H, is
said to be a�liated with M if yx ⊆ xy for all y ∈ M′

, where M′
is the 
ommutant

of M. A linear operator x : D(x) → H is termed measurable with respe
t to M if

x is 
losed, densely de�ned, a�liated with M and there exists a sequen
e {pn}∞n=1

in the latti
e P(M) of all proje
tions of M su
h that pn ↑ 1, pn(H) ⊆ D(x) and
1−pn is a �nite proje
tion (with respe
t to M) for all n. The 
olle
tion S(M) of all
measurable operators a�liated with M is a unital ∗-algebra with respe
t to strong

sums and produ
ts.

Let x be a self-adjoint operator a�liated with M and let {ex} be a spe
tral

measure of x. It is well known that if x is a 
losed operator a�liated with M with

the polar de
omposition x = u|x|, then u ∈ M and e ∈ M for all proje
tions

e ∈ {e|x|}. Moreover, x ∈ S(M) if and only if x is 
losed, densely de�ned, a�liated

with M and e|x|(λ,∞) is a �nite proje
tion for some λ > 0.
An operator x ∈ S(M) is 
alled τ -measurable if there exists a sequen
e {pn}∞n=1

in P(M) su
h that pn ↑ 1, pn(H) ⊆ D(x) and τ(1−pn) <∞ for all n. The 
olle
tion
S(M, τ) of all τ -measurable operators is a unital ∗-subalgebra of S(M). It is well
known that a linear operator x belongs to S(M, τ) if and only if x ∈ S(M) and
there exists λ > 0 su
h that τ(e|x|(λ,∞)) <∞.

The generalized singular value fun
tion µ(x) : t→ µ(t;x), t > 0, of the operator
x ∈ S(M, τ) is de�ned by setting

µ(t;x) = inf
{
‖xp‖ : p ∈ P(M), τ(1− p) 6 t

}
= inf

{
s > 0 : τ(ex

(
s,∞)

)
6 t
}
.

Let ϕ be an in
reasing 
on
ave 
ontinuous fun
tion on [0,∞) with ϕ(0) = 0, and
let

Λϕ(M, τ) =

{
x ∈ S(M, τ) : ‖x‖ϕ =

∞∫

0

µ(t;x) dϕ(t) <∞
}

be the 
orresponding non-
ommutative Lorentz spa
e (see, for example, [2℄).

It is known that in the 
ase τ(1) <∞ every surje
tive isometry

V : Λϕ(M, τ) → Λϕ(M, τ)

has the form

V (x) = u · Φ(x)
for all x ∈ Λϕ(M, τ), where u ∈ M is an unitary operator and Φ : M → M is

a Jordan isomorphism [3, Theorem 5.1℄.
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Let (X, ‖·‖X ) be an arbitrary 
omplex Bana
h spa
e. A surje
tive (not ne
essarily

linear) mapping T : X → X is 
alled a surje
tive 2-lo
al isometry [4℄, if for any

x, y ∈ X there exists a surje
tive linear isometry Vx,y on X su
h that

T (x) = Vx,y(x) and T (y) = Vx,y(y).

It is 
lear that every surje
tive linear isometry on X is automati
ally a surje
tive

2-lo
al isometry on X. In addition,

T (λx) = Vx,λx(λx) = λVx,λx(x) = λT (x)

for any x ∈ X and λ ∈ C. Thus, in order to establish linearity of a 2-lo
al isometry T ,
it is su�
ient to show that T (x+ y) = T (x) + T (y) for all x, y ∈ X. Sin
e

∥∥T (x)− T (y)
∥∥
X

=
∥∥Vx,y(x)− Vx,y(y)

∥∥
X

=
∥∥x− y

∥∥
X

for any x, y ∈ X, it follows in the 
ase a real Bana
h spa
e X (see Mazur�Ulam

Theorem [5, Ch. I, � 1.3, Theorem 1.3.5℄) that every surje
tive 2-lo
al isometry on

X is a linear. For 
omplex Bana
h spa
es, this fa
t is not valid.

Using Theorem 5.1 [3℄ and repeating the proof of Theorem 5.3 [6℄, we obtain

the following des
ription of surje
tive 2-lo
al isometry on non-
ommutative Lorentz

spa
es.

Theorem 1. LetM be an arbitrary von Neumann algebra with a faithful normal

�nite tra
e τ , and let (Λϕ(M, τ), ‖ · ‖ϕ) be a non-
ommutative Lorentz spa
e. Then
every surje
tive 2-lo
al isometry on Λϕ(M, τ) is a linear isometry on Λϕ(M, τ), that
is, there exist an unitary operator u ∈ M and a Jordan isomorphism Φ : M → M
su
h that

V (x) = u · Φ(x)
for all x ∈ Λϕ(M, τ).

In the 
ase when an algebraM is an algebra B(H) of all bounded linear operators,
a
ting in Hilbert spa
e H, the version of the Theorem 1 was obtained in [6℄.
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Î �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÎÉ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈ ÑÓÌÌ ÔÓ�ÜÅ � ßÊÎÁÈ

Â ÂÅÑÎÂÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ËÅÁÅ�À

Ñ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÌ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÌ

Ò. Í. Øàõ-Ýìèðîâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ �ÀÍ)

Ïóñòü p = p(x) > 1 � èçìåðèìàÿ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, çà-

äàííàÿ íà ìíîæåñòâå E = [−1, 1], µ(x) = µ(x, α, β) = (1− x)α(1 + x)β � âåñîâàÿ

�óíêöèÿ. Ñëåäóÿ ðàáîòå [1℄, ÷åðåç L
p(x)
µ (E) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé,

èçìåðèìûõ íà E è òàêèõ, ÷òî

‖f‖p(·),µ(E) = inf

{
α > 0 :

∫

E

∣∣∣∣
f(x)

α

∣∣∣∣
p(x)

µ(x) dx 6 1

}
<∞.

Äàëåå, ÷åðåç P(E) îáîçíà÷èì êëàññ ïåðåìåííûõ ïîêàçàòåëåé p = p(x), äëÿ êî-

òîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) óñëîâèå Äèíè � Ëèïøèöà:

∣∣p(x)− p(y)
∣∣ 6 d

− ln |x− y| , |x− y| 6 1

2
, d > 0, x, y ∈ E;

2) p([−1, 1]) = minx∈[−1,1] p(x) > 1;

3) äëÿ p íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå (ñêîëü óãîäíî ìàëûå) ÷èñëà

δi = δi(p) (i = 1, 2), ÷òî p(x) = p(−1) ïðè x ∈ [−1,−1 + δ1] è p(x) = p(1) ïðè
x ∈ [1− δ2, 1].

Ôóíêöèè f ∈ L
p(x)
µ (E) ñîïîñòàâèì ðÿä Ôóðüå � ßêîáè:

f ∽

∞∑

k=0

fα,βk Pα,β
k (x), (1)

ãäå

fα,βk =

1∫

−1

f(t)Pα,β
k (t)µ(t) dt.

×àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (1) îáîçíà÷èì ÷åðåç

Sα,β
n (f) =

n∑

k=0

fα,βk Pα,β
k (x).

Â ðàáîòå [2℄ ïðè α, β > −1
2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëèíîìû ßêîáè Pα,β

k îáðàçóþò

áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L
p(x)
µ . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èññëåäóåì çàäà÷ó î áàçèñ-

íîñòè ñèñòåìû ïîëèíîìîâ ßêîáè â L
p(x)
µ (E) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà −1 < α, β < −1

2

97



è p(x) ∈ P(E). Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü

−1 < α, β < −1

2
, µ(x) = µ(x, α, β) = (1− x)α(1 + x)β,

p ∈ P(E), 1 < p(1) <∞, 1 < p(−1) <∞.

Òîãäà ∥∥Sα,β
n (f)

∥∥
p(·),µ(E) 6 c(α, β, p) ‖f‖p(·),µ(E).
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ÏÎ×ÒÈ ÈÍÚÅÊÒÈÂÍÛÅ �ÀÑØÈ�ÅÍÈß Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ Ô�ÅØÅ

Ì. À. Øóáàðèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-äîíó; ÞÔÓ)

1. Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ, îáúåêòàìè â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå

è ìîð�èçìàìè � ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþ-

ùèå â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îáúåêò ýòîé êàòåãîðèè X íàçûâàþò [1, ñ. 14℄ (ïî òåð-

ìèíîëîãèè À. Ïè÷à [2, ï. C. 3.1℄ ýòî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàñøèðå-

íèÿ) èíúåêòèâíûì îáúåêòîì â êàòåãîðèè K, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëî-
âèå: äëÿ ïðîèçâîëüíîé èíúåêöèè J : E0 → E è ëþáîãî ïðîèçâîëüíîãî ìîð�èçìà

S0 : E0 → F ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð S : E → F òàêîé, ÷òî S0 = SJ0.
Ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå X íàçûâàþò èíúåêòèâíûì ðàñøèðåíèåì ïðîñòðàí-

ñòâà X0, åñëè X0 èçîìîð�íî ïîäïðîñòðàíñòâó â X è X ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì

îáúåêòîì êàòåãîðèè K. Íàêîíåö, ãîâîðÿò, ÷òî â êàòåãîðèè K ìíîãî èíúåêòèâ-

íûõ îáúåêòîâ, åñëè êàæäûé îáúåêò ýòîé êàòåãîðèè èçîìîð�åí ïîäïðîñòðàíñòâó

â èíúåêòèâíîì îáúåêòå ýòîé êàòåãîðèè.

Ïðèìåð 1 [2, ï. C. 3.1℄. Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü

X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç Xinj := l∞(U◦) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îãðà-

íè÷åííûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïîëÿðå U◦ åäèíè÷íîãî øàðà U â X. Íîðìà
â Xinj

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì: ‖u‖ := sup{|u(x′)| : x′ ∈ U◦}. Ïîñòðîåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà X. Ñëåäîâàòåëüíî
â êàòåãîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ìíîãî èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Ïðèìåð 2 [1, � 4℄. Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå â [1℄ äîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî â ýòîé êàòåãîðèè ìíîãî èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Áîëåå òîãî, â [3℄ äàåòñÿ

ïîëíîå îïèñàíèå èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ â ýòîé êàòåãîðèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî â èíúåêòèâíûõ ðàñøèðåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå, ïîñòðîåííûõ â [1, 3℄, íåò

íåïðåðûâíûõ íîðì.

2. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå, îáëàäàþùèå ðÿäîì

ñâîéñòâ èíúåêòèâíûõ ðàñøèðåíèé, íî íå ÿâëÿþùèåñÿ òàêîâûìè. Ýòè ïðîñòðàí-

ñòâà ðåàëèçîâàíû êàê âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé, îïðåäåëåííûå â îáëàñòè

è íàçâàííûå àâòîðîì (â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ðÿäà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé) ¾ïî-

÷òè èíúåêòèâíûìè ðàñøèðåíèÿìè ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå¿.

Ïóñòü D � îáëàñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è F = (Fp) � ñ÷åòíîå ñå-

ìåéñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé Fp : D → R. ×åðåç C(D,F) îáîçíà÷èì ìíî-

æåñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé f : D → R, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íû âñå íîðìû

‖f |C(D,F)‖p := supx∈D |f(x)|e−Fp(x)
.

Îòíîñèòåëüíî ïîäîáíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàéòè îòâåò íà

ñëåäóþùèå âîïðîñû.

1) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå èçîìîð�íî ïîäïðîñòðàíñòâó

â C(D,F). Ýòè óñëîâèÿ �îðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ îòíîñèòåëüíîãî ïîïîëíåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå.
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2) Êàêèå èíòåðïîëÿöèîííûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå íàñëåäóþòñÿ åãî

ïî÷òè èíúåêòèâíûìè ðàñøèðåíèÿìè. Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåíèå

óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ïî÷òè èíúåêòèâíîãî ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå

êëàññàì ïðîñòðàíñòâ (Dj) è (Ωj), j = 1, 2.
3) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà �ðåøå Y è ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà S0 : X0 → Y ñó-

ùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð S : C(D,F) → Y òàêîé, ÷òî S0 = SJ0 (çäåñü

J : X0 → C(D,F) � èçîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâà X0 è ïîäõîäÿùåãî ïðîäïðî-

ñòðàíñòâà â C(D,F)).

Ëèòåðàòóðà

1. Ïàëàìîäîâ Â. Ï. �îìîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ //

Óñïåõè ìàò. íàóê.�1971.�Ò. 26, � 1 (157).�Ñ. 3�65.

2. Ïè÷ À. Îïåðàòîðíûå èäåàëû.�Ì.: Ìèð, 1982.�536 
.

3. �åéëåð Â. À. Î ïðîåêòèâíûõ îáúåêòàõ â êàòåãîðèè ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ //

Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë.� 1972.�Ò. 6, � 2.�Ñ. 79�80.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î ÄÈËÀÒÀÖÈÈ ÊÎÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÕ

ÂÏÎËÍÅ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÉ

ß. Â. Ýëüñàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Âïîëíå ïîëîæèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ â îïåðàòîðíûõ àëãåáðàõ è ìîäóëÿõ â

ïîñëåäíèå ãîäû âñå áîëüøå ïðèâëåêàþò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé (ñì. [1�3℄).

Ïðè÷èíà ýòîãî �åíîìåíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííûé êëàññ îòîáðàæåíèé èñ-

ïîëüçóåòñÿ â òåîðèè êâàíòîâîé èí�îðìàöèè è êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Â äî-

êëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíûå �îðìû, îïðåäåëåííûå íà äåêàðòî-

âîì êâàäðàòå ãèëüáåðòîâà C∗-ìîäóëÿ M íàä C∗-àëãåáðîé B è ïðèíèìàþùèå

çíà÷åíèå â àëãåáðå B. Ìíîæåñòâî òàêèõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ �îðì îáîçíà÷àåò-

ñÿ SB(M). �àññìàòðèâàþòñÿ êîâàðèàíòíûå, îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ íåêîòîðîé

ãðóïïû ñèììåòðèè, âïîëíå ïîëîæèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûå íà óíèòàëü-

íîé ëîêàëüíîé C∗-àëãåáðå A è ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå â SB(M). Äàííûé êëàññ
îòîáðàæåíèé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáîáùåíèå êîâàðèàíòíûõ êâàíòî-

âûõ èíñòðóìåíòîâ, øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ â ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå è

êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò î äèëàòàöèè äëÿ óêà-

çàííîãî êëàññà îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ C∗-àëãåáðà, M � ãèëüáåðòîâ

C∗-ìîäóëü íàä óíèòàëüíîé C∗-àëãåáðîé B, G � ãðóïïà, η � äåéñòâèå G íà A,
U � ïðåäñòàâëåíèå G â M è Φ : A → SB(M) � (η, U)-êîâàðèàíòíîå, âïîëíå
ïîëîæèòåëüíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ãèëüáåðòîâ C∗-ìîäóëü N íàä

àëãåáðîé B, ëèíåéíûé îïåðàòîð D : M → N , ïðåäñòàâëåíèå U : G → UB(N )
è ∗-ãîìîìîð�èçì π : A → LB(N ) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈ M, x ∈ A
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) N = [π(A)D(M)];

2) Φx(u, v) = 〈Du, π(x)Dv〉, u, v ∈ M, x ∈ A;

3) DU(g) = U(g)D äëÿ ëþáîãî g ∈ G;

4) U(g)π(x) = (π ◦ η(g)(x)U (g) äëÿ ëþáûõ g ∈ G, x ∈ A.

Ëèòåðàòóðà

1. Êàëèíè÷åíêî À. Â., Ìàëèåâ È. Í., Ïëèåâ Ì. À. Ìîäóëüíûå ïîëóòîðàëèíåéíûå �îðìû

è îáîáùåííîå ïðåäñòàâëåíèå Ñòàéíñïðèíãà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.�2018.�Ò. 62,

� 12.�Ñ. 50�59.

2. Ìàëèåâ È. Í., Ïëèåâ Ì. À. Î ïðåäñòàâëåíèè òèïà Ñòàéíñïðèíãà äëÿ îïåðàòîðîâ â ãèëü-

áåðòîâûõ ìîäóëÿõ íàä ëîêàëüíûìè C∗
-àëãåáðàìè// Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.�2012.�

Ò. 56, � 12.�Ñ. 51�58.

3. Ïëèåâ Ì. À., Öîïàíîâ È. Ä. Î ïðåäñòàâëåíèè òèïà Ñòàéíñïðèíãà äëÿ n-íàáîðîâ âïîëíå

ïîëîæèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé â ãèëüáåðòîâûõ C∗
-ìîäóëÿõ// Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.�

2014.�Ò. 58, � 11. Ñ. 41�49.
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Ñåêöèÿ II

Äè��åðåíöèàëüíûå

è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÍÀ��ÓÆÅÍÍÎ�Î

�ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

À. Õ. Àòòàåâ

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ íàãðóæåííîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ [1, 2℄ ñ îäíîìåðíûì âîëíîâûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè. Íàãðóçêà ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ âäîëü ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ õàðàêòåðèñòèê ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Íàéäåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè ñ äàííûìè íà ëþáîé

èç õàðàêòåðèñòèê è ïîñòðåíî ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è.

Ëèòåðàòóðà

1. Íàõóøåâ À. Ì. Íàãðóæåííûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ.�Ì.: Íàóêà, 2012.�232 ñ.

2. Äæåíàëèåâ Ì. Ò., �àìàçàíîâ Ì. È. Íàãðóæåííûå óðàâíåíèÿ êàê âîçìóùåíèÿ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.�Àëìàòû: Fûëûì, 2010.�334 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÍÀ��ÓÆÅÍÍÎ�Î

Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÂËÀ�ÎÏÅ�ÅÍÎÑÀ Ä�ÎÁÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Ì. Õ. Áåøòîêîâ

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

1. Ïîñòàíîâêà íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è

Â çàìêíóòîì öèëèíäðå QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} ðàññìîòðèì íåëî-

êàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íàãðóæåííîãî ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïîðÿäêà α:

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ ∂α0t

∂

∂x

(
η(x)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
−

− q(x, t)u(x0, t) + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

(1)

Π(0, t) = β(t)u(0, t) − µ1(t), 0 6 t 6 T, (2)

∂α0t

l∫

0

u(x, t) dx = µ2(t), 0 6 t 6 T, (3)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (4)

ãäå

0 < c0 6 k(x, t), η(x) 6 c1, |q(x, t)|, |r(x, t)|, |rx(x, t)|, |kx(x, t)| 6 c2, (5)

∂α0tu = 1
Γ(1−α)

∫ t
0

uτ (x,τ)
(t−τ)α dτ � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå �åðàñèìîâà � Êàïóòî

ïîðÿäêà α, 0 < α < 1, ci, i = 0, 1, 2, � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäà÷à (1)�(4) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå, îáëàäàþùåå íóæíûìè ïî õîäó èçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíûìè. Áóäåì òàê-

æå ñ÷èòàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé óäîâëåòâîðÿþò

íåîáõîäèìûì ïî õîäó èçëîæåíèÿ óñëîâèÿì ãëàäêîñòè, îáåñïå÷èâàþùèå íóæíûé

ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû.

2. Àïðèîðíàÿ îöåíêà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4) â äè��åðåíöèàëü-

íîé �îðìå ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â ñëåäóþùåì âèäå:

(a, b) =

l∫

0

ab dx, (a, a) =
∥∥a
∥∥2
0
,

ãäå a, b � çàäàííûå íà [0, l] �óíêöèè.
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Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) ñêàëÿðíî íà u:

(
∂α0tu, u

)
=
(
(kux)x, u

)
+
(
∂α0t(ηux)x, u

)
+
(
rux, u

)
−
(
qu(x0, t), u

)
+
(
f, u
)
. (6)

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè ñ ε [1, ñ. 100℄, ëåììîé 1 èç [2℄, ïîñëå íåñëîæ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç (6) 
 ó÷åòîì (2), (3) íàõîäèì

∂α0t
∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+
∥∥ux

∥∥2
0
6M1

∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+M2

∥∥f
∥∥2
0
, (7)

ãäå ‖u‖2
W 1

2 (0,l)
= ‖u‖20 + ‖ux‖20.

Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì (7) îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ D−α0t , íà-
õîäèì

∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+D−α0t

∥∥ux
∥∥2
0
6M3D

−α
0t

∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+M4

(
D−α0t

∥∥f
∥∥2
0
+
∥∥u0(x)

∥∥2
W 1

2 (0,l)

)
, (8)

ãäå M3, M4 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå òîëüêî îò âõîäíûõ äàííûõ çà-

äà÷è (1)�(4), D−α0t u = 1
Γ(α)

∫ t
0

udτ
(t−τ)1−α � äðîáíûé èíòåãðàë �èìàíà � Ëèóâèëëÿ

ïîðÿäêà α, 0 < α < 1.
Íà îñíîâàíèè [2, ëåììà 2℄ èç (8) íàõîäèì àïðèîðíóþ îöåíêó

∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+D−α0t

∥∥ux
∥∥2
0
6M

(
D−α0t

∥∥f
∥∥2
0
+
∥∥u0(x)

∥∥2
W 1

2 (0,l)

)
, (9)

ãäå M � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà-

÷è (1)�(4), D−α0t u = 1
Γ(α)

∫ t
0

udτ
(t−τ)1−α � äðîáíûé èíòåãðàë �èìàíà � Ëèóâèëëÿ

ïîðÿäêà α, 0 < α < 1.

Òåîðåìà. Åñëè k(x, t) ∈ C1,0(QT ), η(x) ∈ C1[0, l], r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈
C(QT ), u(x, t) ∈ C(2,0)(QT ) ∩ C(1,0)(QT ), ∂

α
0tu(x, t) ∈ C(QT ) è âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ (5), òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà (9).

Èç àïðèîðíîé îöåíêè (9) ñëåäóþò åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíàÿ çàâèñè-

ìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4) îò âõîäíûõ äàííûõ â ñìûñëå íîðìû

∥∥u
∥∥2
1
=
∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+D−α0t

∥∥u
∥∥2
0
.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñàìàðñêèé À. À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì.� Ì.: Íàóêà, 1983.

2. Àëèõàíîâ À. À. Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé äðîáíîãî

ïîðÿäêà // Äè�. óðàâíåíèÿ.�2010.�Ò. 46, � 5.�Ñ. 658�664.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÛÕ ÎÁ�ÀÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

ÄËß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-��ÀÄÈÅÍÒÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ

À. Î. Âàòóëüÿí (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),

Ñ. À. Íåñòåðîâ (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ñëîèñòûå êîíñòðóêöèè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè.

Îáû÷íî ñëîèñòûå êîíñòðóêöèè èçãîòîâëÿþò èç îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Îäíàêî

â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ çàäàíèÿ êîíñòðóêöèè íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ îäèí èç ñëî-

åâ âñå ÷àùå èçãîòàâëèâàþò èç �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ (Ô�Ì).

Ïðè ýòîì â ñèëó ñëîæíîñòè èçãîòîâëåíèÿ, êîíñòðóêöèè â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäÿò

Ô�Ì, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü íà ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷åííûõ è òðåáóåìûõ çàêî-

íîâ èçìåíåíèÿ òåïëî�èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ

òåïëî�èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî èç ðåøåíèÿ êîý�-

�èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ (ÊÎÇ) òåïëîïðîâîäíîñòè. Èäåíòè�èêàöèþ òåïëî-

�èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëîèñòûõ è �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ èñ-

ñëåäîâàëè âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ

ÊÎÇ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè

õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàâøèõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Â òîæå âðåìÿ ðàç-

ðàáàòûâàþòñÿ è àëüòåðíàòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ.

Ïîñòàâëåíà êîý��èöèåíòíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè îá îïðåäå-

ëåíèè òåïëî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîé ÷àñòè äâó-

ñîñòàâíîãî ñëîÿ. Âõîäíîé èí�îðìàöèåé ñëóæàò äàííûå èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû

íà âåðõíåé ãðàíè ñëîÿ. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïðÿ-

ìàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ðåøàåòñÿ íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà �àëåð-

êèíà. Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðèìåíÿþòñÿ äâà ïîäõîäà. Ïåðâûé ïîäõîä

îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè àëãåáðàèçàöèè. Âòîðîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ðà-

íåå ðàçðàáîòàííîãî èòåðàöèîííîãî ïîäõîäà, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî ðåøàåòñÿ

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà.

Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî âîññòàíîâëåíèþ ðàçëè÷íûõ çà-

êîíîâ èçìåíåíèÿ òåïëî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Äàíû ïðàêòè÷åñêèå ñîâåòû

ïî âûáîðó âðåìåííîãî èíòåðâàëà ïî ñúåìó äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè. Ïðîâå-

äåíî ñðàâíåíèå äâóõ ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ. Âûÿñíåíî, ÷òî â ñëó÷àå ìîíîòîí-

íûõ �óíêöèé ìåòîä àëãåáðàèçàöèè ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü èäåíòè�èêàöèþ òåï-

ëî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñ ìåíüøèìè âî ìíîãî ðàç çàòðàòàìè ìàøèííîãî

âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ èòåðàöèîííûì ïîäõîäîì. Äëÿ íåìîíîòîííûõ �óíêöèé

ïîëó÷åííîå ìåòîäîì àëãåáðàèçàöèè ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü íà÷àëüíûì ïðè-

áëèæåíèåì â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå.
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Î ÏÎ×ÒÈ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÍÀ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÈ �ÅØÅÍÈßÕ

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

È. À. Âûñîöêàÿ

(�îññèÿ, Âîðîíåæ; Â�Ó)

Ïóñòü Cb(J,X) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ �óíê-

öèé, îïðåäåëåííûõ íà J ñî çíà÷åíèÿìè â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå X.
Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ �óíê-

öèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb,u(J,X). ×åðåç C0(J,X) îáîçíà÷èì (çàìêíóòîå) ïîäïðî-

ñòðàíñòâî �óíêöèé x ∈ Cb(J,X), èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å.

lim
|t|→∞

‖x(t)‖ = 0, x ∈ Cb(J,X).

Â ïðîñòðàíñòâå Cb(J,X) ðàññìîòðèì îïåðàòîðû ñäâèãà

S(t) : Cb(J,X) → Cb(J,X), (S(t)x)(τ) = x(τ + t), τ ∈ J, t ∈ J, x ∈ Cb(J,X).

Ôóíêöèþ x èç Cb,u(R,X) íàçîâåì èíòåãðàëüíî óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íî-

ñòè, åñëè

lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α∫

0

∥∥x(t+ s)
∥∥ ds = 0,

è áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì C0, int = C0, int(J,X).

Îïðåäåëåíèå 1. Äàëåå ñèìâîëîì C0 = C0(R,X) îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé èç Cb,u(R,X), îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè:
1) S(t)x ∈ C0, t ∈ R è ëþáîé �óíêöèè x ∈ C0;
2) C0 ⊂ C0 ⊂ C0, int;

3) eλx ∈ C0, λ ∈ R, ãäå eλ(t) = eiλt, t ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ x ∈ Cb,u(J,X) íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ

íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0, åñëè äëÿ êàæ-

äîãî α ∈ J âûïîëíåíî S(α)x− x ∈ C0.
Îòìåòèì, ÷òî A. �. Áàñêàêîâ [1℄ äàâàë îïðåäåëåíèå ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ

�óíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà C0(R,X). Ñâîéñòâà ìåäëåííî ìå-

íÿþùèõñÿ �óíêöèé îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0 òàêæå èçó÷àëèñü â ðàáî-

òàõ [2�4℄.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ε > 0. ×èñëî ω ∈ R íàçûâàåòñÿ ε-ïåðèîäîì �óíêöèè

x ∈ Cb,u(R,X) íà áåñêîíå÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0(R,X) èñ÷åçà-
þùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèé, åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ x0 ∈ C0 òàêàÿ, ÷òî
‖S(ω)x− x− x0‖ < ε.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ x ∈ Cb,u(R,X) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé

íà áåñêîíå÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà C0, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ìíîæåñòâî åå ε-ïåðèîäîâ íà áåñêîíå÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïëîòíî [1℄ íà R.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

x(t+ 1) = Ax(t) + f(t), t ∈ R,

ãäå f ∈ C0(R,X) è A ∈ EndX. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà A ∈ End X âûïîëíåíî óñëîâèå σ(A)∩T =
{γ1, γ2, . . . , γm}, ãäå γk = eiλk

, 1 6 k 6 N è T = {λ ∈ C : |λ| = 1}. Òîãäà
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå x : R → X ðàçíîñòíîãî óðàâ-

íåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèåé îòíîñèòåëüíî

ïîäïðîñòðàíñòâà C0 è èìååò âèä x(t) =
∑n

i=1 xi(t)e
iλkt

, t ∈ R, ãäå xi, 1 6 i 6 n, �
ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ �óíêöèè [1] îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà C0.

Ëèòåðàòóðà

1. Áàñêàêîâ À. �., Êàëóæèíà Í. Ñ. Òåîðåìà Áåðëèíãà äëÿ �óíêöèé ñ ñóùåñòâåííûì ñïåê-

òðîì èç îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ è ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé //

Ìàò. çàìåòêè.�2012.�Ò. 92, � 5.�Ñ. 643�661.

2. Áàñêàêîâ À. �., Ñòðóêîâà È. È., Òðèøèíà È. À. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå íà áåñêîíå÷íîñòè

ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîý��èöè-

åíòàìè // Ñèá. ìàò. æóðí.�2018.�Ò. 59, � 2.�Ñ. 293�308.

3. Òðèøèíà È. À. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè îòíîñèòåëüíî ïîäïðî-

ñòðàíñòâà èíòåãðàëüíî óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèé // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ.

ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èí�îðìàòèêà.�2017.�Ò. 17, � 4.�Ñ. 402�418.

4. Òðèøèíà È. À. Ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè // Âåñòí. Âîðîíåæ.

ãîñ. óí-òà. Ñåð. Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà.�2017.�� 4.�Ñ. 134�144.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß Ê�ÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ËÈÍÅÉÍÎ�Î

ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ñ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÌ Ä�ÎÁÍÎ�Î

ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎ�Î ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈß

Ë. Õ. �àäçîâà

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

Â èíòåðâàëå 0 < x < 1 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

m∑

j=1

βj∂
αj

0xu(x) + λu(x) = f(x), (1)

ãäå αj ∈ ]1, 2[ , λ, βj ∈ R, β1 > 0, α1 > . . . > αm, ∂
γ
0xu(x) � ïðîèçâîäíàÿ Êàïó-

òî [1, 
. 11℄:

∂γ0xu(x) =
1

Γ(n− γ)

x∫

0

u(n)(t)(x− t)n−γ−1dt, n− 1 < γ 6 n.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à: íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (1) â èíòåðâàëå ]0, 1[ , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(0) = u0, u(1) −
n∑

k=1

aku(xk) = u1, xk ∈ (0, 1),

ãäå u0, u1, ak � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíî ÿâíîå

ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ëèòåðàòóðà

1. Íàõóøåâ À. Ì. Äðîáíîå èñ÷èñëåíèå è åãî ïðèìåíåíèå.�Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003.�272 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÒÅÏËÎÌÀÑÑÎÏÅ�ÅÍÎÑÀ

Â ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ÑÒÅÏÀÍÎÂÀ

1

Â. À. �îðëîâ (�îññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÓÍÖ ÂÂÑ ¾ÂÂÀ¿),

À. Â. Ìàêàðîâà (�îññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÓÍÖ ÂÂÑ ¾ÂÂÀ¿)

Ñ öåëüþ ñãëàæèâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ è îäíîâðåìåííî óëó÷øåíèÿ âàæíûõ ýëå-

ìåíòîâ, òàêèõ êàê ãðàíèöû, ïðèìåíÿåòñÿ äè��óçèîííûé ïðîöåññ, â êîòîðîì

äè��óçèÿ óïðàâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûìè �îðìèðóþùåãîñÿ èçîáðàæåíèÿ [1℄.

Òåîðåìà. Óðàâíåíèå

∂u(t, x)

∂t
= div(D∇u(t, x)),

u(x, 0) = ϕ(x)

ðàçðåøèìî â ïðîñòðàíñòâàõ Sp̄,l̄(R
n) è èìååò ìåñòî îöåíêà

∥∥u(t, x)
∥∥
Sp̄,l̄(R

n)
6
∥∥ϕ
∥∥
Sp̄,l̄(R

n)
.

Ëèòåðàòóðà

1. Êîñòèí À. Â. Ê òåîðèè �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñòåïàíîâà / À. Â. Êîñòèí,

Â. À. Êîñòèí.� Âîðîíåæ: Èçä-âî Â�Ó, 2007.�259 ñ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò

� 18-01-00048.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å

Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ Ê�ÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ×ÀÏËÛ�ÈÍÀ Â Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÈÊÅ

1

C. Ç. Äæàìàëîâ

(Óçáåêèñòàí, Òàøêåíò; ÈÌ ÀÍ �Óç)

Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ áûëà

âûÿâëåíà òåñíàÿ âçàèìîñâÿçü ñ îáðàòíûìè çàäà÷àìè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè

äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî,

ýëëèïòè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ [1℄. Çíà÷èòåëüíî ìåíåå èçó÷åííûìè

ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà, êàê ïåðâîãî, òàê

è âòîðîãî ðîäà [2�4℄. ×àñòè÷íî âîñïîëíèòü ïîñëåäíèé ïðîáåë ìû è ïîïûòàåìñÿ

â ðàìêàõ ýòîé ðàáîòû. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî êîððåêòíîñòü íåêîòîðîé îá-

ðàòíîé çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà

â ïðÿìîóãîëüíèêå.

Â îáëàñòè Q = (−α, β)×(0, T ) = {(x, t) : −α < x < β, 0 < t < T} ðàññìîòðèì
óðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà

Lu = K(x)utt − uxx + α(x, t)ut + c(x, t)u = f(x, t), (1)

ãäå xK(x) > 0 ïðè x 6= 0, x ∈ (−α, β), 0 < α < β.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíê-

öèè.

Ïóñòü f(x, t) = g(x, t)+h(x)ψ(x, t), ãäå g(x, t) è ψ(x, t) � çàäàííûå �óíêöèè.

Ëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè �óíêöèè u(x, t), h(x), âõîäÿùèå â

óðàâíåíèå (1) â îáëàñòè Q, óäîâëåòâîðÿþùèå íåëîêàëüíûì êðàåâûì óñëîâèÿì:

γDp
t u
∣∣
t=0

= Dp
t u
∣∣
t=T

, (2)

u
∣∣
x=−α = u

∣∣
x=β

= 0, (3)

ïðè p = 0, 1, γ = const 6= 0, è äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

γutt
∣∣
t=0

= utt
∣∣
t=T

, (4)

è ïðèíàäëåæàùèå êëàññó

U =
{
(u, h) : u ∈W 3

2 (Q), h ∈W 3
2 (−α, β)

}
.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîåêòà � OT-Ô4-88 è íàó÷íîãî ãðàíòà

MRU-ÎÒ-1/2017.
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CÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÍÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ

È ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ n-ãî ÏÎ�ßÄÊÀ

Ä. Á. Äèäåíêî

(�îññèÿ, Âîðîíåæ; Â�Ó)

Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé || · ||, EndX �

áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X .
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü B : D(B) ⊂ Y → Z � çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðà-

òîð. �àññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ÿäðî KerB = {y ∈ D(B) : By = 0} îïåðàòîðà B � íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî

èç Y (îïåðàòîð B èíúåêòèâåí);

2) ðàçìåðíîñòü dimKerB = n ÿäðà KerB îïåðàòîðà B ïîëîæèòåëüíà è êî-

íå÷íà;

3) KerB � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç Y (dimKerB = ∞);

4) KerB � äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî â D(B) (D(B) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ãðà�èêà ‖x‖B = ‖x‖+ ‖Bx‖, x ∈ D(B));

5) îáëàñòü çíà÷åíèé ImB îïðåàòîðà B çàìêíóòà (ImB = ImB), ÷òî ýêâèâà-
ëåíòíî ïîëîæèòåëüíîñòè âåëè÷èíû (ìèíèìàëüíîãî ìîäóëÿ îïåðàòîðà B)

γ(B) = inf
x∈D(B)\KerB

‖Bx‖
dist(x,KerB) = inf

y=Bx, x/∈KerB

‖y‖
dist(x,KerB) ,

ãäå dist(x,KerB) = infx0∈KerB ‖x− x0‖;
6) ImB 6= ImB (ImB � íåçàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî);

7) ImB � çàìêíóòîå äîïîëíÿåìîå â Z ïîäïðîñòðàíñòâî;

8) îïåðàòîð B ðàâíîìåðíî èíúåêòèâåí (êîððåêòåí), ò. å. KerB = {0} è

γ(B) > 0;
9) ImB � çàìêíóòîå äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç Z êîíå÷íîé êîðàç-

ìåðíîñòè (codim ImB = m <∞);

10) ImB � çàìêíóòîå äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç Z áåñêîíå÷íîé êî-

ðàçìåðíîñòè;

11) ImB = Z, ò. å. B � ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð;

12) ImB 6= Z;
13) îïåðàòîð B èìååò ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð (B−1)l ∈ Hom (Z,Y), ò. å.

(B−1)lBx = x äëÿ ëþáîãî x ∈ D(B);
14) îïåðàòîð B èìååò ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð (B−1)r ∈ Hom (Z,Y), ò. å.

B(B−1)r = IZ � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Z è Im (B−1)r = D(B);
15) îïåðàòîð B (íåïðåðûâíî) îáðàòèì, ò. å. KerB = {0}, ImB = Z (è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áàíàõà B−1 ∈ Hom (Z,Y)).
Åñëè äëÿ îïåðàòîðà B âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ èç ñîâîêóïíîñòè S íåïðîòè-

âîðå÷èâûõ óñëîâèé èç ìíîæåñòâà óñëîâèé I = {1, 2, . . . , 15} (S ⊂ I), òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð B íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè îáðàòèìîñòè S. Ìíîæåñòâî

ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà B îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Stinv(B).
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Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð B: D(B) ⊂ Y → Z íàçûâà-

åòñÿ �ðåäãîëüìîâûì, åñëè åãî ÿäðî KerB êîíå÷íîìåðíî, îáðàç ImB çàìêíóò è

èìååò êîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü codimImB. ×èñëî indB = dimKerB−codim ImB
íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì �ðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà B.

Òàêèì îáðàçîì, �ðåäãîëüìîâ îïåðàòîð B íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé

îáðàòèìîñòè: {1, 9}, {1, 15}, {2, 9}, {2, 15}.
Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F(R,X ) (ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî èç �óíêöèîíàëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëåííûõ â [1℄) îïðåäåëèì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

âòîðîãî ïîðÿäêà

L = DN + B1D
N−1 + · · ·+ BN−1D + BN ,

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L) = F (N) ⊂ F(R,X ) → F(R,X ), ãäå ñèìâîë D
îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó Dx = x′ 

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ F (1) = {x ∈ F : x � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ,

x′ ∈ F}, ãäå îïåðàòîðû B1, B2, . . . , BN ïðèíàäëåæàò àëãåáðå EndF . Òàê

æå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L: F (1)(R,XN ) ⊂
F(R,XN ) → F(R,XN ), çàäàííûé ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðíîé ìàòðèöû

L ∼




D I 0 . . . 0 0
0 D I . . . 0 0
0 0 D . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . D I
−BN −BN−1 −BN−2 . . . −B2 D − B1



.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâóñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (tn) ÷èñåë èç R íàçû-

âàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) tn−1 < tn äëÿ ëþáîãî n ∈ Z;

2) limn→±∞ tn = ±∞;

3) ñóùåñòâóþò ÷èñëà l1 > 0 è l2 > 0 òàêèå, ÷òî l1 6 tn− tn−1 6 l2 äëÿ ëþáîãî
n ∈ Z.

Ïóñòü (tn) � äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (â êà÷åñòâå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (tn) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn = n, n ∈ Z)

è Fd = F(Z,X) � ïðîñòðàíñòâî äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. [1℄).

Îïðåäåëèì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð L(tn) ∈ EndFd, çàäàííûé ðàâåíñòâîì

(L(tn)xd)(n) = xd(n)− U(tn, tn−1)xd(n− 1), xd ∈ Fd, n ∈ Z,

ãäå U � ýâîëþöèîííîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, ïîñòðîåííîå ïî àáñòðàêòíîé çà-

äà÷å Êîøè.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ L, L è L(tn) ñîâ-

ïàäàþò, ò. å.

Stinv(L) = Stinv(L) = Stinv(L(tn))

äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (tn).
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Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðû L, L è L(tn) îáëàäàþò ñâîéñòâîì �ðåäãîëüìîâîñòè

îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì èõ èíäåêñû ñîâïàäàþò, ò. å. ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðà-

âåíñòâà:

indL = indL = indL(tn)

äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (tn).
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A PROBLEM OF DETERMINING A SPECIAL SPATIAL PART

OF 3D MEMORY KERNEL IN AN INTEGRO-DIFFERENTIAL

HYPERBOLIC EQUATION

U. D. Durdiev (Uzbekistan, Bukhara; BukhSU),

Zh. D. Totieva (Russia, Vladikavkaz; SMI VSC RAS)

In this paper, using the method of the work [1℄, we fo
us on the inverse problem

of re
overing a spatial part of a kernel in the integral term of hyperboli
 integro-

di�erential equation. The presented results give a 
onvenient approa
h for numeri
al

solving the inverse problem.

Consider the integro-di�erential wave equation for (x, y, t) ∈ R3
+

∂2u

∂t2
−∆u =

t∫

0

k(x, y, τ)u(x, y, t − τ) dτ (1)

with the initial and boundary 
onditions

u
∣∣
t<0

≡ 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= δ′(t), (2)

where ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
, R3

+ = {(x, y, t) ∈ R3 : x > 0}, δ′(t) is the derivative of
the Dira
 fun
tion.

In view of the fa
t that boundary 
ondition in (2) is generalized fun
tion and,

therefore the solution to the problem (1), (2) is understood as a linear fun
tional over

the spa
e of in�nitely di�erentiable fun
tions with 
ompa
t support (test fun
tions),

i. e., u(x, y, t) ∈ D′(R3
+).

We assume that the kernel in equation (1) is represented in the form

k(x, y, t) = k0(t)p(x, y), (3)

where k0(t) is known fun
tion and k0(t) ∈ C1[0,∞), k0(0) 6= 0, without loss

of generality, we set k0(0) = 1. The fun
tion p(x, y) is unknown and it 
an be

represented in the form of a �nite Fourier series

p(x, y) =

N∑

s=−N
ps(x)e

isy (4)

with a �xed integer N > 0. Let Ω (N,X,P ) denote the set of fun
tions p(x, y) for
whi
h the 
oe�
ients ps, |s| 6 N, are 
ontinuous fun
tions on the interval [0,X],
X > 0 and satisfy the 
onditions of boundedness:

|ps(x)| 6 P, x ∈ [0,X], −N 6 s 6 N.
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We note that for p(x, y) ∈ Ω (N,X,P ) the solution of problem (1), (2) is a 2π-periodi

fun
tion of y and 
an be represented by the Fourier series

u(x, y, t) =

∞∑

s=−∞
us(x, t)e

isy. (5)

Substituting fun
tions u and k in (1), (2) by their presentations in a

ordant

with (3)�(5), we make sure that the 
oe�
ients us satisfy the following equations

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
+m2

)
um(x, t) =

N∑

s=−N
ps(x)

t∫

0

k0(τ)um−s(x, t− τ) dτ,

(x, t) ∈ R2
+ =

{
(x, t) ∈ R2 : x > 0

}
;

um
∣∣
t<0

≡ 0,
∂um
∂x

∣∣∣∣
x=0

= δ0mδ
′(t), m = 0,±1,±2, . . . , (6)

where δ0m is the Krone
ker symbol.

For given fun
tions k0(t), ps(x), s = 0,±1,±2±, . . . we 
all the dire
t problem

the problem of �nding the fun
tions um(x, t), m = 0,±1,±2, . . . that satisfy (in a ge-
neralized meaning) the relations (6).

In the present paper was studied the following inverse problem: �nd the 
oef�
i-

ents pm(x), m = 0,±1,±2±, . . ., by using the 
onditions

um(0, t) = fm(t), t ∈ R+, R+ =
{
t ∈ R : t > 0

}
, m = 0,±1,±2, . . . (7)

Definition. Fun
tions pm(x) ∈ C[0,∞), m = 0,±1,±2, . . . , are 
alled a solu-

tion to inverse problem (6), (7), if the 
orresponding solution to dire
t problem (7)

um(x, t) ∈ D′(R2
+) (from the 
lass of generalized fun
tions, i. e., distributions) satis-

�es equalities (7) for fm(t) ∈ D′(R+), m = 0,±1,±2, . . . ,±N.
Theorem. Let presentation fm(t) = −δ0mδ(t) + θ(t)gm(t), t ∈ R, |m| 6 N be

valid. Moreover, let data vm(0, t) = gm(t), t > 0, |m| 6 N satisfy the following


onditions:

gm(t) ∈ C2[0, T ], gm(0) = g′m(0) = 0, m = 0,±1,±2, . . . ,±N

and

G = max
−N6m6N

∥∥g′′m(t)
∥∥
C[0,T ]

.

Then there exists a number T0 ∈ (0, T ) su
h that the inverse problem (6), (7) has
a unique solution, belonging to the set Ω(N,T0/2, 2G).

Referen
es

1. Romanov V. G. A problem of re
overing a spe
ial two-dimensional potential in a hyperboli


equation // Eurasian J. Math. Comput. Appl.�2016.�Vol. 4, � 1.�P. 32�46.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ

Â ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ Ñ�ÅÄÀÕ

Ó. Ä. Äóðäèåâ

(Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

�àññìîòðèì ñèñòåìó èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ρ
∂2ui
∂t2

=

3∑

j=1

∂Tij
∂xj

+ f(x, t), i = 1, 2, 3, (1)

äëÿ x = (x1, x2, x3) ∈ R3
, t ∈ R, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ui
∣∣
t<0

≡ 0, i = 1, 2, 3. (2)

Çäåñü ui(x, t) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîð-�óíêöèè ñìåùåíèÿ u(x, t) =
(u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t))

∗
, ∗ � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ÷åðåç Tij îáîçíà÷åí òåí-

çîð íàïðÿæåíèé, ñâÿçàííûé ñ âÿçêîóïðóãîé ñðåäîé. Òî÷íåå, ìû èìååì

Tij(x, t) =

3∑

k,l=1

{
cijkl

∂uk
∂xl

(x, t) +

t∫

0

Ki(τ)cijkl
∂uk
∂xl

(x, t− τ) dτ

}
, (3)

f(x, t) = (f1(x, t), f2(x, t), f3(x, t))
∗
� âíåøíÿÿ ñèëà, ρ > 0 � ïëîòíîñòü ñðåäû.

Â ðàâåíñòâå (3) êîý��èöèåíòû cijkl ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè óïðóãîñòè ñðåäû.

K(t) = (K1,K2,K3)(t) � �óíêöèÿ ðåëàêñàöèè ñðåäû. Ìîäóëè óïðóãîñòè óäîáíî

îïèñûâàòü â òåðìèíàõ 6×6 ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ñîãëàøå-

íèÿìè, êàñàþùèìèñÿ çàìåíû ïàðû (i, j) èíäåêñîâ i, j = 1, 2, 3 îäíèì èíäåêñîì

α = 1, 2, . . . , 6 : (11) → 1, (22) → 2, (33) → 3, (23) = (32) → 4, (13) = (31) → 5,
(12) = (21) → 6. Ýòî ñîîòâåòñòâèå âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì ñèììåò-

ðèè cijkl = cjikl = cijlk. Äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî ñèììåòðèè cijkl = cklij ïîä-
ðàçóìåâàåò, ÷òî ìàòðèöà ìîäóëåé C = (cαβ)6×6 ñèììåòðè÷íà, ãäå α = (ij),
β = (kl). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ρ > 0, cijkl ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè è ìàòðèöà
C = (cαβ)6×6 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Â ðàáîòå [1℄ èññëåäîâàíà ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÿäðà èç ñèñòåìû èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1)�(2) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñòî÷íèê âîçìóùåíèÿ ñî-

ñðåäîòî÷åí â �èêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, íî ðàñïðåäåëåí ïî âðåìåíè,

ò. å. �óíêöèÿ f(x, t) èìååò âèä

f(x, t) = ~e δ(x) θ(t)f0(t), (4)
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ãäå ~e = (e1, e2, e3)
∗
� çàäàííûé åäèíè÷íûé âåêòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåò íà-

ïðàâëåíèå ñèëû; θ(t) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà; δ(x) = δ(x1)δ(x2)δ(x3) � äåëüòà-

�óíêöèÿ Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå ïðîñòðàíñòâà x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0;
f0(t) � çàäàííàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ.

Çàäà÷à, â êîòîðîé âåêòîð u(x, t) = (u1, u2, u3)(x, t) äîëæåí áûòü îïðåäåëåí

èç (1)�(4) äëÿ çàäàííûõ ìàòðèö K(t) = diag(K1,K2,K3)(t), C = (cαβ)(6×6) è
÷èñëà ρ > 0, áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðÿìîé çàäà÷åé.

Ïóñòü U(ν, t) = (U1, U2, U3)
∗(ν, t) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò �óíêöèè

u(x, t) = (u1, u2, u3)
∗(x, t), x = (x1, x2, x3) ∈ R3, ò. å.

Uj(ν, t) =

∫

R3

uj(x, t) e
i〈x,ν〉 dx, ν = (ν1, ν2, ν3) ∈ K3, 〈x, ν〉 =

3∑

j=1

xjνj, j = 1, 2, 3,

ãäå ν � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó: íàé-

òè ìàòðè÷íóþ �óíêöèþ K(t) = diag(K1,K2,K3)(t), t > 0, âõîäÿùóþ â ðàâåí-

ñòâî (1) ïîñðåäñòâîì �îðìóëû (3), åñëè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(4) äëÿ ν = ν0, t > 0 èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ

èí�îðìàöèÿ:

U(ν0, t) = g(t), g(t) = (g1, g2, g3)
∗(t). (5)

Îïðåäåëåíèå 1. �åøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íàÿ �óíê-

öèÿ K(t) = diag(K1,K2,K3)(t) òàêàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå åé ðåøåíèå çàäà-

÷è (1)�(4) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5).

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå T , T > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(t) ∈
C5[0, T ], f0(t) ∈ C2[0, T ] è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

g(0) = 0, g′(0) = 0, f0(0) 6= 0, g′′(0) =
~e

ρ
f0(0), g′′′(0) =

~e

ρ
f ′0(0),

g(4)(0) =
Q(ν0)~e

ρ2
f0(0) +

~e

ρ
f ′′0 (0), ei 6= 0, i = 1, 2, 3.

Êðîìå òîãî,

3∑

j=1

Qij(ν0)~ej =: qi(ckl, ν0, ek) 6= 0, ν0 6= 0,

ãäå

Q(ν) =



Q11 Q12 Q13

Q21 Q22 Q23

Q31 Q32 Q33


 , (6)

Qij(ν), 1 6 i 6 3, 1 6 j 6 3, ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè ìíîãî÷ëåíàìè âòîðîãî

ïîðÿäêà ν :
Q11(ν) = c11ν

2
1 + 2c16ν1ν2 + c66ν

2
2 + 2c15ν1ν3 + 2c56ν2ν3 + c55ν

2
3 ;

Q12(ν) = c16ν
2
1 +(c12+c66)ν1ν2+c62ν

2
2 +(c14+c56)ν1ν3+(c52+c64)ν2ν3+c54ν

2
3 ;

Q13(ν) = c15ν
2
1 +(c14+c65)ν1ν2+c64ν

2
2 +(c13+c55)ν1ν3+(c63+c54)ν2ν3+c53ν

2
3 ;

Q21(ν) = c61ν
2
1 +(c21+c66)ν1ν2+c26ν

2
2 +(c41+c65)ν1ν3+(c25+c46)ν2ν3+c45ν

2
3 ;
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Q22(ν) = c66ν
2
1 + 2c26ν1ν2 + c22ν

2
2 + 2c64ν1ν3 + 2c24ν2ν3 + c44ν

2
3 ;

Q23(ν) = c65ν
2
1 +(c64+c25)ν1ν2+c24ν

2
2 +(c45+c63)ν1ν3+(c23+c44)ν2ν3+c43ν

2
3 ;

Q31(ν) = c51ν
2
1 +(c41+c56)ν1ν2+c46ν

2
2 +(c31+c55)ν1ν3+(c36+c45)ν2ν3+c35ν

2
3 ;

Q32(ν) = c56ν
2
1 +(c46+c52)ν1ν2+c42ν

2
2 +(c54+c36)ν1ν3+(c32+c44)ν2ν3+c34ν

2
3 ;

Q33(ν) = c55ν
2
1 + 2c45ν1ν2 + c44ν

2
2 + 2c35ν1ν3 + 2c34ν2ν3 + c33ν

2
3 .

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

K(t) = diag(K1,K2,K3)(t) ∈ C[0, T ].

Ïóñòü G(γ) � ìíîæåñòâî �óíêöèé g(t), f0(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

òåîðåìû 1, è max
{
max16i63 ‖gi(t)‖C5[0,T ], ‖f0(t)‖C2[0,T ]

}
6 γ < ∞, t ∈ [0, T ],

i = 1, 2, 3, γ � çàäàííîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Km(t) = diag(Km
1 (t),Km

2 (t),Km
3 (t)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(5) ñ (gm(t), fm0 ) ∈ G(γ), m = 1, 2, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C0, çàâèñÿùàÿ îò ÷èñåë T, ρ, γ è ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû Q(ν0) òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà óñòîé÷èâîñòè:

3∑

i=1

∥∥K1
i −K2

i

∥∥
C[0,T ]

6 C0

[
3∑

i=1

∥∥g1i − g2i
∥∥
C5[0,T ]

+
∥∥f10 − f20

∥∥
C3[0,T ]

]
. (7)

Ëèòåðàòóðà

1. Äóðäèåâ Ä. Ê., Äóðäèåâ Ó. Ä. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â îäíîðîäíîé àíèçàòðîïíîé ñðåäå // Óçá.

ìàò. æóðí.�2014.�� 2.�Ñ. 25�34.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß IV ÏÎ�ßÄÊÀ

Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

À. Â. Äþæåâà

(�îññèÿ, Ñàìàðà; Ñàì�ÒÓ)

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè QT = (0, l) × (0, T ) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äëÿ

óðàâíåíèÿ

utt − (a(x, t)ux)x − (b(x, t)uxtt)x + (d(x, t)uxx)xx + c(x, t)u = f(x, t) (1)

ñ íà÷àëüíûìè

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

uxx(0, t) = 0, uxx(l, t) = 0, (3)

l∫

0

u dx = 0, (4)

d(0, t)uxxx(0, t) − a(0, t)ux(0, t) − b(0, t)uxtt(0, t) = 0. (5)

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ òàêèìè óñëîâèÿìè ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä îò óñëîâèé

ïåðâîãî ðîäà ê óñëîâèÿì âòîðîãî ðîäà [2℄. Ïðèìåíÿÿ ýòîò ìåòîä, ïîëó÷èì

d(l, t)uxxx(l, t)− b(l, t)uxtt(l, t)− a(l, t)ux(l, t) +

l∫

0

cu dx =

l∫

0

f dx. (6)

Ïóñòü òåïåðü u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), óñëîâèÿì (2), (3), (5), (6).

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàâåíñòâî (1) ïî (0, l) è ó÷èòûâàÿ (5), (6), èìååì

l∫

0

utt dx = 0, îòêóäà

d2

dt2

l∫

0

u dx = 0.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñëåäóåò

l∫

0

u(x, 0) dx = 0,

l∫

0

ut(x, 0) dx = 0.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îòíîñèòåëüíî �óíêöèè

∫ l
0 udx,

óáåæäàåìñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (4) è (6) ýêâè-

âàëåíòíû, ïîýòîìó âìåñòî çàäà÷è (1)�(3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (1)�(3),

(5), (6).
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Îáîçíà÷èì Ŵ (QT ) = {v(x, t) : v ∈W 2
2 (QT ), v(x, T ) = 0}.

Ñëåäóÿ èçâåñòíîé ïðîöåäóðå [1℄, èç òîæäåñòâà ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

T∫

0

l∫

0

(
− utvt + auxvx − buxtvxt − bt(x, t)uxtvx + duxxvxx + cuv

)
dx dt+

+

T∫

0

v(l, t)

l∫

0

cu dx dt =

T∫

0

l∫

0

fv dx dt+

T∫

0

v(l, t)

l∫

0

f dx dt.

(7)

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3), (5), (6) áóäåì íàçû-

âàòü �óíêöèþ u(x, t) ∈ W 2
2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíûì äàííûì (2) è

òîæäåñòâó (7) äëÿ ëþáîé �óíêöèè v(x, t) ∈ Ŵ (QT ).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì

a(x, 0) + btt(x, 0) > a0 > 0, b(x, τ) > b0, d(x, 0) > d0 > 0.

Òåîðåìà. Åñëè f ∈ L2(QT ), a, c ∈ C1(QT ), b, d ∈ C2(QT ), òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), (5), (6).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Åäèíñòâåííîñòü äî-

êàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ ïîñòàâ-

ëåííîé çàäà÷è. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñíà÷àëà ìåòîäîì �àëåðêèíà

ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, çàòåì âûâîäÿòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè,

ïîçâîëÿþùèå âûäåëèòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è ïîêàçûâàåòñÿ,

÷òî åå ïðåäåë è åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), (5), (6).

Ëèòåðàòóðà

1. Ëàäûæåíñêàÿ Î. À. Êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.�Ì.: Íàóêà, 1973.�92 ñ.

2. Ïóëüêèíà Ë. Ñ. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûìè óñëî-

âèÿìè I è II ðîäà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.�2012.�� 4.�Ñ. 74�83.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÇÀÄÀ×À ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ßÄ�À Â ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÎÌ

ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈÈ

ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

Æ. Æ. Æóìàåâ

(Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

ut − a2∆u =

t∫

0

K(τ)u(x, t − τ) dτ, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, t > 0, (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn. (2)

Çäåñü ϕ(x) � çàäàííàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, a > 0 � èçâåñòíîå ÷èñëî. Îáðàòíóþ çà-

äà÷ó ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè ÿäðî k(t), t > 0, â èíòåãðàëüíîì
÷ëåíå (1), åñëè çàäàíî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) íà x = 0:

u
∣∣
x=0

= f(t), t > 0, (3)

ãäå f(t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ è f(0) = ϕ(0).
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâàÿ �óíêöèÿ ω = ∆ut

è îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(3) ïåðåïèñûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ω(x, t) è k(t)
â ñëåäóþùåì âèäå:

ωt − a2ω = k(t)∆ϕ(x) +

t∫

0

k(τ)ω(x, t− τ) dτ, x ∈ Rn, t > 0, (4)

ω
∣∣
t=0

= a2∆2ϕ(x), x ∈ Rn, (5)

ω
∣∣
x=0

=
1

a2
f ′′(t)− 1

a2
k(t)ϕ(0) − 1

a2

t∫

0

k(τ)f ′(t− τ) dτ, t > 0. (6)

Îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà. Ïóñòü (∆ϕ(x),∆2ϕ(x)) ∈ B(Rn), k(t) ∈ C(0, T ). Òîãäà â êëàññå

�óíêöèé B2,1(DT ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4), (5) (B2,1(DT ) �
äâà ðàçà ïî x è îäèí ðàç ïî t ñ ïðîèçâîäíûìè íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ è
îãðàíè÷åííûõ â îáëàñòè DT êëàññ �óíêöèé, B(Rn) � êëàññ îãðàíè÷åííûõ â Rn

�óíêöèé [1℄).
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î

ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû, óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ϕ(0) =
f(0) è |ϕ(0)| > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(3) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïî ìåòîäèêå, èñïîëüçîâàííîé â [2℄.
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We 
onsider a solution of the problem about re
onstru
tion unknown fun
tion

on a domain and we get an expli
it formula for the unknown fun
tion.

Moreover, we solve the problem of existen
e and uniqueness of the solution. Also,

we investigate 
lass of representation formulas and indi
ate the optimal with respe
t

derivative formula.

This type of problem had been 
onsidered [1℄, but there wasn't 
onstru
t an

external body.

Motivation of the problem. From the following Lamé equations

ρ
∂2u

∂t2
= ρF+ (λ+ µ) grad divu+ µ∇2

u, (1)

where u(x, t) is the displa
ement ve
tor, ρ is density, λ and µ are known as the Lamé


onstants, F is an external body for
e, we 
an get system (2).

If divu = 0 on (1), then we 
an get the momentum equation. After that, we

make some 
hanges for the momentum equation and for t = 1 we get initial Cau
hy's
problem. First of all, we look at the stationary 
ase, i. e., the external body does not

depend on t.

Proposition of the problem and main results. We 
onsider system of inte-

gral equations given by





u1(x) =
∫
B1

v(x− η) dη ≡ T1v,

u2(x) =
∫
S2

v(x− η) dSη ≡ T2v,
(2)

where B1 andS
2
are the unit ball and the unit sphere on R3


entered at the origin

respe
tively, u1, u2 are given distributions from the spa
e D′(R3) [2℄. We 
onsider

the problem on 
onstru
tion v by u1 and u2.
Note, that T1v = χB1 ∗ v and T2v = δS2 ∗ v, where δS2 is the Dira
 �delta�

on S2
. Sin
e the distributions de�ned by χB1 and δS2 have 
ompa
t support the


onvolutions in (2) are well-de�ned.

We will 
onsider the problem on 
onstru
tion v in the 
lass of distributi-

ons D′(R3). Note that system (2) is overdetermined. We 
onsider ne
essary and

su�
ient 
onditions on existen
e and uniqueness for v.
The main results of this work is the followings.

Theorem 1. The following statements hold:

1) There exist distributions A1, A2 supported on the unit sphere 
entered at the

origin su
h that the following identity

v =
1

16π2
A1 ∗ (T1v) +

1

16π2
A2 ∗ (T2v) (3)

holds for any given distribution v ∈ D′(R3).
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2) If u1, u2 ∈ D′(R3) are distributions satisfying the 
onditions T1u2 = T2u1,
then there exists a unique distribution v ∈ D′(R3) su
h that T1v = u1 and T2v = u2.

Theorem 2. Let A1, A2 be distributions satisfying the following 
onditions:

a) v = 1
16π2 (A1 ∗ T1(v) +A2 ∗ T2(v));

b) supp (Aj) = S2
, j = 1, 2;


) order (A1) 6 3, order (A2) 6 2;
d) {Aj}j=1,2 are spheri
al symmetri
 fun
tions. Then there exists a ∈ R su
h

that A1, A2 
an be written as

A1(x) = ∆2χB1(x) + (1− a)∆δS2(x),

A2(x) = −∆δS2(x) + δS2(x) + (a+ 1)∆χB1(x).

Corollary 1. If v∈C3(R3), then u1 :=T1(v)∈C3(R3) and u2 :=T2(v)∈C3(R3).
Moreover, the following formula

v(x) =
1

16π2

(∫

S1

∂∆u1
∂n

dSη −
∫

S1

∆u2 dSη − 2

∫

S1

∂∆u2
∂n

dSη

)
+

1

8π2

∫

S1

u2 dSη (4)

holds.

Proposition 1. Let L1 and L2 be pseudodi�erential operators in R3
with a sym-

bol of the form

L̃i =

ni∑

k=0

c
(i)
k |ξ|k, i = 1, 2.

Then there exists an analyti
 fun
tion v 6≡ 0, su
h that

L1(T1v) + L2(T2v) ≡ 0.
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Áîëüøèíñòâî ðàáîò â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé, âêëþ÷àÿ çàäà÷è

óïðàâëåíèÿ, èìååò äåëî ñ çàäà÷àìè, õàðàêòåðèçóþùèìèñÿ íàëè÷èåì ïåðåìåí-

íûõ ñî ñêîðîñòÿìè èçìåíåíèÿ äâóõ ïîðÿäêîâ (ìåäëåííûå è áûñòðûå ïåðåìåí-

íûå). Ñì., íàïðèìåð, îáçîðû [1, 2℄. Îäíàêî ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âîçíèêàþò çàäà÷è ñ ðàçíîòåìïîâûìè áûñòðûìè ïåðåìåííû-

ìè (ìîäåëè öåïíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ëåòàòåëüíûõ àï-

ïàðàòîâ è äðóãèå ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè, à òàêæå áèîìîëåêóëÿðíûå è ñîöèàëüíî-

ýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè òðàíñíàöèîíàëüíûõ êîðïîðàöèé).

Íàñòîÿùèé äîêëàä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ

ñèñòåìàìè ñ ðàçíîòåìïîâûìè áûñòðûìè ïåðåìåííûìè. Èçó÷åíèå òàêèõ ñèñòåì

èìååò îñîáåííîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîòåìïîâûìè áûñòðûìè ïåðåìåííûìè.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè îáîñíîâàíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ðåøåíèÿ èñõîäíîé âîçìó-

ùåííîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ âûðîæäåííîé, ïîëó÷àþùåéñÿ èç èñõîäíîé ïðè íóëå-

âîì çíà÷åíèè ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, À. Í. Òèõîíîâûì ðàññìàòðèâàëèñü ïðèñîåäè-

íåííûå ñèñòåìû ðàçíûõ ïîðÿäêîâ.

Ïåðâûå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ïîñòðîåíèþ ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé

àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ ñ íåñêîëüêèìè ìàëûìè

ïàðàìåòðàìè ïðè ïðîèçâîäíûõ, ïðèíàäëåæàò À. Á. Âàñèëüåâîé. Ïðè íåêîòîðûõ

óñëîâèÿõ àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ ïîñòðîåíî

â [3℄ äëÿ ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåçàâèñèìûìè ìàëûìè ïàðàìåò-

ðàìè ïåðåä ïðîèçâîäíûìè, à â [4℄ äëÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-

èçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è ìàëûì ïàðàìåòðîì â ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ ïåðåä

ïðîèçâîäíûìè. Â [5℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä

èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â îñíîâíîì àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèé çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäèò-

ñÿ íà îñíîâå àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âûòåêàþùèõ èç óñëîâèé îï-

òèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ. Äðóãîé ïîäõîä, íàçûâàåìûé ïðÿìîé ñõåìîé, ñîñòîèò

â íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â óñëîâèå çàäà÷è ïîñòóëèðóåìîãî àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ è îïðåäåëåíèè ñåðèè çàäà÷ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷ëåíîâ

àñèìïòîòèêè. Ýòèì ìåòîäîì â [6℄ ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ëèíåéíî-

êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òðåõòåìïîâûìè ïåðåìåííûìè

ñîñòîÿíèÿ, à â [7℄ ïîñòðîåíà àñèìïòîòêà ðåøåíèÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

ñ äåøåâûìè óïðàâëåíèÿìè ðàçíûõ ïîðÿäêîâ. Ïðè ýòîì äîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ

1

�àáîòà âòîðîãî àâòîðà áûëà ïîääåðæàíà �îññèéñêèì íàó÷íûì �îíäîì, ïðîåêò

� 17-11-01220.
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ìèíèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà íå âîçðàñòàþò ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùåãî

ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ïóáëèêàöèè, ïîñâÿùåííûå óñòîé÷èâîñòè,

óïðàâëÿåìîñòè, ñòàáèëèçèðóåìîñòè ñèñòåì ñ ðàçíîòåìïîâûìè áûñòðûìè ïåðå-

ìåííûìè, çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òàêèìè ñèñòåìàìè íà áåñêîíå÷íîì

èíòåðâàëå, àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç êîòîðûõ îñíîâàí íà àñèìïòîòèêå àëãåáðà-

è÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè [8℄, çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷å-

íèÿìè íà óïðàâëåíèå òèïà çàìêíóòûõ íåðàâåíñòâ, äëÿ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ àñèìï-

òîòèêà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ, èãðîâûì è ñòîõàñòè÷åñêèì çàäà÷àì.

Íàïðèìåð, â [9℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ìèíèìèçàöèè íà áåñêîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îò êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà íà òðàåê-

òîðèÿõ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òî äëÿ òðåõòåìïîâûõ ïåðå-

ìåííûõ. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìà àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé �èêêàòè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, èãðàþùàÿ îñíîâíóþ ðîëü

â àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå, íå ïîëó÷àåòñÿ çäåñü èç âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ

�èêêàòè ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.
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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ Ï�ÈÇÍÀÊ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ

Ä. Ñ. Êëèìåíòîâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â ðàáîòàõ [1, 2℄ áûë ïîëó÷åí ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëîã îñíîâíîé òåîðåìû òåî-

ðèè ïîâåðõíîñòåé äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé [1℄ è íåíóëåâîé ñðåäíåé [2℄

êðèâèçí. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðèçíàêà

ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè (ò. å. ïîâåðõíîñòè ñ íóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíîé) ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè, ðàçâèòîé â óêàçàííûõ ðàáîòàõ.

Ïóñòü F � äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

êëàññà C3
, îäíîñâÿçíàÿ, êîí�îðìíî ýêâèâàëåíòíàÿ êðóãó. Êðîìå òîãî, ñðåä-

íÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè F ðàâíà íóëþ. Ïåðâóþ, âòîðóþ è òðåòüþ êâàäðà-

òè÷íûå �îðìû ïîâåðõíîñòè F áóäåì îáîçíà÷àòü I = gijdx
idxj , II = bijdx

idxj

è III = fijdx
idxj ñîîòâåòñòâåííî, ãäå x1, x2 � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà íà-

øåé ïîâåðõíîñòè. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà F ââåäåíû

èçîòåðìè÷åñêèå êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ ïåðâàÿ �îðìà èìååò âèä I = ds2 =
λ
(
dx1

2
+ dx2

2)
. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè F çàäàíû òðè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà Xt

ñ ãåíåðàòîðîì AX = gij∂i∂j , Yt ñ ãåíåðàòîðîì AY = bij∂i∂j è Zt ñ ãåíåðàòîðîì

AZ = f ij∂i∂j . Ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü ïðîöåññà Xt îáîçíà÷èì p
1(t, x, y), ïðîöåññà

Yt � p2(t, x, y), ïðîöåññà Zt � p3(t, x, y).
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè p1 è p3 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

∂tp
1

2∆p1
∆ ln

∂tp
1

2∆p1
6 0,

∆p3

∂tp3
= − ∂tp

1

2∆p1
∆ ln

∂tp
1

2∆p1
∆p1

∂tp1
,

òî ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
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Γ-CONVERGENCE OF FUNCTIONALS ON SOBOLEV SPACES

WITH RESPECT TO FUNCTION SETS DEFINED

BY IMPLICIT CONSTRAINTS

A. A. Kovalevsky

(Russia, Yekaterinburg; IMM UrB RAS, UrFU)

Let {Ωs} be a sequen
e of bounded domains in Rn
(n > 2), and, for any s ∈ N,

let Us = {v ∈ W 1,p(Ωs) : a(sv) 6 0 a. e. in Ωs}, where p > 1 and a : R → R is

a periodi
 fun
tion. In 
onne
tion with the study of the 
onvergen
e of minimizers

and minimum values of fun
tionals Js : W
1,p(Ωs) → R on the sets Us, we 
onsider a

suitable notion of Γ-
onvergen
e of these fun
tionals and give some related results.

We note that, in 
ontrast to more or less standard situations where Γ-limit fun
tionals
are de�ned on the 
orresponding Sobolev spa
es, the spe
i�
ity of the de�nition of

Γ-
onvergen
e in the 
ase under 
onsideration is that this de�nition refers to the


onvergen
e of fun
tionals Js : W
1,p(Ωs) → R to a fun
tion β : R → R.

As for the domains Ωs and the fun
tion a, we assume that the following 
onditions
are satis�ed:

(C1) for any s ∈ N, the embedding of W 1,p(Ωs) into L
p(Ωs) is 
ompa
t;

(C2) there exist m1,m2 > 0 su
h that, for any s ∈ N, m1 6 measΩs 6 m2;

(C3) the set {t ∈ R : a(t) 6 0} is nonempty and 
losed;
(C4) the set {t ∈ R : a(t) > 0} is nonempty.
In view of properties (C1)�(C4), the following assertions hold:

(i) for any s ∈ N, the set Us is nonempty, sequentially weakly 
losed, and in
luded

in L∞(Ωs);
(ii) for any t ∈ R, there exists a sequen
e zs ∈ Us su
h that ‖zs − t‖Lp(Ωs) → 0;
(iii) if we have a sequen
e vs ∈ Us and a number t ∈ R, then the 
onvergen
e

‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0 is equivalent to the 
onvergen
e ‖vs − t‖L∞(Ωs) → 0.

Definition 1. Let Js : W 1,p(Ωs) → R for any s ∈ N, and let β : R → R.

We say that the sequen
e {Js} Γ-
onverges to the fun
tion β with respe
t to the

sequen
e {Us} if the following 
onditions are satis�ed:
(a) for any t ∈ R, there exists a sequen
e ws ∈ Us su
h that ‖ws − t‖Lp(Ωs) → 0

and Js(ws) → β(t);
(b) for any t ∈ R and any sequen
e vs ∈ Us su
h that ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0, we

have lim inf
s→∞

Js(vs) > β(t).

Further, for any s ∈ N, let Is : W
1,p(Ωs) → R be a weakly lower semi
ontinuous

fun
tional su
h that Is(v) → +∞ as ‖v‖W 1,p(Ωs) → +∞. It is easy to see that,

for any s ∈ N, there exists a fun
tion belonging to the set Us and minimizing the

fun
tional Is on this set.
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Theorem 1. Let ϕ : R → R be a stri
tly 
onvex fun
tion, and let the sequen-


e {Is} Γ-
onverge to the fun
tion ϕ with respe
t to the sequen
e {Us}. For any
s ∈ N, let us be a fun
tion in Us minimizing the fun
tional Is on the set Us. Assume

that the sequen
e of norms ‖us‖Lp(Ωs) is bounded. Then ‖us − t0‖L∞(Ωs) → 0 and

Is(us) → ϕ(t0), where t0 is the unique minimizer of the fun
tion ϕ on R.

The next theorem 
on
erns the 
onvergen
e of minimizers and minimum values

of fun
tionals 
onsisting of two 
omponents with 
ertain properties.

We denote by H the set of all sequen
es {vs} su
h that:
(a) for any s ∈ N, we have vs ∈ Us;

(b) ‖vs‖Lp(Ωs) → 0. This set is nonempty.

For any s ∈ N, let Fs, Gs : W 1,p(Ωs) → R be weakly lower semi
ontinuous

fun
tionals su
h that (Fs +Gs)(v) → +∞ as ‖v‖W 1,p(Ωs) → +∞.

We de�ne

λ = inf
{vs}∈H

lim inf
s→∞

Fs(vs).

Theorem 2. Assume that λ ∈ R and the following 
onditions are satis�ed:

(∗1) if s ∈ N, v ∈ Us, and t ∈ R, then Fs(v + t) = Fs(v);
(∗2) there exists a fun
tion ϕ : R → R su
h that, for any t ∈ R and any sequen
e

vs ∈ Us with the property ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0, we have Gs(vs) → ϕ(t).
For any s ∈ N, let us be a fun
tion in Us minimizing the fun
tional Fs+Gs on the

set Us. Assume that the sequen
e of norms ‖us‖Lp(Ωs) is bounded. Then there exist

an in
reasing sequen
e {sj} ⊂ N and a number t0 ∈ R su
h that t0 is a minimizer of
the fun
tion ϕ on R, ‖usj − t0‖L∞(Ωsj

) → 0, and (Fsj +Gsj )(usj ) → λ+ ϕ(t0).

Remark. It is easy to see that if 
ondition (∗2) of Theorem 2 is satis�ed, then

the sequen
e {Gs} Γ-
onverges to the fun
tion ϕ with respe
t to the sequen
e {Us}.
We now state a Γ-
ompa
tness theorem for the sequen
e of fun
tionals Fs +Gs.

Theorem 3. Assume that λ ∈ R and 
onditions (∗1) and (∗2) of Theorem 2
are satis�ed. Then there exists an in
reasing sequen
e {sj} ⊂ N su
h that the

sequen
e {Fsj + Gsj} Γ-
onverges to the fun
tion λ + ϕ with respe
t to the

sequen
e {Us}.
We give 
onsequen
es of Theorems 2 and 3 for the 
ase where measΩs → σ > 0

and Fs and Gs are integral fun
tionals with the integrands providing the in
lusion

λ ∈ R and the ful�llment of 
onditions (∗1) and (∗2) of Theorem 2. For details


on
erning the above results and their 
onsequen
es, see [1℄. We also dis
uss some

other results on the 
onvergen
e of solutions of variational problems with variable

impli
it 
onstraints in variable domains. They were established in [2℄ using the

notion of Γ-
onvergen
e of fun
tionals on variable Sobolev spa
es to a fun
tional

on a Sobolev spa
e.
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Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÑÈÍÓÑ-�Î�ÄÎÍÀ È Ó�ÎË ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÎÑÒÈ

À. Â. Êîñòèí (�îññèÿ, Åëàáóãà; ÅÈ ÊÔÓ),

Å. À. Êîñòèíà (�îññèÿ, Ìîñêâà; Ì�Ó)

Óãîë ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèìè ëèíèÿìè íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé îòðè-

öàòåëüíîé êðèâèçíû â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òðàäèöèîííî òðàê-

òóåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà [1℄:

∂2z

∂x∂y
= sin (z).

Äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî èìååòñÿ àíàëîãè÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óã-

ëîâ ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèìè êàê ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ sinh-�îðäîíà.

Äëÿ ïñåâäîñ�åð åâêëèäîâà è ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâ óãëó ìåæäó àñèìï-

òîòè÷åñêèìè ëèíèÿìè ìîæíî äàòü ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå.

Òåîðåìà. Óãîë ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèìè ëèíèÿìè íà ïñåâäîñ�åðå Áåëüòðà-

ìè � Ìèíäèíãà ðàâåí óäâîåííîìó óãëó ïàðàëëåëüíîñòè äëèíû äóãè àñèìïòîòè-

÷åñêîé îò ðåáðà âîçâðàòà ïñåâäîñ�åðû.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñâÿçàíû óãëû ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèìè ëèíèÿìè íà

äâóõ òèïàõ ïñåâäîåâêëèäîâûõ àíàëîãîâ ïñåâäîñ�åðû Áåëüòðàìè � Ìèíäèí-

ãà [2, 3℄ ñ óãëàìè ïàðàëëåëüíîñòè â ìåòðèêå äå Ñèòòåðà.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÓÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÞ ÊÎ��ÅÊÒÍÎÑÒÈ

È �ÅØÅÍÈÞ Ê�ÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß Ä�ÎÁÍÎ�Î

ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ-ÂÎËÍÎÂÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

Ì. Î. Ìàì÷óåâ

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

Â îáëàñòè Ω = {(x, y) : 0 < x < l, 0 < y < T} ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

uxx(x, y)−Dα
0yu(x, y) = 0, α ∈ (0, 2), (1)

ãäå Dγ
0t � îïåðàòîð äðîáíîãî (â ñìûñëå �èìàíà � Ëèóâèëëÿ) èíòåãðîäè��å-

ðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà γ [1℄.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ íåîáõîäèìûõ íåëîêàëüíûõ óñëî-

âèé [2℄ äëÿ óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âñå ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ,

ïðåäëîæåíû ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâîê è ïîäõîä ê ðåøåíèþ

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ.

�åøåíèå u = u(x, y) óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè Ω, åñëè
uxx,D

α
0yu ∈ C(Ω), Dα−k

0y u ∈ C(Ω̄), 1 6 k 6 n, ãäå n ∈ N : n− 1 < α 6 n [3℄.

Òåîðåìà. Ïóñòü u = u(x, y) ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

lim
y→0

Dα−k
0y u(x, y) = τk(x), 1 6 k 6 n, 0 < x < l, (2)

ux ∈ C([0, l] × (0, T )) è ux(0, y), ux(l, y) ∈ L[0, T ]. Òîãäà �óíêöèÿ u(x, y) óäîâëå-
òâîðÿåò íåëîêàëüíûì óñëîâèÿì:

u(0, y) +D−β0y ux(0, s) = 2R0,l
0y

(
u(l, s) +D−β0y ux(l, s)

)
+N0(y), (3)

u(l, y)−D−β0y ux(l, s) = 2R0,l
0y

(
u(0, s)−D−β0y ux(0, s)

)
+N l(y), (4)

ãäå

N0(y) = 2

n∑

k=1

N β−k+1,0,y
0l τk(t), N l(y) = 2

n∑

k=1

N β−k+1,l,y
0l τk(t),

N θ,x,y
0l ν(t) =

1

2

l∫

0

ν(t)yθ−1φ
(
− β, θ;−|x− t|y−β

)
dt,

Rδ,x
0y µ(s) =

1

2

y∫

0

µ(s)(y − s)δ−1φ
(
− β, δ;−|x|(y − s)−β

)
ds,

β = α/2, φ(ρ, µ; z) � �óíêöèÿ �àéòà [4℄.
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Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ (2) è êðàåâûì óñëîâèÿì

Bi

[
u(0, y), u(l, y), ux(0, y), ux(l, y)

]
= 0, 0 < y < T, i = 1, 2, (5)

ãäå Bi � îïåðàòîðû, ñâÿçûâàþùèå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ â óñëîâèÿõ (5) (i = 1, 2).
Óñëîâèÿ (3), (4) âìåñòå ñ çàäàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (5) îáðàçóþò ñèñòåìó

÷åòûðåõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ � ñëåäîâ ðåøåíèÿ è åãî

ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöàõ îáëàñòè. �àçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (1), (2), (5)

ýêâèâàëåíòíà ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äàëåå êðàåâàÿ çà-

äà÷à ðåäóöèðóåòñÿ ê îäíîé èç îñíîâíûõ ëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äðîáíîãî

äè��óçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Èç óñëîâèé (3), (4) ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ

u(0, y) +D−β0y ux(0, s) = ψ1(y), u(l, y) +D−β0y ux(l, s) = ψ2(y), (6)

íå ìîãóò áûòü çàäàíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, òàê æå êàê è óñëîâèÿ

u(0, y) −D−β0y ux(0, s) = ψ1(y), u(l, y)−D−β0y ux(l, s) = ψ2(y). (7)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è (2), (6) è (2), (7) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ ïåðåîïðå-

äåëåííûìè.

Â òî æå âðåìÿ, ïðè óñëîâèè |a| 6= 1, |b| 6= 1, êîððåêòíà ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ

çàäà÷à.

Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì (2) è

au(0, y) +D−β0y ux(0, s) = ψ1(y),

bu(l, y) +D−β0y ux(l, s) = ψ2(y).

ãäå τk(x) (k = 1, n), ψ1(y) è ψ2(y) � çàäàííûå �óíêöèè.
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ÇÀÄÀ×À ÄÈ�ÈÕËÅ ÄËß ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß ËÀÏËÀÑÀ

Ñ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÎÉ �ÈÌÀÍÀ � ËÈÓÂÈËËß

O. Õ. Ìàñàåâà

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

�àññìîòðèì â îáëàñòè D = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b} óðàâíåíèå

uxx(x, y) +Dα
0yu(x, y) = 0, (1)

ãäå 1 < α < 2, Dα
0y � îïåðàòîð äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ �èìàíà � Ëèóâèë-

ëÿ ïîðÿäêà α [1℄. Ïðè α = 2 óðàâíåíèå (1) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà.

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà âîçíèêàþò ïðè ìàòåìàòè-

÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé [1℄, â ÷àñò-

íîñòè â ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [2℄.

Â ðàáîòàõ [3, 4℄ áûëà èññëåäîâàíà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñ ïðîèç-

âîäíûìè â ñìûñëå Êàïóòî. Â ðàáîòå [5℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ �èìàíà � Ëèóâèëëÿ ñ

íà÷àëîì â òî÷êå, íå ëåæàùåé íà ãðàíèöå îáëàñòè. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ

ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

Íàéòè â îáëàñòè D ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèÿì

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, 0 6 y 6 b, (2)

lim
y→0

Dα−2
0y u(x, y) = ϕ(x), lim

y→b
Dα−2

0y u(x, y) = φ(x), 0 6 x 6 a. (3)
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Î ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀ

1

Å. Þ. Ìàøêîâ

(�îññèÿ, Êóðñê; ÞÇ�Ó)

�àññìàòðèâàþòñÿ âûðîæäåííûå ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â �îðìå Èòî, â êîòîðûõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ñòîÿò ïðÿìî-

óãîëüíûå ìàòðèöû, â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿùèå òîëüêî îò âðåìåíè. Êðîìå ýòîãî,

â ïðàâîé ÷àñòè èìååòñÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî ìàòðèöà â ëåâîé ÷àñòè, â ñëó÷àå ñ êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè, íå èìååò

îáðàòíîé, à äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûìè ìàòðèöàìè îáå ìàòðèöû ñèñòåìû èìåþò

ïîñòîÿííûé ðàíã. Â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ àëãåáðî-

äè��åðåíöèàëüíûìè, äåñêðèïòîðíûìè, ñèñòåìàìè ëåîíòüåâñêîãî òèïà. Íà ÿçû-

êå ýòèõ óðàâíåíèé â ðàáîòàõ À. Ë. Øåñòàêîâà, �. À. Ñâèðèäþêà è À. Â. Êåë-

ëåð [1℄ èçó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêîå èñêàæåííèå ñèãíàëîâ â ðàäèîóñòðîéñòâàõ. Â ðà-

áîòàõ Ë. À. Âëàñåíêî, À. �. �óòêàñà, Ì. Ñ. Ôèëèïêîâñêîé [2℄, à òàêæå O. S
hein,

G. Denk, T. Si
kenberger, R. Winkler [3℄ ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû âîçíèêàþò

ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè êîëåáàíèé è ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé. Ñòîõà-

ñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà âîçíèêàþò â ðàáîòàõ Ë. À. Âëàñåíêî,

Þ. �. Ëûñåíêî, À. �. �óòêàñà ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè

êîðïîðàöèè ïðåäïðèÿòèé ïðè èñïîëüçîâàíèè èíâåñòèðîâàíèÿ. Îòìåòèì òàêæå

ðàáîòû Þ. Å. Áîÿðèíöåâà è Â. Ô. ×èñòÿêîâà [4℄, �. Â. Äåìèäåíêî, À. Â. Êåë-

ëåð è Ì. À. Ñàãàäååâîé, Ñ. Ì. ×óéêî, À. À. Áåëîâ, À. Ï. Êóðäþêîâ, A. Alabert,

S. L. Campbell, â êîòîðûõ î÷åíü îáñòîÿòåëüíî èçó÷åíû äè��åðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàííûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè êîý��èöè-

åíòîâ, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè, â ðàáîòå [5℄ ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè

ïîäõîäîâ, îïèñàííûõ â ðàáîòàõÞ. Å. Áîÿðèíöåâà, Â. Ô. ×èñòÿêîâà [4℄ ïðè èçó÷å-

íèè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðûõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñ äàí-

íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, à òàê

æå ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé.

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè êîý��èöèåíòîâ, îá-

ðàçóþùèõ ðåãóëÿðíûé èëè ñèíãóëÿðíûé ïó÷êè, ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ î èõ

ïðèâåäåíèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó [6℄. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ êàíîíè-

÷åñêèõ ñèñòåì òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ïîðÿä-

êîâ îò ïðàâîé ÷àñòè, à çíà÷èò è âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Òàê êàê ïðîèçâîäíûå

1

×àñòü èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â äîêëàäå, âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî

�îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-01-00048.
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âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé, êî-

òîðûå êðàéíå òðóäíû äëÿ ïðèìåíåíèÿ â èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé,

ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè

àïïàðàòà ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó îò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [7℄, äëÿ

îïèñàíèÿ êîòîðûõ íå èñïîëüçóþòñÿ îáîáùåííûå �óíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿ-

òèå ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì áûëî ââåäåíî Ý. Íåëüñîíîì â 60-õ ãîäàõ ÕÕ âåêà äëÿ

íóæä ïîñòðîåííîé èì ñòîõàñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (âàðèàíò êâàíòîâîé ìåõàíèêè).

À èìåííî, ïðèìåíÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì (òåêóùèå ñêî-

ðîñòè) âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Òåêóùèå ñêîðîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé èäåî-

ëîãèåé òåîðèè ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè

àíàëîãàìè �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ [7℄. Â ðåçóëüòà-

òå ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì

âûñøèõ ïîðÿäêîâ îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà [6℄. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå �îð-

ìóëû äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåä-

íåì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà [6℄. Òàêæå ñ ïðèìåíåíèåì ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì

èññëåäîâàíû ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè è èìïóëüñíû-

ìè âîçäåéñòâèÿìè â ïðàâîé ÷àñòè [8℄.

�àññìîòðåí íîâûé êëàññ óðàâíåíèé � ñòîõàñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà â òåêóùèõ ñêîðîñòÿõ [9, 10℄. Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé

êàê ñ ïîñòîÿííûìè ÷èñëîâûìè ìàòðèöàìè êîý��èöèåíòîâ, òàê è ñ ïåðåìåííûìè

ìàòðèöàìè, ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé.
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ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ßÄ�À ÄËß ÎÄÍÎ�Î

ÌÎÄÅËÜÍÎ�Î ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀ

Ø. Á. Ìåðàæîâà

(Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî ìîäåëü-

íîãî èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

Èññëåäîâàíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëüíûì ÷ëåíîì òèïà ñâåðòêè ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èí-

òåðåñ êàê â ïðàêòè÷åñêîì, òàê è â òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèè. Îáðàòíûì çàäà-

÷àì îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ëèáî îäíîãî èç êîý��èöèåíòîâ ïàðàáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèåé ðàçíûõ âèäîâ ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò.

�àññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé u(x, y, t) è K(x, t), (x, y) ∈ R2
,

t > 0, èç óðàâíåíèé

ut −∆u+ c(x, y)u =

t∫

0

K(x, τ)u(x, y, t − τ) dτ, (1)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x, y), (2)

u
∣∣
y=0

= g(x, t), (3)

ãäå ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 , c(x, y) ∈ C(R2) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü

÷òî ϕ(x, y) ∈ C2(R2), |ϕ(x, y)| > const > 0, g(x, t) ∈ C2,2
(
R1
T ), 0 6 t 6 T ,

ϕ(x, 0) = g(x, 0), (4)

è ýòè �óíêöèè îãðàíè÷åíû ïî x, y.

R2
T =

{
(x, y, t)

∣∣ (x, y) ∈ R2, 0 < t < T
}
, T > 0.

Çàìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (3) çàäàåòñÿ íà ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëü-

íîé òîé ïåðåìåííîé, îò êîòîðîé ÿäðî èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â (1) íå çàâèñèò.

Ýòî ñïåöèàëüíîå çàäàíèå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ

èñêîìûõ �óíêöèé çàìêíóòóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä ðàáîòû îñíîâàí íà ïîëó÷åíèè âíà÷àëå âñïîìî-

ãàòåëüíîé çàäà÷è, â êîòîðîé â äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ñîäåðæèòñÿ íåèçâåñòíàÿ

�óíêöèÿ è ÿäðî K(x, t) [1℄.
Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíà òåîðåìà, õàðàêòåðèçóþùàÿ îäíîçíà÷íóþ ðàçðå-

øèìîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÈ ÊÎ�ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÈ 2

Â ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ Ñ ÑÈÌÌÅÒ�ÈÅÉ

È. Â. Ìîðøíåâà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

�àññìàòðèâàþòñÿ áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2 â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ,

èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îðòîãîíàëüíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû O(2).
Ïðèìåðû ñèñòåì ñ òàêîé ñèììåòðèåé äàþò çàäà÷è î âîçíèêíîâåíèè êîíâåêòèâ-

íûõ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è æèäêîñòè ñ ïðèìåñüþ, ðàñïîëî-

æåííîé â áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòàëüíîì èëè âåðòèêàëüíîì ñëîå [1℄. Äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñâåäåíèÿ íà öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîñòðîåíû

âñå âîçìîæíûå ðåçîíàíñûå àìïëèòóäíûå ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ íåéòðàëüíûé ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò èç äâóõ

ïàð ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Âïåðâûå ñèñòåìû àìïëèòóäíûõ óðàâ-

íåíèé äëÿ çàäà÷è Êóýòò � Òåéëîðà, îáëàäàþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé,

áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ Â. È. Þäîâè÷à [2℄, P. Chossat, Y. Demay, G. Iooss [3℄.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå àìïëèòóäíûõ ñèñòåì íà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ âîçìîæíî âîçíèêíî-

âåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé òèïà áåãóùèõ âîëí è èõ íåëèíåéíûõ ñóïåðïî-

çèöèé, à òàêæå âîçíèêíîâåíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïîëó÷åíû ÿâíûå

âûðàæåíèÿ äëÿ àñèìïòîòèê âîçíèêàþùèõ ðåøåíèé è äëÿ âåëè÷èí, îïðåäåëÿþ-

ùèõ õàðàêòåð èõ âåòâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ê

çàäà÷àì êîíâåêöèè.
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ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ßÄ�À ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î ÂÈÄÀ

ÈÇ ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

Æ. Ç. Íóðèääèíîâ

(Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

�àññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé u(x, t) è K(x′, t), x = (x′, xn) ∈ Rn
,

t > 0 èç óðàâíåíèé

ut = a(t)∆u−
t∫

0

k(x′, τ)u(x, t − τ) dτ, (x, t) ∈ Rn
T , (1)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), (2)

u
∣∣
xn=0

= f(x′, t), x′ ∈ Rn−1
T , (3)

ãäå a(t) ∈ C1[0, T ], |a(t)| > a0 > 0, a0 � çàäàííîå ÷èñëî, Rn
T = {(x, t) |x =

(x′, xn) ∈ Rn, 0 < t < T}, T > 0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî

ϕ(x) ∈ C4
(
Rn
)
, |ϕ(x)| > 
onst > 0, f(x′, t) ∈ C2,2

(
R

n−1
T

)
,

R
n
T =

{
(x′, t)

∣∣ x′ ∈ Rn−1, 0 6 t 6 T
}
, ϕ(x′, 0) = f(x′, 0),

è ýòè �óíêöèè îãðàíè÷åíû ïî x, ïðîñòðàíñòâà Cα(Ω), Cα,β(Ω) è íîðìà â íèõ

îïðåäåëåíû â [1℄.

Èìååò áîëüøîé èíòåðåñ êàê â ïðàêòè÷åñêîì, òàê è â òåîðåòè÷åñêîì îòíî-

øåíèÿõ èññëåäîâàíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëüíûì ÷ëåíîì òèïà ñâåðòêè.

Ê òàêèì óðàâíåíèÿì â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò çàäà÷è ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñðåäàõ, ãäå ñîñòîÿíèå ñðåäû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè çà-

âèñèò îò åå ñîñòîÿíèÿ âî âñå ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Èíòåãðàëüíûé îïå-

ðàòîð â (1) îïèñûâàåò âëèÿíèå ïðåäûñòîðèè íà ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà,

âçâàííîãî íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé ñðåäû (2). Â äàííîé ñòàòüå îáðàòíàÿ çàäà-

÷à (1)�(3) èññëåäóåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà, èñïîëüçîâàííîãî â ðàáîòå [2℄. Çàìåòèì,

÷òî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (3) çàäàåòñÿ íà ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé òîé ïåðå-

ìåííîé, îò êîòîðîé ÿäðî èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â (1) íå çàâèñèò. Ýòî ñïåöèàëüíîå

çàäàíèå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ èñêîìûõ �óíê-

öèé çàìêíóòóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà. Íåîáõîäèìî îò-

ìåòèòü, ÷òî ìåòîä ðàáîòû [2℄ îñíîâàí íà ïîëó÷åíèè âíà÷àëå âñïîìîãàòåëüíîé

çàäà÷è, â êîòîðîé â äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ñîäåðæèòñÿ íåèçâñòíàÿ �óíêöèÿ,

ò. å. ÿäðî k(x′, t).
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Ëåììà. Çàäà÷à (1)�(3) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé (w(x, t),
k(x′, t)) èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

ωt −∆ω =
a′(t)
a2(t)

t∫

0

k(x′, τ) v(x, t − τ) dτ −

− 1

a(t)

[
1

a(t)
k(x′, t)ϕxnxn(x) +

t∫

0

k(x′, τ)ω(x, t − τ) dτ

]
, (x, t) ∈ Rn

T ,

(4)

ω
∣∣
t=0

= ∆ϕxnxn(x), x ∈ Rn, (5)

ω
∣∣
xn=0

=
1

a(t)
ftt −

1

a(t)

n−1∑

i=1

∂2

∂x2i
ft −

a′(t)
a2(t)

t∫

0

k(x′, τ) f(x′, t− τ) dτ +

+
1

a(t)

[
1

a(t)
k(x′, t) f(x′, 0)− 1

a(t)

t∫

0

k(x′, τ) ft(x
′, t− τ) dτ

]
, (x′, t) ∈ Rn−1

T .

(6)

Ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû, ìû ïîêàçûâàåì ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà-

÷è (4)�(6) ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé

w(x, t), k(x′, t).
Äàëåå, ïðåäñòàâëÿÿ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå îïåðàòîðíîãî

óðàâíåíèÿ, ïðè ïîìîùè ñæàòûõ îòîáðàæåíèé äîêàçûâàåì åäèíòñâåííîñòü íî-

ñòàâëåííîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ϕ(x) ∈ C4(Rn), ϕ(x) > ϕ0 > 0, f(x′, t) ∈ C2,2(RT
n ), f(x

′, 0) =
ϕ(x′, 0). Òîãäà ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî T òàêîå, ÷òî çàäà÷à (4)�(6)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ω(x, t), k(x′, t) â ñëîå x ∈ Rn, 0 6 t 6 T.
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Î ÑÏÅÊÒ�Å ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�À

Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

1

Ä. Ì. Ïîëÿêîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ïóñòü L2[0, ω] = L2([0, ω],C). Íàñòîÿùèé äîêëàä ïîñâÿùåí îïèñàíèþ àñèìï-

òîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà

Lθ : D(Lθ) ⊂ L2[0, ω] → L2[0, ω], θ ∈ [0, 1], êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

äè��åðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì:

l(y) = iy(3)(t)− ia(t)y′(t)− b(t)y(t),

ãäå êîý��èöèåíòû a, b ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè è ïðèíàäëåæàò L2[0, ω].
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(Lθ) = {y : y ∈ W 3

2 ([0, ω],C)} çàäàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷å-

ñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè y(j)(0) = eiπθy(j)(ω), θ ∈ [0, 1], j = 0, 1, 2. Îòìåòèì,
÷òî ïðè θ = 0 êðàåâûå óñëîâèÿ áóäóò ïåðèîäè÷åñêèìè, à ïðè θ = 1 � àíòèïåðè-

îäè÷åñêèìè.

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ äàííîãî îïåðàòîðà ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî îí âîçíèêàåò â

ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè è �èçèêè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè ìîäå-

ëåé ïîòîêà òîíêîé ïëåíêè âÿçêîé æèäêîñòè èëè ìîäåëåé êîëåáàíèÿ ýëàñòè÷íîé

áàëêè (ñì. [1℄). Êðîìå òîãî, îïåðàòîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà âîçíèêàþò â ìåòîäå

îáðàòíîé çàäà÷è èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ Áóñ-

ñèíåñêà [2℄. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç âåùåñòâåííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèìè êîý��èöèåíòàìè áûë ðàíåå ïðîâåäåí â [3℄.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà Lθ ïðèìåíÿåòñÿ íîâàÿ òåõíèêà, êîòîðàÿ ðàçâè-

âàåò èäåè èç [4℄ è [5℄. Ýòà òåõíèêà ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü, à â ðÿäå ñëó÷àåâ óñèëèòü,

èçâåñòíóþ ðàíåå àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñì. [6℄).

Òåîðåìà. Äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lθ, θ ∈ [0, 1], ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì

ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Áîëåå òîãî, íàéäåòñÿ òàêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî

m ∈ Z+, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Lθ ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(Lθ) = σ(m) ∪
{
λ̃n,θ, |n| > m+ 1

}
, (1)

ãäå σ(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ÷èñëîì òî÷åê íå ïðåâîñõîäÿùèì 2m + 1.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃n,θ ÿâëÿþòñÿ îäíîêðàòíûìè è äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ

àñèìïòîòèêó:

λ̃n,θ =
π3(2n+ θ)3

ω3
+
π(2n + θ)

ω2

ω∫

0

a(t) dt− 1

ω

ω∫

0

b(t) dt−

− 1

8π

( ω∫

0

a(t)(a ∗ hn)(t) dt− h0n

)
− 1

2iπ
√
3

( ω∫

0

a(t)(a ∗ h̃n)(t) dt− h̃0n

)
+

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-31-00205.
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+
ω

6π2(2n+ θ)

(
12√
3

ω∫

0

a(t)(b ∗ gn)(t) dt +
ω∫

0

a(t)(b ∗ fn)(t) dt+

+

ω∫

0

(a ∗ fn)(t)b(t) dt − g0n − 2f0n

)
+O

(
n−2

)
, |n| > m+ 1,

ãäå

fn(t) = −iπ
(
2t

ω
+ e−πvt/ω − eπv(t/ω−1)

)
,

gn(t) =
π

2

(
eπvi(i−

√
3)t/(2ω) + eπvi(i+

√
3)(−t/(2ω)+1/2)

)
,

hn(t) = − i4πt
3ω

(
2− (1− i

√
3)ei2παt/ω − (i

√
3 + 1)e−i2πβt/ω

)
,

h̃n(t) =
i2πt

ω

(
e−i2πβt/ω − ei2παt/ω

)
,

α =
i
√
3− 3

4
(2n + θ), β =

i
√
3 + 3

4
(2n+ θ), v =

√
3 (2n + θ),

è f0n, g
0
n, h

0
n, h̃

0
n � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ �óíêöèé a ∗ (b ∗ fn), a ∗ (b ∗ gn), a ∗ (a ∗ hn),

a ∗ (a ∗ h̃n), ñîîòâåòñòâåííî:

f0n =

ω∫

0

(a ∗ (b ∗ fn))(t) dt, g0n =

ω∫

0

(a ∗ (b ∗ gn))(t) dt,

h0n =

ω∫

0

(a ∗ (a ∗ hn))(t) dt, h̃0n =

ω∫

0

(a ∗ (a ∗ h̃n))(t) dt.
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Î ÏÎÈÑÊÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÉ

Â ÊËÀÑÑÀÕ ÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÛÕ È ÑÓÌÌÈ�ÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÄËß ÑÈÑÒÅÌ Ä�ÎÁÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Ñ. Ñ. Ïîñòíîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà; ÈÏÓ �ÀÍ)

�àíåå äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè äðîáíî-

ãî ïîðÿäêà áûë ïðèìåíåí ìåòîä ìîìåíòîâ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü â ÿâíîì

âèäå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ è èññëåäîâàòü èõ ñâîéñòâà [1�3℄. Â ýòîì ñëó÷àå

çàðàíåå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü èëè äè��åðåíöèðóåìîñòü óïðàâëå-

íèé, à òàêæå çàäàþòñÿ ÿâíûå îãðàíè÷åíèÿ íà íîðìó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìîìåíòîâ äëÿ ñèñòåì

äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè. Îòäåëüíîå âíèìàíèå óäå-

ëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿì ðåøåíèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà

óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóììèðóåìûìè íà îòðåçêå �óíêöèÿìè.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè

ìîæåò áûòü çàäàíà íàáîðîì óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

t0D
ρi
t qi(t) = aijqj(t) + bijuj(t) + fi(t), i, j = 1, . . . , N, (1)

ãäå �óíêöèè ~q(t) = (q1(t), . . . , qN (t)), ~u(t) = (u1(t), . . . , uN (t)) è

~f(t) =
(f1(t), . . . , fN (t)) îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå, óïðàâëåíèå è âîçìóùåíèå ñîîòâåòñòâåí-
íî; t ∈ (t0, T ], T > t0 > 0; aij è bij � êîý��èöèåíòû, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ,

ìîãóò áûòü �óíêöèÿìè âðåìåíè; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåò-

ñÿ ñóììèðîâàíèå. Îïåðàòîð äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ t0D
ρi
t â �îðìóëå (1)

ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Õèëü�åðà

Hil
t0 Dρi

t , Àäàìàðà
H
t0D

ρi
t èëè Ýðäåéè � Êîáåðà

EK
t0 Dρi

t , à èíäåêñ ρi ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ñîñòàâíûì è ìîæåò âêëþ÷àòü äî

òðåõ ïîêàçàòåëåé.

�àññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ �óíêöèÿìè Lp(0, T ], 1 6 p 6 ∞.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) çàäàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, â íåëîêàëüíîì

âèäå

lim
t→t0+

[t0I
σi
t qi(t)] = s0i , i = 1, . . . , N, (2)

ãäå îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ t0I
σi
t ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

â ñìûñëå �èìàíà � Ëèóâèëëÿ, åñëè îïåðàòîð äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ

â �îðìóëå (1) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Õèëü�åðà; â ñìûñëå Àäàìàðà èëè Ýðäåéè �

Êîáåðà, åñëè îïåðàòîð äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ â �îðìóëå (1) ïîíèìàåòñÿ

â ñìûñëå Àäàìàðà èëè Ýðäåéè � Êîáåðà ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàçàòåëü σi òàêæå
ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ñîñòàâíûì.

Êîíå÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) çàäàþòñÿ â âèäå

qi(T ) = qTi , i = 1, . . . , N. (3)
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Èññëåäóþòñÿ äâå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

1) çàäà÷à ïîèñêà óïðàâëåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó (1) èç íà÷àëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèÿìè (2), â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (3) è èìåþùåãî

ìèíèìàëüíóþ íîðìó ïðè çàäàííîì âðåìåíè óïðàâëåíèÿ T ;
2) çàäà÷à ïîèñêà óïðàâëåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó (1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòî-

ÿíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèÿìè (2), â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (3) çà ìèíèìàëüíîå

âðåìÿ ïðè çàäàííîì îãðàíè÷åíèè íà íîðìó óïðàâëåíèÿ, ‖ ~u(t)‖ 6 l, l > 0.
Îáå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê l-ïðîáëåìå ìîìåíòîâ, äëÿ êîòîðîé èññëåäóþòñÿ óñëî-

âèÿ, îïðåäåëÿþùèå âîçìîæíîñòü ïîñòàíîâêè è ðàçðåøèìîñòü [1�3℄. Â ñëó÷àÿõ,

êîãäà ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, ïðè p > 1 ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû àíàëèòè-

÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [1�3℄. Â äàííîé

ðàáîòå ðàññìîòðåí îòäåëüíî ñëó÷àé p = 1, êîãäà àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-
÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóåò è âûðàæàåòñÿ ñóììèðóåìîé íà îòðåçêå

�óíêöèåé, íî ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà òàêîãî ðåøå-

íèÿ.
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2018.�Ñ. 227�230.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÔÓÍÊÖÈß ��ÈÍÀ ÏÅ�ÂÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÄËß ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ-ÂÎËÍÎÂÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

1

À. Â. Ïñõó

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

(
∂σ

∂yσ
−∆x

)
u(x, y) = f(x, y) (0 < σ < 2), (1)

ãäå

∂σ

∂yσ � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà σ [1℄, ∆x =
∑n

k=1
∂2

∂x2
k

� îïåðàòîð Ëà-

ïëàñà ïî ïåðåìåííîé x = (x1, x2, . . . , xn).
Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè �ðèíà ïåðâîé êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëå-

æèò îãðàíè÷åííàÿ èëè íåîãðàíè÷åííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïðÿ-

ìîóãîëüíàÿ îáëàñòü.

Ëèòåðàòóðà

1. Íàõóøåâ À. Ì. Äðîáíîå èñ÷èñëåíèå è åãî ïðèìåíåíèå.�Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003.�272 ñ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-51-45005.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÇÀÄÀ×À ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÄÂÓÌÅ�ÍÎ�Î ßÄ�À

Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ ÑÎ ÑËÀÁÎÉ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜÞ

ÎÒ �Î�ÈÇÎÍÒÀËÜÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ

Æ. Ø. Ñà�àðîâ

(Óçáåêèñòàí, Òàøêåíò; ÒÓÈÒ)

�àññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âÿçêîóïðóãîñòè â

îãðàíè÷åííîé ïî ïåðåìåííîé x îáëàñòè D := {(x, t) : 0 < x < l, t > 0}

utt = uxx+uzz+

t∫

0

k(t−τ, x)(uxx+uzz)(τ, x, z)dτ, t ∈ R, x ∈ R+, z ∈ (0, l), (1)

ñ íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u
∣∣
t<0

≡ 0, (2)

∂

∂z

(
u+

t∫

0

k(t− τ, x)u(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=0

= δ(x)δ(t),

∂

∂z

(
u+

t∫

0

k(t− τ, x)u(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=l

= 0. (3)

Îáðàòíóþ çàäà÷ó ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: òðåáóåòñÿ íàéòè ÿäðî k(t, x),
t > 0, x ∈ R, èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â (1), åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà-

÷è (1)�(3) ïðè z = 0, ò. å. çàäàíà �óíêöèÿ

u(t, x, 0) = g(t, x), t > 0, x ∈ R. (4)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÿäðî k(t, x) ñëàáî çàâèñèò îò ãîðèçîíòàëüíîé ïå-

ðåìåííîé x:
k(t, x) = k0(t) + εxk1(t) + . . . , (5)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð.

Îäíîìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè â ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [1�3℄.

�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε, ò. å.

u(t, z, x) = u0(t, z, x) + εu1(t, z, x) + . . . (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â óðàâíåíèå (1) è ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-

ïåíÿõ ε, ïîëó÷èì, â èòîãå, ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó ïðÿìûõ çàäà÷, èç êîòîðûõ
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íàõîäÿòñÿ u0, u1 è ò. ä. Òîãäà, î÷åâèäíî, ñîãëàñíî �îðìóëå (5) �óíêöèÿ g(x, t)
áóäåò èìåòü òàêóþ æå ñòðóêòóðó:

g(t, x) = g0(t, x) + εg1(t, x) + . . .

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè u ïî �îðìóëå (6), �óíêöèè k ïî �îðìó-

ëå (5), íàõîäèì, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(4) ðàñïàäàåòñÿ íà ñëåäóþùèå çàäà÷è

ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ k0, k1, . . . :

u0tt = u0xx + u0zz +

t∫

0

k0(t− τ)(u0xx + u0zz)(τ, x, z) dτ, t ∈ R, x ∈ R+, z ∈ (0, l).

u0|t<0 ≡ 0,

∂

∂z

(
u0 +

t∫

0

k0(t− τ)u0(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=0

= δ(x)δ(t),

∂

∂z

(
u0 +

t∫

0

k0(t− τ)u0(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=l

= 0,

u0
∣∣
z=0

= g0(x, t), (x, t) ∈ R2;

untt = unxx + unzz +

t∫

0

n∑

j=0

xjkj(t− τ)(u(n−j)xx + u(n−j)zz)(τ, x, z) dτ,

un|t<0 ≡ 0,

∂

∂z

(
un +

t∫

0

kj(t− τ)un(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=0

= 0,

∂

∂z

(
un +

t∫

0

kj(t− τ)un(τ, x, z) dτ

)∣∣∣∣∣
z=l

= 0,

t ∈ R, x ∈ R+, z ∈ (0, l).

un
∣∣
z=0

= gn(x, t), (x, t) ∈ R2, n = 1, 2, . . .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óäàëîñü ïîñòðîèòü ìåòîä

íàõîæäåíèÿ k0(t) è k1(t) ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà O(ε2).

Ëèòåðàòóðà

1. Äóðäèåâ Ä. Ê., Òîòèåâà Æ. Ä. Çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè îäíîìåðíîãî ÿäðà óðàâíåíèÿ

âÿçêîóïðóãîñòè // Ñèá. æóðí. èíäóñòð. ìàòåì.�2013.�Ò. 16, � 2.�Ñ. 72�82.

2. Äóðäèåâ Ä. Ê., Ñà�àðîâ Æ. Ø. Îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè îäíîìåðíîãî ÿäðà

óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè // Ìàò. çàìåòêè.�2015.�Ò. 97, � 6.�

Ñ. 855�867.

3. Ñà�àðîâ Æ. Ø. Îäíîìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè â îãðàíè-

÷åííîé îáëàñòè // Æóðí. Ñðåäíåâîëæ. ìàò. î-âà.�2015.�Ò. 17, � 4.�Ñ. 44�55.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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Î ÏÎÄÊËÀÑÑÀÕ ÇÂÅÇÄÍÛÕ È ÑÏÈ�ÀËÅÎÁ�ÀÇÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈßÕ

Ì. Ä. Ñóëòûãîâ

(�îññèÿ, Ìàãàñ; Èíã�Ó)

Ïóñòü m, n � ïðîèçâîëüíûå �èêñèðîâàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, óäîâëå-

òâîðÿþùèå óñëîâèþ (m,n) ∈ G∗ = G1 ∪G2, ãäå

G1 =

{
(m,n) :

1

2
< m < 1, 1−m > n > m

}
, (1)

G2 = {(m,n) : m 6 1, m− 1 > n > m} , (2)

à òàêæå µ è v � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 0 < µ < 1 è |v| 6 π/2.
Â 1971 ã. ßêóáîâñêèé [1℄ ââåë êëàññ S∗m,M (µ, v) ðåãóëÿðíûõ �óíêöèé

f(z) = z +
∑∞

k=2 akz
k
â åäèíè÷íîì êðóãå E = {z : |z| < 1}, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ ∣∣∣∣∣∣

eivzf ′(z)
f(z) − i sin v − µ cos v

(1− µ) cos v
−m

∣∣∣∣∣∣
< M (3)

äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ E.
Òåîðåìà 1. Àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(z) ∈ S áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó

�óíêöèé S∗(α, β) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣∣

zf ′(z)
f(z) − 1

2β
(
zf ′(z)
f(z) − α

)
−
(
zf ′(z)
f(z) − 1

)

∣∣∣∣∣∣
< 1 (4)

äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ α è β òàêèõ, ÷òî 0 6 α < 1 è 0 < β 6 1.

Òåîðåìà 2. Àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(z) ∈ S áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó

�óíêöèé Sλ(α, ρ, µ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣∣
eiλ zf ′(z)

f(z) − i sinλ

cosλ
− α− ρ

∣∣∣∣∣∣
< ρ (5)

ïðè |λ| < π/2, 0 6 α < 1 è α+ ρ > 1.

Òåîðåìà 3. Èìååò ìåñòî:

S∗(α, β) = S∗M,M(α, 0); M = 1/(2(1 − β)).

Sλ(α, β) = S∗1+M,M (α, λ); M = 2β2/(1 − β2).

M(α, β) = S∗m,M (0, 0); m = (1 + αβ2)/(1− α2β2) è M = (1 + α)β/(1 − α2β2).

Sλ(α, ρ, µ) = S∗M,M(α, λ); M = ρ/(1− α).
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Òåîðåìà 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(z) ∈ S áóäåò

ïðèíàäëåæàòü êëàññó �óíêöèé S∗m,M (µ, v, α, t) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣∣

eivzf ′(z)
f(z) − i sin v − µ cos v

(1− µ) cos v
−m− α− it

∣∣∣∣∣∣
< M, (6)

ãäå m, α, t,M � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî |v| < π/2, −∞ 6 α < 1, µ < 1,
m > 0,5, −∞ < t <∞, M2 = 1 + 2(m+ α−mα)−m2 − α2 − t2 > 0, M > 0.

Òåîðåìà 5. Ôóíêöèÿ f(z) ∈ S∗m,M (µ, v, α, t) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ â E = {z : |z| < 1} �óíêöèÿ ω(z), ω(0) = 0 è

|ω(z)| < 1 òàêàÿ, ÷òî

zf ′(z)
f(z)

=
1 + [e−iv(A+B)(1− µ) cos v −B]ω(z)

1−Bω(z)
, (7)

ãäå A + B > 0, A = [M2 − m2 + m(1 − 2α) + α(1 − α) + it − t2]/M è B =
(m+ α− 1− it)/M .

Ëèòåðàòóðà

1. Jakubowski Z. J. On the 
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÑÈÑÒÅÌÛ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ

ÄËß ÑËÀÁÎ �Î�ÈÇÎÍÒÀËÜÍÎ-ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ Ñ�ÅÄÛ

Æ. Ä. Òîòèåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

�àññìîòðèì ïðè x = (x1, x2, x3) ∈ R3
, t ∈ R, x3 > 0, ñèñòåìó èíòåãðî-äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ρ
∂2ui
∂t2

=
3∑

j=1

∂Tij
∂xj

, i = 1, 2, 3, (1)

ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

ui
∣∣
t<0

≡ 0, (2)

T3j
∣∣
x3=+0

= −δ1jδ(x2)δ
′(t)

2
, j = 1, 2, 3, (3)

ãäå u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) � âåêòîð ñìåùåíèé, δ(·) � äåëüòà-

�óíêöèè Äèðàêà, δ′(·) � ïðîèçâîäíàÿ δ(·); Tij � òåíçîð íàïðÿæåíèé:

Tij(x, t) = σij [u](x, t) +

t∫

0

k(x2, t− τ)σij [u](x, τ) dτ, (4)

σij � íàïðÿæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñîãëàñíî çàêîíó �óêà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

σij [u](x, t) = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ δijλdivu. (5)

Çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ρ = ρ(x3), µ = µ(x3), λ = λ(x3) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè

îäíîé ïåðåìåííîé, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì ρ(x3) > m > 0, µ(x3) > m > 0,
λ(x3) > m > 0, m = const, ïðè÷åì ρ′(+0) = µ′(+0) = λ′(+0) = 0.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè âåêòîð-�óíêöèé u(x, t) èç ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâè-

ÿõ (2), (3).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ÿäðà k(x2, t), t > 0, âõîäÿ-
ùåãî â (1) ïîñðåäñòâîì �îðìóëû (4), åñëè îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(5)

èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ

u1(x2, x3, t)
∣∣
x3=+0

= g(x2, t), t > 0, x2 ∈ R, (6)

g(x2, t) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ k(x2, t) èç êëàññà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

C(R× [0,∞)) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(6), åñëè ñîîòâåòñòâó-

þùåå åé ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3) u(x, t) èç êëàññà îáîáùåííûõ �óíêöèé
D′(R3

+ ×R) óäîâëåòâîðÿåò (6) äëÿ g(x2, t), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó îáîáùåííûõ
�óíêöèé D′(R × [0,∞)).

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå îòíîñèòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé äè-

íàìè÷åñêîé âÿçêîóïðóãîñòè. Âÿçêîóïðóãàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ ñðåäîé ñ ïàìÿòüþ

(ñîñòîÿíèå òàêèõ ñðåä â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè çàâèñèò îò âñåé ïðåäûñòî-

ðèè ïðîöåññà). Èñêîìîé âåëè÷èíîé â ïîñòàâëåííîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ÿäðî èíòå-

ãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ìîäåëèðóþùåãî ÿâëåíèå ïàìÿòè, êîòîðîå èìååò ìåñòî ïðè

ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â âÿçêîóïðóãèõ ñðåäàõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòó [1℄, â êîòîðîé ðàññìîòðåíà îäíà ìîäåëüíàÿ çàäà÷à

îïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî ÿäðà èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñðåäå ñî

ñëàáî ãîðèçîíòàëüíîé íåîäíîðîäíîñòüþ. Â ýòîé ðàáîòå ðàçâèòû ìåòîäû ðåøåíèÿ

îáðàòíûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ [2℄.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî k(x2, t) ñëàáî çàâèñèò îò ãîðèçîíòàëüíîé ïåðåìåííîé x2:

k(x2, t) = k0(t) + εx2k1(t) +O
(
ε2
)
, (7)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ k0(t) è k1(t) ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷è-

íû O(ε2). �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(5) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïå-

íÿì ε:

u(x2, x3, t) =

∞∑

j=0

εjuj(x2, x3, t). (8)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (6) è (8), èìååì

g(x2, t) =

∞∑

j=0

εjgj(x2, t).

Òàê êàê ìåòîä ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåíèå k0(t), k1(t) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâêè

ïîðÿäêà O(ε2), òî â ýòîì ñëó÷àå, ïîäñòàâëÿÿ (8), (7) â (1), ïîëó÷àåì äâå îáðàòíûå
îäíîìåðíûå çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ k0(t), k1(t).

�åçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàç-

ðåøèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.
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Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ

ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

Ø. Ñ. Õóáåæòû

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ñòðîÿòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ I ðîäà, îãðàíè÷åííîãî íà îäíîì êîíöå è íå îãðàíè÷åí-

íîãî íà äðóãîì êîíöå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçóþòñÿ ðÿäû ×åáûøå-

âà [1℄. Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ

ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå I ðîäà

Kϕ0 ≡
1

π

1∫

−1

ϕ0(t)

t− x
dt+

1

π

1∫

−1

K(x, t)ϕ0(t) dt = f(x), (1)

ãäå −1 < x < 1, K(x, t) è f(x) � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè,

ϕ0(t) � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ.

Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé âèäà ϕ0(t) =
√

1+t
1−t ϕ(t), ãäå ϕ(t) � íåïðå-

ðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ ��åëüäåðà H(α) (12 < α 6 1), ò. å. ϕ(t) ∈ H1(α). Y � ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé

y(t) ∈ H(α). Òîãäà óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîì âèäå

K0ϕ ≡ 1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

ϕ(t)

t− x
dt+

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t
K(x, t)ϕ(t) dt = f(x). (2)

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð K(K0) äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàí-

ñòâî Y .
Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû âèäà [2℄

Cn(t) =
cos 2n+1

2 arccos t

cos 1
2 arccos t

, n = 0, 1, 2, . . . , (3)

ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñ âåñîì p(t) =
√

1+t
1−t íà îòðåçêå [−1; 1].

Îíè íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà III ðîäà. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàçëî-

æèòü �óíêöèè ϕ(t), K(x, t) è f(x) â ðÿäû ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà III ðîäà [2℄.

Èìååì

ϕ(t) =

∞∑

k=0

akCk(t),

K(x, t) =
∞∑

i=0

∞∑

l=0

cilCi(x)Cl(t),

f(x) =
∞∑

i=0

diCi(x).

(4)
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Êîý��èöèåíòû ak (k = 0, 1, 2, . . .) � íåèçâåñòíûå, îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû

âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cil =
1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t


 1

π

1∫

−1

√
1 + x

1− x
K(x, t)Ci(x) dx


Cl(t) dt,

di =
1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t
f(t)Ci(t) dt.

(5)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (4) â (2), ïîëó÷àåì

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

1

t− x

( ∞∑

k=0

akCk(t)

)
dt+

+
1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

( ∞∑

i=0

∞∑

l=0

cilCi(x)Cl(t)

) ∞∑

k=0

akCk(t) dt =

∞∑

k=0

diCi(x).

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó îáðàùåíèÿ [2℄

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

Ck(t)

t− x
dt = Sk(x), (6)

ãäå Sk(x) =
sin 2k+1

2n
arccos x

sin 1
2
arccos x

� ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà IV ðîäà, ñâîéñòâà îðòîãî-

íàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ó÷èòûâàÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ ×åáûøåâà,

ïîëó÷àåì

∞∑

k=0

akSk(x) +

∞∑

k=0

ak

∞∑

i=0

cikCi(x) =

∞∑

i=0

diCi(x). (7)

�àçëîæèì åùå Sk(x) (k = 0, 1, 2, . . .) â ðÿä ×åáûøåâà ïî ìíîãî÷ëåíàì Ci(x).
Èìååì

Sk(x) =

∞∑

i=0

bikCi(x), bik =





2, i < k,

1, i = k,

0, i > k.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

∞∑

i=0

( ∞∑

k=0

akbik

)
Ci(x) +

∞∑

i=0

( ∞∑

k=0

akcik

)
Ci(x) =

∞∑

i=0

diCi(x).

Îòñþäà ñëåäóåò

∞∑

k=0

akbik +

∞∑

k=0

akcik = di, i = 0, 1, . . . (8)
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Ñèñòåìà (8) � ýòî áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ a0, a1, a2, . . . Åå ìîæíî ðåøàòü ïðèáëèæåííî, ðàñ-

ñìàòðèâàÿ êîíå÷íóþ ñèñòåìó n óðàâíåíèé:

n∑

k=0

ak(bik + cik) = di, i = 0, 1, . . . , n. (9)

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ak (k = 0, 1, . . . , n) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò
âûðàæàòüñÿ �óíêöèåé

ϕn(t) =

∞∑

k=0

akCk(t). (10)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [3℄.

Òåîðåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îáðàòíûé îïåðàòîð K è �óíêöèè

K(x, t) è f(x) ïðèíàäëåæàò êëàññó Hr(α) (ò. å. èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-

íûå ïîðÿäêà r − 1, à ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà r óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ��åëüäåðà

ñ ïîêàçàòåëåì α (12 < α 6 1)), òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà (8) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣ϕ(t)− ϕn(t)
∣∣ = O

(
lnn

nr+α−β

)
, 0 < β < α, (11)

ãäå ϕ(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), ϕn(t) � åãî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âèäà (10).

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà èùåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)

â âèäå ϕ0(t) =
√

1−t
1+t ϕ(t), ãäå ϕ(t) ∈ H1(α).
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ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎ�Î

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ñ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÌ

ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÎ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎ�Î ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÎÂÀÍÈß

Á. È. Ý�åíäèåâ

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

Â èíòåðâàëå 0 < x < l ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

1∫

0

µ(α)Dα
0x u(x) dα + λu(x) = f(x), (1)

ãäå

Dα
0xu(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

x∫

0

u(t) dt

(x− t)α
, 0 < α < 1,

� îïåðàòîð äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ �èìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α [1℄,

Γ(α) � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà, µ(α), f(x) � çàäàííûå �óíêöèè, λ � çàäàííàÿ

ïîñòîÿííàÿ.

Äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà

β∫

α

aξ(x)D
ξ
0xu(x) dξ

áûë âïåðâûå ââåäåí â ðàáîòå [1℄, à â [2℄ èçó÷åíû åãî ñâîéñòâà.

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíî �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) è èçó-

÷åíû åãî ñâîéñòâà. Íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â ÿâíîì

âèäå. Äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé

çàäà÷è.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎ�Î

�ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ñ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÌÈ

ÓÑËÎÂÈßÌÈ È ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÌ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÌ

Ò. Ê. Þëäàøåâ

(�îññèÿ, Êðàñíîÿðñê; Ñèá�Ó)

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ðåàëü-

íîì ìèðå, ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ñìåøàííûõ, êðàåâûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òåîðèÿ ñìåøàííûõ è êðàåâûõ çàäà÷ â ñè-

ëó åå ïðèêëàäíîé âàæíîñòè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ

ðàçäåëîâ òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòå-

ðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé è ñèíãóëÿðíûå äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàíèöà îáëàñòè ïðîòåêàíèÿ �èçè÷åñêîãî ïðîöåññà

íåäîñòóïíà äëÿ èçìåðåíèé, â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè, äîñòàòî÷-

íîé äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, ìîãóò ñëóæèòü íåëîêàëüíûå óñëî-

âèÿ â èíòåãðàëüíîé �îðìå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíîé êðà-

åâîé çàäà÷è äëÿ ñèíãóëÿðíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òèïà.

Çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè Ω = {(t, x) : 0 < t < T, 0 < x < l} �óíêöèþ

U(t, x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

Utt − λ2Uxx +
k

x
Ux = 0

è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(t, x) ∈ C
(
Ω
)
∩C1

(
Ω ∪ {x = 0} ∪ {x = l}

)
∩ C2(Ω),

U(t, 0) = U(t, l) = 0, 0 6 t 6 T,

T∫

0

U(t, x) dt = ϕ(x),

T∫

0

Ut(t, x)t dt = ψ(x), 0 6 x 6 l,

ãäå T è l � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, k 6= 0 � èçâåñòíàÿ

ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, λ � ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ϕ(x) è
ψ(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, ϕ(0) = ϕ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0,
Ω =

{
(t, x) : 0 6 t 6 T, 0 6 x 6 l

}
.

�àññìîòðåíû âîïðîñû êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ

íåëîêàëüíîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî ñèíãóëÿðíîãî äè��åðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Èñïîëüçîâàí ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, îñíî-

âàííûé íà ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Çäåñü ÷åòêî âûðàæàåòñÿ ðîëü ñïåêòðàëüíîãî
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ïàðàìåòðà â èçó÷åíèè âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé. Âû÷èñëÿ-

þòñÿ çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ ðàçðåøè-

ìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå èõ

ñóùåñòâîâàíèÿ. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è è äîêàçàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé

ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì

ðàáîò [1�3℄.

Ëèòåðàòóðà

1. Þëäàøåâ Ò. Ê. Îá îäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ òðåõìåðíîãî àíàëîãà äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà // Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàò. íàóêè.�2016.�Ò. 158.�

� 3.�Ñ. 424�433.

2. Þëäàøåâ Ò. Ê. Î ðàçðåøèìîñòè îäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ òèïà Áóññèíåñêà // Äè�. óðàâíåíèÿ.�2018.�Ò. 54.�� 10.�Ñ. 1411�1419.

3. Þëäàøåâ Ò. Ê. Îá îäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì // �åîìåòðèÿ è ìå-

õàíèêà. Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ìàò. è åå ïðèë. Òåìàò. îáçîðû. Ò. 145.�Ì.:

ÂÈÍÈÒÈ �ÀÍ, 2018.�Ñ. 95�109.
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Ñåêöèÿ III

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

è àíàëèç äàííûõ



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÎÄÅËÈ ÑÎÖÈÀËÜÍÎÉ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎÑÒÈ

ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ ÑÎÖÈÀËÜÍÛÕ ��ÓÏÏ

Å. Ê. Áàñàåâà (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎ�Ó),

Å. Ñ. Êàìåíåöêèé (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Âíåøíèì ïðîÿâëåíèåì áîðüáû ýëèòíûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ïîëèòè÷åñêèå êðè-

çèñû, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäÿùèå ê ñìåíå âëàñòè. Êàê ïðàâèëî, ïðè÷èíîé

êîí�ëèêòà ýëèòíûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ñîöèîýêîíîìè÷åñêèå �àêòîðû. Â õîäå ïî-

ëèòè÷åñêîé áîðüáû ýëèòíàÿ ãðóïïà, ñòðåìÿùàÿñÿ ê çàõâàòó âëàñòè, ìîæåò èñ-

ïîëüçîâàòü ìàññû äëÿ ó÷àñòèÿ â àêöèÿõ ïðîòåñòà è, âîçìîæíî, âîîðóæåííîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ ñèëàì ïðàâîïîðÿäêà. Âûñîêàÿ âîçáóäèìîñòü íàðîäíûõ ìàññ ÿâ-

ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì áûñòðîãî ðîñòà ñîöèàëüíîé íàïðÿæåííîñòè. Ýòî

â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò êîíòðýëèòå èñïîëüçîâàòü èõ â ñâîèõ ïîëèòè÷åñêèõ

öåëÿõ.

Â ðàáîòå [1℄ ïðèâåäåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåé-

ñòâèå äâóõ ñîöèàëüíûõ ãðóïï ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû äâóõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé. Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîöèàëüíûõ

ãðóïï ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëèòà è íàðîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòîÿíèå ýëèòû íå

çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ �àêòîðàìè: ýêçî-

ãåííûì � ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèåé, è ýíäîãåííûì � íàïðÿæåííîñòüþ íàðîäà.

Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü íàðîäà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà.

Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåííîñòü íàðîäà îïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì, à íàïðÿæåííîñòü ýëèòû � àëãåáðàè÷åñêèì. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-

äåëü, îïèñûâàþùàÿ òàêóþ ñîöèàëüíóþ ñèñòåìó, èìååò âèä:

P1 =
U1

γ
c1
(1− P2) + P 2

2

η1P 2
2 +

(
1− γ

c1
− η1

)
P2 +

γ
c1

, (1)

dP2

dt
=

(
c2η2P1 − γ − c2

P1

1− P1

)
P2 + γU2 + c2

P 2
1

1− P1
. (2)

Çäåñü P1 = P1(t) è P2 = P2(t) � íàïðÿæåííîñòè ýëèòû è íàðîäà ñîîòâåòñòâåííî,

U1 = U1(t) è U2 = U2(t) � �óíêöèè, îïðåäåëÿþùèå âëèÿíèå ýêîíîìè÷åñêîé ñè-

òóàöèè íà ýëèòó è íàðîä (P1, P2, U1, U2 ∈ [0; 1]); γ, ηi ∈ [0, 1], c1 è c2 � ïàðàìåòðû

ìîäåëè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè ðàññìîòðåíû ïðîöåññû â Èíäîíåçèè,

�ðóçèè è íà Óêðàíèíå ïåðåä ñâåðæåíèåì ðåæèìîâ Ñóõàðòî, Øåâàðäíàäçå è

ßíóêîâè÷à ñîîòâåòñòâåííî. Ýêîíîìè÷åñêîå ïîëîæåíèå íàðîäà îöåíèâàëîñü ïî

ÂÂÏ íà äóøó íàñåëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè (2) ïàðàìåòð η2 çàâèñèò

îò ïðåäûñòîðèè ñòðàíû è óâåëè÷èâàåòñÿ â ãîäû, êîãäà â ñòðàíå èìååò ìåñòî

ïîëèòè÷åñêîå íàñèëèå.

Âåðè�èöèðîâàòü ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ìîäåëè äëÿ P2 ìîæíî ñ ïîìîùüþ

òàêèõ èíäèêàòîðû ñîöèàëüíîé íàïðÿæåííîñòè, êàê ÷èñëî óáèéñòâ è ñàìîóáèéñòâ
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íà 100000 ÷åëîâåê. Ñòàòèñòè÷åñêèå èíäèêàòîðû ñîöèàëüíîé íàïðÿæåííîñòè ýëè-

òû íàì íå èçâåñòíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (1).

Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò:

� ñîñòîÿíèå ýëèòû ïåðåä ðåâîëþöèîííûìè ïîòðÿñåíèÿìè õàðàêòåðèçóåòñÿ

âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ η1 è c1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåé âîçáóæ-

äåííîñòè ýëèòû è çàâèñèìîñòüþ âíóòðèýëèòíîé áîðüáû îò íàïðÿæåííîñòè íà-

ðîäíûõ ìàññ;

� ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò ïîñëå ñìåíû ðåæèìà çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ η1, c1 óìåíü-
øàåòñÿ, ò. å. ýëèòà óñïîêàèâàåòñÿ è âíóòðèýëèòíûå ïðîöåññû ïåðåñòàþò çàâèñåòü

îò íàïðÿæåííîñòè íàðîäà.

Ëèòåðàòóðà

1. Áàñàåâà Å. Ê., Êàìåíåöêèé Å. Ñ., Õîñàåâà Ç. Õ.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñîöèàëü-

íîé íàïðÿæåííîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîöèàëüíûõ ãðóïï // Àíàëèç è ìîäåëèðîâàíèå

ìèðîâîé è ñòðàíîâîé äèíàìèêè: ýêîíîìè÷åñêèå è ïîëèòè÷åñêèå ïðîöåññû / Îòâ. ðåä.

Ñ. Þ. Ìàëêîâ, Ë. Å. �ðèíèí.�Ì.: Èçä-âî ¾Ó÷èòåëü¿, 2016.�Ñ. 130�144.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ËÎÊÀËÜÍÎ-ÎÄÍÎÌÅ�ÍÀß ÑÕÅÌÀ ÏÅ�ÂÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÄËß ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Â Ñ�ÅÄÀÕ,

ÎÁËÀÄÀÞÙÈÕ ¾ÏÀÌßÒÜÞ¿

Ç. Â. Áåøòîêîâà

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

1. Ïîñòàíîâêà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

Â öèëèíäðå QT = G × [0, T ], îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé

ïàðàëëåëåïèïåä G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 6 xα 6 lα, α = 1, 2, . . . , p} ñ ãðàíè-
öåé Γ,G = G ∪ Γ, ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u
∣∣
Γ
= 0, 0 6 t 6 T, (2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (3)

ãäå

Lu =

p∑

α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
− 1

p

t∫

0

K(x, t, τ)u(x, τ) dτ,

0 < c0 6 kα(x, t) 6 c1, |K(x, t, τ)| 6 c2, c0, c1, c2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

2. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà

Öåïî÷êà p îäíîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ (1)�(3),

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

y
j+α

p − y
j+α−1

p

τ
= Λαy

j+α
p + ϕ

j+α
p

α , α = 1, 2, . . . , p, (4)

y
j+α

p

∣∣∣
γh,α

= 0, α = 1, 2, . . . , p, (5)

y(x, 0) = u0(x), (6)

Λαy
j+α

p =
(
aαy

j+α
p

x̄α

)
xα

− 1

p

j∑

j′=0

K
(
x1, x2, . . . , xp; tj , tj′

)
y
(
x, t

j′+α
p
)
τ,

aα = kα(x
(−0.5hα), t̄ ), x(−0.5hα) = (x1, . . . , xα−1, xα−0.5hα, xα+1, . . . , xp), t̄ = tj+1/2

,

γh,α � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ ïî íàïðàâëåíèþ xα óçëîâ.

162



Äëÿ ðåøåíèÿ (4)�(6) ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà (4)�(6) óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì

äàííûì è ïðàâîé ÷àñòè, òàê ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4)�(6) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥∥yj′+1
∥∥2
L2(ωh)

+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

∥∥∥y
j′+α

p

x̄α

∥∥∥
2

L2(ωh)
6

6M(t)

(
j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

∥∥∥ϕj′+α
p

∥∥∥
2

L2(ωh)
+
∥∥y0
∥∥2
L2(ωh)

)
,

(7)

ãäå M(t) > 0 íå çàâèñèò îò hα è τ .

�åøåíèå çàäà÷è äëÿ ïîãðåøíîñòè z(α) = zj+α/p
ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

z(α) = υ(α) + η(α), ãäå η(α) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

η(α) − η(α−1)
τ

=
◦
ψα, x ∈ ωh + γα, α = 1, 2, . . . , p,

η(x, 0) = 0.

Ôóíêöèÿ υ(α) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

υ(α) − υ(α−1)
τ

= Λαυ(α) + ψ̃α, x ∈ ωh, α = 1, 2, . . . , p,

υ(α) = −ηα, xα ∈ γh,α, υ(x, 0) = 0, ψ̃α = ψ∗α + Λαη(α).

Äëÿ ñõîäèìîñòè ëîêàëüíî-îäíîìåðíîé ñõåìû (4)�(6) ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (1)�(3) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå â QT ðåøåíèå

u(x, t) è ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå QT ïðîèçâîäíûå

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u

∂x2α∂t
,

∂2f

∂x2α
, α = 1, 2, . . . , p, α 6= β.

Òîãäà ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà (4)�(6) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëü-

íîé çàäà÷è (1)�(3) ñî ñêîðîñòüþ O(|h|2 + τ) òàê, ÷òî
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∥∥
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(
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)
, |h|2 = h21 + h22 + · · ·+ h2p.
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1
=

(
∥∥zj+1

∥∥2
L2(ωh)

+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

∥∥∥z
j+α

p

x̄α

∥∥∥
2

L2(ωh)

)1/2
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ÎÁ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÕ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÏÎËÅÉ

Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ Â ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅËÀÕ

1

È. Â. Áîãà÷åâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íîâûõ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòå-

ðèàëîâ (Ô�Ì) ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ â íèõ ïîëåé ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé

è äå�îðìàöèé (ÏÍÄ) ÿâëÿåòñÿ íîâîé àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îòðàñëüþ ìå-

õàíèêè. Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ê òàêèì ìàòåðèàëàì îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èõ

ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è

ìîãóò çíà÷èòåëüíî èçìåíÿòüñÿ ïî îáúåìó òåë. Îòìåòèì ïîäêëàññ Ô�Ì, îáëàäà-

þùèõ ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíû ïðîöåññû ïîëçó÷å-

ñòè è ðåëàêñàöèè, ïðîòåêàþùèå â ïðîöåññå èõ ýêñïëóàòàöèè. Òàê, ïðè èçãîòîâëå-

íèè âÿçêîóïðóãèõ ïîëèìåðíûõ êîìïîçèòîâ èñïîëüçóåòñÿ òåõíîëîãèÿ àâòîêëàâà

ñ ïîñëåäóþùèì îòâåðäåâàíèåì ïîëó÷åííîãî ìàòåðèàëà, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü

ïîÿâëåíèÿ ìèêðîäå�åêòîâ, òðåùèí è îòñëîåíèé â êîìïîçèòå. Íî òàêàÿ òåõíîëî-

ãèÿ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé, êîòîðûå

ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòà. Ýòè �àêòî-

ðû âûçûâàþò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè íåðàçðóøàþùèõ ìåòîäèê îïðåäåëåíèÿ

óðîâíÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ ÏÍÄÑ ïî îáúåìó èçäåëèÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùåé ëèíåàðèçîâàííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è î äâèæåíèè

ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî óïðóãîãî àíèçîòðîïíîãî òåëà â

äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ

íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî òåëà ñ ó÷åòîì

ðåîëîãèè, çàïèñàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé è ïðèíöè-

ïà ñîîòâåòñòâèÿ. Íà åå îñíîâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíîé

âÿçêîóïðóãîé òðóáû â ñëó÷àå ïëîñêîé äå�îðìàöèè è ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ÏÍÄÑ

è ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà çàâèñÿò îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. Ïðîâåäåí ñðàâíè-

òåëüíûé àíàëèç âëèÿíèÿ �àêòîðîâ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è îñòàòî÷íûõ

äå�îðìàöèé íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ). Àíàëèç ïîêàçàë

ñóùåñòâåííî áîëåå çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà À×Õ îñòàòî÷íûõ äå�îðìàöèé, ÷åì

ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

èíòåðåñ âûçûâàåò èññëåäîâàíèå çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì òîëüêî

�óíêöèè îñòàòî÷íîé äå�îðìàöèè. Ñ�îðìóëèðîâàíà è ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà-

÷à èäåíòè�èêàöèè óðîâíÿ è âèäà îñòàòî÷íîé äå�îðìàöèè â òðóáå íà îñíîâå

äàííûõ îá À×Õ â îêðåñòíîñòè åå ìàêñèìóìîâ. Ââèäó ñóùåñòâåííîé íåëèíåé-

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò � 18-

71-10045.
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íîñòè ñ�îðìóëèðîâàííîé çàäà÷è áûëà ïîñòðîåíà èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ

íà îñíîâå ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè è ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-

ìà 1-ãî ðîäà ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðèçàöèîííûõ ìåòîäîâ. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàëè÷èå îñòàòî÷íûõ äå�îðìà-

öèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êàê óïðóãîãî èëè ïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, òàê

è êîãäà äå�îðìàöèè ìîãëè âîçíèêíóòü â ðåçóëüòàòå òåðìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ

è çàêîíû èõ èçìåíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè.
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òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈß �ÀÇÎÎÁ�ÀÇÍÛÕ

ÇÀ��ßÇÍßÞÙÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂ Â ÏÅØÅÕÎÄÍÎÉ ÇÎÍÅ ÓËÈÖÛ

Ñ ÄÎÌÀÌÈ �ÀÇÍÎÉ ÂÛÑÎÒÛ

Ì. Â. Âîëèê

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Âëàäèêàâêàçñêèé �èëèàë ÔÓ, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îöåíêà êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ (ÇÂ) â âîç-

äóõå âíå ïîìåùåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ ýêîëîãè÷åñêèõ çàäà÷. Âû-

áðîñû ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé, àâòîìîáèëåé è ïîæàðîâ íåãàòèâíûì îáðà-

çîì ñêàçûâàþòñÿ íà ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè ãîðîäîâ, çäîðîâüå ëþäåé, êëèìà-

òå è ò. ä. �åøåíèåì ýòèõ àêòóàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïåðåíîñà

âðåäíûõ ïðèìåñåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

è ñîâðåìåííûõ öè�ðîâûõ òåõíîëîãèé, ïîçâîëÿþùèõ ñîêðàòèòü íå òîëüêî âðå-

ìåííûå, íî è ìàòåðèàëüíûå çàòðàòû [1�3℄.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ãàçîîáðàçíûõ ÇÂ, ïîñòóïà-

þùèõ ñ îêðàèíû ãîðîäà èëè îò àâòîòðàíñïîðòà, íà óðîâíå ïåøåõîäîâ âíóò-

ðè óëèöû ñ äîìàìè ðàçíîé âûñîòû. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ

âîçäóõà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàçîîáðàçíûõ ÇÂ ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíî

ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïàêåòà OpenFoam è óäàëåííîãî äîñòóïà ê ñóïåðêîìïüþòå-

ðó Web-ëàáîðàòîðèè UniHUB (www.unihub.ru) ïî ïðîãðàììå ¾Óíèâåðñèòåòñêèé

êëàñòåð¿ (www.uni
luster.ru). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

èñïîëüçîâàëñÿ ñòàíäàðòíûé ðåøàòåëü pimpleFoam äëÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ

æèäêîñòè è ñîáñòâåííûé ðåøàòåëü myPimpleFoam, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü â

áåçðàçìåðíîì âèäå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÇÂ [4�6℄. Âû÷èñ-

ëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå äëÿ èíòåðâàëà

âðåìåíè îò 0 äî 2000 ñåê. ñ øàãîì 0.001 ñåê. Èñïîëüçîâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ðàñ-

÷åòíàÿ ñåòêà â ïðÿìîóãîëüíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñ øàãîì ïî ïðîñòðàíñòâó 1ì.

Èññëåäîâàëèñü âàðèàíòû, êîãäà äîì ìåíüøåé âûñîòû ðàñïîëîæåí íà íàâåòðåí-

íîé èëè ïîäâåòðåííîé ñòîðîíå óëèöû.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíî, ÷òî îáðàçîâàâøèåñÿ âèõðåâûå ñòðóêòóðû â

ðàçíûõ êîí�èãóðàöèÿõ óëèöû îêàçûâàþò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàñïðîñòðà-

íåíèå çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ è èõ íàêîïëåíèå â ïåøåõîäíîé çîíå (íà íàâåòðåí-

íîé èëè ïîäâåòðåííîé ñòîðîíå). �àñïîëîæåíèå áîëåå âûñîêîãî äîìà íà ïîäâåò-

ðåííîé ñòîðîíå óëèöû ïðèâîäèò ê ýêðàíèðîâàíèþ îò ïîñòóïàþùèõ ñ îêðàèíû

ãîðîäà ÇÂ. Îäíàêî, ìàêñèìàëüíîå ïðîâåòðèâàíèå îò àíòðîïîãåííûõ âûáðîñîâ

àâòîòðàíñïîðòà íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ áîëåå âûñîêîãî äîìà íà

íàâåòðåííîé ñòîðîíå. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ÇÂ íà óðîâíå ïåøåõîäîâ îáóñëîâëå-

íî ñêîðîñòüþ è íàïðàâëåíèåì òå÷åíèÿ âîçäóõà âíóòðè óëèöû.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÒÅÏËÎÂÛÕ

È ÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈÎÍÍÛÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂ Â ÌÈÊ�ÎÒÅ×ÅÍÈßÕ

ÝËÅÊÒ�ÎËÈÒÀ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÂÍÅØÍÅ�Î

ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËß

1

�. Ñ. �àí÷åíêî (�îññèÿ, Êðàñíîäàð; ËÝ�ÌèÍ),

Í. Þ. �àí÷åíêî (�îññèÿ, Êðàñíîäàð; Êóá�Ó)

Èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ý��åêòîâ â æèäêîñòÿõ íà÷àëîñü äîâîëüíî äàâ-

íî, åùå ñî âðåìåí ðàáîò �åëüìãîëüöà [1℄, òåì íå ìåíåå íà ïðàêòèêå îòêðûòûå

ÿâëåíèÿ äîëãîå âðåìÿ áûëè íå âîñòðåáîâàíû è òîëüêî â ïîñëåäíåå âðåìÿ íà-

÷àëè âíåäðÿòüñÿ â ðåàëüíûå óñòðîéñòâà. Ýòî ñâÿçàíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ òåì,

÷òî ýëåêòðè÷åñêèå �åíîìåíû â æèäêîñòÿõ, êàê ïðàâèëî, îñíîâàíû íà ïðîöåññàõ,

ïðîèñõîäÿùèõ â òîíêèõ (ïîðÿäêà 10 íì) äâîéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ñëîÿõ, è òàêèå

�åíîìåíû åäâà ëè ñïîñîáíû çíà÷èìî ïîâëèÿòü íà ïîâåäåíèå â áîëüøîì îáúå-

ìå ýëåêòðîëèòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ìèêðîìàñøòàáàõ ïîâåðõíîñòíûå ý��åêòû

íà÷èíàþò èãðàòü ïåðâîñòåïåííóþ ðîëü, è èìåííî â ìèêðîêàíàëàõ îíè íàõîäÿò

îñîáåííî èíòåðåñíûå ïðèìåíåíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ æèäêîñòÿìè. Ýëåêòðî�èçè-

÷åñêèå ïðîöåññû â æèäêîñòÿõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ

ëàáîðàòîðèé íà ÷èïå, ãäå â ìèêðîêàíàëàõ áóäåò ïðîèñõîäèòü óïðàâëåíèå (òðàíñ-

ïîðò, ïåðåìåøèâàíèå, ðàçäåëåíèå) æèäêîñòåé ñ ïîìîùüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ êðàéíå âàæíî, òàê êàê ïîç-

âîëÿåò íå òîëüêî èçáåæàòü äîðîãîñòîÿùèõ ýêñïåðèìåíòîâ, íî è ñïîñîáñòâóåò îò-

êðûòèþ íîâûõ ý��åêòîâ, òàêèõ êàê ýëåêòðîêîíâåêòèâíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü [2℄,

êîòîðàÿ áûëà ñíà÷àëà ïðåäñêàçàíà òåîðåòè÷åñêè è òîëüêî ïîòîì áûëà îáíà-

ðóæåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî. Äàííûé äîêëàä ïîñâÿùåí ìîäåëèðîâàíèþ ãðàâèòà-

öèîííûõ ý��åêòîâ è èõ âëèÿíèþ íà ïîâåäåíèå ýëåêòðîëèòà â ðàñïîëîæåííîì

ãîðèçîíòàëüíî îòíîñèòåëüíî ñèëû òÿæåñòè ìèêðîçàçîðå ìåæäó äâóìÿ èîíîñå-

ëåêòèâíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïðè íàëè÷èè ðàçíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ

ìåæäó íèìè. Ýëåêòðîëèò ìîäåëèðóåòñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé æèäêîé �àçîé ïðè íà-

ëè÷èè â íåé èîíîâ ðàñòâîðåííûõ â íåé ñîëåé, êîòîðûå è ñîçäàþò ýëåêòðè÷åñêèé

òîê ÷åðåç æèäêîñòü. Ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå òðàíñïîðòà èîíîâ â æèäêîñòè ïîä

äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èõ äè��óçèè è êîíâåêöèè. Æèäêàÿ

�àçà ìîäåëèðóåòñÿ êàê âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü â ïðèáëèæåíèè Ñòîêñà

ñ äîáàâëåíèåì ñèëîâîãî ñëàãàåìîãî, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèëå Êóëîíà è çàêëþ÷à-

þùåãîñÿ â òîì, ÷òî ïîòîê èîíîâ óâëåêàåò çà ñîáîé æèäêîñòü. Ïîä èîíîñåëåê-

òèâíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïîíèìàþò òàêèå ãðàíèöû, êîòîðûå ïðîïóñêàþò òîëüêî

îäèí òèï èîíîâ (ïîëîæèòåëüíûå èëè îòðèöàòåëüíûå). Â êà÷åñòâå òàêèõ ïîâåðõ-

íîñòåé ìîãóò âûñòóïàòü èîíîîáìåííûå ìåìáðàíû, êîòîðûå õàðàêòåðíû òåì, ÷òî

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëü-

íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêòû �� 18-58-15004-ÍÖÍÈ_à, 19-48-233009-ð_ìîë_à, 19-48-233010-

ð_ìîë_à, 18-38-00611-ìîë_à, è Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ÌÊ-

5302.2018.1).
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îêîëî íèõ ñêàïëèâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøèé çàðÿä, ÷åì îêîëî îáû÷íûõ çà-

ðÿæåííûõ ÷àñòèö, ÷òî óñèëèâàåò äåéñòâèå ýëåêòðîêèíåòè÷åñêèõ ý��åêòîâ [3℄.

Â ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ Äæîóëåâ íàãðåâ ýëåêòðîëèòà, êîòîðûé âëèÿåò íà ïëîò-

íîñòü ýëåêòðîëèòà, â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà. Ïëîòíîñòü ýëåêòðîëèòà òàêæå

çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè ñîëè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ êàíàëà, ÷òî ìû è íàçûâàåì

êîíöåíòðàöèîííûìè ý��åêòàìè.

Íàøè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ó÷åò òàêèõ ý��åêòîâ íå òîëüêî êîëè÷å-

ñòâåííî âëèÿåò íà õàðàêòåðèñòèêè ìèêðîòå÷åíèÿ, íî è ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-

íèþ íîâîãî âèäà òåïëîâîé íåóñòîé÷èâîñòè [4, 5℄, êîòîðàÿ êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ

îò íåóñòîé÷èâîñòè �ýëåÿ � Áåíàðà. Â òî æå âðåìÿ â ñèñòåìå âîçíèêàåò êîíâåê-

òèâíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, êîãäà áîëåå êîíöåíòðèðîâàííûé ýëåêòðîëèò çàíèìàåò

ïîëîæåíèå îêîëî âåðõíåé ãðàíèöû. Èíòåðåñíûì îêàçàëñÿ �àêò, ÷òî ìåæäó òåï-

ëîâîé è êîíöåíòðàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòÿìè ïðîèñõîäèò êîíêóðåíöèÿ, òàê êàê

äëÿ íèõ íåóñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíû îòíîñèòåëüíî ñèëû òÿæåñòè:

ïðè ïîâîðîòå çàçîðà íà 180 ãðàäóñîâ äåñòàáèëèçèðóþùèé è ñòàáèëèçèðóþùèé

�àêòîðû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÎÂ ÄÈÔÔÓÇÈÈ

Â ÏÎËÅ ÑÈËÛ ÒßÆÅÑÒÈ

Í. Ô. Äèìèòðèåâà

(Óêðàèíà, Êèåâ; È�Ì ÍÀÍÓ, ÊÏÈ)

Â íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè ÷àñòèöû ïðèìåñè ïåðåìåùàþòñÿ ïî âåðòèêàëè ïîä

äåéñòâèåì ñèë ïëàâó÷åñòè è �îðìèðóþò óñòîé÷èâóþ ñòðàòè�èêàöèþ. Èçìåíå-

íèÿ ïëîòíîñòè îáû÷íî ìàëû, îäíàêî èõ ãðàäèåíòû ìîãóò áûòü áîëüøèìè, ÷òî

îêàçûâàåò çàìåòíîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó ïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ.

Â ñèëó ñëîæíîñòè èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ è îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ

îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ àíàëèçà òàêèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ñòà-

íîâèòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ïîç-

âîëÿþò èññëåäîâàòü õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ â ïîëíîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå è

åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî, ó÷åò ìíîãîìàñøòàáíîñòè ïðîöåññîâ ïðåäú-

ÿâëÿåò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê âû÷èñëèòåëüíûì ðåñóðñàì è ìåòîäàì ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè èññëåäóåìûõ òå÷åíèé ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ

çâóêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàííûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îñíîâàíà íà ñèñòå-

ìå áàëàíñíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåîäíîðîäíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé

æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà, ïðåíåáðåãàÿ ý��åêòàìè ñæèìàåìîñòè:

∂v

∂t
+ (v∇)v = − 1

ρ00
∇P + ν∆v− sg, divv = 0,

∂s

∂t
+ v∇s = κS∆s+

vz
Λ
, ρ = ρ00(exp(−z/Λ) + s),

vx|x,z→∞ = U, vz|x,z→∞ = 0, s|x,z→∞ = 0, v|Σ = 0,

∂S

∂n

∣∣∣∣
Σ

=
∂s

∂n

∣∣∣∣
Σ

+
1

Λ

∂z

∂n
= 0.

Çäåñü S = S0(z) + s(x, z, t) � îáùàÿ ñîëåíîñòü, âêëþ÷àÿ êîý��èöèåíò ñîëå-

âîãî ñæàòèÿ, s � âîçìóùåíèå ñîëåíîñòè, S0 è ρ0 � ñîëåíîñòü è ïëîòíîñòü ñîîò-

âåòñòâåííî íà íóëåâîì óðîâíå (ãîðèçîíòå íåéòðàëüíîé ïëàâó÷åñòè), v � âåêòîð

ñêîðîñòè, U � ñêîðîñòü âíåøíåãî ïîòîêà, P � äàâëåíèå, ν è κS � ïîñòîÿí-

íûå êîý��èöèåíòû êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè è äè��óçèè ñîëè ñîîòâåòñòâåííî,

t � âðåìÿ, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ∇, ∆ � îïåðàòîðû �àìèëüòî-

íà è Ëàïëàñà ñîîòâåòñòâåííî, Λ = (d ln ρ/dy)−1 è N =
√
g/Λ � ìàñøòàá è

÷àñòîòà ïëàâó÷åñòè ñîîòâåòñòâåííî, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè òå-

ëà Σ. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è îáòåêàíèÿ òåëà âíåøíèì ïîòîêîì

èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå ðàññ÷èòàííûå ïîëÿ �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ òå÷åíèÿ, èí-

äóöèðîâàííîãî äè��óçèåé, íà íåïîäâèæíîì êëèíå [1℄.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðåàëèçîâàíî â âû÷èñëèòåëü-

íîì ïàêåòå ñ îòêðûòûì èñõîäíûì êîäîì OpenFOAM. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà
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îñíîâàíà íà ñòàíäàðòíîé ÷èñëåííîé ìîäåëè i
oFoam, êîòîðàÿ äîïîëíÿåò ñòàí-

äàðòíûå êîäû ïàêåòà ïðîãðàììíûìè ìîäóëÿìè, ó÷èòûâàþùèìè ý��åêòû ñòðà-

òè�èêàöèè è äè��óçèè [2℄. �àñ÷åòíàÿ ñåòêà ïîçâîëÿåò ðàçðåøàòü ñàìûå òîí-

êèå ýëåìåíòû ïîòîêà â âûñîêîãðàäèåíòíûõ îáëàñòÿõ ïîòîêà, îñîáåííî âáëè-

çè ïîâåðõíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ. Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â âåá-

ëàáîðàòîðèè UniHUB (www.unihub.ru).

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû îáòåêàíèÿ êëèíà ïî-

òîêîì ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îáòåêàíèÿ ñòðà-

òè�èöèðîâàííîé æèäêîñòüþ îò îäíîðîäíîé íàáëþäàåòñÿ â ïîëå îïåðåæàþùèõ

âîçìóùåíèé (ðèñ. 1 (à)). Óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðîïîðöè-

îíàëüíîìó óâåëè÷åíèþ äëèíû ïðèñîåäèíåííîé âíóòðåííåé âîëíû. Ïðè áîëü-

øèõ ñêîðîñòÿõ îáòåêàíèÿ, ïðåâûøàþùèõ õàðàêòåðíûå ñêîðîñòè èíäóöèðîâàí-

íûõ äè��óçèåé òå÷åíèé, ý��åêòû ñòðàòè�èêàöèè ïðîÿâëÿþòñÿ â ìåíüøåé ñòå-

ïåíè. Ïðè ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ U > 1 ñì/ñ â ñëåäå çà êëèíîì �îðìèðóþòñÿ

âèõðåâûå âîçìóùåíèÿ (ðèñ. 1 (á)). Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà âíóòðåííèõ ïðèñîåäè-

íåííûõ âîëí è âèõðåâîãî ñëåäà �îðìèðóþòñÿ âûñîêîãðàäèåíòíûå îáëàñòè [3℄.

�èñ. 1. Ïîëå çàâèõðåííîñòè: (à) U = 0.1 ñì/ñ; (á) U = 10 ñì/ñ.
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Î ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-��ÀÄÈÅÍÒÍÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�À

1

Â. Â. Äóäàðåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ; �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ),

�. Ì. Ìíóõèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé ïîçâîëÿþò ñîçäà-

âàòü �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû ñ ïåðåìåííûìè ñâîéñòâàìè, êîòî-

ðûå èçìåíÿþòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Òàêèå ìàòåðèàëû èñïîëü-

çóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ: ìåäèöèíå (ñîçäàíèå èíäèâèäóàëüíûõ èìïëàí-

òîâ), àýðîêîñìè÷åñêîé è òÿæåëîé ïðîìûøëåííîñÿõ (ïîêðûòèÿ ÷àñòåé ëåòàëü-

íûõ àïïàðàòîâ è îòäåëüíûå ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû). Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî

�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ � ñóùåñòâåííîå ñíèæåíèå âåðîÿòíî-

ñòè ïîÿâëåíèÿ òðåùèí èëè îòñëîåíèé.

Â ðàáîòå íà îñíîâå îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è î äâèæåíèè íåîäíîðîäíîãî

óïðóãîãî èçîòðîïíîãî òåëà [1℄ ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëå-

áàíèÿõ ïîëîãî öèëèíäðà ñ ïåðåìåííûìè ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå ìàòåðèàëü-

íûìè ñâîéñòâàìè (ïàðàìåòðû Ëàìå è ïëîòíîñòü). Òîðöåâûå ïîâåðõíîñòè íàõî-

äÿòñÿ â ñîñòîÿíèè ñêîëüçÿùèõ çàäåëîê. Â ïåðâîé çàäà÷å êîëåáàíèÿ âûçâàíû

ïåðèîäè÷åñêîé íîðìàëüíîé íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé íà âíåøíåé áîêîâîé ïî-

âåðõíîñòè è èçìåíÿþùåéñÿ âäîëü ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû ïî ÷åòíîìó çàêîíó.

Âî âòîðîé çàäà÷å íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðèëîæåíà êàñàòåëüíàÿ íàãðóçêà, íà-

ïðàâëåííàÿ âäîëü îáðàçóþùåé öèëèíäðà è èçìåíÿþùàÿñÿ ïî íå÷åòíîìó çàêîíó.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ðåøåíèå îáåèõ çàäà÷ ñâåäåíî ê ÷èñ-

ëåííîìó ðåøåíèþ íàáîðà íåçàâèñèìûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè. �åøåíèå êàæäîé ñèñòåìû

îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðèñòðåëêè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ

çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ Ëàìå íà çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùå-

íèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé, àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè. Àíàëèç ïî-

ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë çíà÷èìîñòü ó÷åòà ïåðåìåííûõ ñâîéñòâ äëÿ íåîä-

íîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðâîé îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè

çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñâîéñòâ ñ�îðìóëèðîâàíà ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà çà-

äà÷è. Íà åå îñíîâå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ñîîò-

íîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå íåèçâåñòíûå �óíêöèè ïîïðàâîê è äàííûå îá àìïëèòóäíî-

÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå, èçìåðåííîé â îáëàñòè íàãðóæåíèÿ. �åøåíèå âòîðîé

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò � 18-

71-10045.
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îáðàòíîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ Ëàìå ïî äàí-

íûì î çíà÷åíèÿõ êîìïîíåíò âåêòîðà ñìåùåíèÿ, èçìåðåííûõ âíóòðè öèëèíäðà,

îñíîâàíî íà îáðàùåíèè äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ êàæäîé èç çàäà÷

îñâåùåíû àñïåêòû íàèáîëåå òî÷íîé ïðîöåäóðû ðåêîíñòðóêöèè.

Ëèòåðàòóðà

1. Êàëèí÷óê Â. Â., Áåëÿíêîâà Ò. È. Äèíàìèêà ïîâåðõíîñòè íåîäíîðîäíûõ ñðåä.�Ì.: Ôèç-

ìàòëèò, 2009.�316 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÈÇÓ×ÅÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ �ÈÄ�ÎÔÈÇÈÊÈ Â �ÅËÅÍÄÆÈÊÑÊÎÉ

ÁÓÕÒÅ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß

1

À. È. Çàáàëóåâà (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),

Â. Í. Ëèòâèíîâ (�îññèÿ, Çåðíîãðàä; À×ÈÈ),

À. Â. Íèêèòèíà (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Òàãàíðîã, ÍÈÖ ÑÝ è ÍÊ),

À. À. Ôèëèíà (�îññèÿ, Òàãàíðîã; ÍÈÖ ÑÝ è ÍÊ),

À. Å. ×èñòÿêîâ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ)

Ôóíêöèîíèðîâàíèå �åëåíäæèêà êàê ïðèìîðñêîãî êóðîðòà íåâîçìîæíî áåç

èñïîëüçîâàíèÿ åãî ïðèðîäíîãî ïîòåíöèàëà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî óíèêàëüíûé ïðè-

ðîäíûé êîìïëåêñ íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ðÿäà àíòðîïîãåííûõ �àêòîðîâ,

çíà÷èòåëüíî óõóäøàþùèõ ýêîëîãè÷åñêóþ îáñòàíîâêó. Ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäå-

ëèðîâàíèåì ïðîöåññîâ ãèäðî�èçèêè è áèîëîãè÷åñêîé êèíåòèêè �åëåíäæèêñêîé

áóõòû çàíèìàëèñü Ä. À. Íèêè�îðîâ, Í. Ì. Ïðèâàëîâà, À. È. Ñóõèíîâ è äð.

Â êà÷åñòâå âõîäíîé èí�îðìàöèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðî�èçè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ �åëåíäæèêñêîé áóõòû èñïîëüçîâàëàñü êàðòà ãëóáèí (ðèñ. 1).

�èñ. 1. Áàòèìåòðè÷åñêàÿ êàðòà �åëåíäæèêñêîé áóõòû.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò

� 17-11-01286.
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Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè ãèäðî�èçèêè �åëåíäæèêñêîé áóõòû ÿâëÿþòñÿ [1℄:

� óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (Íàâüå � Ñòîêñà):

u′t + uu′x + vu′y + wu′z =

= −1

ρ
p′x +

(
µu′x

)′
x
+
(
µu′y

)′
y
+
(
νu′z
)′
z
+ 2Ω(v sin θ − w cos θ),

v′t + uv′x + vv′y + wv′z = −1

ρ
p′y +

(
µv′x
)′
x
+
(
µv′y
)′
y
+
(
νv′z
)′
z
− 2Ωu sin θ,

w′t + uw′x + vw′y + ww′z =

= −1

ρ
p′z +

(
µw′x

)′
x
+
(
µw′y

)′
y
+
(
νw′z

)′
z
+ 2Ωu cos θ + g

(
ρ0
ρ

− 1

)
;

(1)

� óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

ρ′t + (ρu)′x + (ρv)′y + (ρw)′z = 0, (2)

ãäå u = {u, v, w} � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè; p � ïðåâûøåíèå äàâëåíèÿ íàä

ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì íåâîçìóùåííîé æèäêîñòè; ρ � ïëîòíîñòü; Ω � óã-

ëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ çåìëè; θ � óãîë ìåæäó âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè è

âåðòèêàëüþ; µ, ν � ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå êîý��èöè-

åíòà òóðáóëåíòíîãî îáìåíà.

Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (1), (2) äîáàâèì óðàâíåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû è ñîëåíî-

ñòè [2℄ è ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

� íà âõîäå (óñòüÿ ðåêè Ñó-Àðàí è ðó÷üåâ, ñòåêàþùèõ ñ Ìàðêîòõñêîãî õðåáòà):

u = u0, p
′
n = 0;

� áîêîâàÿ ãðàíèöà (áåðåã è äíî): ρvµu
′
n

= −τ , u
n

= 0, p′n = 0;
� âåðõíÿÿ ãðàíèöà: ρµ(uτ )

′
n

= −τ , w = −ω − p′t/ρg, p
′
n = 0;

� íà âûõîäå (âîäîîáìåí ñ ×åðíûì ìîðåì) p′n = 0, u′
n

= 0,
ãäå τ = {τx, τy} � âåêòîð òàíãåíöèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (çàêîí Âàí-Äîðíà); n �

âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, îïèñûâàþùåé ãðàíèöó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè; ρv �
ïëîòíîñòü âçâåñè.

Âåêòîð òàíãåíöèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè áóäåì ðàñ-

ñ÷èòûâàòü ïî �îðìóëå

τ = ρaCds |w|w,
ãäå w � âåêòîð ñêîðîñòè âåòðà îòíîñèòåëüíî âîäû, ρa � ïëîòíîñòü àòìîñ�å-

ðû, Cds � áåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, êîòîðûé

çàâèñèò îò ñêîðîñòè âåòðà; äëÿ äíà ñ ó÷åòîì äâèæåíèÿ âîäû τ = ρCdb |u|u,
Cdb = gk2/h1/3, ãäå k � ãðóïïîâîé êîý��èöèåíò øåðîõîâàòîñòè â �îðìóëå

Ìýííèíãà; h [ì℄ � ãëóáèíà àêâàòîðèè.

Äîñòîâåðíîñòü ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè îáóñëàâëèâàåòñÿ ó÷åòîì îïðåäåëÿþ-

ùèõ �èçè÷åñêèõ �àêòîðîâ (òóðáóëåíòíûé îáìåí, ñëîæíàÿ ãåîìåòðèÿ äíà è áå-

ðåãîâîé ëèíèè, èñïàðåíèå è ïð.). Òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ èñïîëü-

çîâàíèåì ïîäðîáíûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê, ó÷èòûâàþùèõ ÷àñòè÷íóþ çàïîëíåííîñòü

ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê, à òàêæå îòñóòñòâèåì íåêîíñåðâàòèâíûõ äèññèïàòèâíûõ ñëàãà-

åìûõ è íå�èçè÷íûõ èñòî÷íèêîâ (ñòîêîâ) [3℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÓÑËÎÂÈß �ËÎÁÀËÜÍÎÉ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈ �ÅØÅÍÈÉ Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÑÏËÎØÍÎÉ ÑÎÖÈÀËÜÍÎÉ ÑÒ�ÀÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

À. Â. Êàçàðíèêîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

�àññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñïëîøíîé ñîöèàëüíîé ñòðàòè�èêàöèè [1, 2℄

∂P

∂t
= U(x, t)− γP + µ(x)P 2 +

∂

∂x

(
C(x) k(P )

∂P

∂x

)
, (1)

ãäå P = P (x, t) ∈ [0, 1) � ïîêàçàòåëü ñîöèàëüíîé íàïðÿæåííîñòè [3℄, x ∈ (0, 1) �
ïåðåìåííàÿ ñòðàòè�èêàöèè, µ(x) � �óíêöèÿ ñàìîâîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû, k(P ) �
êîý��èöèåíò íåëèíåéíîé ïåðåäà÷è íàïðÿæåííîñòè, U(x, t) � âíåøíåå âîçäåé-

ñòâèå, C(x) � ñòðàòè�èêàöèîííàÿ ïåðåäà÷à íàïðÿæåííîñòè, γ > 0 � êîý��è-

öèåíò óñïîêîåíèÿ ñèñòåìû, t > 0 � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

�óíêöèÿ k(P ) èìååò âèä

k(P ) =
P

1− P
,

è íà ãðàíèöå îòðåçêà (0, 1) çàäàíû îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà

∂P

∂x

∣∣∣∣
x=0,1

= 0. (2)

Ïîëîæèâ â (1) U ≡ U0 > 0, C ≡ C0 > 0 è µ ≡ µ0 > 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂P

∂t
= U0 − γP + µ0P

2 + C0
∂

∂x

(
k(P )

∂P

∂x

)
. (3)

Áóäåì ñ÷èòàòü êîý��èöèåíòû γ, µ0 è C0 �èêñèðîâàííûìè, à U0 � èçìåíÿ-

þùèìñÿ óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ãëîáàëüíîé

îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùå-

ãî ïàðàìåòðà U0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U0 6
γ2

4µ0
. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà ïðîñòðàíñòâåííî-

îäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3)

P 1
0 =

γ +
√
γ2 − 4µ0U0

2µ0
, P 2

0 =
γ −

√
γ2 − 4µ0U0

2µ0
.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [4, 5℄,

â ðàáîòå äîêàçàíû ñëåäóþøèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü U 6 U0 è P (x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (2)�(3), ïðè÷åì 0 6 P (x, 0) < P 1
0 . Òîãäà P (x, t) → P 2

0 ïðè t→ +∞.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü U 6 U0 è P (x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (2)�(3), ïðè÷åì P (x, 0) > P 1
0 . Òîãäà íàéäåòñÿ t

∗ > 0 òàêîå, ÷òî P (x, t) → +∞
ïðè t→ t∗.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü U 6 U0 è P (x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (2)�(3), ïðè÷åì H0 =
∫ 1
0 P (x, 0)dx > P 1

0 . Òîãäà íàéäåòñÿ t∗ > 0 òàêîå, ÷òî

P (x, t) → +∞ ïðè t→ t∗.

Ïóñòü U > U0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü U > U0 è P (x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (2)�(3). Òîãäà íàéäåòñÿ t∗ > 0 òàêîå, ÷òî P (x, t) → +∞ ïðè t→ t∗.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óðàâíåíèè (3) îòñóòñòâóåò âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñè-

ñòåìó, ò. å. U0 = 0. Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ T0(x, φ0) ïî �îðìóëå

T0(x, φ0) =





A cos2(B(x− φ0)), |B(x− φ0)| 6
π

2
,

0, |B(x− φ0)| >
π

2
,

ãäå A = 4γ
3α , B =

√
α

2
√
2C0

, φ0 ∈ (0, 1) � �èêñèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ôóíê-

öèÿ T0(x, φ0) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ñòðàòè�èêàöè-

îííîé ëîêàëèçàöèè íàïðÿæåííîñòè. Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü U0 = 0 è P (x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (2)�(3), ïðè÷åì C0 6 Ccr = α
8π2 è P (x, 0) < T0(x,φ0)

1+T0(x,φ0)
. Òîãäà T (x, t) → 0 ïðè

t→ +∞.
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ Â ÌÎÄÅËßÕ

ÑÎ�ËÀÑÎÂÀÍÈß ×ÀÑÒÍÛÕ È ÎÁÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÈÍÒÅ�ÅÑÎÂ

Ý. Â. Êîðàáëèíà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â ñîâðåìåííîì ìèðå â ëþáîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ â òîé èëè èíîé �îðìå âîç-

íèêàåò çàäà÷à ñîãëàñîâàíèÿ ÷àñòíûõ è îáùåñòâåííûõ èíòåðåñîâ. Êàæäàÿ ñèñòå-

ìà óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èåðàðõè÷åñêîé, ò. å. ñîñòîèò èç ñóáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ

ðàçíûõ óðîâíåé [1℄. Îòíîøåíèÿ ìåæäó ñóïåðâàéçåðîì è àãåíòàìè ñòðîÿòñÿ íà

îñíîâå èåðàðõèè. Âñå ñóáúåêòû ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìåþò ñâîè ÷àñòíûå

öåëè, êîòîðûå ðàñõîäÿòñÿ ñ îáùåñèñòåìíûìè öåëÿìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü â ñîãëàñîâàíèè ÷àñòíûõ è îáùåñòâåííûõ èíòåðåñîâ. �àññìàòðè-

âàåìàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [2�4℄, â êîòîðûõ ðàñ-

ñìîòðåíû ðàçíûå àñïåêòû ìîäåëèðîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêè îðãàíèçîâàííûõ ñèñòåì

óïðàâëåíèÿ è ìîäåëåé ñîãëàñîâàíèÿ ÷àñòíûõ è îáùåñòâåííûõ èíòåðåñîâ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ñóáúåêòîâ ïðè ðàñïðåäå-

ëåíèè íåêîòîðîãî ðåñóðñà. Öåëåâûå �óíêöèè ñóáúåêòîâ èìåþò âèä:

� ñóïåðâàéçåðà:

Y0 =

(
1−

∑

i∈N
αi

)
c(q) → max

αi

, (1)

� àãåíòîâ:

Yi = aic(q) +Q(ri − pi) → max
pi
, (2)

ãäå

q =
∑

i∈N
pi, Q(z) = zβi , c(q) = qγ . (3)

Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ àãåíòîâ:

0 6 pi 6 ri, i = 1, 2, . . . , N. (4)

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðàâíîâåñèé ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû: ðàâíîâåñèå Íýøà è ðàâíîâåñèå Øòàêåëüáåðãà. �àññìàòðèâàþòñÿ äâà

ñïîñîáà âçàèìîäåéñòâèÿ: â ïåðâîì ñëó÷àå èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ñ îòñóòñòâèåì ñó-

ïåðâàéçåðà, âî âòîðîì � èåðàðõè÷åñêàÿ ìîäåëü. Èññëåäîâàíèå äàííûõ ñèñòåì

ïðîèçâîäèòñÿ êàê àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì, òàê è ñ ïîìîùüþ èìèòàöèîííîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ. Â ðàáîòå äàí àíàëèç ðàâíîâåñíûõ èñõîäîâ â êàæäîì ñëó÷àå, ðàñ-

ñìîòðåí ðÿä ïðèìåðîâ.

Çàâåðøåíèåì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå èí�îðìàöèîííî-àíàëèòè÷å-

ñêîé ñèñòåìû íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ. Áûë ðàçðàáîòàí ïîëüçîâàòåëüñêèé

ãðà�è÷åñêèé èíòåð�åéñ, ïîçâîëÿþùèé çàäàâàòü ïàðàìåòðû ñèñòåì, êîððåêòèðî-

âàòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé è íåïîñðåäñòâåííî ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû ðàâíîâåñèé.
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ÓËÜÒ�À-ÏÒÎËÅÌÅÅÂÛ ÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

1

Ì. Â. Êóðêèíà (�îññèÿ, Õàíòû-Ìàíñèéñê; Þ�Ó),

Â. Â. Ñëàâñêèé (�îññèÿ, Õàíòû-Ìàíñèéñê; Þ�Ó)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f : Sn → Rn+1
� ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ

íà åäèíè÷íîé ñ�åðå (n + 1)-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn+1
. Îïðåäåëèì

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x, y ∈ Sn
ïî �îðìóëå

ρ(x, y) =
‖y − x‖
f(x)f(y)

, (1)

ãäå ‖y − x‖ � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x, y ∈ Rn+1
. Òîãäà �óíê-

öèÿ ρ(x, y)
• óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Ïòîëåìåÿ

ρ(x, y)ρ(z, w) 6 ρ(x, z)ρ(y,w) + ρ(x,w)ρ(z, y)

äëÿ ëþáûõ x, y, z, w ∈ Sn
;

• óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z)

äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ Sn
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè �óíêöèÿ f � êîí-

�îðìíî-âûïóêëàÿ â ñìûñëå ðàáîòû [1℄.

Çàìå÷àíèå 1. Íåðàâåíñòâî Ïòîëåìåÿ àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç áîëåå ñèëü-

íîãî íåðàâåíñòâà

ρ(x, y)ρ(z, w) 6 max
{
ρ(x, z)ρ(y,w), ρ(x,w)ρ(z, y)

}
(2)

äëÿ ëþáûõ x, y, z, w, êîòîðîå åñòåñòâåííî íàçâàòü óëüòðî-ïòîëåìååâûì ïî àíà-

ëîãèè ñ óëüòðîìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì. Â ðàáîòå [2℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè

{E, ρ} � àáñòðàêòíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñíàáæåííîå ìåòðèêîé ρ, îáëàäàþùåé
ñâîéñòâîì (2), òî îíî èçîìåòðè÷íî âêëàäûâàåòñÿ â íåêîòîðóþ ñ�åðó ñ ìåòðèêîé

âèäà (1).

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî {X, ρ} óëüòðî-ïòîëå-

ìååâûì, åñëè ìåòðèêà ρ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü {X, ρ} � êîìïàêòíîå óëüòðî-ïòîëåìååâî ïðîñòðàíñòâî.

Òîãäà íà åäèíè÷íîé ñ�åðå S ⊂ H ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H îïðåäåëåíà êîí-

�îðìíî-âûïóêëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ f : S → R òàêàÿ, ÷òî {X, ρ} èçîìåò-
ðè÷íî âêëàäûâàåòñÿ â ñ�åðó, ñíàáæåííóþ ìåòðèêîé (1).

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-01-00620.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ óëüòðàìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è

ñâÿçàííûõ ñ íèìè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ [3℄.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü f : S → R � êîí�îðìíî-âûïóêëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíê-

öèÿ íà åäèíè÷íîé ñ�åðå S ⊂ H ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, X ⊂ S � ïðî-

èçâîëüíîå óëüòðî-ìåòðè÷åñêîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, òîãäà X, ñíàáæåííîå
ìåòðèêîé âèäà (1), áóäåò óëüòðî-ïòîëåìååâûì.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü f : H → R � ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 1

�óíêöèÿ, ò. å. f(λx) = λf(x) ïðè λ > 0, êëàññà C2(H \ {0}). Åñëè îíà óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ

K1/2(f, x, ξ) = f
d2f

dξ2
− 1

2

∣∣∇f
∣∣2 > 0

äëÿ ëþáîãî x ∈ S è ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà ξ ∈ H, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê

âåêòîðó x ∈ S, òî �óíêöèÿ f : S → R � êîí�îðìíî-âûïóêëàÿ [1℄.
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�ÀÁÎÒÀ ÑÎÂÅ�ØÅÍÍÎÉ ÑÊÂÀÆÈÍÛ Â ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÌ

ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÌ ÑËÎÅ ��ÓÍÒÀ ÑÎ ÑÒÅÏÅÍÍÛÌ ÇÀÊÎÍÎÌ

ÈÇÌÅÍÅÍÈß Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ Ï�È s = 6

Ä. �. Ëåêîìöåâ

(�îññèÿ, Îðåë; Î�Ó)

Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ðåàëüíûå íå�òåíîñíûå (âî-

äîíîñíûå) ïëàñòû äåìîíñòðèðóþò àíèçîòðîïèþ [1℄ è íåîäíîðîäíîñòü ñâîèõ

ñâîéñòâ. �àññìîòðèì ãîðèçîíòàëüíûé àíèçîòðîïíûé è íåîäíîðîäíûé ïëàñò.

Ñêâàæèíà äåáèòà Q � ñîâåðøåííàÿ ýêñïëóàòàöèîííàÿ, êîíòóð ñêâàæèíû �

îêðóæíîñòü σC ðàäèóñà RC . Äàâëåíèÿ íà êîíòóðå ñêâàæèíû σC è êîíòóðå ïèòà-

íèÿ ïîñòîÿííûå, ðàçíîñòü äàâëåíèé ðàâíà åäèíèöå, æèäêîñòü íåñæèìàåìàÿ è åå

òå÷åíèå ñòàöèîíàðíîå, êîíòóð ïèòàíèÿ óäàëåí â áåñêîíå÷íîñòü. Äâóìåðíîå òå÷å-

íèå â àíèçîòðîïíî-íåîäíîðîäíîì ïîðèñòîì ñëîå (ïëàñòå ãðóíòà) ïðîâîäèìîñòè

P = (Pij) = H(Kij) (H � òîëùèíà ñëîÿ, (Kij), i, j = 1, 2, � òåíçîð åãî ïðîíè-

öàåìîñòè) îïèñûâàåì îáîáùåííûì ïîòåíöèàëîì ϕ è �óíêöèåé òîêà ψ; ϕ è ψ �

�óíêöèè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y) ïëîñêîñòè z âñþäó â îáëàñòè D çà èñ-

êëþ÷åíèåì èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê ýòèõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

óðàâíåíèé [2℄

P11
∂ϕ

∂x
+ P12

∂ϕ

∂y
=
∂ψ

∂y
, P21

∂ϕ

∂x
+ P22

∂ϕ

∂y
= −∂ψ

∂y
. (1)

Óðàâíåíèÿ (1) îòíîñÿòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó [2℄. �àññìîòðèì ñëîè ñ ðàç-

äåëüíîé àíèçîòðîïèåé è íåîäíîðîäíîñòüþ, åãî òåíçîð ïðîâîäèìîñòè ìîäåëèðó-

åòñÿ ñòåïåííîé �óíêöèåé îäíîãî ïåðåìåííîãî P (z) = kys (Pij = kijy
s
, i, j = 1, 2),

ãäå ñòåïåíü s � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, äàëåå ïîëîæèì s = 6, k = (kij) �
ïîñòîÿííûé òåíçîð.

Òðóäíîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îáóñëîâëåíà ñëîæíûì âèäîì (1).

Èññëåäîâàíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïðåîáðàçîâàòü (1) ê êàíîíè÷åñêî-

ìó âèäó. Äëÿ ýòîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ñ �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z = x+ iy
íà âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ζ = ξ+ iη ñ èñïîëüçîâàíèåì ãîìåîìîð�íûõ (à�-

�èííûõ) ïðåîáðàçîâàíèé (ïðÿìîãî è îáðàòíîãî) [2℄, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ïðÿìîå

ïðåîáðàçîâàíèå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ïëîñêîñòåé z è ξ:

ξ = (1 + a)x+ by, η = bx+ (1− a)y,

ãäå µ0 = a + ib, a2 + b2 < 1, a = (k22 − k11)/(k22 + k11 + 2
√
D(ks)),

b = (k12 + k21)/(k22 + k11 + 2
√
D(ks)), D(ks) = k11k22 − (k12 + k21)

2/4.
Ñ÷èòàÿ ñëîé îðòîòðîïíûì (k12 = k21), ïîëó÷èì íà ïëîñêîñòü ζ, à çàòåì íà

ïëîñêîñòü ζ ′ = ξ′+iη′, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïëîñêîñòüþ ζ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà
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íà óãîë ϑ0 (tgϑ0 = b/(1+ a)). Íà ïëîñêîñòè ζ ′ ïðîâîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé
îäíîãî ïåðåìåííîãî η′ [2℄:

P ′(ξ′) = k′0η
′s

(
k′0 = k0

[
(1 + a)cosϑ0 + bsinϑ0

1− a2 − b2

]s)
. (2)

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ñëîÿ ïðîâîäèìîñòè (2) ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñèíãó-

ëÿðíîé ëèíèè σ0: η
′ = 0, íà êîòîðîé P = 0, åñëè s > 0. Íàõîäèì �îðìóëó,

îïðåäåëÿþùóþ äåáèò ñêâàæèíû [2℄:

Q =
2πk′0d

′s(C − C0)

Q s
2
−1(ω)

.

Çäåñü Qν(ω) � �óíêöèÿ Ëåæàíäðà âòîðîãî ðîäà ñòåïåíè ν àðãóìåíòà ω =
1 + R′2C/2d

′2
, d′ = d(1 − µ2)/

√
(1− a)2 + b2 � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñêâàæèíû

σC äî ñèíãóëÿðíîé ëèíèè σ0, R
′
C = RC

√
1− µ2, C = 1, C0 = 0. Äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ âëèÿíèÿ àíèçîòðîïèè ãðóíòà íà äåáèò ñêâàæèíû ââåäåì îòíîñèòåëüíûé

äåáèò [3℄ ε = Q/Q0−1, ãäå Q0 � äåáèò ñêâàæèíû ðàäèóñà RC , ðàñïîëîæåííîé íà

ðàññòîÿíèè d îò ñèíãóëÿðíîé ëèíèè y = 0 â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî íåîäíîðîäíîãî
ãðóíòà ñî ñòåïåííûì çàêîíîì èçìåíåíèÿ ïðîâîäèìîñòè ïðè s = 6. Èç ïîëó÷åí-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëó÷èòü �îðìó-

ëû, îïèñûâàþùèå ðàáîòó ñîâåðøåííîé ñêâàæèíû â àíèçîòðîïíîì îäíîðîäíîì

ñëîå ãðóíòà [3℄. �åøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ [4, 5℄ ìîæåò îêàçàòüñÿ àêòóàëüíîé â

êà÷åñòâå òåñòîâîé ïðè ïðîâåðêå ÷èñëåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâà-

þùèõ áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è [6℄. Àíèçîòðîïèÿ ãðóíòà ìîæåò ñèëüíî ñêàçûâàòüñÿ

íà äåáèòå Q (ìîæåò åãî óâåëè÷èâàòü èëè óìåíüøàòü ïî îòíîøåíèþ ê äåáèòó â

ñëó÷àå èçîòðîïíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû Q0), íåîäíîðîäíîñòü ãðóíòà îêàçûâàåò

íà äåáèò ìåíüøåå âëèÿíèå, îáùèé õàðàêòåð õîäà êðèâûõ àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ

àíèçîòðîïíîé îäíîðîäíîé ñðåäû. Ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ íåäèàãîíàëüíûõ ê

äèàãîíàëüíûì êîìïîíåíòàì òåíçîðà k = (kij) âëèÿíèå àíèçîòðîïèè óìåíüøàåò-
ñÿ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ

Ï�ÎÄÎËÜÍÎ-ÏÎÏÅ�Å×ÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÕ

ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ Ñ ÄÂÈÆÓÙÈÌÈÑß ��ÀÍÈÖÀÌÈ

Â. Ë. Ëèòâèíîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà, Ì�Ó; Ñûçðàíü, CÔ Ñàì�ÒÓ)

Äëÿ îáúåêòà ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ρ � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ìàñ-

ñû; S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ; I � îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî

ñå÷åíèÿ îáúåêòà; E � ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà îáúåêòà; µ � êîý��èöèåíò,

õàðàêòåðèçóþùèé ñâîéñòâî âÿçêîóïðóãîñòè îáúåêòà; ε0 � íà÷àëüíàÿ ïðîäîëüíàÿ

äå�îðìàöèÿ îáúåêòà, ñîçäàþùàÿ íàòÿæåíèå T = ESε0; x � ðàññòîÿíèå îò ëå-

âîé ãðàíèöû äî òî÷êè îáúåêòà, íàõîäÿùåãîñÿ â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè;

L(t) � äëèíà íåäå�îðìèðîâàííîãî â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè îáúåêòà ñëåâà îò

äâèæóùåéñÿ ãðàíèöû; t � âðåìÿ; L0 � îáùàÿ äëèíà îáúåêòà.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè îêðóæåíèÿ îáúåêòà ââåäåíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

k0 � æåñòêîñòü ïîäëîæêè, íà êîòîðîé ëåæèò îáúåêò; V (t) � îêðóæíàÿ ëè-

íåéíàÿ ñêîðîñòü ðîëèêîâ; λ � êîý��èöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé äåéñòâèå ñèë

ñîïðîòèâëåíèÿ âíåøíåé ñðåäû. Íà îáúåêò â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ē2 äåéñòâó-

åò ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà f(x, t). Íà äâèæóùóþñÿ ãðàíèöó äåéñòâóåò ñèëà

F̄ (t) = F1(t) · ē1 + F2(t) · ē2.
Äâèæóùàÿñÿ ãðàíèöà ñîñòîèò èç æåñòêîñîåäèíåííûõ ðîëèêîâ ìàññîé m2.

Ìàññà ñèñòåìû ðîëèêîâ è êàðêàñà ðàâíà m1. Ïðóæèíà æåñòêîñòè k2 ðåàãèðóåò
íà ïîïåðå÷íîå ñìåùåíèå ñèñòåìû ðîëèêîâ. Â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè èìååò ìå-

ñòî æåñòêîå ñîåäèíåíèå ìåæäó ñèñòåìîé ðîëèêîâ è êàðêàñîì. Ìåæäó ðîëèêàìè

è îáúåêòîì ïðîñêàëüçûâàíèå îòñóòñòâóåò.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþ-

ùèõ ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îáúåêòà:





ρSu1,tt − S ∂
∂x

((
E
(√
uj,xuj,x − 1

)
+ µ

uj,xuj,xt√
uj,xuj,x

)
u1,x√
uj,xuj,x

)
= 0;

ρSu2,tt − S ∂
∂x

((
E
(√
uj,xuj,x − 1

)
+ µ

uj,xuj,xt√
uj,xuj,x

)
u2,x√
uj,xuj,x

)
+

+ I (Eu2,xxxx + µu2,xxxxt) + λu2,t + k0u2 − f(x, t) = 0.

(1)

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

u∗1(0, t) = 0; u2(0, t) = 0; u2,xx(0, t) = 0; (2)

u∗1
(
L0, t

)
= 0; u2

(
L0, t

)
= 0; u2,x

(
L0, t

)
= 0; (3)
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m1
d2

dt2
u1(L(t), t) + ρS

(
u1,t(L(t)− 0, t)− u1,t(L(t) + 0, t)

)
L′(t)+

+

(
ES

(√
uj,x(L(t)− 0, t)uj,x(L(t)− 0, t)− 1

)
+

+ µS
uj,x(L(t)− 0, t)uj,xt(L(t)− 0, t)√
uj,x(L(t)− 0, t)uj,x(L(t)− 0, t)

)
u1,x(L(t)− 0, t)√

uj,x(L(t)− 0, t)uj,x(L(t)− 0, t)
−

−
(
ES

(√
uj,x(L(t) + 0, t)uj,x(L(t) + 0, t)− 1

)
+

+ µS
uj,x(L(t) + 0, t)uj,xt(L(t) + 0, t)√
uj,x(L(t) + 0, t)uj,x(L(t) + 0, t)

)
×

× u1,x(L(t) + 0, t)√
uj,x(L(t) + 0, t)uj,x(L(t) + 0, t)

− F1(t) = 0;

(4)

m2
d2

dt2
u2(L(t), t) + EIu2,xxx(L(t) + 0, t) + µIu2,xxxt(L(t) + 0, t)−

−EIu2,xxx(L(t)− 0, t)− µIu2,xxxt(L(t)− 0, t) + k2u2(L(t), t) − F2(t) = 0;

(5)

u1(L(t)− 0, t) = u1(L(t) + 0, t); u2(L(t)− 0, t) = u2(L(t) + 0, t);

u2,x(L(t)− 0, t) = 0; u2,x(L(t) + 0, t) = 0.
(6)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u1(x, 0) = φ1(x); u1,t(x, 0) = φ2(x);

u2(x, 0) = φ3(x); u2,t(x, 0) = φ4(x).
(7)

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ îáúåêòà èçîáðàæåííîãî, íà

ðèñ. 1, îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè (2)�(6) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (7).

Ïîëó÷åííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü êîëåáàíèÿ áîëü-

øîé èíòåíñèâíîñòè ñèñòåì ñ äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè [1℄.

�èñ. 1. Îáîáùåííàÿ ñõåìà îáúåêòà.
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�àë�åðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè íà äâèæóùèõñÿ ãðàíèöàõ // Èçâ.

�ÀÍ. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà.�2018.�Ò. 2.�Ñ. 70�77.
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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÊÀÒÀÑÒ�ÎÔ

Ì. À. Ìåëüíèê (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ),

Î. Â. Ïðèñòèíñêàÿ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ),

�. Þ. �ÿáûõ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ),

Í. Â. Ôðîëîâà (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó ÷èñëîì àâèàöèîí-

íûõ, æåëåçíîäîðîæíûõ è àâòîìîáèëüíûõ êàòàñòðî� è íåêîòîðûõ âëèÿþùèõ íà

íèõ �àêòîðîâ. Ñðåäè âëèÿþùèõ �àêòîðîâ âûäåëåíû ñëåäóþùèå: ÷èñëî Âîëü-

�à (õàðàêòåðèñòèêà ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè), ìåñÿö ïðîèñøåñòâèÿ êàòàñòðî�û,

âîçðàñò ïèëîòà.

Àâòîðàìè áûëà ñîáðàíà è ïåðåðàáîòàíà èí�îðìàöèÿ î ïðîèçîøåäøèõ êàòà-

ñòðî�àõ â ìèðå çà ïîñëåäíèå 100 ëåò [1�3℄. Ýòè äàííûå èññëåäîâàíû ñ ïîìîùüþ

ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, à òàêæå ìåòîäîâ öè�ðîâîé îáðàáîòêè.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñâÿçü ìåæäó êîëè÷åñòâîì êàòàñòðî� è ïîêà-

çàòåëåì ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè íåçíà÷èòåëüíà (êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí

0,39, 0,42, 0,34 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ àâèàöèîííûõ, æåëåçíîäîðîæíûõ è àâòîìî-

áèëüíûõ êàòàñòðî�), ïðè÷åì çà ïîñëåäíèå 20 ëåò ýòà çàâèñèìîñòü ñòàëà åùå

ñëàáåå.

Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà êàòàñòðî� îò âîçðàñòà ïèëîòà î÷åíü íåçíà÷èòåëüíà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñòàòèñòèêè êàòàñòðî� ïî ìåñÿöàì îêàçàëîñü, ÷òî ñàìûì

îïàñíûì âðåìåíåì äëÿ ïðîèñøåñòâèÿ òðàíñïîðòíîé êàòàñòðî�û ÿâëÿåòñÿ ïåðè-

îä ñ èþëÿ ïî ñåíòÿáðü.

�àçíûìè ìåòîäàìè ñäåëàí ïðîãíîç íà áëèæàéøèå ãîäû. Íàèáîëåå äîñòîâåð-

íûé ïðîãíîç ïîëó÷åí ìåòîäîì Ïðîíè [4℄.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñòàòèñòèêà àâèàêàòàñòðî� â ìèðå.�URL: http://www.plane
rashinfo.
om.

2. Ñòàòèñòèêà æåëåçíîäîðîæíûõ êàòàñòðî�.�URL: https://e
.europa.eu.

3. Ñòàòèñòèêà àâòîêàòàñòðî� â ìèðå.�URL: https://data.oe
d.org/transport/road-a

iden-

ts.htm.

4. Ìàðïë-ìë. Ñ. Ë. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ.�Ì.: Ìèð, 1990.�

584 ñ.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÑÅËÅÊÒÈÂÍÎ�Î

ÂÎÄÎÇÀÁÎ�ÍÎ�Î Ï�ÎÖÅÑÑÀ Â Ò�ÅÕÑËÎÉÍÎÌ

ÑÒ�ÀÒÈÔÈÖÈ�ÎÂÀÍÍÎÌ ÂÎÄÎÅÌÅ Ï�È ÇÀÁÎ�Å ÂÎÄÛ

ÈÇ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅ�Î Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

È. Ä. Ìóçàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Âëàäèêàâêàç
êèé �èëèàë ÔÓ, �ÔÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Í. È. Ìóçàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; �ÔÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ê. Ñ. Õàðåáîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; �ÔÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ïðè ðåøåíèè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ âîäîñíàáæåíèåì ðàçëè÷íûõ ïðîìûø-

ëåííûõ ïðåäïðèÿòèé, â òîì ÷èñëå òåïëîâûõ è àòîìíûõ ýëåêòðîñòàíöèé, â ðÿäå

ñëó÷àåâ áûâàåò öåëåñîîáðàçíî çàáèðàòü âîäó èç âíóòðåííåãî îáúåìà ïðîìåæó-

òî÷íîãî ñëîÿ òðåõñëîéíîãî ñòðàòè�èöèðîâàííîãî âîäîåìà � èñòî÷íèêà âîäî-

ñíàáæåíèÿ. Âî âíóòðåííåì îáúåìå ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ âîäà áûâàåò ÷èùå, ÷åì

â íèæíåì ìóòíîì ñëîå, è õîëîäíåå, ÷åì â âåðõíåì ñëîå. Ïðè ýòîì ïðîåêòèðîâà-

íèå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå òàêîãî âîäîçàáîðíîãî óñòðîéñòâà è ïðîöåññà

çàáîðà âîäû äîëæíû èñêëþ÷àòü ïîïàäàíèå âîäû èç âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ

â âîäîçàáîðíóþ òðóáó, ïîäâåäåííóþ ê ïðîìåæóòî÷íîìó ñëîþ. Â ñïðàâî÷íûõ

ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ è â ñòðîèòåëüíûõ íîðìàõ è ïðàâèëàõ ïðåäñòàâëåíû

ðàçëè÷íûå ýìïèðè÷åñêèå ðàñ÷åòíûå �îðìóëû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ ñåëåêòèâíûõ âîäîçàáîðíûõ óñòðîéñòâ, êîãäà âîäà çàáèðàåòñÿ èç äâóõ-

ñëîéíîãî ñòðàòè�èöèðîâàííîãî âîäîåìà. Ñåëåêòèâíûé âîäîçàáîðíûé ïðîöåññ,

êîãäà âîäà çàáèðàåòñÿ èç âíóòðåííåãî ïðîñòðàíñòâà ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ òðåõ-

ñëîéíîãî ñòðàòè�èöèðîâàííîãî âîäîåìà, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå èçó÷åí, è

â ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ íå ïðåäñòàâëåíà ñîâîêóïíîñòü ðàñ÷åòíûõ �îðìóë,

ïîçâîëÿþùèõ ðàññ÷èòàòü è ïðîåêòèðîâàòü âîäîçàáîðíûå óñòðîéñòâà, îáåñïå÷è-

âàþùèå âîäîçàáîð èç âíóòðåííåãî îáúåìà ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ. Ïðè âêëþ÷å-

íèè âîäîçàáîðíîé ñèñòåìû ïåðâîíà÷àëüíî ãîðèçîíòàëüíûå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà

ñëîåâ âîçìóùàþòñÿ è íà íèõ îáðàçóþòñÿ âíóòðåííèå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû.

Îòìåòêó íèæíåãî êîíöà âîäîçàáîðíîãî òðóáîïðîâîäà è ðàñõîä çàáèðàåìîé âîäû

íàäî ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà âåðõíåãî è ïðîìåæó-

òî÷íîãî ñëîåâ íå îïóñòèëàñü äî îòìåòêè íèæíåãî êîíöà òðóáîïðîâîäà, è îäíî-

âðåìåííî ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ïðîìåæóòî÷íîãî è íèæíåãî ñëîåâ íå ïîäíÿëàñü

äî îòìåòêè íèæíåãî êîíöà òðóáîïðîâîäà. Ýòî îáåñïå÷èò ñåëåêòèâíûé âîäîçà-

áîð èñêëþ÷èòåëüíî èç ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ âîäîåìà. Âîäîçàáîð èç âíóòðåííå-

ãî ïðîñòðàíñòâà ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ ñìîäåëèðîâàí â âèäå îáúåìíîãî ñòîêà ñ

áåñêîíå÷íî ìàëîé òîëùèíîé è êîíå÷íûì ñòî÷íûì ðàñõîäîì. Ñîãëàñíî ëèíåéíîé

òåîðèè ïîâåðõíîñòíûõ è âíóòðåííèõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â èäåàëüíîé íåñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü âûøåîïèñàííîãî âîäîçàáîðíîãî ïðî-

öåññà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñëåäóþùàÿ êîíòàêòíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:

∆Φ1(x, y, z, t) = 0 ïðè −H2 < x < H1 +H2; (1)

188



∆Φ2(x, y, z, t) = − q(t)

2a2bh
f(x, y, z) ïðè 0 < z < H2; (2)

∆Φ3(x, y, z, t) = 0 ïðè H3 < z < 0; (3)

Φi = Φ̇l = 0 ïðè t = 0; (4)

Φ′i,x = 0 ïðè x = 0 è ïðè x = L1; (5)

Φ′i,y = 0 ïðè y = 0 è ïðè y = L2; (6)

Φ̇1 = 0 ïðè z = H1 +H2; (7)

Φ′1,z = Φ′2,z, γ1
(
Φ̈1 + gΦ′1,z

)
= γ2

(
Φ̈2 + gΦ′2,z

)
ïðè z = H2; (8)

Φ′2,z = Φ′3,z, γ2
(
Φ̈2 + gΦ′2,z

)
= γ3

(
Φ̈3 + gΦ′3,z

)
ïðè z = 0; (9)

Φ′3,z = 0 ïðè z = H3. (10)

Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Φ1, Φ2, Φ3 � ïîòåíöè-

àëû ñêîðîñòåé â âåðõíåì, ïðîìåæóòî÷íîì è íèæíåì ñëîÿõ âîäû ñîîòâåòñòâåííî;

x, y, z � ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû æèäêîé òî÷êè; t � âðåìÿ; g � óñêîðåíèå

ñèëû òÿæåñòè; ∆� äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì

êîîðäèíàòàì; H1,H2,H3 � òîëùèíû âåðõíåãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è íèæíåãî ñëîåâ

ñîîòâåòñòâåííî; γ1, γ2, γ3 � óäåëüíûå âåñà âîäû â ñëîÿõ; q(t) � ðàñõîä çàáèðà-

åìîé âîäû; 2a, 2b, h � ðàçìåðû îáúåìíîãî ñòîêà; f(x, y, z) � âñïîìîãàòåëüíàÿ

�óíêöèÿ. Ïîñòàâëåííàÿ êîíòàêòíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøåíà ÷èñëåííî-

àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Âîäîçàáîð èç âíóòðåííå-

ãî ïðîñòðàíñòâà ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ ñìîäåëèðîâàí â âèäå îáúåìíîãî ñòîêà ñ

áåñêîíå÷íî ìàëîé òîëùèíîé è êîíå÷íûì ñòî÷íûì ðàñõîäîì. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ

óðàâíåíèÿ âîëíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà ñëîåâ ïîëó÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ðàñ-

÷åòíûõ �îðìóë, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íà êîìïüþòåðå ìîæíî ðàññ÷èòàòü äèàìåòð

âîäîçàáîðíîé òðóáû, ðàñõîä ÷åðåç íåå, âû÷èñëèòü îòìåòêó ãëóáèííîãî ðàñïîëî-

æåíèÿ êîíöà âîäîçàáîðíîé òðóáû. Âûáîð ýòèõ ïàðàìåòðîâ îáåñïå÷èâàåò ñåëåê-

òèâíûé âîäîçàáîð èñêëþ÷èòåëüíî èç ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ.
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òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÑÄÂÈ�ÎÂÛÅ ÑÅÉÑÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß

ËÅÄÍÈÊÎÂÎ�Î ÌÀÑÑÈÂÀ ÍÀ ÑÊËÎÍÅ

È. Ä. Ìóçàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Âëàäèêàâêàç
êèé �èëèàë ÔÓ, �ÔÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Â. �. Ñîçàíîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎ�Ó)

Ñäâèãîâûå ñåéñìè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ëåäÿíîãî ìàññèâà áåç ó÷åòà âíóòðåííåãî

ñîïðîòèâëåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé ìàòåìàòè-

÷åñêîé �èçèêè:

∂2w

∂t2
− a2

∂2w

∂x2
= g(sinψ − µ cosψ),

w(x, t)
∣∣
t=0

= Ks
g

w2
eiωt,

∂w

∂x

∣∣∣∣
x=H

= 0,

w(x, t)
∣∣
t=0

= w0(x),
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0,

a =

√
G

ρ
,

(1)

ãäå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: w(x, t) � ñäâèãîâûå ïåðåìåùåíèÿ â ìàñ-

ñèâå, îáóñëîâëåííûå ñåéñìè÷åñêèì çåìëåòðÿñåíèåì, t � âðåìÿ, x � ïîïåðå÷íàÿ

êîîðäèíàòà ïî òîëùèíå ëüäà, ρ è G � ïëîòíîñòü è ìîäóëü ñäâèãà ëüäà, ω � êðó-

ãîâàÿ ÷àñòîòà ïðîäîëüíîãî ñåéñìè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè

ëåäíèêà, H � òîëùèíà (ìîùíîñòü) ìàññèâà, w0(x) � ñäâèãîâîå ïåðåìåùåíèå �

â ìàññèâå, îáóñëîâëåííîå ñèëîé òÿæåñòè, k � êîý��èöèåíò ñåéñìè÷åñêîãî óñêî-

ðåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1) è êîëè÷å-

ñòâåííîé îöåíêè ïîëó÷åííûõ ðàñ÷åòíûõ �îðìóë äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì,

÷òî íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ñåéñìè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ ñêëîíà âîçíèêàþùèå êà-

ñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ëåäíèêîâîãî ìàññèâà 
 ïîäñòè-

ëàþùåé ïîâåðõíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:

τ =
4ρksgH

π2

(
aπ

2H
t sin

aπ

2H
t− 2 cos

aπ

2H
t

)
. (2)

Âû÷èñëèì êàñàòåëüíûå ñäâèãîâûå ñåéñìîíàïðÿæåíèÿ ïî ýòîé �îðìóëå íà ïðè-

ìåðå ëåäíèêà Êîëêà, êîòîðûé ñîðâàëñÿ â 2002 ã. â âåðõîâüÿõ ðåêè �åíàëüäîí

ñî ñêëîíà ãîðû Äæèìàðàõîõ. Âõîäíûå ïàðàìåòðû äëÿ íåãî èìåþò ñëåäóþùèå

÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

� ìîùíîñòü (òîëùèíà â ñðåäíåì) H = 108 ì;
� ìîäóëü ñäâèãà äëÿ ëåäíèêîâîãî ëüäà G = 0,34 · 1010 Í/ì2

;

� ïëîòíîñòü ëüäà ρ = 915 êã/ì3
;
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� êîý��èöèåíò ñåéñìè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ äëÿ ñëàáûõ çåìëåòðÿñåíèé èíòåí-

ñèâíîñòüþ íå áîëåå 3 áàëëîâ ïî øêàëå �èõòåðà � Ìåðêàëè ks = 0, 01.
Äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íîé ñäâèãîâîé âîëíû ïîëó÷àåòñÿ ñëå-

äóþùåå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå:

a =

√
G

ρ
=

√
0,34 · 1010

915
= 1927,65 ì/ñ.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ ïðè òðåõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè: t1 =
8,01 ñåê, t2 = 15,3 ñåê, t3 = 21,7 ñåê ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ

êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ:

t1 = 8,01 ñåê, τ1 = 8,7 · 105 Í/ì2,

t2 = 15,3 ñåê, τ2 = 16,8 · 105 Í/ì2,

t3 = 21,7 ñåê, τ3 = 23,9 · 105 Í/ì2.

Èç ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ èçâåñòíî, ÷òî ðàçðóøàþùåå íàïðÿæåíèå äëÿ ëüäà

ïðè òåìïåðàòóðå −5◦ Ñ è âûøå ñîñòàâëÿåò τ
ðàç

= (5 − 5,5) · 105 Í/ì

2
, ìàêñè-

ìàëüíàÿ ñèëà ñìåðçàíèÿ ëüäà ñ ïîâåðõíîñòüþ ïðè òåìïåðàòóðå íèæå 20◦ Ñ íå

ïðåâîñõîäèò τ
ñì

= 21 · 105 Í/ì2
.

Ïðèâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ðàçúÿñíÿþòñÿ òàê: åñëè ïðîèñõî-

äèò ñëàáîå çåìëåòðÿñåíèå ñèëîé íå áîëåå 3 áàëëîâ, ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ 10 ñå-

êóíä è ÷àñòîòîé êîëåáàíèÿ áëèçêîé ê ÷àñòîòå ïåðâîé �îðìû ñîáñòâåííûõ ñäâè-

ãîâûõ êîëåáàíèé ëåäíèêà, òî ñäâèãîâûå ñåéñìîíàïðÿæåíèÿ íà ïîäñòèëàþùåé

ïîâåðõíîñòè ïðåâîñõîäÿò â 1,58 ðàç ðàçðóøàþùåå íàïðÿæåíèå ëüäà. Åñëè æå

çåìëåòðÿñåíèå ïðîäîëæàåòñÿ â òå÷åíèå 16 ñåêóíä, òî ñïðàâîöèðîâàííûå ñäâè-

ãîâûå ñåéñìè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â òðè ñ ëèøíèì ðàçà ïðåâîñõîäÿò ðàçðóøàþ-

ùåå íàïðÿæåíèå. Åñëè æå òàêîå ñëàáîå çåìëåòðÿñåíèå ïðîäîëæàåòñÿ â òå÷åíèå

22 ñåêóíä, òî ñïðîâîöèðîâàííûå ñäâèãîâûå íàïðÿæåíèÿ â 4,35 ðàç ïðåâîñõîäÿò

ðàçðóøàþùåãî íàïðÿæåíèÿ.

Â ðàñ÷åòíîé �îðìóëå (2) íå ó÷òåíî âíóòðåííåå âÿçêîå ñîïðîòèâëåíèå. Ó÷åò

çàòðàò ïàäàþùåé íà ìàññèâ ñåéñìîýíåðãèè íà âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå â

êàêîì-òî êîëè÷åñòâå ìîæåò óìåíüøèòü âûøåïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæå-

íèÿ, íî íå íàñòîëüêî, ÷òîáû â ðàçû óìåíüøèëèñü. Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííî-

ãî ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñåéñìè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ è ñåéñìîíàïðÿ-

æåííîãî ñîñòîÿíèÿ ëåäíèêîâîãî ìàññèâà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàêëþ÷å-

íèÿ. Ñëàáûå çåìëåòðÿñåíèÿ ñèëîé äî 3 áàëëîâ, êîòîðûå ÷åëîâåêîì íå îùóùà-

þòñÿ, ìîãóò ñïðîâîöèðîâàòü íà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè ëåäíèêà ñäâèãîâûå

ñåéñìîíàïðÿæåíèÿ, â 1,58�4,35 ðàçà ïðåâîñõîäÿùèå ðàçðóøàþùåå íàïðÿæåíèå

ëüäà â çàâèñèìîñòè îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè âðåìåíè çåìëåòðÿñåíèÿ. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷àñòîòà ïàäàþùåé íà ìàññèâ ñåéñìè÷åñêîé âîëíû ñîâïàäà-

ëà ñ ÷àñòîòîé îñíîâíîé �îðìû ñîáñòâåííûõ ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé ëåäíèêîâîãî

ìàññèâà. Äëÿ ëåäíèêà Êîëêà υ = 4,46 ãåðö.
Ñëàáîå ñåéñìè÷åñêîå çåìëåòðÿñåíèå ñèëîé íå áîëåå 3 áàëëîâ, ïðîäîëæèòåëü-

íîñòüþ âðåìåíè 8�22 ñåêóíä è ÷àñòîòîé 4,4�4,5 ãåðö ñìîãëî ñûãðàòü ðîëü ñïóñ-

êîâîãî ìåõàíèçìà äëÿ ïîäâèæêè ëåäíèêîâîãî ìàññèâà êîëêà.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

�ÈÑÒÅ�ÅÇÈÑÍÛÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û ÊÀÊ ÎÏ�ÅÄÅËßÞÙÈÅ

ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÄËß ÏÎËÈÊ�ÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÕ

ÑÅ�ÍÅÒÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ

1

Â. Â. Íàïðàñíèêîâ (Áåëàðóñü, Ìèíñê; ÁÍÒÓ),

À. Ñ. Ñêàëèóõ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Äëÿ êâàçèñòàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïîëÿðèçàöèè è äå�îðìèðîâàíèÿ ïîëèêðè-

ñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä èçó÷åíû íåëèíåéíûå íåîáðàòèìûå çà-

âèñèìîñòè ìåæäó èñêîìûìè è îïðåäåëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè. Èñêîìûå ïàðàìåò-

ðû, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ âåêòîð ïîëÿðèçàöèè è òåíçîð äå�îðìàöèè, ïðåäñòàâ-

ëåíû â âèäå ñóììû îáðàòèìûõ è íåîáðàòèìûõ ÷àñòåé. Äëÿ îáðàòèìûõ ÷àñòåé

âûâåäåíû ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàòîðû, â êîòîðûõ òåíçîðû ìàòåðèàëü-

íûõ êîíñòàíò, çàâèñÿò îò îñòàòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûì îáðàçîì [1℄. Äëÿ

íåîáðàòèìûõ ÷àñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ äîìåííîé ñòðóêòóðû, �èçè÷å-

ñêèõ çàêîíîâ èõ ïåðåêëþ÷åíèÿ è ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîâ ïîñòðîåíû äèýëåêòðè-

÷åñêèå è äå�îðìàöèîííûå òåìïîíåçàâèñèìûå ãèñòåðåçèñíûå îïåðàòîðû, ïðåä-

ñòàâëÿþùèå ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé â äè��åðåíöèàëàõ [2℄. Äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïîêàçàíî òàêæå,

÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå äåâÿòè îáûêíî-

âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ

ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû íà îñíîâå ìåòîäîâ �óíãå � Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà.

Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû è ïîñòðîåíû áîëüøèå è ìàëûå ïåòëè äè-

ýëåêòðè÷åñêîãî è äå�îðìàöèîííîãî ãèñòåðåçèñà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïàðàìåòðû

ìîäåëè ìåíÿþò �îðìó è íàêëîí ãèñòåðåçèñíûõ êðèâûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñïîðÿ-

äèòüñÿ èìè òàê, ÷òîáû ðàññ÷èòàííûå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå êðèâûå ñîâïàäàëè íå

òîëüêî êà÷åñòâåííî, íî è êîëè÷åñòâåííî. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé èñïîëüçóþò-

ñÿ ïðè ïîñòðîåíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåëèíåéíûõ

è íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðè-

àëîâ [3℄.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñêàëèóõ À. Ñ. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü �èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îò íåîáðàòè-

ìûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèå êåðà-

ìèêè // Âåñòí. Òîìñê. ãîñ. óí-òà. Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà.�2019.�� 58.�Ñ. 128�141.

2. Áåëîêîíü À. Â., Ñêàëèóõ À. Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ

ïîëÿðèçàöèè.�Ìîñêâà: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010.�328 ñ.

3. Ñêàëèóõ À. Ñ. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå íåîáðàòèìî ïðîöåññà ïîëÿðèçàöèè

ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ êåðàìèê // Ìàòåìàòèêà è ìàò. ìîäåëèðîâàíèå.�2019.�� 5.�

Ñ. 1�16.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 17-08-00860-a.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÍÅ�ÀÂÍÎÂÅÑÍÎ�Î ÔÀÇÎÂÎ�Î

ÏÅ�ÅÕÎÄÀ Ï�È ÒÂÅ�ÄÅÍÈÈ ÏÎËÓÂÎÄÍÎ�Î �ÈÏÑÀ

Â. Â. Íàðîæíîâ (�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ),

Ñ. Ø. �åõâèàøâèëè (�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ)

Â ðàáîòå ïðîâåäåíû íàòóðíûå ýêñïåðèìåíòû ïî èññëåäîâàíèþ êèíåòèêè

òâåðäåíèÿ ïîëóâîäíîãî ãèïñà, îñíîâàííûå íà èçìåðåíèè in situ ýëåêòðè÷åñêîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ êîàãóëÿöèè ÷àñòèö âÿæóùåãî íà ðàííåé ñòàäèè

òâåðäåíèÿ ðàñòâîðà íàìè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü �îðìàëèçì òåîðèè êàòà-

ñòðî� [1, 2℄. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé òåîðèåé �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ íåêîòîðóþ

àâòîíîìíóþ ãðàäèåíòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ îïèñàíèÿ íåðàâíîâåñíîãî ïðî-

öåññà âáëèçè òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà èñïîëüçóåòñÿ êàòàñòðî�à òèïà ñáîðêè.

Óðàâíåíèå ìîäåëè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ðåøàëîñü ÷èñëåííî ìåòîäîì �óí-

ãå � Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà ñ �èêñèðîâàííûì øàãîì. Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííîé

ìîäåëè, îñíîâàííîé íà òåîðèè êàòàñòðî�, òî÷êà �àçîâîãî ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé áè�óðêàöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ëèòåðàòóðà

1. Ïîñòîí Ò., Ñòþàðò È. Òåîðèÿ êàòàñòðî� è åå ïðèëîæåíèÿ.�Ì.: Ìèð, 1980.�607 ñ.

2. �èëìîð �. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ êàòàñòðî�: Â 2-õ êíèãàõ / Ïåð. ñ àíãë.�Ì.: Ìèð, 1984.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÎÒÑËÎÅÍÈß ÒÅ�ÌÎÁÀ�ÜÅ�ÍÛÕ ÏÎÊ�ÛÒÈÉ

1

Ñ. À. Íåñòåðîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Çàùèòó äåòàëåé, ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ êîìáèíèðîâàííîãî òåðìî-ñèëîâîãî

íàãðóæåíèÿ, âñå ÷àùå îáåñïå÷èâàþò ïóòåì íàíåñåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü äåòàëåé

�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ (íåîäíîðîäíûõ) ïîêðûòèé. ×àñòî ïîä äåéñòâèåì

ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ, íåäîñòàòî÷íîé àäãåçèè â ñèñòåìå ¾ïîêðûòèå-ïîäëîæêà¿

âîçíèêàþò íåáîëüøèå ó÷àñòêè îòñëîåíèÿ. Ïðè íàãðåâå, åñëè êîý��èöèåíò òåï-

ëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïîêðûòèÿ âûøå, ÷åì êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

ïîäëîæêè, â ïîêðûòèè âîçíèêàþò ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ, ïðè äîñòèæåíèè

êîòîðûìè íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñèñòåìà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, îò-

ñëîèâøàÿñÿ ÷àñòü ïîêðûòèÿ èçãèáàåòñÿ. Ïîýòîìó âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ íà-

õîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîñòè ïîêðûòèÿ. Âîïðî-

ñàì îòñëîåíèÿ ïîêðûòèé è ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî

ðàáîò. Îäíàêî â ýòèõ ðàáîòàõ ñèñòåìà ¾ïîêðûòèå-ïîäëîæêà¿ ñîñòîÿëà òîëüêî èç

îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ.

�àññìîòðèì ïîäëîæêó, ìîäåëèðóåìóþ âûòÿíóòûì ïðÿìîóãîëüíèêîì, ê ãðà-

íèöå êîòîðîãî ïðèìûêàåò ïîêðûòèå ñ îòëè÷àþùèìèñÿ îò ïîäëîæêè ñâîéñòâàìè.

Ïîäëîæêà è ïîêðûòèå èìåþò ïîëíûé êîíòàêò âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ó÷àñò-

êà íåáîëüøîé äëèíû, âäîëü êîòîðîãî ïðîèçîøëî îòñëîåíèå. Áîêîâûå ñòîðîíû

ïðÿìîóãîëüíèêà òåïëîèçîëèðîâàíû è ñâîáîäíû îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé.

Íèæíÿÿ ñòîðîíà æåñòêî çàùåìëåíà è ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè çàäàííîé òåìïåðàòó-

ðå, à íà âåðõíåé ñòîðîíå äåéñòâóþò òåïëîâàÿ è ìåõàíè÷åñêàÿ íàãðóçêè. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî òåðìîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîêðûòèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

�óíêöèè îò êîîðäèíàòû. Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ,

ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.

Îòñëîèâøèéñÿ ó÷àñòîê ïîêðûòèÿ, ñâîáîäíûé îò òåïëîâîãî íàãðóæåíèÿ, íîð-

ìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ìîäåëèðóåòñÿ äâóìåðíûì îáúåêòîì â ðàì-

êàõ ìîäè�èöèðîâàííîé òåîðèè òîíêèõ ïëàñòèí. Ñ�îðìóëèðîâàíû ãèïîòåçû î

ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû è ïåðåìåùåíèé äëÿ ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè è ïðèìå-

íåí âàðèàöèîííûé ïðèíöèï òåðìîóïðóãîñòè. Ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñêëåéêè

ðåøåíèé äëÿ îòñëîèâøåéñÿ ïëàñòèíû è äëÿ ïëàñòèíû íà óïðóãîì îñíîâàíèè.

Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðå-

øåíèÿ ïî ïðåäëîæåííîé ìîäåëè äå�îðìèðîâàíèÿ ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìå-

òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îïðåäåëåíû ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïðåäëàãàåìîé

ìåòîäèêè.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò � 18-

11-00069.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÂÈÁ�ÎÊÈÏßÙÅ�Î ÑËÎß

Ê�ÓÏÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ ÑÈËÈÊÀ�ÅËß

Í. Ñ. Îðëîâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âèáðîêèïåíèå îòíîñèòåëüíî òîíêèõ ñëîåâ

êðóïíûõ ÷àñòèö ñèëèêàãåëÿ (äèàìåòð ÷àñòèö 4 ìì) [1�4℄. Òðåõìåðíûå âû÷èñëè-

òåëüíûå ýêñïåðèìåíòû îñóùåñòâëÿëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîáîäíîãî îòêðûòî-

ãî ïðîãðàììíîãî êîäà LIGGGHTS [5℄, â êîòîðîì ðåàëèçîâàí ìåòîä äèñêðåòíûõ

ýëåìåíòîâ [6℄. Â ìåòîäå äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà è Ýéëåðà

èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîâûõ ïîëîæåíèé, ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé âñåõ

÷àñòèö (1), (2) [2, 6℄:

m
dv

dt
= F c −mg; (1)

Ip
dω

dt
= T p, (2)

ãäå m � ìàññà êàæäîé ÷àñòèöû, Ip � ìîìåíò èíåðöèè êàæäîé ÷àñòèöû, v è ω �

ñêîðîñòè ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êàæäîé ÷àñòèöû ñîîò-

âåòñòâåííî, Fc � ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà êîíòàêòà, ñâÿçàííàÿ ñ âçàèìîäåéñòâèåì

÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì, Tp � ñóììà âíåøíåãî êðóòÿùåãî ìîìåíòà, ñâÿçàííîãî

ñ êîíòàêòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö, è ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ êà÷åíèþ.

Äëÿ îïèñàíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè â ìåòîäå äèñ-

êðåòíûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü �åðöà � Ìèíäëèíà, â êîòîðîé ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöû ïðè êîíòàêòå íå äå�îðìèðóþòñÿ, à ïåðåêðûâàþò äðóã

äðóãà íà îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó, îáðàçóÿ ïÿòíî êîíòàêòà. Áîëåå ïîäðîáíîå îïè-

ñàíèå óñëîâèé âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [2℄.

Íà÷àëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ ñîñòàâëÿëà îò 6 ìì äî 20 ìì. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

áûëè ïîëó÷åíû ïðè àìïëèòóäå êîëåáàíèé 1,5ìì�2,5ìì è çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû

êîëåáàíèé â äèàïàçîíå îò 24�ö äî 36�ö. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñðàâíèâàëèñü

ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [1℄.

Ïîëó÷åíî, ÷òî ñðåäíåå ïî âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö,

ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ, óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå äàííûå. Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ â ïðîöåññå âèáðîêèïåíèÿ

íàáëþäàëàñü âîëíîîáðàçíàÿ ïîâåðõíîñòü è îòäåëüíûå âñïëåñêè íàä ïîâåðõíî-

ñòüþ ñëîÿ. Âèçóàëèçàöèÿ äàííûõ îñóùåñòâëÿëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîáîäíî

ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïàêåòà ParaView v.5.5. Â íèæíåé è âåðõíåé ÷àñòè ñëîÿ ïî

ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ çíà÷åíèÿ îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö çàíèæåíû ïî ñðàâíåíèþ

ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, â ñðåäíåé ÷àñòè ñëîÿ � çàâûøåíû. Â ñàìîé

âåðõíåé ÷àñòè ñëîÿ íàáëþäàþòñÿ åäèíè÷íûå ÷àñòèöû (â ýòèõ çîíàõ çíà÷åíèå

îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö íå ïðåâûøàåò 0,1). Ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ðàñ-
÷åòíîé êðèâîé, ïðèìåðíî ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýêñïå-

ðèìåíòàëüíîé êðèâîé, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î êà÷åñòâåííîì ñîâïàäåíèè ðåçóëü-

òàòîâ. Â öåëîì ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óäîâëåòâîðèòåëüíî

îïèñûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.
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Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íà÷àëüíîé òîëùèíû ñëîÿ, àìïëèòóäû

è ÷àñòîòû êîëåáàíèé íà ñðåäíþþ ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ (îò-

íîøåíèÿ ñðåäíåé âûñîòû âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ ê åãî íà÷àëüíîé âûñîòå). Èñïîëü-

çîâàëñÿ áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð [3, 7℄, ó÷èòûâàþùèé íà÷àëüíóþ âûñîòó ñëîÿ.

Ïîëó÷åíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ñðåäíÿÿ ñòå-

ïåíü ðàñøèðåíèÿ âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ ðàñòåò.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÒÅÕÍÎËÎ�ÈÉ ÈÍÒÅËËÅÊÒÓÀËÜÍÎ�Î

ÀÍÀËÈÇÀ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ ÄËß ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß

Ó×ÅÁÍÎ�Î Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÂÛÑØÅ�Î Ó×ÅÁÍÎ�Î ÇÀÂÅÄÅÍÈß

À. Ô. Îñüêèí (Áåëàðóñü, Ïîëîöê; Ï�Ó),

Ä. À. Îñüêèí (Áåëàðóñü, Ìèíñê; Á�ÝÓ)

Âûñîêàÿ äèíàìèêà ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì è èíòåíñèâíîñòü èííî-

âàöèîííûõ ïðîöåññîâ, õàðàêòåðíûå äëÿ íà÷àëà XXI âåêà, ïðèâåëè ê èçìåíå-

íèþ ÷èñëà ñóáúåêòîâ èííîâàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè è ðàñøèðåíèþ èõ �óíêöèé.

Âîçðàñòàåò çíà÷åíèå óíèâåðñèòåòîâ, êîòîðûå ïîìèìî ñâîåé òðàäèöèîííîé èí-

ñòèòóöèîíàëüíîé ìèññèè íà÷èíàþò èãðàòü âñå áîëüøóþ ðîëü â �îðìèðîâàíèè

íîâîé ýêîíîìèêè, îðèåíòèðîâàííîé íà çíàíèÿ. Ìîäåëü òàêîé ýêîíîìèêè õîðî-

øî îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíöåïöèè òðîéíîé ñïèðàëè, ïðåäëîæåííîé â íà÷à-

ëå òåêóùåãî âåêà ïðî�åññîðîì Ñòåí�îðäñêîãî óíèâåðñèòåòà �åíðè Èöêîâè÷åì.

Ñîñòàâëÿþùèìè ñïèðàëè ÿâëÿþòñÿ òðè ñóáúåêòà èííîâàöèîííîé ñèñòåìû � �î-

ñóäàðñòâî, Áèçíåñ è Óíèâåðñèòåòû.

Öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðîëè Óíèâåðñèòåòà â ìîäåëè òðîé-

íîé ñïèðàëè, à òàêæå ñöåíàðíûé àíàëèç åãî âëèÿíèÿ íà èííîâàöèîííûå ïðî-

öåññû. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íàìè áûëà ïîñòðîåíà èìèòàöèîííàÿ

ìîäåëü ðàçâèòèÿ Óíèâåðñèòåòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà, îïèñàííîãî â ðàáîòàõ

Äæ. Ôîððåñòåðà è ïîëó÷èâøåãî íàçâàíèå ¾Ñèñòåìíàÿ äèíàìèêà¿.

Èñòî÷íèêàìè èí�îðìàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìîãóò ñëó-

æèòü çíàíèÿ, èçâëåêàåìûå èç ìíîãî÷èñëåííûõ óíèâåðñèòåòñêèõ áàç äàííûõ ñ ïî-

ìîùüþ òåõíîëîãèé èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà îáðàçîâàòåëüíûõ äàííûõ. Ê ñî-

æàëåíèþ, ýòè äàííûå èìåþò ðàçíûé �îðìàò, íå âñåãäà ïîëíû, ÷àñòî çàñîðåíû

è ïîäëåæàò ñåðüåçíîé ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêå, ïðåæäå ÷åì ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ýòàïû èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà è ïðèâî-

äÿòñÿ ðåçóëüòàòû èäåíòè�èêàöèè ñèñòåìíî-äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ó÷åáíîãî ïðî-

öåññà âûñøåãî ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÎÑÖÈËËßÖÈÎÍÍÎÉ ÂÑÏÛØÅ×ÍÎÉ

ÀÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÅËÎÂÎÉ ËÈÑÒÎÂÅ�ÒÊÈ

1

À. Þ. Ïåðåâàðþõà

(�îññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ÑÏÈÈ�ÀÍ)

Åëîâàÿ ëèñòîâåðòêà (Choristoneura fumiferana) � ìåëêàÿ áàáî÷êà, íî îäèí èç

ñàìûõ îïàñíûõ âðåäèòåëåé öåííîãî ëåñà [1℄. Àêòèâíîñòü ëèñòîâåðòêè ïðåäñòàâ-

ëÿåò äëÿ áîðåàëüíûõ ëåñîâ Ñåâåðíîé Àìåðèêè ñåðüåçíóþ îïàñíîñòü. Âñïûø-

êè ÷èñëåííîñòè áàáî÷êè ïðèâîäÿò ê äå�îëèàöèè è ãèáåëè ìèëëèîíîâ ãåêòàðîâ

öåííîãî õâîéíîãî ëåñà â î÷àãàõ ïîðàæåíèÿ � â òðåõ ïðîâèíöèÿõ Êàíàäû: Íüþ-

Áðàóíñâèê, Êâåáåê, Îíòàðèî.

Öåëü íàøåé ðàáîòû � ðàññìîòðåíèå ìîäåëüíûõ ñöåíàðèåâ äèíàìèêè îñöèë-

ëèðóþùåé àêòèâíîñòè âðåäèòåëÿ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Âñïûøêè áàáî÷êè-

ëèñòîâåðòêè îòëè÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî èíòåðåñíîé è íåòðèâèàëüíîé äèíàìèêîé

äîëãîâðåìåííîé ïåðåìåæàþùåéñÿ àêòèâíîñòè è ïåðèîäîâ ìàëî÷èñëåííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ. Âñïûøêà îáû÷íî ãåíåðèðóåò íåñêîëüêî ðàçíîâåëèêèõ ïèêîâ, êîòîðûå

ïîäñ÷èòûâàþò ïî ïëîùàäè ïîðàæåííîãî ëåñà [2℄. Îñöèëëÿöèîííàÿ àêòèâíîñòü

ìîæåò ðàñòÿíóòüñÿ íà òðè äåñÿòèëåòèÿ è çàâåðøèòüñÿ ñïîíòàííûì çàòóõàíè-

åì. Äèíàìèêà âñïûøêè ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ïðîâèíöèé Êàíàäû è ñåâåðà ÑØÀ, ãäå

ðàçëè÷àþòñÿ êëèìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ è ðåãóëÿðíî ïðîâîäÿòñÿ èíñåêòèöèäíûå

ìåðîïðèÿòèÿ. Ìû ðàññìîòðèì ìîäåëè íà îñíîâå óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ

àðãóìåíòîì.

Ìîäè�èêàöèþ ïåðåõîäà áûñòðî ðàçìíîæàþùåéñÿ ïîïóëÿöèè íàñåêîìûõ â

ñîñòîÿíèè äëèòåëüíîé äåïðåññèè ìîæíî ïðåäëîæèòü 
 èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèè

v(N) = ln(K/N), íî ñ ðåãóëÿöèåé îò N(t− τ):

dN

dt
= rN(t) ln

(
K

N(t− τ)

)
. (1)

Óðàâíåíèå îïèøåò àêòóàëüíûé äëÿ ðàçâèòèÿ âñïûøêè ÷óæåðîäíîãî âèäà ñöå-

íàðèé ðàçâèòèÿ åäèíè÷íîé âñïûøêè ÷èñëåííîñòè îò èñõîäíîé ìàëîé ãðóïïû.

Ïåðâîíà÷àëüíûé ñòðåìèòåëüíûé ðîñò ïðè èñ÷åðïàíèè ðåñóðñîâ ñòîëü æå ñòðå-

ìèòåëüíî ïðèâîäèò âèä ê ìàëî÷èñëåííîìó ñîñòîÿíèþ. Äàëåå òðàåêòîðèÿ ìåä-

ëåííî àñèìïòîòè÷åñêè ïðèõîäèò ê íå âîçäåéñòâóþùåìó íà ñðåäó áàëàíñó K.

Ïðåäëîæèì âàðèàíò ñîåäèíåíèÿ ñ ïðåäûäóùåé íàøåé ìîäè�èêàöèåé ìîäåëè

äëÿ ýêñòðåìàëüíîé äèíàìèêè ìîðñêèõ èíâàçèâíûõ ïðîöåññîâ èç ðàáîòû [3℄ â

�îðìå óðàâíåíèÿ ñ τ > τ1, íî òîëüêî íå íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà, à

ëîãèñòè÷åñêîé êðèâîé �îìïåðòöà:

dN

dt
= rN(t) ln

(
K

N(t− τ)

)
3
√

(N(t− τ1)− L). (2)

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 17-07-00125.
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Â äàííîì âàðèàíòå ïàðàìåòðè÷åñêèé äèàïàçîí ñóùåñòâîâàíèÿ êîëåáàíèé âè-

äà ñëèøêîì óçîê. Àëüòåðíàòèâíûé è áîëåå î÷åâèäíûé ñïîñîá îïèñàòü äåãðà-

äàöèþ � äîáàâèòü â ïðàâóþ ÷àñòü ïàðàìåòð íåçàâèñèìîé óáûëè −qN(t − τ).
Òàê îòðàçèì öåëåíàïðàâëåííîå èçúÿòèå, íàïðèìåð èíñåêòèöèäíóþ îáðàáîòêó â

öåëÿõ áîðüáû ñ íåæåëàòåëüíûì íàñåêîìûì:

dN

dt
= N(t)r ln

(
K

N(t− τ)

)
− qN(t− τ). (3)

Òóò ìû ïîëó÷èì î÷åíü èíòåðåñíîå ðåøåíèå äâîéíîé âñïûøêè. Â (3) ïîñëå ïåð-

âîé âñïûøêè ïðè èíâàçèè ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ, äåéñòâèòåëüíî êàòàñòðî�è÷å-

ñêàÿ, ïîñëå ÷åãî âñïûøå÷íàÿ àêòèâíîñòü çàâåðøàåòñÿ.

Ó÷òåì íåëèíåéíî äåéñòâóþùèé �àêòîð ñîïðîòèâëåíèÿ áèîòè÷åñêîãî îêðó-

æåíèÿ ÷ðåçìåðíî ðàçìíîæàâøåìóñÿ âðåäèòåëþ ëåñà:

dN

dt
= rN(t) ln

(
K

N(t− τ)

)
(B −N(t− τ))− γ

N3(t)

N(t− τ) +N2(t)
. (4)

Òàê â (4) ìû ïîëó÷èì ñöåíàðèé ïðîõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ìèíèìóìà ÷èñëåí-

íîñòè, ïîñëå êîòîðîãî ñëåäóåò ðåçêàÿ åäèíè÷íàÿ âñïûøêà ñ êîëåáëþùèìñÿ çà-

òóõàíèåì ó ðàâíîâåñèÿ.

Ëèòåðàòóðà

1. Royama T. Population dynami
s of the spru
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ologi
al Monographs.�1984.�

Vol. 84, � 4.�P. 429�462.

2. Perevaryukha A. Y. A model of development of a spontaneous outbreak of an inse
t with

aperiodi
 dynami
s // Entomologi
al Review.�2015.�Vol. 95, � 3.�P. 397�405.

3. Ïåðåâàðþõà À. Þ. Ñöåíàðèé íåâûíóæäåííîé äåñòðóêöèè ïîïóëÿöèè â ìîäè�èêàöèè

óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí.�2017.�Ò. 19, � 3.�Ñ. 58�69.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈ ÏÓÇÛ�ÜÊÎÂ Â ÆÈÄÊÎÑÒßÕ

ÑÎ ÑËÎÆÍÎÉ �ÅÎËÎ�ÈÅÉ

À. À. �àäèîíîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Àíàëèçèðóåòñÿ äâèæåíèå, âîçíèêàþùåå â æèäêîñòÿõ ñî ñëîæíîé ðåîëîãèåé

(â æèäêîñòÿõ Ìàêñâåëëà è Áèíãàìà) ïðè íåáîëüøîé äå�îðìàöèè îäíîãî èç ïó-

çûðüêîâ, ðàâíîìåðíî ñîäåðæàùèõñÿ â æèäêîñòè. Ýòè íàïðÿæåíèÿ äåéñòâóþò íà

îêðóæàþùèå ìàëûå ñ�åðè÷åñêèå ïóçûðüêè ãàçîâîé �àçû è ìîãóò âûçûâàòü èõ

ïåðåìåùåíèÿ â æèäêîñòè. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

îáúÿñíåíèÿ îáðàçîâàíèÿ êðóïíûõ ïóçûðåé â áåòîííûõ ãåëÿõ.

�àññìîòðèì æèäêîñòü, ðàâíîìåðíî çàïîëíåííóþ ñ�åðè÷åñêèìè ïóçûðüêà-

ìè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, ñîäåðæàùèìè ãàçîâóþ �àçó, íå âçàèìîäåéñòâóþùåé

ñ æèäêîñòüþ. Äëÿ ïðèìåðà (áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè) ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü

íåêîòîðûé îáúåì, çàïîëíåííûé áåòîííûì ãåëåì, êîòîðûé ìîæåò ñîäåðæàòü äî

2% (îáúåìíûõ) ïóçûðüêîâ âîçäóõà ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Äðó-

ãèì ïðèìåðîì (ìàêñâåëëîâñêîé æèäêîñòè) ÿâëÿåòñÿ ìàãìàòè÷åñêèé ðàñïëàâ, ñî-

äåðæàùàÿñÿ â êîòîðîì âîäà îáðàçóåò ïóçûðüêè, ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþùèå æèä-

êîñòü. Ïðèìåì, ÷òî îáúåìíîå ñîäåðæàíèå ïóçûðüêîâ ìàëî è íå ìåíÿåò �èçè÷å-

ñêèõ ñâîéñòâ æèäêîñòè.

Ïðè äå�îðìèðîâàíèè âíåøíèìè íàïðÿæåíèÿìè æèäêîñòè íà ïóçûðåê äåé-

ñòâóåò ñèëà, êîòîðàÿ ìîæåò âûçâàòü åãî äâèæåíèå. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñ�åðè÷å-

ñêîãî ïóçûðüêà â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ñèëàìè: ñèëîé ïðèñîåäèíåííûõ

ìàññ, ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ Ñòîêñà, ñèëîé Àðõèìåäà. Äâèæåíèå ïóçûðüêà ïîä-

÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ [1℄:

(
1 +

ρ

2ρp

)
d~vp
dt

=
9fSµ

2a2ρp

(
~v − ~vp

)
+

3ρ

2ρp

d~v

dt
, (1)

ãäå t � âðåìÿ, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ρp � ïëîòíîñòü âêëþ÷åíèÿ (ïóçûðü-

êà), ~v = (u, v, w) � ñêîðîñòü æèäêîñòè, ~vp � ñêîðîñòü ïóçûðüêà, a � ðàäèóñ

ïóçûðüêà, µ � âÿçêîñòü æèäêîñòè, fS � áåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíò.

Âåëè÷èíà d~v/dt íàçûâàåòñÿ ñèëîé Àðõèìåäà è ñâÿçàíà ñ ïîëåì âíåøíèõ äå-

�îðìàöèé. Äëÿ ñëó÷àÿ äå�îðìàöèè æèäêîñòè âîêðóã ñ�åðè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ

ìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé âåëè÷èíû. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à

äëÿ ñëó÷àÿ ðåîëîãèè òâåðäîãî òåëà ðàññìîòðåíà â [2, ñ. 34℄. Â ñëó÷àÿõ íüþ-

òîíîâñêîé, ìàêñâåëëîâñêîé è áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ìî-

æåò áûòü ðàññìîòðåíà â ëèíåàðèçîâàííîì ïðèáëèæåíèè. Ââåäåì ñ�åðè÷åñêóþ

ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, θ, φ), öåíòð êîòîðîé ñîâìåñòèì ñ öåíòðîì ñ�åðè÷åñêîãî

âêëþ÷åíèÿ, è áóäåì ñ÷èòàòü âîçíèêàþùåå äâèæåíèå íå çàâèñÿùèì îò óãëîâûõ

êîîðäèíàò è äîñòàòî÷íî ìàëûì, æèäêîñòü ïðèìåì íåñæèìàåìîé.

�åîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå òåíçîð íàïðÿæåíèé σ è òåíçîð ñêî-

ðîñòåé äå�îðìàöèé ǫ äëÿ ìàêñâåëëîâñêîé æèäêîñòè: λdσ/dt + σ = µǫ, ãäå λ �
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âðåìÿ ðåëàêñàöèè. �åîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ïîëó-

÷àåòñÿ îòñþäà ïðè λ = 0. �åîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå σ = 2µǫ + τ0, ãäå τ0 � çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî íàïðÿ-

æåíèÿ. Êîìáèíèðóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ðåîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ìîæíî

ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

λutt + ut =
µ

ρ

(
urr +

2ur
r

− 2u

r2

)
− 2τ0

r2
. (2)

Çäåñü u(t, r) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè âäîëü ðàäèóñà. Ïðè λ = 0 è τ0 = 0
(2) ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè, ïðè λ = 0 è τ0 6= 0 �
áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè, ïðè λ 6= 0 è τ0 = 0 � ìàêñâåëëîâñêîé æèäêîñòè.

Äëÿ ìàêñâåëëîâñêîé æèäêîñòè ëèíåéíîå óðàâíåíèå (2) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òè-

ïà, äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè � ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, äëÿ áèíãàìîâñêîé

æèäêîñòè � íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. �åøåíèÿ ýòèõ óðàâ-

íåíèé èçâåñòíû [3℄.

Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ íåêîòîðûì âîçìóùåíèåì äàâëåíèÿ â îäèíî÷íîì ïó-

çûðüêå, êîòîðûé íàçîâåì öåíòðîì âîçìóùåíèÿ. Ýòî ìîæåò áûòü ñëèÿíèå äâóõ

áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ïóçûðüêîâ èëè îáðàçîâàíèå ïóçûðüêà âñëåäñòâèå óñàä-

êè áåòîííîãî ãåëÿ (äëÿ áèíãàìîâñêèõ æèäêîñòåé). Âñëåäñòâèå òàêîãî ñîáûòèÿ

ïóçûðåê ðàñøèðÿåòñÿ, ïðè ýòîì âåëè÷èíà ut(r = a) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè èìååò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè áûñòðî ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî æå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî âåëè÷èíó u(r = a). Â êà÷åñòâå

íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûå íóëþ íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ñìåùåíèÿ

u(t = 0, r) = 0, ur(t = 0, r) = 0.

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÂÎÇÄÓØÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

È �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈß ÇÀ��ßÇÍßÞÙÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂ

Â �Î�ÍÛÕ ÓÙÅËÜßÕ ÑÅÂÅ�ÍÎÉ ÎÑÅÒÈÈ

À. À. �àäèîíîâ (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Î. Ñ. Ïàíàýòîâà (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Â. Þ. Òèì÷åíêî (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Ìîäåëèðîâàíèå àýðîäèíàìèêè âîçäóõà â ãîðíûõ óùåëüÿõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-

íîé è äîñòàòî÷íî êîìïëåêñíîé çàäà÷åé. Çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çà-

ãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ (ÇÂ) îò èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ãîðíûõ óùåëüÿõ

(òàêèõ êàê õâîñòîõðàíèëèùà, ãîðíî-äîáûâàþùèå ïðåäïðèÿòèÿ, òðàíñïîðòíûå

àðòåðèè), îïðåäåëÿþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ïåðåíîñîì âîçäóøíûìè ïîòîêàìè è

ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò èçâåñòíûõ äëÿ ðàâíèííûõ òåððèòîðèé.

Ñîçäàíà è ïðîòåñòèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ àýðîäè-

íàìèêó âîçäóøíûõ ïîòîêîâ â àòìîñ�åðå ãîðíîãî óùåëüÿ, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ

ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàçîîáðàçíûõ ïàññèâíûõ ÇÂ è â âèäå ìåëêîé ïûëè.

Ìîäåëü ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà âûáðîñîâ ÇÂ èç õâîñòîõðàíèëèùà, ðàñïîëî-

æåííîãî â óùåëüå ðåêè Àðäîí, â ðàéîíå ñåëåíèÿ Óíàë â Ñåâåðíîé Îñåòèè. Ïðè

ðåàëèçàöèè ìîäåëè èñïîëüçîâàëñÿ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûé îòêðûòûé âû-

÷èñëèòåëüíûé ïàêåò OpenFOAM.

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìîäåëè, ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è è ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé, à òàêæå ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî âëèÿþùèõ �àêòî-

ðîâ, äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàëèñü óùåëüÿ èäåàëèçèðîâàííîé �îðìû. Òåñòè-

ðîâàíèå ìîãëî îñóùåñòâëÿòüñÿ áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè è èçìåíå-

íèé òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé âäîëü óùåëüÿ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ

ïðè ñïëîøíîé îáëà÷íîñòè.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíî, ÷òî ÇÂ ìîãóò ïåðåíîñèòüñÿ âîçäóøíûìè ïî-

òîêàìè íà ñêëîíû óùåëüÿ, äîñòàòî÷íî óäàëåííûå îò õâîñòîõðàíèëèùà. ÇÂ ïðàê-

òè÷åñêè íå ïîêèäàþò âèõðåâîå òå÷åíèå, êîòîðîå îáðàçóåòñÿ â ïîïåðå÷íîì ñå-

÷åíèè óùåëüÿ, âìåñòå ñ íèì ïîäíèìàþòñÿ ââåðõ ïî ñêëîíàì óùåëüÿ, áîëüøåé

÷àñòüþ ïåðåíîñÿòñÿ âäîëü îñè óùåëüÿ è çàïîëíÿþò âåòâè óùåëüÿ, êîòîðûå èìå-

þòñÿ â âåðõíåé ÷àñòè àðäîíñêîãî óùåëüÿ. Âèõðåâîå òå÷åíèå, âîçíèêàþùåå â óùå-

ëüå, ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ñðàâíèìûì ïî âûñîòå ñ âûñîòîé ñêëîíîâ

óùåëüÿ. ÇÂ ÷àñòè÷íî âûíîñÿòñÿ â äîëèíó, ãäå ðàñïîëîæåí ãîðîä Àëàãèð.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÄËÈÍÍÎÂÎËÍÎÂÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÀÂÒÎÊÎËÅÁÀÍÈÉ

ÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Ñ. Â. �åâèíà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêî-

ñòè ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âíåøíèõ ñèë F (x, t), ïåðèîäè÷åñêîãî ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íûì ïåðåìåííûì x1, x2 ñ ïåðèîäàìè ℓ1 è ℓ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëå ñêîðîñòè è

äàâëåíèå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà:

∂v

∂t
+ (v,∇)v − ν∆v = −∇p+ F (x, t), div v = 0.

Ñðåäíÿÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêó ïåðèîäîâ ñêîðîñòü ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé. Ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî îäèí èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäîâ ℓ2 = 2π/α ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-

íå÷íîñòè, êîãäà âîëíîâîå ÷èñëî α→ 0.
Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ áè�óðêàöèåé ðîæäåíèÿ öèêëà ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

äàííîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà

V = (0, V (x1)), 〈V 〉 6= 0,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì.

Ïóñòü S2 � çàìûêàíèå â L2(Ω) ìíîæåñòâà ãëàäêèõ ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîð-
�óíêöèé, ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2 ñ ïåðèîäà-

ìè ℓ1 è ℓ2 ñîîòâåòñòâåííî, Π � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â L2(Ω) íà ïîäïðî-

ñòðàíñòâî S2 (ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïðîåêòîð). Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå �

Ñòîêñà íà îñíîâíîì òå÷åíèè, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó â S2:

Aϕ+ iω0ϕ = 0, Aϕ = −νcΠ∆ϕ+Π

[
ϕ1V

′(x1)e2 + V (x1)
∂ϕ

∂x2

]
,

ãäå e1, e2 � êîîðäèíàòíûå îðòû. Ïðèìåíèì ñõåìó ìåòîäà Ëÿïóíîâà � Øìèä-

òà, ïðåäëîæåííóþ Â. È. Þäîâè÷åì. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñïåê-

òðàëüíàÿ çàäà÷à [1, 2℄, íà âòîðîì øàãå íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîé

ñîïðÿæåííîé çàäà÷è [3℄. Íà êàæäîì øàãå ìåòîäà Ëÿïóíîâà � Øìèäòà ïðèìå-

íÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó α.
Ïîëàãàÿ äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà

v = u+ V ,

ïðèäåì ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âîçìóùåíèé â ïðîñòðàíñòâå S2:

du

dt
+A(ν)u = K(u,u),

ãäå K(u,u) = −Π(u,∇)u, A(ν)u = A. ×åðåç ε2 = νc − ν îáîçíà÷èì íàäêðè-

òè÷íîñòü, â óðàâíåíèè âîçìóùåíèé ñäåëàåì çàìåíó τ = ωt, ãäå ω � íåèçâåñòíàÿ
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öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ (u, P ) è ÷àñòîòó ω áóäåì

ðàçûñêèâàòü â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ε. Òîãäà âîçìóùåíèå ñêîðîñòè
â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ε èìååò âèä

u1 = η(ϕeiτ +ϕe−iτ ),

ãäå ϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è è íàéäåíî â [1, 2℄, àì-

ïëèòóäà η îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ âîçìóùåíèé ïðè ε3.
Âîçìóùåíèå ñêîðîñòè ïðè ε2 èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

u2 = η2(w + vei2τ + ve−i2τ ),

ãäå w è v ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â S2

Aw = K(ϕ,ϕ) +K(ϕ,ϕ), 2iω0v +Av = K(ϕ,ϕ).

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàëîñü â [4℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè

âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè íàéäåí îáùèé ÷ëåí â ðàçëî-

æåíèÿ â ðÿäû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó α íåëèíåéíîé ïîïðàâêè v è àìïëèòóäà η.
Ïîêàçàíî, ÷òî êàê è â ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å îáùèé ÷ëåí àñèìïòî-

òèêè àâòîêîëåáàíèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð òèïà Âîëüòåððà

I : H → H, äåéñòâóþùèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà �óíêöèé H èç L2(0, ℓ1), îðòîãî-
íàëüíûõ åäèíèöå

If =

x∫

0

f(s) ds−
〈 x∫

0

f(s) ds

〉
,

è ñêîáêè Ïóàññîíà �óíêöèé f(x) è g(x):

W (f, g) = f
dg

dx
− g

df

dx
.

Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è

â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îòêëîíåíèå îñíîâíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè îò åãî ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ íå÷åòíî.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÈÌÈÒÀÖÈÎÍÍÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß

ÄËß ÀÍÀËÈÇÀ ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÊÎÌÏÀÍÈÈ

À. Â. Ñëàíîâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Âëàäèêàâêàçñêèé �èëèëàë ÔÓ)

Óïðàâëåíèå â ñîâðåìåííîì ìèðå ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå òðóäíûì äåëîì, ïî-

ñêîëüêó îðãàíèçàöèîííûå ñòðóêòóðû ïîñòîÿííî óñëîæíÿþòñÿ. Ýòà ñëîæíîñòü

îáúÿñíÿåòñÿ õàðàêòåðîì âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè ýêî-

íîìè÷åñêèõ ñèñòåì è �èçè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñ êîòîðûìè îíè âçàèìîäåéñòâó-

þò. Èçìåíåíèå îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ïðèâîäèò ê èçìåíåíèÿì â äðó-

ãèõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû, ÷òî ïðèâåëî ê ðàçâèòèþ ìåòîäîëîãèè ñèñòåìíîãî àíàëèçà

[1�3℄. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ è ïîëåçíûõ îðóäèé àíàëèçà ñòðóêòóðû ñëîæ-

íûõ ïðîöåññîâ è ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñðåäè ìåòîäîâ

ïðèêëàäíîãî ñèñòåìíîãî àíàëèçà èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáî-

ëåå ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì, óïðàâëåíèå êîòîðû-

ìè ñâÿçàíî ñ ïðèíÿòèåì ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ïî ñðàâíåíèþ ñ

äðóãèìè ìåòîäàìè òàêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü áîëüøîå ÷èñ-

ëî àëüòåðíàòèâ, óëó÷øàòü êà÷åñòâî óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé è òî÷íåå ïðîãíî-

çèðîâàòü èõ ïîñëåäñòâèÿ [4, 5℄.

Ñîâðåìåííûì èíñòðóìåíòîì èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ è

íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ñðåäà ìîäåëèðîâàíèÿ GPSS World. Ñ ïîìîùüþ

ýòîé ñèñòåìû ý��åêòèâíî ìîäåëèðóþòñÿ ïðîèçâîäñòâåííûå è íåïðîèçâîäñòâåí-

íûå ïðîöåññû, â òîì ÷èñëå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ñèñòåìà GPSS

World ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëüøîé íàáîð êîìàíä óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ìî-

äåëèðîâàíèÿ. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ âèçóàëèçèðóþòñÿ, â òîì ÷èñëå ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ìóëüòèïëèêàöèè [6, 7℄. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ èìèòàöè-

îííàÿ ìîäåëü îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ òîðãîâîé êîìïàíèè, â êîòîðîé ó÷èòûâà-

ëèñü ñëåäóþùèå èñõîäíûå äàííûå: âðåìÿ ïðèõîäà êëèåíòîâ, âðåìÿ îáñëóæèâà-

íèÿ êîíñóëüòàíòîì-êàññèðîì. Èìèòèðîâàëñÿ 10-òè ÷àñîâîé ðàáî÷èé äåíü îäíîãî,

äâóõ, òðåõ èëè ÷åòûðåõ êîíñóëüòàíòîâ. Â ðåçóëüòàòå èìèòàöèîííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ îïðåäåëÿëîñü êîëè÷åñòâî ïðèøåäøèõ, îáñëóæåííûõ è íåîáñëóæåííûõ

êëèåíòîâ, âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ êëèåíòîâ â îæèäàíèè îñâîáîæäåíèÿ êîíñóëüòàíòà-

êàññèðà, äëèíà î÷åðåäè. Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî

ðàáî÷åãî äíÿ, êîãäà íåò áîëüøîãî íàïëûâà êëèåíòîâ, âðåìÿ ïðèõîäà êëèåíòîâ

ñîñòàâëÿåò 15�25 ìèíóò èëè 10�20 ìèíóò. Äëÿ îáñëóæèâàíèÿ êàæäîãî êëèåí-

òà êîíñóëüòàíòó-êàññèðó îòâîäèòñÿ 20�40 ìèíóò. Â ðåçóëüòàòå èìèòàöèîííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíî, ÷òî â òå÷åíèè ðàáî÷åãî äíÿ êîíñóëüòàíò-êàññèð áûë

çàíÿò 96% ðàáî÷åãî âðåìåíè è îáñëóæèë 19 êëèåíòîâ, ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæè-

âàíèÿ êàæäîãî êëèåíòà ñîñòàâèëî 30 ìèíóò, ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êëèåíòîâ

â î÷åðåäè 13�12 ÷åëîâåê, â êîíöå ðàáî÷åãî äíÿ â î÷åðåäè îñòàëîñü 12 ÷åëîâåê,

âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â î÷åðåäè � îêîëî äâóõ ÷àñîâ. Ò. å. íå äîæäàâøèñü îáñëóæè-

âàíèÿ èç ìàãàçèíà óéäåò 12 íåäîâîëüíûõ ÷åëîâåê, êîòîðûå, âîçìîæíî, íèêîãäà

íå ñòàíóò êëèåíòàìè.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî

êîìïàíèè íåîáõîäèìî ñîâåðøåíñòâîâàòü áèçíåñ-ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ

ïóòåì óìåíüøåíèÿ âðåìåíè èõ îáñëóæèâàíèÿ.

Ëèòåðàòóðà
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âàíèÿ äëÿ ïðîãíîçà áåçðàáîòèöû â ÑÊÔÎ // Ìîëîäåæü è íàóêà: àêòóàëüíûå ïðîáëå-
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íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí�.�2017.�Ñ. 109�116.

5. Äçåáîåâà Ë. Â., Àíäèåâà Ñ. Ý., Îðëîâà Í. Ñ. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñðåäíèõ äëÿ êðàòêî-
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6. Âîëèê Ì. Â. Îñîáåííîñòè àâòîìàòèçàöèè óïðàâëåíèÿ ïðåäïðèÿòèåì ïóòåì âíåäðåíèÿ
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7. �åðàñèìîâà Ë. Í. Ñîâðåìåííûé èíñòðóìåíòàðèé óïðàâëåíèÿ áèçíåñ-ïðîöåññàìè êîìïà-
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

RR-ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ Ñ ÎÄÍÎÉ �ÎÌÁÈ×ÅÑÊÎÉ ÂÅ�ØÈÍÎÉ

Â. È. Ñóááîòèí

(�îññèÿ, Íîâî÷åðêàññê; Þ��ÏÓ (ÍÏÈ))

Â ðàáîòå ðàññìîòðåí îäèí ïîäêëàññ òàê íàçûâàåìûõ RR-ìíîãîãðàííèêîâ
â E3

. RR-ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ âûïóêëûé çàìêíóòûé ìíîãîãðàííèê,

ó êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷íûå ðîìáè÷åñêèå âåðøèíû è ñóùåñòâóþò ãðà-

íè Fi, íå ïðèíàäëåæàùèå íè îäíîé çâåçäå ðîìáè÷åñêèõ âåðøèí; ïðè ýòîì ãðà-

íè Fi ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè.

Ïîäêëàññ, ðàññìîòðåííûé çäåñü, ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ RR-ìíîãî-
ãðàííèêîâ ñ îäíîé ðîìáè÷åñêîé âåðøèíîé, à îñòàëüíûå ãðàíè ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè îäíîãî òèïà.

Íàïîìíèì, ÷òî âåðøèíà V ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé n-ðîì-
áè÷åñêîé, åñëè åå çâåçäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü n ðàâíûõ, îäèíàêîâî

ðàñïîëîæåííûõ ðîìáîâ ñ îáùåé âåðøèíîé V ; ïðè÷åì, V ðàñïîëîæåíà íà îñè

âðàùåíèÿ ïîðÿäêà n [1℄.

Â ðàáîòå äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Êëàññ RR-ìíîãîãðàííèêîâ ñ îäíîé ñèììåòðè÷íîé ðîìáè÷åñêîé

âåðøèíîé èñ÷åðïûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ÷åòûðüìÿ ìíîãîãðàííèêàìè:

1) 7-ãðàííèê ñ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè è 3-ðîìáè÷åñêîé âåðøèíîé;

2) 12-ãðàííèê ñ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè è 4-ðîìáè÷åñêîé âåðøèíîé;

3) 15-ãðàííèê ñ 5-ðîìáè÷åñêîé âåðøèíîé;

4) 13-ãðàííèê ñ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè è òóïîóãîëüíîé 3-ðîìáè÷åñêîé âåð-

øèíîé.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñèììåòðè÷íîé ðîìáè÷íîñòè âåðøèíû ïðèâîäèò ê

êëàññó ìíîãîãðàííèêîâ, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü ïðîñòî ïîëó÷åí èç êëàññà ïðà-

âèëüíîãðàííèêîâ, à òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ìåòîäà.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñóááîòèí Â. È. Ìíîãîãðàííèêè ñ ñèììåòðè÷íûìè ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè // Äèñ-

êðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ.�Ì.: Ì�Ó, 2016.�Ñ. 368�370.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀÖÈÈ

ÎÁÙÅÑÒÂÀ Ñ ÑÎÖÈÀËÜÍÎÉ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎÑÒÜÞ

Ç. Õ. Õîñàåâà (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÂÍÖ �ÀÍ),

Â. �. Öèáóëèí (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ìîäåëèðóåòñÿ ðàçâèòèå âî âðåìåíè t ïîëèòè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç

n ãðóïï èëè ïàðòèé. Ïóñòü ui(t) � äîëÿ i-îé ïàðòèè (ãðóïïû), u0(t) � äîëÿ

ïàðòèéíî íåîïðåäåëèâøèõñÿ ãðàæäàí, òàê ÷òî u0 + u1 + · · · + un = 1. Èçìåíå-
íèå êàæäîé ïàðòèè ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ åå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ (äîëè

íàñåëåíèÿ) è ìíîæèòåëÿ, ó÷èòûâàþùåãî ñîïóòñòâóþùèå �àêòîðû:

dui
dt

= ui


αif(u0) +

n∑

j 6=i

µijuj − βiv


 . (1)

Ôóíêöèÿ f(u0) õàðàêòåðèçóåò ïðèðîñò çà ñ÷åò ëþäåé, íå âîâëå÷åííûõ â ïàð-

òèè, αi � ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð ðîñòà. Ñëàãàåìûå ñ êîý��èöèåíòàìè µij
ïîçâîëÿþò ó÷åñòü ìåæïàðòèéíûå ïåðåòîêè. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå õàðàêòåðèçóåò

èçìåíåíèå äîëè ïàðòèè çà ñ÷åò ñîöèàëüíîé íàïðÿæåííîñòè v(t).

f(u0) = u0(1− u0), u0 = 1−
n∑

i=1

ui. (2)

Äëÿ êîý��èöèåíòîâ µij , èñïîëüçóåìûõ ïðè îïèñàíèè ìåæïàðòèéíûõ ïåðå-

òîêîâ, ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: µij = −µji, i, j = 1, . . . , n. Ýòî óñëîâèå
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íóëåâîé íàïðÿæåííîñòè (v = 0) è íóëåâîì ÷èñëå ¾áåçðàëè÷-

íûõ¿ (u0 = 0) ñóììà ïàðòèéíûõ äîëåé ðàâíà åäèíèöå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.
Ñëàãàåìûå ñ êîý��èöèåíòàìè βi ó÷èòûâàþò ñíèæåíèå èëè óâåëè÷åíèå ÷èñëåí-
íîñòè ïàðòèè ïðè ðîñòå íàïðÿæåííîñòè. Ìîäåëü äîïóñêàåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðî-

ñòà íàïðÿæåííîñòè ÷àñòü íàñåëåíèÿ ïåðåñòàåò ïîääåðæèâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ

ïàðòèþ è ñòàíîâèòñÿ áåçðàçëè÷íîé.

Èçìåíåíèå íàïðÿæåííîñòè ðåãóëèðóåòñÿ ìíîæèòåëåì, âêëþ÷àþùèì êîý�-

�èöèåíò ðåëàêñàöèè γ è ñëàãàåìûå ïðèðîñòà, êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû âåñó

ïàðòèé ñ ïàðàìåòðàìè δi

dv

dt
= v


−γ +

n∑

j=1

δjuj


 . (3)

Â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòðû ðîñòà, ðåëàêñàöèè è äðóãèå ìîãóò áûòü �óíêöèÿ-

ìè âðåìåíè, òîãäà ñèñòåìà áóäåò ñîñòîÿòü èç n+1 äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè.
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Ïðè îòñóòñòâèè ïåðåòîêîâ (µij = 0) ìîäåëü àíàëîãè÷íà ðàññìîòðåííîé â [1℄,
ãäå áûëè óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êîñèììåòðè÷íà è âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ñåìåéñòâ

ðàâíîâåñèé.

�àññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ n = 2 â ñëó÷àå ïàðòèéíûõ ïåðåòîêîâ, ïðè ýòîì îñòà-

åòñÿ îäèí êîý��èöèåíò (µ12 = m). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðóøåíèÿ ñåìåéñòâ ðàâ-
íîâåñèé èñïîëüçóåì ïîñòðîåíèå êîñèììåòðè÷íîãî äå�åêòà è ñåëåêòèâíîé �óíê-

öèè Â. È. Þäîâè÷à. Íàëè÷èå ïåðåòîêîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñåëåêòèâíàÿ �óíê-

öèÿ èìååò òðè íóëÿ: äâà ñîâïàäàþò ñ ðàâíîâåñèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèì ïîáåäå

îäíîé èç ïàðòèé ïðè íóëåâîé íàïðÿæåííîñòè. Òðåòüå ðåøåíèå íå èìååò ñìûñëà,

òàê êàê äàåò ÷èñëåííîñòè ïàðòèé ðàçíûõ çíàêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè

ïàðòèéíûõ ïåðåòîêîâ, íåçàâèñèìî îò èõ íàïðàâëåíèÿ (m 6= 0), êîñèììåòðèÿ
ðàçðóøàåòñÿ.

−0.2 0 0.2

−0.3

0

0.3 1 2 3

4 5 6

m

δ

�èñ. 1. Îáëàñòè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò êîý��èöèåíòà

èíòåíñèâíîñòè ïåðåòîêîâ m è ðàçíîñòè ïàðàìåòðîâ ðîñòà δ = b− a,

ëèíèè êîñèììåòðèè (ïóíêòèð).

Ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ α1 = β1 = 1, α2 = a = 1.5, γ = c = 0.6,
δ1 = d1 = 0.5, δ2 = d2 = 1.4 äèíàìèêà ñèñòåìû àíàëèçèðîâàëàñü â çàâèñèìîñòè

îò ïàðàìåòðîâ m è δ = b− a. Íà ðèñ. 1 äàíà êàðòà äëÿ ïàðàìåòðîâ m, δ = b− a.
Ïóíêòèðíûå ïðÿìûå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñèñòå-

ìà ÿâëÿåòñÿ êîñèììåòðè÷íîé: m = 0 è δ = 0 (b = a). Ìåæäó ñïëîøíîé êðèâîé è

ïðÿìîé m = 0 íàõîäÿòñÿ îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâó-
þò ðàâíîâåñèÿ ñ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè u1, u2, v, ò. å. èìååòñÿ ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå ñ íåíóëåâûìè ÷èñëåííîñòÿìè îáåèõ ïàðòèé è íàïðÿæåííîñòüþ. Ýòè

ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâû ïðè m < 0 è íåóñòîé÷èâû ïðè m > 0. Äëÿ çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðîâ èç îáëàñòè, ïîìå÷åííîé öè�ðîé 5, íàáëþäàåòñÿ ìóëüòèñòàáèëüíîñòü.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m, δ = b − a áðàëèñü âíå îáëàñòè 5,

óñòîé÷èâûì îêàçûâàëñÿ îäèí ðåæèì. Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè 6

ïîëó÷àëîñü ðàâíîâåñèå, õàðàêòåðíîå ïðè ìîíîïîëèè îäíîé ïàðòèè.

Ëèòåðàòóðà

1. Åïè�àíîâ À. Â., Öèáóëèí Â. �. Î äèíàìèêå êîñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì õèùíèêîâ è

æåðòâ // Êîìïüþòåðíûå èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèå.�2017.�Ò. 9, � 5.�Ñ. 799�813.
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Ñåêöèÿ IV

Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Â ÎÁÓ×ÅÍÈÈ Ó×ÀÙÈÕÑß:

ÌÍÎ�ÎÝÒÀÏÍÛÅ ÌÓËÜÒÈÄÈÑÖÈÏËÈÍÀ�ÍÛÅ ÇÀÄÀÍÈß

Â. Ñ. Àáàòóðîâà (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ),

Â. Í. Äóáðîâñêèé (�îññèÿ, Ìîñêâà; ÑÓÍÖ Ì�Ó),

Å. È. Ñìèðíîâ (�îññèÿ, ßðîñëàâëü, ß�ÏÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîãî øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ �îðìèðîâàíèå ó ó÷àùèõñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î ìàòåìàòèêå êàê î ìåòîäå ïîçíà-

íèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîçâîëÿþùåì îïèñûâàòü è èçó÷àòü ðåàëüíûå ïðîöåññû è

ÿâëåíèÿ. Îñíîâîé äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå çíàíèé è óìåíèé â îáëàñòè ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ, ÿâëåíèé è ñèòóàöèé îêðóæàþùåé äåé-

ñòâèòåëüíîñòè.

Âàæíóþ ðîëü â ðåøåíèè äàííîé ïðîáëåìû ìîãóò ñûãðàòü ìíîãîýòàïíûå

ìóëüòèäèñöèïëèíàðíûå çàäàíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìû çíàíèÿ ïî

ìàòåìàòèêå, èí�îðìàòèêå è îäíîé èëè íåñêîëüêèì åñòåñòâåííî-íàó÷íûì äèñ-

öèïëèíàì. Ïðèìåðîì òàêèõ çàäàíèé ìîãóò ñòàòü çàäàíèÿ íà ïîñòðîåíèå è èñ-

ñëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èç ðåàëüíîé æèçíè, à �îðìîé îðãàíèçàöèè

ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ � øêîëüíûå èíòåëëåêòóàëüíûå ìóëüòèäèñöèïëèíàðíûå

êîìàíäíî-ëè÷íûå ñîðåâíîâàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå, �èçèêå, èí�îðìàòèêå, êîòîðûå

óæå áîëåå äâàäöàòè ëåò ñ óñïåõîì ïðîâîäÿòñÿ â ðàçíûõ ñòðàíàõ. Â Êèòàå, ê ïðè-

ìåðó, â òàêèõ êîíêóðñàõ åæåãîäíî ïðèíèìàåò ó÷àñòèå áîëåå 40000 øêîëüíèêîâ,

à ïðåäìåò ¾ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ ââåäåí â øêîëüíóþ îáùåîáðàçîâà-

òåëüíóþ ïðîãðàììó, ïðè÷åì òàì óæå ðàçðàáîòàíû ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ó÷àùèõñÿ ñòàðøèõ êëàññîâ íå òîëüêî â ñïåöèàëèçè-

ðîâàííîé, íî è â ìàññîâîé øêîëå. Â �îññèè âïåðâûå â íîÿáðå 2018 ã. ê.�-ì.í.

Â. Í. Äóáðîâñêèì â ÑÓÍÖ Ì�Ó áûë îðãàíèçîâàí I Ìåæäóíàðîäíûé êîìàíäíî-

ëè÷íûé òóðíèð øêîëüíèêîâ 8�10 êëàññîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ.

Îñíîâíîé ýòàï êîíêóðñà � ðåøåíèå ðåàëüíîé ïðîèçâîäñòâåííîé çàäà÷è ¾Êàëèá-

ðîâêà àêñåëåðîìåòðîâ¿, ïðåäëîæåííîé �èðìîé Huawei, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü

ìíîãîýòàïíîé ìóëüòèäèñöèïëèíàðíîé çàäà÷åé (ñ óñëîâèåì çàäà÷è ìîæíî îçíà-

êîìèòüñÿ â [1℄).

Ó÷àñòíèêè êîíêóðñà (âêëþ÷àÿ êîìàíäó ÂÖÍÌÎ, ñ�îðìèðîâàííóþ èç ó÷à-

ùèõñÿ 7�8 êëàññîâ øêîë ã. Âëàäèêàâêàçà � �ÔÌËÈ, ãèìíàçèÿ � 7, ÑÎØ � 42)

îöåíèëè óðîâåíü ñëîæíîñòè ýòîãî çàäàíèÿ è äðóãèõ çàäàíèé òóðíèðà è îïðåäå-

ëèëè óðîâåíü ñîáñòâåííûõ çíàíèé è óìåíèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ, à èõ íàñòàâíèêè ñìîãëè îáñóäèòü ñ êîëëåãàìè ïðîáëåìû îáó÷åíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ øêîëüíèêîâ â ñïåöèàëèçèðîâàííîé è ìàññîâîé

îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëå. Ïîäðîáíåå î òóðíèðå è åãî òóðàõ (êðîìå óêàçàí-

íîãî êîíêóðñà â òóðíèðå áûëè ïðîâåäåíû îëèìïèàäà ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-

êå, îëèìïèàäà ¾Ìàòåìàòèêà ðåàëüíîñòè¿, êîíêóðñ ¾Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è¿)

ìîæíî óçíàòü â [2℄.

Êîíêóðñ ïîêàçàë, ÷òî ëó÷øèå óìåíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ ïîêàçûâàþò ó÷àùèåñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë, è ýòî
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ñâÿçàíî ñ õîðîøèì óðîâíåì ïîäãîòîâêè ó÷àùèõñÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè, �è-

çèêè, èí�îðìàòèêè, ïîýòîìó äàííûé êîíêóðñ ìîæåò äàòü õîðîøèå ðåçóëüòàòû

ëèøü äëÿ íåáîëüøîé ÷àñòè ðîññèéñêèõ øêîëüíèêîâ. Îäíàêî, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî

ñòàâèò íîâóþ çàäà÷ó: à êàê âîâëå÷ü â óêàçàííûé êîíêóðñ ó÷àùèõñÿ ìàññîâîé

øêîëû? Îòâåò î÷åâèäåí � íåîáõîäèìî ïîâûñèòü óðîâåíü êîìïåòåíöèé â îáëà-

ñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ó øêîëüíûõ ó÷èòåëåé, ðàáîòàþùèõ â ìàñ-

ñîâîé îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëå, ðàçðàáîòàòü àäàïòèðîâàííûå îáðàçîâàòåëü-

íûå ïðîãðàììû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ äëÿ îðãàíèçàöèè øêîëü-

íûõ êðóæêîâ, ñïåöêóðñîâ è/èëè �àêóëüòàòèâîâ è ñåðèè ìíîãîýòàïíûõ ìóëü-

òèäèñöèïëèíàðíûõ çàäàíèé, à òàêæå âíåäðèòü â ìàññîâîå øêîëüíîå îáðàçîâà-

íèå ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êàê îñíîâó ìåæäèñöèïëèíàðíîãî

ïîäõîäà â îáó÷åíèè øêîëüíèêîâ ïðåäìåòàì åñòåñòâåííî-ìàòåìàòè÷åñêîãî öèê-

ëà. Âàæíûì �àêòîðîì ðåøåíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü

ïðèâëå÷åíèÿ ê äàííîé ðàáîòå ñïåöèàëèñòîâ ïðî�èëüíûõ âóçîâ è íàó÷íûõ îð-

ãàíèçàöèé, êîòîðîå ìîæíî îðãàíèçîâàòü â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ñåòåâûõ ìîäåëåé

âçàèìîäåéñòâèÿ ¾Øêîëà�ÂÓÇ�ÍÈÈ¿: ìîäåëè ¾Àêàäåìè÷åñêèé êëàññ¿, ¾îïîð-

íûå øêîëû �ÀÍ¿ è äð.

Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ â 2018�2019 ó÷åáíîì ãîäó ñîâ-

ìåñòíî ñ Ñåâåðî-Îñåòèíñêèì ðåãèîíàëüíûì îòäåëåíèåì Ìåæðåãèîíàëüíîé Àñ-

ñîöèàöèåé ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè â 2018�2019 ó÷åáíîì ãîäó îðãàíèçîâàë íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêèé ñåìèíàð äëÿ ó÷èòåëåé ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå øêîëü-

íèêàì¿, â õîäå êîòîðîãî áûëè ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû îòêðûòûå ðåñóðñíûå

óðîêè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè (Ô. Ê. �óñàëîâà (8 êë., ãåîìåòðèÿ), Å. À. Êà÷óð

(8 êë., ãåîìåòðèÿ), Ò. Â. Ïàñòóõîâà (10 êë., àëãåáðà)) ïî îáó÷åíèþ ó÷àùèõñÿ ðå-

øåíèþ ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷ èç îáÿçàòåëüíîé øêîëüíîé îáðàçîâà-

òåëüíîé ïðîãðàììû. Ïîëó÷åííûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî

ïðîáëåìà îáó÷åíèÿ øêîëüíèêîâ ìåòîäó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ àêòóàëüíîé è åå ðåøåíèå ñìîæåò îòêðûòü íîâûå âîçìîæíîñòè â ðàçâèòèè

ìåæäèñöèïëèíàðíîãî ïîäõîäà â îáó÷åíèè øêîëüíèêîâ.

Ëèòåðàòóðà

1. URL: http://internat.msu.ru/wp-
ontent/uploads/2018/10/zada
ha_KMM2018.pdf.

2. URL: http://internat.msu.ru/edu
ational-proje
ts/turniry-i-konferentsii/turnir-mm1/.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÑÎÂ�ÅÌÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÈÇËÎÆÅÍÈß ÊÓ�ÑÀ

ÂÛÑØÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ Â ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÓÇÀÕ

Ô. Ñ. Àáäóëëàåâà (Óçáåêèñòàí, Òàøêåíò; ÒÓÈÒ),

Æ. Ø. Ñà�àðîâ (Óçáåêèñòàí, Òàøêåíò; ÒÓÈÒ)

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû ïðåïîäàâàíèÿ âûñøåé

ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â òåõíè÷åñêèõ ÂÓÇàõ. Èçó-

÷åíèå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè äîëæíî ñïîñîáñòâîâàòü âûðàáîòêå ó ñòóäåíòîâ

íàâûêîâ ðàçðàáîòêè è ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, äîâåäåíèÿ èññëå-

äîâàíèé äî êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà.

Â òåõíè÷åñêèõ âóçàõ ìàòåìàòèêà çàíèìàåò äâîéñòâåííîå ïîëîæåíèå: ñ îäíîé

ñòîðîíû, ýòî îñîáàÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíàÿ äèñöèïëèíà, ïîñêîëüêó çíàíèÿ ïî ìà-

òåìàòèêå ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ äðóãèõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ,

à òàêæå îáùåèíæåíåðíûõ è ñïåöèàëüíûõ äèñöèïëèí; ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ

áîëüøèíñòâà ñïåöèàëüíîñòåé òåõíè÷åñêèõ âóçîâ ìàòåìàòèêà íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-

�èëèðóþùèì ïðåäìåòîì. Ñòóäåíòû âîñïðèíèìàþò åå êàê íåêóþ àáñòðàêòíóþ

äèñöèïëèíó, êîòîðàÿ íå âëèÿåò íà óðîâåíü êîìïåòåíòíîñòè áóäóùåãî èíæåíåðà.

Òàêîå âîñïðèÿòèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, âóçîâñêèé êóðñ ìàòåìàòèêè

çíà÷èòåëüíî äèñòàíöèðîâàí îò ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, à âî-âòîðûõ, ñòóäåí-

òû åùå íå èìåþò çíàíèé ïî ñïåöèàëüíûì äèñöèïëèíàì, êîòîðûå ïîêàçûâàþò

ñâÿçü ìàòåìàòèêè ñ áóäóùåé ïðî�åññèåé. Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíà íåîáõîäè-

ìîñòü îïðåäåëåííîé èíòåãðàöèè êóðñà ìàòåìàòèêè ñ öèêëîì ïðî�åññèîíàëüíûõ

äèñöèïëèí, ýòî òåì áîëåå î÷åâèäíî â íàøè äíè, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû

âñå øèðå ïðèìåíÿþòñÿ â èíæåíåðíî-òåõíè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òàêàÿ èíòåãðà-

öèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ðåàëèçóþùàÿ êîìïåòåíòíîñòíûé ïîäõîä, îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïðèäàíèåì îáó÷åíèþ ìàòåìàòèêå ïðî�åññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòè, ÷òî ïîçâî-

ëÿåò íàõîäèòü ïóòè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå âî âñåõ óêàçàííûõ

àñïåêòàõ: ñîäåðæàíèÿ, ìîòèâàöèè, ñðåäñòâ è ìåòîäèê îáó÷åíèÿ. Ïîä ïðî�åññè-

îíàëüíîé íàïðàâëåííîñòüþ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ìû ïîíèìàåì òàêîå ñîäåðæà-

íèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è îðãàíèçàöèþ åãî óñâîåíèÿ â òàêèõ �îðìàõ è âèäàõ

äåÿòåëüíîñòè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñèñòåìíîé ëîãèêå ïîñòðîåíèÿ êóðñà ìà-

òåìàòèêè è ìîäåëèðóþò (èìèòèðóþò) ïîçíàâàòåëüíûå è ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è

ïðî�åññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè áóäóùåãî ñïåöèàëèñòà [1℄.

Òðàäèöèîííûé êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè, îñíîâó êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò äè�-

�åðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, â ïåðâóþ î÷åðåäü áûë ðàññ÷èòàí íà

èíæåíåðîâ-�èçèêîâ. Ñåãîäíÿ îí óæå íå ìîæåò â ïîëíîé ìåðå óäîâëåòâîðèòü

ïîòðåáíîñòü âûñøåé øêîëû â ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèÿõ. Äàæå â òåõ �èçè÷å-

ñêèõ çàäà÷àõ, ãäå íåïðåðûâíûå ìîäåëè ñîõðàíÿþò ñâîå çíà÷åíèå è äëÿ îïèñàíèÿ

�èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðèìåíÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ, ïðè ïðàêòè÷åñêîì èõ ðåøåíèè íà êîìïüþòåðå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

ñåòîê; ïðîèçâîäíûå çàìåíÿþòñÿ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè.

Ñ ðàçâèòèåì êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé âî âòîðîé ïîëîâèíå XX â. ðîëü äèñ-

êðåòíîé ìàòåìàòèêè ðåçêî âîçðîñëà. Èíòåðåñ ê áûñòðîé îáðàáîòêå èí�îðìàöèè
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è àíàëèçó äàííûõ è ñòèìóëèðîâàëà ñîçäàíèå êîìïüþòåðîâ, ïåðâîíà÷àëüíî èñ-

ïîëüçîâàâøèõñÿ ëèøü â êà÷åñòâå ìîùíûõ êàëüêóëÿòîðîâ, íî âñêîðå ñîâåðøèâ-

øèõ ïåðåâîðîò â îáëàñòè èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Íî, õîòÿ ïîÿâëåíèÿ êîì-

ïüþòåðîâ è äàë ìîùíûé òîë÷îê ðàçâèòèþ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, îíà ðîäèëàñü

çàäîëãî äî åãî ïîÿâëåíèÿ. Äâå âåòâè ìàòåìàòèêè, äèñêðåòíàÿ è íåïðåðûâíàÿ,

âîçíèêëè, êîãäà ëþäè ñòàëè ñ÷èòàòü è èçìåðÿòü. Ñåãîäíÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

äèñêðåòíîñòü è íåïðåðûâíîñòü ÿâëÿþòñÿ òàêèìè æå íåðàçðûâíî ñâÿçàííûìè è

âçàèìíî äîïîëíÿþùèìè äðóã äðóãà êîíöåïöèÿìè â ìàòåìàòèêå.

Ñîâðåìåííàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà ðàññìàòðèâàåò äèñêðåòíûå ñòðóêòóðû

ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû è ðàçðàáàòûâàåò îáùèå ìåòîäû ðàáîòû ñ ïîäîáíûìè

ñòðóêòóðàìè. Âñå áîëüøóþ ðîëü â íåé èãðàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ àëãî-

ðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîèñêà è îïòèìèçàöèè íà êîíå÷íûõ

ìíîæåñòâàõ. Êëàññè�èêàöèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ïî ñëîæíîñòè ñòàëà â ïîñëåäíèå

ãîäû ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèåì. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå ñòàðûå ïðîáëåìû âíîâü

îêàçàëèñü â öåíòðå âíèìàíèÿ.

Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ îñíîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â

òåõíè÷åñêèõ ÂÓÇàõ (â îñîáåííîñòè ñâÿçàííûõ ñ èí�îðìàöèîííûìè òåõíîëîãè-

ÿìè), êàê îòäåëüíûé êóðñ. Â íàøåì óíèâåðñèòåòå ýòîò êóðñ ÷èòàåòñÿ êàê Ìàòå-

ìàòèêà 2 è ñîñòîèò èç 4 ÷àñòåé:

1) îñíîâû òåîðèè ìíîæåñòâ [2℄;

2) êîìáèíàòîðèêà [3℄;

3) ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû[4℄;

4) îñíîâû òåîðèè ãðà�îâ [5, 6℄.

Êóðñ ïîäòâåðäèë ñâîþ ý��åêòèâíîñòü, ïîñêîëüêó ïðè òåñòèðîâàíèè �îñóäàð-

ñòâåííûì òåñòîâûì öåíòðîì ñòóäåíòû, ïðîøåäøèå îáó÷åíèå ïî ïðåäëàãàåìîìó

êóðñó, ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè íà âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ðàññìîòðåííûõ ðàçäå-

ëîâ. Ïðåïîäàâàíèå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â ïðåäëàãàåìîì êîíòåêñòå âûçûâàåò

èíòåðåñ ó ñòóäåíòîâ è îáëåã÷àåò óñâîåíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà.

Ëèòåðàòóðà

1. Âåðáèöêèé À. À.Àêòèâíîå îáó÷åíèå â âûñøåé øêîëå: êîíòåêñòíûé ïîäõîä.�Ì.: Âûñøàÿ

øêîëà, 1991.�207 ñ.

2. Êîëìîãîðîâ À. Í., Ôîìèí Ñ. Â. Ýëåìåíòû òåîðèè �óíêöèé è �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà:

Ó÷åá. äëÿ âóçîâ, 6-å èçä., èñïð.�Ì.: Íàóêà, 1989.�624 ñ.

3. Ñóäîïëàòîâ Ñ. Â., Îâ÷èííèêîâà Å. Â. Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè: Ó÷åá.�Ì.:

ÈÍÔ�À-Ì; Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî Í�ÒÓ, 2002.�280 ñ.

4. Øåâåëåâ Þ. Ï. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà 5. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. ×.1: Òåîðèÿ ìíîæåñòâ.

Áóëåâà àëãåáðà (äëÿ àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû îáó÷åíèÿ): Ó÷åá. ïîñîáèå.�Òîìñê:

Òîì. ãîñ. óí-ò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðàäèîýëåêòðîíèêè, 1998.�114 ñ.

5. Åìåëè÷åâ Â. À., Ìåëüíèêîâ Î. È., Ñàðâàíîâ Â. È., Òûøêåâè÷ �. È. Ëåêöèè ïî òåîðèè

ãðà�îâ.�Ì.: Íàóêà, 1990.�383 ñ.

6. Âåðáèöêèé À. À.Àêòèâíîå îáó÷åíèå â âûñøåé øêîëå: êîíòåêñòíûé ïîäõîä.�Ì.: Âûñøàÿ

øêîëà, 1991.�207 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÄËß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ-ÔÈËÎËÎ�ÎÂ

Ê. Ê. Áåãàëèíîâà (Êàçàõñòàí, Àëìàòû; ÊàçÍÓ),

Í. Í. Êîñòèíà (�îññèÿ, Åëàáóãà; ÅÈ ÊÔÓ)

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí àíàëèç ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè íà ãóìàíè-

òàðíûõ �àêóëüòåòàõ, è, â ÷àñòíîñòè, áóäåò ðàññêàçàíî îá îïûòå ðàáîòû ìàòåìà-

òèêîâ íà �èëîëîãè÷åñêîì �àêóëüòåòå Åëàáóæñêîãî èíñòèòóòà Êàçàíñêîãî �å-

äåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà. Äîëãèå ãîäû ïðåïîäàâàâøàÿñÿ äëÿ ãóìàíèòàðèåâ äèñ-

öèïëèíà ¾ìàòåìàòèêà¿ â ïîñëåäíèå âðåìÿ òðàíñ�îðìèðîâàëàñü â äèñöèïëèíó

¾ìàòåìàòèêà è îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè èí�îðìàöèè¿. Êàê è ÷åì ìî-

òèâèðîâàòü ñòóäåíòîâ-�èëîëîãîâ ê èçó÷åíèþ äàííîé äèñöèïëèíû? Îäíèì èç

âîçìîæíûõ �àêòîðîâ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ äèñöèïëèíû ÿâëÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ

íà ñâÿçü ïðåïîäàâàåìîé äèñöèïëèíû ñ ïðî�åññèîíàëüíîé îáëàñòüþ îáó÷àþùèõ-

ñÿ. Ìàññó ïðèìåðîâ äëÿ ýòîãî äàåò ïîýçèÿ íîáåëåâñêîãî ëàóðåàòà ïî ëèòåðàòóðå

È. Áðîäñêîãî [1℄. Àíêåòèðîâàíèå ñòóäåíòîâ íà ïðåäìåò ïîíèìàíèÿ ñìûñëà öè-

òàò èç åãî ïîýòè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé â íà÷àëå è â êîíöå ìàòåìàòè÷åñêîãî êóðñà

ïîêàçàëî ñóùåñòâåííîå óëó÷øåíèå ïîíèìàíèÿ ìåòà�îð è ìíîãîïëàíîâûõ ïîý-

òè÷åñêèõ îáðàçîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè è èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèìè

�àêòàìè.

Ëèòåðàòóðà

1. Áðîäñêèé È. À. Èçáðàííûå ñòèõîòâîðåíèÿ.�Ì.: Ïàíîðàìà, 1994.�496 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÅÒÎÄÈÊÀ �ÀÁÎÒÛ Ñ ÇÀÄÀ×ÀÌÈ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÉ

ÍÀÏ�ÀÂËÅÍÍÎÑÒÈ Â Ï�ÎÔÈËÜÍÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ

Ò. Á. Áåãèåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎØ � 27)

Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è ïîãàøåíèÿ êðåäèòîâ ïî ñõåìå äè��åðåíöèðîâàííûõ ïëàòåæåé

(â òàêèõ çàäà÷àõ ïðîöåíòû íà÷èñëÿþò íà îñòàòîê äîëãà).

Ñîñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå îïèñàòü åæåìåñÿ÷íûé äîëã

ïî êðåäèòó è åæåìåñÿ÷íûé ïëàòåæ ïî ïðîöåíòàì.

Øàãè Âû÷èñëåíèå äîëãà ïî êðåäèòó

â êîíöå i-ãî ìåñÿöà (bi)
Âû÷èñëåíèå âûïëàòû ïî ïðîöåíòó

â i-îì ìåñÿöå (ai)

Ïîèñê çàêî-

íîìåðíîñòè

Ïóñòü x = S
N

� åæåìåñÿ÷íàÿ

âûïëàòà ïî êðåäèòó, ãäå S �

ñóììà êðåäèòà, N � ÷èñëî ìå-

ñÿöåâ, íà êîòîðûå âçÿò êðåäèò

b1 = S − 0 · x = S,

b2 = S − 1 · x = b1 − x,

. . .

bi = S − (i− 1) · x = bi−1 − x,

Ïóñòü p% � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà

áàíêà.

a1 = (S − 0 · x) · p

100
= b1 ·

p

100
,

a2 = (S − 1 · x) · p

100
= b2 ·

p

100
,

. . .

bi = (S − (i− 1) · x) · p

100
= bi ·

p

100
,

Âûâîäû (bi) � àðè�ìåòè÷åñêàÿ

ïðîãðåññèÿ, ãäå b1 = S,

(−x) � ðàçíîñòü ïðîãðåññèè

(ai) � àðè�ìåòè÷åñêàÿ

ïðîãðåññèÿ, ãäå a1 = S·p
100

,

−x·p
100

� ðàçíîñòü ïðîãðåññèè

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ:

� âû÷èñëèòü âûïëàòó çà i-é ìåñÿö êàê ñóììó âûïëàòû ïî êðåäèòó è ïî ïðî-

öåíòàì (x+ ai èëè
S
N + ai);

� âû÷èñëèòü ïðåäîïëàòó çà ¾i¿ ìåñÿöåâ (Si) êàê ñóììó ïåðâûõ ÷ëåíîâ àðè�-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ai);

� îáùóþ ñóììó âûïëàò çà ¾i¿ ìåñÿöåâ êàê ñóììó âûïëàò ïî êðåäèòó çà ¾i¿
ìåñÿöåâ (xi) è Si.

Âû÷èñëèì ïåðåïëàòó çà ¾i¿ ìåñÿöåâ êàê ñóììó ¾i¿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ àðè�ìå-

òè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ai):

Si =
2a1 + d · (i− 1)

2
· i,

ãäå

a1 =
Sp

100
, d = − xp

100
,

Si =
2 Sp
100 − xp

100 · (i− 1)

2
· i, Si =

2Sp
100 − Sp

100N · (i− 1)

2
· i, Si =

Sp

100
· 2−

i−1
N

2
· i.
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Âûïëàòû çà ¾i¿ ìåñÿöåâ:

x · i+ Si =
S

N
· i+ Sp

100
·
i−1
N

2
· i.

Ñëåäñòâèå: åñëè i = N , òî

Si =
Sp

100
· i+ 1

2
· i, x =

S

i
.

Ñîñòàâëåííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ðåøàòü îáðàòíûå çàäà÷è. ×àùå âñåãî â îá-

ðàòíûõ çàäà÷àõ ïðèìåíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä (ðåøåíèå óðàâíåíèé, íåðà-

âåíñòâ èëè èõ ñèñòåì).

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà óðîêàõ â ïðî�èëüíûõ êëàñ-

ñàõ ýêîíîìè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè, à òàêæå ïðè ïîäãîòîâêå ó÷àùèõñÿ ñòàðøåé

ñòóïåíè ê Å�Ý ïî ìàòåìàòèêå ïðî�èëüíîãî óðîâíÿ [1℄.

Ëèòåðàòóðà

1. Óøàêîâ Â. Õ. Äîâóçîâñêàÿ ìàòåìàòèêà: ÷. III. Ïðîãðåññèè. Òåñòîâûå çàäà÷è: Ó÷åá.

ïîñîáèå.�Ì.: Ýêîíîìè÷åñêèé �àêóëüòåò ÀÍÕ, 2010.�228 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÊÂÅÑÒ-Ï�ÎÅÊÒÛ ÊÀÊ ÏÅÄÀ�Î�È×ÅÑÊÀß ÒÅÕÍÎËÎ�Èß

Ï�È ÈÇÓ×ÅÍÈÈ ÄÈÑÖÈÏËÈÍ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÖÈÊËÀ

Â ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÓÇÅ

Ì. Â. Âîëèê

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Âëàäèêàâêàçêèé �èëèàë ÔÓ, ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàñóùíîé ïðîáëåìîé îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñíèæàþùèé-

ñÿ èíòåðåñ îáó÷àþùèõñÿ ê îáðàçîâàòåëüíîìó ïðîöåññó. Ýòîò �àêò óñóãóáëÿåòñÿ

ïî îòíîøåíèþ ê åñòåñòâåííûì è òî÷íûì íàóêàì ïðè îáó÷åíèè ýêîíîìè÷åñêèì

ñïåöèàëüíîñòÿì. Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëåñîîáðàçíî ñîâåðøåíñòâîâàòü ïåäàãîãè÷å-

ñêèå òåõíîëîãèè, íàïðàâëåííûå íà àêòèâèçàöèþ èíòåðåñà îáó÷àþùèõñÿ [1�4℄.

Îäíîé èç ïîïóëÿðíûõ è ïåðñïåêòèâíûõ èíòåðàêòèâíûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ òåõíî-

ëîãèé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è èñïîëüçîâàíèå êâåñò-ïðîåêòîâ. Îáðàçîâàòåëüíûå

êâåñòû ìîãóò áûòü îðãàíèçîâàíû â ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ êàê ó÷åáíîãî çàâåäå-

íèÿ, òàê è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ. Êâåñòû ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ

ñþæåòíûå èëè îïåðåæàþùèå çàäàíèÿ ïî èññëåäîâàíèþ òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ è

ðåøåíèå ïðàêòèêîîðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåòåâûõ,

îáëà÷íûõ, ìîáèëüíûõ òåõíîëîãèé [5, 6℄.

Â çàâèñèìîñòè îò ñþæåòà êâåñòû ìîãóò áûòü ëèíåéíûìè, øòóðìîâûìè, êîëü-

öåâûìè. Â ëèíåéíûõ êâåñòàõ âûïîëíåíèå çàäàíèé ïðîèñõîäèò ïî öåïî÷êå: ðàç-

ãàäàâ îäíî çàäàíèå, ó÷àñòíèêè ïîëó÷àþò ñëåäóþùåå, è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà

íå ïðîéäóò âåñü ìàðøðóò. Øòóðìîâûå ïðåäïîëàãàþò ïîëó÷åíèå èãðîêàìè îñ-

íîâíîãî çàäàíèÿ è ïåðå÷íÿ òî÷åê ñ ïîäñêàçêàìè, íî ïðè ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî

âûáèðàþòñÿ ïóòè ðåøåíèÿ çàäà÷. Êîëüöåâûå êâåñòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíèé, íî çàìêíóòûõ â êðóã: êîìàíäû ñòàðòóþò ñ ðàçíûõ

òî÷åê, êîòîðûå áóäóò äëÿ íèõ �èíèøíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, íåñòàíäàðòíûå ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ äèñöèïëèí ìàòåìàòè-

÷åñêîãî öèêëà, ó÷èòûâàþùèå èíòåðåñû îáó÷àþùèõñÿ, îñíîâàííûå íà ñàìîñòî-

ÿòåëüíîé èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè, ñòèìóëèðóþò �îðìèðîâàíèå ïîçíà-

âàòåëüíîãî èíòåðåñà ê îáó÷åíèþ. Â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå ýêîíîìè÷åñêîãî

ÂÓÇà òàêèå êâåñò-ïðîåêòû ìîãóò ñòàòü îñíîâîé äëÿ ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ �îðìè-

ðóåìûõ ïðî�åññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÏÎËÅÇÍÛÅ ÔÀÊÒÛ

ÄËß �ÅØÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×

�. Ì. �àçàðÿí

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; Ëèöåé äëÿ îäàðåííûõ äåòåé)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÷àñòî â åå óñëîâèè åñòü ïðèçíàêè, êîòîðûå ìîãóò íàòîëê-

íóòü íà èäåþ ðåøåíèÿ. Óìåíèå âèäåòü èõ îáû÷íî ïîÿâëÿåòñÿ ñ îïûòîì. Â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ðÿä òàêèõ ïðèçíàêîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ ïðèâîäÿòñÿ

è ðàçáèðàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è, äåìîíñòðèðóþùèå ñèòóàöèè è òåõíèêó

èõ ïðèìåíåíèÿ. Çàäà÷è âçÿòû èç çàäàíèé Çàî÷íîé �èçèêî-òåõíè÷åñêîé øêîëû

ÌÔÒÈ (ÇÔÒØ ÌÔÒÈ) [1℄, ñ ñàéòà ¾�åøó Å�Ý¿ [2℄, à òàêæå åñòü àâòîðñêèå

çàäà÷è.

Ëèòåðàòóðà

1. URL: http://www.s
hool.mipt.ru/g/.

2. URL: https://ege.sdamgia.ru/expert?task=6.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Î ÂÂÅÄÅÍÈÈ ÏÎÍßÒÈß Ï�ÅÄÅËÀ

Â ÊÓ�ÑÀÕ ÂÛÑØÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Ñ. À. Äîâáûø

(�îññèÿ, Ìîñêâà; ÑÓÍÖ Ì�Ó, Ì�ÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà)

Ìû îñòàíàâëèâàåìñÿ íà âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ ââåäåíèåì îñíîâîïîëàãàþùå-

ãî ïîíÿòèÿ ïðåäåëà (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è �óíêöèè) â êóðñàõ âûñøåé ìàòåìà-

òèêè, ïðåïîäàâàåìûõ â âóçàõ, äåëàÿ îñîáûé àêöåíò íà êóðñàõ ñ óãëóáëåííûì

èçó÷åíèåì ìàòåìàòèêè. Íà îñíîâå àíàëèçà áîëåå 40 ó÷åáíèêîâ è ó÷åáíûõ ïîñî-

áèé ðàçíîãî óðîâíÿ óäàëîñü âûÿâèòü íåêîòîðûå òèïè÷íûå íåñîâåðøåíñòâà ìíî-

ãèõ êóðñîâ, êîòîðûå íå ñïîñîáñòâóþò óñâîåíèþ ñòóäåíòàìè ïîíÿòèÿ ïðåäåëà,

à òàêæå ñïåöè�è÷åñêèå ïîäõîäû è îñîáåííîñòè íåêîòîðûõ êóðñîâ, ïðèçâàííûå

óïðîñòèòü åãî èçó÷åíèå.

Òàê, â ó÷åáíèêå Â. À. Èëüèíà è Ý. �. Ïîçíÿêà ñîçíàòåëüíî ïðèíÿòà ¾êîíöåï-

öèÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ è íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè òîëüêî

íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà �óíêöèè ïî �åéíå¿, à ¾ââåäåíèå âòîðîãî ýêâè-

âàëåíòíîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà �óíêöèè ïî Êîøè, ÷àñòî òðóäíî âîñïðèíèìàå-

ìîãî ñòóäåíòàìè ïåðâûõ êóðñîâ, îòêëàäûâàåòñÿ äî ãëàâû¿, ïîñâÿùåííîé îñíîâ-

íûì òåîðåìàì î íåïðåðûâíûõ è äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèÿõ. Îïðåäåëåíèå ïî

�åéíå î÷åíü óäîáíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì î ïðåäåëàõ, õîòÿ îíî

â ìåíüøåé ñòåïåíè îòðàæàåò ñóòü ïðåäåëà, ÷åì îïðåäåëåíèå ïî Êîøè. Íåêî-

òîðûå àâòîðû ñðàçó äàþò îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè ïî ìíîæåñòâó è óæå

íà åãî îñíîâå ââîäÿò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû. Ë. Ä. Êóäðÿâöåâ èñïîëüçóåò òà-

êîå îáùåå îïðåäåëåíèå, íî ïðè ýòîì íå íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå,

÷òî ðàññìàòðèâàåìûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé îòëè÷íû îò åå ïðåäåëüíîãî çíà÷å-

íèÿ a, � âìåñòî ýòîãî äîñòàòî÷íî âûêîëîòü òî÷êó a èç ðàññìàòðèâàåìîãî ìíî-
æåñòâà; îí ïîäðîáíî îáîñíîâûâàåò òåçèñ, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå, ñîäåðæàùåå íà

îäíî óñëîâèå ìåíüøå, èìååò ìíîãî ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì

îïðåäåëåíèåì, èñïîëüçóþùèì ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè.

Îñíîâíûå æå èç óïîìÿíóòûõ íåäîñòàòêîâ ñëåäóþùèå:

1) Îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ �îðìàëüíî, áåç ðàçúÿñíåíèÿ íà íàãëÿäíîì óðîâíå èõ

ñóòè; â çíà÷èòåëüíîé (è, ïî-âèäèìîìó, á�îëüøåé) ÷àñòè ó÷åáíèêîâ îòñóòñòâóþò

ãðà�è÷åñêèå èëëþñòðàöèè. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêæå ïîëåçíûì ïðîèëëþñòðèðî-

âàòü äâà-òðè êîíêðåòíûõ ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà, ïîëüçóÿñü òîëüêî åãî

èíòóèòèâíûì ïîíÿòèåì è íàãëÿäíûìè ðàññóæäåíèÿìè. Òàêîé ïîäõîä ïðèñóò-

ñòâîâàë â ñòàðûõ ó÷åáíèêàõ, à íûíå îí â çíà÷èòåëüíîé ìåðå èçãíàí, õîòÿ ïîðîé

è âñòðå÷àåòñÿ, îñîáåííî â ó÷åáíèêàõ äëÿ âóçîâ ñ íåáîëüøîé ïðîãðàììîé ïî ìà-

òåìàòèêå. Â ðåçóëüòàòå ñòóäåíòàì çà÷àñòóþ ïðåäëàãàåòñÿ èçó÷àòü �îðìàëüíî

ïîäàííûé ìàòåðèàë.

2) Ïîñêîëüêó ñóòü ïîíÿòèÿ ïðåäåëà íå ïðîÿñíåíà, òî îñòàåòñÿ íåïðîÿñíåííîé

è ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëåíèÿìè ïðåäåëà �óíêöèè äëÿ ðàçíûõ ñëó÷àåâ çíà÷åíèÿ

ïðåäåëà (êîíå÷íîå ÷èñëî èëè áåñêîíå÷íîñòü ñî çíàêîì èëè áåç çíàêà) è ðàçíûõ
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ñëó÷àåâ ñòðåìëåíèÿ ïåðåìåííîé. Â ðåçóëüòàòå ñòóäåíò îêàçûâàåòñÿ âûíóæäåí

çàó÷èâàòü ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ïðåäåëà �óíêöèè �� êàæäîå îïðåäåëåíèå äëÿ

êàæäîãî ñëó÷àÿ �� âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî âñå ýòè îïðåäåëåíèÿ ñòðîÿòñÿ

ïî îäíîé ñõåìå. Õîòÿ âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ãîâîðèòñÿ îá ýòîé îáùåé ñõåìå, è ýòî

äåëàåòñÿ ÷àñòî ïîñëå ðàçáîðà êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ çíà÷åíèé ïðåäåëîâ è ñòðåì-

ëåíèé ïåðåìåííîé, íî äàëåêî íå âñåãäà ÷åòêî ðàçúÿñíÿåòñÿ, â ÷åì îíà ñîñòîèò, è

÷èòàòåëþ ïðèõîäèòñÿ îñìûñëèâàòü åå äî îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â áîëüøèíñòâå ó÷åáíèêîâ íå ãîâîðèòñÿ, ÷òî ïîíÿòèå ïðåäåëà ñâÿçàíî ñ ïîíÿòè-

åì ¾áëèçîñòè¿ òî÷åê, à âûðàæåíèåì ïîíÿòèÿ ¾áëèçêèå òî÷êè¿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå

îêðåñòíîñòè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà

�óíêöèè.

3) �àâåíñòâî limx→a f(x) = A îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå �óíêöèè f(x) ñòðåìèò-
ñÿ ê A, êîãäà ïåðåìåííàÿ x ñòðåìèòñÿ ê a. Ïî ñóòè äåëà, è äëÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè
(çàâèñèìîé ïåðåìåííîé), è äëÿ (íåçàâèñèìîé) ïåðåìåííîé èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå

¾ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó¿, à ïîíÿòèå ïðåäåëà �óíêöèè îêàçû-

âàåòñÿ ïðîèçâîäíûì îò ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ïåðåìåííîé âåëè÷èíû. Êàê îêàçàëîñü,

â áîëüøèíñòâå ñòàðûõ ó÷åáíèêîâ (Ý. ×åçàðî, Ý. �óðñà, Ø.-Æ. Âàëëå-Ïóññåí,

Â. �ðýíâèëü è Í. Í. Ëóçèí, È. È. Æåãàëêèí è Ì. È. Ñëóäñêàÿ, �. Ì. Ôèõ-

òåíãîëüö, Â. È. Ñìèðíîâ, À. ß. Õèí÷èí, Â. Â. Íåìûöêèé è äð., À. Ä. Ìûø-

êèñ, Í. Ñ. Ïèñêóíîâ, ïåðâûå òðè èçäàíèÿ ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ Â. À. Êóäðÿâöåâà è

Á. Ï. Äåìèäîâè÷à) äàåòñÿ îáñóæäåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ âíà÷àëå íà èíòóèòèâíîì

óðîâíå, à ïîòîì, â ðÿäå êíèã (íî äàëåêî íå âî âñåõ) è â áîëåå ñòðîãèõ òåðìèíàõ

äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ ñòðåìëåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ëó÷øå ñïîñîáñòâóåò

ïîíèìàíèþ ñóòè ïîíÿòèÿ ïðåäåëà, à òàêæå ñëåäóåò âîçíèêíîâåíèþ è èñòîðè÷å-

ñêîìó ðàçâèòèþ ýòîãî ïîíÿòèÿ. Íî íûíå îí èç ñîâðåìåííûõ ó÷åáíèêîâ ïî÷òè

ñîâåðøåííî èçãíàí.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñàì Êîøè ââîäèë ïîíÿòèå ïðåäåëà èìåííî â òåð-

ìèíàõ íåêîíêðåòèçèðîâàííîé ïåðåìåííîé âåëè÷èíû, à íå �óíêöèè. Í. Í. Ëóçèí

ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ¾ïîíÿòèå âðåìåíè, êîòîðûì ñëåãêà îêðàøåíî ýòî îïðåäåëåíèå,

íå èãðàåò íè ìàëåéøåé ðîëè: òàêîå ¾âðåìÿ¿ ìîæåò áûòü íå òîëüêî ¾ðåàëüíûì¿

âðåìåíåì, íî äàæå è íåàðõèìåäîâûì. . . . ýññåíöèåé îïðåäåëåíèÿ Êîøè ÿâëÿþò-

ñÿ êàêèå óãîäíî îòâëå÷åííûå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç ëþáûõ

ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ ¾ìîìåíòàìè¿ (ò. å. ¾ìãíîâåíèÿìè¿), ëèøü áû ýòè ìíî-

æåñòâà çàâåäîìî íå èìåëè ñàìîãî ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà¿. Òàêæå Í. Í. Ëóçèí

îïðåäåëåííî âûñêàçûâàåòñÿ â ïîëüçó ¾ñàìîãî øèðîêîãî ââåäåíèÿ¿, â ïåäàãîãè-

÷åñêèõ öåëÿõ, ¾èçìåíåíèÿ âåëè÷èí¿ è ïðè ýòîì îòìåòàåò ¾óïðåê â íåñòðîãîñòè¿,

òåì ñàìûì ïîääåðæèâàÿ îïèñàííûé ïîäõîä. Îí îòìå÷àåò ïðè ýòîì, ÷òî òàêîå

¾èçëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà . . . áëèçêî ñëåäóåò èñòîðè÷åñêîìó åãî ðàç-

âèòèþ¿.

4) Âîïðîñ î ïîñòðîåíèè òåîðèè ïðåäåëîâ â ó÷åáíûõ êóðñàõ ÿâëÿåòñÿ âàæ-

íåéøåé ÷àñòüþ îáùåé è øèðîêîé ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ âûñøåé ìàòåìàòè-

êè. Çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ îáùèå ñèñòåìíûå íåäîñòàòêè, â ÷àñòíîñòè, �îðìàëüíîå è

íåìîòèâèðîâàííîå èçëîæåíèå, î ÷åì ïèñàë Í. Í. Ëóçèí åùå â 1935 ã., à â íåäàâ-

íåå âðåìÿ � Â. È. Àðíîëüä. Î íåîáõîäèìîñòè ïîäõîäà, îñîáåííî â ïðåïîäàâàíèè

èíæåíåðàì è �èçèêàì, êîãäà ïåðâîíà÷àëüíî èçëàãàþòñÿ èäåè è íåñòðîãèå ïîíÿ-

òèÿ, à çàòåì ïðîèñõîäèò èõ ¾ëîãè÷åñêîå óòî÷íåíèå è î÷èùåíèå¿ (Ì. ß. Âûãîä-
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ñêèé), ñëåäóþùåå èõ èñòîðè÷åñêîìó ðàçâèòèþ, à ìàòåìàòèêà íå èçîáðàæàåòñÿ

¾êàê íåèçáåæíîå ðàçâåðòûâàíèå ãîëîé äåäóêöèè¿, íî âîñïðèíèìàåòñÿ ¾êàê äåé-

ñòâèòåëüíîå ïîçíàíèå âíåøíåãî ìèðà¿ (À. Í. Êîëìîãîðîâ), â êîòîðîì âàæíóþ

ðîëü èãðàþò íàãëÿäíîñòü è èíòóèöèÿ, à âîâñå íå ÷èñòàÿ ëîãèêà, ãîâîðèëè ðàç-

íûå àâòîðû ïðîøëîãî. Ýòè âîïðîñû ïîäðîáíî îáñóæäàëèñü åùå À. Ïóàíêàðå â

ðàáîòå ¾Íàóêà è ìåòîä¿, ñõîæèå ìûñëè âûñêàçûâàëèñü Ô. Êëåéíîì è À. Ëåáåãîì

â èçâåñòíûõ êíèãàõ, ïîñâÿùåííûõ âîïðîñàì ïðåïîäàâàíèÿ ñåðüåçíûõ ðàçäåëîâ

ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå, ïîäõîä À. Ëåáåãà áûë ïîääåðæàí ðåäàêòîðîì åãî

êíèãè À. Í. Êîëìîãîðîâûì. Îäíàêî, åäâà ëè íå åäèíñòâåííîé êíèãîé ïî ìàòå-

ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ïîñëåäîâàòåëüíî íàïèñàííîé â òàêîì ñòèëå, ïðè÷åì ñ åãî

îáñòîÿòåëüíîé ìîòèâàöèåé, ÿâëÿåòñÿ ó÷åáíèê Ì. ß. Âûãîäñêîãî ¾Îñíîâû èñ÷èñ-

ëåíèÿ áåñêîíå÷íî-ìàëûõ¿ (1931 ã., 1933 ã.), ïðè÷åì �àêòè÷åñêè íåçàâåðøåííûé.
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òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÍÅÑÒÀÍÄÀ�ÒÍÛÅ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ

Äæ. À. Êàðàåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎØ � 30)

�åàëèçàöèÿ êîíöåïöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðà-

öèè, óòâåðæäåííîé ïðèêàçîì Ìèíîáðàçîâàíèÿ �îññèè îò 24.12.2013 ã. � 2506-ð,

íàïðàâëåíà íà áîëåå ý��åêòèâíóþ ïîäãîòîâêó âûïóñêíèêîâ øêîëû ê îñâîåíèþ

ïðîãðàìì âûñøåãî ïðî�åññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ èñïîëüçîâàíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ �óíêöèé (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îãðàíè-

÷åííîñòü, ìîíîòîííîñòü) ïðè ðåøåíèè íåñòàíäàðòíûõ íåðàâåíñòâ [1�3℄. Íà ðÿ-

äå ðåøåííûõ ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ïîâû-

øåíèÿ óðîâíÿ óñïåâàåìîñòè ó÷àùèõñÿ íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå, ïðåæ-

äå âñåãî, íà ðàçâèòèå òàêèõ ñòðóêòóð èíòåëëåêòà, êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíòóè-

öèÿ, �îðìàëüíî-ëîãè÷åñêîå ìûøëåíèå, îïåðàòèâíàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïàìÿòü. Îäíèì

èç ïóòåé �îðìèðîâàíèÿ óíèâåðñàëüíûõ ó÷åáíûõ äåéñòâèé (ÓÓÄ) ìîæåò ñòàòü

âêëþ÷åíèå òàêèõ çàäàíèé â ñîäåðæàíèå îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå (íàïðèìåð, â ðàì-

êàõ ýëåêòèâíîãî êóðñà).
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Î ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÈ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÛØËÅÍÈß

ÑÒÀ�ØÅÊËÀÑÑÍÈÊÎÂ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÅÒÎÄÎÂ

Ï�È �ÅØÅÍÈÈ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×

Í. È. Ëîáàíîâà

(�îññèÿ, Çåëåíîêóìñê; ÌÓÄÎ ¾ÖÂ�¿)

Èçâåñòíî, ÷òî ìàòåìàòèêà � ýòî ñòðàòåãè÷åñêèé ðåñóðñ, îò êîòîðîãî çàâèñèò

ðàçâèòèå ýêîíîìèêè ëþáîé ñòðàíû. Èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè èãðàåò ñèñòåìîîáðà-

çóþùóþ ðîëü â îáðàçîâàíèè, è ïîýòîìó ðàçâèâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå

íåîáõîäèìî âî âçàèìîñâÿçè ñ �èçèêîé, õèìèåé, áèîëîãèåé è äðóãèìè ïðåäìåòà-

ìè [1℄.

Î÷åâèäíà îñîáàÿ ðîëü ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ðåàëèçàöèè ñòîÿùèõ

ïåðåä �îññèåé çàäà÷, îïðåäåëÿåìûõ ¾Ñòðàòåãèåé íàó÷íîòåõíîëîãè÷åñêîãî ðàç-

âèòèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè¿, Ïðîãðàììîé ¾Öè�ðîâàÿ 10 ýêîíîìèêà �îññèé-

ñêîé Ôåäåðàöèè¿ è äðóãèìè ãîñóäàðñòâåííûìè äîêóìåíòàìè. Òàêæå áåç êà÷å-

ñòâåííîãî ìàññîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íåâîçìîæåí ïåðåõîä ê öè�-

ðîâîé ýêîíîìèêå. Ñêîðîñòü è õàðàêòåð ðàçâèòèÿ íàóêè è òåõíîëîãèé, çàäàþùèå

íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ èííîâàöèîííîé ýêîíîìèêè, èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â

æèçíè îáùåñòâà, îòðàæàþòñÿ íà ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, íà åãî ñî-

äåðæàíèè, è íà öåëåâûõ óñòàíîâêàõ øêîëüíèêîâ è èõ ðîäèòåëåé. Òðåáóþòñÿ

ïðèíöèïèàëüíî íîâûå àêöåíòû â ñîäåðæàíèè è ìåòîäîëîãèè øêîëüíîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ [3℄.

Îäíèì èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñðåäñòâ âîñïèòàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ãðà-

ìîòíîñòè íà çàíÿòèÿõ ïî ìàòåìàòèêå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è, �àáóëû êîòîðûõ ñâÿçà-

íû ñ ïðîèçâîäñòâåííîé èëè äðóãèìè âèäàìè ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òàêèå

çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü â øêîëàõ èçäàâíà. Òàê, çàäà÷íèêè ïî ìàòåìàòèêå âòî-

ðîé ïîëîâèíû XIX â. è ïåðâîé ïîëîâèíû ÕÕ â. èçîáèëîâàëè çàäà÷àìè êóïëè-

ïðîäàæè: êóïåö êóïèë, êóïåö ïðîäàë è ò. ï.

Â ó÷åáíèêàõ ïî ìàòåìàòèêå ìîæíî íàéòè çàäà÷è, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ

òàêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, êàê ñåáåñòîèìîñòü, ïðèáûëü, ðåíòàáåëüíîñòü,

äîõîä, îáúåì ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè (ðàáîò è óñëóã). Íî øêîëüíèêè ÷àñòî âè-

äÿò â çàäà÷å òîëüêî ïîâîä äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Åå ýêîíîìè÷åñêîå ñî-

äåðæàíèå ïðîõîäèò ìèìî âíèìàíèÿ. Ïåðåä ðåøåíèåì òàêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî

óÿñíèòü âñòðå÷àþùèåñÿ ýêîíîìè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è òî, êàê îíè ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé, ò. å. ïîíÿòü ýêîíîìè÷åñêóþ ïðîáëåìó [2℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâèòèå ýêî-

íîìèêè (íà ëþáîì èç âîçìîæíûõ óðîâíåé) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò äåéñòâóþùåé

ñèñòåìû êðåäèòîâàíèÿ. Ïîýòîìó âëàäåíèå ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ î êðåäèòàõ

î÷åíü àêòóàëüíî. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷è, â êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ðàçëè÷íûå ñõåìû (ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè) âûïëàòû êðåäèòà áàíêó ñî ñòîðîíû

çàåìùèêà.

Ïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ïðè ðåøåíèè ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ � ýòî

çíà÷èò îñâîèòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óìåíèé: ÷åòêî è îäíîçíà÷íî
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• �îðìóëèðîâàòü ýêîíîìè÷åñêóþ ïðîáëåìó;

• ñòðîèòü àäåêâàòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü;

• ïðàâèëüíî âûáèðàòü ðàöèîíàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ;
• îñóùåñòâëÿòü òåõíèêó ðåøåíèÿ;
• îñóùåñòâëÿòü àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé è ãðàìîòíî èõ èíòåðïðåòèðî-

âàòü.

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è íà äâå íàèáîëåå èçâåñò-

íûå ñõåìû êðåäèòîâàíèÿ: äè��åðåíöèðîâàííîãî è àííóèòåòíîãî, ïîêàçàí àëãî-

ðèòì ñîñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðîâåäåí ñðàâ-

íèòåëüíûé àíàëèç ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ý��åêòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ

óñëîâèÿõ êðåäèòîâàíèÿ.
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DIGITIZATION OF EDUCATION

AND MATHEMATICS TEACHING

A. Kh. Naziev

(Russia, Ryazan; RSU S. A. Esenin, Ryazan Institute ED)

Fyodor Dostoevsky on
e said that beauty will save the world, meaning spiritual

beauty. In our time, these words are not so popular. Nowadays, it seems, most people

think that digitization will save the world and with it edu
ation.

Here is a typi
al statement expressing this thought, randomly snat
hed from the

Internet.

Our old edu
ational system la
ks the 
apability to stand a 
han
e in the

21st 
entury. So we are 
ompelled to use digitization in our edu
ational

system. [1℄

Where did this remarkable �So� 
ome from? And what does it mean? The author

of the passage does not tell about this expli
itly but impli
itly she suggests us �to

guess� that digitization will allow solving many old problems of edu
ation with the

help of new instruments.

Not will allow! Moreover, almost surely, it will 
reate a lot of new problems.

To understand this is su�
ient to remember the 
onglomerations of absurdities, dirt,

and lie, over�lling the Internet. Thus, moving towards the digitization of edu
ation,

we must also seriously think about its negative 
onsequen
es. We must also think

how to tea
h our pupils to distinguish good and bad, to a

ept good and reje
t bad,

and so on. All these problems are as old as the world and important regardless of

digitization. Moreover, they 
onstitute the main problem of edu
ation: as Aristotle

said,

�edu
ation� 
onsists in the ability to judge 
orre
tly. [2℄

Now, the question arises naturally, �how to judge 
orre
tly?� Our answer to this

question sounds, �with the help of proof.� Remembering the words

Sin
e the Greeks, who says �mathemati
s� says �proof,�

opening the many-volume treatise �El�ements de math�ematique� by N. Bourbaki [3℄,

we realize that the role of mathemati
s in the digitization era in
reases many times.

(Somebody, maybe, hoped, that in this era mathemati
s is not needed, be
ause

�
omputers will 
ount?�)

The author intends to devote his full paper to all-rounded 
onsideration of the

problems 
onne
ted with the adoption of the above answer.
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ÑÒÓÄÅÍ×ÅÑÊÈÅ ÍÀÓ×ÍÛÅ ÊÎÍÔÅ�ÅÍÖÈÈ

ÊÀÊ ÎÄÍÀ ÈÇ ÑÎÑÒÀÂËßÞÙÈÕ Ó×ÅÁÍÎ�Î Ï�ÎÖÅÑÑÀ

Þ. Ñ. Íàëáàíäÿí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â 1915 ã. â �îñòîâ-íà-Äîíó áûë ýâàêóèðîâàí Âàðøàâñêèé Èìïåðàòîðñêèé

óíèâåðñèòåò. Ìíîãîêðàòíî ðå�îðìèðîâàííûé è ïåðåèìåíîâàííûé, çàâîåâàâøèé

ìèðîâîå ïðèçíàíèå êàê �îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé, â 2005 ã. ñòàâøèé ¾áà-

çîé¿ Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, îí ñóìåë ñîõðàíèòü ìíîãèå òðàäè-

öèè êëàññè÷åñêîãî ðîññèéñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîå

âîâëå÷åíèå ñòóäåíòîâ â íàó÷íóþ ðàáîòó. Ñðåäè òåõ, êòî âñÿ÷åñêè ñïîñîáñòâîâàë

ýòîìó, áûëè ìíîãèå ïðåäñòàâèòåëè ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû.

Åùå â 1888 ã. â Âàðøàâå áûëî ó÷ðåæäåíî Îáùåñòâî åñòåñòâîèñïûòàòåëåé,

îáúåäèíèâøåå â ñâîèõ ðÿäàõ ïðåïîäàâàòåëåé �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî è ìåäè-

öèíñêîãî �àêóëüòåòîâ. Â äîêóìåíòàõ, ðåãëàìåíòèðóþùèõ äåÿòåëüíîñòü îáùå-

ñòâà, íå ðàç ïîä÷åðêèâàëîñü, ÷òî ñåêöèîííûå çàñåäàíèÿ äîëæíû ñëóæèòü ìå-

ñòîì åäèíåíèÿ óâëå÷åííûõ íàóêîé ìîëîäûõ ëþäåé è ïðåïîäàâàòåëüñêîãî ñî-

ñòàâà. È äåéñòâèòåëüíî, íà íèõ íå ðàç îáñóæäàëèñü ðåçóëüòàòû ñòóäåí÷åñêèõ

èññëåäîâàíèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿëè ëèáî ñàìè àâòîðû, ëèáî èõ íàó÷íûå ðó-

êîâîäèòåëè. Äàííûå îá ýòîì ìîæíî íàéòè â ñáîðíèêàõ ¾Òðóäû Âàðøàâñêîãî

îáùåñòâà åñòåñòâîèñïûòàòåëåé¿.

�àáîòà Îáùåñòâà åñòåñòâîèñïûòàòåëåé áûñòðî âîññòàíîâèëàñü ïîñëå ïåðååç-

äà óíèâåðñèòåòà â �îñòîâ, à â 1917 ã. áûëî ó÷ðåæäåíî îòäåëåíèå ÷èñòîé è ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè (â íåìàëîé ñòåïåíè áëàãîäàðÿ ïðî�åññîðó Äìèòðèþ Äìèò-

ðèåâè÷ó Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîìó, êîòîðûé è ñòàë åãî ïðåäñåäàòåëåì). Â 1920�

1921 ó÷åáíîì ãîäó àêòèâèçèðîâàëàñü äåÿòåëüíîñòü ñòóäåí÷åñêîãî íàó÷íîãî ñå-

ìèíàðà (êîòîðûì ðóêîâîäèë òàêæå Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîé). Â 1935 ã. ïðè

àêòèâíîé ïîääåðæêå ðåêòîðà Íèêîëàÿ Àíäðååâè÷à Äåðíîâà èçäàåòñÿ ñáîðíèê

ñòóäåí÷åñêèõ íó÷íûõ ðàáîò ïîä ðåäàêöèåé âûïóñêíèöû �èçìàò Ë. Ì. �àëîíåí.

Îäíàêî íàáèðàþùåìó ñèëó íàó÷íîìó îáúåäèíåíèþ ñòóäåíòîâ ìåøàëè ðàçëè÷-

íûå ðåîðãàíèçàöèè. À ïîòîì íà÷àëàñü Âåëèêàÿ Îòå÷åñòâåííàÿ âîéíà . . .

Ïîñëå âîçâðàùåíèÿ èç ýâàêóàöèè ïðèøëîñü çàíîâî íàëàæèâàòü íîðìàëüíóþ

æèçíü óíèâåðñèòåòà. Åãî ðåêòîð, ìàòåìàòèê, ïðî�åññîð Ñåìåí Å�èìîâè÷ Áå-

ëîçåðîâ, îòëè÷íî ïîíèìàë, ÷òî íåîáõîäèìî âñÿ÷åñêè ñòèìóëèðîâàòü íàó÷íóþ

äåÿòåëüíîñòü íå òîëüêî ïðåïîäàâàòåëåé, íî è ñòóäåíòîâ. Ïîýòîìó â 1946 ã. ïðîõî-

äèò ïåðâàÿ óíèâåðñèòåòñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ. Âïîñëåäñòâèè

îíè ñòàíóò åæåãîäíûìè è î÷åíü óäà÷íî âïèøóòñÿ â îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ,

ñïîñîáñòâóÿ ñòèìóëÿöèè èíòåðåñà ê òâîð÷åñêîìó îñìûñëåíèþ èçó÷àåìûõ äèñöè-

ïëèí, àêòèâèçèðóÿ ñòðåìëåíèå ê ïîëó÷åíèþ íîâûõ çíàíèé è íàó÷íûõ ðåçóëüòà-

òîâ, ðàçâèâàÿ óìåíèå ãðàìîòíî î�îðìèòü è ïðåäñòàâèòü íàó÷íûå ðåçóëüòàòû.

Íà ïðîòÿæåíèè áîëåå ÷åì 70 ëåò ðóêîâîäñòâî óíèâåðñèòåòà è åãî ïîäðàç-

äåëåíèé âñÿ÷åñêè ñîïîñîáñòâîâàëî óñïåøíîé îðãàíèçàöèè ñòóäåí÷åñêèõ êîí�å-

ðåíöèé ðàçíîãî óðîâíÿ. Óíèâåðñèòåòñêèå êîí�åðåíöèè ïðîõîäèëè â ëó÷øèõ ãî-

ðîäñêèõ ïîìåùåíèÿõ â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé, ñ 1973 ã. ñòàëè ïðîâîäèòüñÿ
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óíèâåðñèòåòñêèå ¾Íåäåëè íàóêè¿, ñ 1980 ã. âåäóò ñâîþ èñòîðèþ ¾íàó÷íûå ñåñ-

ñèè¿ óíèâåðñèòåòà, â ðàìêàõ êîòîðûõ ¾íåäåëè íàóêè¿ îðãàíèçóþòñÿ íà êàæäîì

�àêóëüòåòå. Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ ðàññêàçàòü îá îñîáåíîñòÿõ óíèâåðñèòåòñêèõ

(è îáëàñòíûõ) ñòóäåí÷åñêèõ êîí�åðåíöèé, î òîì, êàê ó÷àñòèå â íèõ ñêàçûâà-

ëîñü íà ñóäüáàõ äîêëàä÷èêîâ, ìíîãèå èç êîòîðûõ ñòàëè âèäíûìè ñîâåòñêèìè è

ðîññèéñêèìè ó÷åíûìè. Â ÷àñòíîñòè, âíèìàíèå áóäåò îáðàùåíî íà ñëåäóþùèå

�àêòû.

1. Ïåðâàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ â �îñòîâñêîì-íà-Äîíó ãîñóäàð-

ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Â. Ì. Ìîëîòîâà ïðîøëà 17�19 ìàÿ 1946 ã. Îòêðû-

òèå ñîñòîÿëîñü â çàëå Òåàòðà Êðàñíîé Àðìèè, ïîñëå äîêëàäà ðåêòîðà óíèâåðñè-

òåòà Ñ. Å. Áåëîçåðîâà ó÷àñòíèêàì áûë ïîêàçàí ñïåêòàêëü ¾Îïàñíûé âîçðàñò¿.

�àáîòàëè 7 ñåêöèé, èç êîòîðûõ äâå � ïî îáùåñòâåííûì íàóêàì (�èëîëîãèÿ è

èñòîðèÿ). Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñåêöèÿ îêàçàëàñü ñàìîé ìíîãîëþäíîé (15 äî-

êëàä÷èêîâ, 5 èç êîòîðûõ ìàòåìàòèêè). Âòîðóþ êîí�åðåíöèþ ïîñâÿòèëè 30-é

ãîäîâùèíå Âåëèêîé Îêòÿáðüñêîé Ñîöèàëèñòè÷åñêîé ðåâîëþöèè, ïðîâåëè åå â

îêòÿáðå 1947 ã. Äëèòåëüíîñòü ðàáîòû óâåëè÷èëàñü äî 5 äíåé, îñíîâíûì äîêëàä-

÷èêîì íà ïëåíàðíîì çàñåäàíèè áûë Ñåðãåé Àëåêñàíäðîâè÷ Çàõàðîâ (ñì. [1℄),

à èòîãè íà çàêëþ÷èòåëüíîì çàñåäàíèè ïîäâåë îäèí èç îñíîâàòåëåé �îñòîâñêîé

ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû ïðî�åññîð Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîé.

2. 20 îêòÿáðÿ 1947 ã. íà÷àëà ñâîþ ðàáîòó ïåðâàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ñòó-

äåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé �îñòîâà-íà-Äîíó, åå îòêðûâàëè Ñ. Å. Áå-

ëîçåðîâ è äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí Àêàäåìèè ìåäèöèíñêèõ íàóê ÑÑÑ� Íèêîëàé

Àïîëëèíàðèåâè÷ �îæàíñêèé (åãî äî÷ü, Íèíà Íèêîëàåâíà �îæàíñêàÿ, áûëà àê-

òèâíîé ó÷àñòíèöåé ýòèõ êîí�åðåíöèé, à âñþ ñâîþ ïîñëåäóþùóþ æèçíü ïîñâÿòè-

ëà ðîäíîìó �èçìàòó�ìåõìàòó). Ìåíåå ÷åì ÷åðåç ãîä �èçìàòîâåö Á. È. �åõò, ÷üå

âûñòóïëåíèå áûëî ïðèçíàíî ¾áëåñòÿùèì êàê ïî �îðìå, òàê è ïî ïîëó÷åííûì

ðåçóëüòàòàì¿ (�îñóäàðñòâåííûé àðõèâ �îñòîâñêîé îáëàñòè, �. 46, îï. 1, � 220,

ë. 27), ñòàíåò ëàóðåàòîì ïåðâîé ïðåìèè Ìèíèñòåðñòâà Âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ

(ÌÂÎ) ÑÑÑ�. Â 1950 ã. ãðàìîòîé ÌÂÎ ÑÑÑ� áóäåò íàãðàæäåí ÷åòâåðîêóðñíèê

ìåõìàòà Þ. Ô. Êîðîáåéíèê, ïðåäñòàâèâøèé ñâîþ ðàáîòó íà óíèâåðñèòåòñêîé è

ãîðîäñêîé êîí�åðåíöèÿõ 1949 ã. [2℄.

3. Ñðåäè âûñòóïàâøèõ ñ íàó÷íûìè äîêëàäàìè íà ïðîòÿæåíèè âñåé èñòîðèè

íàó÷íûõ êîí�åðåíöèé ��Ó áûëî íåìàëî áóäóùèõ ïðåïîäàâàòåëåé óíèâåðñèòåòà

è äðóãèõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çâåäåíèÿõ (Ñ. Ä. Îêóíü, Ì. À. Êðàïëèí, Ì. Ì. Äðà-

ãèëåâ, Â. Â. Èâàíîâ, Ñ. Â. Æàê, È. Á. Ñèìîíåíêî, Â. È. Þäîâè÷, �. Ñ. Ëèò-

âèí÷óê è ìíîãèå äðóãèå), à òàêæå òåõ, êòî ñâÿæåò ñâîþ æèçíü ñ ðàáîòîé â

øêîëàõ �îñòîâà-íà-Äîíó è äðóãèõ ðåãèîíîâ ÑÑÑ� (ñðåäè íèõ îòëè÷íèê ïðîñâå-

ùåíèÿ ÑÑÑ� À. ß. �óãàðåâà, Í. Ï. Ñàìîðóêîâà, çàñëóæåííûé ó÷èòåëü �ÑÔÑ�

Ý. �. ßêóáà, À. Ô. Åðûãèíà).

Ëèòåðàòóðà

1. �àâðèëþê Ô. ß. Äåÿòåëüíîñòü Ñ. À. Çàõàðîâà â �îñòîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñè-

òåòå // Ïî÷âîâåäåíèå.�1978.�� 8.�C. 14�30.

2. Êîðîáåéíèê Þ. Ô., Åðóñàëèìñêèé ß. Ì., Íàëáàíäÿí Ì. Á., �îæàíñêàÿ Í. Í.Ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò �îñòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.��îñòîâ í/Ä.:

Èçä-âî �îñò. óí-òà, 1989.�64 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

Ï�ÎÁËÅÌÛ È ÏÅ�ÑÏÅÊÒÈÂÛ �ÀÇÂÈÒÈß ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÎ�Î

ÎÁÓ×ÅÍÈß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÓÇÎÂ

Þ. Â. Íèêîíîðîâà

(�îññèÿ, Âîëãîäîíñê; ÂÈÒÈ ÍÈßÓ ÌÈÔÈ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ó÷åáíóþ äåÿòåëüíîñòü âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé àê-

òèâíî íà÷èíàåò âíåäðÿòüñÿ ýëåêòðîííàÿ �îðìà îáó÷åíèÿ. Ýëåêòðîííîå îáó÷å-

íèå îòëè÷àåòñÿ îò äèñòàíöèîííîãî, îíî øèðå, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåò àêòèâíîå

èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ñðåäñòâ

ïåðåäà÷è äàííûõ. Ýòà �îðìà íåñåò â ñåáå ÷åòêèé êîíòðîëü çà ïðîöåññîì îáó÷å-

íèÿ íà âñåõ ýòàïàõ, âûñîêóþ ìîòèâàöèþ îáó÷àþùèõñÿ è ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíî

íèçêèå çàòðàòû íà îðãàíèçàöèþ ñàìîãî ïðîöåññà. Äëÿ îðãàíèçàöèè òàêîé �îð-

ìû ïî êàæäîé äèñöèïëèíå íåîáõîäèìî íàëè÷èå ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû:

ó÷åáíûõ ïîñîáèé, áîëüøîãî áàíêà òåñòîâ ðàçíûõ âèäîâ, çàäàíèé, ýëåêòðîííûõ

òðåíàæåðîâ, ñèñòåìû ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòîîáîðîòà è ñèñòåìû, îáåñïå÷èâàþ-

ùåé âèðòóàëüíîå èíòåðàêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå âñåõ ñóáúåêòîâ îáðàçîâàòåëü-

íîãî ïðîöåññà, ñåòè ñ âûõîäîì â Èíòåðíåò.

Ê äîñòîèíñòâàì òàêîé �îðìû îðãàíèçàöèè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà ìîæ-

íî îòíåñòè ñëåäóùåå: óäîáíûå òåìï, âðåìÿ è ìåñòî îáó÷åíèÿ; âîçìîæíîñòü ðå-

àëèçîâûâàòü èíäèâèäóàëüíóþ îáðàçîâàòåëüíóþ òðàåêòîðèþ, âîçìîæíîñòü ðå-

àëèçîâàòü êîíöåïöèþ íåïðåðûâíîãî îáðàçîâàíèÿ, îòñóòñòâèå îòðûâà îò ðà-

áîòû îáó÷àþùèõñÿ, îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà èõ êîëè÷åñòâî; âîçìîæíîñòü

�îðìèðîâàòü ó÷åáíóþ ïðîãðàììó èç êóðñîâ-ìîäóëåé â ñîîòâåòñòâèè ñ çàÿâ-

ëåííûìè ïîòðåáíîñòÿìè; ñîâìåñòíîå ðåøåíèå çàäà÷ (ñòóäåíò�ñòóäåíò, ñòóäåíò�

ïðåïîäàâàòåëü), âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè íà îíëàéí

ëåêöèÿõ è ñåìèíàðàõ, øèðîêèå êîììóíèêàöèîííûå âîçìîæíîñòè, âûñîêàÿ ý�-

�åêòèâíîñòü ðàáîòû ïðåïîäàâàòåëåé, ýêîíîìèÿ íà ðàñõîäàõ ïî îðãàíèçàöèè ïðî-

öåññà (ñîäåðæàíèè ïîìåùåíèé, çàêóïêå ó÷åáíèêîâ, òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäàõ) [1℄.

Îäíî èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ýëåêòðîííîãî îáó÷åíèÿ � ýòî èñïîëü-

çîâàíèå âèðòóàëüíîé îáó÷àþùåé ñðåäû Moodle (ïåðåâîäèòñÿ êàê ìîäóëüíàÿ

îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ îáó÷àþùàÿ ñðåäà). Ñèñòåìà ïîçâîëÿ-

åò ñîçäàâàòü ýëåêòðîííûå ó÷åáíûå ìàòåðèàëû, çàäàâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ

èçó÷åíèÿ, à òàêæå îðãàíèçîâàòü èõ ñ ïîìîùüþ ÿðëûêîâ, òåãîâ è ãèïåðòåêñòîâûõ

ññûëîê. Îáðàçîâàòåëüíàÿ ñðåäà èìååò òàêèå èíñòðóìåíòû êàê: ãëîññàðèé, áëîãè,

�îðóìû, ïðàêòèêóìû, ÷àòû, ðàññûëêè, à òàêæå ïîääåðæèâàåò îáìåí �àéëàìè

ëþáûõ �îðìàòîâ. Ñèñòåìà ïîçâîëÿåò îáñóæäàòü èçó÷àåìûé ìàòåðèàë â ãðóïïå

è ëè÷íî ñ ïðåïîäàâàòåëåì. Âñå çàäàíèÿ àâòîìàòè÷åñêè âûñûëàþòñÿ ïðåïîäàâà-

òåëåì âñåì ñòóäåíòàì. Âåäåòñÿ ñòàòèñòèêà àêòèâíîñòè êàæäîãî ó÷àùåãîñÿ: âñå

âûïîëíåííûå ðàáîòû õðàíÿòñÿ â ñèñòåìå, îòñëåæèâàåòñÿ âðåìÿ ó÷åáíîé ðàáîòû

îáó÷àþùèõñÿ â ñèñòåìå. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ó ïðåïîäàâàòåëÿ ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü íóæíûì îáðàçîì �îðìèðîâàòü ìàòåðèàë â çàâèñèìîñòè îò ðàáîòû ãðóïïû

ïðè îòñóòñòâèè ðóòèííîé ïðîâåðêè çàäàíèé. Â êà÷åñòâå äîïîëíåíèé ê ó÷åáíûì
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ïðîãðàììàì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ññûëêè íà íóæíûå èíòåðíåò-ðåñóðñû, ìîæíî

îðãàíèçîâûâàòü âèäåîêîí�åðåíöèè.

Ó ýëåêòðîííîãî îáó÷åíèÿ åñòü è ðÿä íåäîñòàòêîâ. À èìåííî: íåîáõîäèìîñòü â

ïîñòîÿííîì äîñòóïå â Èíòåðíåò ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé; õîðîøàÿ òåõíè÷å-

ñêàÿ îñíàùåííîñòü ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ; âûñîêàÿ ìîòèâàöèÿ è ñàìîäèñöèïëèíà

îáó÷àþùèõñÿ; ñëîæíîñòü â îïðåäåëåíèè ñàìîñòîÿòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé

ó÷àùèõñÿ; âûñîêàÿ ñòîèìîñòü âíåäðåíèÿ ñèñòåìû íà íà÷àëüíîì ýòàïå, âûñîêàÿ

òðóäîåìêîñòü è ñòîèìîñòü ðàçðàáîòêè êóðñîâ ýëåêòðîííîãî îáó÷åíèÿ, ñëîæíîñòü

â îïðåäåëåíèè ñòîèìîñòè ýòîé ðàçðàáîòêè è ïîñëåäóþùåãî îáíîâëåíèÿ [1℄. Ñó-

ùåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îáåñïå÷åíèÿ êà÷åñòâà ýëåêòðîííûõ ó÷åáíûõ ìà-

òåðèàëîâ. Òàêæå èìåþòñÿ è ïðîáëåìû â ïðàâîâîì ïîëå: âîçíèêàþò âîïðîñû ïî

çàùèòå èíòåëëåêòóàëüíîé ñîáñòâåííîñòè è àâòîðñêîãî ïðàâà â ýëåêòðîííîì ìè-

ðå. Ñàìîé ãëàâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ êàäðîâàÿ. Î÷åíü òðóäíî ïîäîáðàòü ïðå-

ïîäàâàòåëåé, êîìïåòåíòíûõ îäíîâðåìåííî è â ïðåäìåòíîé îáëàñòè, è â îáëàñòè

ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, à òàêæå èìåþùèõ æåëàíèå ðàáîòàòü

ñ îáó÷àåìûìè â ðåæèìå îíëàéí è ïîñòîÿííî îáíîâëÿòü ýëåêòðîííûå ó÷åáíûå

ìàòåðèàëû. Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ãîñóäàð-

ñòâåííûõ ñòàíäàðòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ åäèíûé îáùåãîñóäàðñòâåííûé óðîâåíü

òðåáîâàíèé ê ïîäãîòîâêå ñïåöèàëèñòîâ â ñ�åðå ýëåêòðîííîãî îáðàçîâàíèÿ [2℄.

Èñõîäÿ èç ïåðå÷èñëåííîãî, íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ �îññèéñêîãî îá-

ðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ýëåêòðîííîå îáó÷åíèå ïîêà

áóäåò äîïîëíÿòü òðàäèöèîííîå. Åãî ìîæíî àêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïðè îáó÷åíèè

ñòóäåíòîâ, íå èìåþùèõ âîçìîæíîñòè ïîñåùàòü çàíÿòèÿ ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷è-

íàì. Â ÷àñòíîñòè, â ÂÈÒÈ ÍÈßÓ ÌÈÔÈ äëÿ ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëü-

íîñòåé ýëåêòðîííîå îáó÷åíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ âíåäðÿåòñÿ òîëüêî äëÿ çàî÷íîé

è âå÷åðíåé �îðì îáó÷åíèÿ è íàõîäèòñÿ íà ñòàäèè àïðîáàöèè.

�àçâèòèå �îññèéñêîãî îáðàçîâàíèÿ ïîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ òåíäåíöèþ: ýëåê-

òðîííîå îáó÷åíèå íà÷èíàåò àêòèâíî âíåäðÿòüñÿ â óíèâåðñèòåòàõ, òàêæå êàê

ìàññîâûå îòêðûòûå îíëàéí êóðñû ÿâëÿþòñÿ ñàìîé àêòóàëüíîé òåíäåíöèåé â

e-learning. Âñåìèðíî èçâåñòíûå óíèâåðñèòåòû: �àðâàðä, MIT, Calte
h, Áåðêëè è

Ïðèíñòîí àêòèâíî âíåäÿþò ýòó �îðìó îáðàçîâàíèÿ [3℄. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàç-

íî äåëàòü èíâåñòèöèè â ýëåêòðîííîå îáó÷åíèå, êîòîðîå ïðèîáðåòàåò øèðîêóþ

ïîïóëÿðíîñòü âî âñåì ìèðå.
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ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÎÁÓ×ÅÍÈß �ÅØÅÍÈÞ ÒÅÊÑÒÎÂÛÕ ÇÀÄÀ×

ÍÀ Ï�ÈÌÅ�ÀÕ ÇÀÄÀ× �ÈÀ

Ë. Ï. Îõâàò

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎØ � 1 ñò. Àðõîíñêàÿ)

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå òåêñòîâûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê �îðìèðîâàíèþ ó îáó-

÷àþùèõñÿ ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, ñîîáðàçèòåëüíîñòè, óìåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî

îñóùåñòâëÿòü íåáîëüøîå èññëåäîâàíèå è ò. ï. Ïîýòîìó ðåøåíèþ òåêñòîâûõ çà-

äà÷ óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå íà ïðîòÿæåíèè âñåãî øêîëüíîãî êóðñà. Ñíà÷à-

ëà ââîäèòñÿ àðè�ìåòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ, à çàòåì äåòè ó÷àòñÿ ðåøàòü çàäà÷è

àëãåáðàè÷åñêè, ò. å. ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ, ñèñòåì óðàâíåíèé è íåðà-

âåíñòâ. Ïðè âñåé óñëîâíîñòè äåëåíèÿ ìîæíî âûäåëèòü äâà âèäà çàäà÷: çàäà÷è

¾íà äâèæåíèå¿ (ñþäà ìîæíî âêëþ÷èòü çàäà÷è íà ðàáîòó è çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ

íàïîëíåíèåì ðåçåðâóàðà) è çàäà÷è íà ïðîöåíòû, ÷àñòè, êîíöåíòðàöèþ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåêñòîâûå çàäà÷è âêëþ÷åíû â êîíòðîëüíî-èçìåðè-

òåëüíûå ìàòåðèàëû �ÈÀ ïî ìàòåìàòèêå. Â 9 êëàññå ýòî 7-å çàäàíèå ñ êðàò-

êèì îòâåòîì è 22-å çàäàíèå ñ îïèñàíèåì ðåøåíèÿ. Â 11 êëàññå (íà ïðî�èëüíîì

óðîâíå) ýòî çàäàíèÿ ñ êðàòêèì îòâåòîì �1, �11 è òàê íàçûâàåìàÿ ýêîíîìè÷å-

ñêàÿ çàäà÷à � 17 ñ îïèñàíèåì ðåøåíèÿ. Çàäàíèÿ �7 â 9 êëàññå è �1 â 11 êëàññå

íàïðàâëåíû íà ïðîâåðêó óðîâíÿ âëàäåíèÿ áàçîâûìè óìåíèÿìè. Ýòî òàêèå ýëå-

ìåíòû ñîäåðæàíèÿ, êàê ïðîöåíòû è äîëè, îêðóãëåíèå ñ èçáûòêîì è íåäîñòàòêîì

è ò. ï. Çàäàíèÿ �22 â 9 êëàññå è �11, �17 â 11 êëàññå íàïðàâëåííûå íà ïðî-

âåðêó âëàäåíèÿ ìàòåðèàëîì íà ïîâûøåííîì óðîâíå. Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷

ó÷àñòíèêè ýêçàìåíà äîëæíû ñìîäåëèðîâàòü ðåàëüíóþ ñèòóàöèþ íà ÿçûêå àë-

ãåáðû è èññëåäîâàòü ïîñòðîåííóþ ìîäåëü ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà àëãåáðû.

Ïî ðåçóëüòàòàì �ÈÀ 2017 â �ÑÎ-Àëàíèÿ çàäà÷è áàçîâîãî óðîâíÿ âåðíî âû-

ïîëíÿþò â 9 êëàññå 64% , à â 11 êëàññå � 91%. Ñ çàäàíèåì �22 ñïðàâëÿþòñÿ

ëèøü 3,8% äåâÿòèêëàññíèêîâ. Ñ àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé â 11 êëàññå � 52% [1℄.

Êàêîâû ïðè÷èíû íèçêèõ ïîêàçàòåëåé ïðàâèëüíîñòè âûïîëíåíèÿ òåêñòîâûõ

çàäà÷? Íà ìîé âçãëÿä, èõ ìîæåò áûòü äâå: íåäîñòàòî÷íîå âëàäåíèå ó÷èòåëåì

ìåòîäèêîé îáó÷åíèÿ ðåøåíèþ òàêîãî òèïà çàäà÷ è, êîíå÷íî, àðè�ìåòè÷åñêèå,

ëîãè÷åñêèå îøèáêè ó÷àñòíèêîâ �ÈÀ èëè íåâíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå èìè óñëî-

âèÿ çàäà÷è.

ß ïîñòàðàëàñü ðàçîáðàòüñÿ ñ ïåðâîé ïðè÷èíîé íà ïðèìåðàõ çàäà÷ íà äâèæå-

íèå è ïðèøëà ê âûâîäó, ÷òî çàäà÷è ¾íà äâèæåíèå¿ (â òîì ÷èñëå çàäà÷è íà äâè-

æåíèå ïî îêðóæíîñòè, íà äâèæåíèå áîëåå äâóõ òåë, íà äâèæåíèå ïðîòÿæåííûõ

òåë), âûçûâàþùèå îñîáîå çàòðóäíåíèå, ïî ðåçóëüòàòàì îïðîñà ó÷èòåëåé ìàòå-

ìàòèêè, ïðîõîäèâøèõ â 2018 ã. êóðñû ïîâûøåíèÿ êâàëè�èêàöèè, ðåøàþòñÿ ïî

îäíîé ñõåìå.
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1. Ýòàï àíàëèçà óñëîâèÿ çàäà÷è.

Íåîáõîäèìî ïðîâåñòè àíàëèç óñëîâèÿ çàäà÷è è îòðàçèòü äàííûå çàäà÷è â

êðàòêîé çàïèñè. Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäëàãàþ î�îðìèòü óñëîâèå, çàïîëíèâ òàá-

ëèöó.

2. Ýòàï ïîèñêà ðåøåíèÿ è åãî î�îðìëåíèå.

Âîçìîæíû äâà ñïîñîáà ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è: ñèíòåç (÷òî ìîæíî íàéòè ïî

äàííûì çàäà÷è?), àíàëèç (÷òî òðåáóåòñÿ óçíàòü â çàäà÷å?). Â äàííîì ñëó÷àå

îñòàíîâèìñÿ íà ïåðâîì ñïîñîáå. Åñëè íà âîïðîñ ¾×òî ìîæíî íàéòè ïî äàííûì

çàäà÷è?¿ ìîæíî îòâåòèòü, òî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû è îïÿòü

çàäàåì òîò æå âîïðîñ, ïîêà íå îòâåòèì íà âîïðîñ çàäà÷è. Åñëè æå íå äîñòàòî÷-

íî äàííûõ äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ, òî íóæíî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå

(íåðàâåíñòâî, ñèñòåìó óðàâíåíèé). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ðàññìîòðåòü âñå íåèçâåñò-

íûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáîçíà÷åíû áóêâîé, è âñå äàííûå çàäà÷è,

êîòîðûå ìîãóò áûòü îñíîâàíèåì äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà, ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé). È íà ýòàïå îáó÷åíèÿ ðåøåíèþ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

ñîñòàâèòü âñå âîçìîæíûå óðàâíåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ýêçàìåíå ÿ ñîâåòóþ

äåòÿì, åñëè ýòî âîçìîæíî, îáîçíà÷àòü áóêâîé èñêîìóþ âåëè÷èíó.

3. Ýòàï ïðîâåðêè ðåøåíèÿ.

4. Ýòàï ïîäâåäåíèÿ èòîãîâ [2℄.
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íûõ êëàññîâ â �ÑÎ-Àëàíèÿ.
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ÒÓ�ÍÈ� ÏÎ ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

ÄËß ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ: ÈÒÎ�È È ÏÅ�ÑÏÅÊÒÈÂÛ

Ì. À. Ïàâëîâà (�îññèÿ, Àðõàíãåëüñê; ÑÀÔÓ),

Ì. Â. Øàáàíîâà (�îññèÿ, Àðõàíãåëüñê; ÑÀÔÓ)

Òóðíèð ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêå áûë ó÷ðåæäåí 5 ëåò íàçàä ñ öåëüþ

âîâëå÷åíèÿ øèðîêîãî êðóãà ó÷àùèõñÿ â äåÿòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðó÷íûõ, êîì-

ïüþòåðíûõ è ìûñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ê ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, ìî-

íèòîðèíãà óðîâíÿ ñ�îðìèðîâàííîñòè ó ó÷àùèõñÿ îñíîâíîé øêîëû óíèâåðñàëü-

íûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ äåéñòâèé ìàòåìàòèêà-ýêñïåðèìåíòàòîðà â ñîîòâåòñòâèè

ñ òðåáîâàíèÿìè Ô�ÎÑ ÎÎÎ è òåîðåòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î ðåçóëüòàòàõ

èññëåäîâàòåëüñêîãî îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ñ êîìïüþòåðîì. Äîêëàä ïðåäñòàâëÿ-

åò ñïåöè�èêó òóðíèðíûõ çàäàíèé, äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ãåîãðà�èè ó÷àñòíèêîâ

òóðíèðà è èõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ðàñêðûâàåò ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ òóðíèðà.

Òðåáîâàíèÿìè Ô�ÎÑ ÎÎÎ [1℄ îïðåäåëåíà íåîáõîäèìîñòü �îðìèðîâàíèÿ ó

ó÷àùèõñÿ íàâûêîâ èñïîëüçîâàíèÿ ãîòîâûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ äëÿ ïîä-

äåðæêè äåÿòåëüíîñòè ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Íà ïðàêòèêå �îð-

ìèðîâàíèå ýòèõ íàâûêîâ íàèáîëåå ÷àñòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âêëþ÷åíèÿ â

ñèñòåìó ñðåäñòâ ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ ïðî-

äóêòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññó ñèñòåìû äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè (GeoGebra,

1C Ìàòåìàòè÷åñêèé êîíñòðóêòîð, Æèâàÿ ìàòåìàòèêà, Cabri è äð.). Çàäàíèÿ íà

èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïðîãðàìì óæå âêëþ÷åíû â ÓÌÊ ðÿäîì àâòîðñêèõ êîëëåê-

òèâîâ [2, 3℄.

Òóðíèð ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêå [4℄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàññîâîå

ìàòåìàòè÷åñêîå ñîðåâíîâàíèÿ, â õîäå êîòîðîãî ó÷åíèêè ìîãóò èñïûòàòü ñâîè

âîçìîæíîñòè â ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåì äèíàìè-

÷åñêîé ìàòåìàòèêè, à òàêæå òåõ çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ

ðó÷íûõ èëè ìûñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Òóðíèðíîå çàäàíèå ñîñòîèò èç øåñòè çàäà÷, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò ñâîþ

äèàãíîñòè÷åñêóþ �óíêöèþ: ïðîâåðêà óìåíèé òåîðåòè÷åñêè îñìûñëèâàòü ðåçóëü-

òàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïðîá, ïðîâåðêà óìåíèé ïëàíèðîâàòü è ïðîâîäèòü ìûñ-

ëåííûå è ðó÷íûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåðêà óìåíèé êîíñòðóèðîâàòü äèíàìè÷å-

ñêèå ìîäåëè ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ êîìïüþòåðíûìè èíñòðóìåíòàìè, ïðî-

âåðêà óìåíèé êîìïëåêñíîãî èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

ìåòîäîâ, ïðîâåðêà óìåíèé ñòàâèòü íîâûå çàäà÷è íà áàçå ðåøåííîé ïóòåì âàðüè-

ðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè.

Â òóðíèðå ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ó÷àùèåñÿ 7, 8 è 9 êëàññîâ, ãåîãðà�èÿ êîòîðûõ

ïîñòåïåííî ðàñøèðÿåòñÿ. Ïåðâîíà÷àëüíî òóðíèð ìûñëèëñÿ êàê îáëàñòíîå ìåðî-

ïðèÿòèå äëÿ ïîäâåäåíèÿ èòîãîâ ðàáîòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïëîùàäîê, íà êî-

òîðûõ àïðîáèðîâàëàñü ìåòîäèêà îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ñ êîìïüþòåðîì. Ñåãîäíÿ

ãåîãðà�èÿ ó÷àñòíèêîâ âûøëà óæå çà ïðåäåëû íå òîëüêî ðåãèîíà, íî è ñòðàíû:
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Àðõàíãåëüñêàÿ îáëàñòü, Ìîñêâà, Êðàñíîÿðñê, Ïîäîëüñê, Êàçàõñòàí. �àñøèðå-

íèþ ãåîãðà�èè âî ìíîãîì ñïîñîáñòâóåò âîçìîæíîñòü çàðåãèñòðèðîâàòü ëþáóþ

øêîëó êàê ïëîùàäêó ïðîâåäåíèÿ òóðíèðà, à òàêæå ïîäâåäåíèÿ èòîãîâ îòäåëüíî

íà êàæäîé ïëîùàäêå.

Îñíîâíàÿ öåëü òóðíèðà ñåãîäíÿ � ýòî ïîïóëÿðèçàöèÿ èäåé, ìåòîäîâ è

ñðåäñòâ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ñðåäè ó÷èòåëåé è ó÷àùèõñÿ, à íå ðåé-

òèíãîâàÿ îöåíêà óìåíèé ó÷àùèõñÿ. Ó÷ðåäèòåëè òóðíèðà ïîíèìàþò, ÷òî îäíè

ó÷àùèåñÿ âïåðâûå ñòàëêèâàþòñÿ ñ ñèñòåìîé äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòèêå íà òóð-

íèðå, äðóãèå èìåþò áîãàòûé îïûò åå èñïîëüçîâàíèÿ. Èìåííî ïîýòîìó áûëî ïðè-

íÿòî ðåøåíèå î âîçìîæíîñòè ïîäâåäåíèÿ èòîãîâ íà êàæäîé ïëîùàäêå îòäåëüíî.

�îòîâèòüñÿ ê òóðíèðó ó÷àùèåñÿ ìîãóò êàê ñàìîñòîÿòåëüíî, òàê è ïîä ðóêî-

âîäñòâîì ó÷èòåëÿ. Äëÿ ýòèõ öåëåé íà ñàéòå ðàçìåùåí âåñü àðõèâ òóðíèðíûõ

çàäàíèé ñ ðàçáîðîì èõ ðåøåíèé, èìåþòñÿ ññûëêè íà ñàéò êðóæêà ïî ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêå.

Â ïåðñïåêòèâå ïëàíèðóåòñÿ äîïîëíèòü èíäèâèäóàëüíûå òóðíèðíûå çàäàíèÿ

ãðóïïîâûìè, à òàêæå ðàñøèðèòü âîçðàñòíûå ãðàíèöû, âêëþ÷èâ ÷èñëî ó÷àñòíè-

êîâ è ó÷àùèõñÿ ñòàðøèõ êëàññîâ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÈÍÍÎÂÀÖÈÎÍÍÛÕ ÒÅÕÍÎËÎ�ÈÉ ÈÍÊËÞÇÈÂÍÎ�Î

ÎÁÓ×ÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ ÄËß ËÈÖ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ

ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒßÌÈ ÇÄÎ�ÎÂÜß ÏÎ ÑËÓÕÓ,

Ï�ÈÌÅÍßÅÌÀß Â ÊÍÈÒÓ ÈÌ. À. Í. ÒÓÏÎËÅÂÀ

A. À. Ñåðãååâ (�îññèÿ, Êàçàíü; ÊÍÈÒÓ�ÊÀÈ),

E. B. Ñòðåæíåâà (�îññèÿ, Êàçàíü; ÊÍÈÒÓ�ÊÀÈ)

Îäíà èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ ãîñóäàðñòâåííîé ïîëèòèêè ñîâðåìåííîé �îññèè â

îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ � ñîçäàíèå èíêëþçèâíîé ñðåäû. Â òåêñòå Ôåäåðàëüíîãî çà-

êîíà ¾Îá îáðàçîâàíèè â �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè¿ îò 29 äåêàáðÿ 2012 ã. � 273-ÔÇ,

ñò. 2, ïóíêò 27 òåðìèí ¾èíêëþçèâíîå îáðàçîâàíèå¿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ¾îáåñïå÷å-

íèå ðàâíîãî äîñòóïà ê îáðàçîâàíèþ äëÿ âñåõ îáó÷àþùèõñÿ ñ ó÷åòîì ðàçíîîáðà-

çèÿ îñîáûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ïîòðåáíîñòåé è èíäèâèäóàëüíûõ âîçìîæíîñòåé¿.

�åàëèçàöèÿ èíêëþçèâíîãî îáðàçîâàíèÿ â �Ô ñòàâèò âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè

ñìåíû ìåòîäîëîãèè âíåäðåíèÿ èíòåãðàöèîííûõ èííîâàöèé â ñèñòåìó îáðàçîâà-

íèÿ. Ó ëèö ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíîñòÿìè çäîðîâüÿ ïî ñëóõó �îðìèðîâàíèå

êîìïåòåíöèé ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè. Êðîìå �óíäàìåíòàëüíûõ

çíàíèé, íåîáõîäèìûõ â äàííîé îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé ñïåöèàëüíîñòüþ, à òàê æå

óìåíèé è íàâûêîâ, òðåáóåòñÿ ñîçäàòü îïðåäåëåííûé ñîöèàëüíûé ëè�ò, îáåñïå÷è-

âàþùèé ëþäÿì ñ îñîáûìè ïîòðåáíîñòÿìè àêòèâíîå îñâîåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîöè-

óìà. Íåîáõîäèìî ñ�îðìèðîâàòü ó íèõ ñïîñîáíîñòü îðèåíòèðîâàòüñÿ â èí�îðìà-

öèîííûõ ïîòîêàõ íîâûõ ñâåäåíèé, íàó÷èòü èñêàòü è îòáèðàòü çíàíèÿ, íåîáõîäè-

ìûå äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðîáëåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü

àêòèâíîãî ïîèñêà íîâûõ ðåçåðâîâ íå òîëüêî êà÷åñòâåííîé ïðî�åññèîíàëüíîé

ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ, íî è ñîöèàëèçàöèè îáó÷àåìûõ, èõ ìåæëè÷íîñòíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ â ãðóïïàõ èíêëþçèâíîãî òèïà.

Ìåòîäèêà îðãàíèçàöèè çàíÿòèé ïî äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòèêà¿ ñî ñòóäåíòà-

ìè ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíîñòÿìè çäîðîâüÿ ïî ñëóõó, ðåàëèçóåìàÿ â ìíî-

ãîïðî�èëüíîì ñïåöèàëüíîì ó÷åáíîì ïîäðàçäåëåíèè Êàçàíñêîãî íàöèîíàëüíîãî

èññëåäîâàòåëüñêîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÊÍÈÒÓ) èì. À. Í. Òóïîëåâà�

ÊÀÈ: Êàçàíñêîì ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêîì è ìåòîäè÷åñêîì öåíòðå (ÊÓÈÌÖ),

íàïðàâëåíà íà ðàçâèòèå èõ ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé,

óìåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî èçó÷àòü ó÷åáíûé ìàòåðèàë; �îðìèðîâàíèå âíóòðåííèõ

ìîòèâîâ äàëüíåéøåé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè. �àçðàáîòàííûé íà êà�åäðå

ñïåöèàëüíûõ òåõíîëîãèé â îáðàçîâàíèè (ÑÒâÎ) ïðè ÊÓÈÌÖ åäèíûé êîìïëåêñ

ìåòîäè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ è òåõíîëîãèé èíêëþçèâíîãî îáðàçîâàíèÿ âêëþ÷à-

åò êóðñ àäàïòàöèîííûõ ëåêöèé è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, çàïèñàííûé íà ýëåê-

òðîííûõ ñëàéäàõ, âèäåîìàòåðèàëàõ, íàáîð èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé è òåñòîâ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî

êîìïëåêñà èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíî îáîðóäîâàííûå ñ ó÷åòîì ìóëüòèìåäèéíûõ

òåõíîëîãèé êëàññû. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîâîäÿòñÿ äèàãíîñòè÷åñêèå ñðåçû â ðàì-

êàõ ìîíèòîðèíãà óðîâíÿ çíàíèé ïîñòóïèâøèõ àáèòóðèåíòîâ äëÿ ïîñëåäóþùåé
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äè��åðåíöèàöèè è èíäèâèäóàëèçàöèè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ. Ïðè îðãàíèçàöèè îá-

ðàçîâàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà àóäèòîðíîé è âíåàóäèòîðíîé äåÿòåëüíîñòè, íàðÿäó

ñ òðàäèöèîííûìè �îðìàìè îáó÷åíèÿ (ëåêöèÿìè è ïðàêòè÷åñêèìè çàíÿòèÿìè)

ñ ñóðäîïåðåâîäîì, ñòóäåíòàì ïåðâîãî êóðñà ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó-

÷åíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà â ýëåêòðîííîé îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäå Bla
kboard [1℄.

Çàòåì ñòóäåíòû ïðîõîäÿò òåñòèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ êîíòðîëüíî-èçìåðèòåëüíûõ

ìàòåðèàëîâ [2℄. Ñîöèîëîãè÷åñêèé îïðîñ ñòóäåíòîâ, èçó÷àþùèõ ïðåäìåò íà ïåð-

âîì ýòàïå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ý��åêòèâíîñòü Bla
kboard íà ïåðâîì ýòàïå î÷åíü ìà-

ëà: 78% îïðîøåííûõ îòâåòèëè, ÷òî ó÷åáíûé ìàòåðèàë, ïðåäñòàâëåííûé â ýëåê-

òðîííîì âàðèàíòå, íå âîñïðèíèìàåòñÿ èìè èç-çà ñëîæíîñòè íàó÷íûõ �îðìóëè-

ðîâîê è êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âåëèêà ðîëü ïðåïîäàâàòåëÿ, êî-

òîðûé íà ëåêöèÿõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ àäàïòèðóåò ó÷åáíûé ìàòåðèàë äëÿ

áîëåå ëåãêîãî âîñïðèÿòèÿ. Ý��åêòèâíîñòü çàíÿòèé ñ ïðåïîäàâàòåëåì îöåíèâà-

åòñÿ ñòóäåíòàìè â 93%. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî îïðîñó 81% ñòóäåíòîâ ïîäòâåðäèëè

ý��åêòèâíîñòü ïðîâîäèìûõ íà ýòîì ýòàïå òðàíñ�îðìàöèîííûõ òðåíèíãîâ [3℄.

Òðåíèíãè ïðîâîäÿòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìóëüòèìåäèéíîãî îáîðóäîâàíèÿ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì êîììóíèêàòèâíûõ òåõíèê ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ ãðóïïîé ïîñòàâëåííûõ

çàäà÷. Íà âòîðîì ýòàïå ñòóäåíòû íå òîëüêî ý��åêòèâíî ðàáîòàþò ñ ó÷åáíîé è

íàó÷íîé ëèòåðàòóðîé, ýëåêòðîííûìè ðåñóðñàìè, íî óæå ìîãóò äåëèòüñÿ îïûòîì

ñ äðóãèìè è îáó÷àòü ñòóäåíòîâ ìëàäøèõ êóðñîâ. Îíè ãîòîâû ê ñàìîñòîÿòåëü-

íîé ðàáîòå ñ èçó÷àåìûì ìàòåðèàëîì è 52% ó÷àñòâóþùèõ â îïðîñå ñòóäåíòîâ,

ïîäòâåðäèëè ý��åêòèâíîñòü äèñòàíöèîííîãî îáðàçîâàíèÿ â Bla
kboard ïðè îð-

ãàíèçàöèè âíåàóäèòîðíîé ðàáîòû. Íà òðåòüåì ýòàïå ñòóäåíòû ñàìè ìîãóò âû-

ñòðàèâàòü òàêòèêó è ñòðàòåãèþ ïîëó÷åíèÿ íîâîé èí�îðìàöèè, ñòàíîâÿòñÿ ñàìî-

ñòîÿòåëüíûìè, ñïîñîáíûìè ê ñàìîðåàëèçàöèè, îòêðûòûìè äëÿ îïûòà. Î÷åâèä-

íî, ÷òî ý��åêòèâíîñòü îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé ðàçëè÷íà íà êàæäîì ýòàïå,

÷òî ïîäòâåðæäàþò äàííûå ñîöèîëîãè÷åñêîãî îïðîñà. Îäíàêî, êàæäàÿ èç èííî-

âàöèîííûõ òåõíîëîãèé íåîáõîäèìà, òàê êàê âíîñèò ñâîé âêëàä â �îðìèðîâàíèå

êîìïåòåíöèé áóäóùåãî èíæåíåðà, ñïîñîáíîãî ê ñàìîðàçâèòèþ, èäåò ïðîöåññ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî ñòàíîâëåíèÿ ëè÷íîñòè, ñîöèàëèçàöèÿ è ñîöèàëüíàÿ àäàïòàöèÿ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 15�20 èþëÿ 2019 ã.)

ÑÈÌÌÅÒ�Èß È Ô�ÀÊÒÀËÜÍÎÑÒÜ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ:

ÑÈÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÈ�ÎÂÈÄÅÍÈÅ

Â. À. Òåñòîâ

(�îññèÿ, Âîëîãäà; Âî�Ó)

Âàæíåéøèìè ñîñòàâëÿþùèìè íàó÷íîé êàðòèíû ìèðà, êðàñîòû ìèðîçäàíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ñèììåòðèè è �ðàêòàëüíîñòè. Ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè ñâÿçàíû

âîçìîæíîñòè óñèëåíèÿ ýñòåòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâà-

íèÿ, ïðèîáùåíèÿ ó÷àùèõñÿ ê äóõîâíîé êóëüòóðå è òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Îäíàêî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè ïîíÿòèÿìè â ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íå

ðàññìàòðèâàëîñü.

Ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ äðåâíèì îáùå÷åëîâå÷åñêèì ñèìâîëîì, êîòîðûé èç ïî-

êîëåíèÿ â ïîêîëåíèå �îðìèðóåò â ñîçíàíèè ÷åëîâåêà èäåþ ãàðìîíèè ìèðîçäà-

íèÿ. Ïî ñëîâàì âèäíîãî ìàòåìàòèêà ÕÕ âåêà �åðìàíà Âåéëÿ ¾Ñèììåòðèÿ . . .

ÿâëÿåòñÿ òîé èäååé, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé ÷åëîâåê íà ïðîòÿæåíèè âåêîâ ïûòàë-

ñÿ ïîñòè÷ü è ñîçäàòü ïîðÿäîê, êðàñîòó è ñîâåðøåíñòâî¿ [1, 
. 37℄.

�àñêðûòü ïîíÿòèå êðàñîòû ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïûòàëñÿ ðÿä ó÷åíûõ-

ìàòåìàòèêîâ, îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿÿ íàëè÷èþ â ìàòåìàòè÷åñêîì îáúåêòå ìåðû

ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè, À. Ïóàíêàðå ñèììåòðèþ ïîíèìàë, êàê ãàðìîíèþ îòäåëü-

íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìû, èõ ðàâíîâåñèå. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñèììåòðèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ íàèáîëåå íàãëÿäíîé �îðìîé âîïëîùåíèÿ ïîðÿäêà â ïðèðîäå è òâîðåíèÿõ

÷åëîâåêà.

Äðåâíåãðå÷åñêèå �èëîñî�û ïîðÿäîê â ìèðîçäàíèè íàçûâàëè êîñìîñîì, êîòî-

ðûé ïðîòèâîïîñòàâëÿëñÿ õàîñó. ×åëîâåê ïîñðåäñòâîì ñèììåòðèè âñåãäà ïûòàëñÿ

ïîñòè÷ü è ñîçäàòü ïîðÿäîê, êðàñîòó è ñîâåðøåíñòâî. �ëàâíûìè õàðàêòåðèñòèêà-

ìè ïîíÿòèÿ ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü, èíâàðèàíòíîñòü, ïðîÿâ-

ëÿåìûå ïðè êàêèõ-ëèáî ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Íî â ïðèðîäå ñèììåòðèÿ íèêîãäà íå

áûâàåò àáñîëþòíîé.

Â ìàòåìàòèêå, íàïðîòèâ, ïîíÿòèå ñèììåòðèè äîñòèãàåò àáñîëþòíîé ñòðîãî-

ñòè îïðåäåëåíèé. �. Âåéëü ïîä ñèììåòðèåé ïîíèìàë ¾íåèçìåííîñòü êàêîãî-ëèáî

îáúåêòà, ïðè îïðåäåëåííîãî ðîäà ïðåîáðàçîâàíèÿõ [1℄. Îäíó èç ãëàâ ñâîåé êíèãè

�. Âåéëü ïîñâÿòèë îðíàìåíòíîé ñèììåòðèè. Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷-

íûõ óçîðîâ, êàê îòìå÷àåò �. Âåéëü [1, ñ. 93℄, ¾îïåðàöèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé

äàííûé óçîð îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü äâèæåíèåì, îíà

ìîæåò áûòü è ïîäîáèåì¿.

Â êîíöå XX âåêà ñ ðàçâèòèåì ñèíåðãåòè÷åñêîãî ìèðîâèäåíèÿ, òåîðèè õàîñà,

à òàêæå êîìïüþòåðíîé òåõíèêè âîçíèêëî äðóãîå âàæíåéøåå ïîíÿòèå, ëåæàùåå

â îñíîâå êðàñîòû è ãàðìîíèè � ïîíÿòèå �ðàêòàëüíîñòè. ßâëåíèå �ðàêòàëüíî-

ñòè òåñíî ñâÿçàíî ñ çàêîíàìè êðàñîòû è ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â æèâîé è íåæèâîé

ïðèðîäå, â ðàçëè÷íûõ ñ�åðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Âîçíèêøåå â êîíöå XX âåêà ñèíåðãåòè÷åñêîå ìèðîâèäåíèå ïîçâîëÿåò äàòü

íîâóþ ýñòåòè÷åñêóþ îöåíêó ðîëè õàîñà. Â ñèíåðãåòè÷åñêîì ìèðîâèäåíèè õàîñ

238



ïðåäñòàåò â êà÷åñòâå ìåõàíèçìà âûõîäà íà ñòðóêòóðû-àòòðàêòîðû. Íåêîòîðûå

�èëîñî�û ïðîøëîãî â êðàñîòå âèäåëè ïðîäóêò ñâîáîäíîé ìûñëè. Â ÷àñòíîñòè,

È. Êàíò ñ÷èòàë, ÷òî êðàñîòà åñòü öåëåñîîáðàçíîñòü áåç öåëè, îíà âûðàæàåò ñïî-

ñîáíîñòü ÷åëîâåêà ìûñëèòü ïðèðîäó ïî çàêîíàì ñâîáîäû. Èñïîëüçóÿ ñîâðåìåí-

íóþ òåðìèíîëîãèþ, ýòó ìûñëü ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: êðàñîòà åñòü íåêèé

àòòðàêòîð, ðåçóëüòàò ñàìîîðãàíèçàöèè ïðèðîäû èëè ïîëåòà ñâîáîäíîé ÷åëîâå-

÷åñêîé ìûñëè.

Íî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî îäíèì èç íàèáîëåå îáùèõ âè-

äîâ ñèììåòðèè, îíî ëåæèò è â îñíîâå ïîíÿòèÿ �ðàêòàëüíîñòè. Ïîñêîëüêó ïðå-

îáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèììåòðèè, òî �ðàêòàëüíîñòü

ìîæíî ñ÷èòàòü îäíèì èç ïðîÿâëåíèé ñèììåòðèè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàêòè÷åñêè âñå âèäû ñèììåòðèè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñò-

íûìè ñëó÷àÿìè ïîäîáèÿ èëè êîìáèíàöèåé ïîäîáèé, ò. å. ñèììåòðèþ ìîæåì ñ÷è-

òàòü ïðîÿâëåíèåì �ðàêòàëüíîñòè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èòåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì,

ïîíÿòèÿ ñèììåòðèè è �ðàêòàëüíîñòè òåñíî âçàèìîñâÿçàíû. Ñèììåòðèÿ è �ðàê-

òàëüíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå ïðîòèâîïîëîæíîñòè, âçàèìíî äîïîëíÿþùèå

îäíà äðóãóþ, ýñòåòè÷åñêè è ìàòåìàòè÷åñêè âçàèìíî ïåðåõîäÿùèå äðóã â äðó-

ãà. Ñèíåðãåòè÷åñêàÿ ïàðàäèãìà îòêðûâàåò âèäåíèå êðàñîòû êàê âçàèìîäåéñòâèå

ñèììåòðèè è �ðàêòàëüíîñòè, èõ ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà.

Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðèÿ è �ðàêòàëüíîñòü � ýòî îñíîâíûå èäåè êðàñîòû,

÷åì îïðåäåëÿåòñÿ èõ çíà÷åíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè

äëÿ ýñòåòè÷åñêîãî âîñïèòàíèÿ ó÷àùèõñÿ. Èç âçàèìîñâÿçè ïîíÿòèé ñèììåòðèè è

�ðàêòàëîâ âûòåêàåò íåîáõîäèìîñòü èõ òåñíîé âçàèìîñâÿçè è â îáó÷åíèè íà îñíî-

âå ïîíÿòèÿ ñàìîïîäîáèÿ. Òàêîå âçàèìîñâÿçàííîå èçó÷åíèå ñèììåòðèè è �ðàêòà-

ëîâ ñïîñîáñòâóåò äîñòèæåíèþ ìåòàïðåäìåòíûõ è ëè÷íîñòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ

äîñòèæåíèÿ òàêèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè �îðìèðîâàíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé ó øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ [2℄.
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óíèâåðñèòåòà ïðè Ïðàâèòåëüñòâå �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ÂÍÖ �ÀÍ � Âëàäèêàâêàçñêèé íàó÷íûé öåíòð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

Âî�Ó � Âîëîãîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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ÂÓÍÖ ÂÂÑ ¾ÂÂÀ¿ � Âîåííûé ó÷åáíî-íàó÷íûé öåíòð

Âîåííî-âîçäóøíûõ ñèë ¾Âîåííî-âîçäóøíàÿ àêàäåìèÿ èìåíè

ïðî�åññîðà Í. Å. Æóêîâñêîãî è Þ. À. �àãàðèíà¿

�ÔÈ ÂÍÖ �ÀÍ � �åî�èçè÷åñêèé èíñòèòóò � �èëèàë Ôåäåðàëüíîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ íàóêè Ôåäåðàëüíîãî íàó÷íîãî

öåíòðà ¾Âëàäèêàâêàçñêèé íàó÷íûé öåíòð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿

Ä�ÒÓ � Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

ÄÍÖ �ÀÍ � Äàãåñòàíñêèé íàó÷íûé öåíòð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

ÅÈ ÊÔÓ � Åëàáóæñêèé èíñòèòóò (�èëèàë) Êàçàíñêîãî �åäåðàëüíîãî

óíèâåðñèòåòà

È�Ì ÍÀÍÓ � Èíñòèòóò ãèäðîìåõàíèêè Íàöèîíàëüíîé

àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû

ÈÌ ÀÍ �Óç � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èìåíè Â. È. �îìàíîâñêîãî

àêàäåìèè íàóê �åñïóáëèêè Óçáåêèñòàí

ÈÌ ÑÎ �ÀÍ � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èìåíè Ñ. Ë. Ñîáîëåâà

Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

Èíã�Ó � Èíãóøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ �ÀÍ � Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè

Êàáàðäèíî-Áàëêàðñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

ÈÏÓ �ÀÍ � Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èìåíè Â. À. Òðàïåçíèêîâà

�îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

ÈÒÔ èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �ÀÍ � Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè

èìåíè Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

ÊàçÍÓ � Êàçàõñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Àëü-Ôàðàáè

Êàëóæñêèé �èëèàë ÔÓ � Êàëóæñêèé �èëèàë Ôèíàíñîâîãî óíèâåðñèòåò

ïðè Ïðàâèòåëüñòâå �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ÊÍÈÒÓ�ÊÀÈ � Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èìåíè À. Í. Òóïîëåâà (Êàçàíñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò)

ÊÏÈ � Íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Óêðàèíû

¾Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Èãîðÿ Ñèêîðñêîãî¿

Êóá�Ó � Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ëèöåé äëÿ îäàðåííûõ äåòåé � �îñóäàðñòâåííîå êàçåííîå îáðàçîâàòåëüíîå

ó÷ðåæäåíèå ¾Ëèöåé äëÿ îäàðåííûõ äåòåé¿

ËÝ�ÌèÍ � Ëàáîðàòîðèÿ ýëåêòðî- è ãèäðîäèíàìèêè ìèêðî- è íàíîìàñøòàáîâ

Êðàñíîäàðñêîãî �èëèàëà Ôèíàíñîâîãî óíèâåðñèòåòà ïðè Ïðàâèòåëüñòâå

�îññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ÌÀÈ (ÍÈÓ) � Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé

èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)

Ì�ÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà � Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ý. Áàóìàíà (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

óíèâåðñèòåò)

Ì�Ó � Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

ÌÏ�Ó � Ìîñêîâñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÌÓÄÎ ¾ÖÂ�¿ � Ìóíèöèïàëüíîå ó÷ðåæäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ

¾Öåíòð âíåøêîëüíîé ðàáîòû ã. Çåëåíîêóìñêà Ñîâåòñêîãî ðàéîíà¿
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ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿ � Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

¾Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò¿

ÍÈÖ ÑÝ è ÍÊ � Îáùåñòâî ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ

¾Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ñóïåð-ÝÂÌ è íåéðîêîìïüþòåðîâ¿

Î�Ó � Îðëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè È. Ñ. Òóðãåíåâà

Ï�Ó � Ïîëîöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ñàì�ÒÓ � Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

ÑÀÔÓ � Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

Ñèá�Ó � Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò íàóêè

è òåõíîëîãèé èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. �åøåòíåâà

ÑÎ�Ó � Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ê. Ë. Õåòàãóðîâà

ÑÎØ � 1 ñò. Àðõîíñêàÿ � ÌÁÎÓ Cðåäíÿÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíàÿ

øêîëà � 1

èìåíè �åðîÿ Ñîâåòñêîãî Ñîþçà Ï. Â. Ìàñëåííèêîâà ñò. Àðõîíñêàÿ

ÑÎØ � 27 � ÌÁÎÓ Cðåäíÿÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíàÿ øêîëà � 27

ÑÎØ � 30 � ÌÁÎÓ Cðåäíÿÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíàÿ øêîëà � 30

ÑÏÈÈ�ÀÍ � Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé èíñòèòóò èí�îðìàòèêè

è àâòîìàòèçàöèè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

ÑÓÍÖ Ì�Ó � Ñïåöèàëèçèðîâàííûé ó÷åáíî-íàó÷íûé öåíòð (�àêóëüòåò) �

øêîëà-èíòåðíàò èìåíè À. Í. Êîëìîãîðîâà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

CÔ Ñàì�ÒÓ � Ñûçðàíñêèé �èëèàë Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà

ÒÓÈÒ � Òàøêåíòñêèé óíèâåðñèòåò èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé

èìåíè Ìóõàììàäà àëü-Õîðàçìèé

ÔÈÖ ÈÓ �ÀÍ � Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð

¾Èí�îðìàòèêà è óïðàâëåíèå¿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

×�ÏÓ � ×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

×�Ó � ×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

×åë�Ó � ×åëÿáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Þ�Ó � Þãîðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÞÇ�Ó � Þãî-Çàïàäíûé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ � Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò � �èëèàë

Ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ íàóêè

Ôåäåðàëüíîãî íàó÷íîãî öåíòðà ¾Âëàäèêàâêàçñêèé íàó÷íûé öåíòð

�îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿

Þ��ÏÓ (ÍÏÈ) � Þæíî-�îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. È. Ïëàòîâà (Íîâî÷åðêàññêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé

èíñòèòóò)

ÞÔÓ � Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

ß�ÏÓ � ßðîñëàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ê. Ä. Óøèíñêîãî
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