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�A LEOIW C NGODEM�GDIAD AROCEFGH

Lu ≡ d2

dΓ2

(
p(x)

d2u

dΓ2

)
− h(x)u = 0, x ∈ Γ, (1)

kMADA Γ FL C SAGKKAEDFJ SDCBM ��( 	�* �W � ����������	 �
������ �� � 
����( kA
OHIADLECHI EMA LAE GN IFPADAHEFCQ AROCEFGHL GH EMA AISAL(

pi(x)u
′′
i

)′′ − ri(x)u = 0, x ∈ γi ∈ E(Γ), (2)

CHI EMA LAE GN JGHLFLEAHJW JGHIFEFGHL CE EMA HGIAL

u ∈ C(Γ) ∩ C4[Γ], β(a)u′′i (a)− ϑ(a)u′iν(a) = 0, a ∈ J(Γ), i ∈ I(a), (3)∑
i∈I(a)

(
piu

′′
i

)′
ν
(a)− h(a)u(a) = 0, a ∈ J(Γ). (4)

UROCEFGH "�. CDFLAL FH EMA LEOIW GN EMA LBAJEDCQ BDGVQAK GN HCEODCQ eFVDCEFGHL GN
C LWLEAK GN UOQAD+�ADHGOQQF VACKL JGHHAJEAI VW AQCLEFJ MFHSAL ���*
r LOVSDCBM Γ0 ⊂ Γ FL JCQQAI CH S2����� GN C NOHJEFGH u(x) ∈ C(Γ) ∩ C1[Γ] FN

EMA NGQQGkFHS JGHIFEFGHL MGQI0 �. u(x) �= 0 GH Γ0~ 	. EMADA A�FLE C LOVSDCBM Γ1 LOJM
EMCE Γ0 ⊂ Γ1 ⊂ Γ CHI u(x) = 0 GH ∂Γ0 ∪ ∂Γ1~ T. u′(x) = 0 GH ∂Γ0 ∩ ∂Γ1*

N.*01*F i "LABCDCEFGH EMAGDAK.� ��� u(x) ��� v(x) �� ��	 
	���
	�
 	� (1)

��� ���� u|∂Γ = v|∂Γ = 0� �� u(x) ��
 �� S2��	�� Γ0 ⊂ Γ� ���� v(x) ���

��
 ��
���
� 	��� 
� Γ0 ����

 v(x) 

 � �	�
���� ����
��� 	� u(x) 	� Γ0�

iAE r(x)( R(x) ∈ C[Γ]* uAHGEA VW Lr( LR IFPADAHEFCQ GBADCEGDL kFEM h(x) = r(x)
CHI h(x) = R(x)( DALBAJEFeAQW*

N.*01*F j "JGKBCDFLGH EMAGDAK.� ����	
� ���� 0 < r(x) � R(x) 	� Γ�
��� v(x)� u(x) ��� �	���
�
�� 
	���
	�
 	� �����
	�
 Lrv(x) = 0 ��� LRu(x) = 0�
��
����
����� 
��� ���� v|∂Γ = u|∂Γ = 0� �� v(x) ��
 �� S2��	�� Γ0 ⊂ Γ� ���� u(x)
���

��
 �� ���
� 	��� 
� Γ0 ����

 u(x) 

 � �	�
���� ����
��� 	� v(x) 	� Γ0�

�A HGEA EMCE GOD NGDKOQCEFGH JQCDFdAL EMA oMAGDAK\*	 �	� CHI FL LFKFQCD EG
@EODK�L JGKBCDFLGH EMAGDAKL NGD C LAJGHI�GDIAD AROCEFGH "LAA �T�.*

,*k*1*Al*4
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"vOLLFC( @cAIj( vGLEGe�GH�uGH~ �QCIFbCebC�( @a� �@x vr@.

oMA JGHEAHE GN EMA BDALAHE JGKKOHFJCEFGH DAQFAL GH EMA DALACDJM IGHA FH
JGQQCVGDCEFGH kFEM uD* �GHLECHEFH �QFH( jHFeADLFEW GN �GDb( j�* �A CIIDALL EMA
FHwOAHJA GN VGOHICDW JGHIFEFGHL GH EMA LECVFQFEW GN EMA LG�JCQQAI oCWQGD+xGOAE�
EA "ox. wGkL* oMALA CDA EMA wGkL GN C eFLJGOL FHJGKBDALLFVQA wOFI JGHdHAI kFEMFH
C SCB VAEkAAH EkG JGC�FCQ JWQFHIADL CHI BGLLALLFHS EMA DGECEFGHCQ�EDCHLQCEFGHCQ
FHeCDFCHJA* �H EMA JQCLLFJCQ LAEEFHS( EMA JWQFHIADL CDA DFSFI( FKBADKACVQA CHI
DGECEFHS OHFNGDKQW* oMA VGOHICDW JGHIFEFGH A�JQOIAL EMA wOFI LQFBBCSA CQGHSLFIA
EMA VGOHICDW* @OJM FHEADCJEFHS KCbAL EMA wOFI DGECEFHS* oMA JQCLLFJCQ JCLA FL HGk
LEOIFAI eADW EMGDGOSMQW*
oMA ox wGkL CDA JGKBCEFVQA kFEM KCLL wO� EMDGOSM EMA SCB* oMFL JCLA FL KOJM

QALL LEOIFAI( EMGOSM ROFEA C NAk COEMGDL CIIDALLAI FE* oMAW AKBQGWAI EMA HG�LQFB
JGHIFEFGHL CHI BDALJDFVAI JGHLECHE HGDKCQ eAQGJFEFAL CE EMA JWQFHIADL* oMADA FL C
JGKKGH LAAFHS GN EMFL VGOHICDW JGHIFEFGH CL C DGOSM KGIAQ GN DFSFI BGDGOL kCQQ* �E
EODHAI GOE EMCE EMA KCLL wO� FL JCBCVQA GN FHwOAHJFHS EMA LECVFQFEW GN C ox wGk EG
C SDACE A�EAHE "LAA CDEFJQAL ��+T�( CHI DANADAHJAL EMADAFH.* fGkAeAD( EMA IFeADLFEW GN
BMWLFJCQ LFEOCEFGHL CHI EMA HAAIL GN JGKBOEAD KGIAQQFHS LOSSALE EMA IFeADLFEW GN EMA
VGOHICDW JGHIFEFGHL* @G kA�QQ VA JGHLFIADFHS EMA GEMAD bFHIL GN VGOHICDW JGHIFEFGHL
GH EMA BADKACVQA VGOHICDFAL( kMFJM CQLG KCbA LAHLA FH EMA JGHEA�E GN BGDGOL kCQQL* rE
EMCE( EMA BDGVQAK kFEM EMA HGDKCQ eAQGJFEW LBAJFdAI AeADWkMADA kFQQ VA EMA DANADAHJA
BGFHE*
�FeAH EMA FHeCDFCHJA GN EMA ox wGkL( EMA LECVFQFEW CHCQWLFL dHCQQW QACIL EG LAeADCQ

AFSAHeCQOA BDGVQAKL NGD huU* rQEADFHS EMA VGOHICDW JGHIFEFGHL JCOLAL C dHFEA�
IFKAHLFGHCQ BADEODVCEFGH GN EMA GBADCEGD CLLGJFCEAI kFEM EMA DANADAHJA AFSAHeCQOA
BDGVQAK* �A�QQ LAA EMCE LOJM C BADEODVCEFGH JCH JMCHSA EMA LECVFQFEW IDCLEFJCQQW( AeAH
FN FE FL ��IFKAHLFGHCQ CHI CQEADFHS EMA VGOHICDW JGHIFEFGHL IGAL HGE JMCHSA EMA VCLFJ
wGk*

,*k*1*Al*4
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6%$9&3%�
& 2 #=�=32= 3&s&<`3%�
#&=�%� q&�&s2(
�%�=<2#�1�=� |__=
92�3>� $6%$%� q&�%#& �%�>
2q }%<%�3%p% $<%^ $9#&92_242#%�&33%p% �%�%=�&

8� 9� 7��
��
"#����'( �����������~ p_2 �34 #&3( ���������������  ����� _�."

<� =� :
��;��
"#����'( �����������~ p_2 �34 #&3."

>� 8� 7��
��
"#����'( �����������~ p_2 �34 #&3.

6��������� � ��X��� ���������' �����:���������' ������( 7�������YZ�'
���� [  �������� �8���- ��-��� ���� �� )��-����)� ?������)� ���' �������
������ �!��������)� �����7� � ��78��������� "8����������. ������ ���!���*
&�����:����: 8���-��? ����� �-��������� ��7( ��� ��' �?�������' �������
��78��������? ��8�������'YZ�? [��7����� ��������? 8��7�X�����? 8����
8��'���( � ��7 ����� ��8����? � ���7��? [����������!��( � �'�� ������� ��'
8��������Z���' ��������� �����!�� '��'���' ���-?���7�7 8������: �?������
YZ�Y ���� � �8�7'����7 [��7����7 �� )��-����? ?������? ����� �����7�*
� 8�'7��)��:��� �����7� ��������� Oxyz( ����: 8�����������( �)��������

��' ������'7� −L � x � L( −B � y � B( −H2 � z � H1 ���'�� ���?������7
8���������������� �!��������7 �����7�7( )�� 8���'�� �����YZ�� �-�������
��'0 2L / �����( 2B / X�����( H1 / )��-��� ���?��)� ���'( H2 / )��-���
�����)� ���'( ρ1 + 8�������: ���?��)� ���'( ρ2 / 8�������: �����)� ���' ����
� �����7�* ���� �� ����� ��-������' ���7' ���-�7�( ��� [�� 8������� �� ���* �*

���� �� M�������� �N��� ����
!��F	������ ������ 

�\



3���'' ���-� 8������������ ��' ��-��� ���� �� �����)� ?������)� ���'* ���?�
�'' ��8�7�)����:��' ���-� 8������������ ��' �8�������' ������-����7 8���
!����7 ����� ����YY �������Y ���-� � ��7 �������7( ���-� ���� �� ���?��)�
��8��)� ���' �� �����������: � ����YY ���-�( � ��7 ��7�7( ��' ��-��� ����
����Y�����:�� �� �����)� ���'*
����7��������' 7����: ��X� ���������)� �8���-� ������-��� � ���7�����

8��������� � ��������:��� 8�������� ���������� �� -��� �������� ������ 8��
���?������? � ���������? )������!�����? ����* %�� �7��� �����YZ�� ���0

Δφ1(x, z, t) = − q1
2a1ε

f1(x, z), 0 � z � H1, "�.

Δφ2(x, z, t) = − q2
2a2ε

f2(x, z), 0 � z � H2, "	.

φ1 = φ2 =
∂φ1
∂t

=
∂φ2
∂t

, t = 0, "T.

∂φ1
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂φ1
∂x

∣∣∣∣
x=L

= − q1
2H1

,
∂φ2
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂φ2
∂x

∣∣∣∣
x=L

= − q2
2H2

, ",.(
∂2φ1
∂t2

+ g
∂φ1
∂t

)∣∣∣∣
z=H1

= 0,
∂φ2
∂z

∣∣∣∣
z=−H2

= 0, "\.

η(x, t) =
ρ1

(ρ2 − ρ1)g

∂φ1
∂t

∣∣∣∣
z=0

− ρ2
(ρ2 − ρ1)g

∂φ2
∂t

∣∣∣∣
z=0

, "m.

)�� 8���'�� �����YZ�� �-��������'0 φ1 � φ2 / 8����!���� ��������� � ���?�
��7 � �����7 ���'? ��������������~ (x, z) / 8��������������� ����������~ t /
���7'~ q1 � q2 / ���?��� ��-����7�? ��� ����� ���?�YY � ����YY ���-� ���
������������~ η(x, t) / ��������� �������� 8����?����� "�����. ������� �����
����~ 2a1 � 2a2 / X����� ������-����? ��������� ���-~ ε / ��8�7�)����:�
��' 7���' ��������* %�������( ��� 8��!��� ��������' ���� � ���-�8��������
��������' � 8����������� ������ �7���������� � ���� �������? ������( ��8���
����� ���8���������? � 8�'7��)��:����?( 8��7���YZ�? � ��������'7*
� �����:���� ��X���' 8����������� ���������� �����:���������� ������

8������� ������8����: ��������?  ��7�� ��' ���������' ������ ����-���'
8����?����� ������� ����� ����* 6���7 �����!�� ���?��� q1 ����� ���?��� ���
����-����� ��������� 7���� 8���-���: ����� �)� �������� ��������( 8�� �����
��7 8����?����: ������� ����� 8���������� �������' � 8���������:��7 )����
������:��7 8��������* 9�7 ��7�7 �����)����' !��: 8����������� � ��X�����
8��-��7�0 �-��8������ ��-��� ���� ����Y�����:�� �� �����)� ���'*
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"#����'( �����������~ 1�2 �34 #&3.

|��� ������ ������� �� �������? ��-���? ��+T�( ��8������? � �����������
� �* 3* �����������7* � ����:� ��� -��� ������� � ������� ������ 8��������
������ �������? ���������? 7���������? 8����������* 6���-��� ������ ����
�����: ����� ��' ��7�����? 7��)��-�����( �7* ���)� �,� � �8���� ����������
� ���* 6������7 ��������� �8��������'*

������� 7���������� 8����������� (M,d) ���������' ����������( ���� ��'

�Y-�? ����� x, y ∈ M ��Z������� ���7����' f 8����������� (M,d) �� ��-'
����'( ��� f(x) = y*

������� 7���������� 8����������� (M,d) ���������' ���������� ����

������� ����������( ���� ��' �Y-�? ����� x, y ∈ M ��Z������� ���7���
��' f "�������7�' δ�����)�7 � ����� x. 8����������� (M,d) �� ��-' ����'( ���
f(x) = y � d(x, f(x)) � d(z, f(z)) ��' �Y-�? z ∈M *

������� 7���������� 8����������� (M,d) ���������' ���������� �� �� !�

!���" # $���!" "������ �$�����������.( ���� ��' �Y-�? ����� x, y ∈ M
��Z������� ���7����' f 8����������� (M,d) �� ��-' ����'( ��� f(x) = y �
d(x, f(x)) = d(z, f(z)) ��' �Y-�? z ∈M *

6���: cx�f@( c�yf@( cyf@( cf@ �-������Y� �������������� ������ ���
�����? 
�����������? 8����������( �������? �-�-Z����? ���7��:��? �����
�����? 8����������( �������? ���7��:��? ���������? 8���������� � ������
��? ���������? 8����������* � ��-��� ��� ��������( ���

FCWHS ⊂ FGNHS = FNHS ⊂ FHS,

8�� [��7 ��������� ���Y����' ����)��* 6��������7( ��� �������� ���7��:���
������������ � �-�-Z����� ���7��:��� ������������ ��' �������? 7�������
���? 8���������� ��������:�� "?��' [�� �� ���( �����7( � ������ ��7�����?
7��)��-����� �,�.( ��� 8�����'�� �� 8�������: ����: �8��������� ���7��:���
)� ���������)� 8����������� "�7* ���.* %�7���7 ���:��( ��� 8������� ������'
�-�-Z����� ���7��:��� ������������ ��������:�� 8��Z�( ��7 8������� �����
��' ���7��:��� ������������* � ��-��� ��� 8�������� ��������� 8��7��� �����
�������YZ�? 8����������* 
��7� ��)�( � ��� ���� �8������ ������7�? �������
�� '���� ������ )�� ��( � 8�7�Z:Y ������)� ����'��' 8��7��� �������? 7���
�������? 8���������� � ���-����7� ��������7�*
s�����7� �����'7� �������? ���������? 7���������? 8���������� '��'�

Y��' ���X����� 7�������� ��78�����? ��8����? "� ��7 ����� 8�����:��? �
8���8�����:��?. 7��)�)�������� � ���������? 8�����������? � ������������
�� 7�������� ���X�� )��88�� ���7�����*

�]



����7 )������:( ��� n�7����� 7��)�)������ P � R
n ��������� "��� %���

& ����'���( ' %��. ���� �)� )��88� ���7����� ��������� ����������� �� 7���
������ �)� ���X��*
%���7����� 7��)�)������ / [�� ��7������ �������( �)���������� ���7'

�������7� �����7�* %� '��'���' 8�����:��7 8� �8��������Y* ���7����7�
8�����:��7� 7��)�)�������7� '��'Y��' 8�����:��� 7��)��)��:���� �� ���
�������� 8��������* ��8����� n�7����� 7��)�)������ 8�� n � 3 ���������'
���% �����( ���� �� ��������� � ��� �)� )�8��)���� '��'Y��' 8�����:��7�
���)��[����7� ���) ���)� 7��)�)�������7�* }���X� ��������( ��� ��Z�������
���)� 8'�: 8�����:��? ���?7����? 7��)�)�������� "���'���%�) '��.0 ������
[��( ��-( ����[��( ������[�� � �����[��*
3�8�7��7 ��8��: �8��������� -���� X�����)� ������ 8���8�����:��? ���

8����? 7��)�)��������* 6�� n = 1 � n = 2 8���8�����:��� 7��)�)�������
�8�����'Y��' ��� 8�����:���* ��8����� n�7����� 7��)�)������ 8�� n � 3
���������' ���"���% �����( ���� �� ��������� � ��� �)� )�8��)���� '��'Y��'
8�����:��7� 7��)�)�������7�* � ���?7����7 8����������� "8�7�7� 8�������
��? ���. ��Z�����Y� �����YZ�� 8���8�����:��� 7��)�)�������0 �T ��) ���

��%�) '�� � ��� -���������� ����� 8�'7�? 8���7 � ����8���7* 6� ������ ��
��!�� 8���8�����:��? 7��)�)�������� � R

n( n � 4( 8�7�7� 8�����:��? 7���
)�)��������( ��Z������� ��� 8���8�����:��? 7��)�)������� � R4 � 8� ����7�
8���8�����:��7� 7��)�)������� � R

n 8�� n = 5, 6, 7, 8 "�? ������Y� 7��)��
)�������7� p������ 8� �7��� �? 8��������������' �\�.*
� ��-���? ��+T� ������ �!������� ��� "�-�-Z�����. ���7��:��� ��������

��� � ���������� 8� 
��  ���� / ���: � 7���������� 8�����������( '��'Y�
Z���' 7��������7� ���X�� 8�����:��? ��� 8���8�����:��? 7��)�)��������
� ���������? 8�����������? "� ����!��������� 7�������.* 2�������Y [���
������ ���!�� 8���'Z��� �������' ����: �������*
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%�%��=33>= |#�29%�> $9#�
9�#>
3& 9#=}�=#3>} #&q#=�2�>} p#�66&} <2�

�� �� ?
�
@���� "�������:( �����~ �p�."
�� >� <��
�
 "�������:( �����~ �p�.

f ���������� �� )�����? 7��)��-����'?( ������� ���� 
������ ^��( �����
Y��' ������X����7 f3 + f = 0 � 8��������'Y� ��-�� �-�-Z���� 8���� ��7�
8������? � 8���� ���������? ��������* f ���������� ���������' 7����������
���������:�� ��7������ 7������ g( ���� g(f(X), Y )+g(X, f(Y )) = 0 ��' �Y-�?
)�����? ��������? 8���� X( Y �� )�����7 7��)��-�����M * ������ ���������
'��'Y��' ������X�7 �-{����7 �-�-Z����� [�7������ )��7����� ���*
%������� 8������������� � ������ ��-��� ������ f ��������� / [�� 8���

-������� ��������( �-�-Z���� 8��-������� �������� � [�7����� f ����������*
6��-������� �������� f ���������� ��� NKf ���������� �������' ������X����
�7 ∇fX(f)(fX) = 0 "����: � ����� ∇ / ��'�����: <����s����� 7������ g.*
%-�-Z���� 8��-������� �������� f ���������� ��� GNKf ���������� �8�����
�'���' ������X����7 f(∇fX(f)(fX)) = 0* |�7����� f ���������� ���Hf �������
���� ���!�������� ��������7 �* _* 
�������� ��78���!�����7 �������7 T ���
� �������' ������X����7 "�7* �	( T�.

T (X,Y ) =
1

4
f
(∇fX(f)(fY )−∇f2X(f)(f

2Y )
)
= 0.

� ��-��� �,� ����7������ ��������� �����? ��8�� �� �����X�7�? T�? � ,�?
7����? ��)�-��? <� � �����������YZ�� �7 ���������������� ��������� ��
)��88�? <�* 4��: ������ ��-��� / 8��������� ���������������? 7���������?
f ��������� �� ����� T�? 7����? �����X�7�? )��88 <�( �������YZ�? �8�7'�
����� ��X� ������ 7���������? f ���������* 6�� [��7 �� ������ �� ����7���
�����? ���� ��)�-� <� 7���������' f ���������� ���������: ������X���'7�
f(e1) = 0( f(e2) = −e3( f(e3) = e2* $������ ��7����:( ��� ���7������: T '��
�'���' 7���7��:��� ��' ����������:����� ������ ������( � ��� 8����������
f ���������� '��'Y��' 8���� ���������7� 7���������7� ���������7�*
$������ -��� ����7������ �����YZ�� ����8���7���������� 8�8���� ������

7�� ��� ��7������ ��)�-� <� τ ′(λ,3)0 [e1, e2] = λe2 − e3~ [e1, e3] = e2 + λe3( )��
λ / 8���7���( 8�� λ = 0 / [�� ��)�-�� <� )��88� <� �������� �� ���7���
��7 ���������7 8�����������* ��������( ��� �� �����������YZ�� )��88� <�

�M�)��� ����
���� ��� ��������� �������	� ��������������� ��������� ������N ���
�F
������� M���)
�	� m�
����! �� %&%*'%&%( ���� nf�����������F%&%(o$ ������������ n��F
���������	�� ����
� � ������o$ ������� nP���	����$ ��������� � �
��)������	���$ 
�F
������� � 	������ ������������ ��������$ 	������������� �
��)����$ ����
������	���
�������������� � ����������� ������)�������o$ LOM nP���	���� �� 
������N �
��)���F
���	�N ������N$ �)�)p����N �
����N GF����
�����N$ ���������N ������)�����N � ������N
q�o$ S ��� ����������� %&%**]]% 

	




8���������' f ���������� '��'���' 8��-������� ��������� f ����������� 8��
8���7���� λ = −1 � [�7������ f ����������� ��' �Y-�? 8���7����� λ*
����� -��� ����7������ ����8���7���������� 8�8���� �����7�� ��� ��7���

���� ��)�-� <� τ(λ,3)0 [e1, e2] = e2~ [e1, e3] = λe3( )�� λ / 8���7���* 6�� 8����
7���� λ = −1 [�� ��)�-�� <� )��88� <� �������� � ���7����7 8�����������
���������)�~ 8�� 8���7���� λ = 1 '��'���' ��)�-��� <� �����X�7�� )��8�
8�( ������' ��������� 8����� � ����������� �� ��Z��������7 )�8��-��������7
8�����������~ 8�� λ = 0 τ(0,3) = R× aff(R)( )�� aff(R)0 [e1, e2] = e2* ��������(
��� �� �����������YZ�� )��88� <� 8���������' f ���������� '��'���' 8��-���
����� ��������� f ����������� 8�� λ = 1 � [�7������ f ����������� ��' �Y-�?
8���7����� λ*
$����YZ�� ����7�������� ��)�-��� <� ����� ���?7����' ��)�-�� <� p���

���-��)�0 [e1, e2] = e3* 3� �����������YZ�� �� )��88� <� f ���������� '��'���'
�-�-Z���� 8��-������� ��������� � [�7������ f �����������*
6������'' ����7�������' ��)�-�� <� �������' ������X���'7�0 [e1, e2] = e2~

[e1, e3] = e2+e3* 3� �����������YZ�� �� )��88� <� 8������������' f ����������
�� � ����7� �� ��7������? ��X� ������� �-�-Z����� [�7������ )��7����� ��
8����������*
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�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

�$<%�2^ $&�%$%6#^�=33%$92 2 �2$
#=93%$92
$6=
9#& �<%s3>} ^
%�2=�>} �&9#24�

�� =� ?����


"#����'( ������( #��3~ ����!�( p%� �6% 5�%3&�2p$;.

%������7 �-{����7 ������� '��'���' -�����' '��-���� 7����!�

J =

⎛⎜⎜⎜⎝
A0 B0 Om Om Om . . .
B∗

0 A1 B1 Om Om . . .
Om B∗

1 A2 B2 Om . . .
***

***
***

***
***

* * *

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

)�� An = A ∗
n (Bn ∈ C

m×m( detBn �= 0( n ∈ N0 := N∪{0}( Om / ������' 7����!�(
� Cm×m / 7�������� ���? m×m�7����! � [��7����7� �� C* $ 7����!�� J �����
!����Y� 7���7��:��� '��-��� �8������ � l2(N;Cm)* %8������ J ��77�������(
�� �� �-'�����:�� ��7���8�'���*
q����� ���������' �������� �� ���� '��-����? 7����! '��'���' 8�����

)������ 8��-��7��( �����������7 �-����7 �������YZ�� � �8������:��� ������
����? 7����!*
� ������ ��-��� 8������� ����� ������' ��7���8�'�������� � ����������

��� �8����� -�����? '��-����? 7����! "� 7�������7� [��7����7�.* 3��������
�� ��? 8������Y� �'� 8������Z�? �����:����� � ����'���7 ������ (m = 1)*
������ -��������' �� ��-���? ��+	�*
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B� 6'(A*4
"aA�FJG( xMCQJG~ ��yraU�( oU@xfr.

iAE VA H C fGBN CQSAVDC GN H�LECEAL* iAE M C JGKBQA� vFAKCHHFCH KCHFNGQI
kFEM LBFH LEDOJEODA EG EMA JGDDALBGHIFHS H�LECEAL* oMA IANGDKCEFGHL CDA JGHLFSHAI
FH C LODNCJA Σ(� FHM( EMDGOSM EMA A�EAHIAI zAHDGLA EDCHLNGDK "MGQGKGDBMFJ eADLFGH.
kMGLA bADHAQ LAE MCL CL AQAKAHEL( EMA dAQIL h( kFEM Isom dh = 0*
�A JGHLFIAD EMA ALECVQFLMAI FH EMA FHEDGIOJEFGH DAQCEFeA EG EMA IAJGKBGLFHS FH

SDCIAI eAJEGD LBCJA SpecC[g]G* oMALA CDA JGKBGHAHEL GN H∗(SL(2))( FH C JCEASGDW
VecC ���* oMAH kA JCH EG JGHLFIAD EMA JGKBQA� SDGOB0

G(C) = Hom(fff,C), "�.

NGD EMA fGBN CQSAVDC H( CHI CQQ SQGVCQ NOHJEGDL GH T∨�OHG( CDA QFNEAI NDGK EMA VCLFL
CL0

H0
(
T∨�OHG,O

) ∼= C[fff].� "	.

oMAH LGQOEFGHL NGD Ω1�m�( JGKAL SFeAH VW EMA JG�JWJQAL "IANGDKCEFGH GD LBAJE�
DOK. fff∨ = @BAJH@WKo(hzLG

(D))* oMAH EMA SAHADCQ LGQOEFGH EG EMA dAQI
AROCEFGH Isom dh = 0( JGKAL SFeAH VW EMA MWBADJGMGKGQGSW Hq(�OHG,DS) =
H
q
G[[z]](GGG, (∧•[Σ0] ⊗ Vcritical; ∂)( kMADA GGG := G((z))/G[[Σ0]]( FL C EMFJb wCS

KCHFNGQI �	�*

-0An*lP'1* "c* �OQHAL.* �� ��� ���
��	� ���

�
�
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	� 
� H �

� zDGGN LbAEJM ��( T( ,�* �
oMA SAHADCQ FHEASDCQ EG EMA LBAJEDOK H∨( FL EMA A�EAHIAI fFEJMFH VCLA �	( T�

H = H0
(
ωC
)⊕H0

(
ω⊗2
C

)⊕ . . .⊕H0
(
ω⊗n
C

)
, "T.

�H EMA JCLA GN C LBFHGD DABDALAHECEFGH EMA JGDDALBGHIFHSH�LECEAL JCH VA eFAkAI CL
LBFHGD kCeAL kMFJM JCH VA JGHLFSHAI FH GLJFQQCEFGHL FH EMA LBCJA�EFKA EG C KFJDGLJGBFJ
IANGDKCEFGH KACLODAI �T( ,� FH H *

������ �� oMA EkFLEAI JCEASGDW FL EMA JCEASGDW GN D�KGIOQAL M ( GH �OHG(
CIKFEEFHS dHFEA SQGVCQ BDALAHECEFGHL CL EMA BCDEFJQAL GLJFQQCEFGHL "fFSSL BCDEFJQAL. �\�(
kMFJM kA JCH IAdHA CL LMACeAL GN KGIOQAL GeAD EMA EkFLEAI eADLFGH FH EMA LBCJA�EFKA
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% _�3
42^} $ 3�<=�>�2 �&#%�>�2 $#=�32�2
$ q&�&33>�2 q3&s=32^�2 � _2
$2#%�&33>} 9%s
&}

�� �� ������� "����!�~ ���3�."
�
�� �� ������� "����!�~ ���3�.

6���: Vr(Rn)( n � 2( / 7��������  ���!�� f ∈ Lloc(R
n) � ������7� ����)���

��7� 8� ���7 X���7 �� Rn ������� r* |��� �����  ���!��( � ����� ���������
�)� �����)� ������� ��������: � ������� 8�������? 8'�����'�� ��� � ��-���?
_* ����( �* ���:�����( �* $7���( <* q��:!7���( 
* &* ����������� � ���)�?
������� "�7* ��+T�.* � ������ ��-��� �����Y��' �����8��'!������ ������ ��'
������ Vr(Rn) � ��������? �)� �-�-Z����* � ������( ��)�� 7�������� �����
�����8��'!�� '��'���' �������7( 8������� �����7� � ��Z���������� ��X���'
�����8��'!������ ������ 8�� �-Z�? 8���8�������'?* %������7 �����:����7
��-��� '��'���' �����YZ�' �����7�*

������
 i� "#$%& q ∈ N� '()*+ *,- ,./()( 0+/(1+ 2(2+10( 1+3,45067

%(589 a1, . . . , aq : R
n 4 ,./()( 0+/(1+ 9(0$%+0% bk ∈ C (k = 1, . . . , q) $#;8$%:#8%

:8;8$%:800( +0+,4%458$9+- <#09=4- G ∈ Vr(Rn)� #*(:,8%:(1-.;+- #$,(:4->

G(ak) = bk, k = 1, . . . , q. "�.

2� ���������:���� �����7� � �����( ��� �����)����� �����:��� �7��� 7��
��� �� ���:�� ��' ������ Vr(Rn)( � � ��' ������� ��X���� ��������� �������
f ∗ T = 0( )�� T / ������:��� ���8��������� � R

n � ��78�����7 ��������7 �
��8����7 7��������7 ����� �)� � ��������)� 8���-��������'* ������ �������
��' ������� ���Y��Y�( ��8��7��( ������ ��X���� [���8�������? ��  �����
!���:��? ��������� ����

P (Δ) = 0,

)�� Δ / �8������ <�8����( P / ��)�-��������� 7��)�����( �������� �� ����
���������� ���������*
2� �����7� � 8������7 �����YZ�� ���������( �������( � ���������( 8����

������( ��� ��X���� �����8��'!������ ������ "�. ��' ������ Vr(Rn) �� �����
�������*

=������
� i� "#$%& q ∈ N� '()*+ *,- ,./()( 0+/(1+ 2(2+10( 1+3,45067

%(589 a1, . . . , aq : R
n $#;8$%:#8% 080#,8:+- :8;8$%:800( +0+,4%458$9+- <#09=4-

f ∈ Vr(Rn)� #*(:,8%:(1-.;+- #$,(:4->

f(ak) = 0 214 :$87 k.

%�7���7 �����( ��� � �����7� � ��Z��������( ��� � �8��������� �����
�� Vr(Rn) ����7���������' ����)��������� 8� X���7( ������� 8������� � �����
���������� ����7�������7�)� ������ ���������:�� )��88� ���Z����* �����
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8������:( ��� �����) �����7� � ��' ������  ���!��( �8�����'�7�)� �������
�7 ������? ����)����� 8� ���7 ����)�7  �����������)� 8��������8�8��� � Rn(
'��'���' �������7* ����������:��( ��'��' ����' ��8�������'  ���!�' �������
����'�� ��������7� �������7� ���������7� ��������Y( ��'����YZ�7� ������
��'  ���!�� � ���X���? [��)� 8��������8�8��� "�7* ��( ����: ,( )�* 	�.* 6�[��7�(
���� ��'�: � �������� ����� �����8��'!�� ���X��� �����)� 8��������8�8���(
�� ����� bk � ������� "�. �� 7�)�� -��: ������ 8�������:��*
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*  �������  �  � �8.-C2>7 j-1:-.23 >85 K18<179.418 ;X9>.418= Aa1252-D0.� t79d-2 `D>5 
G9c7 $ %&&E AT(T @ 

%  �������  �  ��  �������  �&�  � i>2:184D `8>73=4= 1H 6->8 G-24154D V98D.418= 18 ,3:F
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

&66#%
$2�&92�3>= $�%�$9�& $#=�32} �&<<= 6�$$=3&
s&$92s3>} $��� $6=42&<`3%p% #^�&

6% 6%<23%�&� <&p=##&

C� 7� $
��
�
��
��

"#����'( ��?������~ �_24 #&3.

6���: α > −1( r ∈ N( f / ��8�������'  ���!�'( �������' �� 8������ [0,∞)
� ����'( ��� � ����� x = 0 ��Z�����Y� 8���������� f (ν)(0)( ν = 0, . . . , r − 1*
9�)�� 7� 7���7 ����7�����: 8�����7 9������

Pr−1(f) =

r−1∑
i=0

f (i)(0)

i!
xi

�  ���!�Y

fr(x) =
f(x)− Pr−1(f)

xr
, x > 0. (1)

6���8�����7( ��� ��'  ���!�� fr ��Z�����Y� ��[  �!����� _��:� / <�)���
��

f̂α,rk =
1

hαk

∞∫
0

fr(t)t
αe−tLαk (t) dt,

)�� hαk = Γ(k+α+1)
k! ( Lαk (t) / 8�����7 <�)���� ���8��� k* 9�)�� 7� 7���7 ��8��

������:  ���!�� fr �� �'� _��:� / <�)����0

fr(x) ∼
∞∑
k=0

f̂α,rk Lαk (x). (2)

=��� �'� "	. �?�����' � fr( �� � �����7 ��������� "�. 7� 7���7 ��8����:

f(x) = Pr−1(f) + xr
∞∑
k=0

f̂α,rk Lαk (x). (3)

$����' ���( 7� -���7 �������: �'� "T. *��+ ������ �,��� �� ��� ����� -��

.����* s���� Sαn+r(x) �-������7 ��������Y ��77� [��)� �'��0

Sαn+r(x) = Sαn+r(f, x) = Pr−1(f) + xr
n∑
k=0

f̂α,rk Lαk (x).

%�7���7( ��� ���� f = qn+r 8��������'�� ��-�� ��)�-��������� 8�����7 ���8��
�� �� -���� n+ r( �� Sαn+r(qn+r, x) ≡ qn+r(x) 8�� α > −1* � ��-��� ���( ��8��:��'
[�� �������� � ����������� <�-�)�

e−
x
2 x−

r
2
+ 1

4

∣∣f(x)− Sαn+r(x)
∣∣ � Ern+r(f)(1 + λα,rn (x)),

	]



-��� ����������� �88�����7������� �������� ��77 Sαn+r* q���: ��������
Ern+r(f) �8�����'���' ���������7

Ern+r(f) = inf
pn+r

sup
x>0

|pn+r(x)− f(x)| e−x
2 x−

r
2
+ 1

4 ,

)�� ����'' )���: -�����' 8� ���7 ��)�-��������7 8�����7�7 pn+r ���8��� n+r(

��' ������? f (ν)(0) = p
(ν)
n+r(0)( ν = 0, . . . , r− 1* ��'  ���!�� <�-�)� λα,rn (x) 8��

r − 1
2 < α < r + 1

2 -��� 8������� �!����0

λα,rn (x) � c(α, r)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ln(n+ 1) + nα−r, x ∈ [0, 3
θn

]
;

ln(n+ 1) +
(
n
x

)α−r
2 , x ∈ [ 3

θn
, θn2
]
;

ln(n+ 1) +
(

x

θ
1/3
n +|x−θn|

)1/4
, x ∈ [ θn2 , 3θn2 ] ;

n−
r
2
+ 5

4x
r
2
+ 1

4 e−
x
4 , x ∈ [3θn2 ,∞) ,

)�� θn = 4n+ 2α+ 2*
� �����'Z�� ��-��� 7� ����7����7 ������� ����� 6������ ��������? ��77

Sαk+r(x)( n � k � n+m0

Vn+m+r(f, x) =
1

m+ 1

n+m∑
k=n

Sαk+r(x)

� �����7 �? �88�����7������� ��������* $ [��� !��:Y �����7 �-���������

Λα,rn,m(x) = x
r
2
+ 1

4

∞∫
0

tα−
r
2
− 1

4 e−
x+t
2

1

m+ 1

∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n

Kα
k (x, t)

∣∣∣∣∣ dt.
%������7 �����:����7 �����'Z�� ��-��� '��'���' �����YZ�' �����7�*

������
 i� "#$%& r ∈ N� r − 1
2 < α � r� 0 < a � b� an � m � bn� x ∈ [0,∞)�

'()*+ 4>88% >8$%( (=809+

Λα,rn,m(x) � c(a, b, α, r).

2� [��� �����7� � ����������� <�-�)�

e−
x
2 x−

r
2
+ 1

4

∣∣f(x)− Vn+m+r(f, x)
∣∣ � Ern+r(f)

(
1 + Λα,rn,m(x)

)
�������� �����YZ�� �����������*

=������
� i� "#$%& f ? 0821816:0+- <#09=4-� 3+*+00+- 0+ 2(,#($4 [0,∞)
4 %+9+-� 5%( : %(598 x = 0 $#;8$%:#.% 21(43:(*068 f (ν)(0)� ν = 0, . . . , r−1� r ∈ N�

r − 1
2 < α � r� 0 < a � b� an � m � bn� x ∈ [0,∞)� '()*+ $21+:8*,4:+ (=809+

e−
x
2 x−

r
2
+ 1

4

∣∣f(x)− Vn+m+r(f, x)
∣∣ � c(a, b, α, r)Ern+r(f).
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"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%4=3
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%3=s3>}
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"����!�~ p� 526��;.

#���7����7 )�� G ( �����'Z�� �� p1 > 0 -���������? ��-�� � p2 � 0 ���
�����? ��-��( p1 + p2 := p* 
����� ��-�� -���7 ����!�������: � �������7 ���
-���������7 ���������7 (0, aj), j ∈ {1, . . . , p}.
3� �����7 -���������7 ��-�� lj ( j ∈ {1, . . . , p1}( �8������7 7���7��:���

�8������ Ajfj = −f ′′j +Qjfj, Qj = Q∗
j ∈ L1(lj ;C

m×m),

dom(Aj) =

⎧⎪⎨⎪⎩fj ∈ L2(lj ;C
m) :

fj, f
′
j ∈ ACloc(lj ;C

m),

Ajfj ∈ L2(lj ;C
m),

fj(0) = f ′j(0) = 0

⎫⎪⎬⎪⎭ .

3� �����7 �������7 ��-�� ej ( j ∈ {p1 + 1, . . . , p}( �8������7 7���7��:���
�8������ Ajfj = −f ′′j +Qjfj, Qj = Q∗

j ∈ L1(ej ;C
m×m),

IGK(Aj) :=

⎧⎪⎨⎪⎩fj ∈ L2(ej ;C
m) :

fj, f
′
j ∈ AC� !(ej ;C

m),

Ajfj ∈ L2(ej ;C
m),

fj(0) = fj(aj) = f ′j(0) = f ′j(aj) = 0

⎫⎪⎬⎪⎭ .

|�� 8�����'�� ������ 7���7��:��� �8������ A"#$ �� )�� � G 0

Amin :=

p⊕
j=1

Aj , dom(Amin) :=

p⊕
j=1

dom(Aj).

#���7����7 ���X������ Hα := Hα,Q 7���7��:��)� �8������� A"#$( ���
�����7�� )�������7� ������'7� ��8� ���:�������7��������� �� ���? ���X��
��? v ∈ V 0 ⎧⎨⎩f ��8������� � v,∑

e∈Ev

f ′e(v) = α(v)f(v), "�.

)�� α : V → C
m×m, α( · ) = α( · )∗ / 7�������'  ���!�'* 6�� α = 0 ������� "�. /

?���X� ��������� ������� 
��?)� �*
6�� ��8�������:��7 ������� xeQe ∈ L1(e;Cm×m), e ∈ E ( 8������� �����Y�

Z�� �-�-Z���� �!���� ���)7��� ��' ����� ����!����:��? ��������� �8������
�� Hα = H∗

α0

κ−(Hα) �
∑
e∈E

[∫
e

xe tr(Qe,−(x)) dx

]
+m |V |,

)�� Qe,− := −QeEQe(−∞, 0) � 0( � [b] �-�������� !���Y ����: ����� b ∈ R*
������ -��������' �� ��-���? ��+	�*
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hy ofU uha�yro�hy zvh�iUa
chv iU�U@�jU( KB( ryu iU�� hzUvrohv@

E� H� EF*(G)A0+

"oODbAW( rHbCDC( aUoj~ vOLLFC( yGeGLFVFDLb( �a @� vr@.

oMA ECQb BDALAHEL LGKA DALOQEL GN �GFHE kGDb ��� kFEM @CNCb rQBCW "aFIIQA
UCLE oAJMHFJCQ jHFeADLFEW( rHbCDC( oODbAW. CHI @eAEQCHC �GDGbMGeC "@GOEMADH
aCEMAKCEFJCQ �HLEFEOEA( �QCIFbCebC�( vOLLFC.* �AQGk CQQ eAJEGD QCEEFJAL CDA LOBBGLAI
EG VA DACQ CHI rDJMFKAIACH( GBADCEGDL QFHACD( CHI EGBGQGSFAL fCOLIGDP* oMA NGQQGkFHS
IAdHFEFGH FL CH CIGBEAI eADLFGH GN uAdHFEFGH �*� GN ���*

	�
���
��� �� iAE T VA CH GBADCEGD NDGK C eAJEGD QCEEFJA X EG C eAJEGD QCEEFJA Y.
(a) rLLOKFHS Y = (Y, τ) VA C EGBGQGSFJCQ eAJEGD QCEEFJA( T FL JCQQAI /�0�1
��

"σ�/�0�1
��. FN Txα
τ−→ 0 NGD AeADW HAE "LAROAHJA. xα LOJM EMCE xα ↓ 0~ T FL 
��1�

/�0�1
�� "
��1� σ�/�0�1
��. FN Txα FL τ �xCOJMW NGD AeADW HAE "LAROAHJA. xα FH X+

LCEFLNWFHS xα ↑� x ∈ X* T FL JCQQAI oτ �0������ "oτ �2�3��2�. FN T [0, x] FL C τ �VGOHIAI
"τ �EGECQQW VGOHIAI. LOVLAE GN Y NGD ACJM x ∈ X+*

(b) rLLOKFHS X = (X, ς) VA C QGJCQQW LGQFI QCEEFJA( T FL JCQQAI /�4� "σ�/�4�. FN(
NGD AeADW ς�VGOHIAI FHJDACLFHS HAE "LAROAHJA. xα FH X+( EMADA A�FLEL "HGE HAJALLCDFQW
OHFROA. x ∈ X LOJM EMCE Txα

o−→ Tx* T FL JCQQAI 
��1� /�4� "
��1� σ�/�4�. FN T ECbAL
ς�VGOHIAI FHJDACLFHS HAEL�LAROAHJAL FH X+ EG o�xCOJMW GHAL*

(c) rLLOKFHS X = (X, ς) CHI Y = (Y, τ) VA VGEM QGJCQQW LGQFI QCEEFJAL( T FL JCQQAI
KB "σ�KB. FN( NGD AeADW ς�VGOHIAI FHJDACLFHS HAE "LAROAHJA. xα FH X+( EMADA A�FLEL
"HGE HAJALLCDFQW OHFROA. x ∈ X LOJM EMCE Txα

τ−→ Tx* T FL JCQQAI 
��1� KB "
��1�
σ�KB. FN T ECbAL ς�VGOHIAI FHJDACLFHS HAEL�LAROAHJAL FH X+ EG τ �xCOJMW GHAL*
�E kCL LMGkH FH zDGBGLFEFGH �*	 GN ��� EMCE CH GBADCEGD T FL ROCLF KB FP T FL

ROCLF σ�KB* oMA NGQQGkFHS FL oMAGDAK 	*� GN ���*

N.*01*F i� ��� X �� � ����	� ����
�� ��� (Y, τ) �� � �	����� �	���@ ����
���
����
�� ��
�� 

 �
���� A����
�� �	������ 	� τ ��	�������  ��� ��� 
���� Lroτc(X,Y )
	� ������� oτ ��	����� 	�����	�
 

 � ���� 	� ��� ����
�� Lr(X,Y ) 	� ��� �������
	�����	�
 ��	� X �	 Y �

�E kCL LMGkH FH zDGBGLFEFGHL 	*� CHI 	*	 GN ��� EMCE0 ACJM DASOQCD GBADCEGD T
NDGK C eAJEGD QCEEFJA X EG C QGJCQQW LGQFI QCEEFJA (Y, τ) FL oτ �VGOHIAI~ CHI C kACbQW
JGHEFHOGOL DASOQCD GBADCEGD T NDGK C iAVALSOA (σ�iAVALSOA) QCEEFJA (X, ς) EG C QGJCQQW
LGQFI QCEEFJA (Y, τ) FL iAVALSOA (σ�iAVALSOA)* oMA NGQQGkFHS FL oMAGDAK 	*	 GN ���*

N.*01*F j� B��� ������� ����
��� 	�����	� ��	� � ����	� ����
�� X �	 � �	�����


	�
� ����
�� (Y, τ) 

 ���

 ����
����

�E kCL GVLADeAI FH zDGBGLFEFGHL 	*]( 	*\ CHI FH vAKCDbL 	*	( 	*T GN ��� EMCE0
"�. CHW JGHEFHOGOL GBADCEGD T NDGK C QGJCQQW LGQFI QCEEFJA (X, ς) EG C EGBGQGSFJCQ
eAJEGD LBCJA (Y, τ) FL oτ �VGOHIAI~ "	. CHW DASOQCD GBADCEGD NDGK C QCEADCQQW σ�JGK�
BQAEA eAJEGD QCEEFJA X EG C σ�iAVALSOA QCEEFJA (Y, τ) FL σ+iAVALSOA~ "T. CHW BGLFEFeA

T�



GBADCEGD NDGK C QGJCQQW LGQFI QCEEFJA (X, ς) EG C QCEADCQQW σ�JGKBQAEA QGJCQQW LGQFI
QCEEFJA (Y, τ) FL ROCLF iAVALSOA~ ",. CHW JGHEFHOGOL BGLFEFeA GBADCEGD NDGK C QCEADCQQW
σ�JGKBQAEA QGJCQQW LGQFI QCEEFJA (X, ς) EG C QGJCQQW LGQFI QCEEFJA (Y, τ) FL ROCLF iAVALSOA~
CHI "\. CHW JGHEFHOGOL GBADCEGD NDGK C QCEADCQQW σ�JGKBQAEA cCEGO QCEEFJA (X, ς) EG
C QGJCQQW LGQFI QCEEFJA (Y, τ) FL iAVALSOA* �E kCL BDGeAI FH iAKKC 	*� GN ��� EMCE C
DASOQCD GBADCEGD T NDGK C eAJEGD QCEEFJA X EG C QGJCQQW LGQFI QCEEFJA (Y, τ) FL iAVALSOA
"σ�iAVALSOA. FP T FL oτ �JGHEFHOGOL "σoτ �JGHEFHOGOL.*
yA�E kA IFLJOLL EMA IGKFHCEFGH BDGBADEFAL GN BGLFEFeA GBADCEGDL* iAE T CHI S

VA BGLFEFeA GBADCEGDL VAEkAAH eAJEGD QCEEFJAL X CHI Y LCEFLNWFHS 0 � S � T * �MAH
IGAL EMA CLLOKBEFGH EMCE T FL iAVALSOA( oτ �JGHEFHOGOL( oτ �VGOHIAI( oτ �JGKBCJE(
KB( GD iAeF FKBQW EMCE S MCL EMA LCKA BDGBADEW�
�E MCL EDFeFCQQW BGLFEFeA CHLkAD NGD iAVALSOA~ σ�iAVALSOA~ CHI oτ �VGOHIAI GBA�

DCEGDL NDGK C eAJEGD QCEEFJA EG C QGJCQQW LGQFI QCEEFJA* rQLG( NGD oτ �JGKBCJE GBADCEGDL
NDGK C eAJEGD QCEEFJA X EG C QGJCQQW JGHeA� iAVALSOA QCEEFJA (Y, τ) kMFJM FL AFEMAD
uAIAbFHI JGKBQAEA GD τ �JGKBQAEA IOA EG oMAGDAK \*�
 GN �	�* cGDKB "σ�KB. QCEEFJA
MGKGKGDBMFLKL VAEkAAH QGJCQQW LGQFI QCEEFJAL VW EMA NGQQGkFHS BDGBGLFEFGH kMFJM FL
xGDGQQCDW 	*T GN ���*

R10O043P30A i� ��� T �� � KB (σ�KB) ����
�� �	�	�	���

� ������� �	�����


	�
� ����
��
 (X, ς) ��� (Y, τ)�  ��� ���� S 
��

��
�� 0 � S � T 

 ��
	 � KB
(σ�KB) ����
�� �	�	�	���

��

cGD ROCLFKB GBADCEGDL VAEkAAH QGJCQQW LGQFI QCEEFJAL VW EMA EMAGDAK VAQGk kMFJM
FL oMAGDAK 	*m GN ���*

N.*01*F o� ��� T �� � �	

�
�� ���

KB 	�����	� ������� �	����� 
	�
� ����
��

(X, ς) ��� (Y, τ)�  ��� ���� 	�����	� S : X → Y �
�� 0 � S � T 

 ��
	 ���

 KB�

cGD ROCLF iAeF GBADCEGDL NDGK C QGJCQQW LGQFI QCEEFJA EG C eAJEGD QCEEFJA VW EMA
EMAGDAK VAQGk kMFJM FL oMAGDAK 	*] GN ���*

N.*01*F p� ��� T �� � �	

�
�� ���

 ���
 	�����	� ��	� � �	����� 
	�
� ����

�
�� (X, ς) �	 � ����	� ����
�� Y �  ��� ���� 	�����	� S : X → Y �
�� 0 � S � T 



��
	 ���

 ���
�

�E FL kAQQ bHGkH EMCE EMA KGIOQOL |T | GN CH GDIAD VGOHIAI IFL�GFHEHALL BDALADeFHS
GBADCEGD T VAEkAAH eAJEGD QCEEFJAL X CHI Y A�FLEL CHI LCEFLdAL |T ||x| = |T |x|| = |Tx|
NGD CQQ x ∈ X( CHI EMADA A�FLE QCEEFJA MGKGKGDBMFLKL R1, R2 : X → Y kFEM
T = R1 −R2* �E kCL BDGeAI FH oMAGDAK 	*\ GN ��� EMCE NGD CHW GDIAD VGOHIAI
IFL�GFHEHALL BDALADeFHS KB "σ�KB. GBADCEGD T VAEkAAH QGJCQQW LGQFI QCEEFJAL (X, ς)
CHI (Y, τ) AeADW GBADCEGD S LCEFLNWFHS |S| � |T | FL CQLG KB "σ�KB.* @FHJA 0 � S � T
kFEM C QCEEFJA MGKGKGDBMFLK T FKBQFAL EMCE S FL CQLG C QCEEFJA MGKGKGDBMFLK FE
NGQQGkL EMCE NGD ACJM KB "σ�KB. QCEEFJA MGKGKGDBMFLK T VAEkAAH QGJCQQW LGQFI
QCEEFJAL (X, ς) CHI (Y, τ) AeADW GBADCEGD S LCEFLNWFHS 0 � S � T FL CQLG C KB
"σ�KB. QCEEFJA MGKGKGDBMFLK*

,*k*1*Al*4

* ��J!+ G�� SH��+!'�� S� ,�� :�������! G� :� /0- oτ FD18.48919=$ v-c-=C9-$ KB$ >85 v-<4
^@-2>.12= c-.d--8 �-D.12 v>..4D-= >85 /1@171C4D>7 �-D.12 ,@>D-= A{hv� 0..@=�YY>2?4< 12CY
>c=Y%*&( &*]*&<* 
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� %6=#&9%#&} %�#&93%p% $��2p&
� 6%<242<23�#2s=$
2} %�<&$9^}

��  � 8�
���

"#����'( #�������������~ 1_�.

6���: Ω / 8���!������������' �-����: � C
N 0 Ω = Ω1 × · · · × ΩN ( )�� Ωj (

j ∈ PN ( / �-����� � C* $�7��� A(Ω) �-�������� 8����������� ���?  ���!��(
������������? � Ω( � ��8���)��� �����7����� �?���7���� �� ��78����? Ω* � ���
����� ���� ���: � 7��)�7����� ������ �8������� �-�����)� ����)� � A(Ω)* 6���:
��' N ∈ N ��7��� PN �-�������� 7�������� {1, 2, · · · , N}* ��' t = (tj)

N
j=1(

z = (zj)
N
j=1 ∈ C

N ( j ∈ PN ( ����� tj,z �-������7 ����� � C
N ( 8��������Y �� t

��7���� j�� ���������� �� zj ( �* �* (tj,z)k := zj ( ���� k = j � (tj,z)k = tj ( ����
k �= j* s������ �8������� �-�����)� ����)� �8������7 ���* 6���:  ���!�' f
)���7�� �� � �-����� Ω* ��' j ∈ PN ( z, t ∈ Ω 8�����7 Dj,z(f)(t) :=

f(t)−f(tj,z )
tj−zj (

���� tj �= zj .
��' �����:�� ��8����)� 8����������� H ����� L (H) �-������7 8��������

���� ���? �������? ��8�������? �8�������� � H* ^���( ��� Dj,z ∈ L (A(Ω))(
j ∈ PN ( z ∈ Ω*
%8������� Dj,z( j ∈ PN ( 8�8���� 8������������� � ����������� ��' α ∈ N

N
0 (

z ∈ Ω ������ �8������� Dα
z ( �������YZ�� � A(Ω)( �����YZ�7 �-����70

Dα
z := Dα1

1,zD
α2
2,z · · ·DαN

N,z. $����' q* ������7��� ���( � �8�������7� D
α
0 ( α ∈ N

N
0

(N0 := N∪{0})( ��� � � ������ N = 1( 7���� ��'���: �? ����)� Tz( z ∈ C
N * %��

�8�����'Y��' ����7 �-����7( ���-� ��' 7��)������� f ��8���'���: ���������
Tz(f) =

∑
α∈NN

0
zαDα

0 (f)( ���� Ω �������� 0*

��' z ∈ Ω( j ∈ PN ( f ∈ A(Ω) 8�����7 Tj,z(f)(t) :=
tjf(t)−zjf(tj,z)

tj−zj ( ���
�� tj �= zj ( � Tz = T1,zT2,z · · ·TN,z* ��� �8������� Tj,z ������� � ��8������
�� � A(Ω)* 6������7 �8������ ��77������ KΩ(D0) �����7� {Dj,0 : j ∈ PN}
� ��)�-�� L (A(Ω))( �* � 7�������� ���? �8�������� B ∈ L (A(Ω)) ����?( ���
BDj,0 = Dj,0B � A(Ω) ��' �Y-�)� j ∈ PN * ^���( ��� KΩ(D0) ���8����� � 7�����
����7 ���? B ∈ L (A(Ω))( 8�������������? � �����7 �8�������7 Dα

0 ( α ∈ N
N
0 *

6���:KΩ(T )/ 7�������� ���? �8�������� B ∈ L (A(Ω)) ����?( ��� BTz = TzB
�� A(Ω) ��' �Y-�)� z ∈ Ω*
����� A(Ω)′ �-�������� ��8���)������� ��8�'������ � A(Ω)*
������
 i� "#$%& Ω = Ω1×· · ·×ΩN � )*8 Ωj � j ∈ PN � ? (*0($:-3068 (/,+$%4

: C� $(*81C+;48 0� D,8*#.;48 #$,(:4- 1+:0($4,&06E
"F. B ∈ KΩ(D0)�
"FF. B ∈ KΩ(T )�
"FFF. D#;8$%:#8% <#09=4(0+, ϕ ∈ A(Ω)′ %+9(F� 5%( B(f)(z) = ϕ(Tz(f))� z ∈ Ω�

f ∈ A(Ω)�
6���: C[z] / 7�������� ���? 7��)������� 8���7����? zj ∈ C( j ∈ PN *

��' P (z) =
∑

α cαz
α ∈ C[z] 8�����7 P (D0) :=

∑
α cαD

α
0 * 6���: C[D0] :=

TT



{P (D0) : P ∈ C[z]}* ^���( ��� C[D0] ⊂ KΩ(D0)* 3��� ��8��:�����' ��8��
��)�' 8��������� �?���7���� � KΩ(D0)* %�� �������' 7��������7 8������7
pK,Δ(B) := maxf∈Δ maxz∈K |B(f)(z)|( )�� K 8��-�)��� ��7������ ���? ��78����
��? 8��7������� Ω( � Δ / ��7������ ���? �������? 8��7������� A(Ω)*

=������
� i� G0(C8$%:( C[D0] 2,(%0( : KΩ(D0)� 0+*8,800(> %(2(,()48F
2(%(5850(F $7(*4>($%4�

=������
� j� H,- ,./()( 080#,8:()( <#09=4(0+,+ ϕ ∈ A(Ω)′ (281+%(1
Bϕ : A(Ω) → A(Ω)� h �→ ϕ(Tz(h))� z ∈ Ω� $.1I89%4:80� "14 N = 1 (0 4>88%
,408F06F 0821816:06F 21+:6F (/1+%06F�

$�7����7 CyclΩ(D0) �-������7 7�������� ���? !���������? �������� ���
���7� D0 = {Dj,z : j ∈ PN}( �* �*  ���!�� f ∈ A(Ω) ����?( ��� �����7�
{Dα

0 (f) : α ∈ N
N
0 } 8���� � A(Ω)*

������
 j� "#$%& Ω = Ω1×· · ·×ΩN � )*8 Ωj � j ∈ PN � ? (*0($:-3068 (/,+$%4

: C� $(*81C+;48 0� D,8*#.;48 #$,(:4- 1+:0($4,&06E
"F. f ∈ CyclΩ(D0)�
"FF. f ∈ A(Ω) 4 f (%,450+ (% 1+=4(0+,&0(F <#09=44�

6�� ���������:���� [��)� �����:���� ��8��:��Y��' 7��)�7�����  ��7���
$�?�!��)�*

=������
� o� H,- =8,(F : C
N <#09=44 f $,8*#.;48 #%:81C*804- 1+:0(�

$4,&06E

"F. f ∈ CyclCN (D0)�
"FF. f (%,450+ (% >0()(5,80+�

%�7���7( ��� �����7� � � 	 ����� -��� �������� ��' N = 1* ��' N � 1
��� �8�-�������� � �	� "�7* ����: �-��� �����:����� � [��7 ��8��������.*

a
���
���
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% 6%�6#%$9#&3$9�&} 6#%$9#&3$9�& 4=<>} _�3
42�(
23�&#2&393>} %93%$29=<`3% %6=#&9%#&

%�%��=33%p% %�#&93%p% $��2p&

!�  � 8�
���


"#����'( #�������������~ 1_�.

6���: H(C) / 8����������� ���? !���? � C  ���!�� � ��8���)��� ��78����
��� �?���7����* _���!�' g0 ∈ H(C) ����'( ��� g0(0) = 1( ������ �8������
�-�-Z����)� �-�����)� ����)� "����7����� ���7�Z���� �8������� �-�����)�
����)�. D0,g0(f)(t) :=

f(t)−g0(t)f(0)
t ( �������� � ��8�������� � H(C)* � ������

�� ���� ���: � ��-�������? ��7�����? �����������? 8��8�����������? D0,g0

�H(C)* =��� 7�������� Z(g0) ����� g0 ��8����( �� nλ �-�������� ��������: ���'
λ ∈ Z(g0)* 
�����7 7��)��-�����7 � C ���������' �������' ��� -���������'
8�����������:����: W 8�� (μ,mμ)( )�� Z(W ) := {μ} / ���������� 8��7�����
���� C � mμ ∈ N* ��' ��8����)� ������)� 7��)��-����' W = {(μ,mμ)} � C

�����7 7��������

S(W ) :=
{
f ∈ H(C)

∣∣ f (j)(μ) = 0, 0 � j � mμ − 1 ��' �Y-�)� μ
}
.

��' ������? 7��)��-����� W = {(μ,mμ)} � V = {(λ, nλ)} � C -���7 8����:
W ≺ V ( ���� Z(W ) ⊂ Z(V ) �mμ � nμ ��' �Y-�)� μ ∈ Z(W )* 3��� ��7��� D(g0)
�-�������� 7�������� ���? 7��)������� p ����?( ��� p(0) = 1 �  ���!�' g0/p
)���7�� �� � C* 6���: C[z] / ���:!� ���? 7��)������� ��� 8���7 C( C[z]n /
7�������� ���? 7��)������� ���8��� �� ��X� n "n � 0. ��� 8���7 C*

������
� "�. "18*2(,(C4>� 5%( g0 08 4>88% 0#,8F : C�

"F. H,- ,./()( =8,()( n � 0 >0(C8$%:( g0C[z]n -:,-8%$- $(/$%:8006> 3+>90#�
%6> D0,g0�40:+14+0%06> 2(*21($%1+0$%:(> H(C)�
"FF. H,- ,./()( $(/$%:800()( 3+>90#%()( D0,g0�40:+14+0%0()( 2(*21($%1+0�

$%:+ S 21($%1+0$%:+ H(C) $#;8$%:#8% =8,(8 n � 0 %+9(8� 5%( S = g0C[z]n(S)�
"��. "18*2(,(C4>� 5%( g0 4>88% 0#,4 : C�

"FFF. H,- ,./()( 082#$%()( 91+%0()( >0()((/1+34- W ≺ W (g0) : C >0(C8�

$%:( S(W ) -:,-8%$- $(/$%:8006> 3+>90#%6> D0,g0�40:+14+0%06> 2(*21($%1+0�

$%:(> H(C)�
"Fe. H,- ,./67 >0()(5,80+ p ∈ D(g0)� =8,()( n � 0 %+9()(� 5%( n � deg(p)− 1�
>0(C8$%:( g0

p C[z]n -:,-8%$- $(/$%:8006> 3+>90#%6> D0,g0�40:+14+0%06> 2(*�

21($%1+0$%:(> H(C)�
"e. H,- ,./()( $(/$%:800()( 3+>90#%()( D0,g0�40:+14+0%0()( 2(*21($%1+0�

$%:+ S 21($%1+0$%:+ H(C) ,4/( $#;8$%:#8% 082#$%(8 91+%0(8 >0()((/1+348
W ≺ W (g0)� *,- 9(%(1()( S = S(W )� ,4/( 0+F*#%$- >0()(5,80 p ∈ D(g0)�
=8,(8 n � 0 %+9(8� 5%( n � deg(p)− 1� *,- 9(%(167 S = g0

p C[z]n�

=������
�� J281+%(1 D0,g0 -:,-8%$- : H(C) (*0(9,8%(506> %()*+ 4 %(,&9(
%()*+� 9()*+ <#09=4- g0 08 4>88% 0#,8F : C�

T\



$ 8�7�Z:Y 8���������� �����7� �8�����Y��' ��-�������� ��7������ ����
��� � ��)�-�� ���? !���?  ���!�� [��8����!���:��)� ��8�( �7�������7 � ���
����� '��'���' �-�-Z����� 8����������� �Y�7��'*
6���������� �����:���� ���������' � ��( 	�*

a
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% 
#29=#2^} 3=6#=#>�3%$92 
<&$$2s=$
2} %6=#&9%#%�
3& �=$%�>} 6#%$9#&3$9�&} �=#p�&3&( �<%}& 2 _%
&

#� �� <��
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�


"#����'( #�������������( 1_�~ �����������( 1�2 �34 #&3.

#���7���������' ������ � ��8���������� �����������? �8��������( ��������
YZ�? � ������? �����-���?���? 8�����������? )���7�� ��?  ���!��* %��
8������ �����:���� ��' �����'Z�)� �����������' ���������' � ��-��� 3* q���
-���� ���( )�� ��' �����' -���?���? 8���������� -�� ���������� �-���������
�������� � 8�������  ��7��� ���������' ���7� 8�������:��)� �������)� �8��
������( � ����� �����-����� 8��������' � ���������7 8�����������7 � �8��
������7*
%������� !��:Y ��-���( ������� 8���'Z�� ������( '��'���'  ��7��������

��������� ��8���������� 8�������:��)� �������)� �8������� � ���7���? ���:�
�� /  ���!�� � �? ���������? �������!�� � 8�����������? ���)7���( ���?�
� _���*
6���: G / �-����: ��78������� 8�������� C~ H(G) / 8����������� ���?

 ���!��( )���7�� ��? � G( � ��8���)��� �����7����� �?���7���� �� ��78���
��? �� G~ v / ��� �� G( �* �* ��8�������' 8��������:��' �� G  ���!�'* 6��
��������� [��7 ����7 -���?��� 8����������� �������' �����YZ�7 �-����70

Hv(G) =

{
f ∈ H(G), ‖f‖v = sup

z∈G
|f(z)|
v(z)

<∞
}
.

��Y�� ����� X / �����-���?��� 8����������� � ��������7�� ‖ · ‖( ��8�������
��������� �H(G)* X∗ / ��8�'������ �X 8����������� �������? ��8�������?
 ���!������� �� X � ��8�'������ ���7�� ‖·‖∗( � δz / ���:��� ���!�' ������
��'  ������������ ����� z ∈ G( �* �* δz : f �→ f(z)( f ∈ H(G)*
� ��-��� � ��7��������� �����7�( ������' '��'���' �-�-Z����7 �-�������

��)� �������' ��( �����7� 	*��*

������
 i� "#$%& v ? 21(43:(,&06F :8$ 0+ G� K408F06F (281+%(1

T : X �→ Hv(G) 9(1189%0( (218*8,80 4 ()1+04580 %()*+ 4 %(,&9( %()*+� 9()*+
:62(,0806 $,8*#.;48 #$,(:4-E

C. δz(T ) ∈ X∗� ∀ z ∈ GL

-. sup
z∈G

‖δz(T )‖∗
v(z) <∞.

3� ��������� [��)� �����:���� 8������ �������� ��8���������� �8�������
���:����� �� 8����������� ���)7���*

=������
� i� "#$%& v ? 1+*4+,&0+- :8$(:+- <#09=4-� #*(:,8%:(1-.;+-

#$,(:4.

0 < lim inf
r→1−

(1− r) v′(r)
v(r)

� lim sup
r→1−

(1− r) v′(r)
v(r)

<∞, (1)

T]



g ? <49$41(:+00+- <#09=4- 43 H(D)� J281+%(1 M(,&%811+ Tg : Apα → Hv(D)
0821816:80 %()*+ 4 %(,&9( %()*+� 9()*+ :62(,080( $,8*#.;88 #$,(:48E

sup
z∈D

(1− |z|)1−α+2
p |g′(z)|

v(z)
<∞.

����� ���������� �������� ��8���������� �8������� ���:����� �� 8���
��������� ���?�*

=������
� j� "#$%& v(r) =
(

1
1−r
)β

lnp
(

1
1−r
)
� X ⊂ H(D) ? /+0+7(:( 21(�

$%1+0$%:(� :,(C800(8 : H(D)� g ? <49$41(:+00+- <#09=4- 43 H(D)� J281+%(1
M(,&%811+ Vg : X → Bv(D) 0821816:80 %()*+ 4 %(,&9( %()*+� 9()*+ :62(,080(
$,8*#.;88 #$,(:48E

sup
z∈D

(1− |z|)β |g′(z)| ‖δz‖∗
lnp 1

1−|z|
<∞.

3�����!( 8�������( ��� �����:����( 8��������� � �����7 ��8��������( 8��7��
��7� � ����� �� ����������X�7�' 8�����������7 _��� F pψ( )�� ψ(z) =

ap
q |z|q /

������:��� ���* 6�� [��7 ψ : [0,∞) → [0,∞) / ��������YZ�'  ���!�' �����
�� C2 �� [0,∞) � 8��������:��7 ��8�������7 Δψ � C( ��' ������� ��Z�������
 ���!�' τ ����'( ���
C. lim

r→∞ τ(r) = lim
r→∞ τ ′(r) = 0~

-. ��-� 8�� ��������7 C > 0  ���!�' τ(r) rC ����������( ��-�
lim
r→∞ τ ′(r) ln 1

τ(r) = 0(

� ��8���'���' ������� (Δψ(z))−1/2 � τ(|z|)( |z| � 1*

=������
� o� J281+%(1 M(,&%811+ Tg : X → Fψ∞ ()1+04580 %()*+ 4 %(,&9(

%()*+� 9()*+

sup
z∈C

|g(z)| ‖δz‖∗
(1 + ψ′(|z|)) eψ(z) <∞.

a
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���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

jy�chva xhy�Uv�UyxU hc chjv�Uv @Uv�U@ �y r @h�hiU�
hvofh�hyri @�@oUa hc zhi�yha�ri@ r@@hx�roUu

��of lrxh�� zhi�yha�ri@

/� J� /)20F*I�&)4'F0+

"vOLLFC( �QCIFbCebC�~ @a� �@x vr@.

iAE W r
Lp
ρ
=W r

Lp
ρ
[−1, 1] VA C @GVGQAe LBCJA( JGHLFLEFHS GN r− 1�EFKAL JGHEFHOGOLQW

IFPADAHEFCVQA GH [−1, 1] NOHJEFGHL f LOJM EMCE f (r−1) FL CVLGQOEAQW JGHEFHOGOL
CHI f (r) ∈ Lpρ[−1, 1]( kMADA Lpρ = Lpρ[−1, 1] / kAFSMEAI iAVALSOA LBCJA CHI
ρ(x) = ρ(α, β;x) FL lCJGVF kAFSME* cGD p = 2 FH EMA LBCJA W r

Lp
ρ
GHA JCH FHEDGIOJA

EMA @GVGQAe�EWBA FHHAD BDGIOJE0

〈f, g〉 =
r−1∑
k=0

f (k)(−1)g(k)(−1) +

1∫
−1

f (r)(x)g(r)(x)ρ(x) dx. (1)

xGHLFIAD EMA LWLEAK GN NOHJEFGHL Pα,β
r =

{
Pα,βr,k

}
0

Pα,βr,k (x) =
(x+ 1)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1,

Pα,βr,k (x) =
1

(r − 1)!

x∫
−1

(x− t)r−1P̂ α,β
k−r(t) dt, k = r, r + 1, . . . , (2)

kMADA
{
P̂ α,β
n

}∞
n=0

/ GDEMGHGDKCQ LWLEAK GN lCJGVF BGQWHGKFCQL* �E JCH VA LMGkH

EMCE EMA LWLEAK "	. FL GDEMGHGDKCQ kFEM DALBAJE EG "�. ���* @WLEAK Pα,β
r FL JCQQAI

C LWLEAK GN BGQWHGKFCQL( GDEMGSGHCQ FH @GVGQAe LAHLA CHI CLLGJFCEAI kFEM lCJGVF
BGQWHGKFCQL Pα,βn *

N.*01*F i� ��� α, β > −1� A,B ∈ R� p > 1� N	� ��� f ∈W r
Lp
ρ(A,B)

[−1, 1]� r � 1�

N	��
�� 
��
�
 
� 
�
��� Pα,β
r �	������
 �	 f(x) 
� ��� �	�� 	� W r

Lp
ρ(A,B)

[−1, 1] 
� ���

	��� 
�∣∣∣∣A+ 1

p
− α+ 1

2

∣∣∣∣ < min

{
1

4
,
α+ 1

2

}
,

∣∣∣∣B + 1

p
− β + 1

2

∣∣∣∣ < min

{
1

4
,
β + 1

2

}
.

N.*01*F j� �� f ∈ W r
L1
ρ(α,β)

� r � 1� −1 < α, β � 0� ���� N	��
�� 
��
�
 	� f 
�


�
��� Pα,β
r �	������
 ��
�	���� 	� [−1, 1] �	 f �

,*k*1*Al*4

* G�!�!J-A�'�� 0� 0� ,1c17-<F12.01C18>7 =3=.-:= 1H H98D.418= >==1D4>.-5 d4.0 >8 12.01C18>7
=3=.-: YY �k< 6>.0 A%&*] A�17 ]%$ S * AG %*%'%TT 
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

23�&#2&393>= 6%�6#%$9#&3$9�& %6=#&9%#& %�%��=33%p%
%�#&93%p% $��2p& 2 #&42%3&<`3>= _�3
422

=� >� 7��
K��

"#����'( #�������������( 1_�~ �����������( 1�2 �34 #&3.

6���: Ω / ������'���' �-����: � C( �������Z�' ����� 0~ H(Ω) / 8��������
���� ���? )���7�� ��? � Ω  ���!�� � ��8���)��� �����7����� �?���7���� ��
��78����? Ω* _���!�' g0 ∈ H(Ω) ����'( ��� g0(0) = 1( ������ �8������ �-�-�
Z����)� �-�����)� ����)� D0,g0(f)(t) :=

f(t)−g0(t)f(0)
t ( �������� � ��8��������

� H(Ω)*
� ������� ���� ���: � ��-�������? ��7�����? D0,g0������������? 8��8���

���������? H(Ω) � ������ Ω �= C* 6���: C[z]n( n � 0( / 8����������� ���?
7��)������� ��� 8���7 C ���8��� �� ��X� n~ C[z]−∞ := {0}* 
�����7 7��)��
�-�����7 � Ω ���������' �������' ��� -���������' 8�����������:����: W 8��
(λk,mk)( )�� {λk} / ���������� 8��7�������� Ω � mk ∈ N ��' �Y-�)� k* ��'
��8����)� ������)� 7��)��-����' W = {(λk,mk)} � Ω �����7 7��������

S(W ) :=
{
f ∈ H(Ω)

∣∣ f (j)(λk) = 0, 0 � j � mk − 1 ��' �Y-�)� k
}
;

S(W ) / ��-�������� ��7������ 8��8����������� H(Ω)*
�����7 ���-� qλ,k(t) := 1

(t−λ)k ( λ ∈ C( k ∈ N* =��� Ω �= C � Υ / ��������

������� 7��)��-����� � C\Ω( �* �* Υ = {(λ, nλ) | λ ∈ Λ}( )�� nλ ∈ N( Λ / ��������
8��7�������� C\Ω( �� 8�����7

C
−
Υ(z) := span

{
qλ,k

∣∣ λ ∈ Λ, 1 � k � nλ
}
.

6�� [��7 spanU �-�������� �������Y �-������ 8��7�������� U �������)�
8�����������* =��� Υ 8����( �� 8���)��7 C

−
Υ(z) := {0}*

3��� ��7��� D(g0) �-�������� 7�������� ���? 7��)������� p ����?( ���
p(0) = 1(  ���!�' g0/p )���7�� �� � Ω � p �� �7��� ������ � C\Ω* =��� g0 ≡ 1(
�� D(g0) = {g0}*
6���: W (g0) / ������� 7��)��-����� g0( �* �* 7�������� ���? 8�� (μ, n(μ))(

μ ∈ Z(g0)( )�� Z(g0) / 7�������� ���? ����� g0 � Ω( � n(μ) / ��������: ���'
μ ∈ Z(g0)* ��' ��8����)� ������)� 7��)��-����' W = {(λk,mk)} � Ω -���7
8����: W ≺W (g0)( ���� {λk} ⊂ Z(g0) � mk � n(λk) ��' �Y-�)� k*

������
 i ���� "#$%& Ω ? (*0($:-30+- (/,+$%& : C� $(*81C+;+- %(59# 0�
Ω �= C 4 <#09=4- g0 08 4>88% 0#,8F : Ω�
"F. H,- ,./()( n ∈ N∪{−∞, 0}� 9(0850()( 4,4 2#$%()( >0(C8$%:+ Λ ⊂ C\Ω�

91+%0()( >0()((/1+34- Υ = {(λ, nλ) | λ ∈ Λ} : C\Ω >0(C8$%:( g0(C[z]n+C
−
Υ(z))

-:,-8%$- 3+>90#%6> D0,g0�40:+14+0%06> 2(*21($%1+0$%:(> H(Ω)� "14 O%(>
(0( -:,-8%$- $(/$%:8006> %()*+ 4 %(,&9( %()*+� 9()*+ n �= −∞ 4,4 Λ 082#�

$%(�

,




"FF. H,- ,./()( $(/$%:800()( 3+>90#%()( D0,g0�40:+14+0%0()( 2(*21($%1+0�

$%:+ S 21($%1+0$%:+ H(Ω) $#;8$%:#.% n ∈ N ∪ {−∞, 0}� 9(0850(8 4,4 2#$%(8
91+%0(8 >0()((/1+348 Υ : C\Ω %+948� 5%( n �= −∞ 4,4 Υ 082#$%( 4 :62(,0-8%$-

1+:80$%:(

S = g0
(
C[z]n + C

−
Υ(z)

)
.

������
 j ���� "#$%& Ω ? (*0($:-30+- (/,+$%& : C� $(*81C+;+- %(59# 0�
Ω �= C 4 <#09=4- g0 4>88% 0#,4 : Ω�
"F. H,- ,./()( 082#$%()( 91+%0()( >0()((/1+34- W ≺ W (g0) : Ω >0(C8�

$%:( S(W ) -:,-8%$- $(/$%:8006> 3+>90#%6> D0,g0�40:+14+0%06> 2(*21($%1+0�

$%:(> H(Ω)�
"FF. H,- ,./()( >0()(5,80+ p∈D(g0)� ,./()( n∈N0 %+9()(� 5%( n�deg(p)−1�

4,4 n = −∞� 9(0850()( 4,4 2#$%()( 91+%0()( >0()((/1+34- Υ = {(λ, nλ) |λ ∈ Λ}
: C\Ω >0(C8$%:( g0

p C[z]n + g0C
−
Υ(z) -:,-8%$- 3+>90#%6> D0,g0�40:+14+0%06>

2(*21($%1+0$%:(> H(Ω)� "14 O%(> (0( $(/$%:800(8 %()*+ 4 %(,&9( %()*+� 9()*+
n �= −∞ 4,4 Υ 082#$%(�

"FFF. H,- ,./()( $(/$%:800()( 3+>90#%()( D0,g0�40:+14+0%0()( 2(*21($%1+0�

$%:+ S 21($%1+0$%:+ H(Ω) 4>88% >8$%( (*0+ 43 $,8*#.;47 $4%#+=4FE
"C. $#;8$%:#8% 082#$%(8 91+%0(8 >0()((/1+348 W : Ω %+9(8� 5%( W ≺W (g0)

4 S = S(W )L
"V. 0+F*#%$- >0()(5,80 p ∈ D(g0)� n ∈ N0� *,- 9(%(167 n � deg(p) − 1 4

S = g0
p C[z]nL

"J. 0+F*8%$- 9(0850(8 >0()((/1+348 Υ : C\Ω� *,- 9(%(1()( S = g0C
−
Υ(S)(z)L

"I. $#;8$%:#.% >0()(5,80 p ∈ D(g0)� =8,(8 08(%14=+%8,&0(8 n� *,-
9(%(167 n � deg(p) − 1� 4 9(0850(8 >0()((/1+348 Υ : C\Ω %+948� 5%(

S = g0
p C[z]n + g0C

−
Υ(z)�

a
���
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!��� ���	��� YY R
��)�� � ���
�� A
%&%* A"������� 	 ������+ 

,�



������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% $�^q2 6%<23%�%� �=#3�9=�3& 2 
&39%#%�2s&
� 6#2�=#= f(x) = |2x− 1|

8� �� !�������� "#����'( ������~ �6p�."
8� �� �
K���� "#����'( ������~ �p�."

�� ?� L����M��� "#����'( ������~ 32^� �2_2.

��'  ���!�� f ∈ C[0, 1] ��� ���� 5���&'�6�� ����'�  ��7����

Bn(f, x) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Ckn x

k(1− x)n−k, n ∈ N,

)�� Ckn / �-����� -���7���:��� ��[  �!�����* %������� �������' � 8������
7�? ����X����� �7* � ��+T�*
3��'�� � 8�����7�7� ����X����� 8��������'Y� ������� ����� ��� ����

���'���% 7�

Kn(f, x) = (n+ 1)
n∑
k=0

(k+1)/(n+1)∫
k/(n+1)

f(u) du · Ckn xk(1− x)n−k, n ∈ N ∪ {0},

�8�����'�7�� 8� �?���� �?�7� �� ���:�� ��' ��8�������?( �� � ��' ����)������
7�?  ���!��* 6�������' �� ��7�!�' � 8�����7�? 
���������� 8�����������
� ��? �� �����������? ��+T�* %�7���7( �8����7( ��� 8�����7� 
���������� ����
�7������Y��' ��������:�� ����( � ��������� ��7-��������� � ��)�-���������
 ����( � ��7 �����'Z���'( 8���� ����)�� �� �-����Y��'*
6�'���7 �����!�Y �� 8��7��� 8������YZ��  ���!�� f(x) = |2x− 1|* ����

������ ���*'�6 * ���'� 7��6 ���"��( ��'��� �� ����������7 ������� [0, 1](
�)���� ���-�Y ���: � ������ �88�����7�!��* 
�� �������� "�7* �,( \�.( 8����
��7� ����X����� � �����7 ������ �-����Y� �����YZ�7 ��������7 8�8����)�
���������'0

B2m+1(f, x) = B2m(f, x), m ∈ N.

|�� 8�����'�� ������: 8�����7� Bn(f, x) ���:�� � �����7� ��7���7� n = 2m
��� � �������7� ��7���7� n = 2m + 1* $�'�: ����? 8�����7�� � ������������
YZ�7� 8�����7�7� 
���������� ���������' �����YZ�7 �-����7*

������
 i� H,- <#09=44 f(x) = |2x−1|� :3-%(F 0+ (%18398 [0, 1]� 2(,40(>6
P810Q%8F0+ 4 R+0%(1(:45+ $:-3+06 $((%0(Q804->4

K2m(f, x) =
2m

2m+ 1
B2m+1(f, x) +

1

2(2m+ 1)
Cm2m (x(1− x))m,

K2m+1(f, x) =
2m+ 1

2m+ 2
B2m+1(f, x).

"18*$%+:,80068 <(1>#,6 *8F$%:#.% 214 :$87 m ∈ N ∪ {0}� "14 m ∈ N 2(,4�

0(>6 B2m+1(f, x) : 047 >(C0( 3+>804%& 0+ B2m(f, x)�

,	



6�� m = 0 �� �����7� � �7��7 K0(f, x) = K1(f, x) ≡ 1
2 ( ��� �������������

� ��?����7� �8��������Y* �����7 �Z� 8������0

K2m(f, x) =
1

2

(
2m− 1

2m+ 1
B2m−1(f, x) +B2m+1(f, x)

)
,

8��)����� 8�� ���? m ∈ N*
6������������  ��7��� � 8��7��� f(x) = |2x − 1| 8�����'Y� 8��������:

�� 8�����7� 
���������� 7��)�� �����:����( ��������� ����� ��' 8�����7��
����X�����* 9��( ��8��7��( �������' ��)�� ������'�7�� �������' "�7* �,( \�.(

B2m+1(f, 1/2) = 2−2mCm2m , m ∈ N ∪ {0},

����Y���7( ���

K2m(f, 1/2) =
4m+ 1

4m+ 2
2−2mCm2m , K2m+1(f, 1/2) = 2−2m−2 Cm+1

2m+2

8�� ���? ���7����? m ∈ N ∪ {0}* �������: ����? ������� �-{'��'���' ��7(
��� �������� Kn(f, 1/2) �����������Y� 7����7��:��7 ��������'7 �� [0, 1] 8��
����7�� 
���������� Kn(f, x) �� 8������YZ�� �?  ���!�� f(x) = |2x− 1|*
3� ������ 8����������)� 8��?��� ���7���� ��Z��������� 8���������'

� �����������'? ���8��������' ����� � �?���7���� 8�����7�� 
���������� ��
��78������� 8��������* 3� ����Y����( ��� 7���� "?��' -� ��������. ������'
���8���������: �� ��!�����:��� 7����� ���� f(x) = |qx − p|* |�� ���������
X������ 8���8������ 8� 8��7�����Y 8�����? ����-���� �m�*

a
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% 3=
%9%#>} $6=42&<`3>} %4=3
&}( $�^q&33>}
$ 
%|__242=39&�2 6%<23%�%� �=#3�9=�3&

3& $2��=9#2s3%� %9#=q
=

7�  � ��������


"#����'( ������~ �6p�.


����������� 8�����7� ����X����� �)��Y� ��7����Y ���: � ������ �8�
8�����7�!�� � 8����-�� ������� �� ����������7 ������� [0, 1] "�7* ��+T�.*
� �������? ��-���? �,+m� ����7���������: ��������� ��8����( ��'������ � 8��
����7�7� ����X����� �� ��77�������7 ������� [−1, 1]* |��� ������ �����7
� 8����������� ����� �����'*
3�8�7��7( ��� ��'  ���!�� f ∈ C[−1, 1] 8�����7� ����X����� �8�����'Y�

 ��7����

Bn(f, x) =
1

2n

n∑
k=0

f

(
2k

n
− 1

)
Ckn (1 + x)k (1− x)n−k, n ∈ N,

)�� Ckn / �-����� -���7���:��� ��[  �!�����* 6�����:�� 8�����7 Bn(f, x)
�7��� ���8��: �� ��X� n( ��

Bn(f, x) =

n∑
m=0

an,m(f)x
m, n ∈ N.

� ��7��? �8�!���:��)� ��8�������' �]+g� �������� ������ � ���7����� ������
��� ����� ��������

Sn(f) ≡
n∑

m=0

|an,m(f)| , n ∈ N,

�* �* ��77� 7������ ��[  �!������ 8�����7�� ����X����� 8�� '���� ��)�-�
��������� ��8��� �� ��77�������7 ������� [−1, 1]*
$�)����� �-Z�7� �����:���� #��:� �n� �8��������� �!����

Sn(f) � 2n ‖f‖, ‖f‖ ≡ max
−1�x�1

|f(x)|, n ∈ N.


�� 8������� � ��-��� �,�( ��'  ���!�� f(x) = |x| �� [−1, 1] �������� Sn(f) 8��

n→ ∞ ������ � ��Z�������� 7��:X�� �������:Y (
√
2 )n

n3/2 * %���������'( �!���� #��
�:� ���:�� ����X���( 8����7 �� ���:�� � �����7 8��7���( �� � ��' 8�������:�
���  ���!�� f ∈ C[−1, 1]* 9�����( �8�������� �����YZ�� �����:��� "�7* �\�.*

������
 i� H,- <#09=44 f ∈ C[−1, 1] 4 :8,45406 Sn(f) :810+ (=809+

Sn(f) � 2

(
3

2

)n
‖f‖, n ∈ N.

,,



6�� ���������:���� �����7� � ��Z�������� ��8��:��Y��' ����-���� �m�*
3������ �* �* �����Y��� ���-Z�� ��7( ��� -���� ������ ������ 8�����'��

�-���: 7�������: 2 � �!���� �� �����7� � �( ���7� ��)�( �����:�� �������:
��������� �����������

Sn(f) � K n
3
2

(√
2
)n ‖f‖, n ∈ N,

� ��������� �-���Y���� ���������� K > 0* ��������� ��X� 8��7�� 8������
)� ��77�������)� 7����' 8����������� �������: ��������'

√
2 � [��8����!��

��:��� ����� 7�������� ��' �������� Sn(f)* 9�7 ��7�7( 8������'' �!����
����������:�� -����� � ���������:���*

��(�� �������( 9�����(�
:���(: #" ;" <���(=	��� �� )�
:>�= 9�?�@: 9�� ���

)�(� ��� (�?��"
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� %�#&q= %9%�#&�=32^ �%#=<^ 3& 6#%$9#&3$9�&}
�<`9#&�2__=#=342#�=�>} _�3
42� 3%#�&<`3%p% 926&

9�  � �������


"#����'( #�������������( 1_�~ �����������( 1�2 �34 #&3.

6���: ω / ��������' ������'  ���!�'~ ϕ∗
ω / ��8�'�����' 8� 1�)� �  ����

!�� ϕω(x) = ω(ex)* ��' -��������� ��  ����!����7�� � R  ���!�� f ( 8�����
�������:����� d = (dj)

∞
j=0 ��78������? ����� � 8��������:��? ����� s � l

8�����7

|f |ω,s,l := sup
j∈N0

sup
|x|�l

|f (j)(x)|
exp sϕ∗

ω(j/s)
; |̃d|ω,s := sup

j∈N0

|dj |
exp sϕ∗

ω(j/s)
.

�����7 ������� 8�����������

E p
(ω)(R) :=

{
f ∈ C∞(R) : ∀ l ∈ (0,∞), ∀ s ∈ (0, p) |f |ω,s,l <∞},

E p
{ω}(R) :=

{
f ∈ C∞(R) : ∀ l ∈ (0,∞) ∃ s ∈ (p,∞) : |f |ω,s,l <∞},

������� ������Y��' �������������� 8�����������7� ������)� � #�7:� ��:����
��  ����!����7�?  ���!�� "��_. ���7��:��)� ��8� p ∈ (0,∞)* 3� �����?
8�����������? �8�������� ���-������� �����' ρ : f ∈ C∞(R) �→ (

f (j)(0)
)∞
j=0
(

������� �����������7 �-����7 ��������� �� E p
(ω)(R) � E p

{ω}(R) � ������� 8���
��������� 8�����������:������

Λp(ω) =
{
d = (dj)

∞
j=0 ⊂ C : ∀ s ∈ (0, p) |̃d|ω,s <∞},

Λp{ω} =
{
d = (dj)

∞
j=0 ⊂ C | ∃ s ∈ (p,∞) : |̃d|ω,s <∞}.

� ��� -��� �����������( ��� ���-?���7�7 � ����������7 �������7 �Y�{������
����� ���-������' ρ '��'���' 7�������� ��7������ ���� ω*
� �����'Z�� ��-��� 7� ����7�������7 ������( ��)�� ���-������� ρ ��

�Y�{�������( � ��X��7 ������ � ��7( 8�� ����? ������'? �-���� ρ
(
E p
(ω)(R)

)
� ρ
(
E p
{ω}(R)

)
�������� � ��-� 8����������� Λq(σ) ���( ��������������( Λ

q
{σ}( )��

σ / ��������' ���)�' ������'  ���!�'( q ∈ (0,∞)* �����' ������ 8��������'��
��-�� ���� �� ��������� ������������ 8��-��7� 7�7����� �	�*
%������7 �����:����7 ��-��� '��'���'

������
 i� "#$%& ω� σ ? :8$(:68 <#09=44L p, q ∈ (0,∞)L pω � qσ� D,8*#.�
;48 #%:81C*804- O9:4:+,80%06E

(1) ρ
(
E p
(ω)(R)

) ⊃ Λq(σ);

(2) ρ
(
E p
{ω}(R)

) ⊃ Λq{σ};

,m



(3) lim sup
y→∞

2

πσ(y)

∞∫
0

ω(yt)

t2 + 1
dt � q

p
�

q�7���7( ��� ����� �����)����� �����:���� -��� 8������� � �T� ��' 8���
�������� E ∞

(ω)(R) � E 0
{ω}(R) 7����7��:��)� � 7���7��:��)� ��8��*

a
���
���
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�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� |
$9#=�&<`3%$92 P �p&#�%32s=$
2} _�3
42� � R2 �

 � =� C��
���

"#����'( 3�����-����~ 2� $% #&3.

6�� 1 < p <∞  ���!�' u ���������' p�)��7��������� � ������'���� �)���
�������� �-����� G ⊂ R2, ���� u ∈ W 1

p, loc(G) � '��'���' ���-�7 ��X����7
p���������' <�8����( �* �*∫∫

G

|∇u|p−2∇u∇ϕdxdy = 0

��' ��'���  ���!�� ϕ ∈ C∞
0 (G).

6�� 1 < p <∞ p�)��7��������'  ���!�' u ∈ C1,α
loc (G)( α > 1/3 "�7* ���.*

��������� ����������? ����� �������� �� 8����'���� p�)��7���������
 ���!��

Z =
{
(x, y) ∈ G | ∇u(x, y) = 0

}
'��'���' ���������7( 8�� [��7 u ∈ C∞(G \ Z) �	�*
��' p�)��7���������  ���!�� u ��Z������� ��8�'�����' �� p ′�)��7������

���'  ���!�' v (1/p + 1/p ′ = 1). $�8�'������  ���!�� ��'���� �����7��
��������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂v

∂y
= |∇u|p−2 ∂u

∂x
,

∂v

∂x
= −|∇u|p−2 ∂u

∂y
,

������' 8�� p = 2 8�����Z����' � �����7� 
�X� / #�7���*
#���7����7 ��� ��8�������YZ�?�' ��78���� K0,K1 ⊂ G. 
���� ��8�����

7�?  ���!�� ��' 8��� ��8�������YZ�?�' ��78����� K0,K1 ⊂ G �8������7
�������7

D(K0,K1, G) =
{
u ∈ L1

p(G) ∩ C(G ∪K0 ∪K1)
∣∣ u|K0 = 0, u|K1 = 1

}
,

� 8�� 1 < p <∞ �����������YZ�Y p��7����: �8������7 ���������7

capp(K0,K1, G) = inf
u∈D(K0,K1,G)

∫∫
G

|∇u|p dxdy.

�M�)��� ����
���� � ���	�N ���������������� ������� O� PQ MRL$ ����	� S &E*TF%&*UF
&&&\ 

,n



� ���� ��8������� 7�������� ��8����7�?  ���!�� � �����7����� ��8���
����� 8���������� <�-�)� Lp 8�� p > 1 ��Z������� �����������' [�����7��:��'
 ���!�' u0 ∈ D(K0,K1, G) ����'( ���

capp(K0,K1, G) =

∫∫
G

|∇u0|p dxdy.


�� ��X���� �����!������ ������ ��' p�����)���� ����?�� [�����7��:��'
 ���!�' ����������' p�)��7���������*
_���!�Y w -���7 �������: P�[�����7��:��� � �-����� D ⊂ R2, ���� ���

8��������7� � ���� w = au+b, )�� a, b ∈ R, �  ���!�' u '��'���' [�����7��:���
��' p��7����� ��������� 8��� 7������� K0,K1 ⊂ D. %�������( ���  ���!�' w
'��'���' p�)��7��������� � 7���7������� p�����)��� ����?�� �� ������ ��8��
���7�?  ���!��( �����? b �� 7�������� K0 � �����? a+ b �� 7�������� K1.
3�� ���������� 7���� P�[�����7��:��?  ���!�� � ������ ���? p�)��7����

�����?  ���!��* 
������( 8�������:��' p�)��7��������'  ���!�' 7���� � ��
-��: P�[�����7��:��� �� ���� �-����� �8��������'( �� ������' 8������: ���
���:��� �����:���*

������
� S$,4 <#09=4- u -:,-8%$- p�)+1>(0458$9(F : (/,+$%4 G� + v ?
$(21-C800+- p′�)+1>(0458$9+- <#09=4-� %( *,- :$-9(F %(594 x ∈ G \ Z $#;8�

$%:#8% (918$%0($%& Ω, : 9(%(1(F <#09=4- ũ = u|Ω -:,-8%$- P�O9$%18>+,&0(F�

+ <#09=4- ṽ = v|Ω -:,-8%$- P ′�O9$%18>+,&0(F�

a
���
���


* 0U!'��� ��� /!'[��A� �� �� h-C97>24.3 @F0>2:184D H98D.418= 18 .0- @7>8- YY h-< 6>. 
�c-21>:-24D>8> A*U]U A�17 ($ S *'% AG *'*U 

% /!'[��A� �� �� @F0>2:184D H98D.418= 48 .0- @7>8- YY G21D `:-2 6>.0 ,1D A*U]] A�17 *&E$
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

@ovjxojvU hc U@@Uyo�ri @zUxovr ryu u�@xvUoU @zUxovja
hc chjv�UiUxovhy @�@oUa@ �y ofU �azjv�o� fj��rvu ahuUi*

ov�ziUo @oroU

Q� /� N)4.O'()P0+ "j�VAbFLECH( oCLMbAHE~ �yz r@ vj�."
,� N� R)1F)A0+) "j�VAbFLECH( oCLMbAHE~ �yz r@ vj�.

�A JGHLFIAD NGOD�AQAJEDGH LWLEAKL FH EMA FKBODFEW fOVVCDI KGIAQ CHI FHeALEF�
SCEAI EMA LEDOJEODA GN ALLAHEFCQ LBAJEDC CHI IFLJDAEA LBAJEDOK GN EMA LWLEAK FH EMA
dDLE EDFBQAE LECEA GN EMA LWLEAK* oMA fCKFQEGHFCH GN JGHLFIADFHS LWLEAK MCL EMA NGDK

H = A
∑
m,γ

a+m,γam,γ +B
∑
m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ + U
∑
m

a+m,↑am,↑a
+
m,↓am,↓ +

+(A0−A)
∑
γ

a+0,γa0,γ+ (B0−B)
∑
τ,γ

(a+0,γaτ,γ+ a+τ,γa0,γ) + (U0−U)a+0,↑a0,↑a
+
0,↓a0,↓.

fADA A "A0. FL EMA AQAJEDGH AHADSW CE C DASOQCD "FKBODFEW. QCEEFJA LFEA~ B > 0 "B0 > 0.
FL EMA EDCHLNAD FHEASDCQ VAEkAAH "VAEkAAH AQAJEDGH CHI FKBODFEFAL. HAFSMVGDFHS LFEAL(
EMA LOKKCEFGH GeAD τ DCHSAL EMA HACDALE HAFSMVGDL( U "U0. FL EMA BCDCKAEAD GN EMA
GH�LFEA xGOQGKV FHEADCJEFGH GN EkG AQAJEDGHL FH EMA DASOQCD "FKBODFEW. LFEAL( γ FL EMA
LBFH FHIA�( CHI a+m,γ CHI am,γ CDA EMA DALBAJEFeA AQAJEDGH JDACEFGH CHI CHHFMFQCEFGH
GBADCEGDL CE C LFEA m ∈ Zν .
oMA NGOD AQAJEDGH LWLEAKL MCeA C ROFHEAE LECEA( EMDAA EWBA EDFBQAE LECEAL( CHI

EkG EWBA LFHSQAE LECEAL ��( 	�* oMA fCKFQEGHFCH H CJEL FH EMA CHEFLWKKAEDFJ cGJb
LBCJA Has* iAE ϕ0 VA EMA eCJOOK eAJEGD FH EMA LBCJA Has* oMA dDLE EDFBQAE
LECEA JGDDALBGHIL EG EMA NDAA KGEFGH GN NGOD AQAJEDGHL GeAD EMA QCEEFJA CHI FEL
FHEADCJEFGHL kFEM EMA VCLFJ NOHJEFGHL t1n,k,p,q∈Zν = a+n,↑a

+
k,↑a

+
p,↑a

+
q,↓ϕ0. oMA LOV�

LBCJA H t
1 , JGDDALBGHIFHS EG EMA dDLE EDFBQAE LECEA FL EMA LAE GN CQQ eAJEGDL GN EMA

NGDK ψt1 =
∑

n,k,p,q∈Zν f(n, k, p, q)t1n,k,p,q∈Zν ( f ∈ las2 ( kMADA l
as
2 FL EMA LOVLBCJA GN

CHEFLWKKAEDFJ NOHJEFGHL FH EMA LBCJA l2((Zν)4).

N.*01*F i�  �� 
��
���� H t
1 

 
����
��� ����� ��� 	�����	� H, ��� ��� ���


��
��
	� Ht
1 	� 	�����	� H �	 ��� 
��
���� H t

1 

 � �	����� 
������!	
�� 	�����	��

�� ��������
 � �	����� 
������!	
�� 	�����	� H
t
1 ���
�� 
� ��� 
���� l

as
2 ((Zν)4).

iAE F : l2((Z
ν)4) → L2((T

ν)4) ≡ H̃ t
1 VA EMA cGODFAD EDCHLNGDK( kMADA T

ν FL EMA

ν�IFKAHLFGHCQ EGDOL* �A LAE H̃t
1 = FH

t
1F

−1. �H EMA ROCLFKGKAHEOK DABDALAHECEFGH(

EMA GBADCEGD H
t
1 CJEL FH EMA fFQVADE LBCJA L

as
2 ((T ν)4), kMADA Las2 ((T ν)4) FL EMA

LOVLBCJA GN CHEFLWKKAEDFJ NOHJEFGHL FH L2((T
ν)4).

\




N.*01*F j�  �� N	��
�� ����
�	�� 	� 	�����	� H
t
1 

 �� �	����� 
������!	
��

	�����	� H̃t
1 = FH

t
1F

−1 ���
�� 
� ��� 
���� H̃ t
1 ���	��
�� �	 ��� �	�����

H̃t
1ψ

t
1 =

{
4A+ 2B

ν∑
i=1

[cos λi + cosμi + cos γi + cos θi]

}
f(λ, μ, γ, θ)+

+ε1

⎡⎣ ∫
T ν

f(s, μ, γ, θ)ds+

∫
T ν

f(λ, t, γ, θ)dt+

∫
T ν

f(λ, μ, l, θ)dl+

∫
T ν

f(λ, μ, γ, k)dk

⎤⎦+

+2ε2

∫
T ν

ν∑
i=1

[cos λi+cos si]f(s, μ, γ, θ)ds+2ε2

∫
T ν

ν∑
i=1

[cosμi+cos ti]f(λ, t, γ, θ)dt+

+2ε2

∫
T ν

ν∑
i=1

[cos γi+cos li]f(λ, μ, l, θ)dl+2ε2

∫
T ν

ν∑
i=1

[cos θi+cos ki]f(λ, μ, γ, k)dk+

+U

∫
T ν

[
f(s, μ, γ, λ+ θ − s) + f(λ, s, γ, μ + θ − s) + f(λ, μ, s, γ + θ − s)

]
ds+

+ ε3

∫
T ν

∫
T ν

[
f(s, μ, γ, l) dsdl + f(λ, t, γ, l) dtdl + f(λ, μ, r, l) drdl

]
.

(1)

N.*01*F o� ��� ν = 1, ��� ε2 = −B, ��� ε1 < −2B (��
����
����� ε2 = −B,
��� ε1 > 2B)�  ��� ��� �

���
�� 
������� 	� ��� 	�����	� Ht

1 

 �	�


�
 	� ���

��
	� 	� N1 
������
� ����� 4 � N1 � 8 :

σess
(
Ht

1

)
= [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z, 3A − 6B + z]∪

∪ [2A− 4B + 2z, 2A+ 4B + 2z] ∪ [A− 2B + 3z,A + 2B + 3z]∪
∪ [2A− 4B + z3, 2A+ 4B + z3] ∪ [2A− 4B + z4, 2A+ 4B + z4]∪

∪ [A− 2B + z + z3, A+ 2B + z + z3] ∪ [A− 2B + z + z4, A+ 2B + z + z4]

��� �

����� 
������� 	� ��� 	�����	� Ht
1 

 �	�


�
 	� � N2 �
��������
� �����

1 � N2 � 3 :
σdisc

(
Ht

1

)
=
{
4z, 2z + z3, 2z + z4

}
,

����� z = A+ ε1, ��� z3, ��� z4 ��� ��� ���
�
	��� �
��������
 	� 	�����	� H
t
1.

N.*01*F p� ��� ν = 1, ��� ε2 > 0, ��� −2(ε22+2Bε2)
B < ε1 <

2(ε22+2Bε2)
B , ����

��� �

���
�� 
������� 	� ��� 	�����	� Ht
1 

 �	�


�
 	� ��� ��
	� 	� ��� N1 
�������

����� 10 � N1 � 16 :

σess
(
Ht

1

)
= [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z1, 3A− 6B + z1]∪

∪ [3A− 6B + z2, 3A − 6B + z2] ∪ [2A− 4B + 2z1, 2A+ 4B + 2z1]∪
∪ [2A− 4B + 2z2, 2A+ 4B + 2z2] ∪ [2A− 4B + z1 + z2, 2A + 4B + z1 + z2]∪

∪ [A− 2B + 3z1, A+ 2B + 3z1] ∪ [A− 2B + 3z2, A+ 2B + 3z2]∪
∪ [A− 2B + 2z1+z2, A+ 2B +2z1+z2] ∪ [A− 2B +z1+2z2, A+ 2B +z1+2z2]∪

∪ [2A− 4B + z3, 2A + 4B + z3] ∪ [A− 2B + z1 + z3, A+ 2B + z1 + z3]∪
∪ [A− 2B + z2 + z3, A+ 2B + z2 + z3] ∪ [2A− 4B + z4, 2A+ 4B + z4]∪

∪ [A− 2B + z1 + z4, A+ 2B + z1 + z4] ∪ [A− 2B + z2 + z4, A+ 2B + z2 + z4]

\�



��� �

����� 
������� 	� ��� 	�����	� Ht
1 

 �	�


�
 	� N2 �
��������
� �����

5 � N2 � 11 :

σdisc
(
Hq

2

)
=
{
4z1, 4z2, 3z1 + z2, z1 + 3z2, 2z1 + 2z2, 2z1 + z3, z1 + z2 + z3,

2z2 + z3, 2z1 + z4, z1 + z2 + z4, 2z2 + z4
}
.

N.*01*F q� �� −2B < ε2 < 0, ���� ��� �

���
�� 
������� 	� ��� 	�����	� H̃t
1



 �	�


�
 	� � N1 
������
� ����� 1 � N1 � 3 :

σess
(
H̃t

1

)
=[4A−8B, 4A+8B]∪[2A−4B+z3, 2A+4B+z3]∪[2A−4B+z4, 2A+4B+z4]

��� �

����� 
������� 	� ��� 	�����	� H̃t
1 

 ����� 
���

,*k*1*Al*4
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������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

hy ry �yoU�vri xv�oUv�hy chv zijv�@j�frvahy�x cjyxo�hy@

Q.� Q.� Q.0O'()P0+

"j�VAbFLECH( oCLMbAHE~ �a r@ vj�.

@OVMCDKGHFJ NOHJEFGHL BQCW CH FKBGDECHE DGQA FH EMA JQCLLFJCQ BGEAHEFCQ EMAGDW*
oMAW IAdHAI VW MCDKGHFJ KC�GDCHEL "LAA ��( 	�.( VW EMA iCBQCJA IFPADAHEFCQ GBADCEGDL
"LAA ���.( VW KACH eCQOA FHAROCQFEFAL "LAA �T�. CHI VW EMA SAHADCQFLAI iCBQCJA GBADCEGDL
"LAA �	( ,+g�.( LG GH* hHA GN EMA KGLE BGBOQCD FL CeADCSFHS GeAD EMA LBMADAL GD VCQQL
GN C LOKKCVQA NOHJEFGH* oMA BQODFBGEAHEFCQ EMAGDW FL VCLAI GH BQODFLOVMCDKGHFJ
NOHJEFGHL* oMAW IAdHAI VW EMA LOVMCDKGHFJFEW GH JGKBQA� QFHAL FH C

n*
oMA FIAC GN IAdHFHS LOVMCDKGHFJ NOHJEFGHL kFEM EMA KACH eCQOA FHAROCQFEFAL GeAD

EMA LBMADAL GD VCQQL QAI OL EG SFeA CH FHEASDCQ JDFEADFGH NGD BQODFLOVMCDKGHFJ NOHJEFGHL*
�A JGHLFIAD FH C

n EMA NGQQGkFHS JQCLL GN AQQFBLGFIL

E(r1, . . . , rn) =

{ |z1|2
r21

+ · · ·+ |zn|2
r2n

� 1

}
,

kMADA rj > 0 NGD CHW 1 � j � n* oCbFHS r1 = R CHI rj = r NGD CQQ 2 � j � n
FH E(r1, . . . , rn) QAE OL IAHGEA E(R, r) := E(R, r, . . . , r), kMADA R CH r CDA BGLFEFeA
HOKVADL* cGD FHEASDCVQA NOHJEFGH u GH D kA JGHLFIAD EMA NGQQGkFHS KACH eCQOA GeAD
E(r1, . . . , rn)

Mu

(
z0, T,E(r1, . . . , rn)

)
=

1

V (r1, . . . , rn)

∫
z0+T◦E(r1,...,rn)

u(ξ) dV (ξ),

kMADA

V (r1, . . . , rn) =

∫
E(r1,...,rn)

dV (ξ) =
πnr21 · · · r2n

n!

FL EMA eGQOKA GN E(r1, . . . , rn)*
oMA dDLE KCFH DALOQE GN EMA kGDb LECEAL CL NGQQGkL

N.*01*F i� ��� D ⊂ C
n �� � �	��
� ��� u �� �� ����� 
��
��	��
��	�


�����
	� 	� D�  ��� ��� �	��	�
�� ��	����
�
 ��� ���
������E
C. u 

 psh 	� DL
�) �	� ��� z0 ∈ D ��� ��� ��
���� ����
@ T �
�� z0 +T ◦E(r1, . . . , rn) ⊂ D ���

�	��	�
�� 
������
�� �	��


u
(
z0
)
�Mu

(
z0, T,E(r1, . . . , rn)

)
;

J. �	� ��� z0 ∈ D ��� ��� ��
���� ����
@ T ����� �@

�
 r0 > 0 
���� ��	���

��� ���� �	� ��� ����� (r1, . . . , rn) �
��max{r1, . . . , rn} � r0 ��� �	��	�
�� 
������
��
�	��


u
(
z0
)
�Mu

(
z0, T,E(r1, . . . , rn)

)
;

\T



I. �	� ��� z0 ∈ D ��� ��� ��
���� ����
@ T ����� �@

�
 r0 > 0 
���� ��	���

��� ���� �	� ��� (R, r) �
�� max{R, r} � r0 ��� �	��	�
�� 
������
�� �	��


u
(
z0
)
�Mu

(
z0, T,E(R, r)

)
;

A. �	� ��� z0 ∈ D ��� ��� ��
���� ����
@ T �
�� z0 + T ◦ E(R, r) ⊂ D ���

�	��	�
�� 
������
�� �	��


u
(
z0
)
�Mu

(
z0, T,E(R, r)

)
.

oMA HA�E KCFH DALOQE GN EMA kGDb FL CH CHCQGSOA GN �QCLJMbA+zDFeCQGe EMAGDAK
NGD psh NOHJEFGHL* cGD EMFL BODBGLA kA IAdHA EMA NGQQGkFHS

DTu
(
z0
)
= lim

R→0
lim
r→0

Mu

(
z0, T,E(R, r)

) − u
(
z0
)

R2

CHI QAE Du(z0) = infT DTu(z
0) kMADA EMA FHdKOK ECbAH CQQ GeAD EMA OHFECDW

KCEDFJAL*

N.*01*F j� ��� u �� �� ����� 
��
��	��
��	�
 �����
	� 
� � �	��
� D ⊂ C
n

�
�� u(z) �≡ −∞�  ��� u 

 psh 
� ��� 	��� 
�

Du(z) � 0 �	� ��� z ∈ D \ u−∞,

����� u−∞ := {z ∈ D : u(z) = −∞}�

,*k*1*Al*4

* G!A-��!�� �� G7924@1.-8.4>7 /0-123 >85 4.= `@@74D>.418= A,>>2c29Db-8� G>7:>249: `D>5 
G9c7 $ %&*% AE&\ @ 

% �����& /� ;7-:-8.= 5- 7> /0-124- K7>==4X9- 59 G1.-8.4-7 AT.0 ;5 AG>24=� K-8.2- 59
a1D9:-8.>.418 {84<-2=4.>42-$ *U[U A%*[ @ 
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% $#=�3=
�&�#&92s=$
2} 6#2�<2�=32^}
2π�6=#2%�2s=$
2} _�3
42� � 6#%$9#&3$9�= L2

$�  � #�����

"9����������( }���)~ }�p�.

%-������7 ����� N / 7�������� �������:��? �����~ Z+ = N ∪ {0}~ R+ /
7�������� ���? 8��������:��? ����� ��Z��������� ���~ L2 / 8�����������
��7���7�? � ��77����7�? � ��������7 8� <�-�)� ��Z��������? 2π�8�������
�����?  ���!�� f, �7�YZ�? �������Y ���7�

‖f‖ def
= ‖f‖L2 :=

(
1

π

2π∫
0

|f(x)|2 dx
) 1

2

.

6���: T2n−1 / ������8����: ������7����? ���)���7���������? 8�����7��
8��'��� � n − 1. }���X� ��������( ��� ��' 8�������:���  ���!�� f ∈ L2(
�7�YZ�� ���������� � �'� _��:�( �������� En−1(f)2 �� ������X�)� 8������
7���:��)� 8��-������' [��7����7� Tn−1 ∈ T2n−1 �����

En−1(f)2 = inf
Tn−1(x)∈T2n−1

∥∥f − Tn−1

∥∥ =
∥∥f − Sn−1(f)

∥∥ =

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

} 1
2

,

)�� Sn−1(f, x) / ������' ��77� 8��'��� n − 1 �'�� _��:�  ���!�� f (
ρ2k(f) = a2k(f) + b2k(f)( k ∈ N( ak(f) � bk(f) / �������� � ��������[  �!�����

_��:�  ���!�� f * $�7����7 L
(r)
2 "r ∈ N( L(0)

2 ≡ L2. �-������7 7��������
 ���!�� f ∈ L2( � ������? 8���������� (r − 1)�)� 8��'��� f (r−1) �-���Y���
��8�������( � 8���������� r�)� 8��'��� f (r) ∈ L2. %-������7 ���7� ��������
m�)� 8��'���  ���!�� f ∈ L2 � X�)�7 h ��7����7

Δm
h (f) :=

∥∥Δm
h f(·)

∥∥ =

⎧⎨⎩ 1

π

2π∫
0

∣∣∣∣∣
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
f(x+ kh)

∣∣∣∣∣
2

dx

⎫⎬⎭
1
2

� ���������7

ωm(f ; t)
def
= sup

{
Δm
h (f) : |h| � t

}
"�.

�8������7 7����: ��8���������� m�)� 8��'���  ���!�� f ∈ L2.
� ��-��� 8������� ������ ��������� � �����������? �������� / $����

���� � ��'  ���!�� f ∈ L
(r)
2 , � ������? 8�����������:��� 8���������� f (s)

"s = 0, 1, . . . , r. 8���������� 8����������� L2, ������� �������� �������� ����

���X�? ���7�����? 8��-������� En−1

(
f (s)

)
�� ������ L(r)

2 .

\\



3�8�7��7( ��� 8�� �����������7� ��8� �������� / $������� � �Y-�7 ����
7��������7 8����������� X 8���7�Y� ������X���' ����

En−1(f)X � χn−rωm
(
f (r),

τ

n

)
X

, r ∈ Z+, τ > 0,

� ������? 8�)��X����: 8��-������' ����������:���  ���!�� f �!��������'
����� �������Y ?������������� )�������� ωm ��7�� 8��-�����7��  ���!�� f
��� ��������� �� 8���������� f (r) ∈ X. q���: ��������� ������ ��������' ����
��? �������� � ����������� �������� / $������� 7���� ��������7� �������
X�? 8��-������� � ����������7 ��������7 7����' ��8���������� "�.*
�����7 �����YZ�Y [�����7��:��Y ?������������� "����� ������X���� 0/0

8���)��7 �����7 ���Y.0

χm,n,r,p,s(ϕ, h) = sup
f∈L(r)

2 ,
f �=const

2mnr−sEn−1

(
f (r−s)

)
2(

h∫
0

ωpm
(
f (r), t

)
2
ϕ(t) dt

) 1
p

, "	.

)�� m,n ∈ N( r ∈ Z+( p ∈ R+( 0 � s � r( 0 < h � 3π/(4n)( ϕ(t) � 0 / ������'
 ���!�'* �������� "	. 8�� r = s( � ��7 ����� ���-��? r( -��� ����������� �
��-���? �* �* ��-����� � p* &* 1��8��� ���( � 8�� r = s( p = 2 �Z� ���:X�
&* &* <�)���7 �	� � 8�� ��������? �������'? 8���7����� m( p � ���������?
������?  ���!�'? ϕ(t) ���)�7� 7���7�����7� "8����-��' ���������� � ��7�
7������'7� �7* � ��+\�.*

6�����:�� ��' f ∈ L
(r)
2 �� 8�����������:��� 8���������� f (s) ∈ L2

"s = 0, 1, . . . , r.( �� 8��������'�� ������� �������� 8�������' �������� �������

X�? 8��-������� En−1(f
(s)) (s = 0, 1, . . . , r) �� ��������7 ������ L(r)

2 . 6�����

��7 ��X���� [��� ������( ��)�� ����������� ?�������������  ���!�� f ∈ L
(r)
2

?����������Y��' ����������7� � ����7 ϕ(t) �������'7� 7������ ��8��������
��� ωm(f (r), t)2. 27��� 7���� �����YZ�' �����7�*

������
 i� "#$%& m,n ∈ N� 0 < p � 2� 0 < h � 3π/(4n)� r ∈ R+�

s = 0, 1, . . . , rL ϕ(t) ? :8$(:+- <#09=4- 0+ (%18398 [0, h]� #*(:,8%:(1-.;+- #$,(�
:4.

(sp− 1)ϕ(t) − tϕ′(t) � 0.

'()*+ 4>88% >8$%( 1+:80$%:(

sup
f∈L(r)

2

2mnsEn−1

(
f (r−s)

)
2(

h∫
0

ωpm
(
f (r), t

)
2
ϕ(t) dt

) 1
p

=

( h∫
0

(
sin

nt

2

)mp
ϕ(t) dt

)− 1
p

. "T.

6���: Ψ(t) "t � 0. / 8�������:��' ���-���YZ�' ��8����' ����  ���!�'

����'( ��� Ψ(0) = 0* s���� W (r)
p,h(ωm, ϕ) �-������7 �����  ���!�� f ∈ L

(r)
2 ( ��'

������? 8�� ���? m,n ∈ N( r ∈ R+( 0 < p � 2( 0 < h � π/n ��8���'���' �������

h∫
0

ωpm
(
f (r), t

)
2
ϕ(t) dt � Ψ(h).

\m



9�8��: ��7���7( ��� �� ��������� "T. ��' 8�������:���  ���!�� f ∈ L
(r)
2

(r ∈ Z+) 8�� �Y-�7 s = 0, 1, . . . , r �������� �����������

En−1

(
f (s)

)
2
� 1

2mnr−s

(
h∫
0

ωpm
(
f (r), t

)
2
ϕ(t) dt

) 1
p

(
h∫
0

(
sin nt

2

)mp
ϕ(t) dt

) 1
p

.

9��-����' ����� ������ �������� ��������

sup
{
En−1

(
f (s)

)
2
: f ∈W

(r)
p,h

(
ωm, ϕ

)}
.

$8��������� �����YZ�' �����7�*

������
 j� "14 ,./67 m,n ∈ N� r ∈ R+� 0 < p � 2� 0 < h � π/n 4

s = 0, 1, . . . , r 4>88% >8$%( 1+:80$%:(

sup
{
En−1

(
f (s)

)
2
: f ∈W (r)

p,h

(
ωm, ϕ

)}
= 2−mn−r+s

( h∫
0

(
sin

nt

2

)mp
ϕ(t) dt

)− 1
p

Ψ(h).

a
���
���
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

q&�&s& %692�&<`3%p% �6#&�<=32^
�<^ |�%<142%33>} �#&�3=32�( %62$>�&1�2}
6%<q��== 9=s=32= �^q
%�6#�p%� �2�
%$92

7�  �  ������ "#����'( �������~ �p�."
%� =� ?
�
�����
	 "#����'( �������~ �p�.

#���7���������' ������ �8��7��:��)� �8�������' ��' �������� ����)���
��  ����!���:��� �����7�( �8�����YZ�� 8����Z�� ������� �����7��7��
�'����8��)�� ����� � 58�7'�:Y; � �)���������� �-����� Ω ⊂ R3 � )����!�� ∂Ω
�� 8��7������ ���7��� [0, T ]0

∂v

∂t
− μΔv −

t∫
0

h(s, t)Δv( · , s) ds +∇π = f , divv = 0 � QT , (1)

v = 0 ∂Ω× (0, T ), (2)

v( · , 0) = 0 � Ω, (3)

f ∈ F, (4)

Jξ(v, f) = ξ
∥∥v− ṽ

∥∥2
L2(QT )

+ (1− ξ)
∥∥f∥∥2

L2(QT )
→ min, (5)

)�� QT := Ω× (0, T )( v : QT → R3 / ������� ���!�' ��������( π : QT → R /
 ���!�' �������'( μ > 0 / ��[  �!���� �'������( h : [0, T ]× [0, T ] → [0,∞) /
'��� �'����8��)����( f : QT → R3 / ���X�'' ���� "�8����'YZ�'  ���!�'.(
F / 7�������� ��8����7�? �8��������( Jξ / !������  ���!�����( ξ / ����
����� 8���7���( ξ ∈ (0, 1)( ṽ : Ω → R3 / �������' ������� ���!�' "�����7��
8��� ���������.( �8������� ∇( Δ � div �-������Y� �������������� )�������(
��8������ � �����)��!�Y 8� 8��������������7 8���7����7 x1( x2( x3*
� ����������7 ������ h(s, t) ≡ 0 8��?���7 � ��������������7 [���Y!��

����7 ��������'7 3��:� / $�����* =��� 8������: h(s, t) ≡ b exp(a(s− t))( ��
�����7� "�. �������' � ��������������7 ��������'7 �������' �'����8��)��
�������� ��8� ���  ���� / %������� ��( 	�* &88�����7������' �8����'��
7���: �����������YZ�? ��������� ����������� � �T�*
� ������ ��-��� 7� �� -���7 �)���������:�' ���������7 ��-���7 '��� �'��

���8��)���� / ����7����7 �-Z�Y �����!�Y( 8���8���)�' ��X:( ���  ���!�' h
��8�������* %������' !��: / ���������: ����������Y �����X�7���: ������
�8��7���!�� "�.+"\. � ������ ���-�? ��X����*
������7�' ��8��:�����: ����������� �-��������' ��' 8����������� <�-�)�

L2(Ω) � 8����������� $�-����� W1
2(Ω)  ���!��( �������? �� �-����� Ω � ��

�������'7� � R3* �����7 ����� �����YZ�� 8�����������0 Y := {w ∈ C∞(Ω) :
supp w ⊂ Ω � divw ≡ 0}, H / ��7������ Y � L2(Ω)( V / ��7������ Y
� W1

2(Ω).

\g



6���8�����7( ��� ��8������ ������ ������'0
"F. )����!� �-����� Ω '��'���' �����:�����8X�!����~
"FF.  ���!�' h : [0, T ]× [0, T ] → [0,∞) ��8�������~
"FFF. ��8������ ���Y����� ṽ ∈ L2(0, T ;H);
"Fe. 7�������� F ��8���� � ��7����� � L2(0, T ;L2(Ω))*

����������� �� 8��"*' ��6 ����6 ��' �����7� "�.+"\. -���7 �������:
8��� ������� ���!�� (f ,v) ����Y( ���

f ∈ F, v ∈ L2(0, T ;V) ∩C([0, T ];H), v( · , 0) = 0

� ��' �Y-�� ������� ���!�� w ∈ V ��8������ �����YZ�� ���������0

d

dt
(v,w)L2(Ω)+μ

(∇v,∇w
)
L2(Ω)

+

( t∫
0

h(s, t)∇v( · , s) ds,∇w

)
L2(Ω)

= (f ,w)L2(Ω),

)�� �8������ d/dt �-�������� �-�-Z����Y 8���������Y 8� t*
��������� ���? ��8����7�? 8�� �-������7 ����� M(F).
��' �Y-�)� �8�������' f ∈ F ��Z������� �����������' 8��� (f ,v), 8���

�������Z�' 7�������� M(F)* |�� 8�����'�� ��������� �8�������: �8������
�8�������' K*

����������� �� 9����'���� "���%��� , -���7 �������: ���-�������

K : F ⊂ L2(0, T ;L2(Ω)) → L2(0, T ;H), K(f) := v,

)�� f ∈ F � v / �����' ��78������ 8��� (f ,v) ∈ M(F).

����������� �� ����7 )������:( ��� ������� ���!�' f∗ ∈ F '��'���' ���

' ������� "���%��� �� � �����7� "�.+"\.( ����

ξ
∥∥K(f∗)− ṽ

∥∥2
L2(0,T ;H)

+ (1− ξ)
∥∥f∗∥∥2L2(0,T ;L2(Ω))

=

= inf
{
ξ
∥∥K(f)− ṽ

∥∥2
L2(0,T ;H)

+ (1− ξ)
∥∥f∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω))
: f ∈ F

}
.

%������� �����:��� ��-��� � ��7�������� � �����YZ�� �����7�*

������
� "#$%& :62(,0806 #$,(:4- "F.+"Fe.� '()*+ : $4$%8>8 "�.+"\. $#;8�
$%:#8% 8*40$%:800(8 (2%4>+,&0(8 #21+:,8048� "14 O%(> :89%(1�<#09=4- f∗ ∈ F
-:,-8%$- (2%4>+,&06> #21+:,8048> %()*+ 4 %(,&9( %()*+� 9()*+ :62(,080( :+�

14+=4(00(8 081+:80$%:(

ξ
(
K(f∗)− ṽ,K(f)−K(f∗)

)
L2(0,T ;H)

� (1− ξ)(f∗, f∗ − f)L2(0,T ;L2(Ω)) ∀ f ∈ F.

���������:���� [��� �����7� �������� �� 8��������� 8��-�������? ��X��
��� 8� 7����� _�[�� / p��������( ������ [���)��������? �!����( ��������
������� �8������� �8�������' � 8��7������ ��77� � ��Z���������� � �����
���������� 7���������� 8����!�� ����� �� ��8����� ��7������ 7�������� � ���
Z��������7 )��:-������7 8�����������*
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

$2$9=�& 3=%�3%#%�3>} 239=p#&<`3>} �#&�3=32�
926& $�=#9
2 $% $9=6=33%� 3=<23=�3%$9`1�

=� >�  �K
;��

"#����'( p������~ sp6�( sp�.

2�������' �����7� ���������? ����)���:��? ��������� ��8� �������( ����
����YZ�? 8�� �8������ 8��!����� �� ��:���!�� ��������( ���8����������'
������? ���� � ���-�?( ��������' ��� 8�� ������8������� � ���)�? "8����-�
���( �7* ��( 	�.* 6������� ������������ �8������� �!���� ��X���'( �� ������
������? 8�������� 8����� 7���������� 8����������� � 7�����7 ������? 7�����
�������� ����������' �����X�7���: ������ �����7� � [��7 8�����������* 6��
������( ��� ��X���� 7���� ����� 7�����7 8�����������:��? 8��-������� �
����������� �!���� �������� �? �?���7����* �����������( ��� ��X���� '��'���'
�����������7 � �� ���7 ������ ��8�������? ������!����:��?  ���!��*
2���( �������7 �-{����7 �����������' � ������ ��-��� '��'���' �����7�

uαi (x) =
n∑
j=1

x∫
0

kij(x− t)uj(t) dt+ fi(x), α > 1, x > 0, i = 1, n, (1)

� ������� '��� � �������������� ����������'Y� �� [0,∞) ������'70

kij ∈ C[0,∞), kij(x) �� �-���Y� � kij(0) = pij > 0, (2)

fi ∈ C[0,∞), fi(x) �� �-���Y� � fi(0) = 0. (3)

#�X���' �����7� "�. ���������Y��' � ������

Q0,n =
{
u : u =

{
ui
}n
i=1
, ui ∈ C[0,∞), ui(0) = 0 � ui(x) > 0 8�� x > 0

}
.

a���
 i� "#$%& :62(,0806 #$,(:4- (2) 4 (3)� S$,4 u ∈ Q0,n -:,-8%$- 18�

Q8048> $4$%8>6 (1)� %( *,- ,./67 x ∈ [0,∞) 4 i = 1, n $21+:8*,4:6 (=8094E

Ln(x) ≡
[
(α− 1)np

α

] 1
α−1

x
1

α−1 � ui(x) �

�
[
n

x∫
0

n∑
i,j=1

kij(t) dt+

( n∑
i=1

fi(x)

)α−1
α

] 1
α−1

≡ Rn(x), )*8 p = min
1�i,j�n

pij.

�M�)��� ����
���� ��� ���������� �������	� ������������ ���	� � ���w��� �)������F
��� Mx � ���	�N ���
������ ���������������� ������� � ������������ � P��
�w����� S &\('
&E'%&%*'&\* �� %U *% %&%& 

m	



������ �� =��� kij(x) = C > 0 � fi(x) = 0( �� u(x) = {ui(x)}ni=1( )��

ui(x) = Fn(x) ≡
[
C
α− 1

α
n

] 1
α−1

x
1

α−1 ,

'��'���' ��X����7 �����7� "�.( �* �* �!���� ����� �� ��77� � ������X��7�*

�����7 �����YZ�� �����  ���!��0

Pb,n =
{
u : u =

{
ui
}n
i=1
, ui(x) ∈ C[0, b] � Ln(x) � ui(x) � Rn(x), ∀ i = 1, n

}
,

)�� b > 0 / 8�������:��� �����( � 8���8�����7( ��� ��8������ �Z� ������'0

∃ ηij ∈ (0, b) : max
1�i�n

n∑
j=1

kij(ηij) < αpn, sup
0<x�b

1

x

( n∑
i=1

fi(x)

)α−1
α

<∞. (4)

%8������7 � ������ Pb,n ������'��� �b( 8������

�b(u, v) = max
1�i�n

sup
0<x�b

|ui(x)− vi(x)|
x

1
α−1 eβx

,

)�� u = {ui}ni=1( v = {vi}ni=1( � ����� β �8�������� ���������7

β = max
1�i,j�n

βij , )�� βij =
1

p
sup

ηij�x�b

kij(x)− p

x
.

q�8�X�7 �����7� "�. � �8��������7 ����0 u = Tu( )�� T = {Ti}ni=1(

(Tiu)(x) =

(
n∑
j=1

x∫
0

kij(x− t)uj(t) dt+ fi(x)

) 1
α

, α > 1, x > 0, i = 1, n.

������
 i� "#$%& :62(,0806 #$,(:4- (2)T(4)� '()*+ $4$%8>+ (1) 4>88% :
9(0#$8 Q0,n "4 : Pb,n 214 ,./(> b > 0. 8*40$%:800(8 18Q8048 u∗� U%( 18Q8048
>(C8% /6%& 0+F*80( : Pb,n >8%(*(> 2($,8*(:+%8,&067 214/,4C804F 2( <(1>#,8
un = Tun−1� n ∈ N� 21458> $21+:8*,4:+ (=809+ $9(1($%4 47 $7(*4>($%4

ρb(un, u
∗) � μn

1− μ
ρb(Tu0, u0), )*8 μ = (α pn)−1 max

1�i�n

[
n∑
j=1

kij(ηij)

]
< 1,

+ u0 ∈ Pb,n 8$%& 21(43:(,&0+- <#09=4- "0+5+,&0(8 214/,4C8048.�

� ����Y����� ��7���7( ��� � �T� -��� ����7������ �����7� ���������? �����
����� ���� "�.( � � �,� -��� ������� �����7� ����)���:��? ��������� ��8�
������� � 7��������� "�� �-'�����:�� ���8�����. �����������:Y*

a
���
���


* .��!��'��� (� I18748->2 �17.-22> -X9>.418= >85 @03=4D>7 >@@74D>.418= YY ;?.2>D.> 6>.0 A
*U]U A�17 T$ S % AG (*'\T 

% ��P�]2� �� 7� L�
������� ��������� ���� �����	� A� � x�����
��$ %&&U AE&T � 
E ��P�]2� �� 7�� 
�
�M��`8a 7� 
�� O3�]2� �� O� O������
!��� ��������� ���� �����	�

�� ��������� ��
��������!~ � �N ������� YY |�	
 RL PPPM A*UU& A� E**$ S ( A
P *&E('*&EU 

T ��P�]2� �� 7� ���������� ������ ���������N ���������� 	 ��	������ ��
�������
�����
����� �������
!��� ���������� � �N �������� � Lp,n(ρ) A%] � |�� � #OLO�O
*% &% *U]*$ S []TF]* 

mT



������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
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������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� �$9%�s2�%$92 3=<23=�3%� &�9%�&92s=$
%� $2$9=�>
�6#&�<=32^ $ q&6&q�>�&1�=� %�#&93%� $�^q`1

 �  �  K�
��� "��-�������( 3����~ 3��p62."
9� :� :��
��� "��-�������( 3����~ 3��p62."
S� 8� ?��
��� "��-�������( 9�X����~ 9�Xp9�.


����������� 7���� 8��������' 8�����������  ���!�� X����� ��8��:�����
�' 8�� ��X���� ������ ������������ �������? ���!�������? �����7* |  ���
������ �������� ������������ �������? ���!�������? �����7 � 8����'���7
��8���������7 8������� � ���* q�7���7( ��� 8��7������ �������? ���������
����: ������ ����� �����!����������� ?����������������)� ��������'* � ����
�:� �	� � 8�7�Z:Y 7�����  ���!������� <'8����� � ������ 8�����:��? �����
����� ��X��� ������ �- ���78���������� ������������ ��X���� ��������7��?
�����7  ���!�����:�����  ����!���:��? ���������*
�����  ���!�� <'8����� ��8��:�����' � ������? �- ������������  ���!��

����:�����  ����!���:��? ��������� �T�* � ��-���? �,( \� 8������� ��������
7�����  ���!�� <'8����� ��' ��������7��? �����7  ���!�����:�����  ��
���!���:��? ��������� � ��8��:�������7 7����� ��������' � ������ 8�����:�
��? ���������*
� �����'Z�7 ������ �� ������ �����:����� �,( \� ��X����' ������ �- ���78���

�������� ������������ ���������� �����7� ����7��������)� �8�������' � ���
8���������7 � ��������� �-������ ��'��*
#���7����7 ������ �- ������������ ���������� �����7� ����7��������)�

�8�������' "�7* ���* �. � ��8���������7 � ��������� �-������ ��'��* ����7���
[��� �����7� �8��������' �����YZ�7� ��������'7�0

ẍ(t) + 2μẋ(t) +mx(t) = Aζ(t), "�.

ÿ(t) + 2λẏ(t) + ky(t) = αx(t) + βu(t), "	.

ζ(t) = σz(t), "T.

z(t) = γy(t) + εδy3(t), ",.

u(t) = Bζ(t− h(t)), "\.

)�� 8�������� �8����'�7�)� �-{���� �8��������' ���������7 "�.~ ���������
����������:��)� [��7���� �7��� ��� "	.~ ����7��� ���)����' �8��������' �����
�����7 "T.~ ",. / ��������� ��������'( � "\. / ��������� ��8�������:��� �-�
������ ��'��* q���: �������� λ � μ / ��[  �!����� 8��8��!�����:����� ����
��8������? ���~ k � m / ��[  �!����� 8��8��!�����:����� 8����!���:��?
���*

m,



���� �� P���	������ �N��� ������� �����������	��� �����
���� 

#�X�' ������( ��?���7 �����YZ�� ������� 7����7��:��)� �������' ��8���
������' � !�8� �-������ ��'��( 8�� ������7 ��?���'���' �������� �����7�����
���78���������� ������������ ������)� ��X���' �����7� "�.+"\.0

h0 �
1

2|Bβγσ|λ1
(− |εδBβσ|δ21 +

+ max
(
k1 − |α| −Bβγσ, |α| +Bβγσ + 2λ21 − k2

) )
.

"m.
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�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +


�&q2����=#3&^ %�#&93&^ q&�&s&
�<^ �#&�3=32^ $ 6&�^9`1

T�  �  K�
���
"#����'( �����������~ 1�2 �34 #&3( $
4�2 �34 #&3."

S� 9� ���
��


"#����'( �����������~ 1�2 �34 #&3( $
4�2 �34 #&3.


�� ��������( ���� 8�7'�� ����� 8�� ���8����������� � ��� �8��)�?( ����
��������? � [������7�)�����? ���� ���� -���� ������ �8������ 8��!�����( 8���
��?��'Z�? � [��? �����?* ������ ������������ ������ !��:Y ��X��: ��� ������*
6����' ������ ��'���� � �8���������7  ���!�� "'��� ����)���:��)� �8����
����.( �8�����YZ�� '������ 8�7'�� �����* �����' ������ / � �8���������7
?������������� ����� � �����7 ���'��'  ���!�� 8�7'��* 2����������� -����
�����' �� ��-���? ��( 	�*
��' (x, z, t) ∈ R

3( z > 0 ����7����7 ��,�": (���7" �8��������'  ���!��
u(x, z, t) �� ����)�����  ����!���:��)� ��������'

utt − uxx − uzz − q(x, z)u =

t∫
0

k(τ)u(x, z, t − τ) dτ, z > 0, (x, t) ∈ R
2, "�.

u
∣∣
t<0

= 0,
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=+0

= δ′(x)δ′(t), "	.

)�� δ′(·) / 8���������' ���:��� ���!�� ������~ q(x, z) / ��[  �!����( ?��
���������YZ�� �������� �����( � ������� ���8�������'���' �������� 8��!���~
k(t) / '���( �8�����YZ�� 8�7'�: �����*
�����7  ��7��:�� 8���7��� 7������ ε0{

u(x, z, t) = u0(x, z, t) + εu1(x, z, t) +O(ε2),

q(x, z) = q0(z) + εxq1(z) +O(ε2),
"T.

q0(z) ≡ q0 ≡ const 8���8���)����' �������� ���������*
������ ��������� �������� ���-�Y ������7���: �� 8���7����� x*
6�������'' "T. � "�. � "	.( 8�����7 ��� ������*

i� T
�
�
 ���������
� u0(x, z, t) 
 k(t)�

(u0)tt − (u0)xx − (u0)zz − q0 · u0 =
t∫

0

k(τ)u0(x, z, t− τ) dτ, z > 0, (x, t) ∈ R, ",.

u0
∣∣
t<0

= 0,
∂u0
∂z

∣∣∣∣
z=0

= δ′(x)δ′(t). "\.

mm



�������� ���� � �� 3���� u0(x, z, t) � k(t)( �?��'Z�� � ",.+"\.( ���� ���
�������:�� 8���-��������' _��:� Fx[u0](ν, z, t) ��' ��������)� �������' 8����
7���� ν ��������

Fx[u0](ν, z, t)
∣∣
z=0

= −iνδ(t) + f0(ν, t)θ(t), t ∈ R. "m.

������
 i� "#$%& T > 0 <49$41(:+0( 4 :62(,0806 $,8*#.;48 #$,(�

:4-E f0(ν, 0) = 0� (f0)
′
z(ν, 0) = − q0−ν2

2 � f(ν, t) ∈ C2[0, T ] *,- 089(%(�

1()( 30+5804- 2+1+>8%1+ ν. '()*+ (/1+%0+- 3+*+5+ "�.T"	.� "m. : (/,+$%4

GT = {(z, t) : 0 � z � t � T − z} 4>88% 8*40$%:800(8 18Q8048 k(t) ∈ C[0, T ]�

j� T
�
�
 ���������
� q1(z)" u1(z, t) ��
 
�������K u0 
 k(t)�

(u1)tt = (u1)zz + xq1(z)u0(x, z, t) + q0u1(x, z, t) −
t∫

0

k(τ)u1(x, z, t − τ) dτ, "].

u1
∣∣
t<0

= 0,
∂u1
∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0, z > 0, (x, t) ∈ R. "n.

�������� ���� � �* 3���� u1(x, z, t) � q1(z)( �?��'Z�� � "].+"n.( ���� ���
�������:�� 8���-��������' _��:� Fx[u1](ν, z, t) ��' ��������)� �������' 8����
7���� ν ��������

Fx[u1](ν, z, t)
∣∣
z=0

= f1(ν, t), t > 0. "g.

������
 j� "#$%& u0(x, z, t) 4 k(t) -:,-.%$- 18Q804->4 3+*+54 ",.T"m.� '(�
)*+ : (/,+$%4 GT $#;8$%:#8% 8*40$%:800(8 18Q8048 (/1+%0(F 3+*+54 "].T"g.
q1(z) ∈ C[0, T/2].

q����� ",.+"m.( "].+"g. ����'��' � [�����������7 ��7�����7 ���������7
�����7�7 ����)���:��? ��������� ���:����� �����)� ����* ����� 8��������
�' ����������!�' 8����������� GT ( � �����������YZ�� ����)���� ��7��'Y��'
�����������7�  ��7���7�* #����� ����������?  ���!�� 8��������' 8� ������
������7  ��7���7* �����������: 8�����'���: ��X�7�����7 �����? �-������
������* #����:���� ��X���' [��? �-�����? ������ 8�����'Y� ��������: 8��
����������� ����� 8�� ������� �� ?������������*

a
���
���


* 1��_2��=�8�345 �� ��� <��2
�832 @� �� ��������� �	����	� � �
�)� ���������
!��F
������������ ����� YY ��� ���� ��� �Q�O A%&&] A/ E(T AK ]*'UU 

% @�
�4�� @� 
� Q)������ ������ ������
���� ���N 	�r���������� � ����� �������F
�����������
!��� ��
����� ��������� YY P�) ���� ������� ����� A%&&U A� *%$
S E AK %]'T& 
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%�#&93&^ q&�&s& 6% %6#=�=<=321 6%#^�
&
�#%�3%� 6#%2q�%�3%� � �%<3%�%� �#&�3=322

C� C�  U���� "��-�������( 2� &3 #��."
#� W� V
	�
�� "��-�������( 9�X����~ 3���.

� ��-��� ����������� �-�����' ������ 8� �8��������Y 8��'��� ���-��� 8���
�������� � �7���� p�����7��� / 
�8��� � �������7 ��������� � 8�������:��7
8��������:��7 ��7���8�'�����7 �8�������7 A*
6���: A / 8�������:��� 8��������:��� ��7���8�'������ �8������ � ���

8���-��:��7 )��:-������7 8����������� H* 6���8�����7( ��� A �7��� 8����Y
� H �����7� �������7��������? ��-�������?  ���!�� {vk} � ������� 7�����
���� ������!����:��? ��-�������? �������� λk*
���-��' 8���������' � �7���� p�����7��� / 
�8��� 8��'��� β(

k − 1 < β � k( k ∈ N( ��  ���!�� h( �������� �� [0,∞)( �8�����'���' 8�  ���
7��� "�7* ��8��7��( ��( �* �,~ 	�.

Dβ
t h(t) =

1

Γ(k − β)

t∫
0

h(k)(τ) dτ

(t− τ)β+1−k , t > 0,

8�� �������( ��� 8����' ����: ��������� ��Z�������* q���: Γ(t) / )�77�  ����
!�' |�����*
6���: β ∈ (1, 2) / �������� ����� � �-������7 ����� C((a, b);H) 7��������

��8�������?  ���!�� u(t) �� t ∈ (a, b) �� ��������7 � H* #���7����7 ������

�X�0

Dβ
t u(t) +Au(t) = f, 0 < t � T, "�.

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ, "	.

)�� f ( ϕ � ψ / �������� ������� �� H*

����������� �� _���!�Y u(t) �� ��������7� u(t), u′(t) ∈ C([0, T ];H)(
Dβ
t u(t), Au(t) ∈ C((0, T ];H) � ����������'YZ�Y ������'7 "�.+"	. -���7 �����

���: ��X����7 ������ 
�X� "�.+"	.*

%-������7 ����� Eρ,μ(t)  ���!�Y �����)�<�  ����( � ����� hk / ��[ �
 �!����� _��:� [��7���� h ∈ H 8� �����7� ��-�������?  ���!�� {vk}0
hk = (h, vk)*
6���: τ / 8�������:��� ����������:��� �����* �����7 ���8��: �8������

�� Aτ ( �������YZ�� � H 8� 8������ Aτg =
∑∞

k=1 λ
τ
kgkvk. %�������( �-����:

�8��������' �����)� �8������� �7��� ���

D(Aτ ) =

{
g ∈ H :

∞∑
k=1

λ2τk |gk|2 <∞
}
.

mn



������
 i� "#$%& ψ, f ∈ H 4 ϕ ∈ D
(
A

1
β
)
� '()*+ 18Q8048 3+*+54 R(Q4

8*40$%:800( 4 4>88% :4*

u(t) =
∞∑
k=1

[
ϕkEβ,1

(− λkt
β
)
+ ψktEβ,2

(− λkt
β
)
+ fkt

βEβ,β+1

(− λkt
β
)]
vk, "T.

)*8 1-* $7(*4%$- : H 214 t � 0�

6���: ��8��: β ∈ (1, 2) / ����������� 8���7���* %������� !��:Y ������ ���
-��� '��'���' ������������ �-������ ������ 8� �8��������Y [��)� 8���7����*
=����������( ��' �8��������' β ���-?���7� �������: ��8�������:��� �������*
� �����'Z�� ��-��� � �������� ��8�������:��)� ���:7�7 ������� � ����

U(β; t0) ≡ (u(t0), vk0) = d0, t0 � T0, ",.

)�� d0 / �������� �����( T0 / 8��������:��� �����( ������� �8�������� ����(
� k0 � 1 / 8�������:��� !���� �����( ��� f2k0 + ϕ2

k0
+ ψ2

k0
�= 0 "��������( �����

����� ��Z�����Y�( ��� ��� f ( ϕ � ψ �� '��'Y��' �������7���� ���'7�.*
6�� ��X���� �-������ ������ -���7 ������:( ��� 1 < β1 � β � β2 < 2, )��

β1 � β2 / 8�������:��� �������� ����� �� �����������YZ�? ����������*
��' ��)�( ���-� ��������� ",. ���������:�� β �7��� ��X����( ��������( ���

����� d0 �� 7���� �������:�' 8�������:��7 �-����7* 3��-?���7�7 �������7
�����X�7���� ��������' ",. '��'���' ��8������� �����YZ�)� ���Y����'0

d0 ∈
[

min
β∈[β1,β2]

U(β; t0), max
β∈[β1,β2]

U(β; t0)
]
. "\.

q����� "�.+"	. �7���� � ��8�������:��7 �������7 ",. -���7 �������: ���

��'��6 (���7�6*

����������� �� =��� u(t) '��'���' ��X����7 ������ "�.+"	.( ����������
�'YZ�� ������� ",.( �� 8��� {u(x, t), β}( β ∈ [β1, β2]( -���7 �������: ��X����7
�-������ ������*

a���
 i� "#$%&

ψ, f ∈ H; ϕ ∈ D(A 1
β1

)
"m.

4

‖ψ‖ + ∥∥ϕ−A−1f
∥∥ �= 0. "].

'()*+ 0+F*8%$- 54$,( T0 = T0(k0) %+9(8� 5%( 214 t0 � T0 <#09=4- U(β; t0)
-:,-8%$- $%1()( >(0(%(00(F 2( β ∈ [β1, β2]�

2� [��� ��77� ��������7 �-����7 �������� �����YZ�� �������� �����:���
������ ��-���*

������
 j� "#$%& :62(,0806 #$,(:4- "m. 4 "].� '()*+ 214 t0 � T0 18Q8048
(/1+%0(F 3+*+54 $#;8$%:#8% 4 (0( 8*40$%:800(�

a
���
���


* Y�P� �� 6� ��������� � ������N ����������N ���)���� �����	� A� � L��	�$ %&&( 
% 72�2b�82�� V� m�������� � ������� ����� R
�	��� L�	��������� g��������� Q 
�F

�����N ����������$ ������F���	����$ r
�������� � ���)��N ����������N A� � ����$
%&*] 
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�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% $2<`3>} #=�=32^} �#&�3=32� 3&�`= / $9%
$& / _%�p9&
$ 3=%�3%#%�3>� 
#&=�>� �$<%�2=� �2#2}<=

%� =� ?
�
�����
	

"#����'( �������~ �p�.

#���7����7 �����:���������Y ������ ��' ��������� 3��:� / $����� /
_��)��( 7�������YZ�? �����������X���' ������� �����7��7�� �'����8��)��
��������0

P
∂u

∂t
+ P

[
3∑
i=1

ui
∂u

∂xi

]
− νPΔu− αP

∂(Δu)

∂t
= Pf � Ω× (0, T ), (1)

∇u = 0 � Ω× (0, T ), (2)

u = ϕ �� ∂Ω× (0, T ), (3)

u
∣∣
t=0

= u0 � Ω, (4)

)�� Ω / �)���������' ���?7����' �-����: � )����!�� ∂Ω ∈ C 2~ (0, T ) / ������
��� 8��7������ ���7���~ u / �������: ������' ��������~ f / 8��� ���X��?
���~ P / 8������� <��[~ α � ν / 7�������:��� ���������( α > 0 � ν > 0* x�7�
���� ∇ � Δ �-������Y� )������� � ��8������ 8� 8��������������7 8���7���
��7 x1( x2( x3*
6���8�����7( ��� ∫

∂Ω

ϕn dS = 0, u0

∣∣
∂Ω

= ϕ(0), (5)

)�� n = n(x) / ���X�'' ���7��: � 8����?����� ∂Ω � ����� x*
�����7 �����YZ�� 8�����������0

H2
σ(Ω)

def
=
{
v ∈ H2(Ω): ∇v = 0 � Ω

}
,

Ḣ
3/2

(∂Ω)
def
=

{
ω ∈ H3/2(∂Ω) :

∫
∂Ω

ωn dS = 0

}
.

������������ ; ����� ��&�� �� ������ "�.+",. -���7 �������: �������
 ���!�Y u ∈ C1([0, T ];H2

σ(Ω)) ����Y( ��� γ0u = ϕ( u(0) = u0 �

Pu′ + P

[
3∑
i=1

ui
∂u

∂xi

]
− νPΔu− αPΔu′ = Pf , t ∈ (0, T ),

)�� γ0 / �8������ ����� �� ∂Ω � u′ / 8���������' ������� ���!�� u 8� t*

]




%������� �����:��� ��-��� � ��7�������� � �����YZ�� �����7�*

������
� "#$%& :62(,0806 #$,(:4- $(),+$(:+04- "\. 4 4>8.% >8$%( $,8*#�
.;48 :9,.5804-E

f ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
, ϕ ∈ C1

(
[0, T ]; Ḣ

3/2
(∂Ω)

)
, u0 ∈ H2

σ(Ω).

'()*+ $#;8$%:#8% ε0 > 0 %+9(8� 5%( 8$,4

‖f‖C([0,T ];L2(Ω)) + ‖ϕ‖C1([0,T ];H3/2(∂Ω)) + ‖u0‖H2
σ(Ω) � ε0,

%( 0+5+,&0(�91+8:+- 3+*+5+ "�.+",. 4>88% 8*40$%:800(8 $4,&0(8 18Q8048 u
: 089(%(1(F (%916%(F (918$%0($%4 U %(594 0 : 21($%1+0$%:8 C1([0, T ];H2

σ(Ω)).

!��� ����� �����' ��-��� '��'���' 8����������7 ����:� ���( � �������
����������� )��-��:��' �����X�7���: "� ������ ���:��? ��X����. ���������
3��:� / $����� / _��)�� � �)���������� �-����� 8�� ������7 ������� 8�����
8���' u|∂Ω = 0*

a
���
���


* �!�!'������ S� G� ,.218C =179.418= 1H .0- 48D1:@2-==4c7- I><4-2',.1b-='�14C. :15-7 YY
6>.0-:>.4D= A%&%& A�17 ] A`2.4D7- �a *]* a^�� *& EEU&Y:>.0]&%&*]* 

]�
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

ry �y�Uv@U zvh�iUa chv ofU fUro U�jro�hy r@@hx�roUu
��of ofU lrxh�� hzUvrohv�

6� 6*XY0()P
"�C�CbMLECH( rQKCEW( �C�yj~ �CLbAQAH( @uj~ �AQSFOK( �MAHE( �MAHE jHFeADLFEW.

Z� N0XF)2)FY*P0+
"�C�CbMLECH( rQKCEW( �C�yj( �aaa~ �AQSFOK( �MAHE( �MAHE jHFeADLFEW.

�H EMFL kGDb kA JGHLFIAD CH FHeADLA BDGVQAK NGD EMA fACE AROCEFGH CLLGJFCEAI
kFEM EMA lCJGVF GBADCEGD

Δα,β = A−1
α,β(t)

d

dt

(
Aα,β(t)

d

dt

)
, t ∈ (0,+∞), (1)

kMADA Aα,β(t) = 22ρ(sinh(t))2α+1(cosh(t))2β+1( ρ = α + β + 1( kFEM α � −1/2 CHI
β ∈ R* �A JCH DAkDFEA EMA A�BDALLFGH "�. FH EMA NGDK

Δα,β =
d2

dt2
+ g(t)

d

dt
,

kMADA g(t) = (2α + 1) coth(t) + (2β + 1) tanh(t)* oMA LFHSOQCD BGFHEL NGD Δα,β CDA 0
CHI +∞* limt→+∞ g(t) = 2α+2β+2 = 2ρ* oMA LBAJEDCQ IAJGKBGLFEFGH GN EMA lCJGVF
GBADCEGD kCL JGHLFIADAI VW a* cQAHLEAI�lAHLAH FH �g]	 ���*

,*k*1*Al*4

* I��'�&�A\��'��' /� G>7-3Fy4-8-2 .3@- .0-12-:= H12 > 54W-2-8.4>7 1@-2>.12 D188-D.-5 d4.0
=3::-.24D =@>D-= YY `2b 6>. A*U\% A�17 *& AG *TE'*[% 

�/04= 2-=->2D0 d>= H985-5 c3 .0- ,D4-8D- K1::4..-- 1H .0- 6484=.23 1H ;59D>.418 >85 ,D4-8D-
1H .0- h-@9c74D 1H t>k>b0=.>8$ C2>8. S `G&]&(%&%] 
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

�=9%� $���&#3%� &66#%
$2�&422
�<^ #=�=32^ q&�&s2 �2#2}<= �<^ �3%p%�=#3%p%

�#&�3=32^ $%�%<=�$
%p% 926&�

7� :� ?�U�����

"#����'( 3��:���~ 26�& 
�34 #&3.

i� ����
����
 �
�
�
� � ��7������ �-����� QT = G × [0 � t � 1],
���������7 ������� '��'���' p�7����� ������� G = {x = (x1, x2, . . . , xp) :
0 � xα � 1, α = 1, 2, . . . , p} � )����!�� Γ( G = G ∪ Γ( ����7����7 ������ ���
��?�� ��' 7��)�7����)� ��  ����!���:��)� ��������' $�-�������)� ��8� �
8���7����7� ��[  �!�����7�

∂u

∂t
= Lu+ μ

∂

∂t
Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u
∣∣
Γ
= 0, 0 � t � T, (2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (3)

)��

Lu =

p∑
α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
− qα(x, t)u(x, t),

0 < c0 � kα(x, t), qα(x, t) � c1, kα(x, t) ∈ C3,1
(
QT
)
,

qα(x, t), f(x, t) ∈ C2,1
(
QT
)
, c0, c1, c2, μ = const > 0, α = 1, 2, . . . , p.

� ���:���X�7 -���7 8���8���)��:( ��� ��[  �!����� ��������' "�. �������
����'Y� ���-?���7�7 8� ?��� ��������' ������'7( �-��8�����YZ�7 �����Y
)�������: ��X���' u(x, t) � !������� QT *

6���-�����7 ��������� "�.* 9�)��( �7����' �-� ����� "�. �� 1
μ e

1
μ
t � �����

)����' 8��������� ��������� 8� τ �� 
 �� t( 8�����7 ������

Lu+
1

μ2

t∫
0

e−
1
μ
(t−τ)u(x, t) dτ − 1

μ
u+ f̃(x, t) = 0, (4)

)��

f̃(x, t) =
1

μ

t∫
0

e
− 1

μ
(t−τ)

f(x, τ) dτ − e
− 1

μ
t
(
Lu0(x)− 1

μ
u0(x)

)
.

�O��
�������� ����
���� ��� ���������� �������	� M������	��� ����� ����������
!F
��N ���
�������� � g��������������� ����� �����������N ���	 f���� � ���	�N ��������
����	�� S %&F(*F(E&&\ 
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� ��� �� �-����� �7���� ��������' ",. ����7����7 �����YZ�� ��������� �
7���7 8���7����7 ε0

εuεt = Luε +
1

μ2

t∫
0

e−
1
μ
(t−τ)uε dτ − 1

μ
uε + f̃(x, t), (x, t) ∈ QT , (5)

)�� ε = const > 0.
9�� ��� 8�� t = 0 �����:��� ������' ��' ��������' ",. � "\. ���8���Y�( �� �

����������� t = 0 � 8���������� uεt �� ��������� ���-������� ��8� 8�)�������)�
���' ���*

j� a��
�������������
� �K��
� 3� ������� [0, T ] �����7 �����7����Y
����� ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0} � X�)�7 τ = T/j0* 
����� ��������
(tj , tj+1) ����-:�7 �� p ������ �����7� tj+α

p
= tj+τ

α
p ( α = 1, 2, . . . , p( � �-������7

����� Δα =
(
tj+α−1

p
, tj+α

p

]
*

6��������������Y ����� ��-���7 �����7����� 8� �����7� ��8�������Y
Oxα � X�)�7 hα = 1/Nα( α = 1, 2, . . . , p :

ωh =

p∏
α=1

ωhα , ωhα =
{
x(iα)α = iαhα : iα = 1, . . . , Nα − 1, α = 1, 2, . . . , p

}
.

3� �����7 8������������ Δα( α = 1, 2, . . . , p( -���7 8�����������:�� ��X��:
!�8���� p�����7����? ���?������? ��'���? ���������? ���������0

ε
yj+

α
p − yj+

α−1
p

τ
= Λαy

j+α
p +

+
1

pμ2

j∑
j ′=0

e
− 1

μ
(tj−tj′ )y

(
x, t

j ′+α
p
)
τ − 1

pμ
y
(
x, t

j+α
p
)
+ ϕ

j+α
p

α ,

(6)

y
j+α

p

∣∣∣
γh,α

= 0, y(x, 0) = u0(x), (7)

)��

Λαy
j+α

p =
(
aαy

j+α
p

x̄α

)
xα

− dαy
(
x, tj+

α
p
)
, aα = kα

(
x(−0.5α), t̄

)
,

x(−0.5α) = (x1, . . . , xα−1, xα − 0.5hα, xα+1, . . . , xp), dα = qα(x, t̄ ), t̄ = tj+
1
2 ,

γh,α / 7�������� )�������? 8� ��8�������Y xα �����.

������
� "#$%& 3+*+5+ (5)� (2)� (3) 4>88% 8*40$%:800(8 0821816:0(8 : QT
18Q8048 u(x, t) 214 :$87 ε 4 $#;8$%:#.% 0821816:068 : QT 21(43:(*068

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u

∂x2α∂t
,
∂2f

∂x2α
, α = 1, 2, . . . , p, α �= β.

'()*+ ,(9+,&0(�(*0(>810+- $78>+ (6)� (7) $7(*4%$- 9 18Q804. *4<<8180=4+,&�
0(F 3+*+54 (1)T(3) $( $9(1($%&. O

(|h|2 + τ
ε + ε

)
� τ = o(ε)� *,- :$87 μ � 1/2� %+9

5%( ∥∥yj+1 − uj+1
∥∥
1
�M

(
|h|2 + τ

ε
+ ε
)
,

],



)*8 ε ? >+,6F 2+1+>8%1� |h|2 = h21 + h22 + . . . + h2p�

∥∥zj+1
∥∥
1
=

(
ε
∥∥zj+1

∥∥2
L2(ωh)

+

j∑
j ′=0

τ

p∑
α=1

(∥∥∥zj ′+α
p

x̄α

∥∥∥2
L2(ωh)

+
∥∥∥zj ′+α

p

∥∥∥2
L2(ωh)

))1
2

.

a
���
���


* �2��82� �� 
�� >`]�8c345 6� �� M��������� �N��� A� � L��	�$ *U\\ ATT& � 
% ��F�
�345 �� �� ������ ���������N �N�� A� � L��	�$ *U\\ A[([ � 
E ����&���� /� #�� /0- l2=. c1985>23 <>79- @21c7-: H12 > :97.454:-8=418>7 @=-951F@>2>c174D

-X9>.418 1H .0- .0425 125-2 48 > 51:>48 d4.0 >8 >2c4.2>23 c1985>23 YY ,.>c474.3$ K18.217 >85
a4W-2-8.4>7 j>:-= v-D.92- I1.-= 48 K18.217 >85 �8H12:>.418 ,D4-8D-= A G21D--548C= Y ;5= 
/>2>=3-< ` $ 6>b=4:1< � $ V474@F@1<> / AK0>:� ,@248C-2$ %&%& AG *[U'*]\ 

]\



������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
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"� #
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"#����'( 3��:���~ 26�& 
�34 #&3.

i� ����
����
 �
�
�
� � !������� QT = G × [0, T ], ���������7 ������)�
'��'���' p �7����� 8�'7��)��:��� 8��������8�8�� G = {x = (x1, x2, . . . , xp) :
0 � xα � lα, α = 1, 2, . . . , p} � )����!�� Γ( G = G ∪ Γ, ����7���������' ������

∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u
∣∣
Γ
= 0, 0 � t � T, (2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (3)

)��

Lu =

p∑
α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
+ rα(x, t)

∂u

∂xα

(
x0, t

)− qα(x, t)u,

0 < c0 � kα(x, t) � c1, |kxα(x, t)|, |rα(x, t)|, |rxα(x, t)|, |qα(x, t)| � c2,

kα(x, t) ∈ C3,1(QT ), rα(x, t), qα(x, t) ∈ C2,1(QT ), α = 1, 2, . . . , p,

)�� Cm,n / �����  ���!��( ��8�������? �7���� �� ����7� ������7� 8�����
�����7� 8��'��� m 8� x � n 8� t( x0 = (x1, x2, . . . , xα−1, x

0
α, xα+1, . . . , xp)( x0α /

 �����������' ����� ��������� (0, lα)( QT = G × (0 < t � T ]( c0( c1( c2 /
8��������:��� 8����'����*

j� a��
�������������
� �K��
� 6��������������Y ����� ��-���7 ����
��7����� 8� �����7� ��8�������Y Oxα � X�)�7 hα = lα/Nα( α = 1, 2, . . . , p :

ωh =

p∏
α=1

ωhα , ωhα =
{
x(iα)α = iαhα : iα = 1, . . . , Nα − 1, α = 1, 2, . . . , p

}
.

3� ������� [0, T ] �����7 �����7����Y �����

ωτ =
{
tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0

}
� X�)�7 τ = T/j0.

�O��
�������� ����
���� ��� ���������� �������	� M������	��� ����� ����������
!F
��N ���
�������� � g��������������� ����� �����������N ���	 f���� � ���	�N ��������
����	�� S %&F(*F(E&&\ 

]m




����� �� �������� [tj , tj+1] ����-:�7 �� p ������( ����' �����
tj+α

p
= tj + τ αp ( α = 1, 2, . . . , p − 1( � �-������7 ����� Δα =

(
tj+α−1

p
, tj+α

p

]
8��

����������( )�� α = 1, 2, . . . , p*
9�)�� �� �����7 8������������ Δα( α = 1, 2, . . . , p( -���7 8�����������:��

��X��: !�8���� p ����7����? ���������? ���������0

y
j+α

p − y
j+α−1

p

τ
= Λαy

j+α
p + ϕ

j+α
p

α , α = 1, 2, . . . , p, (4){
yj+

α
p = 0, xα = 0,

y
j+α

p = 0, xα = lα,
(5)

y(x, 0) = u0(x), (6)

Λαy
j+α

p =
(
aαy

j+α
p

x̄α

)
xα

+ bα

(
y
j+α

p

x̊α, i0α

x
i0α+1
α − x0α
hα

+ y
j+α

p

x̊α, i0α+1

x0α − x
i0α
α

hα

)
− dαy

j+α
p .

%�7���7( ��� ��8��:���7�� ��7� ���������

y
j+α

p

x̊α, i0α

x
i0α+1
α − x0α
hα

+ y
j+α

p

x̊α,i0α+1

x0α − x
i0α
α

hα

��' �88�����7�!�� ux(x0, t) ( -��� ����� ������� � ��-���? ��( 	� ��' �88������
7�!�� ��)�������� ����� � ����7����� ������( � � �T� / � 7��)�7����7 ������
��' �88�����7�!�� u(x0, t)*

������
� "#$%& 3+*+5+ (1)T(3) 4>88% 8*40$%:800(8 0821816:0(8 : QT 18Q8�
048 u(x, t) 4 $#;8$%:#.% 0821816:068 : QT 21(43:(*068

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u

∂x2α∂t
,
∂2f

∂x2α
, α = 1, 2, . . . , p, α �= β.

'()*+ ,(9+,&0(�(*0(>810+- $78>+ (4)T(6) $7(*4%$- 9 18Q804. *4<<8180=4+,&�
0(F 3+*+54 (1)T(3) $( $9(1($%&. O(|h|2+τ) (4>88% :%(1(F 2(1-*(9 %(50($%4 2( h
4 281:6F 2(1-*(9 %(50($%4 2( τ)� %+9 5%(∥∥yj+1 − uj+1

∥∥
1
�M

(|h|2 + τ
)
,

)*8

∥∥zj+1
∥∥
1
=

(∥∥zj+1
∥∥2
L2(ωh)

+

j∑
j ′=0

τ

p∑
α=1

∥∥∥zj ′+α
p

x̄α

∥∥∥2
L2(ωh)

) 1
2

, |h|2 = h21 + h22 + . . .+ h2p.
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�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

$6=
9#> �2__=#=342&<`3>} %6=#&9%#%�
3& p#&_&} $ �&<>�2 #=�#&�2�

9� 8� ?��
���

"#����'( � �~ 2��4 �_24 #&3.

#���7���������' 8�������:��� 7���������� )�� ( � ������7� 8�����������
�' 8�������:��� )�� � 7���7� ��-��7�* ����� 7���? ��-�� 8��8��!�����:�
�� 7���7� 8��������:��7� 8���7���� ε* 3� ����7 )�� � ����7���������' ���
7���8�'������ ��  ����!���:��� �8������ �����)� 8��'���* $����������Y�
Z�� ��  ����!���:��� ��������� �7��� �-Z�� ��� � 8�������:��7� 8���7���
��7� ��[  �!�����7� � �-Z�7� 7�������7� ������7� ������'7� � ���X��
��?* ��� ��[  �!����� ����� 7�)�� �������: �� 8���7���� ε( 8����7 ��[  ��
!����� � ������? ������'? � ��[  �!����� ��  ����!���:��)� ��������'
�� ��-��? �������� ����� / )���7�� �� 8� ε( � ��[  �!����� ��  ����!��
��:��)� ��������' �� 7���? ��-��? / 7���7� ��� 8� ε*
�� �8�����'�7 �8�!���:��� �8������ �� �8���������7 )�� �( 8��������7

����'�����7 �8�7'����? ��X� 7���? ��-�� �� �������)� ���7��� � 8���8����
)��7( ��� ����� �8������ �� �7��� ��������? ��-�������? �������� �� ���Y ���
Z��������)� �8�����* 2�������( ��� 8�� ����7 �8������� �����:����� ��?����)�
���7�Z����)� �8������� )���7�� �� 8� 8���7���� ε � �8���������7 �7���� �
�?�����' � �����:����� ��������)� 8�����:��)� �8�������* %������� �����:���
�����'Z�� ��-��� ������� � �����YZ�7* 6������� �?���7���: �8����� ���7��
Z����)� �8������� � �8����� 8�����:��)�( 8������� �!���� �������� �?���7��
���* 9���� 8������� �?���7���: �����������YZ�? �8������:��? 8���������*
��������( ��� ��-�������� �������' ���7�Z����)� �8�������( �?��'Z���' �
8�����:��7 ���������7 ��-�������7 �������'7( )���7�� �� 8� ε* &����)���
��� �������� �������� � ��' �����������YZ�? ��-�������?  ���!��* 6������
��� ��)����7( '��'YZ���' ���8��!��� 7����� ��)��������' ���78���������?
����������( ������� 8�����'�� ����������� �8�����'�: ��� ��[  �!����� �
�'��? 9������ ��' �����? )���7�� ��? ��-�������? �������� � ��-�������?
 ���!��*
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������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% �2$
#=93>} 
#&=�>} q&�&s&} � s=9�=#92 6<%$
%$92

�� ?� �
�
���� "#����'( ���)����~ 32� 5���p�;."
 �  � :������
 "#����'( ���)����~ 32� 5���p�;.

� [��� ��-��� ����7���������' ���������� 8�������  ����!���:��� �����
����' � ���������7 �)�� �� 8��������* 2�8��:��' 7�����( �������� � ���( �8��
�������' ������� �����X�7���� ���������)� 8�������  ����!���:��)� �����
����' � �����' ��������� 7���� ���������7� � ��8�������7� ��X���'7� �
��������? 7����:��? �����!�'?*
6���: Z

2 / !�����������' ��X���� �� 8��������* %-������7 K = {x ∈ R
2 :

x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0} 8����� �������� �� 8��������( Kd = hZ2 ∩ K(
h > 0( � = h−1( T = [−π, π]* �����7 8�����������  ���!�� Hs(Kd) ���������)�
��)�7���� ud(x̃)( x̃ = (x̃1, x̃2) ∈ hZ2, ������� 8��������'�� ��-�� ����������
�����) 8����������� Hs(K) ���*
=��� Ad(ξ) / ��7���7�' 8�����������'  ���!�' � R

2 � �������7 ��-�7
8������� �T

2( 7� �������7 �� ��7����7*

����������� �� ���������7 8�������  ����!���:��7 �8�������7 Ad �
��7����7 Ad(ξ) � ���������7 ��������� Kd ���������' �8������ �����YZ�)�
����0

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈hZ2

�
2

∫
�T2

Ad(ξ) e
i(x̃−ỹ)ξ ũd(ξ) dξ, x̃ ∈ Kd.

p����'�( ��� �8������ Ad / [���8��������( ����

ess inf
ξ∈�T2

|Ad(ξ)| > 0.

6�����7
ζ = �

2
(
(e−ihξ1 − 1)2 + (e−ihξ2 − 1)2

)
.

�� ��-����7 � ������7 ��7�����( ����������'YZ�? ������Y

c1
(
1 + |ζ2|)α

2 � |Ad(ξ)| � c2
(
1 + |ζ2|)α

2

� 8����'���7� c1( c2( �� �����'Z�7� �� h( � �������7 ����� α ∈ R 8��'���7
8�������  ����!���:��)� �8������� Ad* 2���������' �����X�7���: 7����:���
)� ���������)� 8�������  ����!���:��)� ��������'

(Adud)(x̃) = vd(x̃), x̃ ∈ Kd. (1)

%�7���7( ��� � ������ 7��)�7����)� ���������)� 8���8����������� ��8����
�����X�7���� ��������' "�. � ��������' ���������? � ��8�������? ��X����
����7������ � �	( T�*
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3�7 8�����-���' ��������� �-����� ��78������)� 8����������� C
2. %-�

����: ���� Th(K) = �T
2 + iK 7� ������7 ���-����� �-����:Y ��� �����

�����7 K( � -���7 ����7�������: �������������  ���!�� f(x + iτ) �
Th(K) = �T

2 + iK( �����' �? ��Z���������8�����������7�( �8���������7� ��'
8���� ���? �������� x*

����������� �� 6������������ ��������  ��������!��� [���8�������)�
��7���� Ad(ξ) ���������' �)� 8������������ � ����

Ad(ξ) = Ad, �=(ξ)Ad,=(ξ),

)�� ��7�������� Ad, �=(ξ)( Ad,=(ξ) ��8����Y� ������������� 8���������� � ���-�
����� �-����� Th(K)( Th(−K) �������������� � ����������'Y� �!����7

c1
(
1 +

∣∣ζ̂2∣∣)æ
2 �

∣∣Ad, �=(ξ + iτ)
∣∣ � c′1

(
1 +

∣∣ζ̂2∣∣)æ
2 ,

c2
(
1 +

∣∣ζ̂2∣∣)α−æ
2 �

∣∣Ad,=(ξ − iτ)
∣∣ � c′2

(
1 +

∣∣ζ̂2∣∣)α−æ
2 ,

� 8����'���7� c1( c′1( c2( c′2( �� �����'Z�7� �� h( )��

ζ̂2 ≡ �
2
(
(e−ih(ξ1+iτ1)−1)2+(e−ih(ξ2+iτ2)−1)2

)
, ξ = (ξ1, ξ2) ∈ �T

2, τ−(τ1, τ2) ∈ K.

s���� æ ∈ R ���������' �������7 8������������ ��������  ��������!��*

^��������
�� "14 0+,4544 2814(*458$9(F :(,0(:(F <+9%(143+=44 $4>�
:(,+ $ 40*89$(> æ %+94>� 5%( |æ−s| < 1/2� #1+:08048 (1) (*0(30+50( 1+318Q4>(
: 21($%1+0$%:8 Hs(Kd) 214 ,./(F 21+:(F 5+$%4 vd ∈ Hs−α(Kd)�

� ������ æ − s = n + δ( n ∈ N( |δ| < 1/2( �7��� 7���� ���������������:
��X���'( ������ 7���� ��8����:  ��7��� ��' �-Z�)� ��X���' ��������' "�.*
��' ��������' �����������)� ��X���' 8��?�����' �������: ��8�������:���
������'( ������� 8�����'� � �����������YZ�� ���������� ������� ������*

a
���
���


* 6��4�c�� 6� 1� ��
!���
�	����� �������
�� x��!�$ �����������������
!��� ����F
�����$ ��
����� ��	���������$ 	������ ������ A� � �MPP$ %&*& A*E( � 

% 6��4�c�� 6� 1� Q�������� � ���������� ���	������ � ����������� YY O���� ���	� �
��N� P�� P����� ��� � �� ���
 ����� �)� A%&*U A� *[& AP *]'%\ 

E 6��4�c�� 6� 1�� W�
��2�� V� ��Q ���	�����N 	�����N ������N � �N �����	����������N
��������N YY O���� ���	� � ��N� P�� P����� ��� � �� ���
 ����� �)� A%&%& A
� *\T AP *%'*U 

n




������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% ^�#= <%
&<`3%p% 6#=%�#&q%�&32^ 6%�6=�1

>� �� �������
 "����!�~ ���39�."
�
�� �� ������� "����!�~ ���3�."
>�  � 8@���� "����!�~ ���3�.

6���: K / ��78������ 7�������� 8��������:��� ��-�)���� 7��� � ������
����7 8����������� Rn( n � 2( M(n) / )��88� �������� R

n* 
����������� 8���
�-��������� 6�78��Y( ��'������ � ��78����7 K( �8�����'���' ���������7

PK(f)(g) =

∫
gK

f(x) dx, f ∈ C(Rn), g ∈ M(n).

�� 7��)�? ��-���? ��������: ��8����( ��'������ � ��{���������:Y � �-��Z��
���7 8���-��������' PK ( � ����� ��������� �)� �����)� "�7* ��+T�.*
� ������ ��-��� ��������' �����:��� 8���-��������� 6�78��Y( ����!���

�������� � ��������7 X���7 �� ���������7 8����������� R
n �� � ���������

7�������* 3������ ������ �������( 8�� ������7  ���!�� �� '��� ��������)�
8���-��������' 8���������� '��� �����������YZ�)� )��-��:��)� 8���-�������
��' 6�78��Y �� 8����������� ��-���� R

n
*

��-������ 8���-���������( �������YZ�� � R
n
( ���: ��8��8���!�' �������)�

����� ��������� "���������:�� � �� � 8���������.* ��������� ���? 7�-�����
��? 8���-��������� R

n
�-������ )��88� 8� �7������Y( ������' ���������'

�-Z�� 7�-������� )��88�� � �-���������' GM
(
R
n)
* ��' �Y-�)� a ∈ R

n �8���
����7 7�-������ 8���-��������� Ta ∈ GM

(
R
n)
8�  ��7���

Ta(x) = a− (1 + |a|2)(x∗ + a
)∗
, x∗ =

x

|x|2 .

6���: P / 7�������� � GM
(
R
n)
( �����'Z�� �� ���? ���-������� Ta( ������

��� x → x∗ � ����)����:��? 8���-��������� τ ∈ O(n)* %-������7 ����� G
8��)��88� � GM

(
R
n)
( 8���������Y 7��������7 P ⊂ GM

(
R
n)
*

������
 i� "#$%& <#09=4- f 0821816:0+ 0+ R
n�

f(x) = o

(
1

|x|n−1

)
214 x→ ∞ "�.

4 ∫
g(B)

f(x) dx = 0 *,- ,./()( g ∈ G : g(B) ⊂ R
n. "	.

'()*+ ∫
g(B)

f(x) dx = 0 *,- :$87 g ∈ G. "T.

n�



������
 j� D#;8$%:#8% <#09=4- f ∈ C(Rn) $( $,8*#.;4>4 $:(F$%:+>4E
1) <#09=4- f #*(:,8%:(1-8% #$,(:4. (2)L
2) 214 x→ ∞

f(x) = O

(
1

|x|n−1

)
;

3) *,- 089(%(1()( g ∈ G 40%8)1+, : (3) 1+$7(*4%$-�

%�7���7( ��� ����������� �����7� 	 8���������( ��� ������� "�. � �����7� �
-����� � ���������:��7�*

a
���
���


*  �������  �  � �8.-C2>7 j-1:-.23 >85 K18<179.418 ;X9>.418= Aa1252-D0.� t79d-2 `D>5 
G9c7 $ %&&E AT(T @ 

%  �������  �  ��  �������  �&�  � i>2:184D `8>73=4= 1H 6->8 G-24154D V98D.418= 18 ,3:F
:-.24D ,@>D-= >85 .0- i-4=-8c-2C j219@ Av18518� ,@248C-2$ %&&U A[\% @ 

E  �������  �  ��  �������  �&�  � ^Wc->. �8.-C2>7 j-1:-.23 18 ,3::-.24D ,@>D-= AB>=-7�
B42b0u>9=-2$ %&*E A(U% @ 

n	
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���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� %�3%� 3=<%
&<`3%� 
#&=�%� q&�&s= 6=#2%�2s=$
%p%
926& �<^ 9#=}�=#3%p% �#&�3=32^ s&6<>p23&
� 3=%p#&32s=33%� 6#2q�&92s=$
%� %�<&$92

=� T� 9�
�
��� "��-�����( 9�X����~ 2� &3 #��."
C� C�  U���� "��-�����( 9�X����~ 2� &3 #��."

:� L� ���
����� "��-�������( 9�X����~ 2� &3 #��.


�� ��������( � ��-��� &* �* ��!���� 8�������( ��� ������ ����?�� ��' �����
����' �7�X����)� ��8� ����������� ���* =���������� ��������� ��8���0 ���:�'
�� ��7����: ������' ������ ����?�� ���)�7� ������'7�( �?������YZ�7� ��Y
)����!�( ������� �-��8�����Y� �����������: ������� �8����� ����� �������
������ "�������:��� ������� ������. ��' ��������' �7�X����)� ��8� -���
8��������� � ������� � ��-��� _* 2* _�����' 8�� ��X���� )�������7�������
������ �- �-������� 8�� ���� 8�����7 ���������� �������� �� ����?��������
�����( ��������YZ���' 8�'7�7 ������7 �8�������' �	�* ������� 8� 8��������
�� ������ ��' ��������' s�8��)��� -��� ����������� � �)���������? �-���
��'? � ��-���? �T+]�* � ������ ��-��� � ��8��:�������7 �����:����� ��-�� �m( ]�
��������' ����������' �����X�7���: �-�-Z����)� ��X���' ����� �������:���
������� ������ 8�����������)� ��8� ��' ���?7����)� ��������' s�8��)��� �
8���7��������� ���)���������� �-�����*
� �-�����

Q = (−α, β)×(0, T )×R = Q1×R =
{
(x, t, z);x ∈ (−α, β), 0 < t < T < +∞, z ∈ R

}
����7����7 ��������� s�8��)���

Lu = K(x)utt −Δu+ a(x, t)ut + c(x, t)u = f(x, t, z), (1)

)�� xK(x) > 0 8�� x �= 0( −α < x < β( Δu = uxx+uzz / �8������ <�8����* 6���:
��� ��[  �!����� ��������' "�. ���������� )������  ���!�� � �-����� Q*

>����
���
� ��
��
� �
�
�
 ���
��
������� �
�
� 3���� �-�-Z���
��� ��X���� u(x, t, z) ��������' "�. �� 8����������� W 2,3

2 (Q), ����������'YZ��
�����YZ�7 ������7 ������'70

γDp
t u
∣∣
t=0

= Dp
t u
∣∣
t=T

, (2)

Dp
xu
∣∣
x=−α = Dp

xu
∣∣
x=β

(3)

8�� p = 0, 1( )�� Dp
yu = ∂pu

∂yp D
0
yu = u( γ /��������� 8����'���� �����( ��������

�� ���'( �������� ������)� -���� �������� ����*

������������ %-�-Z����7 ��X����7 ������ "�.+"T. -���7 �������:
 ���!�Y u(x, t, z) ∈ W 2,3

2 (Q)( ����������'YZ�Y 8���� ��Y�� ��������Y "�.
� ������'7� "	.+"T.*

nT



������
� "#$%& :62(,0806 $,8*#.;48 #$,(:4- *,- 9(O<<4=480%(: #1+:08�
04- (1) : 2a(x, t)+μK(x) > δ1 > 0� μc(x, t)− ct(x, t) > δ2 > 0 *,- :$87 (x, t) ∈ Q1�

)*8 μ = 2
T ln |γ| > 0 214 |γ| > 1� a(x, 0) = a(x, T )� c(x, 0) = c(x, T )� '()*+ *,-

,./(F <#09=44 f ∈W 1,3
2 (Q) %+9(F� 5%( γ f(x, 0, z) = f(x, T, z)� $#;8$%:#8% 8*40�

$%:800(8 (/(/;800(8 18Q8048 3+*+54 (1)T(3) 43 21($%1+0$%:+ W 2,3
2 (Q) 4 *,- 088

$21+:8*,4:6 $,8*#.;48 (=8094E

�. ‖u‖2
W 1,3

2 (Q)
� c1‖f‖2W 0,3

2 (Q)
,

	. ‖u‖2
W 2,3

2 (Q)
� c2‖f‖2W 1,3

2 (Q)
,

)*8 ci ? 2(,(C4%8,&068� :((/;8 )(:(1-� 1+3068 2($%(-0068 54$,+� (%,45068 (%

0#,-�

q���: ����� W l,s
2 (Q) �-�������� )��:-������ 8����������� � ���7��

∥∥u∥∥2
W l,s

2 (Q)
= (2π)−

1
2

+∞∫
−∞

(
1 + |λ|2)s ∥∥û(x, t, λ)∥∥2

W l
2(Q1)

dλ, (A)

)�� W l
2(Q1) / 8����������� $�-�����( s( l / �Y-�� �������� 8��������:���

!���� �����( � ���7� � 8����������� $�-�����W l
2(Q1) �8�����'���' �����YZ�7

�-����70 ∥∥ϑ∥∥2
W l

2(Q1)
=
∑
|α|�l

∫
Q1

∣∣Dαϑ
∣∣2 dxdt,

α / [�� 7��:��������( Dα ���: �-�-ZA���' 8���������' 8� 8���7����7 x � t(
� �����

û(x, t, λ) = (2π)−
1
2

+∞∫
−∞

u(x, t, z)e−iλz dz

�-�������� 8���-��������� _��:� 8� 8���7����7 z  ���!�� u(x, t, z)*

!��� �����#����:��� �8�������� ��' 7��)�7����)� ��������' s�8��)���*

a
���
���


* 14a���� �� 6�L�	����	�����! ������ |���N
� �
� ��������� ���w������ ���� YY |�	
 
RL PPPM A*U(E A� *%%$ S % AP *[\'*\& 

% <
�83�c <� N� Q)��	���� �����
�� ����	�� �����	���� �	������ �� ����N���	����
�����$ �	������~p���� ������ �	��	�� ��
������� YY ���	
 ����� � ��N A*U([ A
� %&$ S % AP *U['%&% 

E 
��cF�82� W�L�Q ��
�����������	�� ������ �
� ������������ ��������� ���w������
���� YY |�� ��������� A*U\] A� *T$ S E AK (T['(T] 

T ��]4�2� 
� 1� ������ |���N
� �
� ��������� ���w������ ���� � ��������
!��� �)
�F
��� YY |�	
 MRL A%&&\ A� T*E$ S * AP %E'%[ 

( ZD]432� 1� 7� Q 	����	������ ����������	�� ������ �
� ������������ ���������
���w������ ���� YY L�	
�������	�� ��������� �����������	�� ����	� AL�����)���	$
*U][ AP %&*'%&[ 

[ @b�F��2� T� f� Q) ����� ��
�	�
!��� 	������ ������ � ����������� 	�r�����������
�
� ������������ ��������� ���w������ ���� ������� ���� YY #���� P�� ��� ��N� 
��F�� P�� ��� F��� ���	� A%&*\ A� %*$ S T AP *'*T 

\ @b�F��2� T� f�� �e�
2� >� >� Q �
��	���� ����� ��
�	�
!��� 	������ ������ �
�
������������ ��������� ���
����� � ������������ YY f���N�	�� ��� ���� A%&*( A
� *]$ S % AP (U'\& 

n,



������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% 3=
%9%#>} �>s2$<29=<`3>} &$6=
9&} #=�=32^
%�#&93>} q&�&s �<^ 3=%�3%#%�3>} 9=<�

�� �� 9��
���
"#����'( �����������( 1�2 �34 #&3~ #�������������( 1_�."

C� 7� 7��K
�
"#����'( #�������������~ 1_�.

&����������� 7���� 8�����'�� 8�������: �!���� 8���7����? ������� �-{���
���( ��)���������? ��  ���!�����:���)���������? 7���������* $������� ���
��? 7��������� �-���� ��7��'Y��' 8� 8��������������7 ����������7* � ��-��
�� �� ������ �-Z�� 8��������� ��' �����������)� ������8��)� ���� ����7�����
�� ������ �- ���������X�?�' 8�����:���������:��? � ������:��? ����-���'?
8���)� !�������( � ����� � 8�����:��? � ��)�-��? ����-���'? ������'*
� ������? ��' !������� 8���7���� <�7� � 8�������: '��'Y��' 8���7�����

7� 8� ������:��� ����������* #�X���� 8�'7�� ������ � 8�����:���������:��?
����-���'? ����������� � 8�7�Z:Y 7����� ���������' 8���7����?( � ����� �
��8��:�������7 �
|* 2������ ����������:����: �78����������������? ?�����
�������� "&s}. � ��7�����Y 8���7����� <�7� � 8��������* #���7������ �-����
��' ��[  �!������' ������ �- �8��������� ������� ��7�����' ������� !�����
��� 8� �����7 �- &s}( �������? �� ���X��� )����!� � ��������? ��������?
���8�����?* #�X���� �����7� ����)���:��? ��������� _���)��:7� "2�_. ��)�
���� � )�����7� '���7� ���������:�� ����������?  ���!�� 8�8����� ��������
���� 7�����7 ��)��'����!�� 9�?����� � ��8��:�������7 ���?[��8��)� �����!��
����)� 8��!����* 6������� ������ '��� 2�_ ��)� ����( 8����������� 8��7���
����������!�� 7��������? �������*
&����)���� ����������� ������ � 8�����:��? � ��)�-��? ����-���'?

������'* =)� �������� ?����������Y��' 7�����7 1�)� � 8�������:Y( ��7��'Y�
Z�7��' ����: 8�����:��� ����������* 6��������� 8�'7�? ����� 8�����������
�����������7� �����7�7� ��  ����!���:��? ��������� 8����)� 8��'��� � 8��
��7����7� ��[  �!�����7�( ��X���� ������? ����������� ��������* %-����
��' ��[  �!������' ������ � �������������� ������� ��7�����' 7����' 1�)�
� 8�������� ������� � ��X���Y �����7� ���? 2�_ ��)� ����* 6�������� ����'
����������:��? [��8���7����� 8� ����������!��  ���!�� ��������)� ����*
��' ���? ����7�������? ����� ���� ����7����!�� 8� ���Z��������Y ���-����
������ 8��!����� ����������!��*

�M�)��� ����
���� ��� �������	� ������ �������
!���� M������	�� x��������$ ���
�w�F
��� S &\(F*(F%&*UF*U%] 

n\
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"� #
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[� &� ['1I3*+ "j�VAbFLECH( �ObMCDC~ �ObMCDC �DCHJM �a r@ vj�."
5� 5� ,).F0A0+ "j�VAbFLECH( �ObMCDC~ �ObM@j.

�H EMFL BCBAD( kA JGHLFIAD C KOQEF�IFKAHLFGHCQ FHeADLA BDGVQAK NGD C NDCJEFGHCQ
IFPOLFGH AROCEFGH* oMA FHeADLA BDGVQAK FL DAIOJAI EG EMA AROFeCQAHE FHEASDCQ AROCEFGH*
cGD LGQeFHS EMFL AROCEFGH EMA @JMCOIAD BDFHJFBQA FL CBBQFAI* oMA QGJCQ A�FLEAHJA CHI
OHFROAHALL DALOQEL CDA GVECFHAI*
xGHLFIAD EMA n � 2 / IFKAHLFGHCQ NDCJEFGHCQ IFPOLFGH AROCEFGH IAdHAI VW(

CDα
t u
)
(x, t)−Δu+ q(x)u = f(x, t) FH R

n
T , (1)

kMADA (CDα
t u)(x, t)( 0 < α < 1( FL EMA �ADCLFKGe+xCBOEG NDCJEFGHCQ IADFeCEFeA( IA�

dHAI VW (
CDα

t u
)
(x, t) =

1

Γ(1− α)

t∫
0

uτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ,

Δ / iCBQCJFCH DALBAJE EG EMA eCDFCVQA x = (x1, x2, . . . , xn)( RnT = {(x, t) : x ∈ R
n(

0 < t � T} CHI f(x, t) FL SFeAH NOHJEFGH*
�E FL HCEODCQ NDGK EMA BMWLFJCQ BGFHE GN eFAk EG JGHLFIAD C OLOCQ xCOJMW BDGVQAK(

kFEM EMA FHFEFCQ JGHIFEFGH
u(x, 0) = Φ(x) GH R

n, (2)

kMADA Φ(x) FL SFeAH*
hOD KCFH BDGVQAK FL NGDKOQCEAI CL NGQQGkL0

bA+*14* O10Y(*F� N
�� ��� �����
	� q(x)� x ∈ R
n� 
� (1)� 
� ��� 
	���
	� �	

V����� ��	���� (1)� (2) 
��

W�


T∫
0

u(x, t)χ(t) dt = g(x), x ∈ R
n, (3)

����� χ(t)� g(x) ��� �
����

�H EMA BDALAHE BCBAD( kA ALECVQFLM LOtJFAHE JGHIFEFGH OHIAD kMFJM EMA LGQOEFGH GN
EMA FHeADLA BDGVQAK "�.+"T. A�FLEL CHI FL OHFROA* cGD EMA JCLA α = 1( JQGLAQW DAQCEAI
DALOQEL kADA GVECFHAI FH ���*
�W C l(RnT ) VA LBCJA GN VGOHIAI JGHEFHOGOL NOHJEFGHL f(x, t) GH R

n
T kMFJM NGD

CQQ t ∈ (0, T ]( LCEFLdAL f�GQIAD JGHEFHOFEW JGHIFEFGH kFEM DALBAJE EG LBCJA eCDFCVQAL
x ∈ R

n( CHI C2,l(RnT ) = {f ∈ C(RnT ) |Δf, (CDα
t f)(x, t) ∈ C(RnT )}*

iAE OL FHEDGIOJA EMA LAE

Bd(0) :=
{
q(x) ∈ C l(Rn) : |q(x)|l � d

}
,

nm



kMADA d = const > 0* �H CQQ EMA LOVLAROAHE CDSOKAHEL( kA CLLOKA EMCE EMA NOHJEFGHL
CBBACDFHS FH EMA FHBOE ICEC GN BDGVQAK "�.+"T. LCEFLNW EMA NGQQGkFHS JGHIFEFGHL0

g(x) ∈ C l+2(Rn), g(x) � g0 > 0, g1 := |g|l+2; (A)

Φ(x) ∈ C l+2(Rn), |Φ|l+2 � ϕ0, x ∈ R
n, χ(t) ∈ C[0, T ], χ0 := max

t∈[0,T ]
|χ(t)|; (B)

F (x) =

T∫
0

f(x, t)χ(t) dt, F0 := sup
x∈Rn

|F (x)|. (C)

iAE OL JGHLFIAD EMA FHeADLA BDGVQAK "�.+"T. CHI GVECFH CH GBADCEGD AROCEFGH NGD
EMA JGAtJFAHE q(x)* oMOL( QAE q(x) VA CH CDVFEDCDW NOHJEFGH NDGK C l(Rn)* iAE OL
KOQEFBQW UROCEFGH "�. VW χ(t) CHI FHEASDCEA GeAD EMA JQGLAI FHEADeCQ [0, T ]* oCbFHS
FHEG CJJGOHE JGHIFEFGHL "	.( "T. CHI CLLOKBEFGHL "r.+"x.( kA GVECFH EMA HA�E DAQCEFGH

q(x) = q0(x) +
1

g(x)

T∫
0

χ(t) dt

∫
Rn

Z(x− ξ, t)Φ(ξ)q(ξ) dξ +

+
1

g(x)

T∫
0

χ(t) dt

t∫
0

dτ

∫
Rn

Y (x− ξ, t− τ)q(ξ)
(
CDα

t u
)
(ξ, τ) dξ,

(4)

kMADA

q0(x) :=
1

g(x)

[
F (x) + Δg(x) −

T∫
0

χ(t)v̄0(x, t) dt

]
,

v̄0(x, t) :=

∫
Rn

Z(x−ξ, t)[ΔΦ(ξ)+f(ξ, 0)
]
dξ+

t∫
0

dτ

∫
Rn

Y (x−ξ, t−τ) (CDα
t f
)
(ξ, τ) dξ.

iAE OL FHEDGIOJA EMA HGHQFHACD GBADCEGD A : C l(Rn) → C l(Rn)( l ∈ (0, 1) VW EMA
NGDKOQC

A (q) = q0(x) +
1

g(x)

T∫
0

χ(t) dt

∫
Rn

Z(x− ξ, t)Φ(ξ)q(ξ) dξ+

+
1

g(x)

T∫
0

χ(t) dt

t∫
0

dτ

∫
Rn

Y (x− ξ, t− τ)q(ξ)
(
CDα

t u
)
(ξ, τ) dξ.

(5)

�H eFAk GN JGHIFEFGHL "r.+"x.( EMA GBADCEGD A CJEL NDGK C l(Rn) EG C l(Rn)( CHI
DAQCEFGH "\. JCH VA DAkDFEEAH CL

q = A (q). (6)

c*FF) i� X

��� ���� �	��
�
	�
 "r.T"x. �	���  ���� �	� ��� q(x) ∈ C l(Rn)�
��� �	��	�
�� �
�
���� �	��
E

A (q) � d0, (7)

n]



�����

d0 :=
1

g0

[
F0 + g1 + χ0M0T + q0χ0T

(
ϕ0 + C(α)M0T

α
)]
. (8)

c*FF) j� ����	
� ���� �	��
�
	�
 "r.T"x. �	���  ��� ��� 	�����	� A 



�	��
��	�
 	� ��� 
�� Bd �	� ��� d > 0�

c*FF) o� ��� �	��
�
	�
 "r.T"x. �	��� ��� d > 0 �� ���
������  ��� ��� 	���
���	� A 

 � �	�������� �	��
��	�
 	�����	� 	� ��� 
�� Bd�

N.*01*F i� ��� �	��
�
	�
 "r.T"x. ��� 
������
�� (7) �	���  ��� ����� �@

�

� 
	���
	� q(x) 	� ��� 
����
� ��	���� (1)T(3)� �
�� q(x) 
��

��
�� ��� �
�
����

q(x) � d0,

����� d0 

 ��	� (8)�

N.*01*F j� ��� �	��
�
	�
 "r.T"x. �	��� ��� M0 

 �
��� �	�
����� ����	
�

����

M∗ < g0,

����� M∗ := Tχ0ϕ0 + C1(α)q0M0T
α+1 + C0(α)M1T

α�  ��� ��� 
����
� ��	��

��� (1)T(3) ����	� ���� �	�� ���� 	�� 
	���
	��

,*k*1*Al*4
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
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r 	u u�ccj@�hy xhUcc�x�Uyo uUoUva�yro�hy zvh�iUa
chv ofU o�aU�cvrxo�hyri U�jro�hy

[� &� ['1I3*+ "j�VAbFLECH( �ObMCDC~ �ObMCDC �DCHJM �a r@ vj�."
5� 5� ,).F0A0+ "j�VAbFLECH( �ObMCDC~ �ObM@j."

]� ,� 60\010+ "j�VAbFLECH( �ObMCDC~ �ObMCDC �DCHJM �a r@ vj�.

�H EMFL BCBAD( kA JGHLFIAD EkG IFKAHLFGHCQ FHeADLA BDGVQAK NGD C NDCJEFGHCQ
IFPOLFGH AROCEFGH* oMA FHeADLA BDGVQAK FL DAIOJAI EG EMA AROFeCQAHE FHEASDCQ AROCEFGH*
cGD LGQeFHS EMFL AROCEFGH EMA JGHEDCJEAI KCBBFHS BDFHJFBQA FL CBBQFAI* oMA QGJCQ
A�FLEAHJA CHI SQGVCQ OHFROAHALL DALOQEL CDA BDGeAH* rQLG EMA LECVFQFEW ALEFKCEA FL
GVECFHAI*
xGHLFIAD EMA NGQQGkFHS EFKA�NDCJEFGHCQ IFPOLFGH AROCEFGH0(

CDα
t u
)
(x̄, t)−Δx̄u+q(x, t)u(x̄, t) = f(x̄, t), x̄ = (x, y), (x̄, t) ∈ R

2×{t > 0} (1)

CE JGHIFEFGH
u
∣∣
t=0

= ϕ(x̄), x̄ ∈ R
2, (2)

kMADA CDα
t ( 0 < α < 1( FL C DASOQCDF�AI NDCJEFGHCQ IADFeCEFeA "EMA �ADCLFKGe+xCBOEG

IADFeCEFeA.( EMCE FL

(
CDα

t u
)
(x̄, t) =

1

Γ(1− α)

t∫
0

uτ (x̄, τ) dτ

(t− τ)α
,

CHI f(x̄, t)( ϕ(x̄) CDA SFeAH LKGGEM NOHJEFGHL*

bA+*14* O10Y(*F� N
�� ��� �����
	� q(x, t)� x ∈ R� t > 0 
� (1)� 
� ��� 
	���
	�
�	 V����� ��	���� (1)� (2) 
��

W�


u
∣∣
y=0

= g(x, t), x ∈ R, t > 0, (3)

����� g(x, t) 

 �
����

�A JCQQ C NOHJEFGH u(x̄, t) C JQCLLFJCQ LGQOEFGH EG xCOJMW BDGVQAK "�. CHI "	.(
FN ���0
"F. u(x̄, t) FL EkFJA JGHEFHOGOLQW IFPADAHEFCVQA FH x̄ NGD ACJM t > 0~
"FF. NGD ACJM x̄ ∈ R

2 EMA xCBOEG IADFeCEFeA CDα
t u(x̄, t) FL JGHEFHOGOL FH t GH [0, T ]~

"FFF. u(x̄, t) LCEFLdAL "�. CHI "	.*
�W ΠT := {(x̄, t) : x̄ ∈ R

2, 0 < t � T} kA IAHGEA C LEDFB kFEM EMA EMFJbHALL T (
kMADA T > 0 FL CHW d�AI HOKVAD*
iAE Cα,m(ΠT ) VA EMA JQCLL GN EMA m EFKAL JGHEFHOGOLQW IFPADAHEFCVQA( VGOHIAI

kFEM CQQ IADFeCEFeAL GN GDIAD OB EGm kFEM DALBAJE EG x̄ ∈ R
2 eCDFCVQA CHI FEL NDCJEFGHCQ

IADFeCEFeA CDα
t FL JGHEFHOGOL FH t GH [0, T ] NOHJEFGHL*

ng



UeADWkMADA FH EMFL BCBAD kA kFQQ IAHGEA VW H l(Rn) QGJCQQW f�GQIAD JGHEFHOG�
OL NOHJEFGHL kFEM A�BGHAHE l ∈ (0, 1)* oMA HGDKL FH H l(Rn) CDA IAEADKFHAI
FH �	( BB* �\+	
�*
�W C(H l(Rn), [0, T ]) kA IAHGEA EMA JQCLL GN JGHEFHOGOL kFEM DALBAJE EG t eCDFCVQA

GH EMA LASKAHE [0, T ] kFEM eCQOAL FH H l(Rn) NOHJEFGHL* cGD C d�AI t( EMA HGDK GN EMA
NOHJEFGH φ(x, t) FH H l(Rn) kFQQ VA IAHGEAI VW |φ|l(t)* oMA HGDK GN C NOHJEFGH φ(x, t)
FH C(H l(Rn), [0, T ]) FL IAdHAI VW EMA AROCQFEW

‖φ‖l := max
t∈[0,T ]

∣∣|φ|l(t)∣∣.
N.*01*F i� �� f(x̄, t) ∈ C(Hα+2(R2), [0, T ])� ϕ(x̄) ∈ Hα+2(R2)� g(x, t) ∈

C1(Hα(R), [0, T ])� ‖g(x, t)‖α � g0 > 0� g(0, 0) = ϕ(0, 0)� ���� ����� �@

�
 � ������
T ∗ ∈ (0, T )� 
��� ���� ����� �@

�
 � ��
��� 
	���
	� q(x, t) ∈ C(Hα(R), [0, T ∗]) 	�
��� 
����
� ��	���� (1)T(3)�

iAE T VA C BGLFEFeA d�AI HOKVAD* xGHLFIAD EMA LAE Ω(γ0) "γ0 > 0 FL LGKA d�AI
HOKVAD. GN EMA SFeAH NOHJEFGHL (f, ϕ, g) NGD kMFJM CQQ JGHIFEFGHL NDGK oMAGDAK � CDA
NOQdQQAI CHI LG EMCE max{‖f‖α+2, ‖ϕ‖α+2, ‖g‖α} � γ0* �W Q(γ1) kA IAHGEA EMA JQCLL
GN NOHJEFGHL q(x, t) ∈ C

(
Hα(R), [0, T ]

)
( LCEFLNWFHS EMA FHAROCQFEW ‖q‖α � γ1 kFEM LGKA

d�AI BGLFEFeA HOKVAD γ0*

N.*01*F j� ��� (f, ϕ, g) ∈ Ω(γ0)� (f̃ , ϕ̃, g̃) ∈ Ω(γ0) ��� (q, q̃) ∈ Q(γ1)�  ��� �	�
��� 
	���
	� 	� ��� 
����
� ��	���� (1)T(3) ��� �	��	�
�� 
���
�
�� �
�
���� 

 ���
�E∥∥q − q̃

∥∥α � c
(∥∥f − f̃

∥∥α+2
+
∥∥ϕ− ϕ̃

∥∥α+2
+
∥∥g − g̃

∥∥α),
����� ��� �	�
���� c ������
 	��� 	� T � α� γ0� γ1�

cDGK oMAGDAK 	 DACIFQW NGQQGkL EMA NGQQGkFHS OHFROAHALL EMAGDAK NGD CHW T > 0*

N.*01*F o� ��� ��� �����
	�
 q� f � ϕ� g ��� q̃� f̃ � ϕ̃� g̃ ���� ��� 
��� ����
�� �


�  ��	��� 2� Y	��	���� 
� f = f̃ � ϕ = ϕ̃� g = g̃ �	� (x, t) ∈ ΠT � ���� q(x, t) = q̃(x, t)�
(x, t) ∈ ΠT �

,*k*1*Al*4
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���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

q&�&s& %6#=�=<=32^ 6&�^92 � $2$9=�=
239=p#%��2__=#=342&<`3>} �#&�3=32� �&
$�=<<&

9� <� 9���
�� "��-�������( ��?���( ��?������  ����� 2� &3 #��."
:� :� ����
�� "��-�������( ��?���~ ��?p�.

#��8����������� ��������? ���� �8��������' )�8��-��������7� �����7�7�
��������� 8����)� 8��'���* 6��7���7 7���� ������: '������ ���8���������
��' [������7�)�����? ���� � �����? � ���8������* %���������'( ��� � ����?
�����? ����X����' ����������' ������7���: D � B "�����!�� [�����������)�
� 7�)�����)� 8����( ��������������. �� �������� E � H "��8�'�������� �����
�������YZ�? 8����. � ��� �� 7�7��� ���7��� ��( 	�0

D(x, t) = ε̂E +

t∫
0

ϕ(t− τ)E(x, τ) dτ, B(x, t) = μ̂H +

t∫
0

ψ(t− τ)H(x, τ) dτ, "�.

����: E = (E1, E2, E3), H = (H1,H2,H3), D = (D1,D2,D3), B = (B1, B2, B3),
x = (x1, x2, x3), ϕ(t) = diag(ϕ1, ϕ2, ϕ3), ψ(t) = diag(ψ1, ψ2, ψ3) / ���)����:���
7����!�( 8��������'YZ�� 8�7'�:*
q�8�X�7 �� � ���� ��77���������� )�8��-��������� �����7� �	�0(

I6
∂

∂t
+Λ0

∂

∂z
+

2∑
j=1

C̃j
∂

∂xj
+ C̃

)
V =

=

t∫
0

K̂(z, t− τ)V (x1, x2, z, τ) dτ + F̂ (x1, x2, z, t).

"	.

" ����#$ ���� � 8�� �������? 7����!�? K̂( Ĉ1( Ĉ2( Ĉ
� ������� ���!�� F̂ ���-����' �8�������: � �-����� D ={
(x1, x2, z, t) : 0 < z < L, t > 0, (x1, x2) ∈ R

2
}
������  ���!�Y V (z, t)( ����

�������'YZ�Y ��������Y "	. 8�� �����YZ�? �����:��? � )�������?
������'? �T( ,�0

Vi(x1, x2, z, t)
∣∣
t=0

= φi(x1, x2, z), i = 1, 6, "T.

Vi(x1, x2, z, t)
∣∣
z=0

= gi(x1, x2, t), i = 1, 2;

Vi(x1, x2, z, t)
∣∣
z=L

= gi(x1, x2, t), i = 3, 4.
",.

������%& ���� % 8������7 �����YZ�7 �-����70 �����  ���!�� ϕi(t)(
ψi(t)( t > 0( i = 1, 2, 3( �?��'Z�� � 7����!� K̃, ���� ���������:�� ��X���'
������ "	.+",. �������� ��8�������:��� ������' x = (x1, x2)(

Vi(x, z, t)
∣∣
z=L

= hi(x, t), i = 1, 2;

Vi(x, z, t)
∣∣
z=0

= hi(x, t), i = 3, 6.
"\.

g�



�����7 � ����7������� ������� ���!�Y w(z, t) = ∂
∂t Ṽ (z, t)* 6�� [��7 8����

��7
∂wi
∂t

+ γi
∂wi
∂z

= −
6∑
j=1

bij(z)wj(z, t) +

6∑
j=1

aij(z, t)φ̃j(z)+

+

t∫
0

6∑
j=1

aij(z, τ)wj(z, t− τ) dτ +
∂

∂t
Fi(z, t), i = 1, 4,

"m.

∂wi
∂t

=−
6∑
j=1

[
bij(z)wj(z, t)+aij(z, t)φ̃j(z)

]
+

t∫
0

6∑
j=1

aij(z, τ)wj(z, t−τ)dτ, i=5, 6, "].

wi(z, t)
∣∣
t=0

= Φi(z), i = 1, 6, "n.

wi(z, t)
∣∣
z=0

=
d

dt
g̃i(t), i = 1, 2; wi(z, t)

∣∣
z=L

=
d

dt
g̃i(t), i = 3, 4. "g.

wi(0, t) =
d

dt
h̃i(t), i = 3, 6; wi(L, t) =

d

dt
h̃i(t), i = 1, 2. "�
.

6���: ��8������ ������' �\�

φ̃i(ν) = g̃i(0), Fi(ν, 0)− γi

[
∂

∂z
φ̃i(z)

]
z=ν

−
6∑
j=1

bij(ν)φ̃i(ν) =

[
d

dt
g̃i(t)

]
t=0

, "��.

d

dt
g̃i(0) = Fi(ν, 0) − γi

∂

∂z
φ̃i(z)

∣∣∣∣
z=ν

−
6∑
j=1

bij(ν)φ̃i(ν),

d

dt
h̃l(t)

∣∣∣∣
t=0

= −
6∑
j=1

blj(0)φ̃l(0).

"�	.

)�� ν := 0( i = 1, 2( L, i = 3, 4( l = 5, 6*

������
 i� "#$%& φ̃(z) ∈ C2[0, L], g̃(t) ∈ C2[0,∞), h̃(t) ∈ C2(0,∞),
F (z, t) ∈ C2(Π) 4 :62(,0806 #$,(:48 detQ

(
νi; φ̃

) �= 0� #$,(:4- $(),+$(:+�

04- "��.� "�	.� '()*+ *,- ,./()( L > 0 0+ (%18398
[
0, L

]
$#;8$%:#8% 8*40$%:800(8

18Q8048 (/1+%0(F 3+*+54 "m.T"g.� "�
. 43 9,+$$+ Ψ(t) ∈ C1[0, L], 4 9+C*+- 9(>�
2(080%+ ϕi ∈ C1[0, L] (218*8,-8%$- 3+*+048> hi(t) *,- t ∈ [0, L], i = 1, 2, 3, +
ψi ∈ C1[0, L] − hi(t) *,- t ∈ [0, L], i = 4, 5, 6.

a
���
���
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%�#&93&^ q&�&s& %� %6#=�=<=322 3=2q�=$93%p%

%|__242=39& � �#&�3=322 
%<=�&32^ �&<
2

�̂ 9� 9���
��

"��-�������( ��?���~ ��?p�.

#���7����7 -���� ������ l( �8���YZ�Y�' �� ���!�* 6�� ��������7 ���X���
���� G(x, t) ����������� ��)�-��� 8�8������� ����-���' -���� �8�����Y��'
���������7 ��������)� 8��'��� ���

ρSutt + EJuxxxx +Q(t)u = G(x, t),

)�� ρ / 8�������: -����( S / 8��Z��: 8�8������)� ������' -����( E / 7����:
�8��)���� 7�������� -����( J / 7�7��� ����!�� 8�8������)� ������' �������
���:�� )���������:��� ���( � 8� ���� ����� 8������������' �8��)�7 ���������
�7 � ��[  �!�����7 ��������� Q(t)*
#������� �� ρS ��8�X�7 [�� ��������� � �����YZ�7 � ����0

utt + a2uxxxx + q(t)u = f(x, t), (1)

)�� a2 = EJ/ρS( q(t) = Q(t)/ρS � f(x, t) = G(x, t)/ρS* ��������� "�. ����7����7
� 8�'7��)��:��� �-�����

D =
{
(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T

}
,

)�� l / ����� -����( T / ���7����� ��������( � �����:��7�

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), ut
∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ [0, l] (2)

� )�������7� ������'7�

u(0, t) = uxx(0, t) = u(l, t) = uxx(l, t) = 0, 0 � t � T. (3)

� 8�'7�� ������ ���-����' �8�������: u(x, t) ∈ C4,2(D), ����������'YZ�Y
���������7 "�.+"T.( 8�� �������? �����? a( l( T � ���������� )�����?  ���!�'?
q(t)( f(x, t)( ϕ(x)( ψ(x)*

�������� ���� �� 3���� ��[  �!���� q(t)( ���� ���������:�� ��X���'
8�'7�� ������ "�.+"T. �������� ��8�������:��' �� ��7�!�'

g(t) =

l∫
0

u(x, t)h(x) dx,

)�� �������'  ���!�' h(x) ����������'�� �����YZ�7 ������'70

h(x) ∈ C4(0, l), h(0) = h(l) = h′′(0) = h′′(l) = 0.

gT



$������7 �8��������� ��������'

u = Au, (4)

)��

(Au)(x, t) = Ψ(x, t)−
t∫

0

l∫
0

l∫
0

u(y, s)G1(x, ξ, y, t, s) dξdsdy−

−
t∫

0

l∫
0

u(y, s)G2(x, y, t, s) dyds −
t∫

0

l∫
0

l∫
0

u(ξ, s)u(y, s)G3(x, ξ, y, t, s) dydξds,

Ψ(x, t) =

√
2

l

∞∑
n=1

(
ϕn cosωnt+

ψn
ωn

sinωnt
)
sinμnx+

+
2

l

∞∑
n=1

1

ωn

t∫
0

l∫
0

f(x, s) sinωn(t− s) sinμnx dxds,

G1(x, ξ, y, t, s) =
2

l

∞∑
n=1

1

ωng(s)
f(ξ, s)h(s)h(4)(y) sinωn(t− s) sinμn(y) sin μnx,

G2(x, y, t, s) =
2

l

∞∑
n=1

g′′(s)
ωng(s)

h(4)(y) sinωn(t− s) sinμn(y) sin μnx,

G3(x, ξ, y, t, s) =
2a2

l

∞∑
n=1

1

ωng(s)
h(4)(ξ)h(4)(y) sinωn(t− s) sinμn(y) sin μnx,

d / ��������� 8��������:��� ����� � Sd(0) = {u : ‖u‖ � d}.
��' ���������:���� ��Z���������' ��X���' �8��������)� ��������' ",.(

���8��:���7�' 8���!�8�7 ������� �	�*

������
 i� H,- :$87 u ∈ Sd(0), |g(t)| � g0 > 0 214

T <
g0

2C0d(g0 +Ha2l)

(281+%(10(8 #1+:08048 (4) 4>88% 8*40$%:800(8 18Q8048 : C4,2(D)� )*8

C0 = l2/3aπ� H = max
0<x<l

‖h(x)‖�

a
���
���


* W4P282� �� 7�� ��F�
�345 �� �� ��������� �����������	�� ����	� A� � L��	�$ *U[[ 
% W
�82_48 6� ��x��	�����
��� ���
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

�ii�zh@Uu zvh�iUa@ hc U�jro�hy@ hc arofUaro�xri zf�@�x@

[� 5� _'1)*+ "j�VAbFLECH( �CDLMF( far@ vj�~ �HIFC( lCFBOD( rHCHI��xU."
R� 52)1`)( "�HIFC( lCFBOD( rHCHI��xU.

�H EMFL BCBAD( kA CDA ECQbFHS CVGOE EMA xCOJMW BDGVQAK NGD KCEDF� NCJEGDF�CEFGHL
GN EMA fAQKMGQE� AROCEFGH FH VGOHIAI CHI OHVGOHIAI IGKCFHL* �H EMA NOEODA( kA
kFQQ JGHLEDOJE C DASOQCDF�AI LGQOEFGH EG EMA xCOJMW BDGVQAK NGD KCEDF� NCJEGDF�CEFGHL
GN EMA fAQKMGQE� AROCEFGH FH KOQEFIFKAHLFGHCQ VGOHIAI CHI OHVGOHIAI IGKCFHL*
�E FL bHGkH EMCE EMA xCOJMW BDGVQAK NGD AQQFBEFJ AROCEFGHL FL OHLECVQA NGD

DAQCEFeAQW LKCQQ JMCHSAL FH EMA ICEC( F* A*( FHJGDDAJE "A�CKBQA fCICKCDI( LAA( NGD
FHLECHJA ��( B* Tg�.* �H OHLECVQA BDGVQAKL( EMA FKCSA GN EMA GBADCEGD FL HGE JQGLAI~
EMADANGDA EMA LGQeCVFQFEW JGHIFEFGH JCH HGE VA kDFEEAH FH EADKL GN JGHEFHOGOL QFHACD
NOHJEFGHCQL* @G( FH EMA xCOJMW BDGVQAK NGD AQQFBEFJ AROCEFGHL kFEM ICEC GH BCDE GN
EMA VGOHICDW GN EMA IGKCFH~ EMA LGQOEFGH FL OLOCQQW OHFROA* oMA BDGVQAK FL LGQeCVQA
NGD AeADW IAHLA LAE GN ICEC( VOE EMFL LAE FL HGE JQGLAI* xGHLAROAHEQW( EMA EMAGDW
GN LGQeCVFQFEW GN LOJM BDGVQAKL FL KOJM KGDA IFtJOQE CHI IAABAD EMCH EMAGDW GN
LGQeCVFQFEW GN cDAIMGQK AROCEFGHL* oMA dDLE DALOQEL FH EMFL IFDAJEFGH CBBACDAI GHQW FH
EMA KFI��gn
 FH EMA kGDbL GN i* r* rF�AHVADS( r* a* �WEKCHGe( CHI y* y* oCDbMC�
HGe �	�*
@OJM BDGVQAKL HCEODCQQW CDFLA FH KCEMAKCEFJCQ BMWLFJL CHI FH eCDFGOL dAQIL

GN HCEODCQ LJFAHJA "NGD A�CKBQA( FH AQAJEDG�SAGQGSFJCQ A�BQGDCEFGH( FH JCDIFGQGSW( FH
AQAJEDGIWHCKFJL( AEJ*.* �H SAHADCQ( EMA EMAGDW GN FQQ�BGLAI BDGVQAKL NGD AQQFBEFJ LWLEAKL
GN AROCEFGHL MCL VAAH LOtJFAHEQW NGDKAI EMCHbL EG EMA kGDbL GN r* y* oFbMGHGe(
�* �* �eCHGe( a* a* iCeDAHE�Ae( y* y* oCDbMCHGe GN KCHW GEMAD NCKGOL KC�
EMAKCEFJFCHL* rKGHS EMAK( EMA KGLE FKBGDECHE NGD CBBQFJCEFGHL CDA EMA LG�JCQQAI
JGHIFEFGHCQQW kAQQ�BGLAI BDGVQAKL( JMCDCJEADF�AI VW LECVFQFEW FH EMA BDALAHJA GN
CIIFEFGHCQ FHNGDKCEFGH CVGOE EMA HCEODA GN EMA BDGVQAK ICEC* hHA GN EMA KGLE
APAJEFeA kCWL EG LEOIW LOJM BDGVQAKL FL EG JGHLEDOJE DASOQCDF�FHS GBADCEGDL* cGD
A�CKBQA( EMFL JCH VA EMA xCDQAKCH�EWBA NGDKOQCL "CL FH JGKBQA� CHCQWLFL. GD FEADCEFeA
BDGJALLAL "EMA �G�QGe+aC��WC+cGKFH CQSGDFEMK( AEJ*.*
oMA JGHLEDOJEFGH GN EMA xCDQAKCH KCEDF� NGD AQQFBEFJ LWLEAKL kCL JCDDFAI GOE VW

@M* �CDKObMCKAIGe( y* y* oCDbMCHGe( r* r* @MQCBOHGe( �* U* yFWG�Ge( u* r* lODCAe
CHI GEMADL* oMA LWLEAK JGHLFIADAI FH EMFL BCBAD kCL FHEDGIOJAI VW y* y* oCDbMCHGe*
cGD EMFL LWLEAK( MA LEOIFAI JGDDAJE VGOHICDW eCQOA BDGVQAKL CHI NGOHI CH CHCQGSOA
GN EMA xCOJMW FHEASDCQ NGDKOQC FH C VGOHIAI IGKCFH*
�H KCHW kAQQ�BGLAI BDGVQAKL NGD LWLEAKL GN AROCEFGHL GN AQQFBEFJ EWBA GN EMA

dDLE GDIAD kFEM JGHLECHE JGAtJFAHEL EMCE NCJEGDF�A EMA fAQKMGQE� GBADCEGD( FE FL
HGE BGLLFVQA EG JCQJOQCEA EMA eCQOAL GN EMA eAJEGD NOHJEFGH GH EMA AHEFDA VGOHICDW*
oMADANGDA( EMA BDGVQAK GN DAJGHLEDOJEFHS EMA LGQOEFGH GN LWLEAKL GN AROCEFGHL GN
dDLE GDIAD AQQFBEFJ EWBA kFEM JGHLECHE JGAtJFAHEL( NCJEGDF�FHS EMA fAQKMGQE� GBADCEGD
"LAA( NGD FHLECHJA �T+���. FL GHA GN EMA EGBFJCQ BDGVQAKL FH EMA EMAGDW GN IFPADAHEFCQ
AROCEFGHL*

g\
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� %�3%� 3=<%
&<`3%� q&�&s=
�<^ �#&�3=32^ $�=�&33%p% 926& � %�<&$92(

|<<2692s=$
&^ s&$9` 
%9%#%� / s=9�=#9` 6<%$
%$92

C� �� T�������

"��-�������( 9�X����~ 2� &3 #��.

#���7����7 ���������

sign y |y|m uxx + uyy − λ2 |y|mu = 0 (1)

� ���)���������� �7�X����� �-����� Ω = Ω1 ∪ l1 ∪ Ω2, )��

Ω1 =
{
(x, y) : x > 0, y > 0

}
,

l1 =
{
(x, y) : x > 0, y = 0v}, l2 =

{
(x, y) : y > 0, x = 0

}
,

� Ω2 / �-����: ������ 8���8��������( �)���������' 8���8�'7�� l1 � Γ0
x− [2/(m + 2)](−y)(m+2)/2 = 0 / ?�������������� ��������' "�.( ��?��'Z�� ��
����� O(0, 0). q���: m,λ ∈ R, 8����7 m = const > 0, � λ = λ1 8�� y > 0, λ = λ2
8�� y < 0.

T
�
�
 TD∞. 3����  ���!�Y u(x, y) �� �����YZ�7� ��������7�0
�. u(x, y) ∈ C(Ω1∪Ω2∪l2∪Γ)∩C1(Ω)∩C2(Ω1∪Ω2), 8����7 uy(x, 0) 8�� x→ 0

7���� �7��: ���-������: 8��'��� 7��:X� 1 − 2β, � ��' ���������� -��:X�? x
�8��������� ����������� |uy(x, 0)| �M1|x|2β−1−ε;
	. u(x, y) ����������'�� ��������Y "�. � �-����'? Ω1 � Ω2~
T. 8�� ���������� -��:X�? r0 ����������'�� ������'7

|u(x, y)| < M1

rε0
, |ymux(x, y)| < M2

r0
, |uy(x, y)| < M3

r0
� �����YZ�7 ������7 ������'70

u(0, y) = ϕ(y), ∀ y ∈ l2,

A1,λ2
0x

{
Dβ

0xx
2β−1u[θ0(x)]

}
= a(x)u(x, 0) + b(x), ∀x ∈ l1,

)�� ϕ(y), a(x), b(x) / ��������  ���!��( 8����7 ϕ(y) ∈ C[0,+∞) � 8��
���������� -��:X�? y ����������'�� ����������� |ϕ(y)| � M4y

−1−m/2−ε,
a(x), b(x) ∈ C1( l1 ) ∩C2(l1) � b(x) ��' ���������� -��:X�? x ����������'��
����������� |b(x)| < M5x

−1−δ* q���: r20 = x2 + [2/m + 2]2ym+2( Mi = const > 0
"i = 1, 5 .( δ > 0( � ε / ���������� 7���� 8��������:��� �����( β = m/(2m+4).
%�������( ��� θ0(x0) '��'���' ������ 8���������' ?������������� Γ �������

��' "�. � ������ x + 2
m+2(−y)

m+2
2 = x0, )�� x0 ∈ (0,+∞)~ Da

sx[f(x)] / �8����
��� ���-��)� � �7���� #�7��� / <������' ����)�����  ����!�������' ���(
� A1,λ

sx [f(x)] / �8������ �� �	�*
=������������: ��X���' [��� ������ �����������' � 8�7�Z:Y 7����� �����

)����� [���)��* $�Z���������� ��X���' [��� ������ �������� 7�����7  ����
!�� p���� � 7�����7 ����)���:��? ���������*
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��7��'�: �������� 7��������� � ��������: ��Z��������� ���'��� �� 8��������
���� � !���7* � ��'�� � [��7 ������:��7� '��'Y��' ����7������� ������ ��'
���������? 8����)���������? ���( � � ���������( ��' �8��)�� 8����� "���'.
�������7����� ���Z���*
� ��-��� � 8���������� ������������ ���( )�� ����7���������: ����8������

������ � �������� ��!������YZ�� ��)����� �� )����!� �8��)�� ������8���
���������� 8�����( �����Y��' �����)����� ��77�������� � ������77������
��� 8������ ������* ���� �������7������� ���Z��� 8����� ���Z�����'���' 8�
������ 8����?������? ��8�'����� p������ / �����?�* $�)����� [��� ������(
8����7����'( ��� �� ���!�? ���' 8�7�7� ���X��? ��)����� �������Y� �����
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p���* � �����:���� �������� 7�������� �8��)�� 8����� � �������7����� ����
Z���� ������'��' �������7� �� ������� 7�������� 8����� �-����� ���Z��
��* ��' ��X���' ��8��:�������: ����������' ��?����( ���Y��YZ�' 8��7����
��� 8���!�8� 8�����:��)� 8�)��Z���'( 8���-��������' _��:� 8� -���������
8���'������ ���������� � ������ ������� ��' ��?������' �-�����)� 8���-�
��������' _��:�* 6�� ��������? ���Z���? 8����� -��� 8������� ��X���'
� ���� �'��� 8� ��-�������7 �����7 � ������� ���8��������� ������X���'*
6���������� ������ 8������( ��� 8��  �����������? �������? �������' �����
��!����:��? ��Z��������? �������? ����� -��:X� 8�� ������� 8����?������?
��8�'�����( ��7 �������' �������? ����� ��' �����������)� �����' ����� -��
8����?������? ��8�'�����* %�7�����( ��� 8����?������� [  ���� �������Y�
��Z��������� ���'��� ���:�� 8�� �7��:X���� ���Z��� 8����� �� �������7��
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"vOLLFC( aGLJGk~ aGLJGk zGQWEAJM.

oMA vFAKCHH VGOHICDW eCQOA BDGVQAK FL GHA GN EMA KGLE NCKGOL VGOHICDW eCQOA
BDGVQAKL* zDGVQAKL GN JGKBQA� CHCQWLFL( EMA LGQOEFGH CHI CBBQFJCEFGHL GN kMFJM FL
IAeGEAI EG C QCDSA HOKVAD GN KGHGSDCBML CHI LJFAHEFdJ CDEFJQAL "LAA( A* S*( ��+T� CHI
QFEADCEODA DANADAHJAL FH EMALA KGHGSDCBML.* zOVQFJCEFGHL IAeGEAI EG HAk CBBQFJCEFGHL
CBBACD LWLEAKCEFJCQQW EMFL BDGVQAK "LAA �,�( DAJAHE kGDb �\� CHI GEMADL.*
oMA JQCLLFJCQ LECEAKAHE GN EMA vFAKCHH BDGVQAK GH CH GBAH JODeA FL CL NGQQGkL*
iAE Γ VA C LFKBQA BFAJAkFLA LKGGEM lGDICH CDJ FH EMA JGKBQA� BQCHA C LECDEFHS

CE a1 CHI AHIFHS CE a2* �A IAHGEA VW Hν(Γ) EMA JGQQAJEFGH GN CQQ SFeAH GH Γ
NOHJEFGHL f(t) LCEFLNWFHS EMA f�GQIAD JGHIFEFGH

hν(f ; Γ) := sup

{ |f(t)− f(t′)|
|t− t′|ν : t, t′ ∈ Γ, t′ �= t

}
<∞, 0 < ν � 1.

iAE NOHJEFGHL G(t) CHI g(t) GN EMFL JQCLL VA SFeAH GH Γ( KGDAGeAD( EMA dDLE GN
EMAK IGAL HGE eCHFLM* vFAKCHH�L BDGVQAK FL EG dHI CQQ MGQGKGDBMFJ FH C \ Γ GN
NOHJEFGHL Φ(z)( eCHFLMFHS CE CH FHdHFEAQW IFLECHE BGFHE CHI MCeFHS CE ACJM EMA FHHAD
BGFHE Γ EMA QFKFE eCQOAL GH EMA QANE CHI GH EMA DFSME Φ±(t)( DALBAJEFeAQW( JGHHAJEAI
VW EMA VGOHICDW JGHIFEFGH

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t), t ∈ Γ′ := Γ \ {a1, a2}.

jLOCQQW EMFL JGHIFEFGH FL LOBBQAKAHEAI kFEM LGKA DALEDFJEFGHL GH EMA SDGkEM GN
EMA DAROFDAI NOHJEFGH HACD EMA AHIL GN EMA CDJ*
r LBAJFCQ JCLA GN EMFL BDGVQAK

Φ+(t) = Φ−(t) + g(t), t ∈ Γ′,

FL JCQQAI EMA �OKB BDGVQAK*
cGD KGDA FHNGDKCEFGH GH EMFL BDGVQAK LAA JQCLLFJ kGDbL ��+T�( kGDb �m� CL kAQQ CL

EMA kGDbL �]� CHI KGDA DAJAHE �n( g+���*
uODFHS EMA JGHNADAHJA kA kFQQ VCLFJCQQW ECQb CVGOE EMFL VGOHICDW eCQOA BDGVQAK

GH HGH�DAJEFdCVQA JODeAL "kMFJM FL C LADFGOL BDGVQAK.( CHI( KGDA LBAJFdJCQQW( LBFDCQL
"FHJQOIFHS GHAL GN MFSM EGDLFGH.*
r HOKVAD GN QCEALE DALOQEL GH EMFL EGBFJ kFQQ VA BDALAHEAI FHJQOIFHS EMA NGQQGkFHS0
��� Γ �� � �	��	������
� 
�
��� �
�� �	�

	� �@�	���� M � �������� �	�

	�

�@�	���� N ��� �@������ �@�	���� κ ��� ��� g ∈ HM
ν (Γ) ��� ���  ���	� �	���	�� P

	� ��

 �����
	� 
� �	
�� 0 

 �
������
��  ��� 
�

ν > 1− m

2
,

�





��� ��	����

Φ+(t)− Φ−(t) = g(t), t ∈ Γ′,

��
 � 
	���
	� Φ0 
� � ���

 	� �����
	�
 �
��

Φ(z) = (2πi)−1g(1) ln |z − 1|+O(1),

�

����	�
�
 �� 1� ���

Φ0(z) = P0(z)K(z) + P1(z)L(z) +O(1),

�� 0
L(z) = O(z−N ) +O(z−κ+1).

,*k*1*Al*4
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� ������� ����7���������' �����'Z�' �� -��:X�)� 8���7���� ω ������ 
��
X� ��' �������)� ��������' � 7���X�7 �����7 ����0⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

utt(x, t)− uxx(x, t) +
1

ω
a(x, t, ωt)u(x, t) = f(x, t)r(t, ωt),

u(x, t)
∣∣
t=0

= 0,

ut(x, t)
∣∣
t=0

= 0,

)�� 7���X�� ��[  �!���� � 8����' ����: ��������' -����� ��!������Y� 8�
���7���* 6�� �������?  ���!�'? a( f � r 8�������� ���78������ ��X���' [���
������ / ���������YZ�� �����:��� � ��7�������� � ���� �����7� �* q���7
8���8���)����'( ���  ���!�� a � r ������( � f �� ��������* � [��7 ������
8��������� � ��X��� �-�����' ������ � ��������������  ���!�� f 8� �������'7
��[  �!������ ���?������� ���78������ ��X���'( ����������7 � ��������
����� 8�����������* $����������YZ�� �����:��� �- ����������� �����X�7����
8����������� �-������ ������ '�'���' �������7 � ������� � � ��7�������� �
���� �����7� 	*
6��������7( ��� � ��-��� ��8��:�����' �������������� 8��?�� ��+	� � 8�����

����� � ��X���Y �-�����? ��[  �!������? ��������������? �����( ����Z��
�� ����� ���? ���!�8��� / ���78���������� 7����� � �-������ ������* � ���
���:���� ������������ �-������ ������ ���-������' �� ��� �����0 8���������
��������� ���78������ ��X���' 8�'7�� ������ � 8��������� � ��X���� �-����
��� ������*
� ����Y����� ��7���7( ��� �����������' �����' �-�����? ��[  �!������?

����� �������� � -��:X�7 ����� 7���)�� �� � ������ "�7*( ��8��7��( �T+,� �
-�-���)�� �Y � ��?.*
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"vOLLFC( �AbCEADFHVODS~ �aa jD� vr@( jDcj.

iAE Ω VA C VGOHIAI GBAH LAE GN Rn "n � 2.( CHI QAE f ∈ L1(Ω)* �A JGHLFIAD
EMA uFDFJMQAE BDGVQAK

−
n∑
i=1

Di ai(x, u,∇u) = f FH Ω, u = 0 GH ∂Ω, "�.

CLLOKFHS EMCE EMA JGAtJFAHEL ai LCEFLNW EMA LECHICDI SDGkEM( JGADJFeFEW( CHI LEDGHS
KGHGEGHFJFEW JGHIFEFGHL* �H BCDEFJOQCD( kA CLLOKA EMCE( NGD CQKGLE AeADW x ∈ Ω( AeADW
s ∈ R( CHI AeADW ξ ∈ R

n( EMA FHAROCQFEW

n∑
i=1

ai(x, s, ξ) ξi � c|ξ|p

MGQIL kFEM p ∈ (1, n) CHI c > 0*
�A BDALAHE GOD DAJAHE DALOQEL GH EMA LOKKCVFQFEW GN AHEDGBW CHI kACb LGQOEFGHL

GN EMA BDGVQAK OHIAD JGHLFIADCEFGH* �A HGEA EMCE C kACb LGQOEFGH GN BDGVQAK "�. FL

C IFLEDFVOEFGHCQ LGQOEFGH FH
◦
W 1,1(Ω) CHI CH AHEDGBW LGQOEFGH GN EMA LCKA BDGVQAK FL

IAdHAI VW C NCKFQW GN FHEASDCQ FHAROCQFEFAL CHI VAQGHSL EG C NOHJEFGH LAE QCDSAD EMCH

EMA LBCJA
◦
W 1,p(Ω)* rL NGD EMA BDAJFLA IAdHFEFGHL GN LGQOEFGHL CHI EMA IALJDFBEFGH GN

LGKA DAQCEAI DALOQEL( LAA( NGD FHLECHJA( ���* �A GHQW KAHEFGH EMCE EMA A�FLEAHJA GN CH
AHEDGBW LGQOEFGH GN BDGVQAK "�. NGQQGkL NDGK C EMAGDAK FH �	� CHI FN p > 2 − 1/n(
EMAH( VW C DALOQE FH �T�( C kACb LGQOEFGH GN EMFL BDGVQAK A�FLEL* �H EMA ECQb( kA IACQ
kFEM EMA JCLA kMADA EMA DFSME�MCHI LFIA GN EMA AROCEFGH FH BDGVQAK "�. VAQGHSL EG
JQCLLAL JQGLA EG L1( HCKAQW( EG JQCLLAL K LOJM EMCE L1+ε(Ω) ⊂ K ⊂ L1(Ω) NGD AeADW
ε > 0*
oG LECEA LGKA GN GOD DALOQEL( kA FHEDGIOJA CO�FQFCDW HOKVADL CHI NOHJEFGHL*

�A LAE

q =
n(p− 1)

n− p
, r =

n(p− 1)

n− 1

CHI IAdHA C LAROAHJA GN HOKVADL sj CL NGQQGkL0 s1 = e( sj = esj−1 ( j = 2, 3, . . . cGD
AeADW j ∈ N( QAE lj : [0,+∞) → R VA EMA NOHJEFGH LOJM EMCE

lj(s) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, FN 0 � s � sj,

ln . . . ln ln︸ ︷︷ ︸
j

s, FN s > sj.

�
T



�H EODH( NGD AeADW m ∈ N CHI AeADW γ > 0( QAE ψm,γ : [0,+∞) → R VA EMA NOHJEFGH
LOJM EMCE

∀ s ∈ [0,+∞), ψm,γ(s) =

[
m∏
j=1

lj(s)

]−1[
lm+1(s)

]−γ
.

cFHCQQW( QAE l∞ : [0,+∞) → R VA EMA NOHJEFGH LOJM EMCE

l∞(s) =

{
s, FN 0 � s < s1,

(s1 − 1)j + lj(s), FN j ∈ N CHI sj � s < sj+1.

oMA NOHJEFGH l∞ FL HGHHASCEFeA( FHJDACLFHS( CHI JGHEFHOGOL* aGDAGeAD( l∞(s) → +∞
CL s → +∞ CHI( NGD AeADW k ∈ N CHI AeADW λ > 0( kA MCeA l∞(s)[lk(s)]

−λ → 0
CL s→ +∞*
N.*01*F i� ��� fl∞(|f |) ∈ L1(Ω)� ��� ��� u �� �� ����	�� 
	���
	� 	� ��	��

��� "�.�  ���� �	� ����� m ∈ N ��� ����� γ > 1�

|u|q[l∞(|u|)] n
n−p ψm,γ(|u|) ∈ L1(Ω),

|δu|r[l∞(|δu|)] n
n−1 ψm,γ(|δu|) ∈ L1(Ω).

�H EMA QCEEAD FHJQOLFGH( δu FL EMA SDCIFAHE GN EMA AHEDGBW LGQOEFGH u*

N.*01*F j� X

��� ���� p > 2 − 1/n� ��� ��� fl∞(|f |) ∈ L1(Ω)�  ��� �����
�@

�
 � ���� 
	���
	� u 	� ��	���� "�. 
��� ����� �	� ����� m ∈ N ��� ����� γ > 1�

|u|q[l∞(|u|)] n
n−p ψm,γ(|u|) ∈ L1(Ω),

|∇u|r[l∞(|∇u|)] n
n−1 ψm,γ(|∇u|) ∈ L1(Ω).

�A HGEA EMCE oMAGDAKL � CHI 	 CDA JGHLAROAHJAL GN EMA SAHADCQ DALOQEL SFeAH FH �,�*
�A CQLG HGEA EMCE DALOQEL LFKFQCD EG EMA CVGeA EMAGDAKL MGQI FN( FHLEACI GN EMA
NOHJEFGH l∞( kA ECbA( NGD FHLECHJA( EMA NOHJEFGH l∞ ◦ l∞ GD EMA EMA NOHJEFGHL lλ∞
kFEM λ > 0*

,*k*1*Al*4
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-X9>.418= d4.0 24C0.F0>85 =45- 48 71C>24.0:4D D7>==-= D71=- .1 L1 YY I18748->2 `8>7 A%&%& A
�17 *U% AG ***[U% a^�� *& *&*[Y_ 8> %&*U ***[U% 

% ����'� ��� ����!�A� 	�� I���'�  �� .���'! 	�� ���HB�&&� :� ;?4=.-8D- 2-=97.= H12 818748->2
-774@.4D -X9>.418= d4.0 5-C-8-2>.- D1-2D4<4.3 YY `88 6>. G92> `@@7 "T+ A%&&E A�17 *]%$
S * AG (E'\U 

E ����!�A� 	�� :!���-k�& �� I18748->2 -774@.4D -X9>.418= d4.0 24C0. 0>85 =45- :->=92-= YY K1:: 
G>2. a4W-2 ;X9>. A*UU% A�17 *\$ S E'T AG [T*'[(( 

T #��!�����+ �� �� ,9::>c474.3 1H =179.418= 1H .0- a424D07-. @21c7-: H12 818748->2 -774@.4D
-X9>.418= d4.0 24C0.F0>85 =45- 48 D7>==-= D71=- .1 L1 YY 6>.0 I1.-= A%&%& A�17 *&\$
S ('[ AG *&%E'*&%] 

�
,



������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

hy @�aaUov�x �Uu�U ahuU hc ry Uir@o�x @hi�u�

5� b� Z)\)10+ "vOLLFC( @CFHE zAEADLVODS~ @zVj( zua� vr@."
Q� 5� Z)\)10+ "vOLLFC( @CFHE zAEADLVODS~ @zVj."

J� c� ])+010X.3A "vOLLFC( @CFHE zAEADLVODS~ zua� vr@.

rQGHS kFEM VOQb CHI LODNCJA kCeAL "C NCFD A�CKBQA GN EMA QCEEAD FL EMA vCWQAFSM
kCeA FH MCQN�LBCJA.( kAISA kCeAL JGKBDFLA C NOHICKAHECQ EWBA GN GLJFQQCEFGHL GN LGQFIL
CHI CDA FHEAHLFeAQW LEOIFAI FH SAGBMWLFJL( KCJMFHA VOFQIFHS( JFeFQ AHSFHAADFHS AEJ*
cFDLE EMAGDAEFJCQ DALOQEL GH kCeAL BDGBCSCEFHS CQGHS EMA AISA GN C kAISA kADA

GVECFHAI VW HOKADFJCQ LFKOQCEFGHL* oMAH EMALA kCeAL kADA LEOIFAI CHCQWEFJCQQW CE
EMA BMWLFJCQ QAeAQ GN DFSGD VW KCHW COEMGDL( KGLEQW NGD LKCQQ FHEADFGD CHSQAL "LQAHIAD
kAISA. CHI FHEADFGD CHSQAL LQFSMEQW QALL EMAH π*
oMA dDLE DFSGDGOL BDGGN GN A�FLEAHJA GN EMA kAISA kCeA kCL GVECFHAI FH EMA

BFGHAADFHS BCBAD ��� VW eCDFCEFGHCQ KAEMGI NGD FHEADFGD CHSQAL QALL EMAH π
2 * oMAH

EMA FIAC GN ��� kCL IAeAQGBAI FH �	� kMADA EMA DCHSA GN CBADEODA CHSQAL kCL AHQCDSAI*
�A BDGeA EMA A�FLEAHJA GN C LWKKAEDFJ kAISA KGIA FH CH AQCLEFJ IANGDKCVQA

kAISA NGD CQQ CIKFLLFVQA eCQOAL GN EMA zGFLLGH DCEFG σ ∈ (−1, 12) CHI FHEADFGD CHSQAL
JQGLA EG π "LAA cFS* �. kMADA ε = tan(α)*

1
x

���� �� /0- D21== =-D.418 1H 4=1.21@4D 01:1C-8-19= -7>=.4D d-5C- 

N.*01*F i� N	� ��� σ ∈ (−1, 12)� 	�� W��
 ε
0 
��� ���� �	� ��� 0 < ε < ε0

����� �@

�
 � 
������
� ����� ���� �����
�� �@�	����
���� ������ ��� �

����� ��	�

��� �����  �

 ���� ��	������
 ��	�� ��� ���� �
�� ��� ���	�
�� cw ��
�� ��
 ���
�	��	�
�� �
����	�
�
 �
 ε→ 0E

c2w = c2R

(
1− ε2ϑ+O

(
ε

5
2

))
, "�.

����� cR 

 ��� ���	�
�� 	� ��� Z����
�� ���� ������
 ϑ > 0 

 �� �@��
�
� �	�[�
���
������
�� 	� σ 	����

oMA ECQb FL VCLAI GH EMA BCBAD �T�*

�/0- =.953 1H .0- =-D185 >9.012 d>= =9@@12.-5 c3 .0- h9==4>8 ,D4-8D- V1985>.418$ C2>8. S *\F
**F&*&&E 
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,� [� Z*I3A "vOLLFC( vGLEGe�GH�uGH( @cAIj~ �QCIFbCebC�( @a� �@x vr@."

5� e� d)P'(G)A "vOLLFC( vGLEGe�GH�uGH( @cAIj~ �QCIFbCebC�( @a� �@x vr@.

aGIADH KCEADFCQL kFEM C JGKBQA� MAEADGSAHAGOL LEDOJEODA CDA HGk kFIAQW OLAI FH
KFQFECDW CHI JFeFQ AHSFHAADFHS* aGDAGeAD( IOA EG EMA BAJOQFCDFEFAL GN EMA EAJMHGQGSFJCQ
BDGJALL GN KCHONCJEODFHS LOJM KCEADFCQL( KCHW GN EMAK CDA LOV�AJEAI EG C HGH�
OHFNGDK BDAQFKFHCDW LEDALL�LEDCFH LECEA* �H EMFL DASCDI( C NCFDQW QCDSA HOKVAD GN
vOLLFCH CHI NGDAFSH kGDbL CDA IAeGEAI EG EMA KGIAQFHS CHI LEOIW GN FHMGKGSAHAGOL
KCEADFCQL( CL kAQQ CL EMA APAJE GN BDALEDALLAL GH EMA LEDAHSEM JMCDCJEADFLEFJL GN
KCEADFCQL* �E LMGOQI VA HGEAI EMCE GNEAH IODFHS KCHONCJEODA( EG FKBDGeA EMA
KAJMCHFJCQ JMCDCJEADFLEFJL CHI BDGBADEFAL GN LEDOJEODAL( BDALEDALL dAQIL CDA NGDKAI
FH EMAK FHEAHEFGHCQQW*
�H EMA BDALAHE DALACDJM( C SAHADCQ QFHACDF�AI NGDKOQCEFGH GN EMA BDGVQAK

GN eFVDCEFGHL GN C BDALEDALLAI AQCLEFJ VGIW FL IALJDFVAI( kACb CHI eCDFCEFGHCQ
NGDKOQCEFGHL GN EMA BDGVQAK CDA BDALAHEAI ���* hH EMA VCLFL GN EMFL KGIAQ( C HOKVAD
GN BDGVQAKL GH EMA LEACIW�LECEA eFVDCEFGHL GN BDALEDALLAI VGIFAL FH EMA BQCHA LECEA
CDA JGHLFIADAI* oMA NGDKOQCEFGH GN EMA BDGVQAK GN LEACIW�LECEA KF�AI BQCHCD�wA�ODCQ
eFVDCEFGHL GN CH FHMGKGSAHAGOL EMFH BQCEA OHIAD JGHIFEFGHL GN CH FHFEFCQ LEDALL LECEA
FL GVECFHAI* hH EMA VCLFL GN EMFL NGDKOQCEFGH( CHI C HOKVAD GN BCDEFJOQCD BDGVQAKL NGD
BQCEAL GN eCDFGOL LEDOJEODAL CDA FHeALEFSCEAI( FHJQOIFHS NOHJEFGHCQQW�SDCIAI( QCWADAI(
BADNGDCEAI BQCEAL kFEM MGQAL( CL kAQQ CL BQCEAL kFEM DFSFI FHJQOLFGHL* rQSGDFEMKL
NGD EMA HOKADFJCQ LGQOEFGH GN IFDAJE BDGVQAKL OLFHS EMA dHFEA AQAKAHE KAEMGI CDA
JGHLEDOJEAI( EMA FHwOAHJA GN eCDFGOL EWBAL GN MGKGSAHAGOL CHI FHMGKGSAHAGOL
BDAQFKFHCDW LEDALLAI LECEA GN BQCEAL GH EMAFD CKBQFEOIA�NDAROAHJW JMCDCJEADFLEFJL CHI
DALGHCHJA NDAROAHJFAL FL FHeALEFSCEAI* oMA BDGBGLAI KGIAQ KCbAL FE BGLLFVQA EG LBAJFNW
CH CDVFEDCDW EWBA GN BDAQFKFHCDW LECEA FH EMA BQCEA0 VGEM FH EMA NGDK GN CHCQWEFJCQ
IABAHIAHJAL CHI HOKADFJCQQW*
r HOKVAD GN FHeADLA BDGVQAKL GH EMA DAJGeADW GN FHFEFCQ LEDALLAL FH BQCEAL( kMFJM

IFPAD FH EMA EWBA GN bHGkH CIIFEFGHCQ FHNGDKCEFGH CVGOE EMA KACLODAI IFLBQCJAKAHE
dAQI FH EMA CJGOLEFJ LGOHIFHS KGIA( CDA JGHLFIADAI* aCFHQW( kA JGHLFIAD FHeADLA
BDGVQAKL GN EkG IFPADAHE EWBAL( FH EMA BDALAHJA GN CIIFEFGHCQ ICEC GH EMA KACLODAI
IFLBQCJAKAHE dAQI0 �. FH C LAE GN BGFHEL GN EMA DASFGH CE C d�AI eFVDCEFGH NDAROAHJW(
CHI 	. GH C VGOHICDW BCDE FH LGKA NDAROAHJW DCHSA �	�* �A FHeALEFSCEA EMA ROALEFGHL
GN BDALEDALL LGQOEFGH OHFROAHALL NGD EMA �LE EWBA FHeADLA BDGVQAK* @GKA HAk KAEMGIL
CHI CQSGDFEMKL VCLAI GH EMA BDG�AJEFGH( dHFEA�AQAKAHE CHI FEADCEFeA�DASOQCDF�FHS
LJMAKAL NGD LEOIWFHS EkG�IFKAHLFGHCQ FHeADLA BDGVQAKL CDA BDGBGLAI CHI IFLJOLLAI(

�/04= d12b d>= l8>8D4>773 =9@@12.-5 c3 > C2>8. H21: .0- j1<-28:-8. 1H .0- h9==4>8 V-5-2>.418$
>C2--:-8. S &\(F*(F%&*UF*U%] 

�
]



CHI EMA DALOQEL GN LGKA JGKBOECEFGHCQ A�BADFKAHEL CDA BDALAHEAI* oMA BGLLFVFQF�
EFAL GN FIAHEFNWFHS EMA BCDCKAEADL GN EMA BQCHA BDALEDALLAI LECEA GH EMA VCLFL GN
EMA KACLODAKAHE ICEC GN EMA NDAROAHJW JMCDCJEADFLEFJL GN EMA BQCEA CDA CHCQW�AI*
U�CKBQAL GN HOKADFJCQ A�BADFKAHEL GH EMA DAJGHLEDOJEFGH GN BDALEDALLAL GN eCDFGOL
EWBAL CDA BDALAHEAI( CHI EMA DAJGKKAHICEFGHL CDA BDGBGLAI NGD EMA LAQAJEFGH GN EMA
KGLE APAJEFeA QGCIFHS KGIAL CHI EMA JMGFJA GN NDAROAHJW DCHSAL NGD CJGOLEFJ LGOHIFHS*

,*k*1*Al*4

*  !&-�+!' �� .�� C-A!���  �  �� )�A�' K� C� G2-=.2-==� 615-748C >85 �5-8.4lD>.418 Ah1=.1<F
18Fa18� ,V-5{ G9c74=048C i19=-$ %&*( A%&[ @ 
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� �����'Z�� ���7' � ��������? �-����'? ��?���� � ��������78�������
��7 ���������7 X����� 8��7��'Y��'  ���!�����:���)���������� 7�������
�� "c�a.* %����� ��?����)�' ��)��������' c�a '��'���' 7��)����8�������
� ���-��� ���)������� ����:��? ������� 8������7�)� ������'* 6�� [��7 ����
7�7�?��������� ?������������� ����� �������������� 7��������� 7�)�� -��:
�8�������� ���:�� �������X�YZ�7� 7�����7� �������'( �8���YZ�7��' �� �8�
8���� ��[  �!������? �-�����? ����� "
%q.*

 �����'Z�7� ���7��� �7����' ����������� ���������� ��-�� 8� ��������7

��8����7 
%q ��8��8���������� � ������ �8��)����* 6�� [��7 ���-���� ���8���
���������7 7�����7 ��X���' 
%q '��'���' 8���������  ���!������ ���'���
� �)� 7���7���!�' ����7���-� �� )���������? 7������ ��� )����������7 ��)��
���7�7* ��' ��������? 7��������� ���-?���7� ��������: ��'�������: 8����
� ��X��: 
%q ���7��8��)����* %����� �-������ ������ ���7��8��)���� ��'
�����������? ��� ���-� �������* |�� �-{'��'���' ��������:Y 8��������' �8��
�������? ��������� � ���� ��'�������� 8���� � �����������:Y ������*
� ��-��� 8����������� ��� 8��������� 
%q ���7��8��)���� 8�� �������

��8�������:��� �� ��7�!�� � )�������? 8��'?0 �. � ����� ��7����? <�8���
��( ��� ������������� �����!��( ��)�� ��8�������:��' �� ��7�!�' ������ ��
8���-���������7 ���������~ 	. �� �������7 ���7����7 ���������*
6�������� �����!������ 8��?�� � ��X���Y ���������� 
%q ���7��8���

)���� 8�������:��)� �������)� ����* ��' [��)� �� ������ ���-�� 8���������
8�'7�� ������( ������X���' ����7����� � 7����� ���������!�� 8������� ���
������������� �8��������� ��������' � ����� ��7����? <�8����*
������� ����7���������: ��X���� 
%q ���7��8��)���� � ����� ��7����?

<�8���� ��' ������' � -���������)� !�������* 6�� [��7 � ?��� ����������:�
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� �����7 ������� ����7������ ������ �8�������' 8����7 ��-�������7 ����
�����7 ����-���� -���� |����� / �������� � X�������7 �����8�����7 ��
�-��? ���!�?* 6���: k(x)( x ∈ (0; l), / ����������:��������' ��77����7�' ��7�
7�������'  ���!�' ���������:�� ����� x = l

2 . %-������7 �8������:��� 8����

7��� λ = ω2ρA
EJ ( )�� ρ / 8�������: 7��������( A/ 8��Z��: 8�8������)� ������'(

EJ / ��)�-��' ��������: -����( ω / ��������� 8���7���* $8������:��' �����
�� �- ��)�-��? ����-���'? -���� � X�������7 �����8�����7 �� �-��? ���!�?
�7��� �����YZ�� ���0

yIV (x) +
k(x)

EJ
y(x) = λ y(x), 0 < x < l, (1)

y(x)
∣∣
x=0

= 0, y′′(x)
∣∣
x=0

= 0, y(x)
∣∣
x=l

= 0, y′′(x)
∣∣
x=l

= 0. (2)

6���: (B − μ I) / �8������ � L2(0, l), �����������YZ�� ������0

uIV (x) +
k(x)

EJ
u(x) = μu(x), 0 < x < l, (3)

u(x)
∣∣
x=0

= α

l∫
0

u(x) y1(x) dx, u′′(x)
∣∣
x=0

= 0,

u(x)
∣∣
x=l

= 0, u′′(x)
∣∣
x=l

= 0,

(4)

)�� α / �������� �� ���' ��Z��������� �����* ��-���: )�������� 8����
7��� α ���( ���-� ��-�������� �������' �8������� B ��?������: ��� ������
���� (−λ2, λ2).
%������7 �����:����7 '��'���'

������
 i� S$,4 )1+04506F 2+1+>8%1 α :6/1+%& %+9� 5%(/6 :62(,0-,($&

081+:80$%:(

(λ2 − λ1) � α y′′′1 (0), (5)

%( $(/$%:80068 30+5804- {μn}∞n=1 (281+%(1+ B (218*8,-.%$- 2( <(1>#,8

μn = λn 214 n � 2 4 μ1 -:,-8%$- 8*40$%:8006> :8;8$%:8006> 9(108> :08 40�

%81:+,+ (−λ2, λ2) #1+:0804-
1 =

αy′′′1 (0)
μ− λ1

.

�M�)��� ����
���� ��� ���������� �������	� ������������ �)��������� � ���	� M����)F

�	� f���N����$ ����	� S `G&]&(%%EU 

���



����� ��-��� ������ -����� � 7�����7 ��-�� ��( 	�* $ ��7����������' ���
���� ��������' � ������ ����� �8�������' �8�����7 �������)� �8������� � ���
���������� ����-����:��? �����7 �T�* 6���-��� ��8���� �������Y� � ������?
�[���8��)���� �,( �* 	g�� � ����������� �|�$ �\( )�* ��*

a
���
���


* 
�8_�b48 1� ?�� @��4�]�3 @� ��	����� ������� ��)��������� �������� ��
����������F
���� �����������
!���� ��������� � ���������� YY O�� ����� ��������	� A%&*\ A
S % AP *T'%* 

% I!"-���' *� ,-�� /!A�B!�-�+ *��� ,��H���+"+ 	� K18.217 1H <4c2>.418= 1H -7>=.4D>773 l?-5
1c_-D.= 9=48C >8>73=4= 1H -4C-8H2-X9-8D4-= YY �8. Z 6>.0 G03= A%&%& A�17 **$ S % A
G %\'E* 

E N���F2� �� �� �	������
!��� �����p���� ���	����N ���������� YY O�� ����� ����F
����	� A*U]U AS * AP E('T* 

T C�'��!' �� I� !'A �&� !�� i4C0 ,@--5 G21c7-:= 1H `42D2>H. >85 ;?@-24:-8.>7 6-.015= A
G248D-.18� G248D-.18 {84< G2-==$ *U[* A*&%T @ 

( ��!'A .� !'A �&� !�� h-=18>8. 6;6, Ay-480-4:� y47-3F�Ki �-27>C � K1 tj>`$ %&*( A
(*% @ 
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������ ��	
���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� &$2�69%92
= $6=
9#& �2__=#=342&<`3%p% %6=#&9%#&
�9%#%p% 6%#^�
& $ 3=<%
&<`3>�2 
#&=�>�2 �$<%�2^�2

9� 7� �������

"#����'( �����������~ 1�2 �34 #&3.

������ 8���'Z�� �����������Y �8������:��? ������� ��  ����!���:��)�
�8������� L : D(L) ⊂ L2(0, 1) → L2(0, 1) ����

(Lu)(x) = −u′′(x) + q(x)u(x), x ∈ (0, 1),

� �-����:Y �8��������' D(L) = {u ∈ W 2
2 (0, 1)}* 
��7� ��)�( ��� �������' ����

��YZ�7� �������:��7� ������7� ������'7�0

u(0) = u(1), u′(0) = u′(1) +
1∫

0

p(x) u(x) dx.

����7 8���8���)��:( ���  ���!�' p � 8����!��� q '��'Y��' 8�������:��7�
��78������������7�  ���!�'7� �� ������ L2(0, 1)*
� ��� ��' �8������� L 8�� q = 0 -��� 8���8���'�� 8�8���� ���������:

-��������: #���� �����7� ��-�������? � 8������������?  ���!��* ���� ���
������( ��� �������� -��������� �������?  ���!�� 7���� 7��'�:�' 8�� ����7
�)���� 7���7 ��7������ '��� ����)���:��)� ���7�Z���'( � ����� ��8�����
���78������ ��-�������? ��������* �����' ��7����� 8��������� ���� ������
��� � ����� ��-�� �	+,�* &����� 8������� -������ 8� ��?� �����:����( �� ��� �
������ ��������)� 8����!���� q* %�7���7( ��� ������������ ����7�������7�)�
������ �8�������� ����� ��'���� � ������������7 ��)�������? �8��������( �
����� �8�������� � ��7��������7 ��)�7����7 "�7* �\( m�.*
6������7 �  ��7�������� �������? �����:�����* $���������7 �-����7 ���

��� pn � qn �-������7 ��[  �!����� _��:�  ���!�� p � q( ��������������0

pn =

1∫
0

p(x)e−i2πnx dx, qn =

∫ 1

0
q(x)e−i2πnx dx, n ∈ Z.

��' ���������:���� 7� -���7 ��8��:�����: ��������� ���� � �����:����
����:� �]�* 6����' �����7� 8���'Z��� ���78������ ��-�������? �������� �8��
������ L*

������
 i� "14 *($%+%(50( /(,&Q(> 54$,8 n *,- $(/$%:80067 30+5804F λ̃±n
(281+%(1+ L 4>88% >8$%( $,8*#.;+- +$4>2%(%458$9+- (=809+E∣∣∣∣λ̃±n − 4π2n2 − q0 −

pn+p−n
2

± 1

2

√
4(q2n+p−n)(q−2n+pn)+(p−n−pn)2

∣∣∣∣�Mγnn
−1,

)*8 (γn)n∈N ? 089(%(1+- $#>>41#8>+- $ 9:+*1+%(> 2($,8*(:+%8,&0($%&�

��T



� ����:� ��� -�� ����7����� ������ �8������� L � q = 0* 6������7 ��������
����YZ�� �����:��� � [��� �����!��*

=������
� i� S$,4 : (281+%(18 L 2(,(C4%& q = 0� %( $(/$%:80068 30+5804-
*,- *($%+%(50( /(,&Q()( n 4>8.% :4*

λ̃(1)n = 4π2n2 + O
(
n−2

)
, λ̃(2)n = 4π2n2 + pn + p−n + O

(
n−2

)
.

#����:���� ��������' � �����'Y� 8��������Y ����� ���78������ ��-������
��? �������� �� ��-�� ��+T�*
� ����:� �\� ����7��������' ��)�������� ��  ����!���:��� �8������ L

� p(x) = cos πx* 6������7 �Z� ���� ��������� �����7� �( ������� �8������
�� ���78���������� �!���� ��-�������? �������� �8������� L � [��7 ������7
������*

=������
� j� "#$%& q(x) = 0� p(x) = cos πx� '()*+ *,- *($%+%(50( /(,&Q(�

)( n $(/$%:80068 30+5804- λ̃
(1)
n 4 λ̃

(2)
n 4>8.% :4*

λ̃(1)n = 4π2n2 + O
(
n−2

)
, λ̃(2)n = 4π2n2 − i2n

π(1 − 4n2)
+ O

(
n−2

)
.

$ ��7������7 �Z� ���� �����:���* %� 8���'Z�� ��8����7 -��������� ���
�� ��-�������? � 8������������?  ���!��* 3�8�7��7( ��� -�����( �������
8������Y��' �����7�7� 8���������( ����������� -�����7� � 8����7 � 7��
��7��:��7 �����7�7 ����)����:��? 8��������� ������Y��' -�����7� ����*
27��� 7���� �����YZ�' �����7�*

������
 j� D4$%8>+ $(/$%:80067 4 214$(8*4080067 <#09=4F (281+%(1+ L
(/1+3#8% /+34$ P+14 $( $9(/9+>4 : 21($%1+0$%:8 L2(0, 1)�

a
���
���
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% ���D]�32� E� ��� NF�8]��� 7� �� Q )��������� 	������N ���	��� ����������	�� ��F
���� � �������
!��� �����p����� 	������� ��
���� YY |�� ��������� A%&*% A� T]$
S [ AP ]]U']UE 

E 0H!'B!�� )� G�� G!A+B���� /� �� ^8 =@-D.2>7 @21@-2.4-= 1H > @-24154D @21c7-: d4.0 >8
48.-C2>7 @-2.92c>.418 1H .0- c1985>23 D1854.418 YY ;92>=4>8 6>.0 Z A%&*E A�17 T$ S E A
G (E'[% 

T ���D]�32� E� ��� NF�8]��� 7� �� M���
����� �����������
!��� �������� � �����F
p����� 	������ ��
����� YY ��� �����	� A%&*\ A� *&*$ S ( AP \[]'\\] 

( ^2F2� N� ��� n�
82� 6� 6� O��
�������� ���	���
!��N ������� ������ ������������
�����������
!���� ��������� ������� �����	� YY |�� ��������� A%&*( A� (*$ S \ A
P ][*'][( 
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\ 1��3�32� �� ��� Y2�`32� @� E� ����� ����)��N ���������� � ���	���
!��� ���
���
��������� s�

� � ���
��	�� ��������
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�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%9 <%
&<`3% q&�&33%p% 
 p<%�&<`3%�� #2�&3%��
&3&<292s=$
%�� 6#%$9#&3$9��

��  � �����
"#����'( ������~ _��������� �����������.

� �������� 5���-���� 8����)�; ������������)� 8���������' 8�������:���
��7������ 7������ 8������7 �����YZ�� �8��������'*

����������� �� #�7����� ������������� ������'���� 7��)��-�����M ( ���
�������' �*�%��������( ���� ��� �-������ �����YZ�7� ��������7�0
�. M ��8��������7�~
	. �� ��Z������� �����:�� ���7���������)� �������YZ�)� ���-������' f :

M → N ( )�� N / ������'���� ��7����� ������������� 7��)�-�����( � f(M) /
�������� 8��7�������� � N �� ������ N *

����������� �� #�7����� ������������� ��������������� 7��)��-���
��� M ( ��)�-�� <� ��������? 8���� 
�����)� ������)� �� �7��� !�����( �����
�����' <%�( ������( ���� ��� �-������ �����YZ�7� ��������7�*
�. M ��8��������7�~
	. M �� ��8������ ��?���'YZ�? �������!�Y � ��������� 8��' 
�����)�

�����:��? ���7�����*

����8����� 7��)��-����� �-������ 7����7��:��� ��77������ � ���������

�� �8�������� ��' ��7�����? 7��)��-�����( ��)�-�� <� ������? �� �7��� !���
���*

������
 i� "#$%& φ ,(9+,&0+- 43(>8%14- 43 9:+342(,0()( >0()((/1+34- Y
: 9:+342(,0(8 >0()((/1+348 N � '()*+ φ 21(*(,C+8%$- *( 43(>8%144 φ :M ≈ N �

������
 j� R:+342(,0(8 >0()((/1+348 -:,-8%$- #04:81$+,&0( 214%-)4:+�
.;4> (/I89%(> : $,8*#.;8F 9+%8)(144� J/I89%6 ? ,(9+,&0( 43(>8%145068

14>+0(:6 (*0($:-3068 +0+,4%458$948 >0()((/1+34-� G(1<43>6 ? ,(9+,&0(

43(>8%1458$948 (%(/1+C804- f : M \ S → N � (218*8,0068 0+ :$8> >0()((/1+�
344 M � 3+ 4$9,.58048> >0(C8$%:+ S 082(*:4C067 %(589 :$87� $(71+0-.;47

:89%(1068 2(,- R4,,40)+ 4 (1480%+=4.� ,(9+,&067 43(>%14F M : $8/-�

6��'��� 8�����8����)� 7��)�-����' ��8������ �-�-Z���� � ������ �����:��
���������? 8���������� �� ���:�� ��' ��7�����?( �� � ��' 8�������7�����?
7��)��-�����*

������
 o� "#$%& g ? +,)8/1+ K4 :$87 40<404%838>+,&067 43(>8%14F 0+

,(9+,&0( (*0(1(*0(> 2$8:*(14>+0(:(> +0+,4%458$9(> >0()((/1+344 M � h ?

88 $%+=4(0+10+- 2(*+,)8/1+� z ? =80%1 +,)8/16 g� [g, g] ? 9(>>#%+0% +,)8/16 g�
"#$%& G? (*0($:-30+- 2(*)1#22+� 2(1(C*800+- +,)8/1(F g 4H ? 88 2(*)1#22+�

2(1(C*800+- 2(*+,)8/1(F h� S$,4 h ∩ (z+ [g, g]) = h ∩ [g, g]� %( H 3+>90#%+ : G�
S$,4 *,- ,./(F 2(,#21($%(F 2(*+,)8/6 p ⊂ g %+9(F� 5%( p + r = g� )*8 r ?
1+*49+, g� 4>88% >8$%( (p+ z) ∩ h = p ∩ h� %( H 3+>90#%+ : G�

��������� �����:���� � ������ ��7�����? 8���������� �8�-�������� � ���
-���? ��( 	( T�*

��\
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%692�&<`3%= �6#&�<=32= �<^ $2$9=�(
�%�=<2#�=�>} �2__�q2%33%��%<3%�>� �#&�3=32=�

=� =� �������

"#����'( ������~ 26� #&3.

� �����'Z�� ��-��� ����7������Y��' �����7� � ���8���������7� 8��
��7����7�( 8�������� ������? � �-Z�7 ������ �8��������' �����������7
��  ���������������7 ���������7 �����YZ�)� ����0

r(x)C0D
α
t Q(x, t) =

∂

∂x

[
w(x)

∂Q(x, t)

∂x

]
− q(x)Q(x, t) + f(x, t) + u(x, t), "�.

)�� Q(x, t) / �����'��� �����7�( C
0D

α
t / ������������� �8������ ���-���

)� ��  ����!�������' 
�8��� ��( � 	*,�( α ∈ (1, 2)( t � 0( x ∈ [0, L](
(x, t) ∈ Ω = [0, L]× [0,∞)* _���!�' Q(x, t) ��������' ��  ����!����7�� �� 8��
�������:��� 8������ 8� ���7������ 8���7����� � ������ ��  ����!����7��
�� ������� [0, L] 8� 8��������������� 8���7�����* _���!�� r(x) > 0( w(x) > 0
� q(x) -���7 ������: ��8�������7� �� ������� [0, L]* ���7�Z���� f(x, t) -��
��7 ������: ��77����7�7 8� �-��7 8���7����7 �� �-����� Ω* 6�����7( ���
���8���������� �8�������� u(x, t) '��'���' [��7����7 8����������� Lp1,p2(Ω)(
1 < p1,2 < ∞(  ���!��( ����)�����7�? �� ���8��:Y p1 8� ���7������ 8���7���
��� � �� ���8��:Y p2 8� 8���������������( ��� 8����������� L∞(Ω) ��Z��������
�)���������? "8� �-��7 8���7����7.  ���!��*
��' ��������' "�. ����'��' �����YZ�� �����:��� � )�������� ������'0

∂kQ(x, 0+)

∂tk
= ϕk(x), x ∈ [0, L], k = 0, 1, "	.[

bi
∂Q(x, t)

∂x
+ aiQ(x, t)

]
x=xi

= hi(t) + ui(t), t � 0, i = 1, 2, "T.

)�� ai � bi / ��[  �!�����( b1 � 0( b2 � 0~ hi(t) / ��������� ��������� �8����
��)��'����  ���!��( x1 = 0( x2 = L* p�������� �8�������' u1,2(t) �����Y��
�' [��7����7� 8����������� Lp[0, T ]( 1 < p � ∞( � 7�)�� -��: �-{������� �
������� ���!�Y U(t) = (u1(t), u2(t))*
����7 ������:( ��� !��:Y �8�������' '��'���' 8������ �����7� "�. � �����

����� �����7�� �����'��� Q∗(x) �� ���7' T 0

Q(x, T ) = Q∗(x), T > 0, x ∈ [0, L]. ",.

��' �����7�( �������� ���������7 "�.( 7���� 8�������: ������ �8��7��:�
��)� �8�������' ��� ������ 8����� �8�������' � 7���7��:��� ���7��( 8����
���'Z�)� ����7�������7�Y �����7� �� �����:��)� �����'��' "	. � �����7��

��]



�����'��� ",. �� �������� ���7'( ��� ��� ������ 8����� �8�������'( 8������'�
Z�)� �����7� �� �����:��)� �����'��' � �����7�� �� 7���7��:��� ���7' 8��
�������7 �)��������� �� ���7� �8�������'* 9���� ������ �� ������ ������
)� ��X���' ��������' "�. � �����:��7� � )�������7� ������'7� "	.+"T. 7�)��
-��: ������� � �-�-Z����� -���������7����� l�8��-��7� 7�7����� 8� �����)��
� ������������7� ����� �����7�7�( ������� �8�����Y��' ���������7 ��  ��
��� ���-��)� 8��'��� �	( T�0

T∫
0

gn(τ)W (τ) dτ = cn, n = 1, 2, . . . ,

‖W (t)‖ � l,

"\.

)��  ���!�� gn(t) � ����� cn �8�����'Y��' �-Z�7 ��X����7 ��������' "�. �
������'7� "	.+",.( ����� l > 0 ��������' �������7* 2���7�'  ���!�'W (t) "���
�������:�� ������� �Z���' ��X���� l�8��-��7� 7�7�����. '��'���' ��������
��7-���!��� )�������? �8�������� � ����)���:��)�  ���!������ �� ���8���
�������)� �8�������'*

�� �������� �,( \�( � �-Z�7 ������ ���:�' �������: �����X�7���: �( ��7

-����( 8������: ������������� ��X���� -���������7����� 8��-��7� 7�7�����*
� �� �� ���7'( ��' �������7����� 8��-��7� 7�7�����( ������' 7���� -��:
8������� �� ������ 8��-�������)� ��X���' ��������' "�.( ��Z�����Y� ������
�������� ������������ � �����X�7����( � ����� �-Z�� ��X����*

������
 i� "#$%& 3+*+0+ 9(0850(>810+- l�21(/,8>+ >(>80%(: "\. 4 214
O%(> gn(t) ∈ Lp ′(0, T ]� W (t) ∈ Lp(0, T ]� 1/p + 1/p ′ = 1� + %+9C8 7(%- /6 (*0(

43 54$8, cn (%,450( (% 0#,-� n = 1, . . . , N � '()*+ 214 ,./(> <49$41(:+00(> N
O%+ 21(/,8>+ >(>80%(: -:,-8%$- 9(1189%0(F 4 1+318Q4>(F� + 214 p > 1 4>88%
8*40$%:800(8 18Q8048�

� ��-��� ����� ����7������ 8��7��� �����7( �8������7�? ���������7 "�.(
��' ������? 8�������� � 8��������������� ��X���� �������7����� l�8��-��7�
7�7�����*

a
���
���


* #��B!� �� ��� G���!�&!�! R� /�� ��-o���� �� �� /0-123 >85 `@@74D>.418= 1H V2>D.418>7 a4HH-F
2-8.4>7 ;X9>.418= A`:=.-25>:� ;7=-<4-2$ %&&[ 

% #-B+����'  � ��� $��&'�� G� G� /0- 1@.4:>7 D18.217 @21c7-: H12 748->2 =3=.-:= 1H 818F
48.-C-2 125-2 d4.0 79:@-5 >85 54=.24c9.-5 @>2>:-.-2= YY a4=D18.4894.3$ I18748->24.3 >85
K1:@7-?4.3 A%&*( A�17 T$ S T AG T%U'TTE 
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%�<&$9` �2__�q2%33%� 3=�$9%�s2�%$92
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"#����'( #�������������( 1_�~ �����������( 1�2 �34 #&3.

#���7���������' �����7� ���? 8���-��������? ���������

ut = Δu+ f(u, v), vt = dΔv + g(u, v)

� m�7����� �)���������� �-����� Ω ⊂ Rm 8�� t > 0* q���: d > 0 / ��[  �!��
��� ��  ����~ f(u, v)( g(u, v) / ���)��7�� ����!��*
3� )����!� �-����� Ω 8���8���)�Y��' ��8�������7� ���������� �������

������' 3��7���
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

=
∂v

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.

q���: n / ���X�'' ���7��: � )����!�*
6���8���)����'( ��� �����7� �7��� 8������������������������� ���!������

��� ��X���� (u0, v0)* ����7 �����������:�' ������'7�( 8�� ������? �7��� 7����
��  �������' �������������: "�������������: 8� 9:Y���)�. [��)� ���������'*
$��!�������� �����'��� �����7� ���������' �����������7 8� 9:Y���)�( ���

�� ��� ��������� � -����  �������7 8��-�������( �� ���'�� �����������: 8��
������� ��  ���� � �����7�* =��� �7��� 7���� ��  �������' �������������:
� ��8���'Y��' ��������� ������' ���������������( �� 8����?���� -� �����
!�' 9:Y���)�( � �����:���� ������� �����Y��' 8���������������������������
���������* 6�� [��7 ���: -� ����!�����)� 8���7���� �)���� ��[  �!����
��  ���� d* 
���������7 ���������' ����� �������� ��[  �!����� ��  ��
���( 8�� ������7 ��� ��-�������� �������' �����������YZ�� ���������������
�����7� ����� � �������� ����� 8���8�������� ��78������� 8��������( �� ���
��Y�����7 ����)� ��-�������)� �������'( ������� ����� ���Y*
3��-?���7�� ������' ��  �������� �������������� ��' �����7� ���?

��������� ����!�����  ���� ?���X� ��������* ����������� ������'( ��� 8���
����( ��?��'��' ��������* 4��:Y �����'Z�� ��-��� '��'���' �������������
�8������ �-����� ���-?���7�? � ����������? ������� �������������� 9:Y����
)� � �������7����7 8����������� 8���7����� �����7�*
� ��-��� 8�������� 8��?��( �����'Z�� � 8���?��� � ����7 8���7����7( ���

����� 8�����'�� �8������: �8������ �-����� �������������� 9:Y���)�( � ����
�� ������: ���8���� �������? �����( 8�� ������7 �7��� 7���� �������������:
9:Y���)�*
%8������ �-����� �������������� 9:Y���)� ���� � ���7���? ��-�������?

�������� ������ 3��7��� ��' �8������� <�8���� � ����7�������7�� �-�����*

��g



� ���������( ����7���������' ����7����� ������* � [��7 ������ 7���� 8������
���: ������7���: )����! �-����� �������������� �� ����� �������( ������7�
8���������� 8��������������' 8���7����'*
� �������� 8��7��� ��������� 8��?�� 8��7��'���' ��' �����������? ���

���7 ����!�����  ���� / �����7� ������-��)� ���( p����� / ����?����� �	�
� �����7� _��!}:Y / 3�)�7�*

a
���
���


* 	+��'�� G� ��� K���'! G�  � /0- 2-C418 1H /9248C 48=.>c474.3 48 ,D08>b-8c-2C =3=.-: /9248C
48=.>c474.3 48 j4-2-2'6-480>25. =3=.-: YY I9:-24D>7 `7C-c2> d4.0 `@@74D>.418= G21D ;4C0.0
K048>Fh9==4> K18H A,19.0-28 V-5-2>7 {84<-2=4.3$ %&*U AG *E&'*ET 

% K���'! G�  �� K+!B�� �� G� /9248C 48=.>c474.3 48 j4-2-2'6-480>25. =3=.-: YY G04=4D= >85
6-D0>84D= 1H I-d 6>.-24>7= >85 /0-42 `@@74D>.418= `c=.2>D.= >85 ,D0-597- At4.>b439=09$
Z>@>8$ %&%* AG %%\ 
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

#=�=32= %�3%� %�#&93%� q&�&s2
�<^ 239=p#%��2__=#=342&<`3%p% �#&�3=32^

�=9%�%� �%�=39%�

S� L� =
�
���

"��-�������( 9�X����~ 2� &3 #��( 9�29.

#���7���������' ����)�����  ����!���:��� ���������

utt = uzz + uxx +

t∫
0

k(x, θ)u(x, z, t − θ) dθ, z ∈ (0, l), t > 0, x ∈ R, (1)

� �����:��7� � )�������7� ������'7�

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, (2)

uz|z=0 = δ(x)δ′(t), uz|z=l = 0. (3)

q���: δ(t) / ���:��� ���!�' ������* � 8���8�������� k(x, t) ∈ C(Π) �����7
������ �- �8���������  ���!�� k(x, t) �� ������'

u(x, 0, t) = f(x, t), (4)

)�� Π = {(x, t) : x ∈ R, t > 0}* q����� "�.+",. ��������' � ����� 7��)�7����?
�-�����? ����� ��' ��  ����!���:��? ���������* $ �����7����7 �����'���7
������ �-�����? ����� ��' ����? ��������� 7���� ������7��:�' � ��������?
��-���? ��+T�* 6���8���)����'( ��� '��� k(x, t) ���-� ������� �� )���������:���
8���7����� x0

k(x, t) = k0(t) + εxk1(t) + . . . , (5)

)�� ε / 7���� 8���7���*
#�X���� 8�'7�� ������ "�.+"T. -���7 �����: � ���� �'�� 8� ���8��'7 ε( �* �*

u(x, z, t) = u0(x, z, t) + εu1(x, z, t) + . . . (6)

6�������'' "m. � ��������� "�. � 8���������' ��������' 8�� ���������? ����
8��'? ε( 8�����7( � ���)�( �����������Y �����7� 8�'7�? �����( �� ������?
��?��'��' u0( u1 � �* �* 9�)��( ��������( ��)�����  ��7��� "\.  ���!�' f(x, t)
-���� �7��: ����Y �� ���������0

f(x, t) = f0(x, t) + εf1(x, t) + . . . (7)

2�8��:��' ���������'  ���!�� u 8�  ��7��� "m.(  ���!�� k 8�  ��7��
�� "]. � 8����8�' �����)����7 �-����7( ��?���7( ��� �-�����' ������ "�.+",.
���8������' �� �����YZ�� ������ 8�����������:��)� �8��������' k0( k1( . . . 0

untt = Δun +

t∫
0

n∑
j=0

xjkj(t− θ)un−j(θ, x, z) dθ, (8)

�	�



un
∣∣
t=0

= 0, unt
∣∣
t=0

= 0, (9)

unz
∣∣
z=0

= δn0δ(x)δ
′(t), unz

∣∣
z=l

= 0, (10)

t ∈ R+, x ∈ R, z ∈ (0, l).

un
∣∣
z=0

= fn(x, t), (x, t) ∈ R
2, n = 0, 1, . . . , (11)

)�� δn0 / ��7��� 
��������*
�7����' �-� ����� ��������� "n.+"��. �� xm � ����)����' 8� x � 8������?

�� −∞ �� +∞( 8�����7
unmtt − unmzz = m(m− 1)un(m−2) +

+

t∫
0

n∑
j=0

kj(θ)
[
u(n−j)(m+j)(z, t− θ)

]
dθ, t ∈ R, z ∈ (0, l).

(12)

� [��7 ��������� ����� unm �-������� m�� 7�7���  ���!�� un0

unm(z, t) :=

∞∫
−∞

un(x, z, t)x
m dx.

6�� 8�������� ��������' "�	. ��8��:����� ���  ���( ��� 8�� �Y-�7 ������
��7 t, �����'  ���!�' un, n = 0, 1, 2, . . . ( 8��������'�� ��-�� ��77� ���������
���)��'���� �-�-Z�����  ���!�� �������)� 8��'��� � ��)��'����  ���!��(
8����7 ��������  ���!�� un �)��������* %�������( ��� ��� un,m ����������'�
Y� ������'7

unm
∣∣
t=0

= 0, unmt
∣∣
t=0

= δn0δm0δ
′(t), unmz

∣∣
z=0

= 0, unmz
∣∣
z=l

= 0,

unn
∣∣
z=0

=

∞∫
−∞

fn(x, t)x
n dx = f̃n(t), n = 0, 1,

)�� f̃n(t)( n = 0, 1, / �������� ���������� )������  ���!��*
%������� �����:��� ������ ��-��� ������� � ��7( ��� ������: 8�������:

7���� ��?������' k0(t) � k1(t) � �������:Y �� �������� 8��'��� O(ε2)*

a
���
���
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"� #
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@zUx�ri zvhzUvo�U@ hc ziryU @hiUyh�uri c�Uiu@

d()I3F31 b� Q*F*A0+

"vOLLFC( �CQFHFHSDCI~ ���cj.

rQSAVDCFJ CHI FHEASDCQ FIAHEFEFAL MCeA VAAH GVECFHAI NGD C BCFD CHI C EDFBQA GN BQCHA
LGQAHGFICQ dAQIL* �A GVECFH LOtJFAHE BGEAHEFCQFEW JGHIFEFGHL NGD C BQCHA eAJEGD dAQI*
oMA FHEASDCQ FIAHEFEFAL CDA CQLG FKBGDECHE NGD A�CJE C BDFGDF ALEFKCEAL( JGHLADeCEFGH
QCkL "LAA ��+	�.*
rQQ EMFL FL JGHHAJEAI kFEM EMA kAQQ�bHGkH JQCLLFJCQ fAQKMGQE� DALOQE GH EMA

IAJGKBGLFEFGH GN EMA eAJEGD dAQI VW EMA LOK GN EMA LGQAHGFICQ CHI BGEAHEFCQ
JGKBGHAHEL* aGDA A�CJEQW( FE FL JQGLAD EG fAQKMGQE�+�AWQ IAJGKBGLFEFGH* �W EMA kCW(
EMFL NCJE kCL HGEAI VW @* i* @GVGQAe CHI h* r* iCIW�MAHLbCWC FH EMA ACDQFALE GN \
EM
GN EMA QCLE JAHEODW*
cGD LEOIWFHS GN FHEASDCQ FIAHEFEFAL C HAk FKBOQLA kCL SFeAH FH EMA KFIIQA GN g
EM

VW @* lO* uGVDGbMGEGe CHI r* �* @MCNCDAeFJM �T�*
�H dHCQQW( C HAk LADFAL GN FIAHEFEFAL DAQCEAI EG JODQ EMADA kCL GVECFHAI FH �	�*

* G�H�'��  � 0� ,@-D4>7 @21@-2.4-= 1H @7>8- =17-8145>7 l-75= YY 6>.0-:>.4D= A%&%* A
�17 U "*[+$ S *][E a^�� *& EEU&Y:>.0U*[*][E AG *'[ 

% G�H�'��  � 0� ,1:- 8-d 48.-C2>7 45-8.4.4-= H12 =17-8145>7 l-75= >85 >@@74D>.418= YY
6>.0-:>.4D= A%&*T A�17 % "*+ a^�� *& EEU&Y:>.0%&*&&%U AG %U'E[ 

E C�B�����&�� G� �-�� G�![!������ �� 0� ^8 .0- c-0><412 1H >8 48D1:@2-==4c7- e945 <-71D4.3
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"vOLLFC( �QCIFbCebC�~ @a� �@x vr@( yxavx �@x vr@.

oMA SQGVCQ LGQeCVFQFEW GN EMA EkG�IFKAHLFGHCQ FHeADLA BDGVQAK GN IAEADKFHFHS EMA
bADHAQ FH EMA eFLJGAQCLEFJFEW AROCEFGH FL LEOIFAI* rL kA bHGk( FHeADLA BDGVQAKL CDA FH
SAHADCQ FQQ�BGLAI BDGVQAKL CHI EG GVECFH SQGVCQ FH EFKA A�FLEAHJA CHI OHFROAHALL
GN C LGQOEFGH JCH VA JGHLFIADAI C SGGI DALOQE* UeAH NGD GHA�IFKAHLFGHCQ FHeADLA
BDGVQAKL( EMADA CDA A�FLEAHJA EMAGDAKL GHQW NGD LOtJFAHEQW LKCQQ IGKCFHL GN OHbHGkH
JGAtJFAHEL~ F* A*( LGQeCVFQFEW FL QGJCQ NGD EMALA BDGVQAKL*
cGD (x, t) ∈ R2( y > 0( QAE OL JGHLFIAD EMA IFDAJE BDGVQAK GN IAEADKFHFHS u(x, y, t)

NDGK FHEASDG�IFPADAHEFCQ AROCEFGH0

∂2u

∂t2
=

∂

∂y
L

[
k,
∂u

∂y

]
(x, y, t) +

∂

∂x
L

[
k,
∂u

∂x

]
(x, y, t) (1)

kFEM

L[k, u](x, y, t) = u(x, y, t) +

t∫
0

k(x, t− τ)u(x, y, τ),

OHIAD EMA NGQQGkFHS FHFEFCQ CHI VGOHICDW JGHIFEFGHL0

u
∣∣
t<0

≡ 0, L

[
k,
∂u

∂y

]
y=0

= −δ
′(t)
2
. (2)

oMA AROCEFGH "�. CDFLAL FH EMA EMAGDW GN eFLJGAQCLEFJ KAIFC kFEM JGHLECHE IAH�
LFEW CHI iCKA JGAtJFAHEL* oMA u(x, y, t) FL EMA IFLBQCJAKAHE NOHJEFGH CHI EMA
NOHJEFGH k(x, t) IALJDFVAL EMA eFLJGOL BDGBADEW GN EMA KAIFOK*

N.* 3A+*14* O10Y(*F0 �	 ������
�� ��� ������ k(x, t)� t > 0� 
������� 
� ��� 
��
������ 	� �����
	� (1)� 
� ���
�
	��� 
��	����
	� ��	�� ��� 
	���
	� 	� ��	���� (1)T(2)


 ��	��

u(x, y, t)
∣∣
y=+0

= g(x, t), t > 0. (3)

iAE OL JGHLFIAD EMA �CHCJM NOHJEFGH LBCJA As(r)( s > 0( CHCQWEFJCQ FH C HAFSM�
VGDMGGI GN EMA GDFSFH LOJM EMCE

‖ψ‖s(r) := sup
|x|<r

∞∑
α=0

sα

α!

∥∥∥∥ ∂α∂xα ψ(x)
∥∥∥∥ <∞, r > 0, s > 0.

�H NODEMAD LEOIW EMA r BCDCKAEAD kFQQ VA JGHLFIADAI d�AI( kMFQA EMA s BCDCKAEAD
FL JGHLFIADAI CL C eCDFCVQA BCDCKAEAD* �H EMFL JCLA( EMADA FL C LJCQA GN �CHCJM LBCJAL

�	,



As(r)( s > 0* oMA NGQQGkFHS BDGBADEW FL GVeFGOL0 FN ψ(x) ∈ As(r)( EMAH ψ(x) ∈ As′(r)
NGD CQQ s′ ∈ (0, s)( MAHJA( As(r) ⊂ As′(r)( FN s′ ∈ (0, s) CHI EMA NGQQGkFHS FHAROCQFEW
MGQIL ∥∥∥∥ ∂α∂xα ψ(x)

∥∥∥∥
s′
� αα

‖ψ‖s(r)
(s− s′)α

NGD CQQ α*
@FHJA BCDCKAEAD r FL d�AI( kA kFQQ GKFE FE FH EMA NOEODA CHI OLA ‖ψ‖s, As FHLEACI

GN ‖ψ‖s(r) CHI As(r). cGD T > 0 IAHGEA EMA JQCLL GN NOHJEFGHL JGHEFHOGOL FH (y, t) GH
GT = {(y, t)| 0 � y � t � T − y} kFEM eCQOAL FH As0 VW C(As0 ;GT )*
cGD (y, t) d�AI( kA IAHGEA EMA HGDK GN w(x, y, t) FH As0 VW ‖w‖s0(y, t). oMA HGDK

GN w FH C(As0 ;GT ) FL IAdHAI CL

‖w‖C(As0 ;GT ) = sup
(y,t)∈GT

‖w‖s0(y, t).

�A JGHLFIAD "�.+"	. FH C IGKCFH Dε
T = GεT ×R

m( GεT =
{
(y, t)| 0 � y � t � T

1+ε−y
}

NGD LGKA d�AI ε > 0.
uAHGEA VW Cσ(As0 ;G

ε
T ) EMA LBCJA GN NOHJEFGHL JGHEFHOGOL FH (y, t) FH GεT kFEM

eCQOAL FH As0 kMFJM FL SAHADCEAI VW EMA NCKFQW GN kAFSME HGDKL

‖w‖Cσ(As;Gε
T ) = sup

(y,t)∈Gε
T

‖w‖s(y, t) e−
σt

T−t−y , σ � 0, 0 < s < s0.

oMA FHeADLA BDGVQAK "�.+"T. FL DAIOJAI EG AROFeCQAHE �GQEADDC LWLEAK GN HGHQFHACD
FHEASDCQ AROCEFGHL BDGVQAK NGD LGKA NOHJEFGHL ϕj ( j = 1, 7, DAQCEAI EG u(x, y, t)( k(x, t)*

N.*01*F i���� (g(x, 0), gt(x, 0))∈As0 � (g(x, t), gt(x, t), gtt(x, t))∈Ct(As0 ; [0, T ])�
max{‖g‖s0(t), ‖gt‖s0(t), ‖gtt‖s0} � R� t ∈ [0, T ]� y ∈ [0, T/2]� ��
�� R > 0 

 � ��	��
�����  ��� �	� b ��� s 
��� ���� b ∈ (0, T/s0)� ��� s ∈ (0, s0) ����� 

 � ��
���

	���
	� �	 (1)T(3) 
� ��� �	��
� ΓεsT = Dε

T ∩ {(x, y, t)| 0 � t < 1
1+ε b(s0 − s) − y}

�	� ��
��

ϕ1,2(x, y, t) ∈ C(As;P
ε
sT ),

ϕj(x, t) ∈ C
(
As0 ;

[
0,

1

1 + ε
b(s0 − s)

))
, j = 3, 4, 5, 6, 7.

Y	��	����

‖ϕj − ϕ0j‖C(As;P ε
sT ) � R̃, j = 1, 4, 6;

‖ϕj − ϕ0j‖C(As;P ε
sT ) �

R̃

s0 − s
, j = 2, 5, 7;

‖ϕ3 − ϕ03‖C(As;P ε
sT ) �

R̃

(s0 − s)2
,

P εsT = GεT ∩ {(y, t)| 0 � y � t < 1
1+ε b(s0 − s)− y}, ����� R̃ = Reσ/ε� σ > 0�

oMA LEOIW FL VCLAI GH EMA DALOQEL BDAeFGOLQW GVECFHAI FH ��( 	�*

,*k*1*Al*4
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� &66#%
$2�&92�3>} $�%�$9�&} %�%��=32�
$23
�&66#%
$2�&42� 3& 
<&$$= 6#2�&<%�& / s&39�#2^

 � #� ����
�

"#����'( $������~ $p�.

�����������( ���  ���!�����:��� �����( ��������� � ��-���? ��( 	�( �� ���
����7 �����8��'!������ 7��)������ <�)����� 8� 7����!� ����� s�-�X���
� ���)���7���������� �'�� _��:� �����7���� �?��'��'( ����� ��8������ ����
7������: �����7����� �88�����7�!�� � 8�7�Z:Y �-�-Z���� �8�������� �����
�88�����7�!��* � ��-��� ��� ����7���������' -���� X������  ���!�����:���
�����( � �8������ ������)� ��8��:�����' ������������� 7����: ��8����������(
��7 � 8��������7 ����� �	�( � ������7 ����� �8���� �����������7� 7����'7�
��8���������� � ��7�����'*
6���: ρλ � 0, ρλ = o

(√
λ

lnλ

)
8�� λ → +∞( h(λ) ∈ R( � 8�� �����7

������!����:��7 λ 8����!��� qλ(x) ���: 8�������:��� [��7��� �� X��� Vρλ [0, π]
������� ρλ � 8�����������  ���!�� � �)���������7 ��7������7( ������YZ�?
� ����* 9�)�� ��' �Y-�)� qλ ∈ Vρλ [0, π] ����7����7 ������ 
�X� ����

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 1, y′(0, λ) = h(λ), "�.

���( 8�� ��8�������:��7 ������� h(λ) �= 0( / ������ 
�X�

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 0, y′(0, λ) = h(λ). "	.

��' �Y-�)� 8����!���� qλ ∈ Vρλ [0, π], 8�� λ → +∞, ���� ��X���' �����
�� 
�X� "�. ���( 8�� ��8�������:��7 ������� h(λ) �= 0, / ������ 
�X� "	.(
8�8���YZ�� � [0, π] � 8�����7��������� � 8��'��� ����������'( �-������7

0 � x0,λ < x1,λ < . . . < xn(λ),λ � π (x−1,λ < 0, xn(λ)+1,λ > π).

q���: x−1,λ < 0( xn(λ)+1,λ > π �-������Y� ���� 8���������' ��X���' ������

�X� "�. ��� "	.( 8���� ���8��������' ����7���-� �-����7  ���!�� qλ ���
������� [0, π] � ��?�������7 �)������������ �����!��* � ���:���X�7 ��' �����
����� -���7 �-�������: n = n(λ).
#���7����7 �8������� �����8���������'  ���!�� ����

Sλ(f, x) =
n∑
k=0

y(x, λ)

y′(xk,λ, λ)(x− xk,λ)
f(xk,λ) =

n∑
k=0

sk,λ(x)f(xk,λ) "T.

�

Tλ(f, x) =

n∑
k=0

y(x, λ)

y′(xk,λ)(x− xk,λ)

[
f(xk,λ)− f(π)− f(0)

π
xk,λ − f(0)

]
+

+
f(π)− f(0)

π
x+ f(0).

",.

�	m



6���: Ω / 7�������� ���? ����������:��������?( ���-���YZ�?( ��)����?
�� [0, b − a] "0 � a < b � π.( ������YZ�? � ����  ���!�� ω* %-������7 �����
C(ωl, [a, b]) � C(ωr, [a, b]) 7�������� [��7����� 8����������� C[a, b] ����?( ���
��' 8�������:��? x � x+ h "a � x < x+ h � b. �7�Y� 7���� �����������

f(x+ h)− f(x) � −Kfω(h) ��� f(x+ h)− f(x) � Kfω(h), ω ∈ Ω,

��������������* � [��7 ������  ���!�Y ω(h) ������Y�( ��������������( �����
��� 8������������7 7�����7 ��8����������*
6� �����)�� � 8��������:��7 "����!����:��7. ��7������7  ���!�� -���7

�������: 8��������:��7 "����!����:��7. 7�����7 ��7�����'  ���!�� f ��
������� [a, b]( ��������������(  ���!�� �������:��)� ��)�7����

v+(n, f) = sup
Tn

n−1∑
k=0

(
f(tk+1)− f(tk)

)
+

� v−(n, f) = inf
Tn

n−1∑
k=0

(
f(tk+1)− f(tk)

)
−,

)�� z+ = z+|z|
2 � z− = z−|z|

2 ( Tn = {a � t0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 < tn � b}( n ∈ N.
����7 )������:( ��� f 8���������� ������ V +(v) ��� V −(v)( ���� ��Z�������
��������� Mf ����'( ��� ��' �Y-�)� �������:��)� n �8��������� �����������

v+(n, f) �Mfv(n) ��� v−(n, f) � −Mfv(n)

��������������*

������
 i� "#$%& 0 � a < b � π� 0 < ε < (b − a)/2� S$,4 08#/6:+.;+-
:()0#%+- <#09=4- 0+%#1+,&0()( +1)#>80%+ v(n) 4 <#09=4- ω ∈ Ω %+948� 5%(

lim
λ→∞

min
1�m�n

(
ω

(
3π

2
√
λ

) m∑
k=1

1

k
+

n−1∑
k=m+1

v(k)

k2

)
= 0, "\.

%( *,- ,./(F <#09=44 f ∈ C(ωl[a, b]) ∩ V −(v) (f ∈ C(ωr[a, b]) ∩ V +(v)) :62(,�
0-8%$- $((%0(Q8048

lim
λ→∞

∥∥f − Sλ(f, · )
∥∥
C[a+ε,b−ε] = 0,

)*8 (281+%(1 Sλ(f, · ) (218*8,80 : "T.�
!��� ����� 6�� [��7 �� 7�������� [0, π] \ [a, b] ������X����

lim
λ→∞

∣∣f(x)− Sλ(f, x)
∣∣ = 0

7���� ����� �� ��8���'�:�'*
��)�����7�' �-�������: C0[0, π]={f : f ∈ C[0, π], f(0)=f(π) = 0}* <�)�� ���

������7�' 7��� ���!�' �8������� "T. ���� ",. 8�����'�� ��-����:�' �� '�����'
p�--�� �-���� ���!�� ������� 8�� 8��-�������  ���!�� f ∈ C[0, π] \ C0[0, π]*

������
 j� "#$%& <#09=4- f ∈ C[0, π]� a = 0� b = π� S$,4 08#/6:+.;+-
:()0#%+- <#09=4- 0+%#1+,&0()( +1)#>80%+ v(n) 4 <#09=4- ω ∈ Ω %+948� 5%(

:62(,0-8%$- $((%0(Q8048 "\.� %( *,- ,./(F <#09=44 f ∈ C(ωl[0, π]) ∩ V −(v)

�	]



(f ∈ C(ωr[0, π]) ∩ V +(v)) 1+:0(>810( 0+ :$8> (%18398 [0, π]� h(λ) ∈ R 4 Q+1+7

Vρλ [0, π] $21+:8*,4:( $((%0(Q8048

lim
λ→∞

∣∣Tλ(f, x)− f(x)
∣∣ = 0.

\*8$& (281+%(1 Tλ(f, · ) (218*8,80 : ",.�

a
���
���
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% n�8��
4` f� �� Q ����������� �N�������� ����� x��!� YY ��� �) A*U\[ A� *&& "*T%+$
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�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

#&q#��=32= 2 p<%�&<`3&^ #&q#=�2�%$9` q&�&s2 
%�2
�<^ �#&�3=32^ 3=<23=�3>} �<233>} 6#%�%<`3>} �%<3

� �^q
%�6#�p%� $9=#�3=

:� $� ^�
���

"#����'( p������~ &3 s#( sp6�.

��' ���������)� ��  ����!���:��)� ��������' ��-�������)� ��8�( 7����
����YZ�)� 8�����:��� ����� � -���������7 �'����8��)�7 ������� � �����7
���8����� � �����8�!��(

∂2u

∂t2
=
∂2σ(u)

∂x2
+ β2

∂4u

∂x2∂t2
+ α

∂3u

∂x2∂t
,

)�� u = ∂w/∂x / 8�����:��' �� ��7�!�' "w / 8�����:��� 8���7�Z���� �����
������' ����: �)� ���( ���8���YZ�� � ��:Y x~ ���)��7�� � ��[  �!�����7 β2

8��������'�� )������ 8��'������ ���8�����( ���)��7�� � ��[  �!�����7 α �8��
������ �����8�!�Y.( α( β / 8��������:��� 8���7����( � σ(u) / ��77����� 8�
������Y ��8�'����� ������'( ����������� �����X�7���: ������ 
�X� � 8���
��������� ��8�������?  ���!�� �� ���� �������� ���*
3����� '���� ��� ��X���' �����������YZ�)� �������)� ��������'*
���������� ���7����� ������� ��Z���������' �����������)� ��X���' �����

�� 
�X� ��' ���������)� ��������' � 8������� �!���� ���7� [��)� �����:��)�
��X���'*
#���7������ ������' ��Z���������' )��-��:��)� ��X���' � �����X���' ���

X���' �� �������7 �������*
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!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

chvof�hvuUv u�ccUvUyo�ri �yU�jri�o�U@ hy r �vrzf

5� 5� f1P)*+) "vOLLFC( �QCIFbCebC�~ yh@j."
b� N� [\)A)20+) "vOLLFC( �QCIFbCebC�~ yh@j.

�A JGHLFIAD EMA VGOHICDW eCQOA BDGVQAK GH C SAGKAEDFJ SDCBM* �W � ����������	
�
������ �� � 
���� Lu = f ( NGQQGkFHS ��( 	�( kA OHIADLECHI EMA LAE GN IFPADAHEFCQ
AROCEFGHL GH EMA AISAL CHI EMA LAE GN JGHLFLEAHJW JGHIFEFGHL CE EMA eADEFJAL*
oMA AROCEFGHL GH EMA AISAL MCeA EMA NGDK(

pi(x)u
′′
i

)′′ − ri(x)u = fi(x), x ∈ γi ∈ E(Γ).

rE ACJM eADEA� a ∈ J(Γ)( kA FKBGLA EMA JGHLFLEAHJW JGHIFEFGHL GN EMA NGQQGkFHS
EWBAL( JMCDCJEADFLEFJ NGD JGHHAJEAI VACKL0

u ∈ C(Γ) ∩ C4[Γ], β(a)u′′i (a)− ϑ(a)u′iν(a) = 0, a ∈ J(Γ), i ∈ I(a),∑
i∈I(a)

(
piu

′′
i

)′
ν
(a)− r(a)u(a) = f(a), a ∈ J(Γ).

N.*01*F i� ����	
� �����
	� Lu = 0 
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�	�!����� 	� ���� ���� γ ⊂ Γ�
 ��� ��� �	���
�
�� 
	���
	� 	� ��� �
]�����
�� 
������
�� Lu(x) � 0� x ∈ Γ� ��
��

��

W��
 �	������ �	��
�
	�
 u|∂Γ � 0� u′|∂Γ � 0 

 �	

�
�� 	� Γ�

N.*01*F j� X

��� ���� �
]�����
�� �����
	� Lu = 0 

 ���

 �

�	�!�����
	� Γ�  ��� ��� �	��	�
�� �	������ ����� ��	����
 ��� ���
������E

Lu(x) � 0, x ∈ Γ, u(a) � 0, u′ν(a) � 0, a ∈ ∂Γ; "�.

Lu(x) = 0, x ∈ Γ, u(a) = u′(a) = 0, a ∈ ∂Γ. "	.

hHA LMGOQI BDGeFIA CH A�CKBQA GN C LGQOEFGH GN EMA AROCEFGH uVI � λu( x ∈ [0, ξ](
kFEM EMA VGOHICDW JGHIFEFGHL u(0) � 0( u′(0) � 0 CHI u(ξ) � 0( u′(ξ) � 0( kMADA ξ
FL EMA dDLE JGH�OSCEA BGFHE NGD x = 0*

N.*01*F o� ��� v(x) �� � �	���
�
�� 
	���
	� 	� �	������ ����� ��	���� "�.�
�� v(x) �= 0 	� J(Γ)� ���� ��� 
	���
	� u(x) 	� ��� 
������
�� v(x)Lu(x) � 0� x ∈ Γ�
��
�� 
��

W��
 ��� �	������ �	��
�
	�
 u|∂Γ = 0� v′′u′ν |∂Γ � 0 
	���
 ��	���� "	.�
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"vOLLFC( aGLJGk~ a@j.

�A BDGeA EMA FHEASDCVFQFEW GN JADECFH JQCLLAL GN IWHCKFJCQ LWLEAKL GH EMA ECHSAHE
VOHIQAL GN dHFEA�IFKAHLFGHCQ KCHFNGQIL* oMA NGDJA dAQI JGHLFIADAI BGLLALLAI LG�JCQQAI
eCDFCVQA IFLLFBCEFGH~ EMAW CDA SAHADCQF�CEFGHL GN dAQIL LEOIFAI ACDQFAD* oMFL BCBAD
JGHEFHOAL ACDQFAD kGDbL GN EMA COEMGD IAeGEAI EG LWLEAKL GH EMA ECHSAHE VOHIQAL GN
EkG�CHI EMDAA�IFKAHLFGHCQ KCHFNGQIL ��( 	�*
xGHdSODCEFGH LBCJAL GN GN KCHW IWHCKFJCQ LWLEAKL CDA dHFEA�IFKAHLFGHCQ LKGGEM

KCHFNGQIL~ HCEODCQQW( EMAFD BMCLA LBCJAL CDA ECHSAHE VOHIQAL GN EMALA KCHFNGQIL*
cGD A�CKBQA( EMA KGEFGH GN C deA�IFKAHLFGHCQ SAHADCQF�AI LBMADFJCQ BAHIOQOK FH
C HGHJGHLADeCEFeA NGDJA dAQI FL IALJDFVAI VW C IWHCKFJCQ LWLEAK GH EMA ECHSAHE
VOHIQA GN EMA NGOD�IFKAHLFGHCQ LBMADA kMGLA KAEDFJ FL FHIOJAI VW CH CIIFEFGHCQ
LWKKAEDW SDGOB* �H EMFL JCLA( IWHCKFJCQ LWLEAKL EMCE IALJDFVA EMA KGEFGH GN LOJM C
BAHIOQOK BGLLALL eCDFCVQA IFLLFBCEFGH( CHI C JGKBQAEA QFLE GN dDLE FHEASDCQL JGHLFLEL GN
EDCHLJAHIAHECQ NOHJEFGHL EMCE JCH VA A�BDALLAI CL dHFEA JGKVFHCEFGHL GN AQAKAHECDW
NOHJEFGHL �T( ,�*
�H EMFL CJEFeFEW( kA BDGeA EMA FHEASDCVFQFEW "FH EAHLGD FHeCDFCHEL. GN JADECFH JQCLLAL

GN IWHCKFJCQ LWLEAKL GH ECHSAHE VOHIQAL GN LKGGEM dHFEA�IFKAHLFGHCQ KCHFNGQIL FH
EMA JCLA GN LWLEAKL kFEM eCDFCVQA IFLLFBCEFGH( kMFJM CDA SAHADCQF�CEFGHL GN LWLEAKL
LEOIFAI ACDQFAD* @FKFQCD DALOQEL NGD KCHFNGQIL GN IFKAHLFGHL 	 CHI T kADA GVECFHAI VW
EMA COEMGD ACDQFAD �\�*

,*k*1*Al*4
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"#����'( #�������������~ �p9�.

4��:Y ��-��� '��'���' 8��)����������� 8��!����� ���8����������' ��)�'��
����� � 7���������? �����7�? � ��8��:�������7 �����? �������? [��8���7���
��� �� ������ �����-���� ��78����� ����7���'�����? 8��!�������? Tu�7����
��� )���� �����*
����7��������� 7������������ 8��!���� 8������� ��Z����� ���� ���7���

����: �������' ����7��� � ������ '������( �������YZ�? � 7���������? ���
���7�? � �����? �����7�? "�����? [�������7�?.* $��������' ���7����7 ����
Z��������� 8��)����������' 8���������� �����8�)����)� �7�X����:���� � ����
��Y [�������7� ��( 	�*
��' ������8�����������:��? ����������:��? �����7 -�� �����-���� 8���

!�������� 8��)��77��� ��78����( 8�������������� ��' 7���7��������)� 7��
����������' ���7����? �!������� �������' ���8����������' ��)�'��'YZ�?
��Z���� � 7���������7 �����7�* ��' ��������� �������!�� [��? 7������ ��
��������? �����?( ��)���������? �� �������  ��7�� -���)���� �����( � ����
�� 8�� ��8��:������� �����7����? ��?����)�� ������!�����)� �����������'(
��������� 8����-����: 8��7�����' �����( �7�YZ�? ?���������� -��:X�� X��
)� 8� )���������:��7� � ��������:��7� ��8�������'7* � [��? ������'? 8���
)����������� ���-��� ��8��:������' �����( �������Z�? �)��7��� ����� '���
��* ��� [�� ���-��� �������' ������[  �������? ��)����7�� � 8��)��77�
��? �������( 8�����'YZ�? � ������� �����X�YZ�� �8���-����:Y ��X��: ����
��� ����� ����� � �������7����� �-��-����� � ��������7 �����? ���7�������
)� �����������'( ��������������? �� ��8���|��* %���7 �� �8���-�� ���8��
��������: ���������' '��'���' 8��7������ ��?����)�� az�( ������' 8�����
�'�� �-7������:�' ���-Z���'7� 7���� 8��!����7�( ��8���'YZ�7� ���� ���
����* 6�� 8�������:��� �������!�� -��� �����-����� 7����� ����78���!��
�������? �-������ ��' ��X���' ����������:���������7��? ����� ��  �����
������!��( �������YZ�� ��?�������� � 8���7���� 7��)�8��!�������� ������
�����:��� �����7� �T( ,�( � ����� ���Z������� ������ [  ���������� �����-��
�����? 8�������:��? ��)����7�� � 8�������� �����������' 8��������? ���
X���� ����������:���������7��? ����� ������ [����)��* ��������� ��������
-��� ���Z�������� 8���7 �����-���� 8�������:��? ��)����7�� �� ������ ��7�
-����������)� 8��?��� az��hBAHaz ��X���' ����� �����8���� ��)�'��'Y�
Z�? ��Z���� �� �����7�? � ���8���������� 8�7'�:Y*
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���� ��� ���������� �������	� M������	��� ����� ����������
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� ?��� ������ ��-��� ���������� 8��)��77��� ��78����( 8�����'YZ��
8���������: ������� ������ 8������� ��Z����� � 7���������7 �����7� �� ����
�����? ��������? �����?* #������������ � 8��)��77��7 ��78����� 8�������:�
��� ��)����7 ������������ �� 7��)�8��!�������Y ����������:��Y �����7� �
8�����'�� ��������:�� ��������: ���7' ��-��� 8��)��77��)� ��78����� 8��
-��:X�7 �-{�7� �?����? �����?* 6������������� ��78���� 7���� ��8��:���
���:�' ��' �������' 8��!����� 8������� � 8�������? � ��?����)������? ������
7�?*
��' ��X���' ����:��? ����� )���� ����� 7���������? �����7�� 8��7����

�� ���?������� ���������� �?�7�( 8���������� �� ������ �������� ��7-����
!�� ���������? �?�7 5��-���; � 5�����; � ������7� ��[  �!�����7� 2

3 �
1
3 ���

������������( 8��������� � �����:���� 7���7���!�� 8��'��� 8�)��X����� �8�
8�����7�!��* ������ �?�7� 8�� ��X���� ������ ��  �����������!�� �-�����
Y� 7��:X�� �������� �'�����:Y �( ��� ���������( ������ �8�����Y� 8��������
��X���' � ������ -��:X�? �������? ����� 6���� "�� 	
+\
. �\�* 2�8��:���7�'
���?������' ���������' �?�7� �-������ -��:X�� �������:Y( ��7 �����!�����'
�?�7� 5��-���;( 8�� ��X���� �����( � ������? ������!�' 8���-������ ��� �� �
 �����* ��' �88�����7�!�� ��������' ��  ����+������!��+����!�� 8� ����
7��� ��8��:�������: �?�7� � ����7�* &88�����7�!�' ������ ������� 8��' ����
����� �������' ������ ����� 8� 8��������������7 8���7����7 ��8���'���:
�� ������ 7����� -������ � �����7 ��[  �!������ ��8���������� �������:�
��? �-������( ����������� ���!�������� ����7� ������ 8������� ��8�� � ���
���* 3� ������ ����� 8�����������)� 7��������)� ������ ��������� 8��������
���?7����� 7���7��������� 7����� �������' ������ �����( 8��������������
��' 8��)����������' ���7����? �!������� �������' [�������7� &������)� 7��
�' ��' �������' 7�?����7�� ������������' �-������ ���[��-��)� ��������' �
8���'��' �������7����? 7�� ��' �? ��������!��*
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ΔN

Δt
= αn+ βNn− δN = (α+ βN)n− δN, "�.

)�� N / ����� ������ ���������������? )��88( ΔN / ��7������ [��)� ����
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6����������:��� "����������. ��8�'����' "63. � ����? � ��������!�'?
�-����Y��' � �����:���� 8��7�����' ��?����)������? 8��������������? �8��
��!�� "���:'( X��78����( ������( 8������� � ��*.* %�� 7�)�� ��������: � 8���
!���� �����������? 8����������? �� ��7�!��( � ����� 8�� �����������7 8����
������? ��78������ 8���� ��������'* ����� ��)�( ��� 63 �������Y �����)�Y�
���������� -��:X�? ��������( [���  ����� 7���� ��������: ��������:��� ����
'��� �� �� ��7�!������ ?������������� � �-'�����:�� ������ ��������:�'
8�� 7������������*
� �����7����� 8��7�X�������� � ��������:���� ������������ 8���������

��� ��������!�� �7�Y� X������ 8��7������* 6�� ��)��������� 7��)�? �� ��?
��8��:��Y��' ��78������� ���  ���!�����:���)���������� 7��������( �����
��YZ�?�' 8���X����� 8����������:Y �� ����)* ��' ���������)� �8�����' �?
8�������' 8�� ����7������7 ����������� ���-?���7� ��������: �� ��7�!��
8�8������)� ����)� � ��8��:�����: ���������� 7�����( ��8��7��( 7����: 9��
7�X����* 9���� 8�� ��8��:������� �����7����? �����������? 7��������� ��
7��)�? �����'? � ����? �������Y� 8��' 63( �7�YZ�� �����������Y ��� ���
����������Y 8������* 9��( � ��������:����( 8�� 8����������� 8������? 8����
������ �� ������-����� ?��������� ������������� �������� 63 � ��7�����
��' 8���X���'  ���!�����:��? ?������������ 8���( � ���������( 8��������
�� ����'����� � ��)�-* 9���� 8����������:�� ��8�'������ 8������� ��8��:�
��Y��' ��� ��������� ����� ?��8�YZ�? 7�7-���(  ���!��( ����Z�? ������(
8���)������ � ���)�? ��������!��* ����� [��)� ��Z��������Y �������: �7���
�����-���� �������X�YZ�? 7������ ���)������� �����' � ���8��������' 63
������ ��������7�? ��� � ��������!��* %���7 �� ���-���� ���-��? ��' 8����
�������)� ��8��:������'( �����������7 � [  �������7 '��'���' 7���� ����
��������)� �����������'( ������� 7���� -��: ��8��:����� ��' �8��������'
�����������? 63*
� ������ ��-��� 8����������� 7����: ������������ 8� ������:��� �����

������ ���)��� 8������� � ��7��? )�8���� 9�7�X����( ��?��'Z���' 8�� ����
�����7 8�����)� 8��' �����������? 8����������:��? ��8�'�����* #���7�����
������ �����77�������? ���������X�?�' ��)�-��? ����-����( ��������? ����
7��:��� ��)������( 8���������� � 8����?�����* 6��������� ������ ��8����� ��
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������ �-Z�� ��������������� 7����� 8����������:�� ��8�'�������� ��7����
�����)� �8��)�)� ����* ��' ����7�������7�? )�8���� 9�7�X���� � !��������
������ �����7� ��������� 8������� ��������' ��' ��78����� ����77��������
)� ������� ��8�'����� 6����( � ����� ��' ��)�-�YZ�? 7�7����� � 8��������
��YZ�� ����( � ������ ������? �?��'�  ���!�� 8����������:��? ��8�'�����*
6�������� �?�7� ��X���' 8�'7�? ����� ������� ����-���� 8�������( ��������
��' �� 7����� p���������* $ �� 8�7�Z:Y -�� 8������� ������ ���'��' ��78��
���� 8����������:��? ��8�'����� �� �78����������������� ?�������������
"&s}.( �8��������( ��� ���-��:X�7 �-����7 ��� 8��'��'���' � ����������� ���
��������? ������* #����:���� �����������' '��'Y��' ������� �����-������7��
7������� �8��������'  ���!�����78����� ������� 8����������:��? ��8�'���
��� � ��8��:�������7 ��8�������:��� �� ��7�!�� �- �����������7 ������� /
�������'? &s}( ��7������? � �������7 ��������7 ���8�����*
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"#����'( #�������������~ 1_�.

� �����'Z�� ���7' ����7� �� ���-���� �����? '��'Y��' ������ 7����
��������' �-{����� � ��������!��( 8�� 8����������� ������? ��8��:��Y��
�' �����7����� 7�������� ������� ���������( � ���������(  ���!�����:���
)���������� 7��������* � ��'�� � ���-������'7� 8��!���� 8����������� ���
��? �-{�����( � ������7 ��8��:�����' 8�������( ������( �����( ���7��-��-����(
� ��? ����� 8����������� 8��� �����������)� 8����������:�� ��8�'�����)�
�����'��' "63$.* 9���� 8�� 8����������� ��������? �-{����� �8����'�7��
63$ ������������ ���������Y��' � ��?����)������� 8��!��� � !��:Y �������'
����'������ ������������' �����X����( � ����� ��' ����X���' 7�?��������?
������� ��������!��* � ��'�� � [��7 ��������� ���-?���7���: � 8��������� [���
��7����� �������X�YZ�� ���)������� ��� 7�?��������? ������� �������( ���
� 63$( ��' ������� 7�)�� ��8��:�����:�'( � ���������( ������������ 7�����*
6���-��' 7������� ��X���' �-������ ������ ����������!�� 7�?��������? ?��
����������� "8���7����� <�7�. � ��������)� 63$ ������������ 8� ���Z���
�8��)�� 8����� ����7������ � ������ ��-���* 
 ���?��� )���� 8����� 8�����
���� 8�����������' �������YZ�' ��)�����( ����'' )���: ������ ��Z�7����*
%-�����' ������ ����Y�����: � �8��������� 8���7����� <�7� "���  ���!��
8�8������� ����������. � 63$ 8� �����7 � �������'? �78����������������?
?������������ � ��������� ����� ���?��� )���� 8�����* 6��������� ��?�����
������ � 8�����7 ������ ��8����� �� ������ �-Z�� ��������������� 8���������
������ �- ���������X�?�' ����-���'? ���� � 63$* $ ��8��:�������7 8���-���
������' _��:� 8� 8�����:��� ���������� ��?����' ���7����' ������ ��8�����
� ����� ��7����? � �����������7 ����* q���7 ��8��:������  ��7��:��� ������
�����  ���!��( �?��'Z�? � 8��������� 8��������� ������( 8� ���8��'7 8����
7���� 8���-��������'* � �����:���� -�� ��8���� ��-�� ������? �����( �������
������: ��������:( �����:�� ����7����� �������� � ���8���������� ��)�������*
� ���)� -��� 8�������� ���?[��8��' �?�7� ��X���' �-������ ������( � ��7��?
������� �� 8����7 [��8� � 8�7�Z:Y �����!�����)� 8��?��� �8�����'Y��' �����
�� ��7�����' 8���7����� <�7�( � �� �����7 � 8�7�Z:Y 8����!�����)� 8��?���
�8�����'���' 63$* #����:���� ��8��:������' �?�7� 8�����Y���������� ���
-���7 ����������:��? [��8���7�����( ���� ����7����!�� 8� ��-��� ��������
YZ�? ������ � ��������? ���8������( �-��8�����YZ�? �8��7��:��Y �������:
����������!��*
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"#����'( #�������������( 1_�~ ����������( 1�2 �34 #&3."

!� �� D�����
"#����'( #�������������( 1_�~ ����������( 1�2 �34 #&3.

2����������� 8�'7�? ����� ������ ���Z�� � ��7��? �������� ������ �8���
)����( ��� 8������( �������' � �����������Y ���)��'���? ��� )�8�����)��'��
��? ����)���:��? �8��������( 8�������7�� 8�� [��7 ���)��'���� ��X���'
�� �7�Y�  ��������)� �-��������'( � ������ ��X: 8������������7 ����������
����' ��-������ 7���7��������� 7����� ����:��7� 8�������Y �-{���� ������
������'* 9��( ��8��7��( � ������ ���( �������Z�? ���Z����-������ �� ���
��( ���)��'���� ��X���' �������Y� 8�� ������� ��8�'�����)� �����'��' �
����������� ���X�� ���Z��( � �7���� ��8�'����' � ���X���? ���Z�� �8�����
�'Y� �������� 8�������� � �����������YZ�� 8������ ��' ��?������' ��[ �
 �!������ ������������� ��8�'�����* 9���7 �-����7( 7���7��������� 7�����
�������� ������ �8��)���� �� ������Y� � 8����� 7��� �� ��8��� � ����:��7
��8�'�������� ��7��������7 �����'��� �-{���� � ���Z���� � ����? ���!���
���!�� ��8�'����� � 8��?�����' �-��Z��:�' � �������������7 �����'7 ��'
-���� �����)� �8�����' 3�$ � �����������YZ�? ����?*

 ����� �� ��7�? 8�8��'���? �������������? ������ �8��)���� ��������'

)���������' �����' �8��)����( �������� 7����� ������� -��� 8��������� �
���!� 8��X��)� ���� #* �* ��������7( |* $* &� ������7( �* �* <��:� ��+T�*
� ������ 8�����)��7�? 7������ ����� ���� �� ���:�� �������� ������7����
7���� �������7� ��8�'����'7� � �� ��7�!�'7�( �� � ���� )�������� �������
�� ��7�!��* 6�� [��7 �������Y� �� ���:�� ������������ ��8�'����' 
�X�(
�� � 7�7������ ��8�'����'* p���������� ���)��7�� � �8�����'YZ�? �����
��X���'? �?��'� � 7�������'7� / )���������7� 8���7����7� / �������7�
8���7����7� )���������� ������ �8��)����( � 8��'��� �����������YZ�? �����
����� �������'����������' 8���X����'*

 �����'Z�7� 7�7���� ����������� ������ � ���Z���? 7��� �( ��( ��� � ��7�

��? )���������� ������ �8��)���� ����������� ���������� 8����-�� � 8����
�������� � ��-���? �* U�CICbEWQGL( �* �CDIGOQCbFL � U* rFNCHEFL �T( ,�( c* UDIGSCH �
�* u* �OBEC �\�( i* �MCHS( �* fOCHS � l* �* xMAH �m�( �* f* zCOQFHG �]�* 2����������
����������� ������ � ���Z���? 7��� �( ��( ��� � ���������? ��� �����������?(
 ���!�����:���)���������? �����?* 6������� )�������� ����)���:��� �����
����' ���������:�� ������� 8���� �7�Z���� �� -���)�? ���Z���( ����������
��[  �!����� ������������� ��8�'����� � ���X�� ���Z���( ���Z��������
��������� � �8��)�7 ������7* ����7������� ������ ����������� ��������:��
� 7��:X�� ���8���*
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� ��-��� ����������� ����7������' ������ � ����-���'? ������8��� 8����
�� � ����������7 � ��7��? )���������� ������ �8��)����* #���7������ ���?8��
��7���������' )���������' 7����: &� ������* p���������� 8���7���� �7��
Y� ���7������: ����� "����� ���������' 2a.* #�X���� 8�'7�� ������ ������
�� � ��X���Y )�������)� ����)�����  ����!���:��)� ��������' "p2�. �����
�����:��  ���!�� ��������' ���Z���* 2���������� ���-������� '��� p2�(
8������������� ����)����7 8� ������� � �������� 8��������( � ������������
� 8���!�8�7 8�����:��)� 8�)��Z���'* � ������� �� �������� ������ �8��)��
���( ��)�� �8������ �������� ���)��'���� ����)���:��� �8������( � ������
)���������� ������ �8��)���� 8��������� p2� �7��� ��-������Y ���)��'��
����:* 9���7 �-����7( � ������� �� �������� ������ �8��)����( ��)�� )�����
��� 8���7�Z���' � ���X���? ���Z��� �7��� ���-������: ���� (x2 − a2)−1/2(
� )���������� ������ �8��)���� �� ���� ��-������� ���)��'������ ���-������:
�7��� ��� (x2−a2)1/2 � �����������YZ�� �� ��7�!�� � ����������'? �� �7�Y�
���-�������* 9���7 �-����7( ���)��'���� ��X���' ������������ ������ �8���
)���� 8���?���� � ��)��'���� ��X����* &����� 8��������)� p2� 7���� -��:
���Z�������� � ��8��:�������7 7����� �������!��( �����������?  ��7�� ��'
���)��'���? ����)�����( ��-� � ��8��:�������7 �88�����7���YZ�? 8�����7��
s�-�X��� 8����)� � �����)� ����� � �����������YZ�?  ��7�� ��' ���������'
����)����� �� �8�!���:��?  ���!��*
$�������� ����������:��� 7����: ��' ��X���' �����������YZ�� 8�'7��

������* 6��������  ���!�� ��������' ���Z��� � ������7���� �� ��������?
�������� )���������? 8���7�����( �� ��������? �������� �������)� �����*
6�������� ��������� � ���� ���!�' �����:����� � �����������7 �8��)�7 ����
���7* 6������� ������ 3�$ � ����������� ���X�� ���Z���* 9���7 �-����7(
)���������' �����' �8��)���� 8�� ������������ ����� ������ ���Z�� 8�����'�
�� 8������ �� ���)��'���? ��X���� � ��)��'���7 ��X���'7( �8�������: �����
�������� 8��������( �������: 3�$ � ����������� ���!���������� ��8�'�����*
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� �����'Z�� ���7' 7���7��������� 7������������ 8����7��� )��������7��
�� ������� 7���� ��������: �� ��� )��88�0 �. �8������ �8������' �� �����7�
��������� ����� � ��8�Z����( )�� )����� 8����� � )���� �����Y��' �-���Y���
������7� ����7�~ -. �8������ �������' � �����7 �8��)�? ������� )����? 8����*
����7��������� �� �8������ ����������' )����� 8�� �����������7 �������?
������ 8�����)����' 7��������7 �������* 6����' ����: ����? ��-�� ����7���
������  ��������� 8��!��� �� 7�������8������7 ������* � 7�������8������?
7����'? ?���������7� ���7���7� ����7�������7�� �-����� '��'Y��' 7����
��� ���'��� 7�����* � ���� [��)� ��������� 7����� �� �������Y� ���������
8�� "7�������������.( 8�����:�� � ��? 8����������� ��� 7����!� )�����( ���
� �������: � 8���? [��)� )�����* ���)�' ����: ��-�� 8���'Z��� �8�����Y 8���
!���� ��������� �-��-���� ��������? ��8�� 8���� � 7��X��-� 8�� � ���Z�� "��
7�������8������7 ������.* 6�� [��7 ��7� ������ ��������Y� �- ����������
���������:��)� �8���-� ��'���: ��7�����' ����� � ��7�����'7� ��������� �
��8��:��Y� 8���[78��������� ������X���' ��( 	�( ������� ������ ��' ��'�� �
�����:��� 8��������:Y* $����7����' ������������' 8����7��' )��������7���(
������' � ��-��� <* 9������( 8���������( ��� 7�������8������� �8������  �Y�
��� � 8���? 8�� ���������� 8���?���� � 7�������8������� �8������ �����7��
��������� �����* ��8�? [��� ��-��� ���7�������� �-��������� ���7�����?
7������ �* ���( �8�����YZ�? 8������YZ�� ���7����� 8��!���� �� ��7�!��
�8��)�� ����� "7����!� )�����. � ������'  �Y��� � ���( ��� ���������� �����
�������? ��������� 7�?����� �8��X��? ����* 9����' �� 8��������� ������
� ��Z���������� �������7��:��? 7������� � ����� � ����� 8��������:Y ��'
�-���Y��� ������)� ���� �� 7�������8������7 ������ 8��������' � ��-���?
&* �* ����7����� �T�( )�� 7���7�������� ����)�� �����:���� � ��Z����������
����)����-� ��X���' ���������Y�*
� �����'Z�7 ������������ )������ ����� 8�� �8������ 8��!���� ���������

��' )����� �������7� �������7� '��'���' ���?��������� 7������������* 3�
8����7 "7�������8������7. ������ �8�����'( )�� �����!�� ��7�����' '��'Y��
�' 7����� ��� ���'��� 7�����( ������� 8����-����� ���� �� �'��? �������
� 8���? � ��8���'��? �8��������' �����7� ��������'7� ������������ 7�?��
���� �8��X��? ���� � ������������� ?�7��* ������ "7�������8�������. ����
���: �8�����'( )�� �����!�7� ��7�����' '��'Y��' 7���� ��� ���'��� 7�����(
������������� ����:��7 7��X��-�7 �� �'��? �����������* 6�� [��7 ������
��Y��' ����:��� �������� ��������� � ��8���'��? "������:�� 7����� � )��.(
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����� 3��:� / $�����.( ��� ��������:�� �8��Z��� ��� �������������( ��� �
��������� �����������'*
#���7���������' ������ ��������� �-��-���� "��Z���������'. ��8�������

�����)� �8��)�)� ������� )����� � ������� 8��������:Y( )�� �� 7���� -������
7����� 8���7��� 8����7����' ��������( �����' ����X���Y ?���������)� ����
7��� 8�� � ?���������)� ���7��� ����7�������7��  ��������� �-�����( � ����
����: ��������' ���-��'����* 6���7�Z���' �8��)�)� ������)� ������� )�����
�8�����Y��' ���������7 <�7�( � ���8����������� ������� / �����������7
���������7 ��  ����* q����� ��8������ �-'�����:��7� ������'7� �� ���:�
��7 ������� "����7�� ���-����� )����!�.( ������'YZ�� 8������ 8�����������
� ������ )�����( ������YZ�7� �� ������� ��?������' ������������ 7�?����
�� � �? ����)���:���  ��7� � ������� ������������� ?�7��* q���7( ��8��:��'
�����7����� 7����� ���������'( �����'��' 7�������8������� �����)� [��� 7��
����*
3� 7���� ������ 8� ����� �����7���� ������� '��'���' �����-���� ������

�����:��? ��)����7�� � �������������������:���� ������ 8��)��77��)� �-���
8�����'( 8�����'YZ�? 8�������: ��������� [��8���7���� 8� ��'�����Y ���
����7����� 7���� 8���7����7� ��� ����������� 7�����* $�7 ��)����7 �7���
���?[��8��Y �?�7� ��?������' ����������?* |�� ����������' 7��� �-������
���� �����7������:Y �8�������: ���8��: 8���7�Z���' �8��)�� �������'YZ��
8������� ����� �� �����:��7 [��8� 7�����������'* 9���� ���?���8��������:
��)����7� ��������' ���-?���7���:Y ��X���' ��8�7�)����:��? ����� 8� ���
?������Y ����������? 7����! ��' ��-������ ��������� 8������� ����� ��
7�������8������7 ������*
2�8��:��' 8��)��77��Y �������!�Y ��)����7�( �������� ��X����' ��� ���

��7����'( ��� � ���?7����' 7�������8������' ������* ��' [��)� 8��������'
���7����' � 8��������������' ����������!��*
� ?��� ��78:Y�����)� 7�����������' 8������� ������7���� �������� ����

8����������' ���!�����!�� ���)���� �� ��[  �!����� �8��)���� ������� 8����
���� �����( �������' 8��������� � ��������� 7�7���� ���7��� ���������� 8��
 �����������? �����:��? ��[  �!�����?( �������' �-Z�� 8��������� �� ���
����� 8�� � ���Z��* 6�� ���������� ����?���-� ���7�Z���� ��7�����' 8�� ��
��� ���!�����!�� � 8��������� 8����?��'� �����7����* ��' ��-������ ������
���� 8������� ����� � �������� [��8���7���� ���������: ���7�Z���' ���!���
���!�� �� �?����� )����!�* 2����������' ��[  �!����� �8��)���� <�7� 8����
���� �)� ���'��� �� 8��!��� ���8����������� ���!�����!�� ���)����*
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hHA GN EMA KAEMGIL EG DAIOJA IDCS FL EG JDACEA C LWLEAK GN JCeFEFAL GH EMA
LEDACKQFHAI LODNCJA dQQAI kFEM eCBGD GD CFD kMFJM FL JCQQAI CL LOBADJCeFECEFGH ���*
�AHEFQCEAI JCeFEFAL VAMFHI C LEDACKQFHAI VGIW CE C DAQCEFeAQW QGk wGk eAQGJFEW CDA
A�CKFHAI*
rE C QGk wGk eAQGJFEW( EMA APAJE GN QFROFI BMCLA AeCBGDCEFGH JCH VA HASQAJEAI*

�GQOKA GN cQOFI KAEMGI FL OLAI EG LGQeA* oMA EkG FKKFLJFVQA KAIFC CDA JGHLFIADAI
GHA APAJEFeA wOFI CQQ GeAD EMA IGKCFH* aCEMAKCEFJCQ KGIAQQFHS GN EMA BDGVQAK FL
VCLAI GH EMA AROCEFGH LAE GN FHJGKBDALLFVQA wOFI KAJMCHFJL kMFJM FHJQOIAL AROCEFGHL
GN JGHEFHOFEW( yCeFAD+@EGbAL( IFPOLFGH GN BMCLA eGQOKA NDCJEFGH0

∂uj
∂xj

= 0,
∂(ρui)

∂t
+

∂

∂xj
(ρuiuj) = − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

(
μ
∂ui
∂xj

)
+ fσi,

∂α

∂t
+

∂

∂xj
(αuj) = 0, ρ = αρ1 + (1− α)ρ2, fσi = σκ

∂α

∂xi
,

kMADA ui FL JGKBGHAHE GN EMA eAQGJFEW dAQI( ρ FL IAHLFEW( ρ1 FL kCEAD IAHLFEW( ρ2 FL
CFD IAHLFEW( p FL EMA BDALLODA( μ FL EMA IWHCKFJ eFLJGLFEW JGAtJFAHE( t FL EFKA( fσi
FL LODNCJA EAHLFGH( σ FL EMA LODNCJA EAHLFGH JGHLECHE( κ FL EMA FHEADNCJFCQ JODeCEODA*
oMA BMCLA NDCJEFGH α FL IAdHAI CE CQQ KALM BGFHEL FH NGQQGkFHS kCW*
cOHJEFGH α = 1 FN EMA BGFHE QGJCEFGH FL GJJOBFAI VW QFROFI CHI α = 0 FN EMADA FL

CH CFD* xAQQL kFEM C eCQOA GN 0 < α < 1 KOLE MCeA C NDAA FHEADNCJFCQ LODNCJA* oMOL(
EMA �GQOKA GN cQOFI KAEMGI BDGeFIAL C LFKBQA CHI AJGHGKFJCQ NDAA LODNCJA IAEAJEFGH
KAEMGI FH EMA KALM*
yOKADFJCQ KGIAQFHS FL JCDDFAI GOE kFEMFH EMA NDCKAkGDb GN EMA GBAH�LGODJA

LGNEkCDA hBAHchra "�����������	�
�	. VW EMA dHFEA eGQOKA KAEMGI* r LECHICDI
HOKADFJCQ KGIAQ FHEADcGCK FL OLAI EG LGQeA EMFL BDGVQAK JGDDALBGHIFHS EG EMA CVGeA
AROCEFGH LAE*
oMA JGHLFIADAI IGKCFH MCL IFKAHLFGHL GN 30× 30× 110KK* rE C IFLECHJA

GN 15KK NDGK EMA FHFEFCQ LAJEFGH FL C MAKFLBMADFJCQ VGIW "JCeFECEGD. kFEM C
IFCKAEAD GN 5KK* �E FL BDGBGLAI EG OLA EMA LHCBBWfA�aALM EAJMHFROA FHEAHIAI NGD
COEGKCEFJ SAHADCEFGH GN EMDAA�IFKAHLFGHCQ OHLEDOJEODAI KALMAL kFEM C BDAIGKFHCHJA
GN MA�CMAIDCQ AQAKAHEL* rL C DALOQE( EMA KALM FL JGHLEDOJEAI EMCE ECbAL FHEG CJJGOHE
LKCQQ�LJCQA wGk AQAKAHEL FH EMA FHEADNCJFCQ �GHA CHI HACD EMA LEDACKQFHAI VGIW �	�*
yOKADFJCQ A�BADFKAHEL LMGkAI EMCE C LECVQA CFD JCeFEW FL NGDKAI FH EMA kCbA GN

EMA VGIW "cFS* �.*
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oMA FHwOAHJA GN SAGKAEDFJ CHI IWHCKFJ BCDCKAEADL GH EMA NGDKCEFGH CHI
IAeAQGBKAHE GN CH CFD JCeFEW( FEL LF�A( LMCBA CHI LECVFQFEW MCL VAAH FHeALEFSCEAI*
oMA EMFJbHALL GN EMA CFD JCeFEW IABAHIL GH EMA IFCKAEAD GN EMA JCeFECEGD CHI IGAL
HGE IABAHI GH EMA IFCKAEAD GN EMA VQGkFHS MGQA �T�* �HJDACLFHS EMA eAQGJFEW GD wGk
DCEA GN SCL MCL C BGLFEFeA APAJE GH EMA QAHSEM CHI LECVFQFEW GN EMA NGDKAI JCeFEW* �GGI
ROCQFECEFeA CSDAAKAHE kFEM A�BADFKAHECQ ICEC kCL GVECFHAI �,�*

,*k*1*Al*4
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����7��������� 7������������ �����7 5?�Z���+������; ��?�����' � !���
��� ���7���' 7��)�? �����? �� 8���'����� 8���� ��� ��� ���* |�� ����������
��' ������� � �����'Z�7� ���7��� � ��7����'���:��Y � �����:�� �-X����Y
������Y �-����:( ��?��'Z�Y�' �� ����� -����)��( 7���7����� � [����)�� ��( 	�*
��' �8�����' 8�8��'!������ ����7��� [  ������� ��8��:��Y��' �������

��� 7���7��������� 7�����( ��8��7�� �����' 7����! � )�� �� �T�( ���������
������ ������ �,� ��� �����7��� ������ �\( m�* %����� � ���� ��)�( ��� ����7��
�������� �����( ��� 8������( ���������( ������������ 8��?��( ���������� ��
��  ����!���:��? ��������'?( 8��8�����7� '��'���' ���-���� ���8�������
�����7*
$���� 8����)� ���-��:X�� ������� ������Y� ��8����( ����YZ���' 8���

������������? ��8����� 8�8��'!������ ����7��� � �������������� �����
�-�����' �]( n�* |�� ���  ������ �)��Y� ������X�Y ���: � �����7�? ��8�
5?�Z���+ ������; ��� 5?��'��+8������; � ����Y� �? �������� ���-���� �����
��:��7*
����7��������' 7����: 8������������������7����)� ����7��������' �����

�� � 8�������:Y u(x, t) � ?�Z���� � 8�������:Y v(x, t) 7���� -��: ��8����� �
���� �����7� ���������

∂u

∂t
= − ∂

∂x

[
−k1∂u

∂x
+ u

(
α1
∂p

∂x
− β1

∂v

∂x

)]
+ u

[
α1f(u)− b1v

1 + cu

]
,

∂v

∂t
= − ∂

∂x

[
−k2 ∂v

∂x
+ v

(
α2
∂u

∂x
− β2

∂v

∂x

)]
+ v

[
−α2 +

b2u

1 + cu

]
,

)�� � 8����? ���������? ���-��? ���'� 8�������� ���)��7��( ������YZ�� ��
��  ���Y "� ��[  �!�����7� ki. � ��8��������Y 7�)��!�Y "� ��[  �!��
����7� αi( βi.( � �� �����? ���������? ���-��? / ����� ����!��* 6�� [��7
 ���!�' f(u) �8�����'�� ����� ����� ������( � ������ ���)��7�� ?�����������
��  ���!�����:��� ������ ?�Z����*
� ��-��� 8��������' ������������� � ��������� ������������ ������ 7����

�� ��' ����7����)� ���:!���)� ������ � �������7���� ���8���������7 ������
��7 ������* ����������:��� [��8���7��� ������� �� 7����� 8�'7�? � �?�7�
�7�Z����? �����* #���7������  ��7�������� ���!�������? � ����-����:��?
��X���� �����7�( ������ ��8��� ������������ [��? ��X���� 8�� 7���? ���7��
Z���'? ��  �������? � 7�)��!�����? 8���7�����*

�M�)��� ���������� ������� �������
!���� M������	�� x��������$ S &\(F*(F%&*UF*U%] 
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* /-��!+ �� C� 6>.0-:>.4D>7 B4171C3 ��� ,@>.4>7 615-7= >85 B41:-54D>7 `@@74D>.418= AI J �
,@248C-2F�-27>C$ %&&E 

% >4�84;�832 �� 9�� >�]48 �� 1� �����������	�� ������ � )��
���� � r	�
���� m��F
�������	�� ������	� �����	�����N ��������� � % � � % A� � �����$ %&*U A*]( � 

E 	�%�[�& C� .� 6>.24D-= >85 j2>@0= ,.>c474.3 G21c7-:= 48 6>.0-:>.4D>7 ;D171C3 AB1D>
h>.18$ Vv� KhK G2-==$ *UUE AE&] @ 

T /!&�-A! R�� .%�&! )�� G!�!�� ��� G!&� #� ,.>.4=.4D>7 :-D0>84D= 1H @1@97>.418 YY G21C2 /0-12 
G03= A*UU% A�17 ]] AG *&E('*&TU 

( T!''!� G� ��� /!��� C� S�� $!�" G� �� 615-7748C c4171C4D>7 48<>=418=� =@-D4-= .2>4.=$ =@-D4-=
48.-2>D.418= >85 0>c4.>. 0-.-21C-8-4.3 YY 6>.0 B41=D4 A%&&E A�17 *]E AG UE'**& 

[ �������� �� ��� ������'! G�� �H!�!���!�� $�� ��A�&� K�� T�!�� 0�� C!H-&� ��� R��& K� C��
	�%�[�& C� .� �& !�� ,-7-D.418 18 =.>c474.3 >D21== -D171C4D>7 =D>7-= YY /2-85= ;D17 ;<179.418 A
%&*( A�17 E&$ S \ AG T*\'T%( 

\ R!����� /� $� /0- ,@>.4>7 >85 /-:@12>7 a38>:4D= 1H i1=.F@>2>=4.145 �8.-2>D.418= A^?H125�
^?H125 {84< G2-==$ %&&& A%*% @ 

] T!'&���� K� G�� T��'�� T� ,@>.4>7 ;D171C3 <4> h->D.418Fa4W9=418 ;X9>.418= AK04D0-=.-2$
{t� Z108 y47-3 >85 ,18=$ %&&E AT** @ 
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%�6`19=#3&^ p%�%p=32q&42^ 6%#2$9>} 3=%�3%#%�3%
6%<^#2q%�&33>} 6`=q%|<=
9#2s=$
2} 
%�6%q29%�
$ 2$6%<`q%�&32=� �=9%�& |__=
92�3>} �%��<=�

2 &<p%#29�& 3+0 6&
=9& rxUiry�xhazh@
6#2 #&q<2s3>} �2�&} p#&32s3>} �$<%�2��

9�� 8��
�� "2����'( $������~ ����������� $������."
 � �� >
����
� "#����'( #�������������~ 1_�."
 �  � >
����
�
 "#����'( #�������������~ 1_�.

� �����'Z�� ��-��� 8����������� 7���� [  �������? 7������ � 7���� ���
�����? [��7����� ��' )�7�)�����!�� 8������? ����������� 8��'���������?
8:���[�����������? ��78������* %8����� ������������� ��8���� 7����� [ �
 �������? 7������ ��' �����������? 8:���[�����������? ����* � ������? )��
7�)�����!�� -��� ����7������ ������ ����������� 8:���[������������ ������
��' 8�����������:��)� �-{�7�( 8�����'YZ�� ����� [  �������� 7����� �����
�������)� ����* |�� ������ ���������: )�������7� ������'7�( ������� �����
�����: �� 8����?����� 8�����������:��)� �-{�7� ���0 �������� 8� 8��������
�������7 8���7����7 7�?��������� �7�Z���' � [������������ 8����!���( ���
������ 7�?��������� �7�Z���' � 8����'���' ���7��:��' �������'YZ�' ������
�� [�����������)� �7�Z���'( 8����'���� ������ 7�?��������)� ��8�'����' �
�������� [������������ 8����!���( � ����� 8����'���� ������ 7�?���������
)� ��8�'����' � ���7��:��' �������'YZ�' ������� [�����������)� �7�Z���'*
��' ���? ������? ��8�� ������? ����� ���� 7���7��������� �-��������� 7��
���� [  �������? 7������ � �� ������ [���)��������? ��������� 8�������
�����������YZ�� ��������' ��' ������� [  �������? 7������ 8:���[�������
�����? ���� � 8�������:��� ��������8���*
3� ������ [��? ��������� -�� ��������� 8����� ��-�� [  �������? 7����

��� ��' 8������)� 8:�������7������)� ��78����� � X�����7 ���8�����7 8����
������ � 8�7�Z:Y 7����� �������? [��7�����( ������������)� � 8����� ry@�@
� � �8�!�������������7 8��)��77��7 ��78����� rxUiry�xhazh@( 8������
��������7 ��' )�7�)�����!�� 8:�����78������ � ��������� ���������� 7���
������������* 6��� 7������������: � ��8��:�������7 ��)����7� 5T+
 )�����
��; � 8����� rxUiry�xhazh@ �	( T� � �8!��� ���������' 8����� �� )����!�
8�����������:��)� �-{�7�* ����� 7����� 8�����������:��? �-{�7��( �)������
�������� � rxUiry�xhazh@( -��� 8��������� � ��������[��7������ 8����
ry@�@( � ������7 -��� ��X��� �����������YZ�� ������� ������ [�������8���
)����( ������� ���-?���7�� ����������� ��X���' ��' ��78����� ��8�'�����
� ������� [�����������? �7�Z����( ��� � 8�������� ���������: [  ��������
7����� ��78�����*

�M�)��� ������� � ����!��� ������� )�
� ���������� �������
!����� Mx � ���	�N 	��F
���	�� S &\(F*(F%&*UF*U%] 

�\	



q���: -��� ����� �7����������� ������������ 8��� 8��'����!�� �����)
8��* s��-� �����: [��� [  ���( 8����������:�� 8� 7����� �������? [��7�����
� 8����� ry@�@ ��X����: ������ [������������� ��' 8������)� ��[���������
���)� 7�������� � ��� �� )��7���������� ���������� 8�����������:��)� �-{��
7�* 2� ��X���' [��� ������ -��� 8������� 8��' [�����������)� �7�Z���' �
��8�'�������� [�����������)� 8��'( � 8� ��7 -��� ������� 8���8���)��7�� 8��
�� 8��'����!�� � 8������7 8:���7��������* 6���� [��)� 7�������:��� ��������
�������? [��7����� ��7��'���: � ��[�����������? �� 8:���[������������( 8���
��7 ��' �����)� 8:���[�����������)� �������)� [��7���� 7����!� ��78�����
���������: [��7������ �����7 ���������( �����������YZ�� ��� ������? -���
8�������� ����: �������� 8��'����!��* � �����:���� -��� 8������� 8�������
�����:��� �-{�7� � ����������� 8��'���������� 8:�������7������� 7����!��*
6���������� ����������:��� [��8���7���� 8�������( ��� ��� ����7������

��� ������ �������� )�������? ������� 7�)�� -��: ��8��:������ � ������?
)�7�)�����!��( ��� ��� ��Y� ���������� -������ �����:����* ���� ����������
��� 8��'����!�� ����� ��' 8��!�������)� 7�����������' 8������? 8:�����7�
8������( ���-���� �� ������� ���������� 8�� � � ������� 8��������:Y*
%8������' ��?���� 7���� -��: 8��7����� ����� ��' ����8������? 8:����

��78������ 8�� ����� ���7����? [  ����� 8� 7����'7 8����?������? ��8�'�
����� � �? �-�-Z���� �� )����!�? 8�� �,( \�*

a
���
���


* 0��!'� :�� )!��A��' ��  � V484.- -7-:-8. :15-7748C 1H D-2>:1:>.24? @4-k1D1:@1=4.-= c3
9=48C -W-D.4<- :15974 :-.015 d4.0 54W-2-8. <>24>8.= 1H c1985>23 D1854.418= YY 6>.-2 G03= 
6-D0 A%&*U A�17 T%$ S * AG *'*E a^�� *& *]\%&Y6G6 T%*%&*U�* 

% #-A�H��! �� ��� )!A���' C� #�� )!��A��' ��  �� .%!'��+!' $� ��� G������� �� )�

V484.- -7-:-8. 01:1C-84k>.418 :15-7= 1H c97b :4?-5 @4-k1D1:@1=4.-= d4.0 C2>897>2 -7>=.4D
48D79=418= 48 `K;v`I @>Db>C- YY 6>.-2 G03= 6-D0 A%&*] A�17 E\$ S * AG %('EE a^��
*& *]\%&Y6G6 E\*%&*]�T 

E #-A�H��! �� ��� )!A���' C� #�� )!��A��' ��  �� )!��A��'! �� ��� .%!'��+!' $� ��� G�\
������ �� )� V484.- -7-:-8. 01:1C-84k>.418 1H @4-k1D1:@1=4.-= d4.0 4=17>.-5 48D79=418=
9=48C 4:@21<-5 E'& >7C124.0: H12 C-8-2>.48C 2-@2-=-8.>.4<- <179:-= 48 `K;v`IF
K^6G^, @>Db>C- YY 6>.-2 G03= 6-D0 A%&%& A�17 TT$ S E AG EU%'T&E a^��
*& *]\%&Y6G6 TTE%&%&�*& 

T 0��!'� :�� )!��A��' ��  � V484.- -7-:-8. =.953 1H D-2>:4D :>.24? @4-k1D1:@1=4.-= d4.0 :-F
D0>84D>7 48.-2H>D- @21@-2.4-= c3 .0- -W-D.4<- :15974 :-.015 d4.0 54W-2-8. .3@-= 1H c1985>23
D1854.418= YY y><- a38>:4D=$ 6-D0>84D= >85 G03=4D= 1H 64D21=.29D.92-5 6-.>:>.-24>7= 
`5<>8D-5 ,.29D.92-5 6>.-24>7= �17 *&U Y ;5 6 ` ,9:c>.3>8 A,48C>@12-� ,@248C-2$
%&*U AK0 *% AG *[E'*\U a^�� *& *&&\YU\]FEF&E&F*\T\&F(�*% 

( 0��!'� :�� )!��A��' ��  � I9:-24D>7 :15-7748C 1H .d1F@0>=- @4-k1D1:@1=4.-= d4.0
48.-2H>D- :-D0>84D>7 >84=1.21@4D -W-D.= YY a38>:4D>7 G21D-==-= 48 j-8-2>74k-5 K18.489>
>85 ,.29D.92-= `5<>8D-5 ,.29D.92-5 6>.-24>7= �17 *&E Y ;5= i `7.-8c>D0$ ` B-73>-<$
� ;2-:-3-<$ ` t24<.=1<$ ` G129c1< A,48C>@12-� ,@248C-2$ %&*U AK0 *[ AG %UE'E&T 
a^�� *& *&&\YU\]FEF&E&F**[[(F*�*[ 
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!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

2�=392_2
&42^ 6&#&�=9#%� �%�=<=� _%#�2#%�&32^
�2%<%p2s=$
2} $9#�
9�# � $<�s&=
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 � �� <
�
��
��� "#����'( �����������~ 1�2 �34 #&3."
:� :

�
� "_���'���'( <�88��������~ <9�������������."

 �7
��
�

��T�K�
 "p��7���'( p�����:-��)~ p�����:-��)���� �����������."
C� L
	K� "p��7���'( p�����:-��)~ p�����:-��)���� �����������.

_��7�������� �������� � -����)������? ����'? �)���� �����Y ���: � 8���
!����? �������' ����? ��)����7�� ��( 	�* 3�����' � ������������ ��-��� &����
9:Y���)� �T�( 7��)�� -����)������� ��������� �8�����Y��' 8�� 8�7�Z� 7�?��
���7� ����!�����  ����* � ������ 7����� 8�����������'( ��� �� 8����?�����
[7-����� ��?��'��' ��� ��  ������YZ�? ��Z�����0 ��������� � ��)�-����( �
�����:���� ����7��������' ������? 8����?����  ��7�������� ���������? ����
!�����!�����? 8������������( �8�����'YZ�? ���:���X�� �������� 7�� ����
)������� ��������� ��)����7�* ��' 8��������' [��)� 8��!���� ���-?���7�( ����
-� �������: ���8����������' ���������� -��� ��Z�������� ��X� �������� ����
8����������' ��)�-�����( �� ��' 7��)�? -����)������? �-{����� �� ��? 8�� ��
�-�������� ����:��� ��Z�����( ����������'YZ�� ������'7 9:Y���)� �,�* 6��
[��7� ��' �-{'�����' 8��!���� 7�� �)����� 8�����)�Y��' � ���)�� 7�?����7�*
3�8��7��( � 7�?������?�7������? 7����'? �\�  ���!�Y ��)�-����� ��8���'�
�� �������'YZ�'�' 8����?����: [7-�����( � � 7����'?( 8��������'YZ�? ��-��
��7-���!�Y ��������' ����!�����  ���� � �-���������)� ��  ����!���:���
)� ��������'(  ��7�������� �������� 8����?���� ���������� )���������� �m( ]�*
�� 7��)�? [��8���7�����:��? �����!�'? ��' ��8������������)� ��-�Y���

��' �����8�� ��X: �������� ���!�������� ����7�( � �����:��� ������ �
8���?����� 8��!���� ����������* � �����7 ������ �7�YZ�'�' � ������� ���
 ��7�!�' '��'���' ��8�����( 8�[��7�  �����������7 �������'7 8���7�����
-����)������� 7����� ������������ ��������� ��7������ ��������( � �� ����
���������� ��X����* |�� ��Z�������� �������'�� ���������� ���'��� 7����
8��)����7 7���7��������� 7����� � [��8���7�����:��7� �����7�*
� ��-��� �n� -�� 8�������� �������������� 7���� ��' ������ ���!�� 8��

��7����� �����7 ����!�����  ���� 8� �� ��7�!�� � �:Y���)���? ��������
��?* %������' ���' 7����� ����Y�����' � ��8���������� ������� �8����'Y�
Z�? 8���7����� 7����� θ ��������� ��������� �������� y(θ)( 8�����'YZ���'
7��)�7����7� ���7��:��7� ���8��������Y N(μ(θ),Σ(θ))* #���7����7 ������
�������Y ��-���� �� Nset �:Y���)���? ��������( 8��������? ��' ��������)�
����������)� ������� 8���7����� θ0* 6� [��7 �����7 7���� �88�����7������:
8���7���� ���8��������' y(θ0) ∼ N(μ(θ0),Σ(θ0))( 8����7 �������: �88������
7�!�� ������� �� �-{�7� ��-���� Nset* 9�)�� ���?���������'  ���!�' ���'���
�7��� ���0

f(θ) = (y(θ)− μ(θ0))Σ
−1
0 (y(θ)− μ(θ0))

t. "�.

�\,



9������' �!���� ��' ������� θ0 ��?�����' 8���7 7���7���!��  ���!�� "�.*
����� 8��7��'Y��' -���������� 7����� ��' ��?������' ���? �������� 8����
7�����( ����������YZ�? �����7 �� ������������� ��-����*
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9����� �����������( ��� ����:��� �� �'��� 8���������������� '��'Y��'
��������8��7� ��� � �����������7�* $������� ��-��� q / �����X����' [���
8�����!�����'( ���8������� � )���������:��7 ��������8��7 � �����������7
8�����* 
����� �������� / ���������: σC ������� RC * �������' �� �������
�������� σC � ������� 8�����' 8����'����( �������: �������� ����� ������
!�( �������: �����7��7�' � �� ������� ���!��������* ���7����� ������� �
��������8��������������7 8����� )����� 8������7���� P = (Pij) = H(Kij)
"H / ���Z��� ���'( (Kij)( i, j = 1, 2( / ������ �)� 8����!��7����. �8������7
�-�-Z����7 8����!����7 ϕ �  ���!��� ���� ψ* ϕ � ψ /  ���!�� ���������?
��������� (x, y) 8�������� z ����������'Y� ��Y�� � �-����� D( �� ����Y�����7
������������? ���-�? ����� [��?  ���!��( �����7� ��������� �	�

P11
∂ϕ

∂x
+ P12

∂ϕ

∂y
=
∂ψ

∂y
, P21

∂ϕ

∂x
+ P22

∂ϕ

∂y
= −∂ψ

∂x
.

��' �8��Z���' ������ ���Z�����7 8���?�� �  ��������� 8�������� z =
x + iy �� ��8�7�)����:��Y 8�������: ζ = ξ + iη � ��8��:�������7 )�7��7�� �
��? "�  ����?. 8���-��������� "8�'7�)� � �-�����)�. �	�( �� ������)� ����
���� 8�'7�� 8���-��������� ���������? ��������� 8��������� z � ζ* 3� 8����
����� ζ 8������7 � �����7� ��������� ζ ′ = ξ′ + iη′( ������' ��'���� � 8������
��:Y ζ 8���-���������7 8������� �T�* 3� 8�������� ζ ′ 8������7���: '��'���'
 ���!��� ����)� 8���7����)� η′* }���������� ���-������:Y ���' 8������7��
��� P ′(ξ′) = k′0η′s '��'���' ������� ���)��'���� ����� σ00 η′ = 0( �� �������
P ′ = ∞( ���� s < 0 �,�*
3�?���7  ��7���( �8�����'YZ�Y ��-�� �������� �	�0

q =
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k′0d′4Q2(ω)
.

q���: Q2(ω) =
3ω2

4 ln ω+1
ω−1− 3ω

2 / ���!�' <������� �����)� ���� ������ ���8���
��)�7���� ω = 1+R′2

C/2d
′2( d′ / ������'��� �� !����� �������� σC �� ���)��'��

��� ����� σ0 �\�( R′
C = RC

√
1− μ2( μ = P22−P11−i(P12+P21)

P22+P11+2
√
D(Ps)

(D(Ps) / �8���������:

��77�������� ����� Ps = (P +P T )/2 ������� P ( P T = (Pji) / �����8���������
��� ������( C = 1( C0 = 0* ��' �����������' ���'��' ��������8�� )����� ��
��-�� �������� �����7 ���������:��� ��-�� �T� ε = q/q0 − 1( )�� q0 / ��-��
�������� ������� RC ( ���8��������� �� ������'��� d �� ���)��'���� �����

�\]



y = 0 � ������ ������8��)� �����������)� )����� �� ���8����7 ������7 ��7��
����' 8������7����( 8�� s = 2* p�� ��� ������7���� ���������:��)� ��-���
�������� ε �� ��[  �!������ α = k22/k11 � β = k12/k11 8�� s = −4 8��������
���� �� ���* �* #�X���� 8���-��? ����� �m� 7���� ������:�' ������:��7 8��
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���)� � ���-������)� !�7�����* %��������' ��������Z������: )����? 8����
��������' 8�� ���������� ���������' � 8�����7 8����������� ���-������)�
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!��7���: � ����������7 )�������)� � ���-������)� !�7�����( ��8��:�������:
���7��������� �������' �����? GK � NK 8� ���7 �8����7 8�����7 / �����
��� ���������� 8���7���� αGK � αNK *
2� �-Z�)� 7������ �����? ��-���Y��' �������' 8��������� � 8����!��7��

��� )����? 8����( �8���������? 8� �����( � ������? ���������? 8���7�����
αGK � αNK ( �8���������? 8� p2$( �����������YZ�� ���������7 ���������'
���-�������!�� αNK ≈ 0* ��������' ������7����� 8��������� )����? 8����
� �? 8����!��7���� �� ������)� ���������)� 8���7���� αGK 8��-���Y��' ��
������' 8�������' 7����7��:��)� ��[  �!����� ������'!�� R2 � 7���7����
!�� ���'���  ���������? � ��������? ��������*
��' �����' 8���������' � 8�����7 8����������� ���:�� ���-������)� !�7���

�� ��������' ��'�� 8��������� )����? 8���� � �? 8����!��7���� �� ������)�
���������)� 8���7���� αNK ������ �7��: ����� ��  ���!�����:��� �����
��7����( ��� � ��' �����' 8���������' � 8�����7 8����������� )����? 8����

�mm



���:�� )�������)� !�7����* ������ 8���8�������� 8������� � ��7�( ��� � ���?�
7����7 8����������� ������7���� ��' 8��������� φ � 8����!��7���� K )����?
8���� 8��������'Y� ��-�� 8����?����: [���8����� � �7�Y� ���0

φ =
1

aφ + exp
(
bφ

√
α2
GK
A2 +

α2
NK
B2 + cφ

) , "�.

k = exp

(
ak

(
α2
GK

A2
+
α2
NK

B2

)
+ bk

√
α2
GK

A2
+
α2
NK

B2
+ ck

)
, "	.

)�� A / )�������� �������� ��������������������� 8� αGK ( B / )��������
�������� ��������������������� 8� αNK ( aφ( bφ( cφ( ak( bk( ck / ��[  �!�����(
������� 8��-���Y��' 8� ������7���� 5�����p2$;*
2� ��������' 9�7��� / 
�����( �����������YZ�)� ����7���'�: 7����

8��������:Y φ( �-���Y���� 8����!��7���:Y k � ���������� ��������Z�����
��:Y s∗w( �������0

s∗w =
1

1 + l

√
Dφn

k

, "T.

)�� D( n( l / ��[  �!�����( ������� 8��-���Y��' J �����7 �����? ��-�������
��? ������������ ����� � [��8�����!�� �������*
2� "T. �������( ��� 8�� 8��-������� 8����!��7���� )����? 8���� � ���Y(

���������' ��������Z������: -���� ����7��:�' � �( ��� ������������� ��8�Z��
��Y � 100% ��������Z������� � )����?*
� ��������?( � ������? 8���������: ��-�� � ������������ �����( -���

8�������� ������� 8���������( 8����!��7���� � ���������� ��������Z�������
)����? 8���� 8�  ��7���7 "�.+"T. � 8���-�����7� �������'7� ��[  �!������
aφ( bφ( cφ( ak( bk( ck( D( n( l*
&8��-�!�' 8����������� �����8����!������ 7����� 8�������� �� ����7

�� 7������������ q�8����� $�-���* 6������� ��������������:��� ���8������
��������? �  ���������? 8���������� �����-���� -�� �? ��8�������:��� ���
�������*
9���7 �-����7( 8������������' �����8����!�����' 7����: 8�����'�� ���

���7�� ��'���: ������ )�� ��������? ������������ � �����-����( 8�������:
���8��!�����Y ������������� 8���7����� ����� � �)�������: 8������� � �8���
������� _=$ � 8�7�Z:Y �8���������? )�� ��������? �������*

a
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���� 
�� ������������� ������� 	����������� �����	���� ���
�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� %�3%� %�#&93%� $6=
9#&<`3%� q&�&s=
�<^ 
�&39%�%p% p#&_& 926& 5�=#=�%;

#� �� 7
������
 "#����'( � �~ %%% 5#3���X3262�� �:;."
�� T� 7��
��� "#����'( � �~ %%% 5�|$
 2��������);.

%���7 �� �������? 8��7���� ��������)� )�� � ��8� 5������; '��'���'
[�����������' ���:( �����'Z�' �� 8������� "��-��.( ����������? � ����� ���
7������? 8������!�'? "���X���?.* 3� ��-�� k = 1, P )�� � �������' �������
��� [�����������? ����-���� � 8��������� ������ lk � ���8���������7� �7���
��:Y Ck � ������������:Y Lk0

(Uk)xkxk(xk; t) = CkLk(Uk)tt, xk ∈ (0; lk), k = 1, P . "�.

6����� k = 1, N ����7��� ����� ��������������� �����!�Y L̃k � �7����: C̃k(
����������� 8�����������:��0

(Uk)xk(lk; t) + CkL̃k(Uk)tt(lk; t) +
Ck

C̃k
(Uk)(lk; t), k = 1, N. "	.

� ������ �� M = P + 1 − N ���������? ���X�� ����Y��' ��� ������'
�������* ������� ��8���������� 8����!���� ������� � ��7( ��� ���� ���� � ��
�� ���X��� v ��!������� ������:��7 ��-��7 ej ∈ Ev( �� �������' ��78�����
 ���!�� Uj �� [��? ��-��? � ���!�?( �����������YZ�? ���X��� v( ���8���Y�*
������� 
��?)� � ��� -������ ����� ������� � ��7( ��� ��77� ���7��:��?
8���������? ��78�����  ���!�� Uk �� ���������� ���X��� v ����� ���Y*
6������� �����������YZ�' ������' ������ �� ��-�������� �������'0

a2kyk
′′(xk) + λyk(xk) = 0, xk ∈ (0; lk), k = 1, P , "T.

� )�������7� ������'7�

y′k(lk) + (pk1 + λpk2)yk(lk) = 0, k = 1, N, ",.

� ������'7� �� ���������? ���X���?⎧⎨⎩yj(v) = yj+1(v), ej ∈ Ev, v = 1,M,∑
ej∈Ev

y′j(v) = 0. "\.

6�������( ��� �8���� ������� ������ "T.+"\. '��'���' ���������7
7��������7 8��������:��? ��Z��������? �����* 
��7� ��)�( ��-������
��� �������' λk 7�������� �����'� �� 8���7����� )�������? �������
p11, . . . , pN1, p12, . . . , pN2*
%-�����' �8������:��' ������ ��' ������� ������ "T.+"\. ������� � ��?���

����� ������� �p = (p11, . . . , pN1, p12, . . . , pN2) ��[  �!������ )�������? �����
��� ",.( 8�� ������? ��8���� �������� ����� λ1( λ2( * * * ( λ2N '��'Y��' ��-�

�mn



�������7� �������'7� ������� ������* %�� ������� � 7��)�8���7����������
�-������ �8������:��� ������ ��' �������7����)� �8�������

B(λ, �p ) = B0(λ) +

N∑
k=1

(
pk1Bk1(λ) + pk2Bk2(λ)

)
, "m.

�������)� � �������7����7 ����������:��7 ���������7 8����������� E2N * 6��
������( ��� �����' ������ [����������� �����7� 2N ��)�-��������? ���������
���������:�� ����������? 8���7����� )�������? �������0

det
[
B(λj , �p )

]
= 0, j = 1, 2N. "].

#�X���� �����7� "]. � ������ -��:X�)� ���������� ��-�� )�� � ���������
�� ������7��( 8�[��7� 8�������� ��)����7 ��������)� 8��������' ��X����
�-������ �8������:��� ������ ��' ������� ������ "T.+"\. � �������7����7 ���
�������7 8����������� E2N ( ���������� �� 7��������� ������7���� ��-������
��? �������� �� 8���7����� )�������? �������* %8������7 2N �7����� 8��
�������8�8��

[
�a,�b

]
Π
( � ������7 -���7 �����: ��X���' 7��)�8���7����������

�-������ �8������:��� ������* %-������7 ����� μ1(�p ), . . . , μ2N (�p ) ��-��������
�������' �8������� B(λ, �p )( �8���������)� � "].( 8�� ��������7 �������� ����
���� �p ∈ [�a,�b ]

Π
*

$ ��7����7 22N 8���-������
[
�a,�b

](i)
Π
����?( ���

22N⋃
i=1

[
�a,�b

](i)
Π

=
[
�a,�b

]
Π
,

22N⋂
i=1

[
�a,�b

](i)
Π

= �c,

)�� �c / !���� 8��������8�8���
[
�a,�b

]
Π
* � 8��������8�8���

[
�a,�b

](i)
Π
( i = 1, 22N (

8�����'�7 ��8������� ������' �λ ∈ [�μ(�a ), �μ(�b )]* =��� ������� ��8���'���'( ��
����7�������7�� 8��������8�8�� �� �������� ��X����( ���� �� ������� �� ���
8���'���'( �� 8� ��X��8������� �?�7� ��8���'�7 �)� ���-����� � 8���?���7
� �����YZ�7� 8��������8�8���* 6�������� �����Y 8��!����� �������� �����
���( 8�����7 ��������!�Y �-������ ��Z���������' ��X���' � �Y-�� ���-?��
��7�� �������:Y* 6��7��'' �����!������ 7���� ��' ������ ��������������
�-����� ��Z���������'( 7���� �������: ��X���' 8����������� ������ �� ����
-��7�� ��������*
6��������� �����:���� 8�����'Y� ��������������: 8���7���� )�������?

�������( ��8��7��( ���8���������� ������������: � �7����:( ����������� 8��
����������:��( ��' [�����������? ����� �� �������? �����������8��? ��' ���
����:��)� ��7����( � ����� 8��-����: 8���7���� )�������? ������� ��' �-���
8�����' �����)� �8����� ������ ����-���� 8���7����)� ���� ��� ��8�'����'
� ����*

a
���
���


* ��'A!��'�� )� $�� G���� T� �� G>2.4>7 48<-2=- @21c7-:= H12 ,.92:'v419<477- 1@-2>.12= 18
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% 
%<=�&32^} 3=%�3%#%�3>} ����=#3>} %�<&$9=��

C� 7� 7��K
�
"#����'( #�������������~ 1_�."

�� �� 9��
���
"#����'( #�������������( 1_�~ �����������( 1�2 �34 #&3.

_���!�����:���)���������� 7�������� � �����'Z�� ���7' ��� ��Z� ���
8��:��Y��' �� 7��)�? ��?����)�'? 8��7�X��������* $������� ����? 7����
���( �������YZ�? ������7���: ������� ����? 7��������� �� 8��������������?
���������( 8�����'�� �8������: ���-������� �? 8�������' � �� ��7�������'*
��' �������� [��8�����!�� ��������!�� ������������)� ���������' ���-?����
7� �����-���� ����? � �����X����������� ��� ��Z�����YZ�? 7������ ������
��X�YZ�� ���)������� �����������)� �����������'( ������7�������X�)� ��-'
��� ���-���� ������ � [  �������� 7���� 8�� ������������ �-�����? �����*
3� ������ 7����� �����������)� �8��)�)� ���� � ��7��������� 8��������

�� ����� �- ���������X�?�' 8�������? ����-���'? �8��)�� _p 8������� �
8�����:���������:��? ����-���'? _p 8���)� !������� � 8���7����7� <�7� �
8�������:Y( �����'Z�7� �� ���? 8��������������? ���������* #�X���� 8�'7��
������ 8�������� �������� � 8�7�Z:Y �
| � 8����� cQA�zuU* 6������� ����
��� ���'��' �������? ���7����? ������� ��7�����' 7�?��������? ������� ��
�78����������������� ?������������� "&s}. � 8��' ��8�'����� � �� ��7��
!��* 3� 8����7 [��8� ��' ������ �� ����7�������? ����� ����������� ��������
���:����: &s} � ��7�����Y 8���7����� <�7� � 8��������* ��'����� ����7�
�����������' � ���-��:X�7 ���'���7 7�?��������? ?������������* 2�8��:��'
���-�Y 8��������� �� ��-��� ���( � ��7��������� ����� ��[  �!������� �-�
������ ������ �- ������ ���!�� ���7����? ������� ��7�����' 7�?��������?
������� �� ������ ������� 8�'7�? ����� ��' !�������� � 8������* � ��������
��8�������:��� �� ��7�!�� ��' ���7����? �-�����? ����� -���� ��8��:�����
�� ����7� �����������'( ��'������� �� 8����7 [��8�( ��� 8������� 8�������:
��78������� 8��?��� ������ ���!�� ����7�? �������*
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!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

�&9=�&92s=$
%= �%�=<2#%�&32= $��2p%�>}
$=�$�2s=$
2} 
%<=�&32� �&$$2�&( $%$9%^�=p%
2q #=
�<`92�2#%�&33%p% �&9=#2&<& %9<%�=32^

p%#3%#��3%� 6#%�>�<=33%$92 "}�%$9>.

8� 9� 7��
��
"#����'( �����������~ p_2 �34 #&3( ���������������  ����� _�."

<� =� :
��;��
"#����'( �����������~ p_2 �34 #&3."

>� 8� 7��
��
"#����'( �����������~ p_2 �34 #&3.

6��������� � ��X��� ���������' ������' ������( 7�������YZ�' ����7����
���� ����-���' 7������( �����'Z�)� �� �����:�����������)� 7�������� / ���
������' "?�����. )���������� 8��7�X��������* #���7����� ������( ��)�� 8��
��-��� 7������ ���8������� � �Z��:'? ��� �-���� �����)� 8����� � �����Y�
[����)������Y �)���� ������ �����7� ��)����* #�X��� 8��-��7� ����7�������
������������ 7������ 8�� �������( ��� �� ��)� 8����� )��7��������' ����7��
�����' �����*
3� ���* � 8���������� �?�7��������� ������ 8���-��)� 7������( ���8����
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ρ1B(x)
∂2U1

∂t2
−G1(1 + iη1)

∂

∂x

(
B(x)

∂U1

∂x

)
= 0, −H � x � 0, "�.

ρ2
∂2U2

∂t2
−G2(1 + iη2)

∂2U2

∂x2
= 0, 0 � x � ∞, "	.

U1 = U2, G1(1 + iη1)
∂U1

∂x
= G2(1 + iη2)

∂U2

∂x
, x = 0, "T.

∂U1(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=H

= 0, U2(x, t)
∣∣
x→∞ = limited, ",.

)�� 8���'�� �����YZ�� �-��������'0 B(x) / X����� 7������( U1(x, t) / �����
)���� 8���7�Z���' � ���� ���?��)� 7������( U2(x, t) / ����)���� 8���7�Z���'
� �����7 8��8�������7 7������ )�����( G1( G2( ρ1( ρ2 / 7����: ����)�� � 8����
����� � ���?��7 � �����7 7������? ��������������( i / 7��7�' �����!�( t /
���7'* � �����:���� ��X���' 8����������� ���������� ������� ������ 8������
�� ������8����: ��������?  ��7��( ������� 8�����'Y� ��������: ��8�'����'
� ����? 7�������* 9�7 ��7�7 ���������' ���7����7 �!����: ����7�����7����
���Y �����������: ����7�������7�)� 7������*
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oMFL kGDb FL IAeGEAI EG EMA IAeAQGBKAHE GN EMAGDAEFJCQ NGOHICEFGHL NGD KGIAQFHS
CHI CJGOLEFJ KGHFEGDFHS GN EMA �QCKFHC JDFVDGLC� "EMA QCEEFJA BQCEA GN EMA AWAVCQQ
LJQADC.( ECbFHS FHEG CJJGOHE FEL BDALEDALLAI LECEA* oMA �QCKFHC JDFVDGLC� FL C LOV�
LECHEFCQQW MAEADGSAHAGOL QCWADAI LEDOJEODA GN eCDFCVQA EMFJbHALL( kACbAHAI VW C
QCDSA HOKVAD GN MGQAL EMDGOSM kMFJM HADeA dVADL BCLL~ EMFL LEDOJEODA A�BADFAHJAL
KAJMCHFJCQ LEDALL CHI IANGDKCEFGH IOA EG JMCHSAL FH FHEDCJDCHFCQ CHI FHEDCGJOQCD
BDALLODA CHI( BADMCBL( FL FH C BDA�LEDALL�LEDCFH LECEA ��( 	�* @OJM NCJEGDL JCH QACI
EG CEDGBMW GN HADeA dVADL CHI EMA AKADSAHJA GN C JGKKGH IFLACLA / SQCOJGKC*
oMA IFCSHGLFL GN SQCOJGKC CL C JGHLAROAHJA GN A�JALLFeA IANGDKCEFGH GN EMA AEMKGFI
BQCEA GN EMA LJQADC FL CH ODSAHE ECLb GN VFGKAJMCHFJL( ALBAJFCQQW FH EMA ACDQW LECSAL
GN EMA IFLACLA GHLAE( kMAH EMA CEDGBMW GN HADeA dVADL FL LEFQQ DAeADLFVQA* cGD CH
GV�AJEFeA CLLALLKAHE GN EMA BMWLFGQGSFJCQ LECEA GN EFLLOAL CHI GDSCHL( DAQFCVQA KAEMGIL
GN DAJGHLEDOJEFHS EMAFD BDGBADEFAL CDA DAROFDAI* rE EMA LCKA EFKA( FH eFAk GN EMA
LBAJFdJFEW GN EMA LEOIW GN QFeFHS EFLLOAL( CH FKBGDECHE DAROFDAKAHE FL EMA HGH�
FHeCLFeAHALL GN EMA CBBDGCJMAL OLAI* oMFL DAROFDAKAHE FL KAE VW CJGOLEFJ KAEMGIL(
kMFJM CDA ROFEA CJJODCEA CHI LFKBQA FH BDCJEFJCQ FKBQAKAHECEFGH CHI KCbA FE BGLLFVQA
EG IAEADKFHA EMA OHbHGkH JMCDCJEADFLEFJL GN VGIFAL NDGK EMA KACLODAI BMWLFJCQ dAQIL
FH LGKA BCDEL GN EMA GV�AJEL* �H EODH( EG JDACEA EMA NGOHICEFGHL GN CJGOLEFJ KGHFEGDFHS
GN EMA LECEA GN EMA QCEEFJA BQCEA GN EMA LJQADC GN EMA AWA( FE FL HAJALLCDW EG IAeAQGB CHI
LEOIW KGIAQL GN GLJFQQCEFGHL GN BDALEDALLAI FHMGKGSAHAGOL EMFH BQCEAL FH EMA BDALAHJA
GN JGKBQA� SAGKAEDW CHI MGQAL CHI C dAQI GN BDALEDALLAL* yGEA EMCE GNEAH EMA KGIAQFHS
GN IANGDKCEFGHL GN C QCEEFJA BQCEA FL VCLAI GH C KGIAQ GN LGQFI JFDJOQCD BQCEAL GN eCDFCVQA
LEFPHALL OLFHS eCDFGOL VGOHICDW JGHIFEFGHL( FHJQOIFHS AQCLEFJ LOBBGDE �T�*
�H EMFL DALACDJM( kA BDGBGLA C KGIAQ EMCE A�BQFJFEQW ECbAL FHEG CJJGOHE EMA

SAGKAEDFJ NACEODAL GN EMA QCEEFJA BQCEAL GN EMA AWA( EMA FHMGKGSAHAFEW GN KCEADFCQ
JMCDCJEADFLEFJL CHI EMA BDALAHJA GN DALFIOCQ LEDALL dAQIL~ NGD EMFL( C QFHACDF�AI KGIAQ
GN C BDALEDALLAI FHMGKGSAHAGOL AQCLEFJ VGIW kFEM LEACIW eFVDCEFGHL FH EMA KAEDFJ GN
EMA FHFEFCQ IANGDKAI JGHdSODCEFGH FL JGHLFIADAI*
oG LEOIW C BDALEDALLAI QCEEFJA BQCEA( ECbFHS FHEG CJJGOHE LMACD IANGDKCEFGHL

CHI LMACD LEDALLAL( C KGIAQ GN CH AQCLEFJ FHMGKGSAHAGOL BQCEA FL BDGBGLAI FH EMA
NDCKAkGDb GN EMA oFKGLMAHbG+aFHIQFH IANGDKCEFGH MWBGEMALAL* cGD EMFL( GH EMA
VCLFL GN C SAHADCQ QFHACDF�AI KGIAQ( OLFHS C eCDFCEFGHCQ BDFHJFBQA( C NGDKOQCEFGH GN EMA
BDGVQAK GN LEACIW eFVDCEFGHL GN C QCEEFJA BQCEA FL JGHLEDOJEAI( kMFJM ECbAL FHEG CJJGOHE
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EMA dAQI GN DALFIOCQ LEDALLAL NGDKAI CL C DALOQE GN EMA CJEFGH GN EMA FHFEFCQ QGCI JCOLAI
VW FHEDCGJOQCD BDALLODA* oMA BDGBGLAI KGIAQ KCbAL FE BGLLFVQA EG ECbA FHEG CJJGOHE
EMA FHMGKGSAHAFEW GN EMA KCEADFCQ BDGBADEFAL GN EMA BQCEA CHI EG LAE CDVFEDCDW QCkL GN
FHMGKGSAHAFEW NGD EMA JGKBGHAHEL GN EMA BDALEDALL EAHLGD* oG IALJDFVA EMA BDALEDALL
dAQI( EMA LECEFJL BDGVQAK GN EMA IAwAJEFGH GN C QCEEFJA BQCEA JQCKBAI CQGHS EMA JGHEGOD
OHIAD EMA CJEFGH GN C IFLEDFVOEAI QGCI FL LGQeAI LABCDCEAQW* hH EMA VCLFL GN EMA NGOHI
LGQOEFGH( EMA FHEASDCQ JMCDCJEADFLEFJL NGD EMA JGKBGHAHEL GN DALFIOCQ LEDALLAL( kMFJM
CDA FHJQOIAI FH EMA AROCEFGHL GN LEACIW�LECEA GLJFQQCEFGHL( CDA JCQJOQCEAI* oMA BDGVQAK
FL LGQeAI HOKADFJCQQW OLFHS EMA dHFEA AQAKAHE KAEMGI* �CDFGOL GBEFGHL NGD IALJDFVFHS
EMA SAGKAEDW GN C QCEEFJA BQCEA kFEM MGQAL CDA JGHLFIADAI~ LAeADCQ EAJMHFROAL GN MGQA
NGDKCEFGH CDA BDGBGLAI( EMAFD JGKBCDCEFeA CHCQWLFL FL JCDDFAI GOE NDGK EMA BGFHE GN
eFAk GN EMA FHwOAHJA GH EMA IANGDKCEFGH JMCDCJEADFLEFJL CHI GH EMA NGDKCEFGH GN LEDALL
JGHJAHEDCEGDL* oMA CHCQWLFL GN EMA FHwOAHJA GN EMA BCDCKAEADL GN EMA BDA�LEDALLAI
LECEA GN EMA QCEEFJA BQCEA GH FEL IANGDKCEFGH CHI IWHCKFJ JMCDCJEADFLEFJL "dAQIL GN
BQCHCD CHI VAHIFHS IFLBQCJAKAHEL( CHSQAL GN DGECEFGH GN EMA HGDKCQ CQGHS EMA C�AL FH
EMA BQCHA GN EMA BQCEA( DALGHCHJA NDAROAHJFAL( CKBQFEOIA�NDAROAHJW JMCDCJEADFLEFJL. FL
JCDDFAI GOE( EMA CHCQWLFL GN FHwAJEFGH BGFHEL GN EMA BQCEA OHIAD eCDFGOL JGHIFEFGHL FL
JCDDFAI GOE*
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8'��� � ��������� 8��-�����? �����7* #����-������' 7���7��������' 7����:
�����8���� �� ��8�������� 8�����'�� �����:�� ������: ����7��� 8�������'
�� �'��)� ��)�'�����' � 8��-�����? �����7�?( ���������' �� ��������? ����
��7 �8�����'YZ�?  �������0 �������:��� � ����8��'YZ���' 8����� ���!��
�� �'��)� 8'���~ ��8������ ��)���  ���!��~ ����������' � ���������' �� �'�
��)� �����~ ��������'~ ��  ����~ �����!�� � -�����������'( 8������: ����
����: 7���7��������)� 7�����������' ���8����������' �� ��8�������� � 8���
-�����? �����7�?* &88�����7�!�' ������ ��  �����������!�� ��8���'���:
�� ������ �?�7 8���X����)� 8��'��� �������� � �����7 ��������� ��8��������
��� ��������? '���� 7��������7�� �-����� �	�* ��' 7�����������' 8��!�����
-���������!�� �� �'��)� ��)�'�����' -��� �������  ���!�����:��� �������
7���� "7����� ��-�Y�����. �������� ����� �� �������'YZ�? 7������)�����
7��* 
����� �� ����������? � ������ 8��!��� ����� 7������)����7�� ���
������ ���������� �8���������� )��88� �� ���)�����������( � ��' 8������
����' 8��!���� -���������!�� ���-?���7� �������7����� ��� 8�����������:�
��� ����������� X�����)� ��78����� 7������)����7��* ��' �8�����' ����7��
�� 8�8��'!�� �� �������'YZ�? 7������)����7�� � �����7 �? ��7�����' ���
8��:�������: ������7���� �T( ,�* #��� 7����-��? 8�8��'!�� � �����!� ���7���
������������' 8��8��!�����:��7 �������Y ���!�����!�� �� �'��)� 8'��� �
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������� �� ���������� ��7�����YZ�)� ��-������( �������� �������� �������
����� 8�8��'!�� 8����?���� ����� ������������ �7�������� 7������)����7��*
&88�����7�!�' ������ 8� ���7����� ���������� ��8���'���: �� ������ �?�7
� ����7� �\�* ��' ��X���' �������YZ�? 8�� ����������!�� �������? �������
��� ��8��:������' ���8������ 7��� �!��������� 8�8���7���������)��:���
7���� "�69�. �����!�����)� ��8� �m�*
��' 7�����������' 8��!����� -���������!�� �� �'��? ��)�'������ � 8���

-������ �����7� �� -��� 7��)�8��!�������� ����������:��� �����7� -�� 8��
������ ��78���� 8��������? 8��)��77( �-{����'YZ�� �����-������� 7����
7��������� 7����� � 7�����( �? �������YZ��( � ����� -��� [����)������?
�����?( 8�����'YZ�� 8���������: ������� ��)�'��'YZ�? ���!�����!�� � �-�
����'? �������  ��7�( � �����7 �8�����'YZ�?  �������( ���'YZ�? �� ���
��7��� ���8��������' ��)�'������ � �����7�? "7����������'( ���'��� -���)��
��� �����( ���:� � ���( )����?�7������? ���-�������� �����7�.~ 8�������:
������������ ������7���� ���!�����!�� ��)�'������( ���8��� � ���7���� ���
�� 8�������' �����)� �-{���� �� ������������� �������' �����)� 8�����(
)���� ��������? 8���7�����( ���7��������? � 7��������)������?  �������*

���-����� � ���� ���!�' �����-������� 7����� 8���������: �� ������ [���
��)������? �����?( 8��������? � ?��� �������������������:���? [��8���!��(
8������7�? �����7� 1_�( �p9�( 1���)� ������)� !����� #&3( &�322#}(
������' � 	


 )*( -�� [����)������? �����?( �8��������)� 7��������)�*
$�������� ��-��� ��������)� 8��)��77��)� ��78����� � 8���-��7� ��-��

��7� � �-����� 7���7��������)� 7�����������' )����-����)������? 8��!�����
8�������( ��� � �����:���� ������: 8������: �������: 8��)����� ��7�����' ����
!�����!�� �� �'��? ��)�'������ � 7������)����7�� �� 10+20%*
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"#����'( ���)������~ �292 32^� �2_2.

6�� ����7������� ����7��� [����7������)� 8��!���� ��������� ������� ���
'���:  ���!�����:��Y ������7���: � '���7 ���� �� ���'YZ�? �� ��)�  �����
���* 6�� ������� �'�� ������7���'�����? 7���� ��-�� [����7������? 8��!���
��� -��� ��7�����( ��� ��� �8�����Y��' 8���-���� �����)� 8��'��� � �������
7���� �� ����?  �������* & �7����( -��� ������� 8���8��������( ��� �������
��)�����:��� 8������ ����7 �-����7 ������� �� �������!��* 9� �� 8���8����
����� -��� ������� 8�� ������������ )�� ���� 8�������' !��� -������� �
��!��  ��������� 8���7��� ��� � ������7���� �� ���7���* 6��7������ 7��
���� ���7��:X�? ��������� ��' ���������� ��)������ � 8������YZ�� ������
8���������? 8���-��������?  ���!�� 8������� ������� ����? ������7�����*
��� ������� 8���������: � 8��)��77� =?��Q( � ����� 8����� ������������? ���
�������� aCBQA*
q�����7���: ������)� ��)�����:��)� 8������� �� �������!�� ����7�������

���: �� 8��7��� 1���)�  ������:��)� ����)�* 2� ��7�!�' ��' �����������'
-��� ��'�� � � �!���:��)� ����� _������:��� ����-� )�������������� ����
������� ���* &�������������: ������ 8� ���8�-���� &��)�'( ���8�-���� 
���
7���'( 
�����������7� ���Y( &����?������ �-�����( ���)�)������� �-�����(
#��������� �-����� �� 	
�T+	
�] ))*( )����� $������8��: � ���8�-���� 
��7
�� 	
�,+	
�] ))* s���� �����? ��' 8��������' ������7���� / 30*
� �����:���� 8��7�����' 7����� ���7��:X�? ��������� -��� 8�������

 ���!�'0 Y = 0,00000353X2 + 5,240456671X − 60835,84474* � ��� X / ����
����' �������!��( Y / �������� ������)� ��)�����:��)� 8�������* ��' ���
'�����' �������������� �����7���� 8��������)� ��������' -��� ����������
�����YZ�� ��[  �!�����0 ������'!�� / 0,97736( �����7���!�� / 0,95523( [���
��������� / 0,80409( �����'' ���������:��' �X�-�� �88�����7�!�� / 97,77%(
F ��������� _�X��� / 288,0564 8�� ��-�����7 �������� 3,34 � ������ ������
7���� 0,05* 6��������� �����:���� ��������� )����'� � ��7( ��� 8���������'
 ���!�' '��'���' ������������� �����7�� � 7���� ��8��:�����:�' ��' �������
����' 8��)�����* q������� ������� ������� �X�-�� �88�����7�!�� )������ �
��7( ��� � ������ 7����� 8���������Y� ����������  ������ � ���-����' ���
���X����������� 7�����*
2������� �����? 8� !��� ��!�� ��� 8�������( ��� �����'  ��������'

8���7��� �� �������( � 8����� 8���7�������: � ���)�� 8������� 8���* 
��8����
X�� 7������������ �� ��7�!������ 8����� -������)� ����� ����
�����
�	
8���������'�� �� ��7�!�Y � ���������� !��� ��!�� ��� �8���: �� 	
	� )* �	�*
� ������ 	
�, )* -��� ��8�Z��� ��!���:��� ��������' ���: aaa �QGVCQ

�]g



vABOVQFJ GN �FEJGFH � ��?������:Y 100% � 7��'!* %������� 8�7�Z� 8���������
���: ����Y�����:�� ����� �����7� �������* n �8���' 	
�m )* ������� �-{'���
� �������� �����)� 8������( �� �������: ��!�����:��� 8������ "��8��7��(
��� 1���' & ����( aaa xMFHC( aaa lrzry( aaa �QGVCQ j@r. � ���
?������:Y 30% � 7��'!* � ����-�� 	
�m )* � 3�)���� ���� ��� ���'� \�� 7����
8� 8�8��'������* � ����-�� 	
�] )* $��)�� ������� �-{'��� � ��8���� ��-������
��� ���8�����Y�� aCeDG �T�* 6�� ����7������� ����7��� !��� ��!�� 8���7��
�� �����( ��� !��� ������( 8����7 ���������* ������ !��� -��� ��'�� � �����
-������)� ����� ����
�����
�	 �	�* ���7����� �'� ������7���� !��� �� ���7��
�� -�� 8������� 8� T]m ���7��'���7 �����7( ������' � '����' �gg
 )* � ������
����' 7����7 	
	� )* 6�� 8�7�Z� 7����� ���7��:X�? ��������� -��� �������
��[  �!����� [��� 8���-���* & �7����0 Y = 25,1699+0,0028X +0, 001243X2 *
� [���  ���!�� ��������7�� 8���7����� X �����8��� ��7�� 8������ "7��'!�.(
� ������7�� 8���7����� Y / !��� ��!�� ���*
6���� ��?������' 8���7����� ��)������ 8��������' ������'!������ ����

���( ������� 8������ �������������Y �����7���: 8���������)� ��������'*
& �7����( ��[  �!���� ������'!�� �������� 0,9417( ��� ��������:������ � ����
��� ������7���� 7���� X � Y ( ��[  �!���� �����7���!�� �������� 0,8868*
9���� ������� �������� ��������' ��)������ 8������ ��[  �!���� _�X���0
1461,163 8����� ��-�����)� �������' 3,03 8�� ������ �����7���� 0,05*
� ��'�� � 8������Z�7 ������������7 ������ ������� ����������: 8������

��� !��� -�������* 6�� ����7������� ����7��� !��� ���8�����Y�� 7����
������:( ��� !��� ������( 8����7 ���������* ������ !��� -��� ��'�� � �����
-������)� ����� ����
�����
�	 �,�* ���7����� �'� -�� 8������� 8� �T �����7
"8� )���7. ������' � 	

g )* � ���������' 	
	
 )* �� ����! 8������* #������
7�����7 ���7��:X�? ��������� ��' 8���-��� 8�������� ����� � '���7 ����
��[  �!����� [���  ���!��* & �7����0 Y = 466,29 − 519,648X + 89,558X2 *
� ��� � �������� ��������7�� 8���7����� �����8��� ��7�� 8������( � � �����
���� ������7�� 8���7����� Y / !��� -�������* 
�����'!������ ������ 8����
��� �������������Y �����7���: 8���������� ���������� ��)������( 8�����:��
������ ������'!�� ����� 0,93( �����7���!�� / 0,87( �������� _�X��� / 33,5
8�� ��-�����7 �������� 4,1 � ������ �����7���� 0,05*
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���� *& &( %&%*+ 
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�� � �������
������� �����������	��� ����
�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% $%$9%^9=<`3%$92 %4=3%

3=6&#&�=9#2s=$
%� #=p#=$$22

�� �� >��
���

"#����'( $������~ $p�.

6���:
{
P

(α,β)
n (x)

}∞
n=0

/ 7��)������ ^��-�( �������7��������� �� �������
[−1, 1] � ����7 w(x) = (1−x)α(1+x)β ( α, β > −1( p := min{α;β}( q := max{α;β}(
� −1 < xn,n < · · · < x1,n < 1 / ���� 7��)������ P (α,β)

n (x)( 8����7��������� �

8��'��� �-�����'* 6���:( �����(
{
l
(α,β)
j,n (x)

}n
j=1

/  ����7�����:��� 7��)������
�����8��'!�� <�)����� ���8��� n− 1 � ����7� {xi,n}ni=1 �

λ
(n)
j =

1∫
−1

w(x)l
(α,β)
j,n (t) dt, j = 1, . . . , n,

/ ��[  �!����� 
����� / 
�����  ��'* #���7����7 ��8���7��������Y ���
)���������Y 7����:

Yi = m(Xi) + εi, i = 1, . . . , n,

)�� m(x) = �(Y |X = x) / ����������'  ���!�' ��)������( 8������Z�' �!����
����Y �� ������ [78��������? �����? {(Xi, Yi)}ni=1( {εi}ni=1 / ��������� �X�-�
��* ����7 ������:( ��� �������� X ����������( 8����7 Xi = xi,n( i = 1, . . . , n(
� ���:7�7 � �������� �!���� m̂N (x)  ���!�� ��)������ m(x) ���������

m̂N (x) = I
(α,β)
n,N (f, x) :=

N∑
k=0

c
(n)
k P

(α,β)
k (x), (1)

)�� N = N(n) � n( � ��[  �!����� �8�����'Y��'  ��7����

c
(n)
k =

n∑
j=1

Yjλ
(n)
j P

(α,β)
k (xj,n).

}���X� ��������( ��� 8�� N = n ��������� "�. 8��������'�� ��-�� 7��)��
���� <�)�����( �����8�����YZ�� ������ {Yi}ni=1 � ����? {xi,n}ni=1* 6�[��7�

����� c(n)k '��'Y��' �����������YZ�7� ��[  �!�����7� _��:� / <�)����� �
����7� � ���'? ����)����:��)� 7��)������ ^��-�* $ ���)�� �������( ��������
��7����:( ��� c(n)k 8��������'Y� ��-�� 8��-�������� ��[  �!����� _��:� /
^��-�( ����������� 8� ������������  ��7��� p�����( � ���� ��)� �������
��' "�. � ��������? ��-���? ������Y� ���������7� ��77�7� _��:� / ^��-�*
6� ����� ��������!�� ��������' "�. �����'��' � �!����7 ����)����:��? ����
�������( �������������� �������� ������? "��' ���)�? ����)����:��? �����7.
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-�� �)��������' �� 8��'��� ����� �����N(n) � 8��������� α( β( )��������YZ��
�����'���:����: �!���� m̂N (x)*
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� "#$%& :62(,0806 #$,(:4-E
F. �εi = 0� �(εiεj) = 0� i �= j�  �ε2i < C� i = 1, . . . , n� )*8 C ? 089(%(1+-

2($%(-00+-L

FF. <#09=4-m(x) 0821816:0+ 0+ (%18398 [−1, 1] 4 4>88% 0+ 08> ()1+045800#.
:+14+=4.L

"FFF. p � −1/2;
"Fe. (N(n))2q+3 = o(n)� n→ ∞.

'()*+ 214 N(n) → ∞ *,- (=8094 (1) 4 *,- ,./()( (%1839+ [a, b] ⊂ (−1, 1) 4>88>

m̂N (x)
p−→ m(x), x ∈ [a, b].
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�����X���' ��' [�����7��:��? �!�������*
4��: ��X�� ��-��� / 7������������ ����-���� �����������!� ��� [������

7��:��)� 8���?����)� ����7�( ��� ���-���� ����� ��-�Y�����' � -�-�����������
�����* 
���-���' ����������� 7��)�? ����� �� �����'� �� ����7��� �? ������
������ ���* &�������-����:��� ����7� ��-�Y�����: W ��-��������? 8�8��'!��
� ��-( � ������7�?( ��� �������� ��������7 !���������)� ��X���' ��������'
� ��������������7 ��8���������7 t− τ }���������0

dN

dt
= rN(t)

(
1− N(t− τ)

K

)
. (1)

��������� � "�. ��8��������� τ ������ 7���� �������� ��7���)��'!�� / ���
8��:������' � �������������' �������� �	�( �� �� ��'���� � ���7���7 �����
8��������* 6�� 7���? �������'? ��8��������' τ ����7��� 7����� �8�X�� ���
��?�YZ�� ����-���' N(t) → K* ��' "�. ��8���� -� ����!�' &�������� /
}�8 � � 8�'������7 ���������)� 8�����:��)� !���� N∗(t, r)* 3���X���� ������
������� �����'��' ���������' ������� �� �������� rτ * ���:���X�� ��������
��� rτ > π/2 �������� 8���?�� � ����7 �������!�����? ����-����* �������
����� �78������ ����-���� ��)��7���������  ��7� 8�� ���������� 8��7��
����� 7���� 7����7�7�7� � ����7'Z���' � ���Y 7���7�7� 8�����'� �����

�n]



!��� N∗(t, r) �� )���: �-��������' � ����:��? [����)������? �����!�'?* ��'
7������������ ����-����:��� ���������� 8�8��'!�� 8�� 8��-������� ��8���
��������)� r�8����!���� � ����������7 �������'7 � -�� K�8������ ����Z���'
��� ����������)� N(t) → K �����'��' 8���8�����7 ��Z���������� 8���������
�����)� 8���)���)� �����' H < K* ���������� �������' N(t) → K ��������
��8�8����7�Y ��)����!�Y ��' ����� �-�����'* 6���?�� ����� 7')��� 8���) H
�7��� �������� ��' 7�?����7�� �������' ������� ������8�8��'!������ ������
����( ��� 8������� ��' ����Y)� 
��8�����)� 7��' � �T�* 9�)�� �� ����7���
�����7� ��������� ���'��� ���������� (H −N(t− τ))( 8����7 �������� ������
����' 7���� -��: ��� 8��������:���( ��� � ����!����:���* ���� �!����7 "�.
�  ��7� � ���7' ��8��������'7� � ���7' 8���)���7� �������'7�0

dN

dt
= r1N

(
1− N(t− τ1)

K

)
(H −N(t− τ2)) , τ1 > τ2. (2)

6�� 7���7 �������� ��8��������' ���������' 8������ ����?�YZ�� ��!���
�'!�� � N → H* %������� 8�� ���������� τ ��� r1 � ��������� ���������
���������� !��� � ������ �������!�����7 � �����������7 r1* 6�� ���:���X�7
���������� �������' r1τ 8��������� ������ ��7������ 8�������' ����������(
������' 8��������� 8���')����:�' � ��7�����7� 8��7��������  �����)� 8���
���������* %�!������YZ�' ���������' ��X���' �7���� �����������' !���� �
���������YZ���' �78������� -���� ����� ��-��X��� �� 8������ ��8����7�?
��' �������� 8�� N(t−τ) > K* #�X���� "	. 8���� 8���?����)� !���� ���������'
���)���������7* � "	. 8������ �!������( ������� � ����������:��7 [��8����
7���� ���������' ��� ������� �����X���� ����� � 8������YZ�' ��)����!�'
������������� [�������7� 8���� ����� !���������? ��8�X��* 2�����' ������
X����' ����8����7�7 ��������7 ����������� � ��)����!��� � �����( � ��7��
8�8��'!�� / �!������ ������������� �� ������� 6��?�*
�����' 7����: 8����������� ���������� !����� � minN∗(t; τr) → 0 ���?

8�8��'!�����? ��������� / �������)���������� 7����� � ��8���������70

dN

dt
= r2N

(
1− N(t− τ1)

K

)Θ

, Θ > 1

� ��������' 3��������( �8�����YZ�)� ����)��'���� ����-���' ������7�?0

dN

dt
= r3N(t− τ)e−bN(t−τ) − δN(t− λ), τ > λ.
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!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

%� %�3%� $6=42&<`3%� �=9%�= �%�=<2#%�&32^ #=�=32�
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 � �� �������
 "#����'( ������~ �p�."

8� �� �
K���� "#����'( ������~ �p�.

6������7 ������ 
�X� ��' ������������)� ��  ����!���:��)� ��������'

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0, u = u(x, t), (1)

� �����:��7 �������7
u(x, 0) = ϕ(x). (2)

��������� "�. ������Y� ����� <%�( � ��6��� (�<���� *�)����� ,( � ��������
��������� f = f(u) / !"�<+ �6 ��'�<�* 3��7���' �� ���X�YY 8�������( ���
-��� � ������� 
�X� "�.( "	. '��'���' ���:7� ���������:��� ����� ���7�����
8����� )�������� ��X���' � 8������YZ�7 8�'������7 � ��)� ���:��? ��������*
6�[��7� ����������� ������: 8����������Y ������ 
�X� �� ������ �-�-Z����?
"��������?. ��X����* q���: ���� ��������: ��������� ������� pY)����( ����
����YZ�� �� �������?( � [����8����� ������� %������( 8�����'YZ�� ��-����:
������������ 58�����:���; ��X���� ��+,�*
���7����� ���������� )�������� � ������� ���:��? �������� 8�����'�

� ���:����7 ��������'7 8�� ��������7 7������������ �-�-Z����? ��X����
������ 
�X� "�.( "	. "�7* �\+]�.*
%�����( ���� ����7�������: �8�!���:��� ����� <"*�7�� � ��6��)  ����

!�� 8����� f(u)( � �����:��� ������� ϕ(x) -���: �� ������ <"*�7�� ��*'�,��

��)  ���!��( ��( � ������������ � �-Z�� �������( ������������ 58�����:���;
��X���� u(x, t) 8�� �����7  �����������7 t > 0 -���� �������:�' �������
8����'���7* 9���� ��X���� ���-�� 8��������'�: � ���� ��-��� �)� ����� ����
����( �������' �������' u−( u+ �� ����? � 8����? 5-���)�?; �������� ���
������������* 6������YZ�' [���Y!�' ��������( 8��?��'Z�' � �����7 �������
pY)���� � %������( 8������:Y �8�����'�� 8�������� ��X���' �]+g�* 2�������
��� ��'�� �% B�� , ��(��%�% ��8������ ��������Y �������!�Y 8���������7
��78������ ��78:Y������ 8��)��77� � �-��8������� 8��������� 8����������
�����)� ��X���' ������ 
�X� "�.( "	. � ������ ������� 8����'���?  ���!��*
%�7���7( ��� 8������������� 8��?�� 7���� ���8�������: �� ������ �����

8����? ������� �������?  ���!�� 8����� f(u) "�7* �g�.* ����� ��)�( ��8��:��'
���-������' �88�����7�!��( ������' ��?����: 8��-�������� ��X���' ������

�X� "�.( "	. ��' 8�������:��? ������� )�����?  ���!�� 8����� f(u) � ������
�� ��8�������? �����:��? ������� ϕ(x)* 27�Y��' 7��)���������� 8��7���(
8�������YZ�� ���7������� 7����� � ��������? �����!�'?*
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�������� ��������� ��������� �������� YY |�� ��������� � ��������
�����
���� A%&*] AS % AP *(T'*\U 

] Y2�2
2_� �� 6� ���
����� ���
�������� 	����
�������� ��	��� ��N������� � 	������

������� ���	���� ����	� YY L�	������ �	���
!��� ���)
��� ����������� ��������F
	� � ��� �)��������� g��������	�� ������ A %&*] �������
� ����� 	��� $ U'*% ��F
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�������� ������ ���������� � �����������
!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

% $��=$9�%�&3222 %�3%p%
RR��3%p%p#&332
& �9%#%p% 926&

�� 8� =�;;��
�

"#����'( 3�����������~ 1#p6� "362..

%� ������� ��77�����( ����������7�? �� ��������� [��7���� 7��)�)����
����( ������� �)� ��������( "�7*( ��8��7��( ���.*
� ������� 8��������� �����������' ������ 7��)�)�������� � ������'7�

��77����� "�	( T�.* 
������( )��88� ��77�����( �������YZ�' �� [��7����? 7���
)�)�������( ������ �� ���)�� �8�����'�� �)� ��������* %���������'( ��� � �����
����? �����'? ���7���� 8����� 8����������� ���? ��8�� 7��)�)�������� � ���
�����7� ������'7� ��777�����~ � [��? �����'? ���-�� �������: ����� ������'
B�*'< � *
3�8��7��( ������7� '��'Y��' ������' 8�����:��)�������� � �,� � �������

������' ��7-������? ���X�� � 8�����:��? )����� ����)� ��8� � �	�* 3�8�7�
��7( ��� � RR�7��)�)������� �����)� ��8� ��Z�����Y� ��7-������� ���X���(
� �����:��� )���� / 8�����:��� �� �-'�����:�� ����)� ����*
� �����'Z�� ��-��� �������� �����YZ�' �����7�*

������
 i� D#;8$%:#8% RR�>0()()1+0049 $ 25�. )1+0->4� (*0+ 43 9(%(167
9:+*1+%0+-� + ($%+,&068 )1+04 ? 21+:4,&068 %18#)(,&068� J$%16F #)(, 1(>/+

8*40$%:800(F 1(>/458$9(F :81Q406 ≈ 69,700◦�
���������:���� �����7� ��������( � ���������( �� ������ ��������' ��'

8�����)� �)�� α( ������� ������)� '��'Y��' �������7� ���? �7����? ��7-��
��7-������� ���X���0

cos2
α

2
= cos2 θ + sin2 θ cos

(
2sign

(
3π

5
− α

)
×

× arccos
1 + (1− cos θ)(2 sin α

2 − 1)

sin θ
√
3 + 4 sin α

2 − 4 sin2 α2

+ arccos
1 + 4 sin α

2 − 4 sin2 α2
3 + 4 sin α

2 − 4 sin2 α2

)
,

"�.

)��

cos θ =
1

4
+

3

4
cos

(
arccos

sin α
2 − 1√

3 cos α2
+ arccos

tan α
2√
3

)
.

2� [��)� ��������' ��?���7 α ≈ 107,827◦* ��' �����)� �)�� ��7-� ��7-����
���� ���X��� 8������7 �������� ≈ 69,700◦*
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&�7�� ����� �[�����:( ���'�� � �-�������:Y( ������7 � ��������:��7
8������7 '��'���' ����7 �� �����? ��)��'����� �����!�����)� -������ ���
���7� 5��7�� ���+8�������YZ�' 8����?����:;( � ?�������������' �[�����:�
��� �8�������� ���Z���� "&%9.* $8��������7� 7��������)� �����'��' ��7��
� ��� q�7�� 8���'Z��� 7�������� ��-��( ��8��7�� ���* 2����������' � [��7
��8�������� ������' 8�� 8�7�Z� 7�������� ������������? �8������� q�7��(
��������? ��' ��7�����' 7�������� ?������������ ��7�� ���* 6���� �-��-���
�� �����:���� ��7������ �����8�� ��' ������� � ���:���X�)� ��8��:������'*
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�����? ")* ������( ������.( 8���)����? ")* �����������. � )����? "�* 4��(
_��)���. ������? ���������� #$%�&����'* ��' ������ ����!�� 8���������
��-��� �����? �����'�� �� ���7����? �'��� ���������? �������� &%9( ��7�
8������� �� ������ 	 7���� � ���������� �������* 6��������� ���7����� �'��
���)����? �������� ������ �� ?������������ ������������� �-��-��������:
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� ��-��� 8������� ��[  �!����� ������'!�� ������? &%9 � ��78�������
�����?� �� ������ 	7( ������? &%9 � ���������� �������( � ����� ��������
�����? [��? �����? ��' ��������? ����!�� �	�* 6������������������7�����
�����!�� &%9 ��� ������������7� ��)����7� �8�����'Y��' �� ���:�� ��7��
� ����7� �[�����'7� "8��:( ��7( �����8�)����� �[�����:( )����8�8����� ���
-���� ��������.( �� ����� 7�)�� -��: ��'���� � ����7� 7��������)������7�
8���7����7� ��� ��78������� � ���������� ������� � ������ 7��������* � ����
��� ���7'( � �����7 ��78�������( &%9 � ������7 8���X����'* 
��7� ��)�(
�7��� �������� ������ ��� ������7 7��' ��������7�)� ��)����* $ ����������7
������ 7���� ������: �7��:X���' &%9*
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!��� ���������
"� #
���	��	��$ %&'%( �����)�� %&%* � +

�%�=<2#%�&32= 6#%4=$$& $�=�=32^ �%�
� �$9`=�%� #&�%3=�

 � %� g
������ "#����'( #�������������~ �p9�."

8� #� <�������
 "#����'( #�������������~ 1_�.

� #����� ��-��� 8� �������Y 7���7��������? 7������ ������? 7�����?
�����7 �7�Y� -���� ��7 8���������Y ������Y* %�����( ���7���' �� ��������:�
��� ����� 8�-����!��( 7��)�� [  ����( ��Z��������� ��' 8���X���' ��������
� ���������� 8��)����� �8����? '������ 8�������)� � ��?��)����)� ?�������
���( ��'������ � 8��������������� �������������:Y �����( )������!�����7
��������7( ��78��������7 � ����������7 ����7�7�( ��������:Y( �� ��������
���: ����� 8�� 8��������� 7���7��������? 7������ )����-����)������? 8���
!�����* 3�8�������� � ���������� 7����� )���� �����( ��8��:���7�� �8���:
�� �����'Z�)� ���7���( '��'Y��'( ��� 8������( ���:�� ���������������7� �
�������Y �� �������Y� 8��������������Y �������������: �����* 6�� [��7 �
��-��� ��� 8�������( ��� �������� �8������ '��'���' 8���!�8���:�� �������7
� �����7�?( ��' ������? �����������: 8����������� ��Z�������� ����X���*
&����� ��Z�����YZ�? 7���7��������? 7������ )����-����)������? 8��!���
��� �	( T� 8������( ��� 7��)�� �� ��? ������������� �� ��8��:������� 7������
)��������7���( �� �������YZ�? ������Y )��7����Y -���)���� ����� � ���(
�)�������)����� '�����'( ������ � ��� � �������� ��8�'����'( ���-��������
�-7��( ����� ���( ��8������ � ��*( 8��'��'YZ�? �������������: 8�� ������
���:��? 8���8���? )��-��( ?���������? ��' 8��-�����? ������ �����7��( �
��7 ����� 7���������?* � ��-��� 8�����)����' 7���7��������' 7����: )�����
 ����� ���:���)� ������( �������YZ�' �������� ������ �����( 8���7����Y
8�������:( �����'Z�Y �� ���������( � ������Y )��7����Y ��������� �-�����
8�� ������� ��Z��������)� )�������� 8�������� ������ �����*
� 7���7��������Y 7����: ���Y���� �����YZ�� ��������'0
+ ��������� �������' "3��:� / $�����. � ��������� ������������� � ����

��� 8���7����� 8�������� �,� ��' 7�����������' �������' ������ �����~
+ ���?7����� ��������� ��  �����������!�� �,( \� ��' �8�����' 8��!����

�����8���� ����X����? �����!0

c′t + (uc)
′
x + (vc)

′
y + ((w + ws) c)

′
z =

(
μc′x

)′
x
+
(
μc′y
)′
y
+
(
νc′z
)′
z
+ F, "�.

)�� c / ���!�����!�' ������ [7)��]~ ws / �������: ��������' ������ [7��]~ F /
 ���!�' ������������� ���8��������' ���������� ������ [7)��·�]~

�M�)��� ����
���� ��� �������	� M������	��� ����� ����������
!��N ���
��������$
����	� S *UF&\F&&[%E 
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+ ��������� ��' ������� 8�������� ������ �����0

ρ = (1− V ) ρ0 + V ρv, c = V ρv, "	.

)�� V / �-{�7��' ���' ������~ ρ0 / 8�������: 8������ ���� 8�� ���7��:��?
������'?~ ρv / 8�������: ������*
����������!�' 7����� �����8���� ������ 8������� �� ������ 7��� �!����

������ �?�7� 5��-���; �,( \� 8�� �����  ���!�� ��������� ��8���������� ����
�����? '����( ��� 8�����'�� 8������: �������: ��������*
��' ��������)� ��X���' 8����������� ������ �����-���� 8��)��77���

��78����( ������� -�� 8��7���� ��' ��X���' 7����:��� ������ �������' ���
� ���:���7 ������ 8�� ������� ��Z��������)� )�������� 8�������� ������ ����
�� �� ���� 8���������' ������ � ����* �?����� ������0 ����� � X����� ����
������ �-����� / 507( )��-��� / 27( X�)� 8� )���������:��� � ��������:���
8��������������7 ����������7 ��������� 0.5 � 0.17 ��������������( �������
��� �������� / 5 7����( X�) 8� ���7��� / 0.25 �( �������: ������' / 0.27��(
ws = 2.04277��( ρ0 = 1000�)�73( ρv = 2700�)�73( V = 1/17*

">+ 	����������� ������ � ���� ")+ �
������! ������ �����

���� �� |������� ��� � ���!���� ������ ��� ��
���� ��p����������
��������� �
������� ������ ����� ����� 5 ����� ���
� ����
� �������� 

#����-������� 8��)��77��� ��78���� 7���� 8��7��'�:�' ��' ������� 8��
������ ��� ��' �'����? 8��7����( ��� ��' 8��7����( ������� ��)�� ���� ����?
��� 7����8������*
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� ��-��� -���� ��8��:�����:�' �8��������' � ��7 ��� ���7 �7���� �-�-Z���
�����8����? 7������� �� 8�������� � � 8����������� <�-�������)�* ��� ���
'��'Y��' ��8�'7� �����������YZ�? �8��������� ��' ��������� 8�����������(
�����7� 1* �* q�������7 � ��������7�7� 8�����������'7� �)� ������� X���
��* � ���������( -���� ����7�������:�' ��8�����8����� 7�������� � ���-�
��8�����8����� 7��������*
��������� U � 8����������� <�-�������)� Hn -���7 �������: �����"%��"<�

���( ���� ��' ������ �� 8���������Z�� �7� ����� M �������' ��� � ������7
� ����� M ( �� 8�������YZ���' � 7��������7 U * ��������� U � 8�����������
<�-�������)� Hn -���7 �������: *���� 1����"%��"<���( ���� ��' ������ )���
������ ����� [��)� 7�������� �������' ��� � ������7 � [��� �����( �� 8������
��YZ���' � 7��������7 U *
3� ���������� 8�������� ���-� ��8�����8�����( �� �� ��8�����8�����( �7��

�� �� 7���� ���? ��78����� ��'������* 9* �* %��8��� ��������( ��� ���� )����!�
7�������� 8���������� ������ C1( �� ����� 7�������� �7��� �� 7���� ������?
��78����� ��'������* |�� �����:���� 8������'��' � �� 8�������: <�-�������)�*
2���� �8�!� ��� )�8��-��������� 8�������� �����:��)� ���������:���� ���-��
��  ���( ��� ������? �������? ��8�������YZ�?�' ���)�� ����������( ���-�
�? �-{�������� -��� ���-� ��8�����8����7( �� �� ��8�����8����7* � ��-���
��?��'��' 7���������� ������X���' � ��� �)���!�'? 7������� �� 8��������
<�-�������)�( �-��8�����YZ�� ��8������� ���-��7�? �������* 9���� ����7���
����Y��' �����)����� ������ � ���?7����7 8����������� <�-�������)�*
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"j�VAbFLECH( oCLMbAHE~ �a r@ vj�.

oG LEOIW ABFIAKFJL CE EMA BGBOQCEFGH QAeAQ( GHA GN EMA KGLE EDCIFEFGHCQ
KCEMAKCEFJCQ KGIAQ FL EMA @OLJABEFVQA( U�BGLAI( �HNAJEFGOL( vAJGeADAI "@U�v.
JGKBCDEKAHECQ KGIAQ* �H C JQGLAI LWLEAK kMFJM IGAL HGE CJJGOHE NGD VFDEML GD IACEML(
EMA LOK GN EMALA JGKBCDEKAHEL DAKCFHL JGHLECHE FH EFKA( F* A*(

S(t) + E(t) + I(t) +R(t) = N.

�H EMA kGDb ��� SFeAH JGHEFHOGOL EFKA @U�v KGIAQ CHI kA JGHLFIAD IFLJDAEA EFKA
eADLFGH GN EMFL KGIAQ �	�0

V :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x(1) = x− βx(u+ qy),

y(1) = y − ay + βx(u+ qy),

u(1) = u− bu+ ay,

v(1) = v + bu,

"�.

kMADA a > 0( b > 0( β � 0( q � 0 CHI kA HGEFJA EMCE x+u+y+v = 1* oMA BCDCKAEAD β
FL EMA CeADCSA HOKVAD GN JGHECJEL BAD BADLGH BAD EFKA( KOQEFBQFAI VW EMA BDGVCVFQFEW GN
IFLACLA EDCHLKFLLFGH eFC C JGHECJE VAEkAAH C LOLJABEFVQA FHIFeFIOCQ( CHI CH FHIFeFIOCQ
JCDDWFHS EMA eFDOL( q FL C LJCQFHS NCJEGD* oMA NDCJEFGH a FL C EDCHLNAD DCEA NDGK EMA
A�BGLAI EG EMA FHNAJEFGOL LECSA( EMAW NDCJEFGH b FL DAJGeADW DCEA* oMFL KGIAQ MCL
CQDACIW VAAH OLAI FH FEL GDFSFHCQ NGDK NGD CH ACDQW CLLALLKAHE GN EMA ABFIAKFJ FH
�OMCH( xMFHC*
iAE S3 VA EMDAA IFKAHLFGHCQ LECHICDI LFKBQA�*

R10O043P30A i� N	� ��� 	�����	� (1) �� ���� V (S3) ⊂ S3 
� ��� 	��� 
�

a, b, β ∈ [0, 1] ��� βq � 1. "	.

Y	��	���� ����� ��

 �	��
�
	�
 ��� 	�����	� V � ��W��� 
� (1)� 

 � `�a�

R10O043P30A j� �� ���������
 
��

�� (2) ���� 	�����	� (1) 

 ��������

hHA JCH LAA EMCE EMA LAE GN d�AI BGFHEL GN EMA GBADCEGD "�. FL

Fix(V ) =
{
Λ(x) = (x, 0, 0, 1 − x) : ∀x ∈ [0, 1]

}
.

R10O043P30A o�  �� W@�� �	
�� Λ(x∗) 

 � �	�������	�
� �	� ��� x∗ ∈ [0, 1].

�H EMA LWLEAK "�. kA ECbA dDLE EMDAA AROCEFGHL0

W :

⎧⎪⎨⎪⎩
1x(1) = x− βxu− βqxy,

y(1) = y(1− a) + βxu+ βqxy,

u(1) = u(1 − b) + ay,

"T.

�gn



kMADA x+ y + u � 1.
iAE J(Λ(α))( VA EMA lCJGVFCH KCEDF� GN EMA GBADCEGD W ( CE d�AI BGFHE Λ(α)(

α ∈ [0, 1]* oMAH FE MCL EMA NGQQGkFHS AFSAHeCQOAL0

μ1 = 1, μ2 = 1− a+ b− qαβ −√
D

2
, μ3 = 1− a+ b− qαβ +

√
D

2
, ",.

kMADA D = (b− a+ qαβ)2 + 4aαβ � 0.

c*FF) i� ��� Λ(α) �� ��� W@�� �	
�� 	� ��� 	�����	� W ��� μ2� μ3 ���
�
��������
 ��W��� 
� (4)�  ���

|μ2| =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, 
� α =
ab

β(a+ bq)
,

< 1, 
� α <
ab

β(a+ bq)
,

> 1, 
� α >
ab

β(a+ bq)
,

���

|μ3| < 1 �	� ��� α ∈ [0, 1].

R10O043P30A p� �� β = 0 ���� �	� ��� 
�
�
�� �	
�� λ0 =
(
x0, u0, y0, v0

) ∈ S3

(�@���� W@�� �	
��) ��� ���!���	�� ��
 ��� �	��	�
�� �
�
�

lim
n→∞V (n)

(
λ0
)
=
(
x0; 0; 0; 1− x0

)
.

c*FF) j�  �� 
��


X =
{
(x, y, u) ∈ [0, 1]3 : x = 0, y + u � 1

}
,

Y =
{
(x, y, u) ∈ [0, 1]3 : x � 1, y = u = 0

}
,

M =
{
(x, y, u) ∈ [0, 1]3 : x+ y + u � 1, ay − βx(u+ qy) > 0, bu− ay > 0

}
��� 
����
��� 
��
 �
�� ��
���� �	 	�����	� (3)�

c*FF) o� N	� ��� 
�
�
�� �	
��
(
x0, y0, u0

)
/∈ M, ����� �@

�
 k � 2 
��� ����(

x(k), y(k), u(k)
) ∈M.

N.*01*F i� X

��� (2) 

 
��

W���  ��� �	� ��� 
�
�
�� �	
�� λ0 =(
x0, u0, y0, v0

) ∈ S3 (�@���� W@�� �	
��) ��� ���!���	�� ��
 ��� �	��	�
�� �
�
�

lim
n→∞V (n)

(
λ0
)
=
(
x̄; 0; 0; 1− x̄

)
,

����� x̄ ������
 	� ���������
 ��� 
�
�
�� �	
�� λ0 ��� x̄ < ab
β(a+bq) .

,*k*1*Al*4

* K!A-����- ��� (����!H� T�� T!�!'!%� #� 6>8>C:-8. ,.2>.-C4-= 48 > ,;�hF/3@- 615-7
1H K^��a *U K1::984.3 ,@2->5 YY ,D4-8.4lD h-@12.= A%&%& A�17 *& A%*%([ a^��
*& *&E]Y=T*(U]F&%&F\\[%]FT 

% K�"���� g� ��� G��+�H!�A�'�� G� #� `8 `@@74D>.418 1H a4=D2-.-F/4:- ,;�h 615-7 .1 .0-
K^��aF*U ,@2->5 A%&%* A>2
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����������'  ���!�' � �� )�� �� / 8���-��� / ���������� ���������:��
�����Y��' � ����� 7���7����� �������� X����* 3� � 8���-��� ���: �Z� 7��)�
���������? 8���������:��? � ����������?  �����* |�� �������' ���-������
� �����? ���������? � �� ����������: ������7 � ����!������������7 ����*
#���7����7 �'� �� ��?*
�* 
������ �-�!���� ���X��� 8���-���( 8�������YZ�� ��: �-�!���( -��:X�

��-� ����� �������� ����� 8���������' � ��:Y �������* 6����7 ��������� -����
� ������( ��)�� 8���-��� �������' ��� �-�!���*
	* 
������:��'( 8���������' � �Y-�� ����� 8���-���( 8��������� ��: �����

��� � �����( �������� ������� ����� �������� ����� ������'( � 8��������� ��:
�-�!��� � �����( ������ 8������� �-�!���� ����� ������'
T* =��� �����������'  ���!�' 8����7��� ?��' -� ���� ����!����:��� ����

�����( �� �� ������7����� 8��������:��� �( ����������:��( �����������YZ��
��������� �7��� ��� ����'*
,* ���)����� ���8��� k � n( �7�YZ�� !���� �������' 8�� n+ 1 8���������

���:��? !���? �������'? ��������7�� 8���7�����( 8����7��� !���� �������'
8�� ���? !���? �������'? ��������7�� 8���7�����* s������ ������ / �������
�����'  ���!�'*
\* %������� ����� 8���������' 8���-��� � ��:Y ������� ����� 8���������

��Y �-�!��� ����� 8���������' 8���-��� � ��:Y �-�!���* #���7����7( ��8��7��(
7��������  ���!��*
m* ��' 8���-��( 8�������YZ�? ��� ��������� � ���? ��������? �����?( ����

�� �����YZ�� �����������0 5��� ����������( �8������� ����� ����)��:�����
� ���X���7� � [��? �����? 8��?��'� ����� ����� P (0, 1);*
� ����Y����� ����7���������' ������ �����������' ���������� �������'

-���������)� X��� � 8��� �')�����' ������ 8���-���*
q�7���7( ��� � ��-��� 8���-��� ����7���������' ��� )�� �� ������������

 ���!��( ��� ��� ��������' � 8��)��77� ������� X����* 9* �* �� ��8��:�����'
������������ �8��������� 8���-���( 8��'���  �����( ���������� � 8�*( � �����
8���-��� ��� ���������� �������*
��X� 8����������  ���� 7���� ��8��:�����: ��' ������������:���? ���

-�� � ���Z�7��'( ��' 7�����������' � ��������������' ���78�����? �����
�����)� �����' ���������*
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"#����'( 3�����-����( 3p�~ �����������( 1�2 �34 #&3.

� 7���7��������7 �-��������� -��:X�' ���: � -��:X�� 7���� �����'��'
�������Y  ���!��* 6������ ����)� ���7���' ��������0 7��)�� 8��7�����'
7���7����� ��'���� �  ���!�'7�* 6�[��7� ��Z�������� 8���7��7�� ��������
� ��7��? X���� 8��'��� �-����� �8��������' � 7�������� ��������( � �����
�������? �������  ���!��0 7�����������( �)������������( [�����7�7��( ����
�����( 8������������* �7���� � ��7 � X���:��7 ����� ������������ 7������
������� �����'��' � �������Y  ���!��( �� 7��)�7 �)��������'�: 8��7���7�
� ������7� �� ��7� ��7�? �������( �� 8�������' ���X��� 8������ ���-?����
7���� 8���������'  ���!�� � �? �������* 6������ ��7� � �������� 7��� 8��
�'��� / ��'  ��7�������' ���:����� ���-?���7���� �-��Z���' �  ���!�'7
7���� 8����-����:�' 7�������( ��?��'Z�� ������ �� 8������ X���:��� 7��
��7�����* %����� ���� �-�����:�' � 7���7��������7� 7�����������Y ������
7���7�����( ��� ������:( ������7���7��������7� 7�����������Y( �� 7����
����� ���������� 7��)� �����!��( �-��-���� ������? �����������( � ���)�� �
����Y�����:�� ���7���� ��  ���!�����:��7 '����* 
 ��������� ����? 7����
���( �� ���: � ��-��� ���)������ ��' 7�����������'( 7���� ������� ������ �
8���7����7�*

������( ������ � 8���7����7� �� �����'��' � �������� �����7 �����!�'7

� �� ��?��'� �� 8������ X���:��� 7���7�����( ������ 8�� �? ��X���� 8���
�7������Y��' ��� ��78������( 8����Z�� ��'���:����� � X�����7 8���� / �8��
����� �-��������(  ����!�' !���( ��7������� �����!��(  ��7�������� 8������
��� ���������' �����:����( ������ �����!�� � �� �)� ������ ��-�� ������7���
����' ��' ���������' !��� � ���-����� � �)� ��8��:�������7 8��!���� ��X���'
�� ��8���'�7�� X�)�( ��8������� ��7������)� 8���� � ��������!�' ��������
����' 8��������)� �����:���� 8�������7 �)� ���������'*
2��)�� ������ � 8���7����7� ����'��' ��8������������ �� '����  ���!��

� ��'���� � ����7���� �? ��������7�* %����� ����' ��8��������������: ��-�Y�
�����' ������ �� ���)��* 3������ � ������? ���: ���� � ��7������? 7�������(
�������? ����7���� �? ��������7�( ��8������7� � ���� �������� "��������'�
7�.( ���������� ��� ����������7�����������? ��7-���!�� [��? �8���-�� "���
8������( �����7.* ��' ������� ����? ����� 7���� 8������� 8������ �? �������
� '���� ������X���� "���������( ����������( �����7 � �* 8*. �� '���  ���!��(
�� ���: 8��7����������: �������� �� '���� ������X���� ���)���� 8���������7
 ���!�����:��? �������( 8��������������: �  ���!�����:��� 7����� 8������
�����Y �� ���)����� �� ��7�!�Y( 8�8����:�' � ��7������: 8��: ��X���' �
��-� ������:�' � '���� ���)�����( �� ���: '���� ������X����( ��-� 8������:
��X���� ��8������������ �  ���!�����:��� 7�����*

	
T



6����������  ���!�����:��)� 7�����������' 8������ 8����� ���)� � ���
����� �����'( ��� 8�� [��7 ������'��' ������-������7� ��������  ���!��( �?
�8��������� � 8��7������( ��� 8�-������ ������������� ��������: � �������Y
[��? �������* ���)� 8��7���� 8��7�����'  ���!�����:��)� 7�����������' ���
Y� ������( 8�����)��X���' � ��7��? =p|* 
 ����7 ������7 7���� � ���������
����� ���������� ������� 8���������( ��������7�� � ��8��:�������7 ���-���
����� 7������� �� 8��������( �-����YZ�? �8���������7� ��������7�* 9����
8���������( �������( �7�Y� ����X���� �  ���!�'7( ������ �� � 8����� 7���
�8���-����Y� �������Y �������  ���!��* $�Z���������  ��7��������( 8����
8���)�YZ�� 8������ ������' � ���7��� ����? �������  ���!��( ��� 7�������
����:( �)�����������:( �������:( � ����� 8�����7������YZ�� ��8��:�������
�8��������'( ��8��7��( 7�������� ��������* 6�� 8��� ��7��������?  ��7��
��Y��' ������ �7������)� �����'( ������� ���?  ��)7����� ������' � �����
�����' 8��7�����' �������( ��7 8������������' !������-�������: �? �������'*
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� �����'Z�� ���7' 8����������' 8��)������ � 8���)�)������� ��'���:�����
��' ��������� / -���Z�? X���:��? �������� ����� ���-���� ������:��* � �����
���� ����)� �� �����? [��7����� ����� 8��)������ 7�)�� �����8��: ��������
8� �8�!���:����� ����� -���������( � ���������( ��8�������' 57���7����� �
 �����;* � =��-�����7 ��������� 
�������)�  ������:��)� ������������ ���
��� �������� 8� 7���7����� � 8�  ����� ����� �����!�����7�* %8�X�7 8��
���-��� ��)�����!�Y � 8��������� ����? ���������* 
 ������7 ��������� �����
����' �������� 8�� ��������:��? ��78����!�� -���Z�? �������� 7���7�����
�  �����* 3� �������� ��� �������� 8��)��X�Y��' ��7���� 8� \+n �������(
�����'Z�� �� ��������� 7���7��������?(  ��������? ��� 8���)�)������? ���
8�������� 8��)������* � �������� ��7�X��)� ������' ��7����7 8�����)����'
8��)������: �������:��Y 7�����Y�� �Y-�)� ����� �� 7���7��������� �  ��
�������� ��7�* |�� 7���� -��: ������( �������' 8:���( 7�����8������( 8���'
� �* �* 3������ ����� 8�����������' ��8�������Y��' ������'��7( 8��)��������
��7 �����������7�* � ������� �� ���-��)� 8��!����( 8������� ��7�X��)� ���
����' 7� ������'�7 ��  ���� ��������* 
 ���)�7 ��8�����'7 �������� �����
�'��'0
+ 8������� ��X���� �����(
+ ������������ �������(
+ ��X���� ����� 8� 7���7����� �  �����(
+ 5���)�����������; �������(
+ �������8����*
%8�X�7 ���: 8����-��� ������ [��8 ������������*
�������
 ��U��
	 �
�
�� _��7� 8��������' [��)� ��8�����' 7���� ���

�:������:�'* 2��)�� 7� 8������7 ����� ��8������ �� ��78:Y�����7 ���������
�������:��)� ������( ��������7 8��8��������'7� �� ����* � ���)�? �����'?
��7����7 8�����)����' ����������� �!����: ��X���' ������� %p| ��� =p|
8� ��������7 �������'7 ��  ������������ ���7'*
8����
����
	 �������� 
�7����7 8�����������:�� 8��������'Y��'

������ � 8�������7� �����? "7���7������ ���  ������. � �� ��7�!��� �-
�? ������? -��)�� �'?* 3� 8����7 ������ �����' ���:�� 8������ �����)�* q�
8�����:��� ����� ��7���� 8������� ���'�: -�����* %����� 8�����Y��' �Y��
� 8��:7����7 ����* 6�� �������7 ������ ��7���� 8��������� 8�8���� �� ����
��YZ�7� ������7�* q� 8�����:��� ����� 8�� 8����� �����)� ������ ��7����
8������� ����7: -����� � �* �* �� ���? -�����* 3� X����7 ������ �����' �����*
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����7� GH�QFHA*
6������� �����:����� ��7����'���:��� ��-��� ��������� � �����7� [����

������7� 8���-�'7� 8�������( ��� �-������ � �����  ��7� ���:7� [  ������
��*
� �����'Z�� 7�7��� ������ ��-���Y� ��� ��������7 [���������? ���-���

��� 8� ������ ����'�������( 8� ������  ���!�� ������:��? 8���7����?( � ����
�� 8� [��7�������� 7���7�����* 6�������� ���-��� 7���� ����7�������: ���
8���-�� 8� 8��)������ � =p|( ��-� ��� ���8������ ���� ��' ���������+8�����
���������*
&����� �����Y�( ��� ������� ��8��:�����: ����8������ �8�� ������!����

��)� �-�����'* 6����� ���)� ����� �-������ ����7�������' ��' ��������� �
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5
�Y� � �����7 ��78:Y����� � )��7������7 ��������� 7���7�����( �����
����� � 8��)��77�������';* &���� [��)� �����������' "� ������7 7� 8�����
��:Y ��)�����. ��������: '���� 8��)��77�������' 6�����:( �������� ������
���� �� ��7����� ����!������ ���X�� X���� � 4Y��?� 3������ ���� ���*
��������YZ�' ���: �� ��7�!�����? ��?����)�� �� ���? � ���? 8�� ���

������:��� ��'���:����� �8���-������ 8���X���Y �����7���� ����� 52� ���
7����� � 8��)��77��������;( �������� ������)� ���������' �� 8����7 �����
 ����:���� 8��������� 7���7�����( �� ��7����� � 7�?����� "6��. �����
������)� )�������������)� ������������ �� ����������)� 8��)��77�������' ��
'���� x++*
��' 8��������' 8����������? ���'��� � ��-��������? ��-�� �����-����

���������8�������7 8� ����������7� 8��)��77�������Y �� '���� x++ �	�*
�������' ���-������� �8�!���:������  ����:���� 6�� ����������� �����

������ ������� ���������+8�������7� �������� 7���7��������� ��)����7�*
6������7 ������:�� 8��7���� ����? ������� ��' 8������������� �	+,�*
�* 6���: ���� ���������� ���? ����� �� 8��������* =��� ��� 7�)�� -��: ����

X���7� ��8��)��:��)� ����)��:����( ��������� �)� 8��Z��:* �������� �����
������ � 8��'��� �-�����' �? ��������*
	* ��������: 8��-�������� ��������

∫
x2dx �� ������� [a, b]( ��8��:��'  ���

7��� 8�'7��)��:�����( ���� ��������( ��� ������� [a, b] ���-�� �� n �����?
������*
T* 6���: ���� ���������� n ����� 8�������� x1( y1( x2( y2( . . . ( xn( yn

(n = 40)* 3���� ��7��� ���? �����( ������'��� 7���� ������7� 7���7��:�
���( �����'( ��� ����' 8��� ����� �����������'*
,* 3���� �)�� ϕ 7���� ���7' n�7����7� �������7�*
\* 6���: ���� ��� ���������� ��Z��������� 7����!�* ��������: �? 8���

��������'*
m* $�������: 8��)��77� ��' ��?������' � �������� �������:Y 7�����7 8��

�������)� ������' ����' ��������' f(x) = 0 �� �������7 ��������� [a, b) 8��
�������( ���� �� [��7 ��������� ���: �����:( �� �� ������������*
]* 6�� ��������? �������? x( N � E( �8�����'�7�? �����7( ���������
�. ��77� N ���)��7�? �������)� ����~
-. ��77� ��? ���)��7�?( ������� 8� �-���Y���� �������� -��:X� E*
���������� ������ ��77� ��8������ ��' ���? �������� E( ������YZ�?�'

�� 8��'���( 8�� [��7 �8�������� ���������� ���)��7�?( ���Y�����? � ��7�
7�( ������'�7�Y ��' �����)� �������' E* $������� �����:���� �� ��������7

	�T



 ���!��( ��' ������� �����' ��77� �8�����'�� 8��-�������� �������� 8�� x(
����Z�7 � ��������� (−R,R)( ����������7 � 8�7�Z:Y ���������?  ���!��
��78��'����

sin(x) = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . , R = ∞.

��' ��X���' � ��7����������� ������ ���-?���7� ���  ���!��*
6����'  ���!�' "������� �.( ��)������ ������� �7��� ���

b	�� �

� (b	�� x� 
�� N)(

������'�� �������� �'�� sin(x) ��' �������)� ��Z��������)� �������' ��)�7���
�� x � 8�7�Z:Y N ���)��7�? �'�� 9������* |��  ���!�' �7��� ��� 8���7����
� ������Z��� ��Z��������� �������� ����������� ��77�*
�����' "8���)�������'.  ���!�' � ��7 �� �7���7

b	�� �

� (b	�� x� b	�� e� 
�� & �	���)

������'�� 8� ��7� �� ��)����7� 9������ �������� ��77� � �������� ������
��:Y ��
* %�� "������� -. ������Z��� � �������Y 8��)��77� �� ���:�� ������
������ �������� ��77�( �� � ���������� ���)��7�? � [��� ��77� "
�� & �	���.*

��������� 8���7����� ��' [��)� ��������  ���!�� �

� ����� 3*
$�������: '���� 8��)��77�������' x++ �:'�� $��������8 �������0 53��

8������ ?���X�? 8��)��77 ���-��� �7�( ����� � ���8���'; �\�*
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"#����'( ��'���~ �p� �7* 2* p* 6��������)�( p�7����' � ].

#�X���� ����� 8� ������7����� ���-��� �� ���Z�?�' �����������YZ�? ����
��� ������( �7���� �? 8��7�����' � ������� ��X���' �����* 
 ��������Y(
����7� �8���-����'7� �-����Y� ������ �� ��� X���:����* 6��7������ �����
�������)� 7����� 7���� 8�7��: ���Z�7�' ������:�' ��X��: )��7����������
������* 9���7 �-����7( ������:��7� '��'Y��' ��8���� 7������� 8��8������
��' 7���7����� � �-���������:��� ��?����)�� � �-������ 7���7�����* 9����
7� ��8����7� ����7�Y��' 2* =* ������( 1* &* =��������( �* &* 
��8�����(
3* &* �����������( $* �* s��8�'��� ��+,�*

����������� 7���� 8�����'�� ������ �!������: �������� ������ �������

7�����( ��������: � 8��7��'�: ��?����)�� �? ��X���'*
%������ �����������)� 7����� '��'Y��' �������� ��������( ������' �? ����

�7��)� ���8�������' � ��'�: � )��7���������7� �-{����7�0 8�������:( 8�'7�'(
�����*
#���7����7 ��?����)�Y ��X���' ����� �� ��?������� ������'��' �� �����

�� 8��������*
��' [��)� ���-?���7� �7���� �������'�: ��������� 8��������*
#���7����7 �����YZ�� ������0
�. =��� 8�������: �������� ��� ������������ 8�'7��( ��8��7�� Ox � Oz*

9���' �����������' 8�������: �-���������' Oxz( �� ��������� �7��� ���
Ox+ y +Oz = 0* &����)����( 8�������: Oxy �7��� ��������� Ox+Oy + z = 0*
	. =��� �������� ����� 8�������� M(x0, y0, z0) � 8�'7�' PQ( 8��8���

�����'���' 8��������* 9�)�� ������
−−→
PQ = (a, b, c) 8��8�������'��� 8����

����� "���7��:��� ������ 8��������. � ��������� 8�������� �7��� ���
a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0*
T. =��� �������� ��� ����� 8�������� M1(x1, y1, z1)( M2(x2, y2, z2)(

M3(x3, y3, z3)* 9�)�� �-������7 ����� M(x, y, z) 8�������:��Y ����� 8������
���* #���7����7 �����7� ���? ��������0

−−−→
MM1 = (x1 − x, y1 − y, z1 − z)(−−−−→

M2M1 = (x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2)(
−−−−→
M3M1 = (x1 − x3, y1 − y3, z1 − z3) / [�� ����

���� ��78�������( ����������:��( �8���������:( ������������ �� �? �������
���( ����� ���Y0 ∣∣∣∣∣∣

x1 − x y1 − y z1 − z
x1 − x2 y1 − y2 z1 − z2
x1 − x3 y1 − y3 z1 − z3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

#�������' �8���������:( 8�����7 ��������� 8��������*

	�\



��' ��?������' ������'��' �� �����M(x0, y0, z0) �� 8�������� γ : ax+by+
cz + d = 0 ���������� 8��7����:  ��7���

�ax0 + by0 + cz0 + d�√
a2 + b2 + c2

.

9���7 �-����7( 7���� �8�������: �����YZ�Y ��?����)�Y0
�* ��������: ��������� ����7�������7��  �)���( ������ 8�'7��)��:��Y

�����7� ��������� Oxy � �8�������: ���������� �������? �����*
	* 6�������: �������Y  �)���( ������ 8��������������Y �����7� �������

��� Oxyz � �8�������: ���������� ���? �����( �� ������' ������* 6�� ���-�
?���7���� ��8��:�����:  ��7��� ��������� �����( ���'Z�? ������� � �����7
����X����*
T* %8�������: ��������� 8��������*
,* 2�8��:�����:  ��7��� ��?������' ������'��'*
#���7�������Y ��?����)�Y 7���� 8��7��'�: ��' ��?������' ������'��'

7���� ����Z���YZ�7��' 8�'7�7�( �����YZ�7 �-����7*
� ����� �� 8�'7�? ��-����7 ����� � ��?���7 �� ����������* $ 8�7�Z:Y

������ 8�'7�� �������'�7 ��������� 8��������( �������Z�� �����Y 8�'7�Y(
8�������:�� 8�����* 9�)�� ����7�� ������'��� / [�� ������'��� �� ��-������
����� �� 8��������� 8��������*
#���7����7 8��7������ ��?����)�� ��' ��X���' ������ �� -���� =p|

"\	
n		.*

!��� �� � ��-� ABCDA1B1C1D1 ��� ��-�� ����� 6*
�. ��������( ��� �)�� 7���� 8�'7�7� AC � BC1 ����� 60◦*
-. 3������ ������'��� 7���� 8�'7�7� AC � BC1*
D�&�� �E -.
�. %�������� ABCD / �������* �����7 �����7� ��������� � !�����7 � ����

�� A � ��'7� AxAD( Ay AB* 9�)�� ���������� �����0 A(0, 0)( B(0, 6)( C(6, 6)(
D(6, 0)*
	. � ��-� ABCDA1B1C1D1 �����7 8��������������Y �����7� ���������

� !�����7 � ����� A � ��'7� AxAD( AyAB( Az AA1* 9�)�� ���������� ���
���0 A(0, 0, 0)( B(0, 6, 0)( C(6, 6, 0)( D(6, 0, 0)( A1(0, 0, 6)( B1(0, 6, 6)( C1(6, 6, 6)(
D1(6, 0, 6)*
T. � 8�'7�� AC ��-���7 ����� A(0, 0, 0)*
,. $������7 ��������� 8�������� α( �������Z�� 8�'7�Y BC1( 8�������:��

8�'7�� AC* 6���: M(x, y, z) / 8�������:��' ����� 8��������* 9�)�� �������−−→
BM = (x, y−6, z)(

−−→
BC1 = (6, 0, 6)(

−→
AC = (6, 6, 0) / ��78�������( ����������:��(∣∣∣∣∣∣

x y − 6 z
6 0 6
6 6 0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

#�������' �8���������:( 8�����7

(0 + 36z + 36(y − 6))− (0 + 36x+ 0)) = −36x+ 36(y − 6) + 36z.

	�m



6������'� � ���Y � �������� �� −36( 8�����7 ��������� 8��������0

x− y + z − 6 = 0,

�0− 0 + 0− 6�√
12 + (−1)2 + 12

=
6√
3
= 2

√
3.

6�����' ���)( 7���� ��7����: �������� �7���'( ������� ���-?���7� ����
Z�7��'( ��' 8��7�����' 7�����0
+ ������: �����7� ��������� �� 8�������� � ��?����: ���������� �����~
+ ������: �����7� ��������� � 8����������� � ��?����: ���������� ������

��? �����~
+ ��?����: ���������� ��8�7�)����:��? ����� "8�  ��7���7 ������' ���

����� � �����7 ����X����.~
+ �8�����'�: ���������� �������� "��8��:��' ���������� ����� ��� �����

����� 8��������.~
+ ��8��:�����:  ��7��� ������'��' �� ����� �� 8��������*
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5A)AI�b-E / uABCDEKAHE GN aCEMAKCEFJL( rHCHI �HEADHCEFGHCQ xGQQASA
GN UHSFHAADFHS

6'X.)1) 61)Al. b/ 5Q ,f\ / �ObMCDC �DCHJM GN EMA �* �* vGKCHGeLbFW
�HLEFEOEA GN aCEMAKCEFJL GN EMA rJCIAKW GN @JFAHJAL GN EMA vABOVQFJ
GN j�VAbFLECH

6'X.Qf / �ObMCDC @ECEA jHFeADLFEW
m/5Q ,f\ / uABCDEKAHE GN yCEODCQ @JFAHJA uFLJFBQFHAL( oMA fFSMAD aFQFECDW

reFCEFGH @JMGGQ GN EMA vABOVQFJ GN j�VAbFLECH
bm/ Z5Qf / �HLEFEOEA GN fWIDGKAJMCHFJL GN EMA yCEFGHCQ rJCIAKW
GN @JFAHJAL GN jbDCFHA

bbZ5/Eb / �HEADHCEFGHCQ rIeCHJAI vALACDJM FH aCEMAKCEFJL CHI UHSFHAADFHS
b&6Bf / �KKCHOAQ �CHE �CQEFJ cAIADCQ jHFeADLFEW
b/ 5Q ,f\ / �* �* vGKCHGeLbFW �HLEFEOEA GN aCEMAKCEFJL GN EMA rJCIAKW

GN @JFAHJAL GN EMA vABOVQFJ GN j�VAbFLECH
b/ Q6 ,5Q / @GVGQAe �HLEFEOEA GN aCEMAKCEFJL GN EMA @FVADFCH �DCHJM

GN EMA vOLLFCH rJCIAKW GN @JFAHJAL
b// f16 ,5Q / �HLEFEOEA GN aCEMAKCEFJL CHI aAJMCHFJL( EMA jDCQ �DCHJM

GN EMA vOLLFCH rJCIAKW GN @JFAHJAL
b/// / �HLEFEOEA GN aCEMAKCEFJL CHI aCEMAKCEFJCQ aGIAQFHS
bZR 5Q ,f\ / �HLEFEOEA GN yOJQACD zMWLFJL GN rJCIAKW GN @JFAHJAL

GN vABOVQFJ GN j�VAbFLECH
&)\Zf / rQ�cCDCVF �C�CbM yCEFGHCQ jHFeADLFEW
/ENf / aFIIQA UCLE oAJMHFJCQ jHFeADLFEW
/04l0` R0(GP*l. / aGLJGk zGQWEAJMHFJ jHFeADLFEW
/Qf / iGKGHGLGe aGLJGk @ECEA jHFeADLFEW
Z-/,- dQ- ,5Q / yGDEM�xCOJCLFCH aCEMAKCEFJCQ vALACDJM xAHEAD
ZeQf / yGDEM hLLAEFCH @ECEA jHFeADJFEW
ZNff &Rb / yCEFGHCQ oAJMHFJCQ jHFeADLFEW GN jbDCFHA ��SGD @FbGDLbW �WFe

zGQWEAJMHFJ �HLEFEOEA�
R[/b ,5Q / @CFHE zAEADLVODS uABCDEKAHE GN �* r* @EAbQGe �HLEFEOEA

GN aCEMAKCEFJL GN EMA vOLLFCH rJCIAKW GN @JFAHJAL
Q[f / @OQAWKCH uAKFDAQ jHFeADLFEW
QB*If / @GOEMADH cAIADCQ jHFeADLFEW
Q/b dQ- ,5Q / @GOEMADH aCEMAKCEFJCQ �HLEFEOEA / EMA rtQFCEA GN �QCIFbCebC�

@JFAHEFdJ xAHEDA GN EMA vOLLFCH rJCIAKW GN @JFAHJAL
QRYf / @CFHE zAEADLVODS @ECEA jHFeADLFEW
NEQ-m5 / oAJMHGQGSFJCQ �HLEFEOEA GN fFSM @EOIFAL GN xMCQJG
f1Bf / jDCQ cAIADCQ jHFeADLFEW "�HLEFEOEA GN aCEMAKCEFJL CHI xGKBOEAD @JFAHJA.
 > gC / &����7�' ���� s�������� #��8�-����
 g88 V$?!^ �! 9�����	 $ ^ / &�����s����7������ ����������

�������� /  �����  ������:��)� )�������������)� -Y������)�
�-���������:��)� ���������' ���X�)� �-��������' 5�������
)�������������� �)������ �����������; � )* q����)����
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?$^ 
�� 8� $� ����������� / ��'����� )�������������� �����������

�7��� �����7��� 2* p* 6��������)�
?$W^ / ����������� )�������������� [����7������� �����������
?�K
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	 �
�

� 87  > C^� / ��?������  ����� 2��������

7���7����� �7��� �* 2* #�7�������)� �����7�� ���� #��8�-����
��-�������

?�K$^ / ��?������ )�������������� �����������
�$^ / ����������� )�������������� �����������
�8�8 >8D^ 78V8 / ���)�������� ������������?�������� ��������

" �����. 3�!�����:��)� ������������:���)� '�����)� ������������
5�2_2; "���������� ���������� ��������� ��������.
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� V^ / ���������������  ����� _��������)�
������������ 8�� 6�������:���� #��������� _�����!��

�>w C > / ��������������� ������� !���� #��������� �����7�� ����
$?^ 9�! sw>��7�Ct 7
�������@��
� <?C / p��������������

-Y������� ���������� ��8�������:��)� 8�� ��������:��)� �-��������'
54���� ��8�������)� 8���X���' 8�� ��������:��)� 7���������
8���)�)������? ��-�������; ������������ 8�����Z���'( �����
� 8� ����7 7������� 
�-����������������� ���8�-����
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	 ��
����
��� / p�����:-��)���� �����������
�7��� #�8��?�� � 
����

$
��
�
� x y / ����!�8��:��� -Y������� �-Z��-���������:���
���������� 5p�7����' � ] �7��� p���' #����� $* �* ��������;
)* ��'����

$^ s8�77t / p�������������� ���������� 52������� 8���������
7���7����� � 7�?�����;

$V8 �>w C > / p�� ��������� �������� /  ����� _������:��)�
)�������������)� -Y������)� ���������' ����� _������:��)� ������)�
!����� 5��������������� ������� !���� #��������� �����7�� ����;

9$�^ / ������� )�������������� ��?�������� �����������
9��>�^ / ����!��� ��!�����:��� ��?�������� �����������
9��>^ / ����!��� ��!�����:��� �����������
9V8w C > / ��)���������  ������:��� ������������:���� !����

#��������� �����7�� ����
%8 <V^ / =��-������ �������� " �����. 
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%<<8 / =��-������ ������� ���:���� � ��������
87  > C^� / 2������� 7���7����� �7��� �* 2* #�7�������)�

�����7�� ���� #��8�-���� ��-�������
87 =! C > / 2������� 7���7����� �7��� $* <* $�-�����

$�-�����)� ��������' #��������� �����7�� ����
87�w ^V8w C > / 2������� 7���7����� � ����������:��7 !�����7

� �7���)�  ������:��)� ������������:���)� !����� #&3
877
<> #V^ / 2������� 7���7�����( 7�?����� � ��78:Y�����? ����

�7��� 2* 2* �������� 1���)�  ������:��)� ������������
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�-����������������)� ������)� !����� #��������� �����7�� ����
8�^ C > / 2������� 8��-��7 �8�������' �7��� �* &* 9��8��������

#��������� �����7�� ����
a�^���
����
��� / <�88����������� ��?����)������� �����������
7$^ / ���������� )�������������� ����������� �7��� �* �* <�7�������
78 > / ����7��������� �������� �7* �* &* $�������

#��������� �����7�� ����
7�$^ / ���������� 8���)�)������� )�������������� �����������
>
�$�8 / 3�������� )�������������� 8���)�)������� ��������
>$^ / 3�����-������ )�������������� �����������
>8^ s?��$^t / ���)�������� )�������������� ��!�����:���

������������:���� �����������
>8w =W 
 >< / 3������������������:���� !���� ��8���|��

� �������78:Y�����
>8D^ 78V8 / 3�!�����:��� ������������:���� '������ �����������

5�2_2; "���������� ���������� ��������� ��������.
>^^� / 3�!�����:��� ����������� ��-�������� �7��� ����� ���)-���
!$^ 
�� 8� =� ��������
 / %�������� )�������������� �����������

�7��� 2* $* 9��)�����
!!! s?W=< 8��
�
�
��t / %-Z����� � �)���������� ��������������:Y
5�|$
 2��������);

!!! s$ T�C!7>%V�z >�wt / %-Z����� � �)����������
��������������:Y 5p��8��7�� �: 3������9�?�������� 4����;

!!! sC>�?
U>8�8�����t / %-Z����� � �)����������
��������������:Y 5#3���X������� �������������������:����
� 8�������� �������� �� ��;

�$^ / 6���!��� )�������������� �����������
C>!7w #V^ / #�)�����:��� ��������-���������:��� 7���7���������

!���� 1���)�  ������:��)� ������������
=
�$�^ / $�7������ )�������������� ��?�������� �����������
=$^ / $���������� ��!�����:��� ������������:���� )��������������

����������� �7��� 3* p* s����X�����)�
=<$88 / $������
��������� )�������������� �������� ��������
=<w78 �>w C > / $������
��������� !���� 7���7��������?

������������ ��������������)� ������)� !����� #��������� �����7�� ����
=<w78 =!$^ / $������
��������� !���� 7���7��������? ������������

$������%��������)� )�������������)� ������������ �7��� 
* <* }���)�����
=�; V8w C > / $�����6����-��)���� _������:��� ������������:����

!���� #��������� �����7�� ����
�
U$�^ / 9�X�������� )�������������� ��?�������� �����������
�^8� / 9�X�������� ����������� �� ��7�!�����? ��?����)��

�7��� ��?�77��� ��:�}����7��
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��� / _��������� �����������

8�� 6�������:���� #��������� _�����!��

		




:�$^ / }���)���� )�������������� ����������� �7��� �* 3����X����
g$�^ / s�������� )�������������� 8���)�)������� �����������
g$^ / s�������� )�������������� �����������
#78 �>w C > / 1���� 7���7��������� �������� /  �����

_������:��)� )�������������)� -Y������)� ���������' �����
_������:��)� ������)� !����� 5��������������� ������� !����
#��������� �����7�� ����;

#C$�^ r>�8{ / 1����#��������� )�������������� 8�����?��������
����������� �7��� �* 2* 6������ "3������������� 8�����?��������
��������.
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D$�^ / ^���������� )�������������� 8���)�)������� �����������

�7��� 
* �* �X�����)�

		�



���������	 
�
�
� 
 ������� �������

�
���
�
������� �����
���
�
��

����
� ����
����� 
 �
�������

����� ��
����
��

9����� ��������
��� ������������� ������� ��� ����!��

"#$%�&����'( )* �����������( 	
+	, ����'-�' 	
	� )*.

��������	
�� 
�	�����

�� �� �������	�
 �� �� 
��������	���

��
� 	��������� �� �� �����	�

5�6 #78 ��7
43$%$0 !" #
���	��	�� �
" ���	��� $$"


