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fxA7� w<4 :
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��� 4 �9���k�d?�R 4 ��R�f ?	�<A���:>=/69g7:
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W � W ��Y2; a � a � Y2; a � a �G� 
 a!; 
 � � W_� 
 W � � 
 ���
%'&"()&��	�"!t# "`������� F ;�:
6<6&��R.L=� ]�5 �)6&�^]7� ��Y.��S �
,.&"/$&"*!')0���'���'�% F ;�:
6<6&��R.L=� ]�5 �)6&�^]7� ��Y.��S

_ &��� !�
"#��'��)+�!j������������$�h '�+���'=d �����o~
� A)6 4 � B = {0, 1} T [>Ak� 5 �):vfx?7: ]�5 6 4 �):�L X T g D :)��� �):p�[�
?7: 5 fx?7: ]�5 6 4 �):�L �

X2 =̇X×X T g D R�f�: 5 g D :)��� � 5 � 5 ?�� 5 J>��6 R���: 5 g7: ��fx?7: ]�5 6 4 �): R ⊆ X2,
?	�p�<8��
� 5 c

f�: 5a`�b,c,d>efc,gVhji�k*c,i�l�m�c,b/m3h ?	� fx?7: ]�5 6 4 � 5 X, g7: D : ] �(� 594�� � D �p� 4)59D �76 4 ��B 5 6&��A�QC A�?���E���Q
χ

R
: X2 → B 4 �p��A�Q^LxB 4 : χ

R
(x, y) = 1 4 :>Hg�(�V� 4 :p�[�'��: 4 :>Hg�(��L ��:>Hg�(�

(x, y) ∈ R.
�\�k� 5<5 C A�?���E���Q χ

R
(x, y)

:
[
:)�<?	�<B	� 5 f R(x, y).n�o�p,q�rsq�tsq,u�v�q%w�x � A)6 4 � X = Y ∪ Z T �0����y.Q!?�� 4 ?7: 5 :
[#y 5 �0��? 5 ?�� 5 �0�
A � g7: ��c
fx?7: ]�5 6 4 � F
��:>g�A)6&��� 594 6 R.L.B 4 : Y = ∅

���0�
Z = ∅

SKJ �bD75 �7g7:p��: ] �7fXL2B 4 :@: 4 ?7:10 5 ?�� 5
R ⊆ X2 4 �p��:)�):�L�B 4 : R(x, y) = 0

���7R��)6 5 � (x, y) ∈ Y ×Z.
W ?7:�g7: D : ] �(� 594 : 4 ?7:10 5 c

?�� 5 S ⊆ X2 4 �p��: 5 L7B 4 :
S(x, y) = 1−R(y, x)

���7R �)6 5 � (x, y) ∈ Y × Z,

S(x, y) = 0
���7R �)6 5 � (x, y) ∈ Z × Y,

S(x, y) = R(x, y)
���7R �)6 5 � (x, y) ∈ Y 2 ∪ Z2.W 4 ?7:10 5 ?�� 5 S ?	�p�<8��
� 594 6 R{z h|m�}%c,gVh 6�: 4 ?7:10 5 ?�� 5 f R.

~ &��� !�
"#��'��)+�!j,����)+���,���$�h (�'�� 1�0�-.'�%
� 59D75 � V0(X)

:
[
:)�<?	�<B��7f 6<:)�):)��A�g�?7:
6 4 � �)6 5 � B	�>6 4 ��B�?�8 � g7: D R��0��:)�7L.:>g D75 � 5 � 5 ?�c
?�8 � ?	�	fx?7: ]�5 6 4 � 5 X.

uh���>0x��'�"`������� _ &f���,�����
σ � τ � �>�T�N���������
���������N� ���^�#�T�����*� �N� � � σ ∈ V0(X)

� �T�����H�T�����
���
���3�^� � �
� � � � ���
���3�^�)� � ���3�^� τ ∈ V0(X).
�!�p���7f :
[ D �p�O:
fXL2fx?7: ]�5 6 4 �): X g7: D : ] �(� 594 g	� D A 〈V0(X), E(X)

〉
,
Hg� 5 V0(X)

T
fx?7: ]�5 6 4 �): � 59D 0s��?2L 6<:
6 4 :OR�� 5<5 ���D�)6 5 � B	�>6 4 ��B�?�8 � g7: D R��0��:)� fx?7: ]�5 6 4 �
� X,

�
E(X)

T fx?7: ]�5 6 4 �): D75 [ 59D L�6<:
6 4 :OR�� 5<5 ��� ? 5 A�g7: D R���:>B 5 ?�?�8 � g	� D D �p�&�0��B�?�8 � 6<f 59] c
?�8 � B	�>6 4 ��B�?�8 � g7: D R��0��:)�/fx?7: ]�5 6 4 �
� X.��6#�0�

X = { 1, . . . , n} L 4 : � : D :10^:_��� � 5 6 4 ?7:�L B 4 : card V0(X) = T0(n),
Hg� 5

T0(n)
T w<4 :���:p�0��B 5 6 4 �): g7:
f 5 B 5 ?�?�8 � T0 c 4 :>g7:p��:>H ��=#F ���0� g7:
f 5 B 5 ?�?�8 ��4
D �d?�� � 4 ���>c?�8 � H D �>C�:)��SKL7:>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ?	�	fx?7: ]�5 6 4 � 5 X.

uh���>0x��'�"`������� ~ &f��� ��� X = { 1, . . . , n } �,�
� � � ���^� ��������� � ��� �������N���H�N� ��¡ ���
��� ��>¢^�)£!� 〈
V0(X), E(X)

〉 ¢^���
���
T0(n−1).

¤ &��� !�
"#��'��)+�!j���}n@����-.�)��%���'�l +�����������+���%���$�h#'�+���'=d �����o~
� 59D75 � V (X)

:
[
:)�<?	�<B��7f 6<:)�):)��A�g�?7:
6 4 �-�)6 5 �hD75 C�� 5 ��6&���
?7:dc 4
D �d?�� � 4 ���
?�8 � : 4 ?7:dc
0 5 ?���=2L7:>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ?	�	fx?7: ]�5 6 4 � 5 X.

uh���>0x��'�"`������� ¤ &����,�����
σ � τ � �>�T�N���������
���������N� ���^�)�T�����*� �N� � � σ ∈ V (X)

� �T�����H�T�����
���
���3�^� � �
� � � � ���
���3�^�)� � ���3�^� τ ∈ V (X).
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�!�p���7fG:
[ D �p�O:
fXL>fx?7: ]�5 6 4 �): X g7: D : ] �(� 594 g	� D A 〈V (X), E(X)
〉
,
Hg� 5 V (X)

T w<4 :
fx?7: ]�5 6 4 �): � 59D 0s��?2L�6<:
6 4 :OR�� 5<5 ���V�)6 5 �vD75 C�� 5 ��6&���
?7:dc 4
D �d?�� � 4 ���
?�8 � : 4 ?7:10 5 ?���=
fx?7: ]�5 6 4 �
� X, � E(X)

T fx?7: ]�5 6 4 �): D75 [ 59D L26<:
6 4 :OR�� 5<5 ���	? 5 A�g7: D R���:>B 5 ?�?�8 � g	� D
D �p�&�0��B�?�8 � 6<f 59] ?�8 �hD75 C�� 5 ��6&���
?7:dc 4
D �d?�� � 4 ���
?�8 � : 4 ?7:10 5 ?���= fx?7: ]�5 6 4 �
� X.��6#�0�

X = { 1, . . . , n } L 4 : card V (X) =
∑n

m=1 S(n,m)T0(m),
Hg� 5 S(n,m)

T
B��76#�(� V 4 � D �0��?�H&� � c HO: D : �(��F 6<fXJ L�?	�dg D �7f 59D L�� ��� SKJ

uh���>0x��'�"`���������s&^��� ��� X = { 1, . . . , n } �f�
� � � ���^� ��������� � ��� �������N�����N� ��¡ ���
��� ��>¢^�)£!� 〈
V (X), E(X)

〉 ¢^���
��� ∑n
m=1 S(n,m)T0(m−1).

�s&��� !�
"#��'��)+�!j��|���-2����,����)-��kh#

����n�'�%
� A)6 4 � X = { 1, . . . , n }, � A(X)

T w<4 :�6<:)�):)��A�g�?7:
6 4 ���)6 5 � g7:
f 5 B 5 ?�?�8 � �dE������0��c
B 5 6&��� � H D �>C�:)� F �dE������0��B 5 6&��� � : 4 ?7:10 5 ?���= SKL7:>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ?	� X.

uh���>0x��'�"`����������& ���,�����
σ � τ � �>�T�N���������
���������N� ���^���T�����*� �N� � � σ ∈ A(X)

� �T�����H�T�����
���
���3�^� � �
� � � � ���
���3�^�)� � ���3�^� τ ∈ A(X).
�!�p���7f :
[ D �p�O:
fXL�fx?7: ]�5 6 4 �): X g7: D : ] �(� 594 H D �>C 〈

A(X), E(X)
〉
,
Hg� 5 A(X)

T
w<4 :#fx?7: ]�5 6 4 �): � 59D 0s��?2LX6<:
6 4 :OR�� 5<5 ���V�)6 5 � g7:
f 5 B 5 ?�?�8 � �dE������0��B 5 6&��� � H D �>C�:)�
F �dE������0��B 5 6&��� � : 4 ?7:10 5 ?���= SKL :>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ?	�Xfx?7: ]�5 6 4 � 5 X, � E(X)

T fx?7: ]�5 6 4 �):
D75 [ 59D L�6<:
6 4 :OR�� 5<5 ���@? 5 A�g7: D R���:>B 5 ?�?�8 � g	� D#D �p�&�0��B�?�8 � 6<f 59] ?�8 � �dE������0��B 5 6&��� �
H D �>C�:)�7J

uh���>0x��'�"`�������	� & ��� ��� X = { 1, . . . , n }, �
�

cardA(X) =
∑

p1+...+pk=n

(−1)n−k n!

p1! . . . pk!
2 (n2−p2

1
−...−p2

k
)/ 2,

� � � ���^� ��������� � ��� �������N�����N� ��¡ ���
��� � �>¢^�)£!� 〈A(X), E(X)
〉 ¢^���
���

∑

p1+...+pk=n

(−1)n−k

k

n!

p1! . . . pk!
2 (n2−p21−...−p2

k
)/ 2,

�3�V� �3�,� � � ¢V������� � �{� ��

� �
� �3�,� �[�
�
���<�V���
� � ��� �����>� ������¢ � �V� � �N�������j�f��

��¢^���

(p1, . . . , pk)
�f�)����¢^� � �
��� � �#� ��� � ��� ���
� � � �
� p1 + . . . + pk = n �

m ��+�������+@j2���
Y�4������������������  "!#��$%��$'&�()�  "*+&+���-,.�0/��
132.465�7�8:9�;=<�>�467@?A7:2B>�;=7@?%C�46D 9�2E9GF�H+2�D 467�469�<�9�I 9�J�D 7:K=LML
N 9�;=;�4�O N�P 4 Q�Y�R�Q�S�4 Q�ST9�I 4�YLX�4 Q�U�4)PGR�Z3R�PGR�S�4
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G
F.L�OKN1X�Y J !sJMH

X[Z�JMb�OQa �K� H � J_L�OKN1X�Y � FIb�L�X=FIL�J
Lgr = 〈 · ,−1, e〉 F1Z�R N�� � N)'TZ U Lgr ∪ {fα(x)| α ∈ U } ' � JMOKJ

fα(x)
a Z^FxX�b=FIOQP N1Y�JMO�FIHQa N1b*#�JMb[N1HKJ+#,%}P

fα(g) = gα ∀ g ∈ G
J
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�KJ=V OKN1X�YtFLK�a N���Z ]
� �KJ

g1 = g, g0 = e, eα = e,

gα+β = gα · gβ , gαβ = (gα)β ,

(h−1gh)α = h−1gαh
R N1O^FIb}P

α, β ∈ U$FIb(# g, h ∈ G.
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L S U

∀ e 6= g ∈ G gα = e −→ g = e.
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_ & ¤ &��$]ol+� �I:�������62�3>}7=: �1A;> 
�& � b � � � � J�� P}F1ZQb�a}Q�N3] FIb(#�� J `^J ��J Z � JMb�b�a}Q�N3]

acb}HQOKNi#�X � J+#tFxb[Js' � FIHKJML�N1OQP NIR�U c L�OKN1X�Y[ZO%}P�F>#�#�acb�LeN1b[J ��N1OKJzFLK�a N��
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: ∀ g, h ∈ G [g, h] = 1 −→ (gh)α = gαhα.
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q S F � N�� Y�� JJK F OKJ3F � S X�b�acY�N1HKJMb}H	! a J L�OKN1X�Y�a Z^F

G
c L�OKN1X�Y F

R
c L�OKN1X�Y SKJ

~ &�
�AB8��?:(�3>��9��]kl+� �I:���� 

~ & _ &�!sJMH

c > 1
%�J�F	b=FIHQX�O�F �?b}X��v%�JMO Jo� JMb[N1HKJd%}P

Nc, S H � J � FIHKJML�N1OQP
NIRGb�a �cY�N1HKJMb}HU c L�OKN1X�Y[Z�NIRkb�a �cY�N1HKJMb � J ZQHKJMY
c
RBOKN�� H � J � � F1ZKZ

L S L a J J J NIRkH � N�ZKJxU c L�OKN1X�Y[Z�R N1O�' � a �K� H � JaP#�JMb}HQacH P
∀x1, . . . , xc+1 [x1, . . . , xc+1] = 1

a ZGRBX��MI � � J+# J
� JMb[N1HKJd%}P
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c, S
H � J � FIHKJML�N1OQP
NIR�b�a �cY�N1HKJMb}H L�OKN1X�Y[Z NIR�ZQHKJMY

c
L R N1O�' � a �K� H � J FD� ` S

FLK�a N�� � N��P#�Z�HQOQX[J J � � JvZQHQOQX � HQX�OKJvNIR-U c L�OKN1X�Y[Z '�acH � N1X�H�H � J FD� ` S FLK�a N�� a Z�]�JMOQP
� N�� Y��ca � FIHKJ+#�FIb(#eH � FIHGa Z ' � P.N1b��cP'U c L�OKN1X�Y[Z
'�acH � H � J^Y�OKN1Y�JMOQH P FD� ` S FIOKJ^acb}]�J ZQHQacL}FIHKJ+#
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-/.(021�341�561�783
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Z
F1Z

F�ZQX�%�OQacb�L.FIb(# � N1b}H�FIacb[Z L F � N1b�LN'�acH � JM]�JMOQP	J � J ��JMb}H
α
L F � �4%�acb[N�� a F � � N@J�� � a JMb}HKZ

(α
n

)
=
α(α − 1) . . . (α− n+ 1)

n!
, n ∈ Z.
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a R�R N1O FIb}P
x
RBOKN��

G
FIb(#

α
RBOKN�� U L FIb-J � J ��JMb}H

xα ∈ G
a Z #�JJI[b[J+#$X�b�a � X[J �cP
FIb(#$H � J

R N�� � N)'�acb�L�FLK�a N���Z�FIOKJGRBX��MI � � J+#
(x, y, x1, . . . , xn

FIOKJ^FIO&%�acHQO�FIOQP�J � J ��JMb}HKZ"RBOKN��
G
]
α
L
β
FIOKJ

FIO&%�acHQO�FIOQP J � J ��JMb}HKZTRBOKN�� U
)
U

� S
x1 = x

L
xα+β = xαxβ

L
xαβ = (xα)β

]
� S

(y−1xy)α = y−1xαy
]

2 S
xα1x

α
2 · · · xαn = (x1, x2 . . . , xn)

ατ2(x)
(α2) · · · τc(x)(

α

c)
L ' � JMOKJ

τk(x)
a Z H � J

k
c H �

�oJMHQOKJ Z � X*'�N1O_#�NIR
x1, x2 . . . , xn

J
!sJMH X[Z	#�J Z � OQa}%�J;�oJMHQOKJ Z � Xj'�N1O_#�Z acb ��N1OKJ;#�JMH�FIa � J �_ZKZQX���J H � FIH

x1, x2 . . . , xn
a Z_H � J

%=F1ZKJ�NIR F^RBOKJ J�L�OKN1X�Y
F
J �[N1O�J3F �K� b=FIHQX�O�F �

k
H � J

k
c H � �oJMHQOKJ Z � XN'�N1O_#

τk(x1, x2 . . . , xn) =
τk(x)

a ZO#�JJI[b[J+#�OKJ � X�OQOKJMb}H �cP	RBOKN�� H � J OKJ � FIHQa N1b

xk1x
k
2 · · · xkn = τ1(x)

kτ2(x)
(k2) · · · τk−1(x)

( k
k−1)τk(x).

�OM



� b Y=FIOQHQa � X�� FIO L
τ1(x) = x1x2 · · · xn

]
τ2(x) =

∏
i>j [xi, xj ] (mod γ3(F ))

J
��ZQP�ZQHKJ �eFIHQa � ZQHQX(#�P NIR�S.U c L�OKN1X�Y[Z 'GF1Z�acb�acHQa FIHKJ+#eacb � � L � L M L P L � L q L �2� L �'��� J `^J ZQX��cHKZ

N>%�H�FIacb[J+# acb H � J ZKJ.Y=FIY�JMOKZ � F ]�J	HQX�OQb[J+# N1X�H�HKN %�Je]�JMOQP�X[ZKJ RBX���acb ZKN��c]@acb�Lj'�J � � c Q@b[N)'�b
Y�OKN>%�� J ��Z^NIR��oFIOKZ&Q@a J

� JMb[N1HKJxH � J � FIHKJML�N1OQP'NIR � F � �GU c L�OKN1X�Y[Z	%}P
HNc, S J�� J�FIOKJzL�N1acb�L	HKN.Z � N)' H � FIH H � J

ZQHQOQX � HQX�OKJ NIRsL�OKN1X�Y[Z�RBOKN��
Nc, S �zX �K� #�a�� JMOKZ�RBOKN��DH � J_ZQHQOQX � HQX�OKJ NIRsL�OKN1X�Y[Z�RBOKN�� HNc, S J�kN'H � a Z�JMb(# L R N�� � N)'�acb�L � �'� � '�JeOKJ � F � ��H � J.ZQHQOQX � HQX�OKJ	NIR_F	RBOKJ J'U c L�OKN1X�Y�acb�H � J�]�FIOQa JMH P

HN2, S J \^X�O � N1b[ZQaP#�JMO�FIHQa N1bva Z � N1b2I[b[J+#�HKN
H '�N %�acb[N�� a F �^OQacb�L�Z'U = Q[t]
L U

= Q(t)
L

' � JMOKJ
Q
a Z�H � J�I=J �P# NIR+O�FIHQa N1b=F �kb}X��v%�JMOKZ J

� JMb[N1HKJ�%}P
G0

F RBOKJ J � c ZQHKJMY b�a �cY�N1HKJMb}H U c L�OKN1X�Y acb H � J � FIHKJML�N1OQP
HN2, S '�acH �L�JMb[JMO�FIHKN1OKZ

x
L
y
J � H�a ZN'�J � ��Q@b[N)'�b�H � FIHeH � J � F �cHKZKJM] %=F1ZKJ�NIR H � a Z�L�OKN1X�Y � N1b[ZQa ZQHKZeNIR

H � OKJ J J � J ��JMb}HKZ
x
L
y
L
[y, x]

J � � J L�JMb[JMO�F � R N1O � NIR?FIb�J � J ��JMb}H
g ∈ G0

a Z

g = xγyδ[y, x]ε, γ, δ, ε ∈ U .
� b Y=FIOQHQa � X�� FIO L acb H � a Z�L�OKN1X�Y H � J � N�� �zX�H�FIb}H

G′
0

a Z F�RBOKJ J$U c ��Ni#�X�� J	NIR_O�FIb�Q � '�acH �
L�JMb[JMO�FIHKN1O

[y, x]
J

� R"b[N)'
G
a Z F�RBOKJ JeU c L�OKN1X�Ytacb'H � Jz]�FIOQa JMH P

N0
2, S
L H � JMb'acb � 2�� acH^a Z^Z � N)'�btH � FIH

G′ a Z
FzRBOKJ J�U c ��Ni#�X�� J NIR+acb2I[b�acHKJ O�FIb�Q�FIb(#	H � J %=F1ZKJ NIR+H � a Z ��Ni#�X�� J a ZGR N1X�b(# J
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X
a Z � F � � J+#�F.RBOKJ J

U c L�OKN1X�Y '�acH � %=F1ZKJ
X
a R R N1O.J3F �K� U c L�OKN1X�Y

G
FIb FIO&%�acHQO�FIOQP��eFIY�Y�acb�L

ϕ0 : X → G� N1b}HQacb}X[J Z�HKNtFIb
v
c � N���N���N1OQY � a Z �

ϕ : F S (X) → G
J � ZKJMH

X
a Z � F � � J+# Fj\)gsk @~l�lJE_g_g

�	BDC[gJ=qgJE&e kW@>Ea\
F S (X)
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F S (X)

J
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M � z |qy
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Gi
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i ∈ I L %�J_U c L�OKN1X�Y[Z J �^b	U c L�OKN1X�Y ∗S Gi

a Z � F � � J+# F lJE_g_g8G9E&@)?>F�c+k
acb�H � J � FIHKJML�N1OQP

M S a RzU c � N���N���N1OQY � a Z ��Z ϕi : Gi → ∗S Gi
FIOKJeZQX �K� H � FIHzR N1O FIb}P�U c

� N���N���N1OQY � a Z ��Z
ψi : Gi → H

L ' � JMOKJ
H
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��OKN�� H � J � FIHKJML�N1OQP FIOQL�X���JMb}HTacH�R N�� � N)'TZ�H � FIHGH � J L�OKN1X�Y ∗S Gi
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 W V\a
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pD&"%'&"f^�}d +�'�-.'�% F ;�:
6<6&��R.L 
 �k�[� B����^] � ��Y.��S

_ &?uh'��)+)����'�%�-.�G����0���,��
� �k�>f ��?�A 4 :
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D �7f6#� 5 �7A�Q_��A�Q ? 5 ��:)���k�[�
?�A�QT� D � 5 �
A�Q �k�k�(�<B�A

ut =
1

xm

(
xmk(x, t)ux

)
x
+

1

xm

(
xmη(x, t)ux

)
xt
+ rux − q(x, t)u+ f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T,

(1)

lim
x→0

xmΠ(x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (2)

∂

∂t

l∫

0

xmu(x, t)dx = µ(t), 0 6 t 6 T, (3)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l. (4)
Hg� 5

0 < c0 6 η(x, t), k(x, t) 6 c1, |ηt, r, q| 6 c2 (5)

Π(x, t) = k(x, t)
∂u

∂x
+
∂

∂t

(
η(x, t)

∂u

∂x

)
, m ∈ [0, 2],

µ(t)
T ? 5 g D759D 8��
?	�dR ?	� [0, T ] L c0, c1, c2 > 0

T
const

J
���>f 594 �7fXL7B 4 :��)f 5 6 4 :	A)6#��:)�'��RjF 2 S�f�: ] ?7: D �>6<6<f � 4
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� 4 �@6#� 5 �7A�Q_� 5<5 A)6#��:)�'� 5

−Π(l, t) = − 1

lm

l∫

0

xm(rux − qu)dx+ µ(t), x = l, t ∈ ωτ , (3∗)

Hg� 5

µ =
1

lm

( l∫

0

xmf(x, t)dx− µ(t)

)
.
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6 4 �2J

� 4)59D �dE��7:>?�?�8X=jg D :>E 5 6<6\���7RV�k�k�(�<B�� F � S N F � Sb[>Ak� 5 f 6 4
D :)� 4 � 6#� 5 �7A�Q_�s�7f :
[ D � c
�O:
fXU

∂
s+1
u

∂t
= L

s+1
u +f(x, t), (x, t) ∈ QT , (6)

lim
x→0

xm
s+1
Π (x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (7)

−
s+1
Π (l, t) = − 1

lm

l∫

0

xm
(
r

s
ux−q

s
u
)
dx+ µ(t), x = l, t ∈ ωτ , (8)

s+1
u (x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (9)

Hg� 5

Lu =
1

xm

(
xmk(x, t)ux

)
x
+

1

xm

(
xmη(x, t)ux

)
xt
+ r(x, t)u− q(x, t)u,

s = 0, 1, 2, . . .
T � 4)59D �dE��7:>?�?�8X=���?�� 5 ��6
J�� ���<B 5 6 4 � 5 ?�Ak� 5 �):>HO:bg D �7[p�0� ]�5 ?���R 0

u
f�: ] c

?7:��'�<R 4 �7L�?	�dg D �7f 59D L��<?	�<B 5 ?�� 5&D75 0 5 ?���R �	?	�<B	�k�[�
?�8X=Gf�:
f 5 ? 4 � D75 f 5 ?�� u0(x).
� A)6 4 � s+1

z =
s+1
u −u T g7:>H D75 0�?7:
6 4 � f 594 : �(�`F M S N F q SKL�Hg� 5 u T D75 0 5 ?�� 5 �k�k�(�<B��

F � S N F � SKJ ��:>Hg�(��L2g7: ��6 4 �p�)�7R�R s+1
u =

s+1
z +u

�jF M S N F q SKL�g7:p�7A�B��7f_�k�k�(�<B�AI���7Reg7:>H D75 0&c
?7:
6 4 � s+1

z
U

∂
s+1
z

∂t
= L

s+1
z , (x, t) ∈ QT , (10)

lim
x→0

xm
s+1
Π (x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (11)

−
s+1
Π (l, t) = − 1

lm

l∫

0

xm
(
r

s
zx −q

s
z
)
dx, x = l, t ∈ ωτ , (12)

s+1
z (x, 0) = 0, 0 6 x 6 l. (13)
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W!� a �G� W_� W!; � � ���ea � Y2; a � a�L
����� � � � ��Y�W V � 2 c 
 a!� ;?����� �?� �2�
M co� � � � �
,.&+,.&+f^��+�-������ F ;�:
6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S �
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6<6&��R.L=�$��� 4)59D ��?7[>A D H)]9� �t� � D W ; a 
 S
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� 8 D �>6<6<f � 4
D ���
� 5 f ? 5 : D � 5 ? 4 � D :)�
�d?�?�8 5 H D �>C 8*[ 5 �^g 594)5 �[� �I� D � 4 ?�8 �eD75 [ 59D J

�9�7R � 59D 0s��?�8 a
H D �>C � Γ

B 59D75 � Γi(a)
:
[
:)�<?	�<B��7f

i
co:)� D75 6 4 ?7:
6 4 �D� 59D 0s��?�8 a

L 4 :
5 6 4 �7L�g7: �7H D �>C L���?��7A�E�� D :)�
�d?�?�8X= Γ

?	�@fx?7: ]�5 6 4 � 5 �)6 5 � � 59D 0s��?2L�?	� � : �7R��s� � 6 R`?	�
D �>6<6 4 :OR�?���� i : 4 a J � :p��: ] �7f [a] = Γ1(a)

L
a⊥ = {a} ∪ [a]

J
� A)6 4 � Γ

T H D �>C L a, b ∈ Γ
L7B��76#��:�� 59D 0s��?S� [a] ∩ [b]

:
[
:)�<?	�<B	� 594 6 RGB 59D75 � µ(a, b)FIB 59D75 � λ(a, b)) L 5 6#�0� a, b ?	� � : �7R 4 6 Re?	� D �>6<6 4 :OR�?���� � F 6<f 59] ?�8!S � Γ
J��\�k� 5<5 L(��?��7A�c

E�� D :)�
�d?�?�8X= [a] ∩ [b]
g7: �7H D �>C ?	�p�<8��
� 594 6 R µ c�� i���� e�d�� i�h F

λ
c�� i���� e�d�� i�h SKJ=��6#�0� Γ

T
H D �>C_�0�	�>f 594
D � d L 4 :bB 59D75 � Γi

L>Hg� 5 i 6 d
L
:
[
:)�<?	�<B	� 594 6 R H D �>C 6 4)5 f ]�5 fx?7: ]�5 6 4 �):
f

� 59D 0s��?2L�B 4 : � Γ
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?	� � : �7R 4 6 Rj?	� D �>6<6 4 :OR�?���� i � Γ

L 4 :�B 59D75 � bi(u,w) FIB 59D75 �
ci(u,w)

S�:
[
:)�<?	�<B��7f B��76#��:I� 59D 0s��?D�eg 59D75 6 5 B 5 ?���� Γi+1(u)
F
Γi−1(u)

S&6
[w]

JxY D �>C
Γ
�0�	�>f 594
D � d ?	�p�<8��
� 594 6 R ��b z k*d#c	�,b,i�c,c,i e�m
����
��#efc,gVh z h!d z�z b���i�h � m e�m z m���m�c,b	�

{b0, b1, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}
L 5 6#�0���<?	�<B 5 ?���R bi(u,w) � ci(u,w) ? 5 �k�p�'�76 R 4 : 4 �
8Z[
: D �� 59D 0s��? u,w ?	� D �>6<6 4 :OR�?���� i � Γ ���7R\�7Qb[
:>HO: i = 0, ..., d

J � :p��: ] �7f ai = k− bi− ci
J

���>f 594 �7fXLXB 4 :@���7R7�0�76 4 �d?�E��7:>?�?7: D75 H<Ak�7R D ?7:>HO: H D �>C � b0 T w<4 :#6 4)5 g 5 ?�� H D �>C ��L
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� X �p� 4 :
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B 59D75 � Fix(X)

:
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:)�<?	�<B	� c
594 6 R#fx?7: ]�5 6 4 �):,�)6 5 � � 59D 0s��?#H D �>C � Γ

L�? 5 g7: �0�'� ] ?�8 � : 4 ?7:
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?7:V�7Qb[
:>HO:,�p�>c
4 :
f�: D C ���Of �S��� X J2�\�k� 5<5 L�B 59D75 � plij(x, y) :
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Γi(x) ∩ Γj(y)

���7R � 59D 0s��? x, y L�?	� � : �7R��s� � 6 R ?	� D �>6<6 4 :OR�?���� l �GH D �>C 5 Γ
J!�T�0��c

6 4 �d?�E��7:>?�?7: D75 H<Ak�7R D ?7:
f H D �>C 5 B��76#�(� plij(x, y) ? 5 �k�p�'�76 R 4 : 4 �
8Z[
: D �\� 59D 0s��? x, y L:
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:)�<?	�<B	�dQ 4 6 R plij ��?	�p�<8��
�dQ 4 6 R�B��76#�(�>f ��g 59D75 6 5 B 5 ?���R�H D �>C � Γ JY D �>C ?	�p�<8��
� 594 6 R D75 [ 59D ?7: 6&�7f�f 594
D ��B�?�8ZfXL 5 6#�0� 5 HO:eH D A�g�g	�,�p� 4 :
f�: D C ���Of�:)�
� 5 =76 4 �
A 594 4
D �d?�� � 4 ���
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� D �>[
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H D �>C�:)�7L�� ��: 4 : D 8 � :)� D75 6 4 ?7:
6 4 �A� 59D 0s��?`R��)�7R�Q 4 6 RGg76 5 �)��:>H 5 :
f 594
D ��B 5 6&���7f � H D � c
C �>f ��� ���7R

pGs−3(s, t)
J

uh���>0x��'�"`������� _ &H���,�����
Γ � � � ��������� � ������� ¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£|�T� � �
�
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� � ��� �
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?�8X=��0�76 4 �d?�E��7:>?�?7: D75 H<Ak�7R D ?�8X= H D �>C Γ
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D � 2 �7f 5<594 F 6<fXJ0� �+� S

f �>6<6&��� g 59D75 6 5 B 5 ?���= {k, µ(r − 1), 1; 1, µ, k} L v = r(k + 1)
� 59D 0s��? � 69g 5 � 4
D k1

L
nf
L
(−1)k

L
(−m)g

L2Hg� 5 n L −m TN��: D ?�� A D �p�
? 5 ?���R x2 − (λ − µ)x − k = 0
�
f =

m(r− 1)(k+1)/(n+m)
L
g = n(r− 1)(k+1)/(n+m)

J@��6#�0�
µ 6= λ

L 4 :�6<:
[
6 4 � 5 ?�?�8 5
�<?	�<B 5 ?���ReH D �>C �^E 5 �78 5 � g	� D �>f 594
D 8*H D �>C ���
8 D � ] �dQ 4 6 ReB 59D75 � r L n L m U k = nm

L
µ = (m− 1)(n+ 1)/r

L
λ = µ+ n−m

J
� A)6 4 � Γ R��)�7R 594 6 Rs�0�76 4 �d?�E��7:>?�?7: D75 H<Ak�7R D ?�8ZfGH D �>C�:
fG6�f �>6<6&���):
fGg 59D75 6 5 B 5 ?���=

{125, 96, 1; 1, 48, 125} J���:>Hg�(� Γ �7f 5<594 v = 1+125+250+2 = 378
� 59D 0s��?-�@69g 5 � 4
D

1251, 5210,−1125,−2542
J � : D R���:)�_���0�����7� Γ

? 5 g D75 �):
6 � : �0� 4 1 − k/θd = 6
J��!�p�

���p�
m = n2

L 4 :`:)� D75 6 4 ?7:
6 4 �7� 59D 0s��? � Γ
T g76 5 �)��:>H 5 :
f 594
D ��B 5 6&��� 5 H D �>C 8 ���7R

GQ(4, 6)
J

� ��'����� !��&T���,�����
Γ � � � ��������� � �������H¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£|� � �T� ���H� � �[�)��� � � ��� �¢V����� � �N� � � {125, 96, 1; 1, 48, 125} � G = Aut(Γ)

�
g ����� �>�T�N���|��¢V�
���
���#�!����¢ � � � � p �,¡

G � Ω = Fix(g) � 	 ���3�^� π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 11} � �
����� � � � ���
� � �L�f��� �,¡ �������<¢�� �V�N� � � �
(1) Ω � ���,���
��� �>¢^�)£ � ��� 

�
( u ) p = 2

�
α3(g) = 0

�
α1(g) = 60t− 6 � α2(g) = 384− 60t �

( u}u ) p = 3
�
α3(g) = 9l

�
α1(g) = 90t+ 36− 3l � α2(g) = 342− 90t− 6l �

( u}u}u ) p = 7
�
α3(g) = 0

�
α1(g) ∈ {126, 336} � α2(g) ∈ {252, 42} �

(2) Ω
���L�V�<¢�� � �*��� s ���<¢f� � � � t ����� � ���L�^� � �
��� � ��� �)����� � � ��� 

�

( u ) p = 11 � Ω � � � ��������� � ������� ¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���[�)��� � ����� ���<¢V����� � �N� � �
{15, 8, 1; 1, 4, 15} � ��� 

�

( u}u ) p = 7 � Ω � � � ��������� � ������� ¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���[�)��� � ����� ���<¢V����� � �N� � �
{13, 12, 1; 1, 6, 13} � ��� 

�

( u}u}u ) p = 5 � Ω � ����� � ���L�^� � �
��� � ��� �)��� ����� Ω � � � ��������� � ��������¢V�N��� ��� ¢f��� ��>¢^�)£ ���[�)��� � ����� ���<¢V����� � �N� � � {25, 12, 1; 1, 6, 13} � ��� 

�
( u�� ) p = 3

�
Ω � ��
�� �<� � ���N� � � ��¢V� � �,¡ � ��� ¢V����������� ��� � ������� ����� Ω � � ��� ���
� ���
�� �<� � ���N� � �>� ��¢V�
� �,¡ � ��� ¢V����������� �
	 � ������� � α1(g) = α3(g) = 0 � α2(g) = 360

� �����
Ω � ¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���
�N���N� ����� � α1(g) = α3(g) = 0 � α2(g) = 270

� ��� 

�
( � ) p = 2

�
s = 1 � Ω � � ��� ���
� �
	 � ������� ��� ����� s = 3

�
t ∈ {4, 14, 24} � α3(g) = 0

�
α1(g) = 20w − 12 + 9t � α2(g) = 390− 20w − 12t �

m ��+�������+@j2���
Y�4�<;: � *7�
���C� � ���  �+ ����*$%N�@� �4� ��K �#6>8�?#1 E�1<I3B>8#W�E�?��^1fILE#A�D�� O�Ms7�6�0�6�E����T6�7�E�13:30�?#6�:30�;TM�13E � ;�?
�#:31<M>5
6>IL136�0,130�E�;�C#13:37�;#1�ILE#A�D�� 5#8#W pGs−3(s, t)

LML �[6�7�8�4�A>7�AL5
110�;�;�?
A3B�7�4 Q�P>X�YI$�4 Q�Mf4 $�Z@$�O
( P�4 Q�/V4�YI$�Z3R#YI$E*�4

P�4�<;: � *7�
��� � � ���  + ����*$%N� � � � � 9�A>:'� ;#E�1<?�;#W �#:31<M>5
6>IL136�0,130�E�;�C#13:37�;�� ILE#A�D�6>M 5#8#W
pGs−4(s, t)

LML@M�136�E�;#W�ILE�B�����;�131��#E�;�8#6
As1<?�;#W)4�M E�4�M�6�: �40,6>= 0,11As5#B�?
A>E�4��s7�4 G 7�6>?
D[4��#6[0�136%G
E�;�;!ILE�B�����O;�#6�:<M�W�Bs1<?�?#6>=*S>X@G 8#130�;#U{:36�5#?#W!E�6
As5
1<?�;#W!KV4�KV4��sA"��AN?#6>M�A�4 Q��sAN8�� C�;#7).��*/ 6 �^O
P>X�YI$GQ�/V4�YLQLR#Y+*�4

&�4�<;: � *7�
����� �����  �+ ����*$%N� � �"� � 5 6�7�AN8���?#6��#:31<M>5
6 GQ(4, t) G ILE#A�D���LML�	^8�IL11��E#A^;��#E�;�8#6
As1<?�;#W)4
M E�4F0,11As5#B�?
A>E�4/7�6>?
D[4 O �#6�:<M�W�Bs1<?�?#6>= YLX�X@G 8#130�;#U :36|5#?#W�E�6
As5
1<?�;#W 5�4 	s4 �sAN8�B�A[?�;�?
A�4 Q
�sAN8�� C�;#7). �*/ 6 �^O#P>X�YI$GQ�/V44&%$NR�&�Z�4

$�4�J $ ��K����6$ � � ���  �2��@?4�6��� � ,.�  ��
�@K1� �@���6$A� �4�#D K 4%CG2�8:7:G ��7:J�>�I C�?�5�?%CG<�5�K34 Q�� 7@?6I D 2�R �37:D ��7:I  �7@?6JNR
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LMLTK/8
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���%����&�������&���'�����()"#��"*��"�+,������	�"# #������-/.
0�132�4�5
6�7�8�4�9�6�:3:<;�=#:37�6>=@?
A3B�C�?#6>=�7�6>?
D�13E�1<?�F�;�;HGJI<4�K/8
AL5#;#7�ANM�7�A>2�O
P>QLR�P�ST;#UV?#W@P>X�YNZ[I<4 \

� W 
 V��X;v� a_�t��;\W 
 a
,.&+,.&+f^��+�-������ F ;�:
6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S �
��&"{$&?�"j2+���'�%�� F ;�:
6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S �

��&���&cp ��h2����% F ;�:
6<6&��R.L9�$��� 4)59D ��?7[>A D H)]9� �t� � D W ; a 
 S

,^%��>0��������
� 8 D �>6<6<f � 4
D ���
� 5 f ? 5 : D � 5 ? 4 � D :)�
�d?�?�8 5 H D �>C 8*[ 5 �^g 594)5 �[� �I� D � 4 ?�8 �eD75 [ 59D J

��6#�0�
a
L
b
T � 59D 0s��?�8*H D �>C � Γ L 4 :/B 59D75 � d(a, b) :
[
:)�<?	�<B	� 594 6 R D �>6<6 4 :OR�?�� 5 f 59] �7A

a
�
b,
�	B 59D75 � Γi(a)

T g7: �7H D �>C H D �>C � Γ L0��?��7A�E�� D :)�
�d?�?�8X= fx?7: ]�5 6 4 �):
f_� 59D 0s��?2L��: 4 : D 8 5 ?	� � : �7R 4 6 RA� Γ
?	� D �>6<6 4 :OR�?���� i : 4 � 59D 0s��?�8 a

J � : �7H D �>C Γ1(a)
?	�p�<8��
� c

594 6 RG:)� D75 6 4 ?7:
6 4 �
QJ� 59D 0s��?�8 a
� :
[
:)�<?	�<B	� 594 6 R B 59D75 � [a] J � 59D75 � a⊥ :
[
:)�<?	�<B	� 594 6 R

g7: �7H D �>C {a} ∪ [a]
L�R��)�7R�Q_�s��=76 R 0�� D :
f D �k�0��A)62� � 6bE 5 ? 4
D :
f a

J
Y D �>C Γ

?	�p�<8��
� 594 6 R 6&���[�
?7: D75 H<Ak�7R D ?�8Zf H D �>C�:
f 6hg	� D �>f 594
D �>f � (v, k, λ, µ)
L

5 6#�0� Γ
6<: � 59D�] � 4 v � 59D 0s��?2L�R��)�7R 594 6 R D75 H<Ak�7R D ?�8Zf#6 4)5 g 5 ?�� k L
��� ] ��: 5!D75 [ D : Γ � 5 c] � 4b4 :>B�?7: � λ 4
D75 A�HO:p�[�
?������ � � ���7R9�7Qb[>8 � �0�
A � ? 5 6<f 59] ?�8 � � 59D 0s��? a, b g7: �7H D �>C

[a] ∩ [b]
6<: � 59D�] � 4/4 :>B�?7: µ � 59D 0s��?2JV��76 4)5 f �A��?�E���� 5 ? 4 ?7:
6 4 � (X,B) 6 fx?7: ]�5 6 4 �):
f 4 :>B 5 � X � fx?7: ]�5 6 4 �):
f [p��:dc

��:)� B ?	�p�<8��
� 594 6 R t c (V,K,Λ) z�� m3h!i�� L 5 6#�0� |X| = V
L���� ] �78X= [p��:)� 6<: � 59D�] � 4 D :)�>c

?7:
K 4 :>B�? 5 �<� �7Qb[>8 5 t 4 :>B 5 � � 59] � 4 D :)�
?7:\� Λ [p��:)��� � J�� Qb[��dR � co6 ��5 f �	R��)�7R 594 6 R

(V,B,R,K,Λ)
6 ��5 f�:>=2L�Hg� 5 B T B��76#��:/[p��:)��:)�7L	��� ] �(�dR 4 :>B�������?�E���� 5 ? 4 ?	� R [p��:dc

���>fXL � �7f 5 Q 4 f 5 6 4 : D �p� 5 ?76 4 �
� V R = BK
L
(V − 1)Λ = R(K − 1)

JxV ��5 f ��?	�p�<8�c
�
� 594 6 R�6&�7f�f 594
D ��B�?7:>=2L 5 6#�0� B = V

J�V ��5 f ��?	�p�<8��
� 594 6 R ���
�p� �76&�7f�f 594
D ��B�?7:>=2L 5 6#�0�
���7R��7Qb[>8 � �0�
A � [p��:)��:)� B,C ∈ B �7f 5<5 f |B ∩C| ∈ {x, y} J ���76#�(� x, y ?	�p�<8��
�dQ 4 6 RB��76#�(�>f � g 59D75 6 5 B 5 ?���=S���
�p� �76&�7f�f 594
D ��B�?7:>= 6 ��5 fx8�L���g D75 �7g7:p�(�dH&� 594 6 R.L B 4 : x < y

J
����:>B�?�8X= H D �>C ���
�p� �76&�7f�f 594
D ��B�?7:>= 6 ��5 fx8 (X,B) �A���<B 5 6 4 � 5 � 59D 0s��? �7f 5<594[p��:)��� 6 ��5 fx8 � �0�
�	[p��:)��� B,C ∈ B 6<f 59] ?�8�L 5 6#�0� |B ∩ C| = y

J

*!�)��j��"!�+)��+�$
uh���>0x��'�"`������� _ &�� � � � ��� �a�>¢^�)£ � ��� ¡�� � � � �T����¢ �^� ����� (V,B,R,K,Λ)

�
�
�>� �

� ��� �
���!¢V�N��� ��� ¢V�N�{�|����

�������N������� �a¡ �f� � �N� ��� � � k = ((R − 1)K − xB + x)/(y − x)
� ¢^�)�����
��� � 1

�
(R−K−Λ+x)/(y−x) � ¢^�)�����
��� � V −1 � −(K−x)/(y−x) � ¢^�)�����
��� �

B − V �
�bD :)��� �): �7?7:>= 6 ��5 f�:>=7���7R t c (V,K,Λ) 6 ��5 fx8 D = (X,B) � 4 :>B�� 5 x ∈ X

?	� c
�<8��
� 594 6 Rv6 ��5 f � Dx

6�fx?7: ]�5 6 4 �):
f 4 :>B 5 � Xx = X − {x} �vfx?7: ]�5 6 4 �):
f [p��:)��:)�
Bx = {B − {x} | x ∈ B ∈ B} J�V ��5 f � E ?	�p�<8��
� 594 6 R D �>6M0s� D75 ?�� 5 f 6 ��5 fx8 D 5 6#�0�
g D :)��� �): �7?	�dRG6 ��5 fx8 E ����� ] ��:>= 4 :>B�� 5 ���O:
f�: D C ?	� D J0�\8XB 594 :
f 6 ��5 fx8 D �/[p��:)� 5

2I�



B
?	�p�<8��
� 594 6 Re6 ��5 f � DB 6�fx?7: ]�5 6 4 �):
f 4 :>B 5 � XB = X − {x} � fx?7: ]�5 6 4 �):
f [p��:dc

��:)� BB = {C ∈ B} | |B ∩ C| = 0} J �b: D :10^:���� � 5 6 4 ?7:�L7B 4 :	g D : 5 � 4 ���
?	�dR g���:
6&��:
6 4 �D �>6M0s� D R 5 f ��L 4 :p�[�'��: 5 6#�0� 5<5 g7: D R���:)� D �p� 5 ? � ���0� � J � J��9�>f 59D :>? � � L 4)5 : D75 f � � J 2'���
:>g��762�k� D �>6M0s� D75 ?���R 6&�7f�f 594
D ��B�?�8 � � co6 ��5 fXJ

uh���>0x��'�"`������� ~ & ���,�����
3
�
(V,K,Λ)

�
�
�>�[� E = (X,B) � � ��� ���
� � ¢^�)�N� � ¢V�N� � �>�� � � �T����¢ �^� ����� 2

� �
�
�>� � � 	 ���3�^�*���<¢f�����L�f��� �,¡ �������<¢�� �V�N� � � �

(1) E � � ��� ���
� � ���^���[��¢V������� 3
�
(4Λ + 4, 2Λ + 2,Λ)

�
�
�>�T��� �

(2) V = (Λ + 1)(Λ2 + 5Λ + 5) � K = (Λ + 1)(Λ + 2) �
(3) V = 496

�
K = 40 � Λ = 3 �

p '����)+���{h�7 !����'�����&�� %�+�'  !'��on����� !$ 

����n��
��(������7 !��+����7 !�

(1197, 156, 15, 21)

� 6#�7A�B	� 5 F 2 S��7f 5<5 f R = V−1 = 495
L
B = V R/K = 496·495/40 = 6138

� ��:>g7:p��c
?�� 4)5 �[�
?�8X=�H D �>C ��[p��:>B�?7:
fxA H D �>C A 6 ��5 fx8@�7f 5<594 g	� D �>f 594
D 8 F M��32�� L �'�3q)P L �2�
M L �'�'� S �
69g 5 � 4
D 11971, 95642,−105495

J7W 4 69Q.�(�^f �p��6&�7f �k�[�
?�8X=�g7: D R���:)� ��:)���0������? 5 [
:p�[��0 5
vm/(k + m) = 6138 · 105/1302 = 495

J � B	�>6 4 ?7:
6 4 �2L�H D �d?���E	� �b:
C�f �d?	�S���7R@��:dc
���0���e6<:)�
g	�k�(� 594 6�H D �d?���E 5 = ��� 594 ��:)�'��B	�GF 6<fXJ�� 5 f�fxA � SKJ���:>g7:p�7?�� 4)5 �[�
?�8X=GH D �>C �
[p��:>B�?7:
fxA/H D �>C A 2 cKF �}q
M L �
� L 2 S�6 ��5 fx8 ?	�p�O:)� 5 f f�:>?76 4
D :
f �9�>f 59D :>?	��J0� � ��� ��:)���p�k�d?7:

uh���>0x��'�"`������� ¤ & � ��� �T��������¢^��� ���T�<¢V���f� Γ �
����� � � ��� �
� � � � �<�,� ���H� � �������<¢��
� �V�N� ��� �

(1)
� � ¢V���������
����� ��� 

��� ���<¢f� � ���%���>¢^�)£|�

Γ � � ��� �
����¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���f� �
¢^���T����¢^��� � (1197, 156, 15, 21) � �N��� � ��¢V��� 1561, 9741,−15455

� ��¢ �^� �>� ����¢ � �V� � � � �
��������� � � �
��� �>¢^�)£|����� 

� � �
��� 105 �

(2)
� ��������������� 
 � � � ��� Cx

� ���L�V�<¢���� �H�
� �
� �#� � x
�
�
�>� � E � � � ��� ���
� � 495

�

� � ������� ��� �>¢^�)£!� Γ
��� ���a� �
�
��¢V���a�V�
��� � ���)���
� � ¢^�����N��������� � �>¢^��� � �f� ��� �
£@�[���f� �� ����� � ��� �^� � �

(3)
���L�f�>¢^�)£

Γ − Cx
� ��� �
���H¢V�N��� ��� ¢V�N� ���f��¢^���T����¢^��� � (5643, 1092, 141, 228) ��N��� � ��¢V��� 10921

�
95148

� −96494 �
(4)

� ��� ¢^� ¡����^� ��� � �
� � � � x, y
�
�
�>� � E � �T���>� |Cx ∩ Cy| = 39

����¢ �^� �>� � ���
� � ��������� Cx − Cy

�>¢^�)£!�
Γ− Cy

�V�
��� � ���)���
� � ¢^�����N���������H���>¢^��� � ��� � �
£@�[���f� ��7�(�d?�?7:>= D �>[
: 4)5 ?	�d=�� 5 ?�8 �p� 4 :
f�: D C ���Ofx8 6&���[�
?7: D75 H<Ak�7R D ?7:>HO:	H D �>C �^6bg	� D � c
f 594
D �>f � (1197, 156, 15, 21)

J
� ��'����� !� _ & ���,�����

Γ � � ��� �
����¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���f��¢^���T����¢^��� � (1197, 156,
15, 21)

�
G = Aut(Γ)

�
g � ��� �>�T�N��� ��¢V�
���
���#� ����¢ � � � � p �,¡ G � Ω = Fix(g) �
	 � ��3�^� |Ω| 6 171

�
π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 19} � �
����� � � � ���
� � �L�f��� �,¡ � � �<�,� ���H�
��������<¢�� �V�N� � � �

(1) Ω � ���,���
�����>¢^�)£|� ��� 

� p = 3 � α1(g) = 72l
� ��� 

� p = 7 � α1(g) = 168l−21

�
��� 

� p = 19 � α1(g) = 456l + 171 �

(2) Ω � � ��� ���
� � n � ������� ����� ��� 

�
( u ) p = 13

�
n = 1 � α1(g) = 312l + 156

� ��� 

�
( u}u ) p = 2

�
n = 9 � α1(g) = 48l + 12 ����� n = 11 � α1(g) = 32l − 12

� ��� 

�
( u}u}u ) p = 5

�
n = 2 � α1(g) = 120l + 45 ����� n = 7 � α1(g) = 120l − 30 �

(3) Ω � � ��� ���
� � 3t+ 1
� � � ������� ����� p = 3 � α1(g) = 72l + 12− 45t �

(4) Ω
���L�V�<¢�� � �*�#���L�V� ¡��^� ��� ��� � 2

� ������� � p 6 13 �
2'�
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W V � ��� �X;?� �x� � � ��;?� 
 � � a^��� 
 � � W � ��; a"� W!;\W �
V 
 �\W!Y2; a 
 ��� � 
 
 ���t� W � ��; a"� W!; 
 ���t� �bW � � � ��� � � 
 ��a_�t�	L

W � ;?���x�"� � �?�t��� 
 a�� a^��� 
 ��� �!V���W �G� �?� � � � W � � ;\W V��X; a 
 V�����a
pD&���&+f^��,���

-kj ��% F ;�:
6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)].VXW!Y.��S

� A)6 4 � X T ��:
fxg�� 5 ��69?7: 5 [��d?	� � :)�):`g D :
6 4
D �d?76 4 �):�JXV��7f �):p��:
f F(R+, X)
:
[
:dc

�<?	�<B��7f : �7?7:D���G[��d?	� � :)�
8 � g D :
6 4
D �d?76 4 �7U Cb = Cb(R+, X)
]
C0 = C0(R+, X)

T
g7: �7g D :
6 4
D �d?76 4 �): ��� Cb(R+, X)

L
limt→∞ ‖x(t)‖ = 0

]
Lp(R+, X)

L
1 6 p 6 ∞,

N g D :dc
6 4
D �d?76 4 �
� � 5 [ 5 H&��J
� A)6 4 � E T �k�>f ��?�A 4 : 5 �0��? 5 =�?7: 5 g7: �7g D :
6 4
D �d?76 4 �):-� X � U : ∆+ → LB(X)

T
g D :)��� �):p�[�
?7: 5 6 5 f 5 =76 4 �): w �):p�7Q!E��7:>?�?�8 � :>g 59D � 4 : D :)�7J�� ��? 5 =�?�8X= :>g 59D � 4 : D LE:>g D75 � 5 �7R 594 6 Rs� g D :
6 4
D �d?76 4 � 5 F(R+, X)

6#� 5 �7A�Q_�s�7fe:
[ D �p�O:
fXU ? 5 g D759D 8��
?	�dR^C A�?���c
E���R

x ∈ F(R+, X)
L0���7RS��: 4 : D :>HO:-� 5 � 4 : D x(0) g D ��?	�k��� 59] � 4 g7: �7g D :
6 4
D �d?76 4 �
A E L: 4 ?7:
6&� 4 6 RI�e:
[p�(�>6 4 �G:>g D75 � 5 � 5 ?���R D(LE)

:>g 59D � 4 : D � LE
L 5 6#�0�G69A@� 5 6 4 �
A 594 C A�?���c

E���R
y ∈ F(R+, X) 4 �p���dR.L7B 4 :�� 59D ?�8 D �p� 5 ?76 4 �
�

x(t) = U(t, 0)x(0) −
t∫

0

U(t, τ)y(τ) dτ, t > 0.

�bD � w<4 :
f g7:p�(�dH&�dQ 4 LEx = y.
� : D�D75 � 4 ?7:
6 4 �@:>g D75 � 5 � 5 ?���R :>g 59D � 4 : D � LE

: 4 f 5 B	� c
��:
6M��� � � L ��� J

�>� 5 � 5 f :>g 59D � 4 : D ?�8 5 C A�?���E���� Wk : R+ → LB(X)
L
k = 1, 2

L
W1(t) = P (t) +

Q̃(t)
L
W2(t) = P̃ (t) + Q(t), t ∈ R+,

� :>g 59D � 4 : D 8 Wk ∈ LB(F(R+, X))
L
k = 1, 2

L
A�fx?7: ]�5 ?���R`?	� w<4 �`C A�?���E����2L 4 J 5 J (Wkx)(t) = Wk(t)x(t)

L
t ∈ R+

L
x ∈ F(R+, X),Hg� 5 P L Q � P̃ L Q̃ T D �>6M� 5 g��7R�Q_�s� 5 g	� D 8 g D : 5 � 4 : D :)� w �):p�7Q!E��7:>?�?7:>HO:�6 5 f 5 =76 4 �
� U L

� �
Q(0) = E,

� �
Q̃(0) = Ẽ�\Ak� 5 f HO:)�): D � 4 �7L7B 4 :��k�>f ��?�A 4 8 5 g7: �7g D :
6 4
D �d?76 4 �
� E �

Ẽ
z b�
��)c,i�b���i�h!iNe � c,g L

5 6#�0�`69A@� 5 6 4 �
A 594 ���O:
f�: D C ���Of F
�0��? 5 =�?�8X=`? 5 g D759D 8��
?7: :
[ D � 4 �7fx8X= :>g 59D � 4 : D S J :
X → X 4 �p��:>=2L�B 4 : J(E) = Ẽ

L
J−1(Ẽ) = E

J
m �� b !� _ &^��� ��� �����<¢^�)�
��¢f� LE � L

Ẽ

���N��¢V�<¢f���
���*��
�¢^�)� � � ���f�
�@���L�f��¢V�
����¢^�����
�������

E � Ẽ � ��� �
��� �,¡ ���T��¢V£������ � ���
�
�������
������� ���H� � �,¡ ���T��¢V£ �,¡ � �
�3� � ������� ��� ��������<¢^�)�
��¢
J =W1(0) = P (0) + Q̃(0) �

� ��'����� !� _ &��[���<¢^�)�
��¢f� LE � LẼ

���L�V��
���� � � �T� � � �T�����
� ¢^�����N���������
LẼ = W−1

1 LEW1 = W2LEW1.
� ��'����� !� ~ &V��� ��� �����<¢^�)�
��¢f� LE � LẼ

���N��¢V�<¢f���
������
�¢^�)� � � ��� �
� �
� �N��� � ��¢f������
�f���^� � � � σ(LE) = σ(LẼ) �
m ��+�������+@j2���

Y�4�
���IJ	��
	��
� � ��<���/ �#137�0�E#AN8���?�� =�AN?
AN8�;#2f5#;
D D�13E�1<?�F�;
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; a � 
 W V�� 
 a � V � �?�ea � W �G� � � 
 
 W!Y�W � W!; �Z��� a a � � ;\W!�bV�� �ea�� � �
�z� �*�b; a � 
 � 
 � �*�x� � � � ��� � V ��;\W!� 
 W�� � ;\W_� ���ZW � 
 W��
� W ��;?�?�t� 
 �D� � ; a_� �G���t� �!V���W �G� � �t� �X;?�?� �G��Y�W ;\W ��a �

��&"pD&?�����)����%�� F ;�:
6<6&��R.L 
 �k�[� B����^]�� ��Y.��S �
��&���&��	���kh ����'�% F ;�:
6<6&��R.L 
 �k�[� B����^] 
 � � � �ea � � 
 � ; a 
 S

; �p�<?7:
6 4 ?	�dRh6 ��5 f �&g7:)�
8�0 5 ?�?7:>HO:�g7: D R��0���\�dg�g D :)��6&�7f �dE���� ���7R g 59D �):>= � D � 5 �):>=
�k�k�(�<B�� A D �p�
? 5 ?���R �0�7C�C A�� ��� � D :
[>?7:>HO:	g7: D R��0��� g7:
6 4
D : 5 ?	��� D �>[
: 4)5 � ��� J7a g D �7: D c
?�8 5 :>E 5 ?���� D75 0 5 ?���=�� D � 5 �
8 � �k�k�(�<B����7R	A D �p�
? 5 ?���R\�0�7C�C A�� ���s� D :
[>?7:>HO:�g7: D R��0���
�\�0�7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�
?7:>=S� D �p�<?7:
6 4 ?7:>= 4
D �p� 4 :)�'��� � g7:p�7A�B 5 ?�8 � D �>[
: 4 � � � �ON�2�� J

� g D R�f�:>A�HO:p�[�
?���� 5 QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} D �>6<6<f�: 4
D �7f 4
D7594 �
Q
� D � 5 �
A�Q �k�k�(�<B�A

∂α0tu =
∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
− q(x, t)u+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

F � S

{
k(0, t)ux(0, t) = β1(t)u(0, t) − µ1(t),

−k(l, t)ux(l, t) = β2(t)u(l, t) − µ2(t), 0 6 t 6 T,

F � S

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l,
F 2 S

Hg� 5 ∂α0tu = 1
Γ(1−α)

∫ t
0

us(x,s)
(t−s)α ds

TT� D :
[>?	�dR/g D :)��� �): �7?	�dR@�9�dg�A 4 :&g7: D R��0��� α L 0 < α <

1
L
k(x, t)

L
q(x, t)

�
f(x, t)

T_�k�k�(�d?�?�8 5 ��:
6 4 � 4 :>B�?7: Hg�(�k�0��� 5 C A�?���E����2L βi(t) > β0 > 0
L

i = 1, 2.� g D R�f�:>A�HO:p�[�
?���� 5 QT

�'� 5 � 5 f*6 594 ��A ωhτ = ωh × ωτ
Hg� 5 ωh = {xi = ih, i =

0, 1, . . . , N, h = l/N}, ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0, τ = T/j0}.� �7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�
?7:>=<�k�k�(�<B 5 F � S N F 2 S\g7:
6 4 �p�'�7f � 6<:
: 4 � 594 6 4 �'� 5 D �p�<?7:
6 4 ?�A�Q 6 ��5 c
fxA

∆α
0tj+σ

y = Λy(σ) +Φj+1
i , i = 0, . . . , N, j = 0, 1, . . . , j0 − 1,

F � S

y0i = u0(xi), i = 0, 1, . . . , N,
F � S

Hg� 5 ∆α
0tj+σ

yi =
τ1−α

Γ(2−α)

∑j
s=0 c

(α,σ)
j−s y

s
t,i

T D �p�<?7:
6 4 ?�8X= �d?	�k��:>H\� D :
[>?7:>=Gg D :)��� �): �7?7:>=
�9�dg�A 4 :	g7:)�
8�0 5 ?�?7:>HO: g7: D R��0�����dg�g D :)��6&�7f �dE���� � ��� L

Λy =





2
h(α1yx,1 − β1(tj+σ)y0), i = 0,

(αyx)x − dy, i = 1, . . . , N − 1,

− 2
h

(
αNyx,N − β2(tj+σ)y

(σ)
N

)
, i = N,

� 9�A"��6�0�A M����#6>8�?#1<?
AC�#6�ILE#AN?#0�B�! E�132<;�5
1<?#0�A�9�6�:3:<;�=#:37�6>= �[1 5
13E#ANF�;�;T5#8#WsIL6�:<BN5)A>E�:30�M�1<?�?#6>=��#635�G
5
13E�AT7�;E0,6>8#635;���@E�6�:3:<;�=#:37�;���B�C#1<?����E? ��G_&1&�Q�X�4 P>X�YNZ�4 Y�4

2��



Φj+1
i =





2
hµ1(tj+σ), i = 0,

ϕj+1
i , i = 1, . . . , N − 1,

2
hµ2(tj+σ), i = N,

αj+1
i = k(xi−1/2, tj+σ), ϕj+1

i = f(xi, tj+σ), dj+1
i = q(xi, tj+σ),

µ1(tj+σ) = µ1(tj+σ) +
h

2
f(0, tj+σ), µ2(tj+σ) = µ2(tj+σ) +

h

2
f(1, tj+σ).

� ��'����� !��&�� � ¡ ���
�����f� � � � �>�[� (4) � (5)


� ¡ �,� � ���
���|�,���
��� �#� ��� � � ��� ���T¢V�N���N� ����N��¢^�����<� ��� ��������¢ � ��¢f�f� � � ���N� � �

|[yj+1]|20 6M

(
|[y0]|20 + max

06j6j0−1
(|[ϕj+1]|20) + µ21(tj+σ) + µ22(tj+σ)

)
,

F M S

�3�V�
M > 0 � �,¡ ���������f� � ���
���
� � ���f� � ��� ¡ ��� � � � � � � �
� h � τ �
��� �dg D �7: D ?7:>=@:>E 5 ?����GF M Sx6#� 5 �7A 594 A)6 4 :>=�B����):
6 4 �s� 6 � : �0�7f�:
6 4 � D �p�<?7:
6 4 ?7:>=@6 ��5 c

fx8 F � S N F � SKJ
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 W V��"���\V\�bW!Y�W
f.&k#�&?���
�"!  !��� F ;�:
6<6&��R.L(��: D :>? 59] ]0��Y.��S

� �3q'�'� HKJ�� D �>[
: 4)5 � J�a�J�� D �>69?7:
6 5 �[�)6&��:>HO: � ��� [>8.�(�s��:)���p�k�d?	� 4)5 : D75 f � :^? 5 g7:dc
�0�'� ] ?7:>= 4 :>B�� 5 : 4 :
[ D � ]�5 ?���R.LdR��)�7R�Q_� 5 HO:
6 R&69A�f�f�:>=^6 ] �7f �dQ_� 5 HO: �9�
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∞∑

m=−∞

x(m)x(m+ k).
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D �>6<6 4 :OR�?���� i : 4 a J � : �7H D �>C Γ(a) = Γ1(a)
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L D75 �7A�E�� D :)�
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6 4 � � 59D 0s��? T g76 5 �)��:>H 5 :
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J�� 6#�7A�c
B	�dR � t = 1

�
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g76 5 �)��:>H 5 :
f 594
D ��B 5 6&����=�H D �>C ���7R GQ(4, t)
R��)�7R 594 6 R H 5 :
f 594
D ��c

B 5 6&���7f �Gg7:h6#� 5 ��6 4 �'��Q ��� � �+� g7:p�7A�B��7f 4 :p�[�'��:hH D �>C � ] :>?76<:>?	� J(10, 5) ���0� 5 HO:6 4 �d?��(� D�4 ?7: 5 B	�>6 4 ?7: 5 J
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Γ � �
��� � ����¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£|�/� � �
�
��¢V��� � � ¢V���������
��� � ���<¢��
� � � � �����N���V���#�����T����¢ �^� ��� ��� ���>¢^�)£�� � ��� GQ(4, t)

�
t ∈ {2, 4, 6, 8, 11, 12} � 	 ���3�^����<¢f�����L�f��� �,¡ �������<¢�� �V�N� � � �

(1) Γ � � ��� �
���!¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ � ��� 

�
( u ) t = 2 � Γ � �T����� �f��¢^���T����¢f� (190, 45, 12, 10) ����� (126, 45, 12, 18)

� ��� 

�
( u}u ) t = 4 � Γ � �T����� �f��¢^���T����¢f� (246, 85, 20, 34)

� ��� 

�
( u}u}u ) t = 6 � Γ � �T����� �f��¢^���T����¢f� (726, 125, 28, 20)

� ��� 

�
( u�� ) t = 8 � Γ � �T����� �f��¢^���T����¢f� (870, 165, 36, 30) ����� (486, 165, 36, 66) �
(2) d(Γ) = 3 � ��� 

�
( u ) t = 2 � µ ∈ {6, 8, 10, 12, 16, 18} ����� t = 4 � µ ∈ {10, 16, 20, 32, 34} � ��� 

�
( u}u ) t = 6 � µ ∈ {20, 24, 30, 32, 40, 48, 50} �����

t = 8 � µ ∈ {30, 32, 40, 44, 48, 60, 64, 66} � ��� 

�
( u}u}u ) t = 11 � µ ∈ {45, 48, 50, 55, 60, 66, 72, 75, 80, 88, 90} ����� t = 12 � µ ∈

{56, 60, 64, 70, 80, 84, 96, 98} �

���



(3) d(Γ) > 3
�
t = 2 � µ ∈ {6, 8} ����� t = 4 � µ = 10 �

� ���>0��)+�%����[&[���,�����
Γ � � � ��������� � �������*¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£|��� � �
�
��¢V��� � � ¢V����� ����
��� � ���<¢f� � � � �����N���V���#�����T����¢ �^� ��� ��� �a�>¢^�)£�� � ��� GQ(4, t) � 	 ���3�^� Γ � ��� 

�� ��� �
���H¢V�N��� ��� ¢f��� �a�>¢^�)£|� ��� 

���>¢^�)£ �������������f�

J(10, 5)
� ��� 

���>¢^�)£ �!�[�)��� � ��������<¢V����� � �N� � � {125, 96, 1; 1, 48, 125} ����� {45, 32, 12, 1; 1, 6, 32, 45} �

m ��+�������+@j2���
Y�4�+ ����*$%N� � ��� �
�{:<;�8���?#6�E�1<I3B>8#W�E�?�����ILE#A�D A
�!:T:36���:30�M�1<?�?��&0�2<?
A3C#1<?�;#110 &�;|;���E#A>:'� ;#E�1:G
?�;#W�� LML �[6�7�8�4�A>7�AL5
110�;�;@?
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∂t
= V[g, Lt]

?	�
Lt,

Hg� 5 G[g, Lt](M) =
∫
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σ
g D :)��� �): �7?	�dRe6 594 � ω = (ωij)

J���:)���p�k�d?7:GFIg D75 ����: ]�5 ?�� 5 SKL B 4 :	g D :)��� �): �7?	�dRe6 594 �
R��)�7R 594 6 RI��:>g7:p�7?�R 5 f�:>= �Gg D ���): �7R 4 6 RV�0�
�@69g7:
6<:
[��-��:>g7:p�7? 5 ?���R g D :)��� �): �7?7:>= w � 5 c
f 5 ? 4 � D ?7:>=`6 594 �S��:eFIg7:p�7?7:>= S 6 594 �2J(� :
69?7:)� 5 ��:)���p�k� 4)5 �[�)6 4 �hA 4 � 59D�] � 5 ?���=2L�g D ��� 5 c
� 5 ?�?�8 � �\�(�d?�?7:>=S�k�>f 594 � 5 L�� 59] � 4 C�: D fxAk�78�L�g7:p�7A�B 5 ?�?�8 5 �\� 5 f�f 5 � J
� A)6 4 � R T g D :)��� �):p�[�
?7: 5 ��:
f�fxA 4 � 4 ���
?7: 5 ��:p�[�
E7:b6 5 �0��?���E 5 =2L n T ?	� 4 A D �k�[�
?7: 5

B��76#��:�J.V��76 4)5 f � σ = (σij)
L
1 6 i, j 6 n,

�k���0� 4 ���
?�8 � g7: �7H D A�g�gV��:p�[�
E	� R ?	�p�<8��
� c
594 6 Re6 594 �
Q F ��:)� D :
f S � � L ��� ?	�k�I��:p�[�
E7:
f R

g7: D R��0��� n L 5 6#�0� σirσrj ⊆ σij
g D �I�)6 5 �

�<?	�<B 5 ?���R � ��?�� 5 ��6<:)� i L r L j. V 594 �7L D �>6<6<f � 4
D ���
� 5 f �dRv[ 5 � �0�	�dHO:>?	�k�0�2L�?	�p�<8��
� 594 6 R
w � 5 f 5 ? 4 � D ?7:>=G6 594 �
Q F w � 5 f 5 ? 4 � D ?�8X=I��:)� 59D S � � L 2 L��):>g D :
6 �2� J ��M�� J

m �� b !� _ &,���,�����
σ = (σij) � ��� �>�T�N������¢f�f� � ������� � � ��� ���L�f�>¢,����� ��� �>�T�N������¢f���������� � � �T� � �H�T�����
��� � �<�,� ���H� ���������<¢�� �V�N� ���^�

(1)
���,�����

i 6= j � 	 ���3�^�

(σirσri)(σjrσrj) ⊆ (σirσri) ∩ (σjrσrj) ∩ (σijσji);

(2)
z
)
��� ��� i 6= r

� �
�
σikσkrσrj ⊆ σirσrj;+

)
��� ��� i = r, k 6= j

�^�
�
σikσkrσrj ⊆ σikσkj;

(3)
��� ��� k 6= j

�^�
�
(σikσki)σij ⊆ σikσkj ⊆ σij ;

(4) (
� ����� ) �

�T���>�
σikσkrσri ⊆ (σirσri) ∩ (σkrσrk) ∩ (σikσki);

(5)
���,�����

i 6= j � 	 ���3�^� (m � �f�)����¢^� � �
���
� )
(σikσkj)(σrjσjr)

m ⊆ σikσkj.
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1 6 i 6= j 6 n
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�0�,���7RG? 5 ��: 4 : D 8 � �k���0� 4 ���
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σii =
∑

k 6=i

σkiσik, (2)

Hg� 5 69A�f�f � D :)�
�d?�� 5 [ 59D7594 6 R g7:A�)6 5 f k
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L 6#� 5 ��:)�
� 4)5 �[�
?7:�L2���7R �7Qb[
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γij =

∞∑

m=1

(σjiσij)
m.

��:>Hg�(�\�0�	�dHO:>?	�k�[�
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[ D �p�O:
fXU

ωii =
∑

k 6=s
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��6#�0�2L�?	�dg D �7f 59D L n = 3
L 4 :

ω11 = ω22 = ω33 = γ12 ∩ γ13 ∩ γ23.
�b69?7:�L�B 4 : ωii

6<:
6 4 :)� 4 ���&69A�f�f w � 5 f 5 ? 4 :)���'���(�

t(i, k, s) =

m1∑

m=1

(σikσki)
m ∩

p1∑

p=1

(σisσsi)
p ∩

l1∑

l=1

(σskσks)
l.

m �� b !� ~ &*���,�����
i
�
j
�
k
�
p
�
m � �f�)����¢^� � �
����������¢ �^� �>� i

�
j
�
k � �����f��¢f���

¢^� ¡����^� ��� � 	 ���3�^�

(σijσji)
m(σikσki)

p ⊆ (σijσji)
m ∩ (σikσki)

p ∩ (σkjσjk)
q,

�3�V�
q = min(m, p) ��� � �)�������
��� � �

(σijσji)
m(σikσki)

p ⊆ γij ∩ γik ∩ γkj.
uh���>0x��'�"`������� ~ &|��¢V� �,¡ ���L�f�f� ����� �>�T�N������¢f�f� � �������

σ(1) = ω
���V����� � ���N���f� �� � ���#���f� � � � £|��¢��V� � ��� (3)
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 W!Y�W � W!; �Z��� a
a � � ;\W!�bV�� �ea�� � � �z� �*�b; a � 
 � 
 � � a^� � ��; a

��;\W!� 
 W!Y�W � W!; �Z��� a �

	�&���&?{h����'�%�� F ;�:
6<6&��R.L 
 �k�[� B����^]�� ��Y.��S �
��&���&��	���kh ����'�% F ;�:
6<6&��R.L 
 �k�[� B����^] 
 � � � �ea � � 
 � ; a 
 S

� �'� ]�5 ?�� 5 �)�(�dH �s� ���dg������7R D ?7:!g7: D �76 4 8 � 6 D75 �(� � :>g��7698��
� 594 6 R�A D �p�
? 5 ?�� 5 fea ��c
� 59D � [1]

Jxa g D �7: D ?�8 5 :>E 5 ?����@���7RA�0�7C�C A�� �7:>?�?7:dc �):p�7?7:)�):>HO:eA D �p�
? 5 ?���R �S�0�7C�C 5 c
D75 ?�E��	�k�[�
?7:>=S� D �p�<?7:
6 4 ?7:>= 4
D �p� 4 :)�'��� � g7:p�7A�B 5 ?�8 � D �>[
: 4 � � � �ON}�+� J

� g D R�f�:>A�HO:p�[�
?���� 5 Qτ = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} D �>6<6<f�: 4
D �7f7�k�k�(�<B�A

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ ∂α0t

∂

∂x

(
η(x)

∂u

∂x

)
− q(x, t)u+ f(x, t),

F � S

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T,
F � S

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l,
F 2 S

Hg� 5 ∂α0tu(x, t) = 1
Γ(1−α)

∫ t
0 us(x, s)(t − s)−α ds

T � D :
[>?	�dR g D :)��� �): �7?	�dR �9�dg�A 4 :/g7:dc
D R��0��� α L 0 < α < 1

L
0 < c1 6 k(x, t), η(x) 6 c2

L
q(x, t) > 0

�)69Q.�7A/?	�
Qτ

J
� g D R�f�:>A�HO:p�[�
?���� 5 Qτ

�'� 5 � 5 f 6 594 ��A ωhτ = ωh × ωτ
L�Hg� 5

ωh = {xi = ih, i = 0, 1, . . . , N, hN = l} ,

ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0, τj0 = T} .
���k�(�<B 5 F � S N F 2 S\g7:
6 4 �p�'�7f7� 6<:
: 4 � 594 6 4 �'� 5�D �p�<?7:
6 4 ?�A�Q 6 ��5 fxA�U

∆α
0tj+σ

y = Λ1y
(σ) +∆α

0tj+σ
Λ2y + ϕ, 1 6 i 6 N − 1, 1 6 j 6 j0 − 1,

F � S

y(0, t) = 0, y(l, t) = 0, t ∈ ω̄τ ,
F � S

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ω̄h,
F M S

Hg� 5 σ = 1 − α
2

L
ϕj+1
i = f (xi, tj+σ)

L
∆α

0tj+σ
y = τ1−α

Γ(2−α)

∑j
s=0 c

(α,σ)
j−s y

s
t

T D �p�<?7:
6 4 c
?�8X= �d?	�k��:>H	g7:)�
8�0 5 ?�?7:>HO:hg7: D R��0���<�dg�g D :)��6&�7f �dE����jg D :)��� �): �7?7:>= �9�dg�A 4 : [4]

L�Hg� 5
c
(α,σ)
0 = a

(α,σ)
0

g D � j = 0
]���g D � j > 1

L

c(α,σ)s =





a
(α,σ)
0 + b

(α,σ)
1 , s = 0,

a
(α,σ)
s + b

(α,σ)
s+1 − b

(α,σ)
s , 1 6 s 6 j − 1,

a
(α,σ)
j − b

(α,σ)
j , s = j,

� 9�A"��6�0�A M����#6>8�?#1<?
AC�#6�ILE#AN?#0�B�! E�132<;�5
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5
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a
(α,σ)
0 = σ1−α, a

(α,σ)
l = (l + σ)1−α − (l − 1 + σ)1−α,

b
(α,σ)
l =

1

2− α

[
(l + σ)2−α − (l − 1 + σ)2−α

]
−

−1

2

[
(l + σ)1−α + (l − 1 + σ)1−α

]
, l > 1,

Λ1y = (ayx)x , aj+1
i = k

(
xi−1/2, tj+σ

)
,

Λ2y = (byx)x , bi = η
(
xi−1/2

)
.

� :>H D75 0�?7:
6 4 � �dg�g D :)��6&�7f �dE���� D �p�<?7:
6 4 ?7:>= 6 ��5 fx8 F � S N F M S �7f 5<594 g7: D R���:)�
O
(
τ2 + h2

) F 6<fXJ
[4]
�
[5]
SKJ

� ��'����� !� _ & � � ¡ ���
�����f� � � � �>�[� (4) � (6) ��

��� ��� �����T�,���
��� �#� ��� � � ��� ���^¢V�N���N� ����N��¢^�����<� ��� ��������¢ � ��¢f�f� � � ���N� � �

∥∥yj+1
∥∥2
1
6
∥∥y0
∥∥2
1
+
l2TαΓ(1− α)

4c1
max
06j6j0

∥∥ϕj
∥∥2
0
,

F P S

�3�V� ‖y‖21 = ‖y‖20 +
∥∥√byx

∥∥2
0
�

���A�dg D �7: D ?7:>= :>E 5 ?���� F P S 6#� 5 �7A 594 [ 5 �<A)6#��:)�
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r = Λ · g + LXg,
F � S

Hg� 5 r T 4)5 ?��O: D ;$��B�B��2L Λ ∈ R
T ��:>?76 4 �d? 4 ��L LXg

T g D :)��� �): �7?	�dR.� �@f 594
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8 � f 594
D ����H D A�g�g�� � f �k��:>= D �p�Of 59D ?7:
6 4 �2J

� 9�A"��6�0�A M����#6>8�?#1<?
A �#E�; �#635�5
13E�AT7�1 /f6>M�130�A �#6 ILE#AN?#0�A"0 ! E�132<;�5
1<?#0�A 9H��O�ILE#AN?#0 � � G
P�P>Q1&�4 P>X�YI$�4 Y�O&! E#ANM�;#0�1<8���:30�M�A 9H��O IL6�:37�6>?#0�E#A>7�0Y( YI$�4 K P�Z�4 &�Y�4 X�X�PGR�O ?�;�?�;#:30�13E�:30�M�A|6���E#A>236>M�AN?�;#W�;
?
A3B�7�;�9H� M|E#A"0,7�A
� ��A>236>M�6>=�C
A>:30�;HIL6�:<BN5)A>E�:30�M�1<?�?#6>IL6!2LAL5)AN?�;#W M!:LD�13E�1�?
A3B�C�?#6>= 5
13W�0�1<8���?#6�:30�;
��6�/ � � KH! � � 	^8#0�AN=#:37�;�=�IL6�:<BN5)A>E�:30�M�1<?�?�� =@B�?�;�M�13E�:<;#0�130�#>O�7�635E�#E�6�137�0�A�.)Y�YI$E*�4

M�2



���������
	���
����������������������������! #"#$�	�"
���%����&�������&���'�����()"#��"*��"�+,������	�"# #������-/.
0�132�4�5
6�7�8�4�9�6�:3:<;�=#:37�6>=@?
A3B�C�?#6>=�7�6>?
D�13E�1<?�F�;�;HGJI<4�K/8
AL5#;#7�ANM�7�A>2�O
P>QLR�P�ST;#UV?#W@P>X�YNZ[I<4 \


 ���bW_� W!;?��� �ZW � ;\W V�� � a�� �\V����G� 
 
 W�� ���\W!;?� �
�b; a � 
 � 
 ��� � �?���G��;?� W!Y�W � W!; �Z��� a 
 a Y2; a � �

*T&��$&?{	j�������% F ;�:
6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S

; �>6<6<f � 4
D ���
� 594 6 RS�0�7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�
?7: 5 A D �p�
? 5 ?�� 5

Lu = f(x), x ∈ Γ, (1)

�k�k�(�d?�?7: 5 ?	� H 5 :
f 594
D ��B 5 6&��:
f H D �>C 5 Γ J �bD � w<4 :
f g7: �,�0�7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�
?�8Zf A D �p�>c
? 5 ?�� 5 f F � SZ?	�/H D �>C 5 fx8 g7: � D �p�<A�f 5 �
� 5 fXL�6#� 5 �7A
R � � L�� 2 J ��� L.?	�>[
: D :
[>8���?7:)� 5 ?�?�8 �
�0�7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�
?�8 � A D �p�
? 5 ?���= ?	� D75 [ D � � H D �>C ���G?	�>[
: D A)6#��:)�'��=`6<:>Hg�(�>6<:)�
�d?���R
�):��
?�A 4
D75 ?�?�� � � 59D 0s��?	� � J

� �(�d?�?7:>= D �>[
: 4)5 fx8 D �>6<6<f � 4
D ���
� 5 f A D �p�
? 5 ?�� 5 L�g7: D : ] �(� 5 f�: 5 6&�76 4)5 f�:>= �0�7Cbc
C 59D75 ?�E��	�k�[�
?�8 � A D �p�
? 5 ?���= ?	� D75 [ D � � γi H D �>C �

(pi(x)u
′′
i )

′′ − (qi(x)u
′
i)
′ = fi(x), x ∈ γi ⊂ Γ, (2)

6\��: w C�C ��E�� 5 ? 4 �>f �2L�:>g D75 � 5 �7R 5 fx8Zf � C A�?���E���R�f � p ∈ C2[Γ]
L
infx∈Γ p(x) > 0

L
q ∈

C1[Γ]
L
q(x) > 0

L
f ∈ C[Γ],

����:>g7:p�7?�R 5 f�: 5 �9��� ] ��:>=-�
?�A 4
D75 ?�? 5 =-� 59D 0s��? 5 a ∈ J(Γ)D �p� 5 ?76 4 �
�>f �

ui(a) = uk(a), u′i(a) = αki(a)u
′
k(a) + αji(a)u

′
j(a),∑

i∈I(a)

pi(a)αki(a)u
′′
i (a) = 0,

∑

i∈I(a)

pi(a)αji(a)u
′′
i (a) = 0 (3)

�hA)6#��:)�'��R�f �e6 4
D7594 �'�7f � g D :)��� �): �7?�8Zf �
∑

i∈I(a)

D3ui(a) + δ(a)u(a) = f̃(a), a ∈ J(Γ), D3u = (pu′′)′ − qu′, (4)

Hg� 5 J(Γ) T fx?7: ]�5 6 4 �):-�)6 5 � �
?�A 4
D75 ?�?�� � � 59D 0s��? H D �>C � Γ L I(a) T fx?7: ]�5 6 4 �):-��?�c
� 5 ��6<:)���)6 5 �@D75 [ 59D L�g D �7fx8����dQ_�s� � �<� 59D 0s��? 5 a ∈ J(Γ)

J
� 5 �
�dR`B	�>6 4 � Lu A D �p�
? 5 ?���R F � S!T w<4 : � 5 �
8 5 B	�>6 4 � A D �p�
? 5 ?���= F � Sb?	� D75 [ D � �

�)f 5 6 4)5 6 D �p� 5 ?76 4 �
�>f � F 2 S�� � 5 �
8Zf � B	�>6 4 R�f � A)6#��:)�'��= F � SKJ>� A)6#��:)�'��R � F 2 SKLbF � S
�)6 5 g D :)��� �): �7?�8 5 69B�� 4 �dQ 4 6 R@� ?	�dg D �p�)� 5 ?���� : 4 � 59D 0s��?�8 a ∈ J(Γ)

]
k
L
j
T C ����c

6&� D :)�
�d?�?�8 5 F [��p� �769?�8 5 S9��?�� 5 ��698 ���
I(a)

L
i ∈ I(a)

]
αki(a)

L
αji(a)

�
δ(a)

L
f̃(a)

T
�k�k�(�d?�?�8 5 B��76#�(��L�g D ��B 5 f αkk(a) = αjj(a) = 1

�
αkj(a) = αjk(a) = 0

L
δ(a) > 0

]
���7R
��� ] ��:>= � 59D 0s��?�8 a ∈ J(Γ)

�-��� ] ��:>HO:s��?�� 5 ��62� i ∈ I(a) � : 4 R/[>8 : �7?	� ��� ��:>?76 4 �d? 4
αji(a), αki(a)

: 4 �0��B�?	�&: 4 ?�Ak�7R.L>g D ��B 5 f,���7R���� ] ��:>=�� 59D 0s��?�8 a ∈ J(Γ)
f�: ] ?7: �k� c

�(� 4 �![��p� �769?�8 5 ��?�� 5 ��698 j, k ∈ I(a) 4 �p�2LOB 4 :����7R ? 5 ��: 4 : D :>HO: ��?�� 5 ��62� i ∈ I(a)\{j, k}: �7?7:)� D75 f 5 ?�?7:j[>Ak�7A 4 �
8Xg7:p�7?�R 4 �)6 R ? 59D �p� 5 ?76 4 �
� αji(a) 6 0
L
αki(a) 6 0
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f � � ��� ] ��:>=
�
?�A 4
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�9�7R ��� ] ��:>= H D �d?���B�?7:>=S� 59D 0s��?�8 b ∈ ∂Γ
:>g D75 � 5 �0�7f C A�?���E���Q yb(x)

L���: 4 : D �dR
R��)�7R 594 6 R D75 0 5 ?�� 5 fj: �7?7: D : �7?7:>HO:&A D �p�
? 5 ?���R F � S�?	� Γ � Ak��:)�)� 594 �): D R 594 H D �d?���B�?�8ZfA)6#��:)�'��R�f

yb(b) = 0, ϑ(b)y′b(b)− β(b)y′′b (b) = 1,

yb(a) = 0, ϑ(a)y′b(a)− β(a)y′′b (a) = 0, a ∈ ∂Γ \ b,
(5)

� ��: 4 : D 8 � ϑ, β > 0
L
ϑ + β > 0

J �bD75 �7g7:p��: ]�5 ?���R#: 4 ?7:
6&� 4)5 �[�
?7: 6&�):>=76 4 �<��: w C�C ��c
E�� 5 ? 4 :)� A D �p�
? 5 ?���RjF � S H&� D �d? 4 � D A�Q 4 : �7?7:)�<?	�<B�?�A�Q D �p� D75 0s�7f�:
6 4 ��� D � 5 �
8 � �k�k�(�<B
F � SKL�F � SbF 6<fXJ�� ��� SKJ

n�o�p,q�rsq�tsq,u�v�q w�x � �7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�
?7: 5 A D �p�
? 5 ?�� 5 F � S ?	�p�O:)� 5 f z 
,d#`�i�c/m�i z �,b�
 B

,b#e �����*b�h L 5 6#�0�`g D � β ≡ 0

��� ] �(�dR,��� C A�?���E���= yb(x), b ∈ ∂Γ,
6 4
D :>HO:hg7:p��: ] ��c

4)5 �[�
?	�^?	� Γ J; �>6<6<f�: 4
D �7f ?	�
∂Γ

�0� 5 g	� D 8 ? 5 : 4
D ��E	� 4)5 �[�
?�8 � C A�?���E���= ϑ1, β1 � ϑ2, β2 L Ak��:dc�)� 594 �): D R�Q_�s� � A)6#��:)�'��R�f ϑi + βi > 0
L
i = 1, 2

J
� ��'����� !� _ FIg D ���<?	�p� 6 D �p�
? 5 ?���R�SKJ ���,������� � ��� �V�������<¢f� � ��� b ∈ ∂Γ

�
����� � ���N������<¢^�����N���������

ϑ1(b)

β1(b)
6
ϑ2(b)

β2(b)

( ��� ��� βi(b) = 0,
�
� ϑi(b)

βi(b)
= ∞

)
.

	 ���3�^� ��� � ��� � �
� � �
���
����� £���� � � ��� � ¢ � �f� ¡ ���^� �#� ��� � � � � � � � � � £|£ � � � �N������� �
ϑ ≡ ϑ2, β ≡ β2

� � � � ��� ��� � ��� � �
� � �
���
����� £���� � � ��� � ¢ � �f� ¡ ���^� �#� ��� � � � � � � � � �
� £|£ � � � �N������� � ϑ ≡ ϑ1, β ≡ β1 ��9�7R���� ] ��:>=@H D �d?���B�?7:>= � 59D 0s��?�8 b ∈ ∂Γ :>g D75 � 5 �0�7f#C A�?���E���Q wb(x)

L
��: 4 : D �dR
R��)�7R 594 6 R D75 0 5 ?�� 5 fj: �7?7: D : �7?7:>HO:&A D �p�
? 5 ?���R F � S�?	� Γ � Ak��:)�)� 594 �): D R 594 H D �d?���B�?�8ZfA)6#��:)�'��R�f

wb(b) + α(b)D3wb(b) = 1, ϑ(b)w′
b(b)− β(b)w′′

b (b) = 0,

wb(a) + α(b)D3wb(a) = 0,

ϑ(a)w′
b(a)− β(a)w′′

b (a) = 0, a ∈ ∂Γ \ b,
(5)

����: 4 : D 8 � α > 0
L
ϑ, β > 0

L
ϑ+ β > 0

J
n�o�p,q�rsq�tsq,u�v�q T x � �7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�
?7: 5 A D �p�
? 5 ?�� 5 B 594 � 59D�4 :>HO:^g7: D R��0����F � S�?	� c

�O:)� 5 f z b�
��)c,iHc/m�i z �,b�
 
,b#e �����*b�h L 5 6#�0�hg D � α ≡ 0
L
ϑ(b) = 0

�
β(a) = 0

L
a ∈ ∂Γ \ b L��� ] �(�dR<����C A�?���E���= wb(x), b ∈ ∂Γ,
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� ��'����� !� ~ &�� ¢^���
���N� � � (1) � ��� �
���������
��� ������� ¢,�,���!�f� Γ �
���3�^� � �
� � � � �H�
���3�^�)�

� ���3�^�*£���� � � ��� � ¢ � �f� � ¢^�)�N����� ¡ ���^� �#� (1)
�
(5)

��� � ��� � �
� � �
�f�|�f� Γ×Γ
�/��� ��� �
� � ���

� � £���� � � ��� α ¢^���
�f� ��� ��� ��� � �,� �f�
∂Γ

� � ¢V���T����
������ �T�������>���L�f����� �>¢^��� �^� ��������<¢f� � ��� �
� ��'����� !� ¤ FIg D ��?�E���g f �p��6&�7fxA�f �)SKJ ���,�����@��¢^���
���N� � � (1) � ��� �
���������
��� ������� ¢,���

�����f���>¢^�)£|�
Γ � 	 ���3�^� ��� 

�
�!���N���
���
� � �����
�!¢V�N���N� � ���L�f����¢V�L�f�����#����¢^���
���N� ��� (1)

�
���V��� � ��������¢ ����� ���*�f� ∂Γ � ¢^�)�N�
���%�,� � ��� ��� � u′u′′ > 0

�V�
��� � ���)��� �N��� �
� �f� � 

� � ���
���N�#� � �f� � �T�N���
���N�#� ¡ �f� � �N� � �{�
� � � � �H�f� �>¢^��� � ���@�>¢^�)£!� �; 5 0 5 ?�� 5 f �0�7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�
?7:>HO:#? 59D �p� 5 ?76 4 �
� ?	�jH D �>C 5 Lu > 0

L
x ∈ Γ

L�fx8
?	�p�<8��
� 5 f �)6 R���: 5 D75 0 5 ?�� 5 A D �p�
? 5 ?���R Lu = f(x)

L
x ∈ Γ

L.g D �p�
�dR B	�>6 4 �S��: 4 : D :>HO:
? 5 : 4
D ��E	� 4)5 �[�
?	� ?	�s�)6 5 f H D �>C 5 Γ J
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� ��'����� !� �s&����,����� ��¢^���
���N� � � (1) � ��� �
��� �����
��� ������� ¢,�,�����f� Γ � 	 ���3�^� ��� 

�
�������¢ � � � � � �
���
��¢V�N���N� � � ���<¢^�����N��������� Lu > 0
�
x ∈ Γ

�����V��� � ��������¢ ����� ���s�f���>¢^��� � ����>¢^�)£!�!�,� � ��� ��� � u > 0
�
u′u′′ > 0

����¢V���#�H��� � ��� � �
� � �
���*�f� Γ �
���������	��

��� ���,����� ��¢^���
���N� � � (1) � ��� �
��� �����
��� ������� ¢,�,�����f� Γ � 	 ���3�^� ��� 

�
�������¢ � � � � � �
���
��¢V�N���N� � � ���<¢^�����N��������� Lu > 0

�
x ∈ Γ

�����V��� � ��������¢ ����� ���s�f���>¢^��� � ����>¢^�)£!�!�,� � ��� ��� � u > 0
�
u′ > 0

����¢V���#� ��� � ��� � �
� � �
���*�f� Γ �
m ��+�������+@j2���
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&�O $�O Z 24 : A5P A10
*�O R�O YLX�O YNP�O YNZ�O P�Y (74 × 312) : (2.L2(5).2)

& L3(3)
Q�O *�O Y+& 134 : (2.S4)

$ L4(q) q = 1324 13(q−1), q2−1, 13(q2−1)/4 O 132304 : L4(q)
(q3−1)/4, (q3+q2+q+1)/4Z U3(3)
S�O *�O YNP 26 : U3(3)Q U3(5)
Q�O S�O *�O YLX 29 : L3(4)S U3(7)
$E&�O $E*�O Z>Q 242 : U3(7)

* U4(2)
Z�O R�O YNP 34 : S5R U5(2)
*�O Y�Y�O YNP�O YNZ�O Y+* 35 : M11YLX S4(q) q = 3 Z�O R�O YNP 34 : S5

q = 2m O
m > 1

4, 2(q ± 1), q2 ± 1 28m : L2(q
2)

q = 32m 9, 3(q ± 1), (q2 ± 1)/2 328m : L2(q
2)

q = pm O p >
3 Q �#E�6�:30�6�1

p(q ± 1), (q2 ± 1)/2 p8m : (L2(q
2).2)
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1 M :36�:30�6>;#0T;#2 p8m : O−

8 (q)
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4(q2±1, 8(q±1) O�13:<8�; p = 2 ,
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 �"��W!� a^��� 
 a � � ; a_� ��a � ��aX��a�� a �z� � 
 a!Y2;���� � 
 
 W!Y�W
�b; a � 
 � 
 � � � a!; a!�ZW^� ��� �\V\�bW!Y�WD��� � a�J[�t�?� W � ;\W_���

,.&"%'&+p �7 !��j2��'�%�� F ;�:
6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S

uh'��)+)����'�%�-.� ����0���,��
� :
[p�(�>6 4 � QT = {(x, t) : 0 < x < `, 0 < t < T} D �>6<6<f�: 4
D �7f �k�k�(�<B�A

∂u

∂t
=

∂

∂x

[
k(x, t)

∂u

∂x

]
+

m∑

k=1

αku(ξk, t) + f(x, t), (1)





k(0, t)∂u(0,t)∂x = β1u+
∫̀
0

udx− µ1(t),

−k(`, t)∂u(`,t)∂x = β2u− µ2(t),

(2)

u(x, 0) = u0(x), (3)

αk
T g7:
6 4 :OR�?�?�8 5 B��76#�(��L k(x, t) > c1 > 0

L |αk|, |β1|, |β2| 6 c2
L
0 < ξ1 < ξ2 <

. . . < ξm < `
T C ����6&� D :)�
�d?�?�8 5`4 :>B���� ��? 4)59D �
�k�(� (0, `)

J^���k�(�<B�� 4 ��g	� F � S N F 2 S
�)6 4
D75 B	�dQ 4 6 R�g D �<���<A�B 5 ?�����g 59D75 ?7:
62�	g D �7f 5 6&�<�)��:p�[� D A)6#�(� D75 � � ��� J

p ��+�')0 *!'�+��
���k�(�<B 5 F � S N F 2 S\g7:
6 4 �p�'�7f7� 6<:
: 4 � 594 6 4 �'� 5 6 ��5 fxA�;�: 4�w

yt̄ =
∂

∂x

[
k(x, t)

∂y

∂x

]
+

m∑

k=1

αky(ξk, t) + f(x, t), (4)





k(0, t)∂y(0,t)∂x = β1y +
∫̀
0

ydx− µ1(t),

−k(`, t)∂y(`,t)∂x = β2y − µ2(t),

(5)

y(x, 0) = u0(x), k(x, t) > c1 > 0, (6)
Hg� 5

yt̄ =
y − y̌

τ
, y = yj, y̌ = yj−1,

τ = T/j0
T 0��dH�6 594 ����g7:�� D75 f 5 ?��2J7�bfx?7: ] �7f A D �p�
? 5 ?�� 5 F � S�6&���k�7R D ?7: ?	� 2τy

2τ(yt̄, y) = 2τ ((kyx)x, y) + 2

(
m∑

k=1

αky(ξk, t), y

)
τ + 2τ(f, y). (7)

�bD75 :
[ D �p�<A 5 fv6#�(�dH&� 5 fx8 5 L	� � : �7R��s� 5 � 4 : ] � 5 6 4 �):eF P SKU

2τ(yt̄, y) = ||y||20 − ||y̌||20 + τ ||yt̄||20,

P
P



((kyx)x, y) =

`∫

0

(kyx)xy dx = (kyx)y|20 −
`∫

0

ky2x dx =

= k(`, t)yx(`, t)y(`, t)− k(0, t)yx(0, t)y(0, t) −
`∫

0

ky2x dx =

= −β2y2(`, t) + y(`, t)µ2(t)− β1y
2(0, t) − y(0, t)

`∫

0

y dx+

+ y(0, t)µ1(t)−
`∫

0

ky2x dx,

m∑

k=1

αky(ξk, t)

`∫

0

u(x, t) dx 6

m∑

k=1

|αk|
2

[
ε‖yx‖20 + cε‖y‖20

]
+

1

2

m∑

k=1

|αk|‖y‖20 6

6
ε

2

m∑

k=1

|αk|‖y‖20 +
1

2

m∑

k=1

(`+ cε) ‖y‖20,

(f, y) 6
1

4ε
||f ||20 + ε||y||20.

� : ��6 4 �p�)�7R�R g7:
6#� 5 �7?�� 5 ? 59D �p� 5 ?76 4 �
��� F P SKL�?	� � : �0�7f

‖y‖20 − ‖y̌‖20 + v1‖yx‖20τ 6 v2‖y‖20τ +
τ

4ε
‖f‖20 +

µ21(t)

2
+
µ22(t)

2
, (8)

v1
L
v2
T ? 5 ��: 4 : D 8 5 g7:p��: ] � 4)5 �[�
?�8 5 g7:
6 4 :OR�?�?�8 5 J

V A�f�f � D A
RjF � S\g7: j′ : 4 � ��: j L�g7:p�7A�B	� 5 f

‖yj‖20 + v1

j∑

j′=1

||yj′x ||20τ 6

6 v2

j∑

j′=1

||yj′ ||20τ =
1

4ε

j∑

j′

(
||f j′||20 + µ21(tj′) + µ22(tj′)

)
τ + ||u0(x)||20.

(9)

� f 5<594 f 5 6 4 : 6#� 5 �7A�Q_���dR � ���
m �� b !� _ &����,�����

qj
�
pj � £���� � � ��� � ¡ ���^��������� �f� ω̄τ , j = 1, 2, 3, . . . , pj ������
��¢ � �f�)�
� � �
�f� � ���3�)
������ ��� � � £���� � � ��� (pj+1 > pj)

�^�
���3�^� �,¡ ���<¢^�����N���������

qj+1 6 c0

j∑

j′=1

τqj′ + pj

� � �<�,�,���
qj+1 6 ec0tjpj.
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 �	:
69?7:)�
�d?����<� 5 f�fx8 � ���/F � SKL�g D ��f �k��:
f τ L�?	� � : �0�7f

||y||20 + v1

j∑

j′=1

||yj′x ||20τ 6M




j∑

j′

(
||f j′ ||20 + µ21(tj′) + µ22(tj′)

)
τ + ||u0(x)||20


 , (9)

Hg� 5 M > 0
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6 4 �
Q O(τ)

J
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fXL
� D � 5 �
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?�8 � A D �p�
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p3 = {(X,−X,−X,X) |X ∈ f}.
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1 t0 = V 1
x ,

�)P



y(t0) = C0
2 t

2
0/2 + y0 ≡ y1, ẏ(t0) = (C0
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[>8 ẋ(t2) = 0

L
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a � ;?�&W!; 
 a � W�� � 
 � a*;?� � � 
 � � � ��; �ZW�� � ; a_� �ZW�� ��aX��a�� �
�z� �*�b; a � 
 � 
 � � �x� � � � ��� � V W � ��; a"� W!; a_�t� ��;\W!� 
 W!Y�W

� 
 ����Y2;\WZc �x� � � ��;?� 
 � � ;\W ��a 
 � � �

��&���&"%/��
 ��"`����%�� F ;�:
6<6&��R.L 
 �k�[� B����^]�� ��Y.��S �
��&���&��	���kh ����'�% F ;�:
6<6&��R.L 
 �k�[� B����^] 
 � � � �ea � � 
 � ; a 
 S

a g D �7: D ?�8 5 :>E 5 ?���� D75 0 5 ?���=I� D � 5 �
8 � �k�k�(�<BS���7R A D �p�
? 5 ?���R<�0�7C�C A�� ��� � D :
[dc
?7:>HO:/g7: D R��0���-���0�7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�
?7:>=,� D �p�<?7:
6 4 ?7:>= 4
D �p� 4 :)�'��� � g7:p�7A�B 5 ?�8 � D �>[
:dc
4 � � � � N�2�� J

� g D R�f�:>A�HO:p�[�
?���� 5 Q̄T = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} D �>6<6<f�: 4
D �7f g 59D �
A�Q
� D � 5 �
A�Q �k�k�(�<B�A

∂α0tu+ λDα−1
0t u =

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
− qu+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

F � S

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T,
F � S

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l,
F 2 S

Hg� 5 k(x, t) L q(x, t) L f(x, t) T �k�k�(�d?�?�8 5 ��:
6 4 � 4 :>B�?7: Hg�(�k�0��� 5 C A�?���E����2L
∂α0tu =

1
Γ(1−α)

∫ t
0 uτ (x, τ)(t−τ)−αdτ

T � D :
[>?	�dR	g D :)��� �): �7?	�dR �9�dg�A 4 :bg7: D R��0��� α L Dα−1
0t u =

1
Γ(1−α)

∫ t
0 u(x, τ)(t − τ)−αdτ

T � D :
[>?�8X=@��? 4)5 H D �k� ;$�7f �d?	��T � ��A��'�����7Rjg7: D R��0���
1− α

L
0 < α < 1

J
� ��'����� !��& � ��� ¢V�N���N� ��� u(x, t) ¡ ���^� �#� (1) � (3)

�N��¢^�����<� ��� ��� ����¢ � ��¢f�f� � � ���N� � �

Dα−1
0t ‖u‖20 + λD−α

0t ‖v‖20 +
t∫

0

‖ux‖20 dτ 6
1

2

t∫

0

‖f‖20 dτ +
t1−α

Γ(2− α)
‖u0‖20,

F � S

�3�V�
v(x, t) = Dα−1

0t u(x, t) �
����� ��� ��� q�t	��
���
 � x �bfx?7: ] �7feA D �p�
? 5 ?�� 5 F � S.?	� u(x, t) ��g D :)��? 4)5 H D � D A 5 fGg7: x: 4 0
��:

1
U

1∫

0

u ∂α0t u dx+ λ

1∫

0

uDα−1
0t u dx−

1∫

0

uuxx dx =

1∫

0

uf dx.
F � S

�bD75 :
[ D �p�<A 5 fv6#�(�dH&� 5 fx8 5 L	� � : �7R��s� 5 � 4 : ] � 5 6 4 �):eF � SKU

−
1∫

0

uuxx dx = ‖ux‖20,
∣∣∣∣∣

1∫

0

ufdx

∣∣∣∣∣ 6 ε‖u‖20 +
1

4ε
‖f‖20.

� 9�A"��6�0�A M����#6>8�?#1<?
AC�#6�ILE#AN?#0�B�! E�132<;�5
1<?#0�A�9�6�:3:<;�=#:37�6>= �[1 5
13E#ANF�;�;T5#8#WsIL6�:<BN5)A>E�:30�M�1<?�?#6>=��#635�G
5
13E�AT7�;E0,6>8#635;���@E�6�:3:<;�=#:37�;���B�C#1<?���� P + R�&1&�Q�X�4 P>X�YNZ�4 Y�4
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� 6&���7A	� 5 f�fx8 � ��� � ��� g7:p�7A�B��7f

1∫

0

u ∂α0tu dx >
1

2
∂α0t

1∫

0

u2dx =
1

2
∂α0t‖u‖20,

1∫

0

uDα−1
0t u dx =

1∫

0

v∂1−α
0t v dx >

1

2
∂1−α
0t ‖v‖20.

��� 4 : ] � 5 6 4 �
�jF � Sb6^A�B 594 :
f g D ��� 5 � 5 ?�?�8 � �
8�0 5 g D75 :
[ D �p�O:)�
�d?���= g D � � : �0�7f �
? 59D �p� 5 ?76 4 �
A

1

2
∂α0t‖u‖20 +

λ

2
∂1−α
0t ‖v‖20 + ‖ux‖20 6 ε‖u‖20 +

1

4ε
‖f‖20.

F M S

���/F M S�� 6&���7A/? 59D �p� 5 ?76 4 �
� ‖u‖20 6 (12)‖ux‖20
L�g D � ε = 1,

g7:p�7A�B��7f

∂α0t‖u‖20 + λ∂1−α
0t ‖v‖20 + ‖ux‖20 6

1

2
‖f‖20.

F P S

�bD :)��? 4)5 H D � D :)�
�p�/? 59D �p� 5 ?76 4 �):GF P S g7: τ : 4 � ��: H L�g D � � : �0�7f ��:>E 5 ?�� 5 F � SKJ���.�dg D �7: D ?7:>=	:>E 5 ?����hF � S.6#� 5 �7A 594b5 �0��?76 4 � 5 ?�?7:
6 4 � �&? 5 g D759D 8��
?	�dRs�k�p�'�76&�7f�:
6 4 �
D75 0 5 ?���R �k�k�(�<B��#F � S N F 2 S�: 4 � � : �7?�8 � �(�d?�?�8 � J

m ��+�������+@j2���
Y�4���(�� ��� *7�
� � � � � 	&�#E�;#6�E�?��^1@6>F#1<?#7�;�E�1'�s1<?�;�=�7�E#A>1<M�����2LAL5)A3C�5#8#W�B�E#ANM�?#1<?�;�=�5
E�6��>?#6>IL6
�#6�E�W�5
7�A�LML �s;
D D�13E�1<?�F�4�B�E#ANM�?#1<?�;#W)4 Q�P>X�YLX�4 Q�Mf4�$�Q�O0( Z�4 Q�/V4
Q�Z%*LR�Q�Q%$�4
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 �"��W!� a^��� 
 a �D��aX��a�� a �z� � W!�ZW!��� � 
 
 W!Y�W �b; a � 
 � 
 � �
� ��;?� 
 W V\a V ��;\W!� 
 W�� � W ��;?�?�t� 
 � � ;\W_� ���ZW � 
 W��	J

a � ;?�&W!; 
 a � W�� � 
 � a
pD&�g�&"%ej�0�����'�% F ;�:
6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S

uh'��)+)����'�%�-.� ����0���,��
� :
[p�(�>6 4 � Q = {(x, t) : 0 < x < `, 0 < t < T} L D �>6<6<f�: 4
D �7f7�k�k�(�<B�A

Dα
0tu =

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
− q(x, t)u+ f(x, t), 0 < x < `, 0 < t 6 T, (1)

k
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

=
1

Γ(1− α)

∂

∂t

t∫

0

u(0, τ)dτ

(t− τ)α
, (2)

k
∂u

∂x

∣∣∣
x=`

= 0, (3)

Dα−1
0t u = u0(x), (4)

Hg� 5 Dα
0tu

T � D :
[>?	�dR`g D :)��� �): �7?	�dR#;$�7f �d?	�@T � ��A��'�����7R`g7: D R��0��� α � ��� ]
k(x, t) >

c > 0
L
0 < α < 1.

� (�����'�������1 '=|�����-.�
��:>g�A)6 4 ���h69A@� 5 6 4 �):)�
�d?�� 5�D75 H<Ak�7R D ?7:>HO: D75 0 5 ?���RS�k�k�(�<B�� F � S N F � SKL g7:p�7A�B��7f7���7R

? 5<5 �dg D �7: D ?�A�Q :>E 5 ?���A)J��bfx?7: ] �7f A D �p�
? 5 ?�� 5 F � S\6&���k�7R D ?7: ?	�

U =
1

Γ(1− α)

t∫

0

u(x, τ)dτ

(t− τ)α
.

(Dα
0tu,U)− ((kux)x, U) + (qu, U) = (f, U). (5)

� :
6#� 5 :>E 5 ?����S��? 4)5 H D �k��:)��� � : �7R��s� � � 4 : ] � 5 6 4 �):GF � S g7:p�7A�B��7f

1

2

∂

∂t
‖U‖20 +

1

2

∂

∂t
U2(0, t) +

`∫

0

kux(x, t)Uxdx+

+

`∫

0

q(x, t)uUdx 6
1

2
‖f‖20 +

1

2
‖U‖20.

(6)
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�bD :)��? 4)5 H D � D A 5 f*F M S\g7:
τ
: 4 � ��: H

1

2
‖U‖20 +

1

2
U2(0, t) +

1

Γ(1− α)

t∫

0

dτ

`∫

0

kux(x, τ)

τ∫

0

ux(x, τ1)dτ1
(τ − τ1)α

dx+

+
1

Γ(1− α)

t∫

0

dτ

`∫

0

q(x, τ)u(x, τ)

τ∫

0

u(x, τ1)dτ1
(τ − τ1)α

dx 6

6
1

2

t∫

0

‖f‖20dτ +
1

2

t∫

0

‖U‖20dτ +
1

2
‖U(x, 0)‖20 +

1

2
U2(0, 0).

(7)

E A�B 594 :
f 0 < α < 1
L
k(x, t) > c1

L
kt(x, t) 6 0

�
q(x, t) > 0, qt(x, t) 6 0g7:p�7A�B	� 5 f

‖U‖20 6 ‖f‖22,Qt
+

t∫

0

‖U‖20dτ + ‖u0(x)‖20 + U2(0, 0),

���0� 4 �p�

‖U‖20 6

t∫

0

‖U‖20dτ + F (t),

Hg� 5 ‖v‖22,Qt
=

t∫
0

‖v‖20dτ, F (t) = ‖f‖22,Qt
+ ‖u0(x)‖20 + U2(0, 0).
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69?7:)�
�d?����<� 5 f�fx8 � J � ����� ��� :)��:>?�B	� 4)5 �[�
?7: ?	� � : �0�7f

‖U‖20 6M(t)
(
‖f‖22,Qt

+ ‖u0(x)‖20 + U2(0, 0)
)
. (8)

���s�dg D �7: D ?7:>=e:>E 5 ?���� F � S�6#� 5 �7A 594 5 �0��?76 4 � 5 ?�?7:
6 4 � D75 0 5 ?���R �k�k�(�<B��#F � S N F � SKJ
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GF	�� D)��<��  �C�;(�����I�� ��� �  ;+ �1�;� 8�%N���#��>��4� ?#0�1<ILE#AN8�� ;=�#E�6>;#2<M�635#?��^1^5
E�6��>?#6>IL6@�#6�E�W�5
7�A
;@?#137�6�0�6�E��^1 ;��=�#E�;�8#6
As1<?�;#W)4 Q�?�;�?#:37).��sA3B�7�As;�0�1 ��?�;#7�A�O
Y�R1*�S�4 Q�Q1*1*�:�4

P�4 �@�J� � ��% *7IJ	��
) �#��� � � E#A>1<M��^1 2LAL5)A3C�; 0/A>0�110/A>0�;�C#13:37�6>=�DV;#2<;#7�;�4 Q�? 4 .��sA3B�7�A�O
Y�R�S%&�4 Q $�X�S�:�4

�2��q





�xu�/t� ��{ � ��{ *\��� y ��/��

�	��+���� T a � 4 �d=76&����= HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X=eA�?���� 59D 6&� 4)594
f^��d-��� T ���I0s��� D 6&����= HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X= A�?���� 59D 6&� 4)594
f^�
�?��� T � 5 ��: D A)6<6&����= HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X=eA�?���� 59D 6&� 4)594
f ��� T � D R�?76&����= HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X= A�?���� 59D 6&� 4)594 �7f 5 ?��

�p���k� 5 f �����e�	J�Y J � 594
D :)�)6&��:>HO:
, ��/ T �\8Z6<:)��:>HO: D ?�8X=eH 5 :
C ��� ��B 5 6&����=<��?76 4 � 4 A 4
, ��� T ��: D :>? 59] 6&����= HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X=eA�?���� 59D 6&� 4)594
, � � T ���(�k�0�����p�'���p�O6&����=G?	�<A�B�?�8X= E 5 ? 4
D ; a 

, / p , # T ��: D :>? 59] 6&����=I��?76 4 � 4 A 4 �I��� ;�:
6<6&���
/ p p��/��� *\� � T �b?76 4 � 4 A 4 f � 4)5 f � 4 �����S� f 5 � �d?�������� D W*; a 

/ p � � *\� � T �b?76 4 � 4 A 4 f � 4)5 f � 4 �����I�7f 5 ?��GV!J�� J V\:
[
:p� 5 �
�/V��7[)� D 6&��:>HO:

: 4 � 5 � 5 ?���R ; a 

{ f ��� T �9�>[�� D �0��?7:dco���k�0��� D 6&����= HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X=eA�?���� 59D 6&� 4)594
��/�/ u p*� { f � � *\� � T 
 �<A�B�?7:dc �76<6#� 5 ��:)�
� 4)5 �[�)6&����=I��?76 4 � 4 A 4 g D �����(�k�7?7:>=

f � 4)5 f � 4 �������-�p� 4 :
f � 4 ���k�dE����@�9�>[�� D �0��?7:dco���k�0��� D 6&��:>HO:	?	�<A�B�?7:>HO:�E 5 ? 4
D � ; a 

����� T W D ��:)�)6&����= HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X=eA�?���� 59D 6&� 4)594
�&���9��� � / T V��7[)� D 6&����= HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X=eA�?���� 59D 6&� 4)594 4)5 � 5 ��:
f�fxA�?������dE���=

� ��?7C�: D f � 4 �����
� ����� T V 5 � 59D :dc W!6 594 ��?76&����=eHO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X=eA�?���� 59D 6&� 4)594

�7f 5 ?�� �	J�� J � 594 �dH<A D :)�
�
� ��� T��X[)���0�76<6&����=/HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X= A�?���� 59D 6&� 4)594 �7f 5 ?��.���
�d? w � ] �p�
� � ��0s�'���0�
�Z0���� T � ��fxA D�4 6&����= HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?�8X=eA�?���� 59D 6&� 4)594
� p / T � 5 � 59D �k�[�
?7: 5 HO:
69Ak�(� D 6 4 � 5 ?�?7: 5 [>Q.� ]�594 ?7: 5 A�B D759] � 5 ?�� 5 ?	�<A����
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