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�(�k��:)�8Zf 6 5 f ��?	� D _da �7H 5 [ D �A�_�d?	�k�0���idL>��: 4 : D :fxA7� w<4 :f HO: �7A �769g7:p�7?�R 594 6 R �'�
� 594 J
� :f �7f�:��p� 4 ���?7:>=�?	�<A�B�?7:>= D �>[: 4 8�Lp�bJOa�J � :>=7[�� 5 � �k�d?��7f � 594 6 R�g 5 �(�dHO:>H ��B 5 6&��:>=

�Gg D :6&� 594 � 4)5 �[�)6&��:>=A� 5 R 4)5 �[�?7:6 4 �Q^J����(�k�0�7f � D a!fxA D�� �d?7:)�'��B`6 4 � D � 594 6 R g D ���)� 5 c
��� 4 �9���k�d?�R 4 ��R�f ?	�<A���:>=/69g7:6<:[>?�8 � 6 4 Ak� 5 ? 4 :)�7L�: D H&�d?����<A 594 �k�7H 5 [ D �p��B 5 6&��� 5 � D A ] c
���2L�g D :>g	�dH&�d?��0� D A 594 6 D75 �0� f�:p��: � 59] � �k�d?�R 4 ��R ?	�<A���:>=2J �bJXa�J�� :>=7[�� 5 � Ak� 5 �7R 594
[:p�[��0^: 5 �?��7f �d?�� 5 0s��:p�[�?7:>=@f � 4)5 f � 4 ��� 5 J�� ]�5 HO: �7?7:	:>?��):)�<Hg�(�p�)�7R 594�w ��69g 59D�4 ?�A�Q
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D 8 �eH 5 :f 594D ���jVXW!Y.� : 4 � 5 B	� 594 �k�	g D :)� 5 � 5 ?�� 5^D75 69g�A�[p�0�����d?76&��:>=j:p�0�7fxg��	�k�78 g7:
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6<: 4D Ak�7?���B	� 594 6!g D75 ��6 4 �p�'� 4)5 �7R�f �S� D �>69?7:OR D 6&��:>=V�k�7H 5 [ D �p��B 5 6&��:>='0s��:p�78�J��v6 59D ���
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6 4 �7fx8 5 S�6 594 �2Lk�'� 5 � 5 ?7: g7:>?�R 4 � 5 g D :)��� �): �7?7:>= 6 594 �s�!69g 5 E��	�k�[�?7:>=s�0��? 5 =�?7:>=^H D A�g�g 5
FIg7:)� ]�5 �^J  J  A ] ��?�g 59D75 ? 5 6 w<4 :	g7:>?�R 4 � 5 ?	�^g D :)��� �):p�[�?�8 5 H D A�g�g�8�� 5 ��k��� 5 SKJ
�bJa�J>� :>=7[�� 5 �8Zfj:>g�A�[p�0����:)��d?7:&[:p� 5<5 P)� ?	�<A�B�?�8 �	D �>[: 4 ��� 5 �7A@�s� � ���&�(�d?���R � J

W ?@R��)�7R 594 6 R@B�� 5 ?7:f D75 �0��:p��� 5 H ���S���(�k�0�����p�'���p�O6&��:>HO:/f � 4)5 f � 4 ��B 5 6&��:>HO: ] A D ?	�k�(��J
 5 : �7?7:)� D � 4 ?7:eA�B	�>6 4 �):)��k�D� : D H&�d?����k�dE����D�jg D :)� 5 � 5 ?����#f 59] �7A�?	� D : �7?�8 � �k�7H 5 [dc
D �p��B 5 6&��� � ��:>?7C 59D75 ?�E���=2L�� 4 �p� ]�5 [>8.�@g D75 ��6 5 �(� 4)5 � 5 f : D H ��:f � 4)594 ����� � 59] �7A�?	� c
D : �7?7:>= 0s��:p�78�c ��:>?7C 59D75 ?�E���� g7: 4)5 : D ���hH D A�g�g`F ���(�k�0�����p�'���p�)L qON(�2� ��Q �7R �'���2� HKJ SKJ

W 4 �)6 5 =-�7A@0s�@g7:)�&� D �p�)�7R 5 f ���(�k�0�7f � D �^a!fxA D�� �d?7:)�'��B	�^� :>=7[�� 5 ��	6<: �<?	�>f 5 ?	� c
4)5 �[�?�8Zf Qb[)��� 5<5 f7� g7: ]�5 �(� 4 � 5 fxA<� 5 HO:/[p�0��� ���7f[� D75 g���:>HO:-�&��: D :)���R.L�69B	�>6 4 �RS�
[p�(�dHO:>g7:p�7A�B���R��

� 8 ]�5 �(� 5 f[���(�k�0�7f � D A�a!fxA D�� �d?7:)�'��B�A ��:p�7H � 5 � ��:p�7H � 5 HO: �78 :6 4 �p�� 4 �)6 R 4 � c
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W � W ��Y2; a � a � Y2; a � a �G�  a!;  � � W_�  W � �  ���
%'&"()&��	�"!t# "`������� F ;�:6<6&��R.L=� ]�5 �)6&�^]7� ��Y.��S �
,.&"/$&"*!')0���'���'�% F ;�:6<6&��R.L=� ]�5 �)6&�^]7� ��Y.��S

_ &��� !�"#��'��)+�!j������������$�h '�+���'=d �����o~
� A)6 4 � B = {0, 1} T [>Ak� 5 �):vfx?7: ]�5 6 4 �):�L X T g D :)��� �):p�[�?7: 5 fx?7: ]�5 6 4 �):�L �

X2 =̇X×X T g D R�f�: 5 g D :)��� � 5 � 5 ?�� 5 J>��6 R���: 5 g7: ��fx?7: ]�5 6 4 �): R ⊆ X2,
?	�p�<8��� 5 c

f�: 5a`�b,c,d>efc,gVhji�k*c,i�l�m�c,b/m3h ?	� fx?7: ]�5 6 4 � 5 X, g7: D : ] �(� 594�� � D �p� 4)59D �76 4 ��B 5 6&��A�QC A�?���E���Q
χ

R
: X2 → B 4 �p��A�Q^LxB 4 : χ

R
(x, y) = 1 4 :>Hg�(�V� 4 :p�[�'��: 4 :>Hg�(��L ��:>Hg�(�

(x, y) ∈ R.
�\�k� 5<5 C A�?���E���Q χ

R
(x, y)

:[:)�<?	�<B	� 5 f R(x, y).n�o�p,q�rsq�tsq,u�v�q%w�x � A)6 4 � X = Y ∪ Z T �0����y.Q!?�� 4 ?7: 5 :[#y 5 �0��? 5 ?�� 5 �0�A � g7: ��c
fx?7: ]�5 6 4 � F
��:>g�A)6&��� 594 6 R.L.B 4 : Y = ∅

���0�
Z = ∅

SKJ �bD75 �7g7:p��: ] �7fXL2B 4 :@: 4 ?7:10 5 ?�� 5
R ⊆ X2 4 �p��:)�):�L�B 4 : R(x, y) = 0

���7R��)6 5 � (x, y) ∈ Y ×Z.
W ?7:�g7: D : ] �(� 594 : 4 ?7:10 5 c

?�� 5 S ⊆ X2 4 �p��: 5 L7B 4 :
S(x, y) = 1−R(y, x)

���7R �)6 5 � (x, y) ∈ Y × Z,

S(x, y) = 0
���7R �)6 5 � (x, y) ∈ Z × Y,

S(x, y) = R(x, y)
���7R �)6 5 � (x, y) ∈ Y 2 ∪ Z2.W 4 ?7:10 5 ?�� 5 S ?	�p�<8��� 594 6 R{z h|m�}%c,gVh 6�: 4 ?7:10 5 ?�� 5 f R.

~ &��� !�"#��'��)+�!j,����)+���,���$�h (�'�� 1�0�-.'�%
� 59D75 � V0(X)

:[:)�<?	�<B��7f 6<:)�):)��A�g�?7:6 4 � �)6 5 � B	�>6 4 ��B�?�8 � g7: D R��0��:)�7L.:>g D75 � 5 � 5 ?�c
?�8 � ?	�	fx?7: ]�5 6 4 � 5 X.

uh���>0x��'�"`������� _ &f���,�����
σ � τ � �>�T�N���������
���������N� ���^�#�T�����*� �N� � � σ ∈ V0(X)

� �T�����H�T�����
���
���3�^� � �
� � � � ���
���3�^�)� � ���3�^� τ ∈ V0(X).
�!�p���7f :[ D �p�O:fXL2fx?7: ]�5 6 4 �): X g7: D : ] �(� 594 g	� D A 〈V0(X), E(X)

〉
,
Hg� 5 V0(X)

T
fx?7: ]�5 6 4 �): � 59D 0s��?2L 6<:6 4 :OR�� 5<5 ���D�)6 5 � B	�>6 4 ��B�?�8 � g7: D R��0��:)� fx?7: ]�5 6 4 �� X,

�
E(X)

T fx?7: ]�5 6 4 �): D75 [ 59D L�6<:6 4 :OR�� 5<5 ��� ? 5 A�g7: D R���:>B 5 ?�?�8 � g	� D D �p�&�0��B�?�8 � 6<f 59] c
?�8 � B	�>6 4 ��B�?�8 � g7: D R��0��:)�/fx?7: ]�5 6 4 �� X.��6#�0�

X = { 1, . . . , n} L 4 : � : D :10^:_��� � 5 6 4 ?7:�L B 4 : card V0(X) = T0(n),
Hg� 5

T0(n)
T w<4 :���:p�0��B 5 6 4 �): g7:f 5 B 5 ?�?�8 � T0 c 4 :>g7:p��:>H ��=#F ���0� g7:f 5 B 5 ?�?�8 ��4D �d?�� � 4 ���>c?�8 � H D �>C�:)��SKL7:>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ?	�	fx?7: ]�5 6 4 � 5 X.

uh���>0x��'�"`������� ~ &f��� ��� X = { 1, . . . , n } �,�
� � � ���^� ��������� � ��� �������N���H�N� ��¡ ���
��� ��>¢^�)£!� 〈
V0(X), E(X)

〉 ¢^���
���
T0(n−1).

¤ &��� !�"#��'��)+�!j���}n@����-.�)��%���'�l +�����������+���%���$�h#'�+���'=d �����o~
� 59D75 � V (X)

:[:)�<?	�<B��7f 6<:)�):)��A�g�?7:6 4 �-�)6 5 �hD75 C�� 5 ��6&���?7:dc 4D �d?�� � 4 ���?�8 � : 4 ?7:dc
0 5 ?���=2L7:>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ?	�	fx?7: ]�5 6 4 � 5 X.

uh���>0x��'�"`������� ¤ &����,�����
σ � τ � �>�T�N���������
���������N� ���^�)�T�����*� �N� � � σ ∈ V (X)

� �T�����H�T�����
���
���3�^� � �
� � � � ���
���3�^�)� � ���3�^� τ ∈ V (X).
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�!�p���7fG:[ D �p�O:fXL>fx?7: ]�5 6 4 �): X g7: D : ] �(� 594 g	� D A 〈V (X), E(X)
〉
,
Hg� 5 V (X)

T w<4 :
fx?7: ]�5 6 4 �): � 59D 0s��?2L�6<:6 4 :OR�� 5<5 ���V�)6 5 �vD75 C�� 5 ��6&���?7:dc 4D �d?�� � 4 ���?�8 � : 4 ?7:10 5 ?���=
fx?7: ]�5 6 4 �� X, � E(X)

T fx?7: ]�5 6 4 �): D75 [ 59D L26<:6 4 :OR�� 5<5 ���	? 5 A�g7: D R���:>B 5 ?�?�8 � g	� D
D �p�&�0��B�?�8 � 6<f 59] ?�8 �hD75 C�� 5 ��6&���?7:dc 4D �d?�� � 4 ���?�8 � : 4 ?7:10 5 ?���= fx?7: ]�5 6 4 �� X.��6#�0�

X = { 1, . . . , n } L 4 : card V (X) =
∑n

m=1 S(n,m)T0(m),
Hg� 5 S(n,m)

T
B��76#�(� V 4 � D �0��?�H&� � c HO: D : �(��F 6<fXJ L�?	�dg D �7f 59D L�� ��� SKJ

uh���>0x��'�"`���������s&^��� ��� X = { 1, . . . , n } �f�
� � � ���^� ��������� � ��� �������N�����N� ��¡ ���
��� ��>¢^�)£!� 〈
V (X), E(X)

〉 ¢^���
��� ∑n
m=1 S(n,m)T0(m−1).

�s&��� !�"#��'��)+�!j��|���-2����,����)-��kh#
����n�'�%
� A)6 4 � X = { 1, . . . , n }, � A(X)

T w<4 :�6<:)�):)��A�g�?7:6 4 ���)6 5 � g7:f 5 B 5 ?�?�8 � �dE������0��c
B 5 6&��� � H D �>C�:)� F �dE������0��B 5 6&��� � : 4 ?7:10 5 ?���= SKL7:>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ?	� X.

uh���>0x��'�"`����������& ���,�����
σ � τ � �>�T�N���������
���������N� ���^���T�����*� �N� � � σ ∈ A(X)

� �T�����H�T�����
���
���3�^� � �
� � � � ���
���3�^�)� � ���3�^� τ ∈ A(X).
�!�p���7f :[ D �p�O:fXL�fx?7: ]�5 6 4 �): X g7: D : ] �(� 594 H D �>C 〈

A(X), E(X)
〉
,
Hg� 5 A(X)

T
w<4 :#fx?7: ]�5 6 4 �): � 59D 0s��?2LX6<:6 4 :OR�� 5<5 ���V�)6 5 � g7:f 5 B 5 ?�?�8 � �dE������0��B 5 6&��� � H D �>C�:)�
F �dE������0��B 5 6&��� � : 4 ?7:10 5 ?���= SKL :>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ?	�Xfx?7: ]�5 6 4 � 5 X, � E(X)

T fx?7: ]�5 6 4 �):
D75 [ 59D L�6<:6 4 :OR�� 5<5 ���@? 5 A�g7: D R���:>B 5 ?�?�8 � g	� D#D �p�&�0��B�?�8 � 6<f 59] ?�8 � �dE������0��B 5 6&��� �
H D �>C�:)�7J

uh���>0x��'�"`�������	� & ��� ��� X = { 1, . . . , n }, �
�

cardA(X) =
∑

p1+...+pk=n

(−1)n−k n!

p1! . . . pk!
2 (n2−p2

1
−...−p2

k
)/ 2,

� � � ���^� ��������� � ��� �������N�����N� ��¡ ���
��� � �>¢^�)£!� 〈A(X), E(X)
〉 ¢^���
���

∑

p1+...+pk=n

(−1)n−k

k

n!

p1! . . . pk!
2 (n2−p21−...−p2

k
)/ 2,

�3�V� �3�,� � � ¢V������� � �{� ��

� �� �3�,� �[�
�
���<�V���
� � ��� �����>� ������¢ � �V� � �N�������j�f��

��¢^���

(p1, . . . , pk)
�f�)����¢^� � �
��� � �#� ��� � ��� ���� � � �
� p1 + . . . + pk = n �

m ��+�������+@j2���
Y�4������������������  "!#��$%��$'&�()�  "*+&+���-,.�0/��132.465�7�8:9�;=<�>�467@?A7:2B>�;=7@?%C�46D 9�2E9GF�H+2�D 467�469�<�9�I 9�J�D 7:K=LML
N 9�;=;�4�O N�P 4 Q�Y�R�Q�S�4 Q�ST9�I 4�YLX�4 Q�U�4)PGR�Z3R�PGR�S�4

�M�
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E������ V \_`�� \	� S.U cWV `T\	
	� � \���?`�� ` ��� V U
CD&?4.5-6�798;:=<?>@8BA F Y D A�� ��R.L[�X[)���0�76&�^]=�XY.��S

_ &���6� A���� >����oA�� A;:��� 6 �������s6[5 �+8;> 
_ & _ &"!sJMHeU$#�JMb[N1HKJeFIb�FIO&%�acHQO�FIOQPF1ZKZKN � a FIHQac]�J�OQacb�L�'�acH � X�b�acH P L FIb(#

G
F.L�OKN1X�Y J !sJMH

X[Z�JMb�OQa �K� H � J_L�OKN1X�Y � FIb�L�X=FIL�J
Lgr = 〈 · ,−1, e〉 F1Z�R N�� � N)'TZ U Lgr ∪ {fα(x)| α ∈ U } ' � JMOKJ

fα(x)
a Z^FxX�b=FIOQP N1Y�JMO�FIHQa N1b*#�JMb[N1HKJ+#,%}P

fα(g) = gα ∀ g ∈ G
J

-/.(021�341�561�783 w�x � � J_ZKJMH
G
'�a � �9%�J � F � � J+# F;:"<>=9?�@>=,A8BDC>E&@>F)G'a RkN1beacH�H � J^N1Y�JMO�FIHQa N1b[Z
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gα+β = gα · gβ , gαβ = (gα)β ,
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FIOKJ
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xα1x
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u
∣∣
Γ
= µ(x, t), t > 0, G = G+ Γ, u(x, 0) = u0(x), x ∈ G,

Lαu =
∂

∂xα
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kα(x, t)

∂u

∂xα

)
+ rα(x, t)

∂u

∂xα
,
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=
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j +

α
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)
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}
,
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ϑ(1) (x, 0) = u0(x), ϑ(1) (x, tj) = ϑ(p) (x, tj) , j = 1, 2, . . . , j0 − 1;

ϑ(α)

(
x, tj+α−1

p

)
= ϑ(α−1)

(
x, tj+α−1

p

)
, ϑ(α) = µ (x, t)

g D � x ∈ Γα, α = 2, 3, . . . , p;

Γα
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y
j+α

p − y
j+α−1

p

τ
= Λαy

j+α
p + ϕ

j+α
p

α ,
F 2 S

yj+
α
p = µj+

α
p

g D � x ∈ γh,α, j = 0, 1, . . . , j0; α = 1, 2, . . . , p,
F � S

y (x, 0) = u0(x),
F � S

Λαy
j+α

p = χα

(
aαy

j+α
p

xα

)
+ b+αa

(+1)
α y

j+α
p

xα + b−αaαy
j+α

p

xα
,

χα = (1 +Rα)
−1, Rα =

0.5hα|rα|
k
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rα = r+α + r−α , a
(+1) = ai+1, ai = ki−1/2 (t̄) , t̄ = tj+1/2,

x ∈ $h =
{
xi = (i1h1, i2h2, . . . , iphp) ∈ Ḡ, iα = 1, 2, . . . , Nα, hα = lα/Nα

}
.

V*g7:f�:1�x�Q g D ��?�E���g	� f �p��6&�7fxA�f � � PB� ���7R D75 0 5 ?���RA�k�k�(�<B�� F 2 S N F � S g7:p�7A�B 5 ?	�
�dg D �7: D ?	�dR :>E 5 ?����

∥∥yj
∥∥
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+
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τ
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∥∥∥∥ϕ
j+α

p
α

∥∥∥∥
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[e2, e4] = [e3, e5] = e1, [e2, e6] = e4, [e3, e6] = e5, [e4, e6] = e2, [e5, e6] = −e3.
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dN1

dt
= −pV N1 − αN1N2 + γN2,

dN2

dt
= pV N1 + αN1N2 − γN2,
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dN2
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2 .

� 4 :/A D �p�? 5 ?�� 5 � 5 H ��:-��? 4)5 H D � D A 594 6 R.J � :6&��:p�[�'��A g D �V�):)�&� 5 =76 4 �'���,�):)�O[>A ] �(� c
Q_� 5 = ��?7C�: D f �dE���� pV > 0
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N2 =
A− α+ pV + γ + (A+ α− pV − γ)eA(t+c)

2α(eA(t+c) − 1)
,
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(α− pV − γ)2 + 4αpV
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N2∞ =
(A+ α− pV − γ)

2α
.
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N20
=

N2 � /N20

1− (1−N2 � /N20) exp{−(α− γ)t} .
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1

xm

(
xmk(x, t)ux

)
x
+

1

xm

(
xmη(x, t)ux

)
xt
+ rux − q(x, t)u+ f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T,

(1)

lim
x→0

xmΠ(x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (2)

∂

∂t

l∫

0

xmu(x, t)dx = µ(t), 0 6 t 6 T, (3)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l. (4)
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0 < c0 6 η(x, t), k(x, t) 6 c1, |ηt, r, q| 6 c2 (5)

Π(x, t) = k(x, t)
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∂x
+
∂

∂t

(
η(x, t)
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)
, m ∈ [0, 2],
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−Π(l, t) = − 1

lm

l∫

0

xm(rux − qu)dx+ µ(t), x = l, t ∈ ωτ , (3∗)
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µ =
1

lm

( l∫

0

xmf(x, t)dx− µ(t)

)
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s+1
u

∂t
= L

s+1
u +f(x, t), (x, t) ∈ QT , (6)

lim
x→0

xm
s+1
Π (x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (7)

−
s+1
Π (l, t) = − 1
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r

s
ux−q

s
u
)
dx+ µ(t), x = l, t ∈ ωτ , (8)

s+1
u (x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (9)
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+
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xmη(x, t)ux

)
xt
+ r(x, t)u− q(x, t)u,

s = 0, 1, 2, . . .
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= L

s+1
z , (x, t) ∈ QT , (10)

lim
x→0

xm
s+1
Π (x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (11)

−
s+1
Π (l, t) = − 1
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l∫

0

xm
(
r

s
zx −q

s
z
)
dx, x = l, t ∈ ωτ , (12)

s+1
z (x, 0) = 0, 0 6 x 6 l. (13)
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?	�@fx?7: ]�5 6 4 � 5 �)6 5 � � 59D 0s��?2L�?	� � : �7R��s� � 6 R`?	�
D �>6<6 4 :OR�?���� i : 4 a J � :p��: ] �7f [a] = Γ1(a)

L
a⊥ = {a} ∪ [a]

J
� A)6 4 � Γ

T H D �>C L a, b ∈ Γ
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pGs−3(s, t)
J

uh���>0x��'�"`������� _ &H���,�����
Γ � � � ��������� � ������� ¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£|�T� � �
�
��¢V���� � ¢V���������
��� � ���<¢f� � � � �����N���V���#�����T����¢ �^� ��� ��� � �>¢^�)£�� � ��� GQ(4, t) � 	 ���3�^� Γ �

��� 

� � ��� �
��� ¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£|� ��� 

�*�>¢^�)£��������������f�
J(10, 5)
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� � ����� ���<¢V����� � �N� � � {125, 96, 1; 1, 48, 125} ����� {45, 32, 12, 1; 1, 6, 32, 45} �
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a ? 4 ��g7: �(�k�[�?�8X=��0�76 4 �d?�E��7:>?�?7: D75 H<Ak�7R D ?�8X= H D �>C Γ
�0�	�>f 594D � 2 �7f 5<594 F 6<fXJ0� �+� S

f �>6<6&��� g 59D75 6 5 B 5 ?���= {k, µ(r − 1), 1; 1, µ, k} L v = r(k + 1)
� 59D 0s��? � 69g 5 � 4D k1

L
nf
L
(−1)k

L
(−m)g

L2Hg� 5 n L −m TN��: D ?�� A D �p�? 5 ?���R x2 − (λ − µ)x − k = 0
�
f =

m(r− 1)(k+1)/(n+m)
L
g = n(r− 1)(k+1)/(n+m)

J@��6#�0�
µ 6= λ

L 4 :�6<:[6 4 � 5 ?�?�8 5
�<?	�<B 5 ?���ReH D �>C �^E 5 �78 5 � g	� D �>f 594D 8*H D �>C ���8 D � ] �dQ 4 6 ReB 59D75 � r L n L m U k = nm

L
µ = (m− 1)(n+ 1)/r

L
λ = µ+ n−m

J
� A)6 4 � Γ R��)�7R 594 6 Rs�0�76 4 �d?�E��7:>?�?7: D75 H<Ak�7R D ?�8ZfGH D �>C�:fG6�f �>6<6&���):fGg 59D75 6 5 B 5 ?���=

{125, 96, 1; 1, 48, 125} J���:>Hg�(� Γ �7f 5<594 v = 1+125+250+2 = 378
� 59D 0s��?-�@69g 5 � 4D

1251, 5210,−1125,−2542
J � : D R���:)�_���0�����7� Γ

? 5 g D75 �):6 � : �0� 4 1 − k/θd = 6
J��!�p�

���p�
m = n2

L 4 :`:)� D75 6 4 ?7:6 4 �7� 59D 0s��? � Γ
T g76 5 �)��:>H 5 :f 594D ��B 5 6&��� 5 H D �>C 8 ���7R

GQ(4, 6)
J
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Γ � � � ��������� � �������H¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£|� � �T� ���H� � �[�)��� � � ��� �¢V����� � �N� � � {125, 96, 1; 1, 48, 125} � G = Aut(Γ)

�
g ����� �>�T�N���|��¢V�
���
���#�!����¢ � � � � p �,¡

G � Ω = Fix(g) � 	 ���3�^� π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 11} � �
����� � � � ���
� � �L�f��� �,¡ �������<¢�� �V�N� � � �
(1) Ω � ���,���
��� �>¢^�)£ � ��� 

�
( u ) p = 2

�
α3(g) = 0

�
α1(g) = 60t− 6 � α2(g) = 384− 60t �

( u}u ) p = 3
�
α3(g) = 9l

�
α1(g) = 90t+ 36− 3l � α2(g) = 342− 90t− 6l �

( u}u}u ) p = 7
�
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�
α1(g) ∈ {126, 336} � α2(g) ∈ {252, 42} �

(2) Ω
���L�V�<¢�� � �*��� s ���<¢f� � � � t ����� � ���L�^� � �
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�

( u ) p = 11 � Ω � � � ��������� � ������� ¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���[�)��� � ����� ���<¢V����� � �N� � �
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�

( u}u ) p = 7 � Ω � � � ��������� � ������� ¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���[�)��� � ����� ���<¢V����� � �N� � �
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( u}u}u ) p = 5 � Ω � ����� � ���L�^� � �
��� � ��� �)��� ����� Ω � � � ��������� � ��������¢V�N��� ��� ¢f��� ��>¢^�)£ ���[�)��� � ����� ���<¢V����� � �N� � � {25, 12, 1; 1, 6, 13} � ��� 

�
( u�� ) p = 3

�
Ω � ��
�� �<� � ���N� � � ��¢V� � �,¡ � ��� ¢V����������� ��� � ������� ����� Ω � � ��� ���
� ���
�� �<� � ���N� � �>� ��¢V�
� �,¡ � ��� ¢V����������� �
	 � ������� � α1(g) = α3(g) = 0 � α2(g) = 360

� �����
Ω � ¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���
�N���N� ����� � α1(g) = α3(g) = 0 � α2(g) = 270

� ��� 

�
( � ) p = 2

�
s = 1 � Ω � � ��� ���
� �	 � ������� ��� ����� s = 3

�
t ∈ {4, 14, 24} � α3(g) = 0

�
α1(g) = 20w − 12 + 9t � α2(g) = 390− 20w − 12t �
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��6#�0�
a
L
b
T � 59D 0s��?�8*H D �>C � Γ L 4 :/B 59D75 � d(a, b) :[:)�<?	�<B	� 594 6 R D �>6<6 4 :OR�?�� 5 f 59] �7A

a
�
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�	B 59D75 � Γi(a)

T g7: �7H D �>C H D �>C � Γ L0��?��7A�E�� D :)��d?�?�8X= fx?7: ]�5 6 4 �):f_� 59D 0s��?2L��: 4 : D 8 5 ?	� � : �7R 4 6 RA� Γ
?	� D �>6<6 4 :OR�?���� i : 4 � 59D 0s��?�8 a

J � : �7H D �>C Γ1(a)
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594 6 RG:)� D75 6 4 ?7:6 4 �QJ� 59D 0s��?�8 a
� :[:)�<?	�<B	� 594 6 R B 59D75 � [a] J � 59D75 � a⊥ :[:)�<?	�<B	� 594 6 R

g7: �7H D �>C {a} ∪ [a]
L�R��)�7R�Q_�s��=76 R 0�� D :f D �k�0��A)62� � 6bE 5 ? 4D :f a

J
Y D �>C Γ

?	�p�<8��� 594 6 R 6&���[�?7: D75 H<Ak�7R D ?�8Zf H D �>C�:f 6hg	� D �>f 594D �>f � (v, k, λ, µ)
L

5 6#�0� Γ
6<: � 59D�] � 4 v � 59D 0s��?2L�R��)�7R 594 6 R D75 H<Ak�7R D ?�8Zf#6 4)5 g 5 ?�� k L��� ] ��: 5!D75 [ D : Γ � 5 c] � 4b4 :>B�?7: � λ 4D75 A�HO:p�[�?������ � � ���7R9�7Qb[>8 � �0�A � ? 5 6<f 59] ?�8 � � 59D 0s��? a, b g7: �7H D �>C

[a] ∩ [b]
6<: � 59D�] � 4/4 :>B�?7: µ � 59D 0s��?2JV��76 4)5 f �A��?�E���� 5 ? 4 ?7:6 4 � (X,B) 6 fx?7: ]�5 6 4 �):f 4 :>B 5 � X � fx?7: ]�5 6 4 �):f [p��:dc

��:)� B ?	�p�<8��� 594 6 R t c (V,K,Λ) z�� m3h!i�� L 5 6#�0� |X| = V
L���� ] �78X= [p��:)� 6<: � 59D�] � 4 D :)�>c

?7:
K 4 :>B�? 5 �<� �7Qb[>8 5 t 4 :>B 5 � � 59] � 4 D :)�?7:\� Λ [p��:)��� � J�� Qb[��dR � co6 ��5 f �	R��)�7R 594 6 R

(V,B,R,K,Λ)
6 ��5 f�:>=2L�Hg� 5 B T B��76#��:/[p��:)��:)�7L	��� ] �(�dR 4 :>B�������?�E���� 5 ? 4 ?	� R [p��:dc

���>fXL � �7f 5 Q 4 f 5 6 4 : D �p� 5 ?76 4 �� V R = BK
L
(V − 1)Λ = R(K − 1)

JxV ��5 f ��?	�p�<8�c
�� 594 6 R�6&�7f�f 594D ��B�?7:>=2L 5 6#�0� B = V

J�V ��5 f ��?	�p�<8��� 594 6 R ����p� �76&�7f�f 594D ��B�?7:>=2L 5 6#�0�
���7R��7Qb[>8 � �0�A � [p��:)��:)� B,C ∈ B �7f 5<5 f |B ∩C| ∈ {x, y} J ���76#�(� x, y ?	�p�<8���dQ 4 6 RB��76#�(�>f � g 59D75 6 5 B 5 ?���=S����p� �76&�7f�f 594D ��B�?7:>= 6 ��5 fx8�L���g D75 �7g7:p�(�dH&� 594 6 R.L B 4 : x < y

J
����:>B�?�8X= H D �>C ����p� �76&�7f�f 594D ��B�?7:>= 6 ��5 fx8 (X,B) �A���<B 5 6 4 � 5 � 59D 0s��? �7f 5<594[p��:)��� 6 ��5 fx8 � �0��	[p��:)��� B,C ∈ B 6<f 59] ?�8�L 5 6#�0� |B ∩ C| = y

J

*!�)��j��"!�+)��+�$
uh���>0x��'�"`������� _ &�� � � � ��� �a�>¢^�)£ � ��� ¡�� � � � �T����¢ �^� ����� (V,B,R,K,Λ)

�
�
�>� �

� ��� �
���!¢V�N��� ��� ¢V�N�{�|����

�������N������� �a¡ �f� � �N� ��� � � k = ((R − 1)K − xB + x)/(y − x)
� ¢^�)�����
��� � 1

�
(R−K−Λ+x)/(y−x) � ¢^�)�����
��� � V −1 � −(K−x)/(y−x) � ¢^�)�����
��� �

B − V �
�bD :)��� �): �7?7:>= 6 ��5 f�:>=7���7R t c (V,K,Λ) 6 ��5 fx8 D = (X,B) � 4 :>B�� 5 x ∈ X

?	� c
�<8��� 594 6 Rv6 ��5 f � Dx

6�fx?7: ]�5 6 4 �):f 4 :>B 5 � Xx = X − {x} �vfx?7: ]�5 6 4 �):f [p��:)��:)�
Bx = {B − {x} | x ∈ B ∈ B} J�V ��5 f � E ?	�p�<8��� 594 6 R D �>6M0s� D75 ?�� 5 f 6 ��5 fx8 D 5 6#�0�
g D :)��� �): �7?	�dRG6 ��5 fx8 E ����� ] ��:>= 4 :>B�� 5 ���O:f�: D C ?	� D J0�\8XB 594 :f 6 ��5 fx8 D �/[p��:)� 5
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B
?	�p�<8��� 594 6 Re6 ��5 f � DB 6�fx?7: ]�5 6 4 �):f 4 :>B 5 � XB = X − {x} � fx?7: ]�5 6 4 �):f [p��:dc

��:)� BB = {C ∈ B} | |B ∩ C| = 0} J �b: D :10^:���� � 5 6 4 ?7:�L7B 4 :	g D : 5 � 4 ���?	�dR g���:6&��:6 4 �D �>6M0s� D R 5 f ��L 4 :p�[�'��: 5 6#�0� 5<5 g7: D R���:)� D �p� 5 ? � ���0� � J � J��9�>f 59D :>? � � L 4)5 : D75 f � � J 2'���
:>g��762�k� D �>6M0s� D75 ?���R 6&�7f�f 594D ��B�?�8 � � co6 ��5 fXJ

uh���>0x��'�"`������� ~ & ���,�����
3
�
(V,K,Λ)

�
�
�>�[� E = (X,B) � � ��� ���
� � ¢^�)�N� � ¢V�N� � �>�� � � �T����¢ �^� ����� 2

� �
�
�>� � � 	 ���3�^�*���<¢f�����L�f��� �,¡ �������<¢�� �V�N� � � �

(1) E � � ��� ���
� � ���^���[��¢V������� 3
�
(4Λ + 4, 2Λ + 2,Λ)

�
�
�>�T��� �

(2) V = (Λ + 1)(Λ2 + 5Λ + 5) � K = (Λ + 1)(Λ + 2) �
(3) V = 496

�
K = 40 � Λ = 3 �

p '����)+���{h�7 !����'�����&�� %�+�'  !'��on����� !$ 
����n��
��(������7 !��+����7 !�

(1197, 156, 15, 21)

� 6#�7A�B	� 5 F 2 S��7f 5<5 f R = V−1 = 495
L
B = V R/K = 496·495/40 = 6138

� ��:>g7:p��c
?�� 4)5 �[�?�8X=�H D �>C ��[p��:>B�?7:fxA H D �>C A 6 ��5 fx8@�7f 5<594 g	� D �>f 594D 8 F M��32�� L �'�3q)P L �2�M L �'�'� S �
69g 5 � 4D 11971, 95642,−105495

J7W 4 69Q.�(�^f �p��6&�7f �k�[�?�8X=�g7: D R���:)� ��:)���0������? 5 [:p�[��0 5
vm/(k + m) = 6138 · 105/1302 = 495

J � B	�>6 4 ?7:6 4 �2L�H D �d?���E	� �b:C�f �d?	�S���7R@��:dc
���0���e6<:)�g	�k�(� 594 6�H D �d?���E 5 = ��� 594 ��:)�'��B	�GF 6<fXJ�� 5 f�fxA � SKJ���:>g7:p�7?�� 4)5 �[�?�8X=GH D �>C �
[p��:>B�?7:fxA/H D �>C A 2 cKF �}qM L �� L 2 S�6 ��5 fx8 ?	�p�O:)� 5 f f�:>?76 4D :f �9�>f 59D :>?	��J0� � ��� ��:)���p�k�d?7:

uh���>0x��'�"`������� ¤ & � ��� �T��������¢^��� ���T�<¢V���f� Γ �
����� � � ��� �
� � � � �<�,� ���H� � �������<¢��
� �V�N� ��� �

(1)
� � ¢V���������
����� ��� 

��� ���<¢f� � ���%���>¢^�)£|�

Γ � � ��� �
����¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���f� �
¢^���T����¢^��� � (1197, 156, 15, 21) � �N��� � ��¢V��� 1561, 9741,−15455

� ��¢ �^� �>� ����¢ � �V� � � � �
��������� � � �
��� �>¢^�)£|����� 

� � �
��� 105 �

(2)
� ��������������� 
 � � � ��� Cx

� ���L�V�<¢���� �H�� �
� �#� � x
�
�
�>� � E � � � ��� ���
� � 495

�

� � ������� ��� �>¢^�)£!� Γ
��� ���a� �
�
��¢V���a�V�
��� � ���)���
� � ¢^�����N��������� � �>¢^��� � �f� ��� �
£@�[���f� �� ����� � ��� �^� � �

(3)
���L�f�>¢^�)£

Γ − Cx
� ��� �
���H¢V�N��� ��� ¢V�N� ���f��¢^���T����¢^��� � (5643, 1092, 141, 228) ��N��� � ��¢V��� 10921

�
95148

� −96494 �
(4)

� ��� ¢^� ¡����^� ��� � �
� � � � x, y
�
�
�>� � E � �T���>� |Cx ∩ Cy| = 39

����¢ �^� �>� � ���
� � ��������� Cx − Cy

�>¢^�)£!�
Γ− Cy

�V�
��� � ���)���
� � ¢^�����N���������H���>¢^��� � ��� � �
£@�[���f� ��7�(�d?�?7:>= D �>[: 4)5 ?	�d=�� 5 ?�8 �p� 4 :f�: D C ���Ofx8 6&���[�?7: D75 H<Ak�7R D ?7:>HO:	H D �>C �^6bg	� D � c
f 594D �>f � (1197, 156, 15, 21)

J
� ��'����� !� _ & ���,�����

Γ � � ��� �
����¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ ���f��¢^���T����¢^��� � (1197, 156,
15, 21)

�
G = Aut(Γ)

�
g � ��� �>�T�N��� ��¢V�
���
���#� ����¢ � � � � p �,¡ G � Ω = Fix(g) �
	 � ��3�^� |Ω| 6 171

�
π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 19} � �
����� � � � ���
� � �L�f��� �,¡ � � �<�,� ���H���������<¢�� �V�N� � � �

(1) Ω � ���,���
�����>¢^�)£|� ��� 

� p = 3 � α1(g) = 72l
� ��� 

� p = 7 � α1(g) = 168l−21

�
��� 

� p = 19 � α1(g) = 456l + 171 �

(2) Ω � � ��� ���
� � n � ������� ����� ��� 

�
( u ) p = 13

�
n = 1 � α1(g) = 312l + 156

� ��� 

�
( u}u ) p = 2

�
n = 9 � α1(g) = 48l + 12 ����� n = 11 � α1(g) = 32l − 12

� ��� 

�
( u}u}u ) p = 5

�
n = 2 � α1(g) = 120l + 45 ����� n = 7 � α1(g) = 120l − 30 �

(3) Ω � � ��� ���
� � 3t+ 1
� � � ������� ����� p = 3 � α1(g) = 72l + 12− 45t �

(4) Ω
���L�V�<¢�� � �*�#���L�V� ¡��^� ��� ��� � 2

� ������� � p 6 13 �
2'�
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���N��¢V�<¢f���
������
�¢^�)� � � ��� �
� �� �N��� � ��¢f������
�f���^� � � � σ(LE) = σ(LẼ) �
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∂α0tu =
∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
− q(x, t)u+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

F � S

{
k(0, t)ux(0, t) = β1(t)u(0, t) − µ1(t),

−k(l, t)ux(l, t) = β2(t)u(l, t) − µ2(t), 0 6 t 6 T,

F � S

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l,
F 2 S

Hg� 5 ∂α0tu = 1
Γ(1−α)

∫ t
0

us(x,s)
(t−s)α ds

TT� D :[>?	�dR/g D :)��� �): �7?	�dR@�9�dg�A 4 :&g7: D R��0��� α L 0 < α <
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L
k(x, t)

L
q(x, t)

�
f(x, t)
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�'� 5 � 5 f*6 594 ��A ωhτ = ωh × ωτ
Hg� 5 ωh = {xi = ih, i =
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fxA
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0tj+σ

y = Λy(σ) +Φj+1
i , i = 0, . . . , N, j = 0, 1, . . . , j0 − 1,

F � S

y0i = u0(xi), i = 0, 1, . . . , N,
F � S

Hg� 5 ∆α
0tj+σ

yi =
τ1−α

Γ(2−α)

∑j
s=0 c

(α,σ)
j−s y

s
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2
h(α1yx,1 − β1(tj+σ)y0), i = 0,

(αyx)x − dy, i = 1, . . . , N − 1,

− 2
h

(
αNyx,N − β2(tj+σ)y

(σ)
N

)
, i = N,
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Φj+1
i =





2
hµ1(tj+σ), i = 0,

ϕj+1
i , i = 1, . . . , N − 1,

2
hµ2(tj+σ), i = N,

αj+1
i = k(xi−1/2, tj+σ), ϕj+1

i = f(xi, tj+σ), dj+1
i = q(xi, tj+σ),

µ1(tj+σ) = µ1(tj+σ) +
h

2
f(0, tj+σ), µ2(tj+σ) = µ2(tj+σ) +

h

2
f(1, tj+σ).
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06j6j0−1
(|[ϕj+1]|20) + µ21(tj+σ) + µ22(tj+σ)
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Γ � �
��� � ����¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£|�/� � �
�
��¢V��� � � ¢V���������
��� � ���<¢��
� � � � �����N���V���#�����T����¢ �^� ��� ��� ���>¢^�)£�� � ��� GQ(4, t)

�
t ∈ {2, 4, 6, 8, 11, 12} � 	 ���3�^����<¢f�����L�f��� �,¡ �������<¢�� �V�N� � � �

(1) Γ � � ��� �
���!¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£ � ��� 

�
( u ) t = 2 � Γ � �T����� �f��¢^���T����¢f� (190, 45, 12, 10) ����� (126, 45, 12, 18)

� ��� 

�
( u}u ) t = 4 � Γ � �T����� �f��¢^���T����¢f� (246, 85, 20, 34)

� ��� 

�
( u}u}u ) t = 6 � Γ � �T����� �f��¢^���T����¢f� (726, 125, 28, 20)

� ��� 

�
( u�� ) t = 8 � Γ � �T����� �f��¢^���T����¢f� (870, 165, 36, 30) ����� (486, 165, 36, 66) �
(2) d(Γ) = 3 � ��� 

�
( u ) t = 2 � µ ∈ {6, 8, 10, 12, 16, 18} ����� t = 4 � µ ∈ {10, 16, 20, 32, 34} � ��� 

�
( u}u ) t = 6 � µ ∈ {20, 24, 30, 32, 40, 48, 50} �����

t = 8 � µ ∈ {30, 32, 40, 44, 48, 60, 64, 66} � ��� 

�
( u}u}u ) t = 11 � µ ∈ {45, 48, 50, 55, 60, 66, 72, 75, 80, 88, 90} ����� t = 12 � µ ∈

{56, 60, 64, 70, 80, 84, 96, 98} �

���



(3) d(Γ) > 3
�
t = 2 � µ ∈ {6, 8} ����� t = 4 � µ = 10 �

� ���>0��)+�%����[&[���,�����
Γ � � � ��������� � �������*¢V�N��� ��� ¢f��� � �>¢^�)£|��� � �
�
��¢V��� � � ¢V����� ����
��� � ���<¢f� � � � �����N���V���#�����T����¢ �^� ��� ��� �a�>¢^�)£�� � ��� GQ(4, t) � 	 ���3�^� Γ � ��� 

�� ��� �
���H¢V�N��� ��� ¢f��� �a�>¢^�)£|� ��� 

���>¢^�)£ �������������f�

J(10, 5)
� ��� 

���>¢^�)£ �!�[�)��� � ��������<¢V����� � �N� � � {125, 96, 1; 1, 48, 125} ����� {45, 32, 12, 1; 1, 6, 32, 45} �
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� W!;?� ��� � �z� � aX� �x� ��� �  � � � W ��Y2;�� � �
� � �?�t�  ��a!;  � � V��?��� � �

*T& �i&k#G� 1���%�� F ;�:6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S �
,.&���&?{h'=~�������% F ;�:6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S

; �>6<6<f � 4D ���� 594 6 R w � 5 f 5 ? 4 � D ?	�dR 6 594 � F ��:)� 59D S	g7: D R��0��� n σ = (σij)
�k���0� 4 ���>c

?�8 � g7: �7H D A�g�g<��:f�fxA 4 � 4 ���?7:>HO:���:p�[�E	��F 4 : 5 6 4 � 6 594 �	[ 5 ���0�	�dHO:>?	�k�0� S>�h6&�R��k�d?�?	�dR
6
σ
g D :)��� �): �7?	�dRe6 594 � ω = (ωij)

J���:)���p�k�d?7:GFIg D75 ����: ]�5 ?�� 5 SKL B 4 :	g D :)��� �): �7?	�dRe6 594 �
R��)�7R 594 6 RI��:>g7:p�7?�R 5 f�:>= �Gg D ���): �7R 4 6 RV�0��@69g7:6<:[��-��:>g7:p�7? 5 ?���R g D :)��� �): �7?7:>= w � 5 c
f 5 ? 4 � D ?7:>=`6 594 �S��:eFIg7:p�7?7:>= S 6 594 �2J(� :69?7:)� 5 ��:)���p�k� 4)5 �[�)6 4 �hA 4 � 59D�] � 5 ?���=2L�g D ��� 5 c
� 5 ?�?�8 � �\�(�d?�?7:>=S�k�>f 594 � 5 L�� 59] � 4 C�: D fxAk�78�L�g7:p�7A�B 5 ?�?�8 5 �\� 5 f�f 5 � J
� A)6 4 � R T g D :)��� �):p�[�?7: 5 ��:f�fxA 4 � 4 ���?7: 5 ��:p�[�E7:b6 5 �0��?���E 5 =2L n T ?	� 4 A D �k�[�?7: 5

B��76#��:�J.V��76 4)5 f � σ = (σij)
L
1 6 i, j 6 n,

�k���0� 4 ���?�8 � g7: �7H D A�g�gV��:p�[�E	� R ?	�p�<8��� c
594 6 Re6 594 �Q F ��:)� D :f S � � L ��� ?	�k�I��:p�[�E7:f R

g7: D R��0��� n L 5 6#�0� σirσrj ⊆ σij
g D �I�)6 5 �

�<?	�<B 5 ?���R � ��?�� 5 ��6<:)� i L r L j. V 594 �7L D �>6<6<f � 4D ���� 5 f �dRv[ 5 � �0�	�dHO:>?	�k�0�2L�?	�p�<8��� 594 6 R
w � 5 f 5 ? 4 � D ?7:>=G6 594 �Q F w � 5 f 5 ? 4 � D ?�8X=I��:)� 59D S � � L 2 L��):>g D :6 �2� J ��M�� J

m �� b !� _ &,���,�����
σ = (σij) � ��� �>�T�N������¢f�f� � ������� � � ��� ���L�f�>¢,����� ��� �>�T�N������¢f���������� � � �T� � �H�T�����
��� � �<�,� ���H� ���������<¢�� �V�N� ���^�

(1)
���,�����

i 6= j � 	 ���3�^�

(σirσri)(σjrσrj) ⊆ (σirσri) ∩ (σjrσrj) ∩ (σijσji);

(2)
z
)
��� ��� i 6= r

� �
�
σikσkrσrj ⊆ σirσrj;+

)
��� ��� i = r, k 6= j

�^�
�
σikσkrσrj ⊆ σikσkj;

(3)
��� ��� k 6= j

�^�
�
(σikσki)σij ⊆ σikσkj ⊆ σij ;

(4) (
� ����� ) �

�T���>�
σikσkrσri ⊆ (σirσri) ∩ (σkrσrk) ∩ (σikσki);

(5)
���,�����

i 6= j � 	 ���3�^� (m � �f�)����¢^� � �
���
� )
(σikσkj)(σrjσjr)

m ⊆ σikσkj.

� � 5 f 5 ? 4 � D ?	�dR 6 594 � σ = (σij)
L
1 6 i 6= j 6 n

L�?	�p�<8��� 594 6 R7��:>g7:p�7?�R 5 f�:>=2L 5 6Kc
�0�,���7RG? 5 ��: 4 : D 8 � �k���0� 4 ���?�8 � g7: �7H D A�g�g σii ��:p�[�E	� R 4 �>[p�0��E	�jF 6s�0�	�dHO:>?	�k�[�Q�S
σ = (σij)

L
1 6 i, j 6 n

R��)�7R 594 6 ReFIg7:p�7?7:>= S�6 594 �Q^Jd� D A�H �7f �/6#��:)��>f �2L w � 5 f 5 ? 4 � D ?	�dR
6 594 � σ R��)�7R 594 6 RS��:>g7:p�7?�R 5 f�:>=2L 5 6#�0� 5<5 f�: ] ?7:���:>g7:p�7?�� 4 �`F
�0�	�dHO:>?	�k�[�Q�S ��:eFIg7:p��c?7:>= S�6 594 �2J �b: D :10^: ��� � 5 6 4 ?7: F 6<fXJ L?	�dg D �7f 59D L"� ��� SKL>B 4 : w � 5 f 5 ? 4 � D ?	�dR 6 594 � σ = (σij)R��)�7R 594 6 R ��:>g7:p�7?�R 5 f�:>= 4 :>Hg�(�\� 4 :p�[�'��: 4 :>Hg�(��L0��:>Hg�(�

σijσjiσij ⊆ σij (1)
� 9�A"��6�0�A�KV4�	s4 � 6>=;��A>1<M�A��#635�5
13E�A[AN?
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���7R �7Qb[>8 � i 6= j
J�� �	�dHO:>?	�k�[�?�8 5 g7: �7H D A�g�g�8 σii

:>g D75 � 5 �7R�Q 4 6 R C�: D fxAk��:>=

σii =
∑

k 6=i

σkiσik, (2)

Hg� 5 69A�f�f � D :)��d?�� 5 [ 59D7594 6 R g7:A�)6 5 f k
: 4 �0��B�?�8Zf : 4 i J �b69?7:�L B 4 : w � 5 f 5 ? 4 � D ?	�dR6 594 �`f�: ]�594 [>8 4 �,��:>g7:p�7? 5 ?	�I��: 6 594 � ? 5 �)6 5 Hg�(� 5 �0��?76 4 � 5 ?�?�8Zf 69g7:6<:[:fXJ\W �7?	� c

��:�L.:>B 5 �'���7?7:�L2C�: D fxAk�(�GF � S�FIg D �,�8Xg7:p�7? 5 ?����`A)6#��:)�'��=vF � S S g7:)� �):p�7R 594 ��:>g7:p�7?�� 4 �
w � 5 f 5 ? 4 � D ?�A�Q 6 594 � σ ?	�p�7f 5 ?���0 5 =<�0�	�dHO:>?	�k�[�Q^J
� A)6 4 � σ = (σij)

T w � 5 f 5 ? 4 � D ?	�dR�6 594 �	?	�k� ��:p�[�E7:f R g7: D R��0��� n J�; �>6<6<f�: 4D �7f?	�>[: D σ(1) = ω = (ωij)
�k���0� 4 ���?�8 � g7: �7H D A�g�g ωij

��:p�[�E	�
R
L2:>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ���7R

�7Qb[>8 � i 6= j
6#� 5 �7A�Q_�s�7f :[ D �p�O:fXU

ωij =
n∑

k=1

σikσkj,

Hg� 5 L:>B 5 �'���7?7: F 4 �p�����p� σ T w � 5 f 5 ? 4 � D ?	�dR 6 594 ��SKL)69A�f�f � D :)��d?�� 5 [ 59D7594 6 R^g7:��)6 5 f k L: 4 �0��B�?�8Zfe: 4 i � j J �b69?7:�LOB 4 : ωij ⊆ σij
L 6#� 5 ��:)�� 4)5 �[�?7:�L2���7R �7Qb[:>= 4D :>=�����g7:>g	� D ?7:

D �p�&�0��B�?�8 � B��76 5 � i L r L j, fx8 �7f 5<5 f ωirωrj ⊆ ωij.
�!�p���7f :[ D �p�O:fXL�?	�>[: D ω = (ωij)�k���0� 4 ���?�8 � g7: �7H D A�g�g ωij

��:p�[�E	�
R
R��)�7R 594 6 R w � 5 f 5 ? 4 � D ?7:>=G6 594 �Q^J

uh���>0x��'�"`������� _ &^��¢V� �,¡ ���L�f�f� � ��� �>�T�N������¢f�f� � ������� σ(1) = ω � � ��� ���
� � �V����� � �
� � �>�T��� �

� � 5 f 5 ? 4 � D ?�A�Q 6 594 � σ(1) = ω
f�: ] ?7: ��:>g7:p�7?�� 4 � ��:�FIg7:p�7?7:>= S26 594 ��6 4 �d?��(� D�4 ?�8Zf

69g7:6<:[:f g7:	C�: D fxAk� 5 F � SKL�g7:p�(�dH&�dR ���7Rhg D :)��� �):p�[�?7:>HO: i L 1 6 i 6 n
L

ωii =
∑

k 6=i

ωki ωik,

Hg� 5 69A�f�f � D :)��d?�� 5 � 5 � 594 6 Rhg7:s�)6 5 f k = 1, 2, . . . , n
L
k 6= i

J7W �7?	�p��:�L�fx8 g D75 ���(�dH&� 5 f
� D A�HO:>=jFI? 5 :[ � : �0�7fx8X=e?	�>f@���7R-�(�k�[�? 5 =�0 5 = D �>[: 4 8 6 w � 5 f 5 ? 4 � D ?�8Zf �eH D A�g�g	�>f � S
69g7:6<:[,��:>g7:p�7? 5 ?���R w � 5 f 5 ? 4 � D ?7:>= 6 594 � σ(1) = ω

��: g7:p�7?7:>=2Jx�9�7RD�7Qb[>8 � i 6= jg7:p��: ] �7f

γij =

∞∑

m=1

(σjiσij)
m.

��:>Hg�(�\�0�	�dHO:>?	�k�[�?�8 5zw � 5 f 5 ? 4 8 ωii
L
1 6 i 6 n

L�:>g D75 � 5 �0�7fv6#� 5 �7A�Q_�s�7f :[ D �p�O:fXU

ωii =
∑

k 6=s

(γik ∩ γis ∩ γks), (3)

Hg� 5 69A�f�f � D :)��d?�� 5 � 5 � 594 6 R�g7:��)6 5 f 1 6 k 6= s 6 n
FIR�69?7:�L�B 4 : k 6= i

L
s 6= i

SKJ
�����@q�����u�v�q^x �e: ] ?7:hg7:)���p�k� 4 �7L2B 4 :@g7:6#� 5 �7?�R�R`69A�f�f �@6<: � 59D�] � 4 H D A�g�g�A#F 6<fXJ

�8�0 5 S
∑

k 6=i

ωkiωik,

� g7: 4 :fxA g D75 ��6 4 �p�)� 5 ?�?	�dR C�: D fxAk��:>= F 2 S��0�	�dHO:>?	�k�[�[�>[ 5 � 5 �8 � H D A�g�g 6<: � 59D�] � 4
�0�	�dHO:>?	�k�[�7L7g7:p�7A�B	� 5 fxA�Q 6 4 �d?��(� D�4 ?�8Zf 69g7:6<:[:f F
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��6#�0�2L�?	�dg D �7f 59D L n = 3
L 4 :

ω11 = ω22 = ω33 = γ12 ∩ γ13 ∩ γ23.
�b69?7:�L�B 4 : ωii

6<:6 4 :)� 4 ���&69A�f�f w � 5 f 5 ? 4 :)���'���(�

t(i, k, s) =

m1∑

m=1

(σikσki)
m ∩

p1∑

p=1

(σisσsi)
p ∩

l1∑

l=1

(σskσks)
l.

m �� b !� ~ &*���,�����
i
�
j
�
k
�
p
�
m � �f�)����¢^� � �
����������¢ �^� �>� i

�
j
�
k � �����f��¢f���

¢^� ¡����^� ��� � 	 ���3�^�

(σijσji)
m(σikσki)

p ⊆ (σijσji)
m ∩ (σikσki)

p ∩ (σkjσjk)
q,

�3�V�
q = min(m, p) ��� � �)�������
��� � �

(σijσji)
m(σikσki)

p ⊆ γij ∩ γik ∩ γkj.
uh���>0x��'�"`������� ~ &|��¢V� �,¡ ���L�f�f� ����� �>�T�N������¢f�f� � �������

σ(1) = ω
���V����� � ���N���f� �� � ���#���f� � � � £|��¢��V� � ��� (3)

� � � ��� ���
� � � ��� � ����� � ������� ���
m ��+�������+@j2���

Y�4���1� %N�"� 8 � �H>�� � �#635#ILE�B����
A
��8�;�?#1<=�?�����ILE�B�����O ��6>I3A>0�����0�E#AN?#:<M�137�F�;#W�0�; LML �)A
��4f?
A3B�C�4
:3110�;�?�4�5 � ? ��4 Q�Y�R�S%*�4 Q�Mf4
S�Z�4 Q N 4�P�P3R�&�Y�4

P�4 � %N��8
:;	��� �+.� �)A"0,1<C
AN?�;#1�7T0�136�E�110,1 5�4 �s;#7�:36>?
A3LML�	^8�IL11��E#A^;T8#6>I3;#7�A�4 Q�Y�R1*1&�4 Q�Mf4�P�P�O%( Z�4 Q
/V4)Z>X%$NR�Z�YNS�4

&�4�� 13E�1'�s1<?�?��^1sM�6"�#E�6�: � 0�136�E�;�;�ILE�B�����4 � 6>B�E�6>M�:37�A>W�0�130�E#AL5;��4;� 2 5)AN?�;#1�YNS+G 1�4 Q�� 6>M�6�:<;;�>;#E�:37�O
P>X�YLX�4

��q



���������
	�������������������������������! #"#$�	�"
���%����&�������&���'�����()"#��"*��"�+,������	�"# #������-/.
0�132�4�5
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; a �  W V��  ��� V � �?�t� � W �G� � �   W!Y�W � W!; �Z��� a
a � � ;\W!�bV�� �ea�� � � �z� �*�b; a �  �  � � a^� � ��; a

��;\W!�  W!Y�W � W!; �Z��� a �

	�&���&?{h����'�%�� F ;�:6<6&��R.L  �k�[� B����^]�� ��Y.��S �
��&���&��	���kh ����'�% F ;�:6<6&��R.L  �k�[� B����^]  � � � �ea � �  � ; a  S

� �'� ]�5 ?�� 5 �)�(�dH �s� ���dg������7R D ?7:!g7: D �76 4 8 � 6 D75 �(� � :>g��7698��� 594 6 R�A D �p�? 5 ?�� 5 fea ��c
� 59D � [1]

Jxa g D �7: D ?�8 5 :>E 5 ?����@���7RA�0�7C�C A�� �7:>?�?7:dc �):p�7?7:)�):>HO:eA D �p�? 5 ?���R �S�0�7C�C 5 c
D75 ?�E��	�k�[�?7:>=S� D �p�<?7:6 4 ?7:>= 4D �p� 4 :)�'��� � g7:p�7A�B 5 ?�8 � D �>[: 4 � � � �ON}�+� J

� g D R�f�:>A�HO:p�[�?���� 5 Qτ = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} D �>6<6<f�: 4D �7f7�k�k�(�<B�A

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ ∂α0t

∂

∂x

(
η(x)

∂u

∂x

)
− q(x, t)u+ f(x, t),

F � S

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T,
F � S

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l,
F 2 S

Hg� 5 ∂α0tu(x, t) = 1
Γ(1−α)

∫ t
0 us(x, s)(t − s)−α ds

T � D :[>?	�dR g D :)��� �): �7?	�dR �9�dg�A 4 :/g7:dc
D R��0��� α L 0 < α < 1

L
0 < c1 6 k(x, t), η(x) 6 c2

L
q(x, t) > 0

�)69Q.�7A/?	�
Qτ

J
� g D R�f�:>A�HO:p�[�?���� 5 Qτ

�'� 5 � 5 f 6 594 ��A ωhτ = ωh × ωτ
L�Hg� 5

ωh = {xi = ih, i = 0, 1, . . . , N, hN = l} ,

ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0, τj0 = T} .
���k�(�<B 5 F � S N F 2 S\g7:6 4 �p�'�7f7� 6<:: 4 � 594 6 4 �'� 5�D �p�<?7:6 4 ?�A�Q 6 ��5 fxA�U

∆α
0tj+σ

y = Λ1y
(σ) +∆α

0tj+σ
Λ2y + ϕ, 1 6 i 6 N − 1, 1 6 j 6 j0 − 1,

F � S

y(0, t) = 0, y(l, t) = 0, t ∈ ω̄τ ,
F � S

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ω̄h,
F M S

Hg� 5 σ = 1 − α
2

L
ϕj+1
i = f (xi, tj+σ)

L
∆α

0tj+σ
y = τ1−α

Γ(2−α)

∑j
s=0 c

(α,σ)
j−s y

s
t

T D �p�<?7:6 4 c
?�8X= �d?	�k��:>H	g7:)�8�0 5 ?�?7:>HO:hg7: D R��0���<�dg�g D :)��6&�7f �dE����jg D :)��� �): �7?7:>= �9�dg�A 4 : [4]

L�Hg� 5
c
(α,σ)
0 = a

(α,σ)
0

g D � j = 0
]���g D � j > 1

L

c(α,σ)s =





a
(α,σ)
0 + b

(α,σ)
1 , s = 0,

a
(α,σ)
s + b

(α,σ)
s+1 − b

(α,σ)
s , 1 6 s 6 j − 1,

a
(α,σ)
j − b

(α,σ)
j , s = j,

� 9�A"��6�0�A M����#6>8�?#1<?
AC�#6�ILE#AN?#0�B�! E�132<;�5
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a
(α,σ)
0 = σ1−α, a

(α,σ)
l = (l + σ)1−α − (l − 1 + σ)1−α,

b
(α,σ)
l =

1

2− α

[
(l + σ)2−α − (l − 1 + σ)2−α

]
−

−1

2

[
(l + σ)1−α + (l − 1 + σ)1−α

]
, l > 1,

Λ1y = (ayx)x , aj+1
i = k

(
xi−1/2, tj+σ

)
,

Λ2y = (byx)x , bi = η
(
xi−1/2

)
.
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infx∈Γ p(x) > 0

L
q ∈

C1[Γ]
L
q(x) > 0

L
f ∈ C[Γ],

����:>g7:p�7?�R 5 f�: 5 �9��� ] ��:>=-�?�A 4D75 ?�? 5 =-� 59D 0s��? 5 a ∈ J(Γ)D �p� 5 ?76 4 ��>f �

ui(a) = uk(a), u′i(a) = αki(a)u
′
k(a) + αji(a)u

′
j(a),∑

i∈I(a)

pi(a)αki(a)u
′′
i (a) = 0,

∑

i∈I(a)

pi(a)αji(a)u
′′
i (a) = 0 (3)

�hA)6#��:)�'��R�f �e6 4D7594 �'�7f � g D :)��� �): �7?�8Zf �
∑

i∈I(a)

D3ui(a) + δ(a)u(a) = f̃(a), a ∈ J(Γ), D3u = (pu′′)′ − qu′, (4)

Hg� 5 J(Γ) T fx?7: ]�5 6 4 �):-�)6 5 � �?�A 4D75 ?�?�� � � 59D 0s��? H D �>C � Γ L I(a) T fx?7: ]�5 6 4 �):-��?�c
� 5 ��6<:)���)6 5 �@D75 [ 59D L�g D �7fx8����dQ_�s� � �<� 59D 0s��? 5 a ∈ J(Γ)

J
� 5 ��dR`B	�>6 4 � Lu A D �p�? 5 ?���R F � S!T w<4 : � 5 �8 5 B	�>6 4 � A D �p�? 5 ?���= F � Sb?	� D75 [ D � �

�)f 5 6 4)5 6 D �p� 5 ?76 4 ��>f � F 2 S�� � 5 �8Zf � B	�>6 4 R�f � A)6#��:)�'��= F � SKJ>� A)6#��:)�'��R � F 2 SKLbF � S
�)6 5 g D :)��� �): �7?�8 5 69B�� 4 �dQ 4 6 R@� ?	�dg D �p�)� 5 ?���� : 4 � 59D 0s��?�8 a ∈ J(Γ)

]
k
L
j
T C ����c

6&� D :)��d?�?�8 5 F [��p� �769?�8 5 S9��?�� 5 ��698 ���
I(a)

L
i ∈ I(a)

]
αki(a)

L
αji(a)

�
δ(a)

L
f̃(a)

T
�k�k�(�d?�?�8 5 B��76#�(��L�g D ��B 5 f αkk(a) = αjj(a) = 1

�
αkj(a) = αjk(a) = 0

L
δ(a) > 0

]���7R
��� ] ��:>= � 59D 0s��?�8 a ∈ J(Γ)

�-��� ] ��:>HO:s��?�� 5 ��62� i ∈ I(a) � : 4 R/[>8 : �7?	� ��� ��:>?76 4 �d? 4
αji(a), αki(a)

: 4 �0��B�?	�&: 4 ?�Ak�7R.L>g D ��B 5 f,���7R���� ] ��:>=�� 59D 0s��?�8 a ∈ J(Γ)
f�: ] ?7: �k� c

�(� 4 �![��p� �769?�8 5 ��?�� 5 ��698 j, k ∈ I(a) 4 �p�2LOB 4 :����7R ? 5 ��: 4 : D :>HO: ��?�� 5 ��62� i ∈ I(a)\{j, k}: �7?7:)� D75 f 5 ?�?7:j[>Ak�7A 4 �8Xg7:p�7?�R 4 �)6 R ? 59D �p� 5 ?76 4 �� αji(a) 6 0
L
αki(a) 6 0

Lx: �7?7:,���
��: 4 : D 8 � 6 4D :>HO: 5 J��!�p� ]�5 g7:p�(�dH&� 5 fXL B 4 : H D �>C Γ

R��)�7R 594 6 R � 59D75 �):f � � ��� ] ��:>=
�?�A 4D75 ?�? 5 =S� 59D 0s��? 5 g D �7fx8���� 594 ? 5 f 5 ? 5<5 4D75 �@D75 [ 59D J

MI�



�9�7R ��� ] ��:>= H D �d?���B�?7:>=S� 59D 0s��?�8 b ∈ ∂Γ
:>g D75 � 5 �0�7f C A�?���E���Q yb(x)

L���: 4 : D �dR
R��)�7R 594 6 R D75 0 5 ?�� 5 fj: �7?7: D : �7?7:>HO:&A D �p�? 5 ?���R F � S�?	� Γ � Ak��:)�)� 594 �): D R 594 H D �d?���B�?�8ZfA)6#��:)�'��R�f

yb(b) = 0, ϑ(b)y′b(b)− β(b)y′′b (b) = 1,

yb(a) = 0, ϑ(a)y′b(a)− β(a)y′′b (a) = 0, a ∈ ∂Γ \ b,
(5)

� ��: 4 : D 8 � ϑ, β > 0
L
ϑ + β > 0

J �bD75 �7g7:p��: ]�5 ?���R#: 4 ?7:6&� 4)5 �[�?7: 6&�):>=76 4 �<��: w C�C ��c
E�� 5 ? 4 :)� A D �p�? 5 ?���RjF � S H&� D �d? 4 � D A�Q 4 : �7?7:)�<?	�<B�?�A�Q D �p� D75 0s�7f�:6 4 ��� D � 5 �8 � �k�k�(�<B
F � SKL�F � SbF 6<fXJ�� ��� SKJ

n�o�p,q�rsq�tsq,u�v�q w�x � �7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�?7: 5 A D �p�? 5 ?�� 5 F � S ?	�p�O:)� 5 f z ,d#`�i�c/m�i z �,b� B
,b#e �����*b�h L 5 6#�0�`g D � β ≡ 0

��� ] �(�dR,��� C A�?���E���= yb(x), b ∈ ∂Γ,
6 4D :>HO:hg7:p��: ] ��c

4)5 �[�?	�^?	� Γ J; �>6<6<f�: 4D �7f ?	�
∂Γ

�0� 5 g	� D 8 ? 5 : 4D ��E	� 4)5 �[�?�8 � C A�?���E���= ϑ1, β1 � ϑ2, β2 L Ak��:dc�)� 594 �): D R�Q_�s� � A)6#��:)�'��R�f ϑi + βi > 0
L
i = 1, 2

J
� ��'����� !� _ FIg D ���<?	�p� 6 D �p�? 5 ?���R�SKJ ���,������� � ��� �V�������<¢f� � ��� b ∈ ∂Γ

�
����� � ���N������<¢^�����N���������

ϑ1(b)

β1(b)
6
ϑ2(b)

β2(b)

( ��� ��� βi(b) = 0,
�
� ϑi(b)

βi(b)
= ∞

)
.

	 ���3�^� ��� � ��� � �
� � �
���
����� £���� � � ��� � ¢ � �f� ¡ ���^� �#� ��� � � � � � � � � � £|£ � � � �N������� �
ϑ ≡ ϑ2, β ≡ β2

� � � � ��� ��� � ��� � �
� � �
���
����� £���� � � ��� � ¢ � �f� ¡ ���^� �#� ��� � � � � � � � � �
� £|£ � � � �N������� � ϑ ≡ ϑ1, β ≡ β1 ��9�7R���� ] ��:>=@H D �d?���B�?7:>= � 59D 0s��?�8 b ∈ ∂Γ :>g D75 � 5 �0�7f#C A�?���E���Q wb(x)

L��: 4 : D �dR
R��)�7R 594 6 R D75 0 5 ?�� 5 fj: �7?7: D : �7?7:>HO:&A D �p�? 5 ?���R F � S�?	� Γ � Ak��:)�)� 594 �): D R 594 H D �d?���B�?�8ZfA)6#��:)�'��R�f

wb(b) + α(b)D3wb(b) = 1, ϑ(b)w′
b(b)− β(b)w′′

b (b) = 0,

wb(a) + α(b)D3wb(a) = 0,

ϑ(a)w′
b(a)− β(a)w′′

b (a) = 0, a ∈ ∂Γ \ b,
(5)

����: 4 : D 8 � α > 0
L
ϑ, β > 0

L
ϑ+ β > 0

J
n�o�p,q�rsq�tsq,u�v�q T x � �7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�?7: 5 A D �p�? 5 ?�� 5 B 594 � 59D�4 :>HO:^g7: D R��0����F � S�?	� c

�O:)� 5 f z b���)c,iHc/m�i z �,b� ,b#e �����*b�h L 5 6#�0�hg D � α ≡ 0
L
ϑ(b) = 0

�
β(a) = 0

L
a ∈ ∂Γ \ b L��� ] �(�dR<����C A�?���E���= wb(x), b ∈ ∂Γ,

6 4D :>HO:	g7:p��: ] � 4)5 �[�?	� ?	� Γ J
� ��'����� !� ~ &�� ¢^���
���N� � � (1) � ��� �
���������
��� ������� ¢,�,���!�f� Γ �
���3�^� � �
� � � � �H�
���3�^�)�

� ���3�^�*£���� � � ��� � ¢ � �f� � ¢^�)�N����� ¡ ���^� �#� (1)
�
(5)

��� � ��� � �
� � �
�f�|�f� Γ×Γ
�/��� ��� �
� � ���

� � £���� � � ��� α ¢^���
�f� ��� ��� ��� � �,� �f�
∂Γ

� � ¢V���T����
������ �T�������>���L�f����� �>¢^��� �^� ��������<¢f� � ��� �
� ��'����� !� ¤ FIg D ��?�E���g f �p��6&�7fxA�f �)SKJ ���,�����@��¢^���
���N� � � (1) � ��� �
���������
��� ������� ¢,���

�����f���>¢^�)£|�
Γ � 	 ���3�^� ��� 

�
�!���N���
���
� � �����
�!¢V�N���N� � ���L�f����¢V�L�f�����#����¢^���
���N� ��� (1)

�
���V��� � ��������¢ ����� ���*�f� ∂Γ � ¢^�)�N�
���%�,� � ��� ��� � u′u′′ > 0

�V�
��� � ���)��� �N��� �� �f� � 

� � ���
���N�#� � �f� � �T�N���
���N�#� ¡ �f� � �N� � �{�
� � � � �H�f� �>¢^��� � ���@�>¢^�)£!� �; 5 0 5 ?�� 5 f �0�7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�?7:>HO:#? 59D �p� 5 ?76 4 �� ?	�jH D �>C 5 Lu > 0

L
x ∈ Γ

L�fx8
?	�p�<8��� 5 f �)6 R���: 5 D75 0 5 ?�� 5 A D �p�? 5 ?���R Lu = f(x)

L
x ∈ Γ

L.g D �p��dR B	�>6 4 �S��: 4 : D :>HO:
? 5 : 4D ��E	� 4)5 �[�?	� ?	�s�)6 5 f H D �>C 5 Γ J

M'�



� ��'����� !� �s&����,����� ��¢^���
���N� � � (1) � ��� �
��� �����
��� ������� ¢,�,�����f� Γ � 	 ���3�^� ��� 

�
�������¢ � � � � � �
���
��¢V�N���N� � � ���<¢^�����N��������� Lu > 0
�
x ∈ Γ

�����V��� � ��������¢ ����� ���s�f���>¢^��� � ����>¢^�)£!�!�,� � ��� ��� � u > 0
�
u′u′′ > 0

����¢V���#�H��� � ��� � �
� � �
���*�f� Γ �
���������	��
��� ���,����� ��¢^���
���N� � � (1) � ��� �
��� �����
��� ������� ¢,�,�����f� Γ � 	 ���3�^� ��� 

�
�������¢ � � � � � �
���
��¢V�N���N� � � ���<¢^�����N��������� Lu > 0

�
x ∈ Γ

�����V��� � ��������¢ ����� ���s�f���>¢^��� � ����>¢^�)£!�!�,� � ��� ��� � u > 0
�
u′ > 0

����¢V���#� ��� � ��� � �
� � �
���*�f� Γ �
m ��+�������+@j2���

Y�4�-@�
	��1�;* � K.� ���3�  - % *;	���* �#� +.�  -���)��7�$%N� �3� ���  9��1�$�
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7�A�?
A
ILE#A�D�1�LML �s;
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Z>X�O�( Y�4�/V4)P�S3R�&%$�4

MM



���������
	�������������������������������! #"#$�	�"
���%����&�������&���'�����()"#��"*��"�+,������	�"# #������-/.
0�132�4�5
6�7�8�4�9�6�:3:<;�=#:37�6>=@?
A3B�C�?#6>=�7�6>?
D�13E�1<?�F�;�;HGJI<4�K/8
AL5#;#7�ANM�7�A>2�O
P>QLR�P�ST;#UV?#W@P>X�YNZ[I<4 \

���\W!;?�?�ea a!;?���  a �z� � � �  ��� �&W  a^���  � � �bW^� � �
��&?�s&?{	j �)������% F ;�:6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)] �D�t�&S

��&I�s&1{	j �)������%
 �dg7:fx?��7f ? 5 ��: 4 : D 8 5 g7:>?�R 4 ��R����E� ��� J���69Q.�7A ?�� ]�5 K T ��:f�fxA 4 � 4 ���?7: 5 ��:p�[�>c

E7:&6 5 �0��?���E 5 =2J�� i ,c,i#m �)i �� �,i ��d z k*c,g �I��:f�fxA 4 � 4 ���?7:>HO:���:p�[�E	� K :[:)�<?	�<B	� 594 6 R
6&�7f �):p��:f

Q(K)
J  �p�O:)� 5 f K e�d��,b,i�c,d ��)c,i � i ,c,gVh��\5 6#�0� Q(K) ' K

���d?7:>?���B 5 c
6&���2L����0� w ���'����k� 5 ? 4 ?7:�L�:[p�(�>6 4 �Q :>g D75 � 5 � 5 ?���R-��� ] ��:>=/? 5 g D ���): �0�7f�:>= � D :[)�-� KR��)�7R 594 6 R-�)6 5 K J>�9�7R g7: ��fx?7: ]�5 6 4 �� A ��:p�[�E	� K :>g D75 � 5 �0�7f 5 HO: d#c,c	����,k*iNe C�: D c
fxAk��:>=

A∗ := {k ∈ K : kA = {0}} J �b69?7:�L�B 4 : A∗ T ��� 5 �k�A�,��� 5 �k�78 4 �p��:>HO: �'���(�
?	�p�<8���dQ 4 d#c,c	����,k*iNefc,gVh!b Jo�!�p���7f*:[ D �p�O:fXL J T �d?�?�Ak�7R 4 : D ?�8X= ��� 5 �k� 4 :>Hg�(�I�
4 :p�[�'��: 4 :>Hg�(��L���:>Hg�(� J = A∗ ���7R ? 5 ��: 4 : D :>HO: A ⊂ K

L�B 4 : w ���'����k� 5 ? 4 ?7: 6<:: 4 ?7:10 5 c
?�����Q

J∗∗ := (J∗)∗ = J
J�a ?�?�Ak�7R 4 : D ?�8 5 ��� 5 �k�78 ��:f�fxA 4 � 4 ���?7:>HO:hg7:p�7A�g 59D �'��B�?7:>HO:

��:p�[�E	�
K
:[ D �p�<A�Q 4 g7:p�7?�A�Q [>Ak� 5 �AI�k�7H 5 [ D A A(K)

L(�-��: 4 : D :>= g 59D75 6 5 B 5 ?�� 5 �A�d?�c
?�Ak�7R 4 : D 6#�7A ] � 4 ��?7C �7fxA�f�:f � [>Ak� 5 �8ZfT��:>g7:p�7? 5 ?�� 5 fXJ�� :f�fxA 4 � 4 ���?7: 5 ��:p�[�E7:
K
?	�p�<8���dQ 4 � i 	� � m e ��b	��c,gVh�� 5 6#�0� �^? 5 f ? 594 ? 5 ?�Ak� 5 �8 � ?����[�g7: 4)5 ? 4 ?�8 � w � 5 f 5 ?�c

4 :)�7J�a ?�?�Ak�7R 4 : D ?�8X= ��� 5 �k� ��:f�fxA 4 � 4 ���?7:>HO:	g7:p�7A�g 59D �'��B�?7:>HO: D �dE��7:>?	�k�[�?7:^g7:p�7?7:dc
HO:S��:p�[�E	�

K
R��)�7R 594 6 R g D R�fx8Zf*6#�(�dH&� 5 fx8ZfXLxg D ��B 5 f P(K) ' A(K)

L2Hg� 5 P(K)
T

[>Ak� 5 ����k�7H 5 [ D �\��� 5 fxg7: 4)5 ? 4 :)� K J� :p�[�E7:
K

?	�p�<8���dQ 4 � iNe�h!d ��)c,i �#m ��m z k �#m�c,c,gVh 5 6#�0� ��� a21 + . . . + a2n ∈ J6#� 5 �7A 594 a1, . . . , an ∈ J
���7R �7Qb[:>HO:@��:>? 5 B�?7:>HO: ?	�>[: D � a1, . . . , an ∈ K

�[�7Qb[:dc
HO:

J ∈ A(K)
���0�2L � 4)59D f ��?7:p��:>H ��� � � L+� JJI[b�acHQa N1b � J � J 2�� L ��� ] �78X=[�d?�?�Ak�7R 4 : D ?�8X=

��� 5 �k�[� K R��)�7R 594 6 R7� 5 � 5 6 4 � 5 ?�?�8ZfXJ � :p�7A�g 59D �'��B�?7: 5 D75 H<Ak�7R D ?7: 5 ��:p�[�E7: K [>A�c
� 594 � 5 � 5 6 4 � 5 ?�?�8Zf_� 4 :f[� 4 :p�[�'��: � 4 :f 6#�7A�B	� 5 L(��:>Hg�(� a21 + . . . + a2n = 0

�)� 5 B 594
a1 = . . . = an = 0

���7R �)6 5 � a1, . . . , an ∈ K
�
n ∈ N

L 4 �p�<���p�<� w<4 :f 6#�7A�B	� 5 �)6 R�����=
Hg�(�p�?�8X=S��� 5 �k� R��)�7R 594 6 R�g D R�fx8Zfv6#�(�dH&� 5 fx8ZfXJ

; �>6<6<f�: 4D �7f ��:f�fxA 4 � 4 ���?�8 5 ��:p�[�E	�h6 5 �0��?���E 5 = K �
L
J2V���� ]�5 fXL�B 4 : L e�d z B

l*b#e��/m�k K
L 5 6#�0� K ⊂ L

� : 4 :[ D � ]�5 ?�� 5 J 7→ J ∩ K
g D75 ��6 4 �p�)�7R 594 6<:[:>= [)��c

5 ��E���QE���
A(L)

?	�
A(K)

J�V���� ]�5 fXLxB 4 : L ,i �)d ��)c,i d ���m�`Ne�d#b	��c,i ?	�k� K L 5 6#�0� LD �>6M0s� D R 594 K �V���7RI�(�d?�?�8 � x ∈ L
� ? 5 ?�Ak� 5 �):>HO: I ∈ A(K)

69A@� 5 6 4 �A�Q 4 ? 5 ?�Ak� 5 c
�):>=

J ∈ A(K)
L2?	� 4 A D �k�[�?7: 5 B��76#��: n ∈ N

�
a0, . . . , an ∈ K 4 �p��� 5 L�B 4 : J ⊂ I

�
a0+a1x+. . .+anx

n ∈ J∗ J2�`6#�7A�B	� 5 g7:p�7A�g 59D �'��B�?�8 �&D75 H<Ak�7R D ?�8 � ��:p� 5 E2L L ��:)���k�[�?7:�k�7H 5 [ D �p��B�?7:�?	�k� K � 4 :f_� 4 :p�[�'��: � 4 :f 6#�7A�B	� 5 L 5 6#�0� P(K) = P(L)
�V���7RI�7Q c

[>8 � x ∈ L
��? 5 ?�Ak� 5 �):>HO: d ∈ P(K)

69A@� 5 6 4 �A�Q 4 ? 5 ?�Ak� 5 � N = e ∈ P(K)
L�?	� 4 A D �k�[�?7: 5

B��76#��:
n ∈ N

�
a0, . . . , an ∈ K 4 �p��� 5 L7B 4 : e 6 d

�
e(a0 + a1x+ . . .+ anx

n) = 0
J

 �dg7:fx?��7f 4 �p� ]�5 L�B 4 : f c �)i �� �,i T D75 0 594 :>B�?7:&A�g7: D R���:>B 5 ?�?7: 5 ��:p�[�E7: K L�� ��:dc4 : D :f ��� y ∧ z = 0
6#� 5 �7A 594 xy ∧ z = yx ∧ z = 0

L����p��:)�8 [>8 ?���[>8.�0�
x, y, z ∈ K+

J
� i ,i z d F ���0� � i ��#e�d S�� K T fx?7: ]�5 6 4 �): �'���(� A⊥ := {k ∈ K : (∀a ∈ A) |k|∧|a| = 0} LHg� 5 ∅ 6= A ⊂ K

J"� ?7: ]�5 6 4 �): �)6 5 � g7:p��:6 B(K)
� g7:p�7A�g 59D �'��B�?7:f � D�� �7f 5 ��:)�):f

f
c ��:p�[�E 5 K 6<:)�g	�k�(� 594 6 A(K)

�2L�6#� 5 ��:)�� 4)5 �[�?7:�L�R��)�7R 594 6 R g7:p�7?7:>=v[>Ak� 5 �):>=[�k��c
H 5 [ D :>=2L2g7:6&��:p�[�'��A A∗ = A⊥ ���7RV�7Qb[:>HO:

A ⊂ K
J � :p�7?7: 5 ��:p�[�E7:�B	�>6 4 ?�8 � Q(A)
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J

� m ��m z k �#m�c,c,i#m ��d�h!g �)d
m�c,b/m f c ��:p�[�E	� K 6 5 �0��?���E 5 = T D �dE��7:>?	�k�[�?7:`g7:p�7?7: 5
f
c ��:p�[�E7:

K
LxAk��:)�)� 594 �): D R�Q_� 5<5 6#� 5 �7A�Q_�s�7f*A)6#��:)�'��R�fXU � S

Q(K)
T g7: �0��:p�[�E7: �

g7: � D75 0 594 ��� K �
P(K) = P(Q(K))

] � S
K
��:)���k�[�?7:\�k�7H 5 [ D �p��B�?7:&?	�k� Q(A)

] 2 S 5 6#�0�
K ′ T D �dE��7:>?	�k�[�?7: g7:p�7?7: 5 f c ��:p�[�E7:�L ��:)���k�[�?7:A�k�7H 5 [ D �p��B 5 6&��: 5 ?	�k� Q(K)

� 6<:dc
� 59D�] �I� 5<5 K �<���<B 5 6 4 � 5 g7: � D75 0 594 ���@�jg7: �0��:p�[�E	��L 4 : K ′ = K

J�V���� ]�5 fXL�B 4 : K
�#m ��m z k �#m�c,c,i ��d�h �)c	�)k*i �.5 6#�0� K = K̃

J
� ��'����� !��& ���,�����

K � ��¢
��� �T�<�V����� f � � � � �����!���<� � � � ��� � � K � �N�#����� � ���������N���

���
� ¡ ��� � � ��� � ��� ��� � � �
� K ⊂ Q(K) ⊂ K � ��� ��� ��� ��� ����� p ∈ K[x1, . . . , xN ]
��� � �����

� �
� p(a1, . . . , aN ) > 0
� ��� ����� � (a1, . . . , aN ) ∈ K

N � �
� � �T�����H�T�����
� ��¢V�<�V������� � �N� � �
q2p =

∑m
j=1 kjp

2
j

� ��� ��� � �
�
��¢f� � ���<�V� ��� �
� � � � ��� ��� 0 < k1, . . . , km ∈ Q(K) � ��� �
��� �����T��� p1, . . . , pm, q ∈ Q(K)[x1, . . . , xN ]

�/��¢ �^� �>� ¢^�����N���������
eq(a1, . . . , aN ) = 0 �

ep(a1, . . . , aN ) = 0 ��� � � ��� � �N�������%� ��� ����� � a1, . . . , aN ∈ K � e ∈ P(Q(K)) ���:)���p�k� 4)5 �[�)6 4 �): w<4 :>= 4)5 : D75 fx8 �769g7:p�[�'�<A 594 [>Ak� 5 �):)�<?	�<B�?�8X=_�d?	�k�0���)L �S�7f 5 ?�?7:
D75 �<Ak�[� 4 � 4 Y�: D ��:>?	��� ��� : `���/m
��i ��c,d���c,i�h � e�m�� z k*d��
/m�c,b,b ��:p� 5 E2L)6<:>Hg�(�>69?7: ��: 4 : D :fxA
D �dE��7:>?	�k�[�?7:�g7:p�7?7: 5 g7:p�7A�g 59D �'��B�?7: 5 ��:f�fxA 4 � 4 ���?7: 5 ��:p�[�E7:�6 5 �0��?���E 5 =`g D75 � D � c
��� 594 6 R\�bg7:p� 5 g D �^g7:>H D A ]�5 ?������bg7: � � : �7R���A�Q [>Ak� 5 �):)�<?	�<B�?�A�Q f�: � 5 �[�7L)� 594 �k�0� 6<fXJ
�-� 2 L � � J N1OKJ � � J 2 J ��� J�� 59D f ��? `���/m
��i ��c,d���c,g � d#c,d ,b�� :[:)�<?	�<B	� 594�4)5 � ?�����A ���<A�B 5 ?���R
f � 4)5 f � 4 ��B 5 6&��� � :[#y 5 � 4 :)�hg7:6 D75 ��6 4 �):f 6 D �p�?�� 4)5 �[�?7:>HO:S�d?	�k�0���k�-� � g D75 ��6 4 �p�)� 5 c
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g�&���&?{	j �)������%�� F ;�:6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)] �D�t�&S

��6 4 �d?	�p�)�0���� 594 6 R 4)5 : D75 f � � 5 ��:fxg7:)� ��E����_���7R :>g 59D � 4 : D :)�7LX:>g D75 � 5 � 5 ?�?�8 � ?	�
A�g7: D R���:>B 5 ?�?7:fI� 5 � 4 : D ?7:f g D :6 4D �d?76 4 � 5 J; �d? 5<5 ��� � 5 6 4 ?�8X=s�� D �	�d? 4_w<4 :>= 4)5 : D75 fx8
F 6<fXJ"� ��� S ���7R	:>g 59D � 4 : D :)�s� � 5 � 4 : D ?�8 � D75 0 594 ��� � ��H D � 594 �� ] ?�A�Q D :p�[�9�9�8Xg�A�����:f
�d?	�k�0��� 5 J

W g 59D � 4 : D P : X → Y ∪ {+∞} ?	�p�<8��� 594 6 R z �)` ,b,c/m��,c,gVh L 5 6#�0� P (0) = 0
L

P (x + y) 6 P (x) + P (y)
�
P (λx) = λP (x)

���7R,�)6 5 � x, y ∈ X
�
0 6 λ ∈ R

FIg D �
w<4 :f A)6#��:)�'�7f�6 R.L7B 4 : +∞+ y = y +∞ = +∞ �

λ(+∞) = +∞ F
y ∈ Y L λ ∈ R+

SKJ
W g D75 � 5 �0�7f fx?7: ]�5 6 4 �): domP := {x ∈ X : P (x) < +∞} J�� ?7: ]�5 6 4 �): �)6 5 ��0��? 5 =�?�8 � :>g 59D � 4 : D :)�7L � 5 =76 4 �A�Q_�s� � ��� X �

Y
L�f � ] : D � D A 5 fx8 � :>g 59D � 4 : D :f P?	�p�<8��� 594 6 R i � iNefc,i#m�h!c,i�} m z k ��i :>g 59D � 4 : D � P � :[:)�<?	�<B	� 594 6 Re6&�7f �):p��:f ∂P U

∂P := {T ∈ L(X,Y ) : Tx 6 P (x), ∀x ∈ X},
Hg� 5 L(X,Y )

T w<4 :^g D :6 4D �d?76 4 �):��0��? 5 =�?�8 � :>g 59D � 4 : D :)����� X �
Y
J

� i ,i�}%b,k�m ��)c,gVh e�d ��`�b/m�c,b/m3h :>g 59D � 4 : D � T ?	�p�<8��� 594 6 R N c ��� (T1, . . . , TN )
LHg� 5

N ∈ N
L
Tk > 0 (k := 1, . . . , N)

L��
T = T1+ . . .+TN

J���6 5 ? 5 :[ � : �0�7fx8 5 :>g D75 � 5 � 5 ?���R
6<fXJ��

[2]
J

�9�7R<�):)� D �>6 4 �dQ_� 5 HO:@69A�[p�0��? 5 =�?7:>HO:@:>g 59D � 4 : D � P : X → Y ∪ {+∞} :>g D75 � 5 �0�7f:>g 59D � 4 : D Pf : XN → Y ∪ {+∞} 6#� 5 �7A�Q_�s�7f :[ D �p�O:f

Pf(x1, . . . , xN ) = inf{P (x) : x1, . . . , xN 6 x}.

� ��'����� !�&0���-.'  !(�'7���o|�����& � A)6 4 � H1, . . . ,HN
T ��:>?�A)698 �XA�g7: D R���:>B 5 ?�?7:fS� 5 ��c

4 : D ?7:f�g D :6 4D �d?76 4 � 5 X J �bD75 �7g7:p��: ] �7fXLdB 4 : P � Q T_�):)� D �>6 4 �dQ_�s� 5 69A�[p�0��? 5 =�?�8 5
:>g 59D � 4 : D 8D��� X �

Y ∪{+∞} � H1×· · ·×HN+∆N (dom(P ))−XN
+

g7: �7g D :6 4D �d?76 4 �):
�
XN J  59D �p� 5 ?76 4 �):

Pf(h1, . . . , hN ) > Qf(h1, . . . , hN )�7f 5<594 f 5 6 4 :-���7RI�)6 5 � (h1, . . . , hN ) ∈ H1 × · · · × HN
� 4 :f_� 4 :p�[�'��: 4 :f 6#�7A�B	� 5 L

5 6#�0�s���7R �)6 R���:>HO: D �p�O[)� 5 ?���R (T1, . . . , TN )
g D :)��� �):p�[�?7:>HO: T ∈ ∂Q

?	�d=��7A 4 6 R S ∈ ∂P�hg7:p��: ] � 4)5 �[�?7: 5�D �p�O[)� 5 ?�� 5 (S1, . . . , SN )
:>g 59D � 4 : D � S 4 �p��� 5 L�B 4 :

Sk(hk) > Tk(hk) (hk ∈ Hk, k := 1, . . . , N).
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� w acwmke���ikbcrm2npm2aKp�f$a���w�ipeg`2f$a z w�t�����f

G �/:<8#6>M�;#Ws?
A G µ(L) HY A6
&�O $�O Z 24 : A5P A10
*�O R�O YLX�O YNP�O YNZ�O P�Y (74 × 312) : (2.L2(5).2)

& L3(3)
Q�O *�O Y+& 134 : (2.S4)

$ L4(q) q = 1324 13(q−1), q2−1, 13(q2−1)/4 O 132304 : L4(q)
(q3−1)/4, (q3+q2+q+1)/4Z U3(3)
S�O *�O YNP 26 : U3(3)Q U3(5)
Q�O S�O *�O YLX 29 : L3(4)S U3(7)
$E&�O $E*�O Z>Q 242 : U3(7)

* U4(2)
Z�O R�O YNP 34 : S5R U5(2)
*�O Y�Y�O YNP�O YNZ�O Y+* 35 : M11YLX S4(q) q = 3 Z�O R�O YNP 34 : S5

q = 2m O
m > 1

4, 2(q ± 1), q2 ± 1 28m : L2(q
2)

q = 32m 9, 3(q ± 1), (q2 ± 1)/2 328m : L2(q
2)

q = pm O p >
3 Q �#E�6�:30�6�1

p(q ± 1), (q2 ± 1)/2 p8m : (L2(q
2).2)

Y�Y O9(q) q = pm O p Q
�#E�6�:30�6�1 µ(M) I 5
1 M :36�:30�6>;#0T;#2 p8m : O−

8 (q)

(q4 ± 1)/(2, q − 1),
p(q3 ± 1)/(2, q − 1),
(q2±q+1)(q2−1)/(2, q−1),
p(q2 + 1)(q ± 1)/(2, q − 1),
p(q2 − 1);
4(q2±1, 8(q±1) O�13:<8�; p = 2 ,
9(q2 ± 1)/2, 13:<8�; p = 3 ,
25(q ± 1)/2, 13:<8�; p = 5 ,
49, 13:<8�; p = 7YNP 3D4(2)
*�O YNP�O Y+&�O Y+*�O P�Y�O P%* 224 . 3D4(2)Y+& J2
S�O *�O YLX�O YNP�O YNZ 26 : A8

m ��+�������+@j2���
Y�4=/�?�� ���������O 8%5+C�?%CG8@467@?6D K 46D 8 <�?69�<�7@? 4_� 9GF 465�7 P C�465�D 7:> JG?69�>�<�K�LML N 5�D 2�7:K 7 O�2�2�4 P C�465�4��B7@?L4�Os4 Q
Y�R1*1*�4 Q�ST9�I 4�R�O0( Z�4 Q�U�4
Z�S�Z3R�Z%*�X�4

P�4�2'?�� LE� $%�a� ����43E/�?�� ��� ��� P 9G?67 9�2E465�7 K 7@4�9GF�7:I 7:;=7:2 4 9G? ��7@?6K�D 2.H+2�D 467 JG?69�>�<�K�LML�\39G? 465�7�CGK 4L4
P C�465�4�/�4 Q�Y�R�R�Q�4 Q�ST9�I 4�YNP�O0(Z&�4 Q�U�4
P�Z�S3R�P>Q�X�4

&�4�+ ��� :��$�
���3��� ��9�A>: �#6�2<?
ANM�AN?�;#1�7�6>?#1<C�?����H?#1 �#E�6�:30����HILE�B���� �#6L0�?#6
As13:30�M�B �#6�E�W�5
7�6>M!;��
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0�132�4�5
6�7�8�4�9�6�:3:<;�=#:37�6>=@?
A3B�C�?#6>=�7�6>?
D�13E�1<?�F�;�;HGJI<4�K/8
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 �"��W!� a^���  a � � ; a_� ��a � ��aX��a�� a �z� �  a!Y2;���� �   W!Y�W
�b; a �  �  � � � a!; a!�ZW^� ��� �\V\�bW!Y�WD��� � a�J[�t�?� W � ;\W_���

,.&"%'&+p �7 !��j2��'�%�� F ;�:6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S

uh'��)+)����'�%�-.� ����0���,��
� :[p�(�>6 4 � QT = {(x, t) : 0 < x < `, 0 < t < T} D �>6<6<f�: 4D �7f �k�k�(�<B�A

∂u

∂t
=

∂

∂x

[
k(x, t)

∂u

∂x

]
+

m∑

k=1

αku(ξk, t) + f(x, t), (1)





k(0, t)∂u(0,t)∂x = β1u+
∫̀
0

udx− µ1(t),

−k(`, t)∂u(`,t)∂x = β2u− µ2(t),

(2)

u(x, 0) = u0(x), (3)

αk
T g7:6 4 :OR�?�?�8 5 B��76#�(��L k(x, t) > c1 > 0

L |αk|, |β1|, |β2| 6 c2
L
0 < ξ1 < ξ2 <

. . . < ξm < `
T C ����6&� D :)��d?�?�8 5`4 :>B���� ��? 4)59D ��k�(� (0, `)

J^���k�(�<B�� 4 ��g	� F � S N F 2 S
�)6 4D75 B	�dQ 4 6 R�g D �<���<A�B 5 ?�����g 59D75 ?7:62�	g D �7f 5 6&�<�)��:p�[� D A)6#�(� D75 � � ��� J

p ��+�')0 *!'�+��
���k�(�<B 5 F � S N F 2 S\g7:6 4 �p�'�7f7� 6<:: 4 � 594 6 4 �'� 5 6 ��5 fxA�;�: 4�w

yt̄ =
∂

∂x

[
k(x, t)

∂y

∂x

]
+

m∑

k=1

αky(ξk, t) + f(x, t), (4)





k(0, t)∂y(0,t)∂x = β1y +
∫̀
0

ydx− µ1(t),

−k(`, t)∂y(`,t)∂x = β2y − µ2(t),

(5)

y(x, 0) = u0(x), k(x, t) > c1 > 0, (6)
Hg� 5

yt̄ =
y − y̌

τ
, y = yj, y̌ = yj−1,

τ = T/j0
T 0��dH�6 594 ����g7:�� D75 f 5 ?��2J7�bfx?7: ] �7f A D �p�? 5 ?�� 5 F � S�6&���k�7R D ?7: ?	� 2τy

2τ(yt̄, y) = 2τ ((kyx)x, y) + 2

(
m∑

k=1

αky(ξk, t), y

)
τ + 2τ(f, y). (7)

�bD75 :[ D �p�<A 5 fv6#�(�dH&� 5 fx8 5 L	� � : �7R��s� 5 � 4 : ] � 5 6 4 �):eF P SKU

2τ(yt̄, y) = ||y||20 − ||y̌||20 + τ ||yt̄||20,

PP



((kyx)x, y) =

`∫

0

(kyx)xy dx = (kyx)y|20 −
`∫

0

ky2x dx =

= k(`, t)yx(`, t)y(`, t)− k(0, t)yx(0, t)y(0, t) −
`∫

0

ky2x dx =

= −β2y2(`, t) + y(`, t)µ2(t)− β1y
2(0, t) − y(0, t)

`∫

0

y dx+

+ y(0, t)µ1(t)−
`∫

0

ky2x dx,

m∑

k=1

αky(ξk, t)

`∫

0

u(x, t) dx 6

m∑

k=1

|αk|
2

[
ε‖yx‖20 + cε‖y‖20

]
+

1

2

m∑

k=1

|αk|‖y‖20 6

6
ε

2

m∑

k=1

|αk|‖y‖20 +
1

2

m∑

k=1

(`+ cε) ‖y‖20,

(f, y) 6
1

4ε
||f ||20 + ε||y||20.

� : ��6 4 �p�)�7R�R g7:6#� 5 �7?�� 5 ? 59D �p� 5 ?76 4 ���� F P SKL�?	� � : �0�7f

‖y‖20 − ‖y̌‖20 + v1‖yx‖20τ 6 v2‖y‖20τ +
τ

4ε
‖f‖20 +

µ21(t)

2
+
µ22(t)

2
, (8)

v1
L
v2
T ? 5 ��: 4 : D 8 5 g7:p��: ] � 4)5 �[�?�8 5 g7:6 4 :OR�?�?�8 5 J

V A�f�f � D ARjF � S\g7: j′ : 4 � ��: j L�g7:p�7A�B	� 5 f

‖yj‖20 + v1

j∑

j′=1

||yj′x ||20τ 6

6 v2

j∑

j′=1

||yj′ ||20τ =
1

4ε

j∑

j′

(
||f j′||20 + µ21(tj′) + µ22(tj′)

)
τ + ||u0(x)||20.

(9)

� f 5<594 f 5 6 4 : 6#� 5 �7A�Q_���dR � ���
m �� b !� _ &����,�����

qj
�
pj � £���� � � ��� � ¡ ���^��������� �f� ω̄τ , j = 1, 2, 3, . . . , pj ������
��¢ � �f�)�
� � �
�f� � ���3�)
������ ��� � � £���� � � ��� (pj+1 > pj)

�^�
���3�^� �,¡ ���<¢^�����N���������

qj+1 6 c0

j∑

j′=1

τqj′ + pj

� � �<�,�,���
qj+1 6 ec0tjpj.

P1�



 �	:69?7:)��d?����<� 5 f�fx8 � ���/F � SKL�g D ��f �k��:f τ L�?	� � : �0�7f

||y||20 + v1

j∑

j′=1

||yj′x ||20τ 6M




j∑

j′

(
||f j′ ||20 + µ21(tj′) + µ22(tj′)

)
τ + ||u0(x)||20


 , (9)

Hg� 5 M > 0
T g7:6 4 :OR�?�?	�dR.L7? 5 �k�p�'�76 R����dR�: 4 τ J���&:>E 5 ?���� F q S�6#� 5 �7A 594 6 � : �0�7f�:6 4 �@f 594 : �(� ;�: 4�w 6<:	6&��: D :6 4 �Q O(τ)

J
�!�p���7f :[ D �p�O:fXL� D � 5 ��dR��k�k�(�<B	�/F � S N F 2 S ���7R A D �p�? 5 ?���R B	�>6 4 ?�8 � g D :)��� �): �7?�8 �

D75 �7A�E�� D :)��d?	� �/6&�76 4)5 f 5 :[>8���?7:)� 5 ?�?�8 � �0�7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�?�8 � A D �p�? 5 ?���=@?	��6#��:OR �
t = tj

J

m ��+�������+@j2���
Y�4��&*7� ����* � �;� �  �<��1�$I �
	�� � ��3�  �=�
G % ��%N	 ��� � ���=���0�;?�A>0�110/A>0�;�C#13:37�;#1 0,635
1<8�;�; 0,130�635;�
B��#E#ANM�8#1<?�;#W�7�E�B���?#6�0/A>:'�s0�A"�>?��&0�M�635#?��&0�6�����137�0�6�0 4 Q�� 6>M�6�:<;;�>;#E�:37).;�sA3B�7�A�O)Y�R1*�S�4 Q�Y+*�S�:�4

P�4EDF�
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p1 = {(X,X,−X,−X) |X ∈ f},
p2 = {(X,−X,X,−X) |X ∈ f},
p3 = {(X,−X,−X,X) |X ∈ f}.
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K11
∂ϕ

∂x
+K12

∂ϕ

∂y
=
∂ψ

∂y
, K21

∂ϕ

∂x
+K22

∂ϕ

∂y
= −∂ψ

∂x
. (1)
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ϕ+(z, t) = const, z ∈ L1, (2)
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µ1ϕ
+(z, t)− µ2ϕ

−(z, t) = (ρ2 − ρ1)Π(z, t),

ψ+(z, t) = ψ−(z, t), z ∈ Γt,
(4)

Hg� 5 Π(z, t)
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z = z(t, s) (x = x(t, s), y = y(t, s)), z ∈ Γt. (5)
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a ZTZQa � Y��cP � N1b�b[J � HKJ+#�acb

C∞
]

a ZGRBX��MI � � J+# L H � JMb�H � JMOKJ a Z^Fxb[N1b c �3JMOKN RBX�b � HQa N1b
f ∈ �_N��

(D)
ZQX �K� H � FIH

log
∣∣f(z)| 6 Bu(z, d(z)

)
+ log

1

d(z)

R N1O^F � �
z ∈ D.

�z6�3>
D = C

� � >}: �I>@5 ¤ &)"pLt
D = C

�
z0 ∈ D

z |qy u(z0) 6= −∞ � n�oqp | �&�)w�psz ��o | � $%+�p_w
N > 0tDoqp_wsp u r	z | p | t u wsp�� � | �Lt u � | f r�� ��o$tDo9zit

f(z0) 6= 0
z |qy log

∣∣f(z)
∣∣ 6 Bu

(
z,
(
1 + |z|

)−N
) �&�)w	zL{}{

z ∈ C.

� � J R N�� � N)'�acb�L�� � J N1OKJ � a Z^F/#�JM]�J � N1Y���JMb}H NIR����N1O �eFIb(#�JMO � ZTOKJ ZQX��cHKZ � � L ��� J
� � >}: �I>@5 �s&On�oqp �&�){}{ � " u}|2x �&���>wOr)t zit�p $ p | thr�zLwspHp � � u�� zL{Dp | t �� S �&�)w�p � p_w �,| � $%+�p_w

N > 0
�8tDoqp_wsp u r | � | � �>p_w���p | t u wsp � � | �Lt u � | f r�� ��o$tDo9zit

log
∣∣f(z)

∣∣ 6 Bu

(
z,
(
1 + |z|

)−N
)
−N log

(
1 + |z|

) �&�)w	zL{}{
z ∈ C;

� S �&�)w�p � p_w �,| � $%+�p_w
N > 0

�8tDoqp_wsp u r | � | � �>p_w���p | t u wsp � � | �Lt u � | f r�� ��o$tDo9zit

log
∣∣f(z)

∣∣ 6 Bu

(
0, N |z|

)
−N log

(
1 + |z|

) �&�)w	zL{}{ |z| > RN ;

2 S
lim

r→+∞

1

log r
Bu(0, r) = +∞ �

� S
νu(C) = +∞ �

�6�?>[�}A;6[8 ��6�3>
νu(D) < +∞

� R?H � J � � N�ZQX�OKJxNIR
S ⊂ D

a Z F � N�� Y=F � H ZQX�%[ZKJMH NIR
D ⊂ C∞

L H � JMbj'�J;'�OQacHKJ
S b D

J
�[N1O

b ∈ R
L '�J ZKJMH

b+ := max{0, b} J
� � >}: �I>@5 ��&*)"pLt

n ∈ N � � � D ⊂ C∞ u r n �&�-� |�| p-�Lt�p y z |qy νu(D) < +∞ ��tDoqp | �.�&�)w
psz ��o ���Lr u t u�� p ε < ν(D)

�4tDoqp_wsp	zLwsp�z �-� | r)t z | t b < n− 1
�9zvr��.+ y ��$�z u}| D0 b D

�Yz |qy z� � | �Lt u � | f ∈ �_N��
(D)

" u tDo����t �>p_w��LrOr�� ��o$tDo9zit

log |f(z)| 6 Bu(z, r) + b+ log(1 + |z|) + ε log
1

r
+

+




(2ε− νu(D)) log(1 + |z|), z ∈ D \D0,

νu(D) log
1

r
, z ∈ D0,

z |qy �&�)w	zL{}{
r < min

{ #�a ZQH
(z,C \D), 1 + |z|

} ��z: �I:98B8;6����"& � � D ⊂ C∞ u r n �&�-� |�| p-�Lt�p y z |qy νu(D) < +∞ �8tDoqp | � �&�)w z |�� ���Lr u t u�� p
| � $%+�p_w

ε < ν(D)
z |qy z � � | �Lt u � | d : D → (0,+∞)

��w���$ n�oqp-�)wsp $ � �	tDoqp_wsp zLwsp,z
�-� | r)t z | t b < n− 1

z |qy z � � | �Lt u � | f ∈ �_N��
(D)

" u tDo����t �>p_w��LrOr�� ��o$tDo9zit

log |f(z)| 6 Bu(z, d(z)) + b+ log(1 + |z|) + ε log
1

d(z)
+ (2ε− νu(D)) log(1 + |z|)

�&�)w	zL{}{
z ∈ D ��� �
���&�)wOr u $ �9{ � �-� |�| p-�Lt�p y*y ��$�z u}| D "�p�o9z � p b+ = 0 �
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0�132�4�5
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D�13E�1<?�F�;�;HGJI<4�K/8
AL5#;#7�ANM�7�A>2�O
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a � ;?�&W!;  a � W�� �  � a*;?� � �  � � � ��; �ZW�� � ; a_� �ZW�� ��aX��a�� �
�z� �*�b; a �  �  � � �x� � � � ��� � V W � ��; a"� W!; a_�t� ��;\W!�  W!Y�W

�  ����Y2;\WZc �x� � � ��;?�  � � ;\W ��a  � � �

��&���&"%/��
 ��"`����%�� F ;�:6<6&��R.L  �k�[� B����^]�� ��Y.��S �
��&���&��	���kh ����'�% F ;�:6<6&��R.L  �k�[� B����^]  � � � �ea � �  � ; a  S

a g D �7: D ?�8 5 :>E 5 ?���� D75 0 5 ?���=I� D � 5 �8 � �k�k�(�<BS���7R A D �p�? 5 ?���R<�0�7C�C A�� ��� � D :[dc
?7:>HO:/g7: D R��0���-���0�7C�C 59D75 ?�E��	�k�[�?7:>=,� D �p�<?7:6 4 ?7:>= 4D �p� 4 :)�'��� � g7:p�7A�B 5 ?�8 � D �>[:dc
4 � � � � N�2�� J

� g D R�f�:>A�HO:p�[�?���� 5 Q̄T = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} D �>6<6<f�: 4D �7f g 59D �A�Q
� D � 5 �A�Q �k�k�(�<B�A

∂α0tu+ λDα−1
0t u =

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
− qu+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

F � S

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T,
F � S

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l,
F 2 S

Hg� 5 k(x, t) L q(x, t) L f(x, t) T �k�k�(�d?�?�8 5 ��:6 4 � 4 :>B�?7: Hg�(�k�0��� 5 C A�?���E����2L
∂α0tu =

1
Γ(1−α)

∫ t
0 uτ (x, τ)(t−τ)−αdτ

T � D :[>?	�dR	g D :)��� �): �7?	�dR �9�dg�A 4 :bg7: D R��0��� α L Dα−1
0t u =

1
Γ(1−α)

∫ t
0 u(x, τ)(t − τ)−αdτ

T � D :[>?�8X=@��? 4)5 H D �k� ;$�7f �d?	��T � ��A��'�����7Rjg7: D R��0���
1− α

L
0 < α < 1

J
� ��'����� !��& � ��� ¢V�N���N� ��� u(x, t) ¡ ���^� �#� (1) � (3)

�N��¢^�����<� ��� ��� ����¢ � ��¢f�f� � � ���N� � �

Dα−1
0t ‖u‖20 + λD−α

0t ‖v‖20 +
t∫

0

‖ux‖20 dτ 6
1

2

t∫

0

‖f‖20 dτ +
t1−α

Γ(2− α)
‖u0‖20,

F � S

�3�V�
v(x, t) = Dα−1

0t u(x, t) �
����� ��� ��� q�t	��
��� � x �bfx?7: ] �7feA D �p�? 5 ?�� 5 F � S.?	� u(x, t) ��g D :)��? 4)5 H D � D A 5 fGg7: x: 4 0
��:

1
U

1∫

0

u ∂α0t u dx+ λ

1∫

0

uDα−1
0t u dx−

1∫

0

uuxx dx =

1∫

0

uf dx.
F � S

�bD75 :[ D �p�<A 5 fv6#�(�dH&� 5 fx8 5 L	� � : �7R��s� 5 � 4 : ] � 5 6 4 �):eF � SKU

−
1∫

0

uuxx dx = ‖ux‖20,
∣∣∣∣∣

1∫

0

ufdx

∣∣∣∣∣ 6 ε‖u‖20 +
1

4ε
‖f‖20.

� 9�A"��6�0�A M����#6>8�?#1<?
AC�#6�ILE#AN?#0�B�! E�132<;�5
1<?#0�A�9�6�:3:<;�=#:37�6>= �[1 5
13E#ANF�;�;T5#8#WsIL6�:<BN5)A>E�:30�M�1<?�?#6>=��#635�G
5
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� 6&���7A	� 5 f�fx8 � ��� � ��� g7:p�7A�B��7f

1∫

0

u ∂α0tu dx >
1

2
∂α0t

1∫

0

u2dx =
1

2
∂α0t‖u‖20,

1∫

0

uDα−1
0t u dx =

1∫

0

v∂1−α
0t v dx >

1

2
∂1−α
0t ‖v‖20.

��� 4 : ] � 5 6 4 ��jF � Sb6^A�B 594 :f g D ��� 5 � 5 ?�?�8 � �8�0 5 g D75 :[ D �p�O:)��d?���= g D � � : �0�7f �
? 59D �p� 5 ?76 4 �A

1

2
∂α0t‖u‖20 +

λ

2
∂1−α
0t ‖v‖20 + ‖ux‖20 6 ε‖u‖20 +

1

4ε
‖f‖20.

F M S

���/F M S�� 6&���7A/? 59D �p� 5 ?76 4 �� ‖u‖20 6 (12)‖ux‖20
L�g D � ε = 1,

g7:p�7A�B��7f

∂α0t‖u‖20 + λ∂1−α
0t ‖v‖20 + ‖ux‖20 6

1

2
‖f‖20.

F P S

�bD :)��? 4)5 H D � D :)��p�/? 59D �p� 5 ?76 4 �):GF P S g7: τ : 4 � ��: H L�g D � � : �0�7f ��:>E 5 ?�� 5 F � SKJ���.�dg D �7: D ?7:>=	:>E 5 ?����hF � S.6#� 5 �7A 594b5 �0��?76 4 � 5 ?�?7:6 4 � �&? 5 g D759D 8��?	�dRs�k�p�'�76&�7f�:6 4 �
D75 0 5 ?���R �k�k�(�<B��#F � S N F 2 S�: 4 � � : �7?�8 � �(�d?�?�8 � J

m ��+�������+@j2���
Y�4���(�� ��� *7�
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E�6��>?#6>IL6
�#6�E�W�5
7�A�LML �s;
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 �"��W!� a^���  a �D��aX��a�� a �z� � W!�ZW!��� �   W!Y�W �b; a �  �  � �
� ��;?�  W V\a V ��;\W!�  W�� � W ��;?�?�t�  � � ;\W_� ���ZW �  W��	J

a � ;?�&W!;  a � W�� �  � a
pD&�g�&"%ej�0�����'�% F ;�:6<6&��R.L	���(�k�0�����p�'���p�)]2VXW!Y.��S

uh'��)+)����'�%�-.� ����0���,��
� :[p�(�>6 4 � Q = {(x, t) : 0 < x < `, 0 < t < T} L D �>6<6<f�: 4D �7f7�k�k�(�<B�A

Dα
0tu =

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
− q(x, t)u+ f(x, t), 0 < x < `, 0 < t 6 T, (1)

k
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

=
1

Γ(1− α)

∂

∂t

t∫

0

u(0, τ)dτ

(t− τ)α
, (2)

k
∂u

∂x

∣∣∣
x=`

= 0, (3)

Dα−1
0t u = u0(x), (4)

Hg� 5 Dα
0tu

T � D :[>?	�dR`g D :)��� �): �7?	�dR#;$�7f �d?	�@T � ��A��'�����7R`g7: D R��0��� α � ��� ]
k(x, t) >

c > 0
L
0 < α < 1.

� (�����'�������1 '=|�����-.�
��:>g�A)6 4 ���h69A@� 5 6 4 �):)��d?�� 5�D75 H<Ak�7R D ?7:>HO: D75 0 5 ?���RS�k�k�(�<B�� F � S N F � SKL g7:p�7A�B��7f7���7R
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U =
1

Γ(1− α)

t∫

0

u(x, τ)dτ

(t− τ)α
.

(Dα
0tu,U)− ((kux)x, U) + (qu, U) = (f, U). (5)
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Γ(1− α)
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dτ

`∫

0

kux(x, τ)

τ∫

0

ux(x, τ1)dτ1
(τ − τ1)α

dx+

+
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Γ(1− α)

t∫

0

dτ

`∫

0

q(x, τ)u(x, τ)

τ∫

0

u(x, τ1)dτ1
(τ − τ1)α

dx 6
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t∫

0

‖f‖20dτ +
1

2
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0

‖U‖20dτ +
1

2
‖U(x, 0)‖20 +

1

2
U2(0, 0).

(7)
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‖U‖20 6 ‖f‖22,Qt
+

t∫

0

‖U‖20dτ + ‖u0(x)‖20 + U2(0, 0),
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‖U‖20 6

t∫

0

‖U‖20dτ + F (t),

Hg� 5 ‖v‖22,Qt
=

t∫
0

‖v‖20dτ, F (t) = ‖f‖22,Qt
+ ‖u0(x)‖20 + U2(0, 0).
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‖U‖20 6M(t)
(
‖f‖22,Qt

+ ‖u0(x)‖20 + U2(0, 0)
)
. (8)
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