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Ï�ÅÄÈÑËÎÂÈÅ

XII Âëàäèêàâêàçñêàÿ ìîëîäåæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà (ÂÌÌØ) ñ ìåæ-

äóíàðîäíûì ó÷àñòèåì � îäíî èç ìåðîïðèÿòèé VII Ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìàòè-

÷åñêîãî íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî �îðóìà.

Â 2016 ãîäó ñîîðãàíèçàòîðàìè ÂÌÌØ âûñòóïèëè Âëàäèêàâêàçñêèé íàó÷-

íûé öåíòð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èÞæ-

íûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.

Ïðîâåäåíèå ÂÌÌØ íàïðàâëåíî íà ñîõðàíåíèå è ðàçâèòèå íàó÷íûõ øêîë

ìèðîâîãî óðîâíÿ; ïðîäâèæåíèå òàëàíòëèâîé ìîëîäåæè è �îðìèðîâàíèå íîâî-

ãî ïîêîëåíèÿ èññëåäîâàòåëåé, ñîäåéñòâèå èõ ïðî�åññèîíàëüíîìó ñòàíîâëåíèþ,

òâîð÷åñêîìó ðîñòó, ìàêñèìàëüíîìó èñïîëüçîâàíèþ íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà; óêðåï-

ëåíèå ïîçèöèè ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íà Þãå

�îññèè.

ÂÌÌØ òðàäèöèîííî ïðåäñòàâëåíà äâóìÿ îñíîâíûìè íàó÷íûìè íàïðàâëå-

íèÿìè � ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

Â ÷èñëî ëåêòîðîâ ÂÌÌØ âîøëè âåäóùèå ðîññèéñêèå ó÷åíûå, â çíà÷èòåëü-

íîé ìåðå îïðåäåëÿþùèå ðàçâèòèå ýòèõ íàïðàâëåíèé. Âíèìàíèþ ñëóøàòåëåé áû-

ëè ïðåäñòàâëåíû öèêëû ëåêöèé: ¾Íåêîòîðûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ îïåðàòî-

ðàìè â áàíàõîâûõ ðåøåòêàõ¿, ëåêòîð � ä.�.-ì. í., ïðî�åññîð À. �. Êóñðàåâ

(ÂÍÖ �ÀÍ, ã. Âëàäèêàâêàç); ¾Ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ êîìïåòåíòíîñòü ìîëîäîãî ïðå-

ïîäàâàòåëÿ âóçà¿, ëåêòîð � ê. ïåä. í. Â. Ñ. Àáàòóðîâà (ÂÍÖ �ÀÍ, ã. Âëàäèêàâ-

êàç); ¾Èçîïåðèìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ëåêòîð � ä.�.-ì. í.,

ïðî�åññîð À. Ô. Òåäååâ (ÞÎ�Ó, ã. Öõèíâàë, �ÞÎ); ¾Êàêèì äîëæåí áûòü ñîâðå-

ìåííûé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà?¿, ëåêòîð � ê.�.-ì. í., äîöåíò Â. Í. Äÿò-

ëîâ (Í�Ó, ã. Íîâîñèáèðñê); ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ¿,

ëåêòîð � ä.�.-ì. í., ïðî�åññîð Å. Ñ. Êàìåíåöêèé (ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ, ã. Âëàäè-

êàâêàç). Â ðàìêàõ ÂÌÌØ òàêæå ñîñòîÿëàñü êîí�åðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ, íà

êîòîðîé âûñòóïèëè ó÷àñòíèêè Øêîëû.
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òåç. äîêë. XII ðåãèîí. øê.-êîí�. (�ÑÎ-À, ïîñ. Â.Ôèàãäîí, 18�23 èþëÿ 2016 ã.)

Î ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËßÕ ÑÒÅ�ÆÍÅÉ È ÏËÀÑÒÈÍ

Ñ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈßÌÈ È ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈßÌÈ

À. Î. Âàòóëüÿí (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ),

�. Ä. Íåäèí (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Îäíî èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé â ñîâðåìåííîé ìåõàíèêå ìàòåðèà-

ëîâ ñâÿçàíî ñ ðàçðàáîòêîé è ñîâåðøåíñòâîâàíèåì ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷-

íûì õàðàêòåðîì íåîäíîðîäíîñòè ïðè íàëè÷èè ïîëåé ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿ-

æåíèé è äå�îðìàöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ èõ ïðåäâàðèòåëüíîå ñîñòîÿíèå (ÏÑ).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå, îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ

òèïîâ íåîäíîðîäíîñòè ñëóæèò êëàññ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ êîìïîçèòîâ

(Ô�Ê), â êîòîðûõ ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà ìåíÿþòñÿ íåêîòîðûì îáðàçîì â çà-

âèñèìîñòè îò êîîðäèíàò. �ðàäèåíòíîñòü ñâîéñòâ â òàêèõ ìàòåðèàëàõ ïîÿâëÿ-

åòñÿ èç-çà íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà, ìèêðîñòðóêòóðû èëè

àòîìíîãî ïîðÿäêà. Â òðàäèöèîííûõ ìíîãîñëîéíûõ êîìïîçèòíûõ ñòðóêòóðàõ îä-

íîðîäíûå óïðóãèå ñëîè ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì, îáðàçóÿ ìíîãîñëîéíóþ êîí-

ñòðóêöèþ. Îäíàêî ïîäîáíûå ìàòåðèàëû îáëàäàþò ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì:

îáðàçîâàíèå êîíöåíòðàòîðîâ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â ïîãðàíè÷íûõ çîíàõ ìåæ-

äó ñëîÿìè, îñîáåííî ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàññëîåíèþ,

ðàñòðåñêèâàíèþ ìàòðèöû è äðóãèì ìåõàíèçìàì ðàçðóøåíèÿ. Îäíèì èç íàèáî-

ëåå ý��åêòèâíûõ ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå

Ô�Ê, â êîòîðûõ ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî. Ìåíÿþùèåñÿ

ãðàäèåíòíûì îáðàçîì ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü ðàñòðåñêèâà-

íèå è ðîñò îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé [1℄. Êëþ÷åâûì âîïðîñîì â ïðîáëåìå ìîíè-

òîðèíãà òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ âûáîðà �èçè-

÷åñêîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîâðåæäåííîñòè ìàòåðèàëà, à òàê-

æå ïðîâåäåíèå êîìïëåêñà ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

�àçðóøåíèå ïðè íàãðóçêàõ íèæå äîïóñêàåìûõ çà÷àñòóþ ñâÿçàíî ñ íåó÷òåííûì

ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì [2, 3℄.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ è óòî÷íÿþòñÿ ðàçëè÷íûå íåêëàññè-

÷åñêèå ìîäåëè ñòåðæíåé è ïëàñòèí, â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå òåîðèé Òèìîøåíêî,

�åéññíåðà, Ìèíäëèíà è äð., ïîçâîëÿþùèõ ìîäåëèðîâàòü äèíàìè÷åñêîå ïîâåäå-

íèå ñòåðæíåé ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ, òðåáóåìûõ â ðàìêàõ òîé èëè èíîé

ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ïîñòàíîâêè çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ïðåäâà-

ðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ñòåðæíÿ è ïëàñòèíû â ðàìêàõ òåîðèè Òèìîøåíêî äëÿ

îáùåãî ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîñòè âñåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, âêëþ÷àÿ ìàòåðèàëüíûå

õàðàêòåðèñòèêè è îáúåìíîå ðàñïðåäåëåíèå ÏÑ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî âûâîä

êîððåêòíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ äëÿ òåë ñ ïðåäâàðèòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè è äå-

�îðìàöèÿìè ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí êàê íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîí-

íîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà, òàê è íà îñíîâå îáùåé ñëàáîé ïîñòàíîâêè äëÿ óïðóãîãî

òåëà [2℄. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ÏÑ íà ñïåêòð àêóñòè÷åñêèõ

õàðàêòåðèñòèê (ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè) â
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Ô�Ê ñòåðæíÿõ. Ïðè ýòîì â ðàìêàõ ìîäåëè Òèìîøåíêî ðàññìîòðåíû òàêèå �àê-

òîðû ÏÑ, êàê ïðåäâàðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ïðåäâàðèòåëüíûé ïðîãèá ñòåðæíÿ

è ïðåäâàðèòåëüíûé óãîë ïîâîðîòà ãëàâíîé îñè ñòåðæíÿ, îáóñëîâëåííûé èçãèáîì.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ îáùåé ñëàáîé è âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ìîæ-

íî âûâîäèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîíêðåòíîãî òåëà è

ñïîñîáà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè; äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâó-

þùèå ãèïîòåçû, îïèñûâàþùèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òåëà,

âûäåëèòü íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå è ñëåäîâàòü îáùèì ìåòîäàì âàðèàöèîííîãî

èñ÷èñëåíèÿ. Ââåäåíû èíòåãðàëüíûå �óíêöèè, ïîçâîëÿþùèå ìîäåëèðîâàòü ìàòå-

ðèàëüíûå ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ Ô�Ê â çàâèñèìîñòè îò èõ òèïà è ñòðóêòóðû, ÷òî

ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü íåîäíîðîäíîñòü ìàòåðèàëà Ô�Ê ïî òðåì êîîðäèíàòàì [3℄.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ�îðìó-

ëèðîâàííûõ çàäà÷ äëÿ ñòåðæíÿ è ïëàñòèíû ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèÿõ. �åøåíèÿ ïðîàíàëèçèðîâàíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ðàñïðåäåëåíèÿ ÏÑ

è íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè �óíêöèîíàëüíî-

ãðàäèåíòíîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå àíàëèòè÷åñêèå

çàêîíû èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé � ãëàäêèå è êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå, ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ñòåïåííûõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ çàêîíîâ. Èññëåäîâàí ðÿä çàäà÷

î êîëåáàíèÿõ ïðåäíàïðÿæåííîãî áðóñà, êîãäà â êà÷åñòâå ÏÑ âûáðàíî íåñêîëü-

êî òèïîâ íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìîãî

�óíêöèÿìè ÏÍ è íà÷àëüíûõ ïåðåìåùåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëåäóþùèì òðåì

çàäà÷àì: 1) ïðåäâàðèòåëüíûé ÷èñòûé ïëàñòè÷åñêèé èçãèá Ô�Ê-áðóñà; 2) ïðåä-

âàðèòåëüíûé ïëàñòè÷åñêèé èçãèá Ô�Ê-áðóñà ïîä äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííîé

ñèëû; 3) ïðåäâàðèòåëüíûé ïëàñòè÷åñêèé èçãèá Ô�Ê-áðóñà ïîä äåéñòâèåì ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå óðîâíåé ðàçëè÷íûõ òè-

ïîâ ÏÍ íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ) òî÷åê îáëàñòè.
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ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ �ßÄÛ ÏÎ ÏÎËÈÍÎÌÀÌ ÌÅÉÊÑÍÅ�À

È ÈÕ ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

�. Ì. �àäæèìèðçàåâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ �ÀÍ)

Ïóñòü N > 0, δ = 1
N , q = e−δ

, Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

l2,ρ(Ωδ) ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíûõ �óíêöèé f(x), çàäàííûõ íà Ωδ è òàêèõ, ÷òî

∑

Ωδ
f2(x)ρ(x) < ∞, ãäå ρ = ρ(x) = ρ(Nx;α, q) = (1 − q)α+1qx

Γ(Nx+α+1)
Γ(Nx+1) . ×åðåç

Mα
n,N (x) = Mα

n (Nx, q) îáîçíà÷èì ïîëèíîì Ìåéêñíåðà ïîðÿäêà n, äëÿ êîòîðîãî

ðàçíîñòíàÿ �îðìóëà �îäðèãà èìååò âèä [1℄

Mα
n,N (x) =

q−n

n!ρ(x)
∆n

δ

{

ρ(x)(Nx)[n]
}

,

ãäå ∆δf(x) = f(x + δ) − f(x), x[n] = x(x − 1) . . . (x − n + 1). Èçâåñòíî [1℄, ÷òî

ïîëèíîìû Ìåéêñíåðà Mα
n,N (x) (n = 0, 1, . . .) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ â l2,ρ(Ωδ)

ñèñòåìó, ò. å.

∑

x∈Ωδ

ρ(x)Mα
n,N (x)Mα

k,N (x) = δnkh
α
n(q), 0 < q < 1, α > −1,

ãäå δnk � ñèìâîë Êðîíåêåðà, hαn(q) =
(n+α

n

)

q−nΓ(α+1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðòî-
íîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ïîëèíîìîâ Ìåéêñíåðà èìååò âèä

mα
n,N (x) = mα

n,N(x, q) =
{

hαn(q)
}−1/2

Mα
n,N (x).

Â ðàáîòå [2℄ âïåðâûå áûëè ââåäåíû ñïåöèàëüíûå ðÿäû ïî êëàññè÷åñêèì ïîëè-

íîìàì Ëàãåððà è èññëåäîâàíû àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà èõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ðÿäû ïî ïîëèíîìàì

Ìåéêñíåðà Mα
n,N(x) ñ α > −1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ñïåöè-

àëüíûõ ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì Ëàãåððà. Ñïåöèàëüíûå ðÿäû ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñ-

íåðà Mα
n,N (x) îáëàäàþò çíà÷èòåëüíî ëó÷øèìè àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè,

÷åì ðÿäû Ôóðüå ïî óêàçàííûì ïîëèíîìàì. Íàïðèìåð, íîâûå ñïåöèàëüíûå ðÿ-

äû îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ýòèõ ðÿäîâ èíòåðïîëèðóþò

èñõîäíóþ �óíêöèþ â òî÷êàõ 0, δ, 2δ, . . . , (r − 1)δ. Ýòî ñâîéñòâî èìååò âàæíîå

çíà÷åíèå ïðè ðåøåíèè ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ïóñòü �óíêöèÿ d(x) îïðåäåëåíà â óçëàõ ñåòêè Ωδ. Ñïåöèàëüíûé ðÿä, î êîòî-

ðîì èäåò ðå÷ü, áûë ââåäåí â ðàáîòå [3℄ è èìååò âèä

d(x) = Pr−1(Nx) + (Nx)[r]
∞
∑

k=0

d̂α
r,km

α
k,N(x), (1)

ãäå

Pr−1(Nx) =
r−1
∑

ν=0

∆νd(0)

ν!
(Nx)[ν].
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×àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (1) îáîçíà÷èì ÷åðåç

Sα
n+r,N(d, x) = Pr−1(Nx) + (Nx)[r]

n
∑

k=0

d̂α
r,km

α
k,N(x).

Â ñâÿçè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (1) âîçíèêàåò çàäà÷à îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè çàìå-

íû �óíêöèè d(x) åå ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì Sα
n+r,N(d, x). Äðóãèìè ñëîâàìè,

âîçíèêàåò çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ÷àñòè÷íîé ñóììû

Sα
n+r,N(d, x) ñïåöèàëüíîãî ðÿäà (1).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ �óíêöèè Ëåáåãà ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ñïåöèàëüíîãî ðÿäà ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà Mα
n,N (x).
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÂÎÇËÅ ÍÅÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÁÈÏÎËß�ÍÎÉ ÌÅÌÁ�ÀÍÛ

1

Í. Þ. �àí÷åíêî (�îññèÿ, Êðàñíîäàð; Êóá�Ó),

È. Â. Ìîðøíåâà (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ýëåêòðîëèòà îêîëî áèïîëÿðíîé èîíîñåëåêòèâíîé

ìåìáðàíû â ìèêðîìàñøòàáàõ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íîð-

ìàëüíîãî ê ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû. Áèïîëÿðíàÿ ìåìáðàíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êîìáèíàöèþ êàòèîí-îáìåííîé è àíèîí-îáìåííîé ìåìáðàí. Âàæíåéøåé îñîáåí-

íîñòüþ áèïîëÿðíûõ ìåìáðàí ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ ñêîðîñòü äèññîöèàöèè ìîëåêóë

âîäû, H2O ⇄ H++OH−
, íà ñòûêå ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûõ ìåìáðàí ïðè ïðî-

õîæäåíèè ÷åðåç íèõ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Òîê îáðàçóþùèõñÿ êàòèîíîâ âîäîðîäà

è àíèîíîâ ãèäðîêñèëà âíîñèò âêëàä â îáùèé òîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ñèñòåìó [1℄.

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ ý��åêòîâ, âîçíèêàþùèõ âíóòðè è îêîëî áèïî-

ëÿðíûõ ìåìáðàí äèêòóåòñÿ âîçìîæíîñòüþ èõ øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ â ïðîìûø-

ëåííîñòè: íàïðèìåð, â ñîñòàâå ìåìáðàííîãî ïàêåòà â ýëåêòðîäèàëèçíîì àïïà-

ðàòå äëÿ ïîëó÷åíèÿ êèñëîò è ùåëî÷åé èç ðàñòâîðîâ ñîëè [2℄. Îäíàêî, íåñìîòðÿ

íà ïðàêòè÷åñêóþ âàæíîñòü, ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â îêðåñòíîñòè áèïîëÿðíûõ

ìåìáðàí, äî ñèõ ïîð íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû, íåò äàæå îêîí÷àòåëüíî ïðèíÿòîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ èõ îïèñàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [3, 4℄).

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïèñàííûõ âûøå ÿâëåíèé ðàññìîòðåíà

òðåõñëîéíàÿ ñèñòåìà ýëåêòðîëèò-ìåìáðàíà-ýëåêòðîëèò, ïîçâîëÿþùàÿ íàèáîëåå

ïîëíî èçó÷èòü ïðîèñõîäÿùèå ÿâëåíèÿ. Â îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëî-

æåíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Íåðíñòà � Ïëàíêà � Ïóàññîíà � Ñòîêñà,

óñïåøíî ïðèìåíÿåìàÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñìåæíûõ çàäà÷ [5℄, â êîòîðóþ òàêæå

âêëþ÷åíû óðàâíåíèÿ òðàíñïîðòà èîíîâ äèññîöèèðîâàííîé âîäû ñ èñòî÷íèêî-

âûìè ñëàãàåìûìè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîöåññàì äèññîöèàöèè è ðåêîìáèíàöèè,

íåïðåðûâíî ïðîèñõîäÿùèìè â ðàñòâîðå ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [6℄.

×èñëåííî îáíàðóæåíî, ÷òî íàèáîëüøàÿ äèññîöèàöèÿ âîäû ïðîèñõîäèò íà ñòûêå

äâóõ ìåìáðàí. Ïîòîê èîíîâ âîäû íå òîëüêî óâåëè÷èâàåò ñóììàðíûé ýëåêòðè-

÷åñêèé òîê ÷åðåç ñèñòåìó, íî è ïðèâîäèò ê ý��åêòó ýêçàëüòàöèè. Âêëþ÷åíèå â

ìîäåëü ý��åêòà Âèíà ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ïîÿâëåíèå â ñèñòåìå ðåæèìà ñâåðõ-

ïðåäåëüíûõ òîêîâ, êîòîðûé íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêòû � 14-08-00789-à, � 16-48-230107-ð_à.
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�ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÅ ÄËÈÍÍÛÕ ÏÓËÜÑÎÂÛÕ ÂÎËÍ Â ÀÎ�ÒÅ

Â. À. �åòìàí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Èçâåñòíî, ÷òî ñàìûå ïåðâûå èçìåðåíèÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè êðîâè áûëè

ïðîâåäåíû Ñ. Õåéçëîì â 17�18 âåêàõ. Â 18�19 âåêàõ íàä âîïðîñàìè öèðêóëÿöèè

êðîâè ðàáîòàëè òàêèå êðóïíûå ó÷åíûå, êàê Ýéëåð, Ä. Áåðíóëëè, Ïóàçåéëü è

Ò. Þíã. Â ÷àñòíîñòè, îäíîé èç âàæíûõ îáëàñòåé èññëåäîâàíèÿ áûëà ïðèðîäà

ñâîéñòâ è �óíêöèé óïðóãèõ àðòåðèé. Â äîêëàäå àîðòà ìîäåëèðóåòñÿ öèëèíäðè-

÷åñêèì ñîñóäîì, îãðàíè÷åííûì òîíêîé óïðóãîé îáîëî÷êîé. Òå÷åíèå æèäêîñòè

îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, à äëÿ ñòåíîê ñîñóäà èñïîëü-

çóþòñÿ äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òîíêîé óïðóãîé èçîòðîïíîé îáîëî÷êè. Â öè-

ëèíäðå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ äëèííûå ïðîäîëüíûå âîëíû, ñòàöèîíàðíûé ïîòîê, à

òàêæå äëèííûå è êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû. Ïîêàçàíî, ÷òî â ÿäðå ïîòîêà

(âíå çîíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ) ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè äëèííûõ âîëí

ïîñòîÿííà ïî ñå÷åíèþ. Ýòîò �àêò íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Â ïðèáëèæåíèè

èäåàëüíîé æèäêîñòè îïðåäåëåíà �àçîâàÿ ñêîðîñòü âîëí. Ïîëó÷åíû äâå âîëíû �

âîëíà äàâëåíèÿ è êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äëèííûõ

ïðîäîëüíûõ ïóëüñîâûõ âîëí, ïðè óñëîâèè, ÷òî íà âõîäå â ñîñóä çàäàíî äàâëåíèå

æèäêîñòè êàê �óíêöèÿ âðåìåíè.

Ëèòåðàòóðà

1. Ïåäëè Ò. �èäðîäèíàìèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ.�Ì.: Ìèð, 1983.

2. Áîãà÷åíêî Ñ. Å., ÓñòèíîâÞ. À.Ìîäåëü äâèæåíèÿ êðîâè â àðòåðèàëüíîì ñîñóäå âî âðåìÿ

ñèñòîëû è àíàëèç íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåíêè ñ ó÷åòîì âèíòîâîé àíèçîòðîïèè //

�îñ. æóðí. áèîìåõ.�2009.�Ò. 13, � 1.�Ñ. 29�41.
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Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XII ðåãèîí. øê.-êîí�. (�ÑÎ-À, ïîñ. Â.Ôèàãäîí, 18�23 èþëÿ 2016 ã.)

Î ÊÎÌÌÓÒÀÍÒÀÕ È ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÕ ÏÎÄÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ

ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ�Î ÑÄÂÈ�À ÂËÅÂÎ Â ÂÅÑÎÂÛÕ

Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ÖÅËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Î. À. Èâàíîâà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â äîêëàäå ïîéäåò ðå÷ü î êîììóòàíòàõ è èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ

îïåðàòîðà Ïîììüå, îïðåäåëÿåìîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D0,g0(f)(t) :=







f(t)− g0(t)f(z)

t
, t 6= 0,

f ′(0)− g′0(0)f(0), t = 0.

Çäåñü �óíêöèè f è g0, g0(0) = 1, ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó âåñîâîìó (LF )-
ïðîñòðàíñòâó E öåëûõ �óíêöèé. Åñëè g0 ≡ 1 è f(z) =

∑∞
n=0 fnz

n
� àíàëèòè-

÷åñêàÿ �óíêöèÿ â îêðåñòíîñòè 0, òî D0,g0(f)(z) =
∑∞

n=0 fn+1z
n
, ò. å. D0,g0(f) �

îáû÷íûé îïåðàòîð ñäâèãà âëåâî èëè êëàññè÷åñêèé îïåðàòîð Ïîììüå.

Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ B : E → E,

ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ îïåðàòîðîì D0,g0 . Ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà E ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñèëüíîãî ñîïðÿæåí-

íîãî ê ïðîñòðàíñòâó ðîñòêîâ �óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ íà âûïóêëîì ëîêàëüíî

çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q ⊆ C. Â ýòîé ñèòóàöèè äàåòñÿ òàêæå ïîëíîå îïèñàíèå

öèêëè÷åñêèõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà D0,g0 â E.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ îõàðàêòåðèçîâàíû ñîáñòâåííûå çàìêíóòûå D0,g0-èíâà-

ðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà òàêîãî ïðîñòðàíñòâà E â ñëó÷àå, êîãäà g0 íå èìååò

íóëåé.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ñ. Í. Ìåëèõîâûì.
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Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XII ðåãèîí. øê.-êîí�. (�ÑÎ-À, ïîñ. Â.Ôèàãäîí, 18�23 èþëÿ 2016 ã.)

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÂÒÎ�È×ÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ

Â ÑÈÑÒÅÌÅ �ÝËÅß Ñ ÄÈÔÔÓÇÈÅÉ Â ÑËÓ×ÀÅ ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÉ

È ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÎÉ ÏÎÒÅ�È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

À. Â. Êàçàðíèêîâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà �ýëåÿ ñ äè��óçèåé

{

vt = ν1∆v +w,

wt = ν2∆w − v + w − w3,

ãäå v = v(x, t), w = w(x, t), x ∈ D, t > 0, D ⊂ R
n
� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü,

µ ∈ R � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, ν1, ν2 > 0 � êîý��èöèåíòû äè��óçèè ïðè îä-

íîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ: Äèðèõëå, Íåéìàíà è ñìåøàííûõ

êðàåâûõ óñëîâèÿõ. Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû Ôèò-

öõüþ � Íàãóìî, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ âîçáóäèìîé ñðåäû.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ñèñòåìû

�ýëåÿ ñ äè��óçèåé, îòâåòâëÿþùèõñÿ îò íóëåâîãî ðåøåíèÿ ïðè èçìåíåíèè óïðàâ-

ëÿþùåãî ïàðàìåòðà µ, êîãäà êîý��èöèåíòû äè��óçèè �èêñèðîâàíû è ðàçëè÷-

íû ν1 6= ν2. Ñëó÷àé ðàâíûõ êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè ν1 = ν2 ðàññìîòðåí

â [1, 2℄.

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå èìååò ìåñòî ìîíîòîííàÿ è êîëå-

áàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, íàéäåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðå-

øåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ëÿïóíîâà � Øìèäòà â �îðìå, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ

Â. È. Þäîâè÷à [3℄.

Ïîñòðîåíà àáñòðàêòíàÿ ñõåìà ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé ñèñòåìå äëÿ ðàçëè÷-

íûõ òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé â ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íàéäåíû â

îáùåì âèäå ïåðâûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè äëÿ âòîðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðå-

ìåíè è ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ k-ãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ î êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ðå-

øåíèé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò òèïà êðàåâûõ óñëîâèé. Ïðèâåäåíû ÿâíûå âû-

ðàæåíèÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçðóøåíèÿ âòîðè÷íûõ ðå-

æèìîâ ïðè µ ≫ µcr. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àåâ îäíîé è äâóõ

ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ âû÷èñëåíèé ïðèìåíÿëèñü ïàêåòû Maple è

MATLAB, à òàêæå ñîáñòâåííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ íà ÿçûêå C++. Ïðè
ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé ïðèìåíÿëàñü òåõíîëîãèÿ NVIDIA CUDA v. 7.0, ÷òî ïîç-

âîëèëî ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ïðîöåññ ðàñ÷åòà, äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

ñèñòåìû èñïîëüçîâàëàñü áèáëèîòåêà Odeint. Ñèñòåìà áûëà èññëåäîâàíà ðàçëè÷-

íûìè òèïàìè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ: ìåòîäàìè ñåòîê, ïðÿìûõ, à òàêæå ìåòîäîì

�àëåðêèíà. �åçóëüòàòû âñåõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðó-

ãîì.
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Ëèòåðàòóðà

1. Êàçàðíèêîâ À. Â., �åâèíà Ñ. Â. Âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé â ñèñòåìå �ýëåÿ ñ äè�-
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òåðå óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà // Ïðèêë. ìàò. è ìåõ.�1972.�Ò. 36, � 2.�

Ñ. 450�459.

14



Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:

òåç. äîêë. XII ðåãèîí. øê.-êîí�. (�ÑÎ-À, ïîñ. Â.Ôèàãäîí, 18�23 èþëÿ 2016 ã.)

ÌÎÍÎÒÎÍÍÀß ÏÎÒÅ�ß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Â ÑÈÑÒÅÌÅ ØÍÀÊÅÍÁÅ��À

Ñ. À. Ëûñåíêî

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà Øíàêåíáåðãà, êîòîðàÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü

â ìîäåëèðîâàíèè áèîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïåðâîíà÷àëüíî áûëà ïðåäëîæåíà

äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè,

ut = uxx + a− u+ u2v,

vt = dvxx + b− u2v,
(1)

êîãäà x ∈ [0, π]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êîíöàõ îòðåçêà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

Íåéìàíà:

ux(0, t) = 0; vx(0, t) = 0; ux(π, t) = 0; vx(π, t) = 0 (2)

Ïàðàìåòð d > 0 � êîý��èöèåíò äè��óçèè, a è b � ïàðàìåòðû ðåàêöèè, óäî-

âëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: a+ b > 0, b > 0.
Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîå ðåøåíèå äàííîé ñè-

ñòåìû (u0, v0), ãäå u0 > 0, v0 > 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå (u0, v0) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé-

÷èâûì ïî Òüþðèíãó, åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííî-

îäíîðîäíûì âîçìóùåíèÿì (â îòñóòñòâèå äè��óçèè) è íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøå-

íèþ ê íåêîòîðûì ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûì âîçìóùåíèÿì (ïðè íàëè÷èè

äè��óçèè).

Îïðåäåëåíèå 2. Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà d íàçûâàåòñÿ òàêîå

çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì ñïåêòð çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé

ïîëóïëîñêîñòè, ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå ñ ìíèìîé îñüþ íåïóñòî. Åñëè ïðè ýòîì ïî-

ÿâëÿåòñÿ ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî òàêàÿ ïîòåðÿ

óñòîé÷èâîñòè íàçûâàåòñÿ êîëåáàòåëüíîé; åñëè âåäóùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îá-

ðàùàåòñÿ â íîëü, òî òàêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé.

Â ðàáîòå âûïîëíåíà âèçóàëèçàöèÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà, íàé-

äåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà è ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå

ýêñïåðèìåíòû äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Ïðè èññëåäîâàíèè

çíà÷åíèÿ a è b ñ÷èòàþòñÿ �èêñèðîâàííûìè, à ïàðàìåòð d èçìåíÿåòñÿ. Èçâåñòíî,

÷òî, åñëè ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà d èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü

Òüþðèíãà, òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â ýòîì ñëó÷àå � ìîíîòîííàÿ. Ïðè ýòîì îò

èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòâåòâëÿþòñÿ âòîðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåæè-

ìû.

Ïîëó÷åíû ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó íàäêðèòè÷íî-

ñòè ε âòîðè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû äëÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ a è b,
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à òàêæå âûâåäåíà �îðìóëà â îáùåì âèäå ïðè εn. Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äëÿ

òðåòüåé ñòåïåíè ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà íàäêðè-

òè÷íîñòè ε ïîëó÷åíà �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòà, çíàê êîòîðîãî

âëèÿåò íà õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè (ìÿãêàÿ èëè æåñòêàÿ).

Ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íàéäåíû òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

a è b, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, è òå, ïðè êîòîðûõ

ïðîèñõîäèò æåñòêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ïîñòðîåíû ãðà�è-

êè âòîðè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ

îáùèõ �îðìóë äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè íåóñòîé÷è-

âîñòè Òüþðèíãà, êîòîðûå áûëè íàéäåíû â êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Äëÿ

îòûñêàíèÿ âòîðè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ëÿïóíîâà �

Øìèäòà â �îðìå, ðàçâèòîé Â. È. Þäîâè÷åì.
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Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÄËß ÎÄÓ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ �ßÄÎÂ ÔÓ�ÜÅ � ÑÎÁÎËÅÂÀ � ËÀ�Å��À

1

Ì. �. Ìàãîìåä-Êàñóìîâ (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ),

È. È. Øàðàïóäèíîâ(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëè-

íåéíîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ËÎÄÓ), îñíîâàííûé íà

ïðèìåíåíèè ñìåøàííûõ ðÿäîâ [1, 2℄ ïî ïîëèíîìàì Ëàãåððà Lα
k (x). �àññìîòðèì

åãî ïðèìåíåíèå íà âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà α = 0 è êîý��èöèåíòû ËÎÄÓ

ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè óäàåòñÿ ñâåñòè ê

ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé ëåíòî÷íîãî âèäà (8).

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ËÎÄÓ

y(r)(x) + ar−1y
(r−1)(x) + · · · + a0y(x) = h(x) (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(k)(0) = yk, k = 0, 1, . . . , r − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðåøåíèå y(x) äàííîé çàäà÷è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W r

L2
ρ
, ρ =

ρ(x) = xαe−x
, ñîñòîÿùåìó èç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ r−1 ðàç �óíêöèé

f(x), äëÿ êîòîðûõ f (r−1)(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà ïðîèçâîëüíîì ñåãìåíòå

[a, b] ⊂ [0,∞), à f (r) ∈ L
p
ρ. Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé Òåéëîðà, çàïèøåì (0 6 ν 6 r−1)

y(ν)(x) =
r−ν−1
∑

k=0

y(k+ν)(0)
xk

k!
+

1

(r − ν − 1)!

x
∫

0

(x− t)r−ν−1y(r)(t) dt. (2)

Ñ ó÷åòîì (2) óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

y(r)(x) +

x
∫

0

Q(x− t)y(r)(t) dt = p(x), (3)

ãäå, îáîçíà÷àÿ Lk(x) = L0
k(x),

Q(u) =

r−1
∑

ν=0

aνu
r−ν−1

(r − ν − 1)!
=

r−1
∑

ν=0

QνLν(u), (4)

p(x) = h(x)−
r−1
∑

ν=0

aν

r−ν−1
∑

k=0

y(k+ν)(0)
xk

k!
=

∞
∑

s=0

psLs(x). (5)

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 16-01-00486.
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Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî �óíêöèé Q(x− t), p(x) è y(r)(t) èõ ðÿäû Ôóðüå ïî îðòîíîð-

ìèðîâàííûì ïîëèíîìàì Ëàãåððà l0k(u) = L0
k(u) = Lk(u), èç (3) èìååì (yr,k �

êîý��èöèåíòû Ôóðüå � Ëàãåððà �óíêöèè y(r))

∞
∑

k=0

yr,kLk(x) +

r−1
∑

ν=0

∞
∑

k=0

yr,kQν

x
∫

0

Lν(x− t)Lk(t) dt =

∞
∑

s=0

psLs(x). (6)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñâåðòî÷íîå ñâîéñòâî

x
∫

0

Lν(x− t)Lk(t) dt = Lk+ν(x)− Lk+ν+1(x), (7)

ïåðåïèøåì (6) â âèäå

∞
∑

k=0

yr,kLk(x) +

r−1
∑

ν=0

∞
∑

k=0

yr,kQν(Lk+ν(x)− Lk+ν+1(x)) =

∞
∑

s=0

psLs(x).

Ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâîê çíàêîâ ñóììèðîâàíèÿ, çàìåíû ïåðåìåííûõ ñóììèðî-

âàíèÿ è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþ-

ùåìó âèäó:

(Q0 + 1)yr,0L0(x) +

∞
∑

k=1

[

(Q0 + 1)yr,k +

k−1
∑

ν=0

(Qk−ν −Qk−ν−1)yr,ν

]

Lk(x) =

=
∞
∑

s=0

psLs(x) Qk = 0, k > r.

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìàõ Lk(x), ïîëó÷àåì
ëåíòî÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

(Q0 + 1)yr,0 = p0,

(Q0 + 1)yr,k +

k−1
∑

l=0

(Qk−l −Qk−l−1)yr,l = pk, k = 1, . . . ,















(8)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ yr,k, ðåøàÿ êîòîðóþ äëÿ 0 6 k 6 n, ïîëó÷èì ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû yn(x) ñìåøàííîãî ðÿäà,
îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé êîòîðîé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

yn(x) =
r−1
∑

k=0

y(k)(0)
xk

k!
+ xr

r+n
∑

k=r

yr,k
Lr
k−r(x)

k[r]
,

ãäå k[r] = k(k − 1) . . . (k − r + 1).
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Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå:
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ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕ�ÀÍÅÍÈß ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÎ�Î

ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎ�Î ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

Î. Â. Íîâèêîâà

(�îññèÿ, Ñòàâðîïîëü; ÑÊÔÓ)

Äëÿ èññëåäóåìîãî â äèññåðòàöèè [2℄ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ

p̄t − ipxx + 2ip
(

p2 + p̄ 2
)

= 0 (1)

äîêàçàíî íàëè÷èå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Òåîðåìà. Íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ (1) îáëàäàåò ñ÷åòíûì ÷èñëîì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ:

J1(x, t) =

+∞
∫

−∞

(

p̄ 2 + p2
)

dx, J2(x, t) = 2i

+∞
∫

−∞

pp̄x dx,

J3(x, t) = −

+∞
∫

−∞

(

(

p̄ 2 + p2
)2

+ p̄ 2
x − ppxx

)

dx,

Jn+2(x, t) =

+∞
∫

−∞

(

2ip̄

(

2Rnx +Rn+1 +

n
∑

k=0

RkRn−k −

n+1
∑

k=0

RkRn+1−k

)

)

dx,

ãäå R0 = 0, R1 = p̄2 + p2 − ip̄x + px, R2 = 2p(ip̄x − px) + ip̄xx − pxx,

R3 = −
1

i

[

2p̄x
(

2p̄ 2 − px
)

− 2pp̄xx − p̄xxx
]

−

−
(

p̄ 2 + p2
)(

p̄ 2 + p2 + 2px
)

+ 2p(pxx − 2p̄p̄x) + p2x − p̄ 2
x + pxxx,

îñòàëüíûå �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé �îðìóëå:

Rn+2 = 2i

[

p̄
(

Rnx +Rn+1 +
n
∑

k=0

RkRn−k

)

− p̄xRn

]

−

−R(n+1)x −
n+1
∑

k=0

RkRn+1−k.

⊳ Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â ðàáîòå [1℄ èñïîëüçîâàëñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé

ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Äèðàêà âòîðîãî ðîäà. Ïîñòðîèì çàêîíû ñîõðàí-

íèÿ, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå èçîñïåêòðàëüíîé äå�îðìàöèè Mϕ = λϕ. Îïåðàòîð M

èçâåñòåí [2℄, ïîýòîìó äàííîå óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå

(λ− p̄)ϕ1xx + p̄xϕ1x −
(

(λ− p)
(

px ++p̄ 2 + p2 − λ2
)

+ p̄xp
)

ϕ1 = 0. (2)
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�àâåíñòâî çàâèñèò îò ñïåòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ, ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå

â âèäå

ϕ1 = eiλx+Φ(x,t,λ), (3)

ãäå Φ(x, t) � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2). Ïîäñòàâ-

ëÿÿ çíà÷åíèå �óíêöèè (3) è ïðîèçâîäíûõ â ðàâåíñòâî (2), ñîêðàùàÿ íà ϕ1, ðàñ-

ïèøåì ïîëó÷åííîå íåëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà λ:

λ22iΦx + λ
(

Φ2
x +Φxx − 2ip̄Φx − px − p̄ 2 − p2 + ip̄x

)

−

− p̄Φ2
x − p̄Φxx + p̄xΦx − p̄xp+ p̄px + p̄ 3 + p̄p2 = 0.

(4)

Ïðåäñòàâèì Φx â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì λ:

Φx =

∞
∑

n=0

Rn(x, t)

(2iλ)n
. (5)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ (5) â óðàâíåíèå (4), îíî ðàñïàäåòñÿ íà ñèñòåìó,

èç êîòîðîé íàõîäèì �óíêöèè Rn(x, t). Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ,
íàéäåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. ⊲
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Ñ�ÅÄÍÈÅ ÂÀËËÅ � ÏÓÑÑÅÍÀ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÑÓÌÌ

Ï�ÅÄÅËÜÍÛÕ �ßÄÎÂ ÏÎ ÏÎËÈÍÎÌÀÌ ×ÅÁÛØÅÂÀ,

Î�ÒÎÍÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÍÛÌ ÍÀ �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÎÉ ÑÅÒÊÅ

Ì. Ñ. Ñóëòàíàõìåäîâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ �ÀÍ)

�àññìîòðèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ΩN = {0, 1, . . . , N − 1} è äëÿ −1 < α, β ∈ R

âåñîâóþ �óíêöèþ µα,β(x,N) = Γ(N)2α+β+1

Γ(N+α+β+1)
Γ(x+β+1)Γ(N−x+α)

Γ(x+1)Γ(N−x) . ×åðåç τ
α,β
n,N (x) îáî-

çíà÷èì ñèñòåìó ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà, îðòîíîðìèðîâàííûõ íà ΩN ñ âåñîì

µ
α,β
N (x):

N−1
∑

x=0

τ
α,β
n,N(x)τα,βm,N (x)µα,β

N (x) = δnm.

Ïóñòü íà ΩN çàäàíà äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿ f : ΩN → R. Äëÿ íåå ðÿä Ôóðüå �

×åáûøåâà è åãî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ïðèíèìàþò âèä

f(x) =

N−1
∑

k=0

f
α,β
k τ

α,β
k,N(x), f

α,β
k =

N−1
∑

j=0

f(j)τα,βk,N (j)µα,β
N (x), (1)

S
α,β
n,N(f, x) =

n
∑

k=0

f
α,β
k τ

α,β
k,N(x), 0 6 n 6 N − 1. (2)

Ïðåäåëüíûì ðÿäîì ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà, îðòîãîíàëüíûì íà ðàâíîìåð-

íîé ñåòêå, íàçûâàåòñÿ ðÿä, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå ïî÷ëåííîãî ïðåäåëüíîãî ïå-

ðåõîäà ïðè α, β → −1: f(x) ∼
∑N−1

k=0 f
−1,−1
k τ

−1,−1
k,N (x), x ∈ ΩN . Ñëîæíîñòü çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñóììà

∑N−1
j=0 f(j)τ−1,−1

k,N (j)µ−1
N (j) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â

òî÷êàõ j = 0, j = N−1, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî µ−1,−1
N (0) = µ

−1,−1
N (N−1) = ∞. Ââå-

äåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðÿìîé, ñîâïàäàþùåé ñ èñõîäíîé �óíêöèåé f(x) â òî÷êàõ
x = 0 è x = N − 1:

af (x) =
f(N − 1) + f(0)

2
+

f(N − 1)− f(0)

2

(

2x

N − 1
− 1

)

,

à òàêæå ðàçíîñòè ìåæäó �óíêöèåé f(x) è ýòîé ïðÿìîé: g(x) = f(x)− af (x).
Òîãäà äëÿ âñÿêîé äèñêðåòíîé �óíêöèè f : {0, 1, . . . , N − 1} → R ïðåäåëüíûé

ðÿä ïðèíèìàåò âèä

f(x) = S−1
N−1,N (f, x) = af (x) +

8x(N − 1− x)

N(N − 1)

N−3
∑

k=0

ĝkτ
1,1
k,N−2(x− 1),

ãäå

S−1
n,N(f, x) = af (x) +

8x(N − 1− x)

N(N − 1)

n−2
∑

k=0

ĝkτ
1,1
k,N−2(x− 1),
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ĝk = ĝk(N) =
1

N − 2

N−2
∑

j=1

g(j)τ1,1k,N−2(j − 1).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ñðåäíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì ïðå-

äåëüíîãî ðÿäà

V−1
m,n,N(f, x) =

S−1
m,N (f, x) + S−1

m+1,N (f, x) + . . .+ S−1
m+n,N (f, x)

n+ 1
.

Ýòè íîâûå îïåðàòîðû ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî âûðà-

æåíèÿ:

V−1
m,n,N(f, x) = af (x)+

+
8x(N − 1− x)

N(N − 1)

[

m−2
∑

k=0

ĝkτ
1,1
k,N−2(x− 1) +

m+n−2
∑

k=m−1

m+ n− k + 1

n+ 1
ĝkτ

1,1
k,N−2(x− 1)

]

,

îòêóäà

V−1
m,n,N (f, x) = S−1

m+n,N (f, x)−
8x(N − 1− x)

N(N − 1)

m+n−2
∑

k=m−1

k −m

n+ 1
ĝkτ

1,1
k,N−2(x− 1).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû V−1
m,n,N(f, x) îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñîâïà-

äåíèÿ ñ èñõîäíîé �óíêöèåé â êîíöåâûõ óçëàõ ñåòêè

V−1
m,n,N(f, 0) = f(0), V−1

m,n,N (f,N − 1) = f(N − 1),

à òàêæå ñâîéñòâîì ïðîåêòèâíîñòè íàä ïðîñòðàíñòâîì Hm àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëè-

íîìîâ ñòåïåíè íå âûøå m: V−1
m,n,N(Pm, x) ≡ Pm(x).

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ

V−1
m,n,N(f, x), êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ

íîðìû îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå C[0, N − 1]: ‖V−1
m,n‖ = sup‖f‖61 ‖V

−1
m,n(f, x)‖.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�ÎÂ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â ÇÀÇÎ�Å ÌÅÆÄÓ ÄÂÓÌß ÑÔÅ�ÀÌÈ Ï�È ÁÎËÜØÈÕ

×ÈÑËÀÕ �ÅÉÍÎËÜÄÑÀ �ÀÄÈÀËÜÍÎ�Î ÏÎÒÎÊÀ

À. Ñ. ×åðíûø

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â äîêëàäå èññëåäóåòñÿ ñïåêòð ïîëó÷åíèÿ ðàäèàëüíîãî ïîòîêà, ÿâëÿþùåãîñÿ

ñòàöèîíàðíûì òå÷åíèåì óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà â ñ�åðè÷åñêîì ñëîå ìåæäó

äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè ñ�åðàìè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà îá-

ëàñòè îòêðûòà, ò. å. æèäêîñòü âòåêàåò â îáëàñòü è âûòåêàåò èç íåå. Íà ãðàíèöå

çàäàíà ïîëíàÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå, ñîíàïðàâëåííîå ñ ðàäèàëüíûì îðòîì. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ëèíåàðèçóåò-

ñÿ íà ýòîì ðåøåíèè, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäîì ê ïåðåìåííûì âîçìóùåíèé ñòðîèòñÿ

ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è èùåòñÿ â ïðîåêöèÿõ íà ïðîñòðàí-

ñòâî âåêòîðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê. Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åííîé

çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòð èññëåäóåìîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïîñëåäíåå ïðåäñòàâèìî

îáúåäèíåíèåì äâóõ ìíîæåñòâ, îäíî èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, öåëèêîì ëåæàùèõ â ëåâîé

ïîëóïëîñêîñòè. Ýëåìåíòû âòîðîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ èç êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ àìïëèòóäû ðàäèàëüíîãî êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè-

áëèæåíèå ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è èùåòñÿ ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà Âèøèêà � Ëþñòåðíèêà.
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Ñ�ÅÄÍÈÅ ÂÀËËÅ-ÏÓÑÑÅÍÀ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

È ÈÕ ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Ò. Í. Øàõ-Ýìèðîâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ �ÀÍ)

Ïóñòü f � ñóììèðóåìàÿ íà [0, 2π] 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Îïðåäåëèì

ðÿä Ôóðüå äëÿ f :

f ∼
a0

2
+

∞
∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx, (1)

ãäå a0 = 1
π

∫ 2π
0 f(x)dx, ak = 1

π

∫ 2π
0 f(x) cos kxdx, bk = 1

π

∫ 2π
0 f(x) sin kxdx. ×åðåç

Sn(f, x) îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (1)

Sn(f, x) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx.

Ñðåäíèå Âàëëå-Ïóññåíà îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vn,m(f, x) =
1

n

m−1
∑

l=0

Sn+l(f, x).

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå ñðåäíèå Âàëëå-Ïóññåíà âòîðîãî ïîðÿäêà:

V 2
n (f, x) =

1

n

n−1
∑

l=0

Vn+l,n(f, x).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ñðåäíèõ

Âàëëå-Ïóññåíà âòîðîãî ïîðÿäêà.

24



ÑÏÈÑÎÊ ÑÎÊ�ÀÙÅÍÈÉ

ÄÍÖ �ÀÍ � Äàãåñòàíñêèé íàó÷íûé öåíòð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

Êóá�Ó � Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÑÊÔÓ � Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

ÞÌÈ � Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Âëàäèêàâêàçñêîãî

íàó÷íîãî öåíòðà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

ÞÔÓ � Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

25



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ

È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ:

òåçèñû äîêëàäîâ

XII ðåãèîíàëüíîé øêîëû-êîí�åðåíöèè

¾Âëàäèêàâêàçñêàÿ ìîëîäåæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà¿

(�ÑÎ-À, ïîñ. Â.Ôèàãäîí, 18 ïî 23 èþëÿ 2016 ã.)

Êîìïüþòåðíàÿ âåðñòêà: Ì. Ó. Âàçàãàåâà

Çàâ. ðåäàêöèåé: Â. Â. Êèáèçîâà

ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ

362027, ã. Âëàäèêàâêàç, óë. Ìàðêóñà, 22.


