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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ

ËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ È ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

�. �. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ

Â ëåêöèÿõ èçëàãàþòñÿ íà÷àëà òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷å-

íèé ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ è îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ ìíîæåñòâ, ýëåìåíòû

êîòîðûõ èçâåñòíû ïðèáëèæåííî. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîññòàíîâëå-

íèþ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ, ãäå òåîðèÿ ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ìåòîäû

âûïóêëîãî àíàëèçà. Ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèìåðû, ñâÿçàííûå, â îñíîâ-

íîì, ñ çàäà÷àìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Ëåêöèè ðàññ÷èòàíû íà

øèðîêèé êðóã ÷èòàòåëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå, îïòèìàëüíûé ìåòîä, ýêñ-

òðåìàëüíàÿ çàäà÷à, âûïóêëàÿ äâîéñòâåííîñòü.

Ëåêöèÿ 1. Îáñóæäåíèå âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ

ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé ýêñêóðñ

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âîññòàíîâëå-

íèåì êàêîé-ëèáî õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà ïî èí�îðìàöèè (÷àñòî íå

ïîëíîé è/èëè íå òî÷íîé) î äðóãèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ýòîãî îáúåêòà.

Ê ïðèìåðó, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè �óíêöèè èëè

åå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå, èëè èíòåãðàëà îò íåå ïî èí�îðìàöèè î íà-

áîðå åå çíà÷åíèé â äðóãèõ òî÷êàõ, ëèáî ïî ïðèáëèæåííî çàäàííîìó

ïðåîáðàçîâàíèþÔóðüå, èëè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî íåòî÷íî èçâåñòíûì íà÷àëüíûì äàííûì

è òàê äàëåå. Ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïîäîáíîãî

êëàññà çàäà÷. Çäåñü ìû ñëåäóåì ïîäõîäó, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò íà-

ëè÷èå íåêîòîðîé àïðèîðíîé èí�îðìàöèè îá îáúåêòå, õàðàêòåðèñòè-

êè êîòîðîãî ïîäëåæàò âîññòàíîâëåíèþ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòà-

âèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè íàèëó÷øåãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äàí-

íîé õàðàêòåðèñòèêè ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ìåòîäîâ. Òàêîé ïîäõîä ê

çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ èäåîëîãè÷åñêè âîñõîäèò ê ðàáîòàì À. Í. Êîë-

ìîãîðîâà 30-õ ãã. XX âåêà, ïîñâÿùåííûì íàõîæäåíèþ íàèëó÷øèõ

ñðåäñòâ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ �óíêöèé. Ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ òåîðèÿ, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ,
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îñíîâûâàþùèåñÿ íà ýòîì ïîäõîäå, ïëîäîòâîðíî ðàçâèâàåòñÿ, íà÷è-

íàÿ ñ 60-õ ãã. XX âåêà.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòîãî ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùåãî, ÷òî

ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ âïîëíå åñòåñòâåí-

íà. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíû òî÷êè t1 < . . . < tn, è â ýòèõ òî÷êàõ
èçâåñòíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè x(·), ò. å. èçâåñò-
íû ÷èñëà x(t1), . . . , x(tn). Êàê ïî ýòèì ÷èñëàì âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå

�óíêöèè x(·) â òî÷êå τ ∈ [a, b], τ 6= ti, i = 1, . . . , n? Äîñòàòî÷íî òðà-
äèöèîííàÿ ðåêîìåíäàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íóæíî ïðîâåñòè ÷åðåç

òî÷êè x(t1), . . . , x(tn) èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà (íàïîì-

íèì, ÷òî ýòî ïîëèíîì ñòåïåíè n − 1 âèäà p(t) =
∑n

i=1 li(t)x(ti), ãäå
li � ïîëèíîì ñòåïåíè n−1, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå 1 â òî÷êå ti è íó-
ëåâûå çíà÷åíèÿ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ tj , j 6= i) è â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ

�óíêöèè x(·) â òî÷êå τ âçÿòü p(τ).
Òàêàÿ ðåêîìåíäàöèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî �óíêöèÿ x(·) âåäåò ñåáÿ

äîñòàòî÷íî ¾õîðîøî¿, íå ìîæåò ðåçêî ìåíÿòüñÿ. Åñëè íèêàêîé àïðè-

îðíîé èí�îðìàöèè î �óíêöèè íåò, òî çàäà÷à, î÷åâèäíî, áåññìûñ-

ëåííà, ïîñêîëüêó ÿñíî, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè, ïðèíèìàþùèå â

òî÷êàõ t1 < . . . < tn òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è x(·), à â òî÷êå τ � ëþáîå

íàïåðåä çàäàííîå çíà÷åíèå.

Áóäåì òåïåðü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèÿ x(·) ïðèíàäëåæèò íåêî-
òîðîìó ìíîæåñòâó (êëàññó) W â ïðîñòðàíñòâå C([a, b]) íåïðåðûâíûõ
�óíêöèé íà [a, b]. Íàïðèìåð, ïóñòü W � ýòî êëàññ �óíêöèé x(·),
ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ẋ(·) êóñî÷íî íåïðåðûâíà è |ẋ(t)| 6 1
â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ẋ(·). Òîãäà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ áîëåå îñìûñ-
ëåííîé � çíà÷åíèå �óíêöèè x(·) â òî÷êå τ ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî
â ïðåäåëàõ ñèíåãî îòðåçêà (ñì. ðèñ. 1.1).
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Èòàê, ñ÷èòàåì, ÷òî �óíêöèÿ x(·) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàñ-
ñó W , è î êàæäîé �óíêöèè x(·) ∈ W ìû ðàñïîëàãàåì åùå èíäè-

âèäóàëüíîé èí�îðìàöèåé, çàêëþ÷àþùåéñÿ â òîì, ÷òî íàì èçâåñòíû

çíà÷åíèÿ x(·) â òî÷êàõ t1 < . . . < tn. Ïóñòü I : C([a, b]) → R
n
� ëè-

íåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó Ix(·) = (x(t1), . . . , x(tn)).
Òîãäà èíäèâèäóàëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î �óíêöèÿõ èçW ñîñòîèò â òîì,

÷òî íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà íà W . Îïåðàòîð I áóäåì
íàçûâàòü èí�îðìàöèîííûì îïåðàòîðîì.

Çàìåòèì, ÷òî ðåêîìåíäàöèþ ïî ïîâîäó èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðïîëÿ-

öèîííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Âîçü-

ìèòå ëèíåéíóþ �óíêöèþ íà R
n
âèäà ϕ(ξ1, . . . , ξn) =

∑n
i=1 li(τ)ξi è

âìåñòî ξi ïîäñòàâüòå x(ti), i = 1, . . . , n. Ìû ïîéäåì äàëüøå: âîçü-

ìåì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ ϕ(ξ1, . . . , ξn) íà R
n
, ïîäñòàâèì x(ti) âìå-

ñòî ξi, i = 1, . . . , n, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî è åñòü îöåíêà x(τ) äëÿ
ëþáîé �óíêöèè x(·) ∈ W . Êàæäîé òàêîé �óíêöèè (ìåòîäó âîññòà-

íîâëåíèÿ) ñîïîñòàâèì ÷èñëî � ïîãðåøíîñòü ýòîãî ìåòîäà, à çàòåì

ïîñòàâèì âîïðîñ î íàõîæäåíèè ñðåäè âñåõ òàêèõ ìåòîäîâ òîãî, ó êî-

òîðîãî ïîãðåøíîñòü ìèíèìàëüíà.

Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà òàêîâà. Ïóñòü ϕ : Rn → R. Ñîïîñòàâèì äàííîé

�óíêöèè (ìåòîäó âîññòàíîâëåíèÿ) ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

e(τ,W, I, ϕ) = sup
x(·)∈W

∣∣x(τ) − ϕ(x(t1), . . . , x(tn))
∣∣,

êîòîðóþ íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ. ßñíî, ÷òî ýòî ¾íàèõóä-

øèé¿ ðåçóëüòàò èç âñåõ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ äàííûé

ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(τ,W, I) = inf
ϕ

e(τ,W, I, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì ϕ : Rn → R, è òå

ìåòîäû ϕ̂, íà êîòîðûõ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å.

E(τ,W, I) = e(τ,W, I, ϕ̂).

Òàêèå ìåòîäû åñòåñòâåííî íàçâàòü îïòèìàëüíûìè.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè âîïðîñà òàêîé ïîñòàíîâêè.

Â 1965 ã. â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ñ. À. Ñìîëÿêà [1℄ áûëà ïî-

ñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,
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W � êëàññ ýëåìåíòîâ â X è li, i = 0, 1, . . . , n, � ëèíåéíûå �óíê-

öèîíàëû íà X . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà W èçâåñò-

íû ïðèáëèæåííî, à èìåííî, î êàæäîì x ∈ W èçâåñòåí íàáîð ÷è-

ñåë li(x), i = 1, . . . , n, ò. å. çíà÷åíèÿ íà W èí�îðìàöèîííîãî îïåðà-

òîðà I : X → R
n
, äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó Ix = (l1(x), . . . , ln(x)).

Èìåÿ ýòó èí�îðìàöèþ, ìû õîòèì âîññòàíàâëèâàòü çíà÷åíèÿ ëèíåé-

íîãî �óíêöèîíàëà l0 íà W .

Äàëüøå èäóò òå æå îïðåäåëåíèÿ, ÷òî è âûøå. Êàæäîìó ìåòîäó

ϕ : Rn → R ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî ïîãðåøíîñòü

e(l0,W, I, ϕ) = sup
x∈W

∣∣l0(x)− ϕ(l1(x), . . . , ln(x))
∣∣,

îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà

E(l0,W, I) = inf
ϕ : Rn→R

e(l0,W, I, ϕ),

è ñòàâèòñÿ âîïðîñ î åå âû÷èñëåíèè è íàõîæäåíèè òåõ ìåòîäîâ ϕ̂, íà
êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé

ïîñòàíîâêè, ãäå X = C([a, b]), l0 : x(·) → x(τ) è li : x(·) → x(ti),
i = 1, . . . , n.

Ñ. À. Ñìîëÿê äîêàçàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàòà (íàïîìíèì, ÷òî

ìíîæåñòâî A ⊂ X âûïóêëî, åñëè èç òîãî, ÷òî x, y ∈ A ñëåäóåò,

÷òî (1 − α)x + αy ∈ A äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1), è ÷òî ýòî ìíîæåñòâî

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî, åñëè A = −A).

Ëåììà 1.1 (Ñìîëÿêà). Åñëè â çàäà÷å Ñìîëÿêà ìíîæåñòâî W
âûïóêëî è öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî, òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ

åñòü ëèíåéíûé.

Çàäà÷à Ñ. À. Ñìîëÿêà è åãî ëåììà ïîñëóæèëè íà÷àëîì ðàçâè-

òèÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ

è îïåðàòîðîâ íà ìíîæåñòâàõ, ýëåìåíòû êîòîðûõ èçâåñòíî ïðèáëè-

æåííî. Ýòà òåîðèÿ ðàçâèâàëàñü è îáîáùàëàñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâ-

ëåíèÿõ. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ,

â êîòîðûõ íà÷àëüíàÿ èí�îðìàöèÿ îá ýëåìåíòàõ W çàäàíà íåòî÷-

íî (íàïðèìåð, â ïðèâåäåííîé ïîñòàíîâêå ÷èñëà li(x), i = 1, . . . , n,
èçâåñòíû ïðèáëèæåííî) è, áûòü ìîæåò, áåñêîíå÷íîìåðíà. Äëÿ òà-

êèõ çàäà÷ íàõîäèëèñü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïòèìàëü-

íîãî ìåòîäà, ò. å. ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ íèõ àíàëîãà ëåììû Ñìîëÿêà.
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Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò � êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îï-

òèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî îáùåé ïîñòàíîâ-

êè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà �

ïîëó÷åí â ðàáîòå [2℄. Ïîìèìî ýòîãî, ðàçâèâàëèñü íåêîòîðûå òåîðå-

òè÷åñêèå àñïåêòû òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, áû-

ëî ðåøåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî êîíêðåòíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ

íàõîæäåíèåì îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð,

îáçîðû [3�5℄, ìîíîãðà�èþ [6℄, ñòàòüè [7�12℄). Ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ

îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ ïî

íåòî÷íûì èñõîäíûì äàííûì ñ ïîçèöèé òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [13℄.

Ëåêöèÿ 2. Ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ

èç âûïóêëîãî àíàëèçà

Â ïðèâåäåííûõ â êîíöå ëåêöèè 1 îáçîðàõ è ñòàòüÿõ áûëà ïîñòàâ-
ëåíà îáùàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ, à èìåííî, çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì

âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà êëàññå ýëåìåíòîâ

ïî íåòî÷íîé è íåïîëíîé èí�îðìàöèè î ñàìèõ ýëåìåíòàõ. Åå ïîñòà-

íîâêà òàêîâà.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y è Z � íîðìèðîâàííûå ïðî-

ñòðàíñòâà, Λ: X → Z è I : X → Y � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, W �

íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî (êëàññ) ýëåìåíòîâ èç X è δ > 0. �àñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà Λ íà ìíî-

æåñòâåW ïî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèè îá ýëåìåíòàõ ýòîãî ìíîæåñòâà:

î ëþáîì ýëåìåíòå x ∈ W íàì èçâåñòåí ýëåìåíò y ∈ Y òàêîé, ÷òî

‖Ix − y‖Y 6 δ (åñëè δ > 0, òî ìû ãîâîðèì îá èí�îðìàöèè, çàäàí-

íîé íåòî÷íî, à åñëè δ = 0, òî èçâåñòåí ýëåìåíò Ix, è ìû ãîâîðèì îá

èí�îðìàöèè, çàäàííîé òî÷íî). Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ ïîíè-

ìàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Y → Z.
Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà èëëþñòðèðóåò äåéñòâèÿ ââåäåííûõ îòîá-

ðàæåíèé.

Λ
W ⊂ X

✲
Z

❯

✕

Y

I ϕ

�èñ. 2.1.
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Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(Λ,W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

∥∥Λx− ϕ(y)
∥∥
Z
.

Åñëè δ = 0, òî ýòà ïîãðåøíîñòü, î÷åâèäíî, ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

e(Λ,W, I, 0, ϕ) = sup
x∈W

∥∥Λx− ϕ(Ix)
∥∥
Z
.

Íàñ èíòåðåñóþò âåëè÷èíà

E(Λ,W, I, δ) = inf
ϕ

e(Λ,W, I, δ, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì (ìåòîäàì)

ϕ : Y → Z, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ, è òå ìåòîäû ϕ̂, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ,
ò. å.

E(Λ,W, I, δ) = e(Λ,W, I, δ, ϕ̂).

Òàêèå ìåòîäû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâ-

ëåíèÿ (çíà÷åíèé îïåðàòîðà Λ íà W ïî äàííîé èí�îðìàöèè).

�àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

‖Λx‖Z → max, ‖Ix‖Y 6 δ, x ∈ W, (2.1)

çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè òåõ äîïóñòèìûõ (ò. å. óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è) ýëåìåíòîâ x̂, íà êîòîðûõ ìàêñèìèçèðóå-
ìûé �óíêöèîíàë äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç S(Λ,W, I, δ) çíà÷åíèåì çàäà÷è (2.1), ò. å. òî÷íóþ âåðõíþþ

ãðàíü ìàêñèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà íà äîïóñòèìûõ ýëåìåíòàõ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè ìíîæåñòâî W öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷-

íî, òî

E(Λ,W, I, δ) > S(Λ,W, I, δ). (2.2)

⊳ Ïóñòü x0 � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â (2.1), òîãäà ýëåìåíò −x0

òàêæå äîïóñòèì, è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ : Y → Z

2‖Λx0‖Z = ‖Λx0 − ϕ(0)− (Λ(−x0)− ϕ(0))‖Z 6 ‖Λx0 − ϕ(0)‖Z +

+ ‖Λ(−x0)− ϕ(0)‖Z 6 2 sup
x∈W, ‖Ix‖Y 6δ

‖Λx− ϕ(0)‖Z 6

6 2 sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

‖Λx− ϕ(y)‖Z = 2e(Λ,W, I, δ, ϕ).
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Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì x â çàäà÷å (2.1),
ïîëó÷àåì, ÷òî

S(Λ,W, I, δ) 6 e(Λ,W, I, δ, ϕ).

Òåïåðü, ïåðåõîäÿ ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ìåòîäàì ϕ, ïðèõî-
äèì ê íåðàâåíñòâó (2.2). ⊲

Çàäà÷à (2.1), çíà÷åíèå êîòîðîé äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ ïîãðåø-

íîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, âíåøíå âïîëíå îáîçðèìà. Êàê

áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, äëÿ ìíîãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîæíî

íàéòè åå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû òåîðèè ýêñòðåìó-

ìà. Ïîýòîìó âàæåí âîïðîñ î âçàèìîîòíîøåíèè çàäà÷è (2.1) è èñõîä-

íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Êîãäà íåðàâåíñòâî (2.2)

ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî? ×òî ìîæíî ñêàçàòü â ýòîì ñëó÷àå î ñó-

ùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ?

Åñëè îïåðàòîð Λ � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë (Z = R), à W � âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî, òî çàäà÷à (2.1) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Èññëåäîâàíèå

òàêèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç îñíîâíûõ ÷àñòåé âûïóêëîãî

àíàëèçà � ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, ãäå èçó÷àþò âûïóêëûå ìíîæåñòâà,

âûïóêëûå �óíêöèè è âûïóêëûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è (ñì. [14℄).

Âàæíåéøèì ÿâëåíèåì, ñîïóòñòâóþùèì âûïóêëîñòè, ÿâëÿåòñÿ �åíî-

ìåí äâîéñòâåííîñòè, î êîòîðîì ñåé÷àñ è áóäåò ðàññêàçàíî.

ÏóñòüX � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî

íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ

ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè x è y îíî ñîäåðæèò îòðåçîê [x, y] =
{z ∈ X : z = (1 − α)x+ αy, 0 6 α 6 1}, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x è y.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî âûïóêëî ïî îïðåäåëåíèþ.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ íåïîñðåäñòâåííî ñëå-

äóþò èç îïðåäåëåíèé.

Åñëè {Ai}i∈J � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ïîäìíî-

æåñòâ X , òî

⋂
i∈J Ai � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Åñëè {Ai}ni=1 � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ X ,

òî èõ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà A1 + . . . + An := {x ∈ X :
x = x1 + . . .+ xn, xi ∈ Ai, i = 1, . . . , n} � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Åñëè A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X è λ ∈ R, òî ìíîæåñòâî

λA := {λx : x ∈ A} âûïóêëî.
Ïóñòü òåïåðüX � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èX∗

� åãî ñîïðÿ-

æåííîå. Çíà÷åíèå ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà x∗ ∈ X∗
íà ýëåìåíòå X

îáîçíà÷àåì 〈x∗, x〉.
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Ïóñòü x∗ ∈ X∗
, x∗ 6= 0 è γ ∈ R. Ìíîæåñòâî H = H(x∗, γ) =

{x ∈ X : 〈x∗, x〉 = γ} íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ. �èïåðïëîñêîñòü
ïîðîæäàåò äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà H+(x

∗, γ) = {x ∈ X : 〈x∗, x〉 6 γ}
è H−(x

∗, γ) = {x ∈ X : 〈x∗, x〉 > γ}.
ßñíî, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòè è ïîëóïðîñòðàíñòâà � âûïóêëûå çà-

ìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà X . �îâîðÿò, ÷òî ýòè ìíî-

æåñòâà îòäåëèìû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ÷òî A è B
ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ïîëóïðîñòðàíñòâàì, ïîðîæäåííûì ýòîé ãè-

ïåðïëîñêîñòüþ.

Äàííîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå îòäåëèìîñòè ðàâíîñèëüíî,

î÷åâèäíî, ñëåäóþùåìó àíàëèòè÷åñêîìó: ìíîæåñòâà A è B îòäåëè-

ìû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò x∗ ∈ X∗
, ÷òî

sup
a∈A

〈x∗, a〉 6 inf
b∈B

〈x∗, b〉.

Åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ñòðî-

ãî îòäåëèìû.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíà òåîðåìà îòäåëèìîñòè, êîòîðóþ îáû÷íî íà-

çûâàþò âòîðîé òåîðåìîé îòäåëèìîñòè.

Òåîðåìà 2.1 (âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A � íåïóñòîå

âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X è b /∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâî A è

òî÷êà b ñòpîãî îòäåëèìû.

Â îñíîâå âûïóêëîé äâîéñòâåííîñòè ëåæèò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî

âûïóêëîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü äâîÿêî: íåïîñðåäñòâåííî (êàê ñäå-

ëàíî âûøå) è èñïîëüçóÿ äâîéñòâåííîå (ñîïðÿæåííîå) ïðîñòðàíñòâî.

Ýòî ìîæíî î�îðìèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, â âèäå ñëå-

äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ìíîæåñòâî A ⊂ X âûïóêëî è çàìêíóòî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ

åãî ñîäåðæàùèõ.

⊳ Ïóñòü A � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X è ïóñòü A1

åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ A. ßñíî, ÷òî
ìíîæåñòâî A1 âûïóêëî çàìêíóòî è A ⊂ A1. Ïîêàæåì, ÷òî A = A1.

Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò x0 ∈ A1 \ A. Ïî òåîðåìå îòäå-
ëèìîñòè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé �óíêöèîíàë x∗ ∈ X∗

òàêîé, ÷òî

〈x∗, x0〉 < inf
x∈A

〈x∗, x〉.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A ⊂ H−(x
∗, γ), ãäå γ = infx∈A 〈x∗, x〉. Ïîñêîëü-

êó x0 ∈ A1, òî ýòîò ýëåìåíò äîëæåí òàêæå ïðèíàäëåæàòü H−(x
∗, γ)

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ A1. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîìó íåðà-

âåíñòâó. Ñëåäîâàòåëüíî, A = A1.

Åñëè A = A1, òî A âûïóêëî è çàìêíóòî êàê ïåðåñå÷åíèå âûïóê-

ëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. ⊲

Ëåêöèÿ 3. Âîïðîñû äâîéñòâåííîñòè âûïóêëûõ

ìíîæåñòâ, �óíêöèé è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Â êîíöå ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëî äîêàçàíî ïðåäëîæåíèå 2.2.

Íàèáîëåå èíòåðåñåí è ïîëåçåí àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ âû-

ïóêëûõ �óíêöèé. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü R = R ∪ {+∞} � ðàñøèðåííàÿ ïðÿìàÿ, ò. å. ïðÿìàÿ, ïî-

ïîëíåííàÿ ñèìâîëàìè +∞, ïðîäîëæàþùèìè åñòåñòâåííîå îòíîøå-

íèå ïîðÿäêà: a 6 +∞, a ∈ R. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

a + ∞ = +∞ äëÿ âñåõ a ∈ R, a(+∞) = +∞, åñëè a > 0 è

+∞+∞ = +∞.

Ñ êàæäîé �óíêöèåé f : X → R ñâÿæåì äâà ìíîæåñòâà

dom f =
{
x ∈ X : f(x) < +∞

}

è

epi f =
{
(x, α) ∈ X × R : α > f(x), x ∈ dom f

}
,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ý��åêòèâíûì ìíîæåñòâîì è

íàäãðà�èêîì (èëè ýïèãðà�îì) �óíêöèè f .
Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè åå íàäãðà�èê �

âûïóêëîå ìíîæåñòâî â X × R.

Âîò ïðèìåðû âûïóêëûõ �óíêöèé íà ïðÿìîé: x 7→ ax2 + bx + c,
a > 0; x 7→ eαx, α ∈ R; x 7→ |x|p, p > 1; x 7→ − lnx, åñëè x > 0 è +∞,

åñëè x 6 0; x 7→ x log2 x + (1 − x) log2(1 − x), åñëè 0 < x < 1 è +∞ â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f : X → R âûïóêëà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X è ëþáûõ αi > 0, i = 1, 2, òàêèõ,
÷òî α1 + α2 = 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(α1x1 + α2x2) 6 α1f(x1) + α2f(x2),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Èåíññåíà.
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Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè epi f � çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî â X × R.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ �óíê-

öèé � âûïóêëàÿ �óíêöèÿ è ÷òî, åñëè fi, i ∈ J , � ïðîèçâîëüíîå

ñåìåéñòâî âûïóêëûõ �óíêöèé, òî �óíêöèÿ f(x) = supi∈J fi(x) âû-
ïóêëà (ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó epi f =

⋂
i∈J epi fi, êîòîðîå ëåãêî

ïðîâåðÿåòñÿ è èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè fi � çàìêíóòûå �óíê-

öèè, òî f � çàìêíóòàÿ �óíêöèÿ).

Ïóñòü f : X → R � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ, ò. å. epi f �

âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â X×R. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2

ýòî ìíîæåñòâî åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, åãî ñîäåðæà-

ùèõ. Íî ãèïåðïëîñêîñòè, îïðåäåëÿþùèå ýòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ñóòü

ãðà�èêè à��èííûõ �óíêöèé x 7→ 〈x∗, x〉 + α (ñì. ðèñ. 3.1), íå ïðå-

âîñõîäÿùèõ �óíêöèþ f .

x

y

0

�èñ. 3.1.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3.1 (ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèòü íå

áóäåì), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ f åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü

òàêèõ à��èííûõ �óíêöèé.

Ïðèäàäèì òåïåðü ýòîìó óòâåðæäåíèþ àíàëèòè÷åñêóþ �îðìó.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü f : X → R. Ôóíêöèÿ f∗ : X∗ → R, îïðåäåëåííàÿ ðàâåí-

ñòâîì

f∗(x∗) = sup
x∈X

(〈x∗, x〉 − f(x)),

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé �óíêöèåé ê f èëè ïðåîáðàçîâàíèåì Ëå-

æàíäðà � Þíãà � Ôåíõåëÿ, à �óíêöèÿ f∗∗ : X → R, îïðåäåëåííàÿ
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ïî ïðàâèëó

f∗∗(x) = sup
x∈X∗

(〈x∗, x〉 − f∗(x∗)),

íàçûâàåòñÿ âòîðîé ñîïðÿæåííîé �óíêöèåé ê f .
ßñíî, ÷òî �óíêöèè f∗

è f∗∗
âûïóêëû è çàìêíóòû, êàê âåðõíèå

ãðàíè à��èííûõ �óíêöèé. Èç îïðåäåëåíèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà

f∗∗(x) 6 f(x), ∀x ∈ X.

Äåéñòâèòåëüíî, f∗(x∗) = supx∈X(〈x∗, x〉 − f(x)) > 〈x∗, x〉 − f(x) äëÿ
ëþáîãî x ∈ X . Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) > 〈x∗, x〉−f∗(x∗) äëÿ âñåõ x ∈ X
è x∗ ∈ X∗

. Íî òîãäà f∗∗(x) = supx∈X∗(〈x∗, x〉 − f∗(x∗)) 6 f(x).

Òåîðåìà 3.1 (Ôåíõåëÿ � Ìîðî). Ôóíêöèÿ f : X → R âûïóêëà è

çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f∗∗ = f .

⊳ Åñëè f∗∗ = f , òî �óíêöèÿ f âûïóêëà è çàìêíóòà, òàê êàê

òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ f∗∗
. Ïóñòü f âûïóêëà è çàìêíóòà. Åñëè f(x) ≡ +∞,

òî, î÷åâèäíî, f∗∗(x) ≡ +∞. Ïóñòü f 6= +∞. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó

ñóùåñòâóåò òàêàÿ à��èííàÿ �óíêöèÿ x 7→ 〈x∗, x〉 − α, ÷òî 〈x∗, x〉 −
α 6 f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X èëè, ðàâíîñèëüíî, α > supx∈X(〈x∗, x〉 −
f(x)) = f∗(x∗). Òàê êàê f � âåðõíÿÿ ãðàíü òàêèõ �óíêöèé, òî äëÿ

âñåõ x ∈ X
f(x) = sup

x∗∈X∗, α∈R,
α>f∗(x∗)

(〈x∗, x〉 − α). (3.1)

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f íå ðàâíà òîæäåñòâåííî +∞, òî â (3.1) âìå-

ñòî α ìîæíî âçÿòü f∗(x∗). Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = supx∗∈X∗(〈x∗, x〉 −
f∗(x∗)) = f∗∗(x) äëÿ âñåõ x ∈ X . ⊲

Äâîéñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ïðèìåíèì òåîðå-

ìó Ôåíõåëÿ � Ìîðî ê ïîñòðîåíèþ äâîéñòâåííûõ çàäà÷. Ïóñòü

f0 : X → R è C � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî X . �àññìîòðèì çàäà÷ó

f0(x) → min, x ∈ C.

Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìóþ èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ δ ìíîæå-

ñòâà C ïî ïðàâèëó: δC(x) = 0, åñëè x ∈ C, è δC(x) = +∞, åñëè

x /∈ C, è ïîëîæèì f(x) = f0(x) + δC(x), x ∈ X . Òîãäà âûïèñàííàÿ

çàäà÷à, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé çàäà÷å:

f(x) → min, x ∈ X. (3.2)
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Âêëþ÷èì åå â ñåðèþ ¾ïîäîáíûõ¿ åé çàäà÷ (èëè, êàê ãîâîðÿò, ¾âîç-

ìóòèì¿ äàííóþ çàäà÷ó). Ïóñòü Y � äðóãîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-

ñòâî è �óíêöèÿ F : X × Y → R òàêîâà, ÷òî F (x, 0) = f(x) äëÿ âñåõ

x ∈ X . Êàæäîìó y ∈ Y ñîïîñòàâèì çàäà÷ó

F (x, y) → min, x ∈ X. (3.3)

Ñåìåéñòâî òàêèõ çàäà÷ íàçûâàåòñÿ âîçìóùåíèåì çàäà÷è (3.2), à

�óíêöèÿ S : Y → R, ñîïîñòàâëÿþùàÿ y ∈ Y çíà÷åíèå çàäà÷è (3.3),

íàçûâàåòñÿ S-�óíêöèåé äàííîãî ñåìåéñòâà. ßñíî, S(0) � çíà÷åíèå

èñõîäíîé çàäà÷è (3.2).

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, S∗∗(0) 6 S(0), à åñëè S-�óíêöèÿ âû-

ïóêëà è çàìêíóòà (îòìåòèì, ÷òî íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò,

÷òî S-�óíêöèÿ âûïóêëà, åñëè �óíêöèÿ F âûïóêëà), òî ïî òåî-

ðåìå Ôåíõåëÿ � Ìîðî S∗∗(0) = S(0). Âûïèøåì çàäà÷ó, çíà÷åíè-

åì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà S∗∗(0). Ïî îïðåäåëåíèþ S∗∗(0) =
supy∗∈Y ∗(−S∗(y∗)). Äàëåå

S∗(y∗) = sup
y∈Y

(〈y∗, y〉 − inf
x∈X

F (x, y)) =

= sup
x∈X, y∈Y

(〈0, x〉 + 〈y∗, y〉 − F (x, y)).

Ñïðàâà ñòîèò ñîïðÿæåííàÿ �óíêöèÿ ê F â òî÷êå (0, y∗). Òàêèì îá-

ðàçîì, çàäà÷à, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî S∗∗(0) èìååò âèä

−F ∗(0, y∗) → max, y∗ ∈ Y ∗. (3.4)

Çàäà÷à (3.4) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ê (3.2) (îòíîñè-

òåëüíî çàäàííîãî âîçìóùåíèÿ), è çíà÷åíèå åå íå áîëüøå çíà÷åíèÿ

çàäà÷è (3.2).

Åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à (3.2) íà ìàêñèìóì, òî äâîéñòâåííîé ê íåé

çàäà÷åé åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü çàäà÷ó

F ∗(0, y∗) → min, y∗ ∈ Y ∗.

Çäåñü çíà÷åíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è, êàê ëåãêî ïîíÿòü, íå ìåíüøå

çíà÷åíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
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Ëåêöèÿ 4. Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ê çàäà÷å ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà

Íàéäåì äâîéñòâåííûå ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è

çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà.

4.1. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îòìåòèì ñíà÷à-

ëà, ÷òî ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà R
n
ìû ðàññìàòðèâàåì êàê âåêòîð-

ñòîëáöû. Ïðîñòðàíñòâî (Rn)∗ � ñîïðÿæåííîå ê R
n

� ìîæíî

îòîæäåñòâèòü ñ ñàìèì R
n
, ãäå ýëåìåíòû ñóòü âåêòîð-ñòðîêè. Åñ-

ëè �óíêöèîíàë (âåêòîð-ñòðîêà) a∗ = (a1, . . . , an) ∈ (Rn)∗, à

x = (x1, . . . , xn)
T ∈ R

n
(T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ), òî çíà÷åíèå a∗

íà x � ýòî 〈a∗, x〉 =∑n
i=1 aixi.

Ïóñòü c∗ ∈ (Rn)∗, A � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n è b ∈ R
m
. �àññìîò-

ðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

〈c∗, x〉 → min, Ax > b, x > 0.1 (4.1)

Â òåðìèíàõ îáùåé ïîñòàíîâêè èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè, çäåñü

f(x) = 〈c∗, x〉, êîãäà Ax > b, x > 0 è f(x) = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âûïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ê (4.1) îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ

〈c∗, x〉 → min, Ax > b+ y, x > 0,

ãäå y ∈ R
m

(ò. å. F (x, y) = 〈c∗, x〉, êîãäà Ax > b + y, x > 0 è

F (x, y) = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Èìååì

F ∗(0, y∗) = sup
x∈Rn, y∈Rm

(〈y∗, y〉 − F (x, y))

Åñëè F (x, y) = +∞, òî −F (x, y) = −∞, è ýòîò ñëó÷àé íàì íå èíòå-

ðåñåí, ïîñêîëêó íàñ èíòåðåñóåò âåðõíÿÿ ãðàíü ïî x ∈ R
n
è y ∈ R

m
.

Òàêèì îáðàçîì,

F ∗(0, y∗) = sup
Ax>b+y,
x>0, y∈R

m

(〈y∗, y〉 − 〈c∗, x〉).

Åñëè õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîðà y∗ îòðèöàòåëüíà, òî ìîæ-

íî âçÿòü âåêòîð y, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó Ax > b + y è òà-

êîé, ÷òî ó íåãî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà òàêæå îòðèöàòåëüíà

1

Íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.
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è ñêîëü óãîäíî áîëüøàÿ ïî ìîäóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

F ∗(0, y∗) = +∞. Åñëè y∗ > 0, òî íàäî ïîäñòàâèòü Ax − b âìåñòî y è

òîãäà ìû èìååì

F ∗(0, y∗) =




sup
x>0

(〈y∗, Ax− b〉 − 〈c∗, x〉), åñëè y∗ > 0;

+∞, åñëè íå òàê.

Äàëåå

sup
x>0

(〈y∗A− c∗, x〉 − 〈y∗, b〉) =
{
−〈y∗, b〉, åñëè y∗A− c∗ 6 0;

+∞, åñëè íå òàê.

Òàêèì îáðàçîì,

F ∗(0, y∗) =

{
−〈y∗, b〉, åñëè y∗A 6 c∗, y∗ > 0;

+∞, åñëè íå òàê,

è ñëåäîâàòåëüíî, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à, îáîçíà÷àÿ λ = y∗, èìååò âèä

〈λ, b〉 → max, λA 6 c∗, λ > 0. (4.2)

Ýòî, î÷åâèäíî, ñíîâà çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

4.2. Äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà. Çàäà÷à (2.1) èç âòîðîé ëåêöèè â ñëó÷àå,

êîãäà Λ = x∗
� ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íà X (è òåì ñàìûì Z = R) è

ìíîæåñòâî W öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî, èìååò âèä

〈x∗, x〉 → max, ‖Ix‖Y 6 δ, x ∈ W. (4.3)

Íàéäåì äâîéñòâåííóþ ê ýòîé çàäà÷å îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ

〈x∗, x〉 → max, ‖Ix− y‖Y 6 δ, x ∈ W.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé çäåñü f(x) = 〈x∗, x〉, åñëè
‖Ix‖Y 6 δ, x ∈ W , è f(x) = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, à F (x, y) =
〈x∗, x〉, åñëè ‖Ix − y‖Y 6 δ, x ∈ W , è F (x, y) = +∞ â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå.

Òàê êàê çäåñü çàäà÷à íà ìàêñèìóì, òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò

âèä

F ∗(0, y∗) → min, y∗ ∈ Y ∗.
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Ïî îïðåäåëåíèþ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî {(x, y) ∈ X × Y :
x ∈ W, ‖Ix− y‖Y 6 δ} öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî)

F ∗(0, y∗) = sup
x∈X, y∈Y

(〈y∗, y〉 − F (x, y)) =

= sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

(〈y∗, y〉 − 〈x∗, x〉) = sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

|〈x∗, x〉 − 〈y∗, y〉|,

ò. å. äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à òàêîâà:

sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

∣∣〈x∗, x〉 − 〈y∗, y〉
∣∣→ min, y∗ ∈ Y ∗. (4.4)

Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è åñòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ �óíêöèîíàëà x∗
íà êëàññå W ïî èí�îðìàöèè I, íî íå ïî âñåì

ìåòîäàì ϕ : Y → R, à òîëüêî ïî ëèíåéíûì. Ïîñêîëüêó çàäà÷à (4.3)

íà ìàêñèìóì, òî åå çíà÷åíèå íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4.4), è ìû

ïîëó÷èëè àíàëîã íåðàâåíñòâà (2.2) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (4.3) ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê çàäà-

÷å (4.4) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî âîçìóùåíèÿ, òàê ÷òî çàäà÷è (4.3)

è (4.4) äâîéñòâåííû äðóã ê äðóãó.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðåøåíèå çà-

äà÷è (2.1) è îïòèìàëüíûé ìåòîä â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å âîññòà-

íîâëåíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå äî-

ïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç âûïóêëîãî àíàëèçà.

4.3. Âûïóêëûå çàäà÷è. Ââåäåì ïîíÿòèå ñóáäè��åðåíöèàëà

äëÿ �óíêöèé íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X , êîòîðîå ÿâëÿåò-

ñÿ àíàëîãîì ïðîèçâîäíîé äëÿ âûïóêëûõ �óíêöèé. Ïóñòü âûïóêëàÿ

�óíêöèÿ f : X → R êîíå÷íà â òî÷êå x̂. Ñóáäè��åðåíöèàëîì �óíê-

öèè f â òî÷êå x̂ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî (âîçìîæíî ïóñòîå)

∂f(x̂) =
{
x∗ ∈ X∗ : f(x)− f(x̂) > 〈x∗, x− x̂〉, ∀x ∈ X

}
.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóáäè��åðåíöèàë äî-

ñòàòî÷íî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé íà âûïóêëûå

�óíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü âûïóêëàÿ �óíêöèÿ f : X → R äè�-

�åðåíöèðóåìà â òî÷êå x̂. Òîãäà ∂f(x̂) = {f ′(x̂)}.
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⊳ Ïóñòü x ∈ X . Äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1 èìååì ïî íåðàâåíñòâó

Èåíññåíà: f((1− α)x̂ + αx) 6 (1− α)f(x̂) + αf(x), îòêóäà

f(x̂+ α(x − x̂))− f(x̂)

α
6 f(x)− f(x̂).

Â ñèëó äè��åðåíöèðóåìîñòè f â òî÷êå x̂

f(x̂+ α(x− x̂))− f(x̂)

α
=

f(x̂) + α〈f ′(x̂), x− x̂〉+ o(α)− f(x̂)

α
.

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè α → 0 è ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùåå íåðà-

âåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî 〈f ′(x̂), x− x̂〉 6 f(x)−f(x̂), ò. å. f ′(x̂) ∈ ∂f(x̂).
Îáðàòíî, åñëè x∗ ∈ ∂f(x̂), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî t > 0

èìååì f(x̂+ tx)− f(x̂) > t〈x∗, x〉. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(x̂+ tx)− f(x̂)

t
> 〈x∗, x〉,

è àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈f ′(x̂), x〉 > 〈x∗, x〉
äëÿ ëþáîãî x è çíà÷èò, x∗ = f ′(x̂). ⊲

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ ñóáäè��åðåíöèàëîâ �óíê-

öèé, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íèæå. Ïåðâûé ïðèìåð � ýòî íîðìà

â X , ò. å. �óíêöèÿ x 7→ ‖x‖X . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
∂‖0‖X = BX∗ =

{
x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖X∗ 6 1

}

è åñëè x 6= 0, òî

∂‖x‖X =
{
x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖X∗ = 1, 〈x∗, x〉 = ‖x‖X

}
.

Âòîðîé ïðèìåð � ýòî èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ δ ïîäïðîñòðàíñòâà
L ⊂ X , ò. å. íàïîìíèì, δL(x) = 0, åñëè x ∈ L è δL(x) = +∞, åñëè

x 6= L. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè x̂ ∈ L, òî

∂δL(x̂) = L⊥,

ãäå L⊥ = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ L} � àííóëÿòîð L. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ

∂δL(x̂) =
{
x∗ ∈ X∗ : δL(x)− δL(x̂) > 〈x∗, x− x̂〉, ∀x ∈ X

}
.

Äëÿ x ∈ L èìååì 〈x∗, x − x̂〉 6 0. Ïóñòü x = 2x̂, òîãäà 〈x∗, x̂〉 6 0, è
òåì ñàìûì 〈x∗, x〉 6 〈x∗, x̂〉 6 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ L. Âçÿâ −x, ïîëó-
÷èì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî è çíà÷èò, ∂δL(x̂) ⊂ L⊥

. Îáðàòíî,

ïóñòü x∗ ∈ L⊥
. Åñëè x /∈ L, òî íåðàâåíñòâî δL(x)−δL(x̂) > 〈x∗, x− x̂〉

î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè x ∈ L, òî δL(x) − δL(x̂) =
0 = 〈x∗, x− x̂〉 (òàê êàê x− x̂ ∈ L) è òåì ñàìûì L⊥ ⊂ ∂δL(x̂).
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Ëåêöèÿ 5. Òåîðåìà Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà

â ñóáäè��åðåíöèàëüíîé �îðìå è ñóùåñòâîâàíèå

îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåîáõî-

äèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ìèíèìóìà äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷.

ÏóñòüX � âåùåñòâåííîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R�

âûïóêëàÿ �óíêöèÿ. �àññìîòðèì çàäà÷ó

f(x) → min, x ∈ X, (5.1)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé çàäà÷åé áåç îãðàíè÷åíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íåò ñìûñëà ãîâîðèòü î ëîêàëüíûõ

ìèíèìóìàõ, ïîñêîëüêó ëþáîé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ è ãëî-

áàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ò. å. ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x̂, ÷òî f(x̂) 6 f(x) äëÿ âñåõ x ∈ U .
Ïóñòü òåïåðü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç X . Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ

0 < α 6 1 òî÷êè (1−α)x̂+αx = x̂+α(x− x̂), î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæàò
U è ïîýòîìó (ïî íåðàâåíñòâó Èåíññåíà) f(x̂) 6 f((1 − α)x̂ + αx) 6

(1− α)f(x̂) + αf(x), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(x̂) 6 f(x).

Òåîðåìà 5.1 (Ôåðìà äëÿ âûïóêëûõ �óíêöèé). Òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìóìîì â çàäà÷å (5.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ∈ ∂f(x̂).

⊳ Åñëè x̂� ìèíèìóì â (5.1), òî f(x)−f(x̂) > 0 = 〈0, x〉 äëÿ ëþáîãî
x ∈ X , ò. å. 0 ∈ ∂f(x̂). Åñëè 0 ∈ ∂f(x̂), òî f(x) − f(x̂) > 〈0, x〉 = 0,
ò. å. f(x) > f(x̂) äëÿ ëþáîãî x ∈ X . ⊲

�àññìîòðèì òåïåðü âûïóêëûå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ïóñòü

fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, � âûïóêëûå �óíêöèè è A � íåïóñòîå

âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X . Çàäà÷à

f0(x) → min, fi(x) 6 0, 1 6 i 6 m, x ∈ A, (5.2)

íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé çàäà÷åé ñ îãðàíè÷åíèÿìè èëè çàäà÷åé âûïóê-

ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 5.2 (Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà â ñóáäè��åðåíöèàëü-

íîé �îðìå). Ïóñòü x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.2). Åñëè �óíêöèè fi,
i = 0, 1, . . . ,m, íåïðåðûâíû â òî÷êå x̂, òî íàéäóòñÿ ÷èñëà λi > 0,
i = 0, 1, . . . ,m, òàêèå, ÷òî

∑m
i=0 λi = 1, λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m, è

�óíêöèîíàë x∗
0 ∈ ∂δA(x̂), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

0 ∈
m∑

i=0

λi∂fi(x̂) + x∗
0.
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Ïóñòü â çàäà÷å (5.2) �óíêöèè ïðèíèìàþò òîëüêî êîíå÷íûå çíà-

÷åíèÿ. Ñîïîñòàâèì ýòîé çàäà÷å �óíêöèþ Ëàãðàíæà, îïðåäåëåííóþ

�îðìóëîé

L (x, λ) =

m∑

i=0

λifi(x),

ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λm) � íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â ñëåäóþùåé òåîðåìå Êàðóøà �

Êóíà � Òàêêåðà (â òðàäèöèîííîé �îðìå) ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íûì ñëåäñòâèåì òîëüêî ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.3 (Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà).

1) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.2). Åñëè �óíê-

öèè fi, i = 0, 1, . . . ,m, íåïðåðûâíû â òî÷êå x̂, òî íàéäåòñÿ íåíóëåâîé
íàáîð ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm) òàêîé, ÷òî

(a) min
x∈A

L (x, λ) = L (x̂, λ);

(b) λi > 0, i = 0, 1, . . . ,m;

(c) λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m.

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ A, ÷òî fi(x) < 0, 1 6 i 6 m, òî

λ0 6= 0 (óñëîâèå Ñëåéòåðà).

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ â (5.2) òî÷êà x̂ è

íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ñ λ0 > 0, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì (a), (b) è (c), òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.2).

Óñëîâèå (c) íàçûâàþò óñëîâèåì äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ýòà òåîðåìà âåðíà è òîãäà, êîãäà X � âå-

ùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, �

âûïóêëûå �óíêöèè è A � íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X .

Òåõ ñâåäåíèé èç âûïóêëîãî àíàëèçà, êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû

âûøå, óæå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå

ñèòóàöèè. Ìû íà÷èíàåì ñ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæå-

íèé è îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå. Ñíà÷àëà äîêàæåì îäíî îá-

ùåå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, L � ïîäïðîñòðàíñòâî

â X , X∗
� ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê X , x∗ ∈ X∗

è δ > 0. �àñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

〈x∗, x〉 → max, ‖x‖X 6 δ, x ∈ L. (5.3)
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Ýòà çàäà÷à èìååò âèä çàäà÷è (2.1), â êîòîðîé Z = R, Λ = x∗
, Y = X,

I � îïåðàòîð âëîæåíèÿ L â X è W = L. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïî-

ñòàâèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ëèíåéíîãî

�óíêöèîíàëà x∗
íà ïîäïðîñòðàíñòâå L ïî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèè:

ýëåìåíòû x ∈ L èçâåñòíû ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå X , ò. å. î êàæ-

äîì x ∈ L èçâåñòåí ýëåìåíò y ∈ X òàêîé, ÷òî ‖x − y‖X 6 δ, òî ìû

ïîëó÷àåì (ñîãëàñíî (2.2)), ÷òî âåëè÷èíà E(x∗, L, I, δ) � ïîãðåøíîñòü

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ � íå ìåíüøå âåëè÷èíû S(x∗, L, I, δ) �
çíà÷åíèÿ çàäà÷è (5.3).

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî L íå ïðèíàäëåæèò ÿäðó �óíêöèîíà-

ëà x∗
, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Åñëè ýòî íå òàê, òî �óíêöèîíàë ïðèíèìàåò è íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ.

Òîãäà, åñëè ó çàäà÷è (5.3) åñòü ðåøåíèå, òî îíî, î÷åâèäíî, íåíóëåâîå.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.3), òî íàéäåò-

ñÿ ëèíåéíûé �óíêöèîíàë x∗
1 ∈ ∂‖x̂‖X òàêîé, ÷òî ëèíåéíûé ìåòîä

ϕ̂ : X → R, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ϕ̂(y) =
〈x∗, x̂〉
‖x̂‖X

〈x∗
1, y〉,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ìåòîä ϕ̂ òî÷åí íà L, ò. å. ϕ̂(x) = 〈x∗, x〉 äëÿ ëþáîãî x ∈ L.

⊳ Ñ�îðìóëèðîâàííûå òåîðåìû î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ êàñàëèñü

âûïóêëûõ çàäà÷ íà ìèíèìóì. ×òîáû �îðìàëüíî ýòîìó ñîîòâåòñòâî-

âàòü, ñîïîñòàâèì çàäà÷å (5.3) ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

−〈x∗, x〉 → min, ‖x‖X 6 δ, x ∈ L. (5.4)

ßñíî, ÷òî ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à è ÷òî, åñëè x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.3),

òî x̂ � ðåøåíèå è çàäà÷è (5.4).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà â ñóáäè��åðåíöè-

àëüíîé �îðìå, ïðèìåíåííîé ê çàäà÷å (5.4), íàéäóòñÿ λi > 0, i = 0, 1,
λ0 + λ1 = 1 è x∗

0 ∈ ∂δL(x̂) òàêèå, ÷òî (ñóáäè��åðåíöèàë ëèíåéíîãî

ëèíåéíîé �óíêöèè x 7→ 〈x∗, x〉 åñòü x∗
)

0 ∈ −λ0x
∗ + λ1∂‖x̂‖X + x∗

0, (5.5)

ò. å. íàéäåòñÿ òàêîé �óíêöèîíàë x∗
1 ∈ ∂‖x̂‖X , ÷òî

0 = −λ0〈x∗, x〉+ λ1〈x∗
1, x〉 + 〈x∗

0, x〉, ∀x ∈ X. (5.6)
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Ïîêàæåì, ÷òî λ0 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ0 = 0. Ïîäñòàâëÿÿ x = x̂
â (5.5) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈x∗

0, x̂〉 = 0, ïîñêîëüêó x̂ ∈ L, à ∂δL(x̂) = L⊥
, è

÷òî 〈x∗, x̂〉 = ‖x̂‖X â ñèëó âèäà ñóáäè��åðåíöèàëà íîðìû, ïðèõîäèì

ê ïðîòèâîðå÷èþ: 0 = ‖x̂‖X 6= 0.
Äåëÿ òîæäåñòâî (5.6) íà λ0 è îáîçíà÷àÿ λ = λ1/λ0 è x̃∗ = λ−1

0 x∗
0,

ïîëó÷èì, ÷òî

〈x∗, x〉 = λ〈x∗
1, x〉+ 〈x̃∗, x〉, ∀x ∈ X,

èëè

〈x∗, x〉 = λ〈x∗
1, x〉, ∀x ∈ L. (5.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà x = x̂, ïîëó÷àåì, ÷òî λ = 〈x∗, x̂〉/‖x̂‖X .
Ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûé �óíêöèîíàë ϕ̂ : y → λ〈x∗

1, y〉 ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì. Îöåíèì åãî ïîãðåøíîñòü. Äëÿ ëþáûõ x ∈ L
è y ∈ X òàêèõ, ÷òî ‖x− y‖X 6 δ èìååì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (5.7)
è òî, ÷òî ‖x∗

1‖X∗ = 1

∣∣〈x∗, x〉 − ϕ̂(y)
∣∣ =

∣∣〈x∗, x〉 − λ〈x∗
1, y〉

∣∣ =
=
∣∣〈x∗, x〉−λ〈x∗

1, x〉+λ〈x∗
1, x−y〉

∣∣ =λ
∣∣〈x∗

1, x−y〉
∣∣ 6 λ

∥∥x−y
∥∥
X

6 λδ.

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì óêàçàííûì x è y, ïîëó÷èì,
÷òî

e(x∗, L, I, δ, ϕ̂) 6 λδ. (5.8)

Äàëåå, òàê êàê λ1(‖x̂‖X − δ) = 0 (ñîãëàñíî òåîðåìå), òî îòñþäà

è (5.7) ñëåäóåò, ÷òî

〈x∗, x̂〉 = λ〈x∗
1, x̂〉 = λ‖x̂‖X = λ−1

0

(
λ1(‖x̂‖X − δ) + λ1δ

)
= λδ,

ò. å. λδ � çíà÷åíèå çàäà÷è (5.3). Òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.2),

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

E(x∗, L, I, δ) > λδ.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è (5.8) ïîëó÷àåì, ÷òî

λδ 6 E(x∗, L, I, δ) 6 e(x∗, L, I, δ, ϕ̂) 6 λδ,

è òåì ñàìûì ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Òî÷íîñòü ìåòîäà ϕ̂ ñðàçó ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (5.7). ⊲
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Ëåêöèÿ 6. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå è çàäà÷è

êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé

Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà îáùåãî ðåçóëüòàòà (ïðåäëîæåíèå 5.1), ïå-

ðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðèè ïðèáëèæå-

íèé.

6.1. Çàäà÷à Ï. Ë. ×åáûøåâà îá ýêñòðàïîëÿöèè. Â 1881 ã.

×åáûøåâ ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ñðåäè âñåõ ïîëèíîìîâ ñòåïå-

íè íå âûøå n, êîòîðûå íà îòðåçêå [−1, 1] íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìîäóëþ δ,
íàéòè òîò, ÷üå çíà÷åíèå â òî÷êå τ > 1 ìàêñèìàëüíî. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç Pn ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n, òî �îðìàëüíàÿ
�îðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è, î÷åâèäíî, òàêîâà

x(τ) → max, ‖x(·)‖C([−1,1] 6 δ, x(·) ∈ Pn. (6.1)

Äàííàÿ çàäà÷à èìååò âèä çàäà÷è (5.3). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàäî âîññòàíî-

âèòü çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà x(·) 7→ x(τ) íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâå Pn ïî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèè: ïîëèíîìû x(·) ∈ Pn èçâåñòíû

ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå C([−1, 1]), ò. å. î êàæäîì x(·) ∈ Pn èç-

âåñòíà �óíêöèÿ y(·) ∈ C([−1, 1]) òàêàÿ, ÷òî ‖x(·)− y(·)‖C([−1,1]) 6 δ.
�åøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì δTn(·), ãäå Tn(·) � ïî-

ëèíîì ×åáûøåâà ñòåïåíè n. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ïîëèíîì äëÿ âñåõ

t ∈ R èìååò âèä Tn(t) = cos(n arccos t), T1(t) = t, T2(t) = 2t2 − 1,
T3(t) = 4t3 − 3t è ò. ä. Íà îòðåçêå [−1, 1] ïîëèíîì ×åáûøåâà ïðè-

íèìàåò ïîî÷åðåäíî ñâîè ìàêñèìàëüíûå (ðàâíûå 1) è ìèíèìàëüíûå

(ðàâíûå −1) çíà÷åíèÿ â (n+ 1)-é òî÷êå, âêëþ÷àÿ òî÷êè −1 è 1. Ýòè
òî÷êè íàçûâàþò òî÷êàìè àëüòåðíàíñà ïîëèíîìà ×åáûøåâà.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.1 â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å (6.1), ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïòèìàëü-

íûé ìåòîä ϕ̂, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì èç ñóáäè��åðåí-

öèàëà íîðìû â C([−1, 1]) â òî÷êå δTn(·). Ñîïðÿæåííîå ê C([−1, 1])
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåãóëÿðíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð

íà [−1, 1]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàíèåì ñóáäè��åðåíöèàëà íîðìû â

C([−1, 1]) (ñì. [14℄), ìåðà äîëæíà áûòü ñîñðåäîòî÷åíà â òî÷êàõ àëü-
òåðíàíñà δTn(·). Òîãäà â ñèëó òî÷íîñòè ìåòîäà ϕ̂ ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

ϕ̂(x(·)) = x(τ) = λ
n+1∑

i=1

µix(τi), ∀x(·) ∈ Pn,
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ãäå λ = δTn(τ)/δ = Tn(τ) è τi, i = 1, . . . , n + 1, � òî÷êè àëüòåð-

íàíñà Tn(·). Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ïîëèíîìû n-ãî ïîðÿäêà

l1(·), . . . , ln+1 òàêèå, ÷òî li(τi) = 1 è li(τj) = 0, j 6= i, ïîëó÷àåì ðà-

âåíñòâà λµi = li(τ), i = 1, . . . , n + 1, è çíà÷èò, îïòèìàëüíûé ìåòîä

äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

ϕ̂(y(·)) =
n+1∑

i=1

li(τ)y(τi).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî âçÿòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè y(·) (êîòîðóþ ìû

íàáëþäàåì âìåñòî ïîëèíîìà) â òî÷êàõ τi, i = 1, . . . , n + 1, ïðîâåñòè
÷åðåç íèõ èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà è âçÿòü çíà÷åíèå

ýòîãî ïîëèíîìà â òî÷êå τ . Ýòî è áóäåò íàèëó÷øèé ìåòîä âîññòàíîâ-

ëåíèÿ �óíêöèîíàëà x(·) 7→ x(τ) íà ïðîñòðàíñòâå Pn ïî óêàçàííîé

ïðèáëèæåííîé èí�îðìàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò íå âñþ èí�îðìà-

öèþ, ò. å. íå âñþ �óíêöèþ y(·), à òîëüêî åå çíà÷åíèÿ â (n + 1)-é
òî÷êå.

6.2. Íåðàâåíñòâî Ñ. Í. Áåðíøòåéíà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ïîëèíîìîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T îòðåçîê [−π, π] ñ èíäåíòè�è-
öèðîâàííûìè êîíöàìè, à ÷åðåç Tn � ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n. Â 1912 ãîäó Ñ. Í. Áåðíøòåéí

äîêàçàë ñëåäóþùåå òî÷íîå íåðàâåíñòâî:

‖ẋ(·)‖C(T) 6 n‖x(·)‖C(T),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ x(·) ∈ Tn. �àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà �óíêöèè

sinnt.
Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè íîðìû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, âîïðîñ î íà-

õîæäåíèè òî÷íîé êîíñòàíòû â ýòîì íåðàâåíñòâå ðàâíîñèëåí íàõîæ-

äåíèþ çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

ẋ(0) → max, ‖x(·)‖C(T) 6 δ, x(·) ∈ Tn. (6.2)

Âìåñòî δ ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó, íî ìû

âçÿëè δ äëÿ ñâÿçè ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ýòà çà-

äà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî

�óíêöèîíàëà x(·) 7→ ẋ(0) íà ïîäïðîñòðàíñòâå Tn ïî ñëåäóþùåé èí-

�îðìàöèè: ïîëèíîìû x(·) ∈ Tn èçâåñòíû ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå
C(T), ò. å. î êàæäîì x(·) ∈ Tn èçâåñòíà �óíêöèÿ y(·) ∈ C(T) òàêàÿ,
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÷òî ‖x(·) − y(·)‖C(T) 6 δ. �àññóæäàÿ êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,

ïîëó÷àåì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ èìååò âèä

ϕ̂(y(·)) = 1

2n

2n∑

i=1

(−1)i+1

2 sin2 τi
2

y(τi), τi =
(2i− 1)π

2n
, i = 1, . . . , 2n.

È ñíîâà, èñïîëüçóåòñÿ íå âñÿ �óíêöèÿ y(·), à ëèøü åå çíà÷åíèÿ â 2n
òî÷êàõ.

6.3. Íåðàâåíñòâà Ëàíäàó � Êîëìîãîðîâà. Ïîä òàêèìè íåðà-

âåíñòâàìè ïîíèìàþò íåðàâåíñòâà âèäà

∥∥x(k)(·)
∥∥
Lq(T )

6 K
∥∥x(·)

∥∥α
Lp(T )

∥∥x(n)(·)
∥∥β
Lr(T )

, (6.3)

ãäå 0 6 k < n � öåëûå, 1 6 p, q, r 6 ∞, α, β > 0 è T = R èëè R+,

ñïðàâåäëèâûå äëÿ âñåõ �óíêöèé x(·) ∈ Lp(T ), ó êîòîðûõ (n − 1)-ÿ
ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà T è x(n)(·) ∈ Lr(T ).
Ýòî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç W n

p,r(T ).
Ïðè �èêñèðîâàííîì T íåðàâåíñòâî (6.3) çàâèñèò îò ïÿòè ïàðà-

ìåòðîâ k, n, p, q, r (÷èñëà α è β îïðåäåëÿþòñÿ èìè îäíîçíà÷íî).

Ïåðâîå òî÷íîå (ò. å. ñ íàèìåíüøåé âîçìîæíîé êîíñòàíòîé K) íåðà-

âåíñòâî ïîäîáíîãî âèäà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà T = R+, k = 1, n = 2 è

p = q = r = ∞ áûëî äîêàçàíî Ýäìóíäîì Ëàíäàó â 1913 ã. Â 1938 ã.

À. Í. Êîëìîãîðîâ äîêàçàë òî÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ 1 6 k < n
è p = q = r = ∞. Äî ñèõ ïîð ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ

ÿðêèõ â ýòîé òåìàòèêå.

Íàõîæäåíèå òî÷íîé êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâå (6.3) ðàâíîñèëüíî

íàõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

∥∥x(k)(·)
∥∥
Lq(T )

→ max,
∥∥x(·)

∥∥
Lp(T )

6 δ,
∥∥x(n)(·)

∥∥
Lr(T )

6 1.

Çäåñü òàêæå âìåñòî δ è 1 ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà.

Åñëè q = ∞, òî íàõîæäåíèå çíà÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàâíîñèëüíî

íàõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ òàêîé çàäà÷è

x(k)(0) → max,
∥∥x(·)

∥∥
Lp(T )

6 δ,
∥∥x(n)(·)

∥∥
Lr(T )

6 1, (6.4)

êîòîðàÿ èìååò âèä çàäà÷è (2.1), ãäå X = W n
p,r(T ), Λ � ëèíåéíûé

�óíêöèîíàë x(·) 7→ x(k)(0), I � îïåðàòîð âëîæåíèÿ W n
p,r(T ) â Lp(T ) è

W = Wn
p,r(T ) =

{
x ∈ W n

p,r(T ) :
∥∥x(n)(·)

∥∥
Lr(T )

6 1
}
.
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Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòîèò â

òîì, ÷òîáû âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà x(·) 7→ x(k)(0) íà
êëàññå W ïî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèè: èçâåñòíû çíà÷åíèÿ �óíê-

öèé èç W ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå Lp(T ), ò. å. î êàæäîé

�óíêöèè x(·) ∈ W èçâåñòíà �óíêöèÿ y(·) ∈ Lp(T ) òàêàÿ, ÷òî

‖x(·)− y(·)‖Lp(T ) 6 δ.

Ëåêöèÿ 7. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå è íåðàâåíñòâà

äëÿ ïðîèçâîäíûõ Ëàíäàó � Êîëìîãîðîâà

Åñëè èçâåñòíî ðåøåíèå çàäà÷è (6.4) èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè, òî

â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâó-

åò ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä, è ñîîáðàæåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷-

íû òåì, ÷òî èñïîëüçîâàëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 5.1 èç

ëåêöèè 5. Íå áóäåì çäåñü äîêàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùåãî îáùåãî ðå-

çóëüòàòà, à ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå, êîãäà â çàäà÷å (6.4)

T = R+, n = 1, k = 0 è p = r = 2, ò. å. ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó

x(0) → max, ‖x(·)‖L2(R+) 6 δ, ‖ẋ(·)‖L2(R+) 6 1,

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

x(0) → max,

∫

R+

x2(t) dt 6 δ2,

∫

R+

ẋ2(t) dt 6 1, (7.1)

ãäå x(·) ∈ W 1
2,2(R+).

Íàéäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìè-

íèìóìà â ñòàíäàðòíîé òåîðåìå Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà (ñì. ëåê-

öèþ 5). Äëÿ ýòîãî ñîïîñòàâèì çàäà÷å (7.1) çàäà÷ó

−x(0) → min,

∫

R+

x2(t) dt 6 δ2,

∫

R+

ẋ2(t) dt 6 1. (7.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è çàäà-

÷è (7.1). Çàïèøåì �óíêöèþ Ëàãðàíæà çàäà÷è (7.2), ñ÷èòàÿ, ÷òî

λ0 = 1 (ìû ìîæåì ðàññóæäàòü ýâðèñòè÷åñêè, íå îáîñíîâûâàÿ êàæ-

äûé øàã, ïîñêîëüêó öåëü � óäîâëåòâîðèòü äîñòàòî÷íûì óñëîâè-

ÿì, ò. å. ïðåäúÿâèòü äîïóñòèìóþ �óíêöèè è íóæíûå ìíîæèòåëè
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Ëàãðàíæà):

L (x(·), λ1, λ2) = −x(0)+λ1

( ∫

R+

x2(t) dt− δ2

)
+λ2

( ∫

R+

ẋ2(t) dt− 1

)
.

Ýòî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, è åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå x̂(·) îíà äîñòèãàåò
ìèíèìóìà, òî â ýòîé òî÷êå åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, ò. å. äëÿ âñåõ

x(·) ∈ W 1
2,2(R+) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

−x(0) + 2λ1

∫

R+

x̂(t)x(t) dt + 2λ2

∫

R+

˙̂x(t)ẋ(t) dt = 0. (7.3)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âî âòîðîì èíòåãðàëå (ñ÷èòàÿ, ÷òî �óíêöèè

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè), ïîëó÷àåì, ÷òî íåîáõîäèìî

λ2
¨̂x(t)− λ1x̂(t) = 0, 2λ2

˙̂x(0) = −1. (7.4)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî λi > 0, i = 1, 2. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü ñóì-
ìà äâóõ ýêñïîíåíò. Êîý��èöèåíò ïðè ýêñïîíåíòå ñ ïîëîæèòåëüíîé

ñòåïåíüþ äîëæåí áûòü íóëåâûì, è òåì ñàìûì

x̂(t) = ce−
√

λ1/λ2 t.

Èñïîëüçóÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (7.4) è óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé

íåæåñòêîñòè ∫

R+

x2(t) dt = δ2,

∫

R+

ẋ2(t) dt = 1, (7.5)

íàõîäèì, ÷òî c = 1/(2
√
λ1λ2), λ1 = 1/(2δ

√
2δ) è λ2 =

√
δ/(2

√
2) è

çíà÷èò,

x̂(t) =
√
2δ e−t/δ.

Èòàê, �óíêöèÿ x̂(·) äîïóñòèìà â çàäà÷å (7.2), òàê êàê îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (7.5). Ýòà �óíêöèÿ ñ íàáîðîì λ = (λ0, λ1, λ2),
ãäå λ0 = 1, à λ1 è λ2 òîëüêî ÷òî íàéäåíû, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-

íèÿì (a), (b) è (c) òåîðåìû Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà. Äåéñòâèòåëü-

íî, ñîîòíîøåíèÿ (b) è (c) âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíû îáðàçîì. Ôóíêöèÿ

Ëàãðàíæà âûïóêëà ïî x(·) è åå ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x̂(·) îáðàùàåòñÿ
â íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì

�óíêöèè Ëàãðàíæà, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå (a).
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Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé â òåîðåìå Êàðóøà �

Êóíà � Òàêêåðà, x̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (7.2), à çíà÷èò è çàäà÷è (7.1),

è òåì ñàìûì åå çíà÷åíèå ðàâíî x̂(0) =
√
2δ. Òîãäà ñîãëàñíî îöåí-

êå (2.2)

E(x(0),W 1
2 (T), I, δ) >

√
2δ. (7.6)

Ïîäñòàâëÿÿ â (7.3) íàéäåííûå x̂(·), λ1 è λ2, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ

x(·) ∈ W 1
2,2(R+) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x(0) =
1

δ

∫

R+

e−t/δ x(t) dt −
∫

R+

e−t/δ ẋ(t) dt, (7.7)

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî.

Îïèðàÿñü íà ýòî ðàâåíñòâî è ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî

áûëî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 5.1 (ñì. ëåêöèþ 5),
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé ìåòîä ϕ̂ : L2(R+) → R, äåéñòâóþ-

ùèé ïî ïðàâèëó

ϕ̂(y(·)) = 1

δ

∫

R+

e−t/δ y(t) dt,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Òåì íå ìåíåå, ïðîâåäåì çäåñü ýòè ðàññóæäå-

íèÿ.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕ̂. Ïóñòü x(·) ∈ W 1
2 (T) è y(·) ∈

L2(R+) òàêîå, ÷òî ‖x(·)− y(·)‖L2(R+) 6 δ. Òîãäà, â ñèëó (7.7), èìååì

x(0)− ϕ̂(y) = x(0)− 1

δ

∫

R+

e−t/δ y(t) dt =

= x(0)− 1

δ

∫

R+

e−t/δ x(t) dt+
1

δ

∫

R+

e−t/δ (x(t) − y(t)) dt =

= −
∫

R+

e−t/δ ẋ(t) dt+
1

δ

∫

R+

e−t/δ (x(t) − y(t)) dt.

Îöåíèâàÿ èíòåãðàëû ñïðàâà ïî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî,

ïîëó÷èì, ÷òî

∣∣x(0)− ϕ̂(y)
∣∣ 6

√
δ

2
‖ẋ(·)‖L2(R+) +

1

δ

√
δ

2
‖x(·)− y(·)‖L2(R+) 6

√
2δ
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è çíà÷èò, e(x(0),W 1
2 (T), I, δ, ϕ̂) 6

√
2δ. Îòñþäà è èç îöåíêè (7.6) ñëå-

äóåò, ÷òî

√
2δ 6 E(x(0),W 1

2 (T), I, δ) 6 e(x(0),W 1
2 (T), I, δ, ϕ̂) 6

√
2δ,

ò. å. ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ

�óíêöèîíàëîâ. Òåïåðü ìû çàéìåìñÿ çàäà÷àìè âîññòàíîâëåíèÿ ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ. Íà÷íåì ñ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé ïî êîíå÷íîìó íàáîðó èõ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå.

Ñíà÷àëà ñäåëàåì íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç W 1
2 (T) (íàïîìíèì, T îáîçíà÷àåò îòðåçîê [−π, π] ñ

èäåíòè�èöèðîâàííûìè êîíöàìè) ñîâîêóïíîñòü àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðèíàä-
ëåæèò L2(T). Ïóñòü x(·) ∈ W 1

2 (T). Òîãäà, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ýòà

�óíêöèÿ â êàæäîé òî÷êå t åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

Ôóðüå

x(t) =
a0
2

+

∞∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt),

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî. Êîý��èöèåíòû Ôóðüå ak è bk
âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

ak = ak(x(·)) =
1

π

π∫

−π

x(t) cos kt dt, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk = bk(x(·)) =
1

π

π∫

−π

x(t) sin kt dt, k = 1, 2, . . .

Âîññòàíîâëåíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ìåòðèêå ïî òî÷-

íûì çíà÷åíèÿì êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé

êëàññ �óíêöèé:

W 1
2 (T) =

{
x(·) ∈ W 1

2 (T) : ‖ẋ(·)‖L2(T) 6 1
}
.

Ïóñòü n1 è n2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîïóñòèì, ÷òî î êàæ-

äîé �óíêöèè x(·) ∈ W 1
2 (T) íàì èçâåñòíû åå êîý��èöèåíòû Ôóðüå
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ak = ak(x(·)), k = 0, 1, . . . , n1, è bk = bk(x(·)), k = 1, . . . , n2. Ìû õî-

òèì ïî ýòîé èí�îðìàöèè âîññòàíîâèòü �óíêöèè èç êëàññà W 1
2 (T).

Â òåðìèíàõ îáùåé ïîñòàíîâêè çäåñü X = W 1
2 (T), Z = L2(T), Λ �

îïåðàòîð âëîæåíèÿ W 1
2 (T) â L2(T), èí�îðìàöèîííûé îïåðàòîð I =

In1,n2 : W 1
2 (T) → R

n1+n2+1
, In1,n2x(·) = (a0, a1, . . . , an1 , b1, . . . , bn2) è

δ = 0.
Â äàííîé çàäà÷å ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îáî-

çíà÷èì òàê: E(W 1
2 (T), In1,n2).

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü n0 = min(n1, n2). Òîãäà

E
(
W 1

2 (T), In1,n2

)
=

1

n0 + 1
.

Ìåòîä

ϕ̂(In1,n2x(·))(t) =
a0
2

+

n0∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt), t ∈ T,

ãäå ak = ak(x(·)), k = 0, 1, . . . , n0 è bk = bk(x(·)), k = 1, . . . , n0, ÿâëÿ-

åòñÿ îïòèìàëüíûì.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè èçâåñòíû òî÷-

íî, îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò íå âñå êîý��èöèåíòû Ôóðüå, à

òîëüêî ñ íîìåðàìè äî n0 (à èõ ìîæåò áûòü î÷åíü ìàëî).

Ëåêöèÿ 8. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé è ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ñ�îðìóëèðîâàííîé â êîíöå ïðåäûäó-

ùåé ëåêöèè, äîñòàòî÷íî ïðîñòî, è ïîýòîìó ïðèâåäåì åãî çäåñü.

⊳ Ñîãëàñíî îöåíêå (2.2) èç ïåðâîé ëåêöèè ïîãðåøíîñòü îïòèìàëü-

íîãî âîññòàíîâëåíèÿ íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

‖x(·)‖L2(T) → max, In1,n2x(·) = 0, ‖ẋ(·)‖L2(T) 6 1 (8.1)

íà ïðîñòðàíñòâå W 1
2 (T). Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå S(W 1

2 (T), In1,n2)
ýòîé çàäà÷è íå ìåíüøå 1/(n0 + 1).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü n0 = n1. �àññìîòðèì �óíêöèþ x0(t) =
cos(n0 + 1)t/(n0 + 1). Òîãäà ÿñíî, ÷òî In1,n2x0(·) = 0. Ýëåìåíòàðíûé
ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ‖ẋ0(·)‖L2(T) = 1 è ‖x0(·)‖L2(T) = 1/(n0 + 1).



Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå 29

Åñëè n0 = n1, òî áåðÿ �óíêöèþ x0(t) = sin(n0 + 1)t/(n0 + 1), ïðè-
õîäèì ê òåì æå âûâîäàì. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ x0 äîïóñòèìà â

çàäà÷å (8.1) è, ñëåäîâàòåëüíî, S(W 1
2 (T), In1,n2) > 1/(n0 + 1). Îòñþäà

âìåñòå ñ îöåíêîé (2.2) ïîëó÷àåì, ÷òî

E
(
W 1

2 (T), In1,n2

)
>

1

n0 + 1
. (8.2)

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕ̂ èç �îðìóëèðîâêè òåîðåìû. Ïðåä-

âàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî åñëè x(·) ∈ W 1
2 (T), òî äëÿ ýòîé �óíêöèè è

åå ïðîèçâîäíîé ñïðàâåäëèâû ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

1

π

π∫

−π

x2(t) dt =
a20
2

+

∞∑

k=1

(
a2k + b2k

)

è

1

π

π∫

−π

ẋ2(t) dt =

∞∑

k=1

k2
(
a2k + b2k

)
.

Ïóñòü x(·) ∈ W 1
2 (T). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ x(·),

ýëåìåíòàðíûå îöåíêè è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ẋ(·), áóäåì èìåòü

∥∥x(·)− ϕ(In1,n2x(·))(·)
∥∥2
L2(T)

=

∞∑

k=n0+1

(
a2k + b2k

)
6

6
1

(n0 + 1)2

∞∑

k=n0+1

k2
(
a2k + b2k

)
6

1

(n0 + 1)2

∞∑

k=1

k2
(
a2k + b2k

)
=

=
1

(n0 + 1)2
∥∥ẋ(·)

∥∥2
L2(T)

6
1

(n0 + 1)2
.

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà è

ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì x(·) ∈ W 1
2 (T), ïîëó÷àåì

îöåíêó

e
(
W 1

2 (T), In1,n2 , ϕ̂
)
6

1

n0 + 1
.

Îòñþäà è (8.2) ñëåäóåò, ÷òî

1

n0 + 1
6 E

(
W 1

2 (T), In1,n2

)
6 e
(
W 1

2 (T), In1,n2 , ϕ̂
)
6

1

n0 + 1
,

ò. å. ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä è E(W 1
2 (T), In1,n2) = 1/(n0 + 1). ⊲
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8.1. Âîññòàíîâëåíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ìåòðèêå ïî

íåòî÷íûì çíà÷åíèÿì êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå. �àññìîòðèì òå-

ïåðü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè x(·) íà òîì æå êëàññå W 1
2 (T),

íî â ñèòóàöèè, êîãäà âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé åå êîý��èöèåíòîâ Ôó-

ðüå ak = ak(x(·)), k = 0, 1, . . . , n1 è bk = bk(x(·)), k = 1, . . . , n2,

èçâåñòíû ëèøü èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ, ò. å. èçâåñòíû ÷èñëà

ã0, ã1, . . . , ãn1 è b̃1, . . . , b̃n2 òàêèå, ÷òî

|ak − ãk| 6 δ, k = 0, 1, . . . , n1, |bk − b̃k| 6 δ, k = 1, . . . , n2,

ãäå δ > 0.

Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ýòîé çàäà÷å îáîçíà-

÷àåì òàê E(W 1
2 (T), In1,n2 , δ).

Äëÿ êàæäîãî δ > 0 ïîëîæèì

p(δ) = max
{
p ∈ Z+ : δ2p(p+ 1)(2p+ 1) < 3

}
.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü p0 = p0(δ, n1, n2) = min(p(δ), n1, n2). Òîãäà

E
(
W 1

2 (T
)
, In1,n2 , δ

)
=

1

p0 + 1

√
1 +

δ2

6
(p0 + 1)(8p20 + 13p0 + 3) .

Ìåòîä

ϕ̂(ã0, . . . , ãn1 , b̃1, . . . , b̃n2)(t) =

=
ã0
2

+

p0∑

k=1

(
1−

(
k

p0 + 1

)2
)
(
ãk cos kt+ b̃k sin kt

)
, t ∈ T,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Çàìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò äàëåêî íå âñþ èìå-

þùóþñÿ èí�îðìàöèþ î êîý��èöèåíòàõ Ôóðüå, à òó, êîòîðóþ èñ-

ïîëüçóåò, �èëüòðóåò (¾ñãëàæèâàåò¿). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî

ïðîèñõîäèò íà ïðàêòèêå: âûñîêèå ÷àñòîòû îòáðàñûâàþò, à íèçêèå

ñãëàæèâàþò.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî íåòî÷íûì íà÷àëüíûì äàííûì.
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8.2. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-

ñòè â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïî íåòî÷íûì åãî èçìåðåíèÿì

â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè. �àñïðîñòðàíåíèå òåïëà íà ïðÿìîé R

îïèñûâàåòñÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî, óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
=

∂2u

∂t2
,

ãäå u(·, ·) � �óíêöèÿ íà [0,∞)×R ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì òåìïåðàòóðû

u(0, ·) = u0(·).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0(·) ∈ L2(R). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

âûïèñàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà

u(t, x) = u(t, x;u0(·)) =
1

2
√
πt

∫

R

e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ, (8.3)

è ïðè ýòîì u(t, ·) → u0(·) ïðè t → 0 â ìåòðèêå L2(R).
Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 6

t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð

u(t1, ·), . . . , u(tn, ·). Òî÷íåå ãîâîðÿ, èçâåñòíû �óíêöèè yi(·) ∈ L2(R)
òàêèå, ÷òî

∥∥u(ti, ·)− yi(·)
∥∥
L2(R)

6 δi, i = 1, . . . , n,

ãäå δi > 0, i = 1, . . . , n. Ìû õîòèì êàæäîìó òàêîìó íàáîðó �óíê-

öèé ñîïîñòàâèòü �óíêöèþ èç L2(R), êîòîðàÿ áû íàèëó÷øèì îáðà-

çîì àïïðîêñèìèðîâàëà èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà R â

�èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t.
Ôîðìàëüíî ýòà çàäà÷à íå ïîïàäàåò ïîä îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà-

÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííóþ â ïåðâîé ëåê-

öèè, íî êîòîðóþ ëåãêî îáîáùèòü, ÷òîáû ïîêðûâàëñÿ è ýòîò ñëó÷àé.

Ìû íå ñòàëè ýòîãî äåëàòü, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå. Íåïî-

ñðåäñòâåííî çäåñü ïîñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ.

Êàæäîìó ìåòîäó ϕ èç (L2(R))
n = L2(R) × . . . × L2(R) â L2(R)

ñîïîñòàâëÿåì åãî ïîãðåøíîñòü ïî �îðìóëå

e
(
t, δ, ϕ

)
= sup

u0(·)∈L2(R), y(·)∈(L2(R))
n,

‖u(ti,·)−yi(·)‖L2(R)
6δi, i=1,...,n

∥∥u(t, ·)− ϕ(y(·))(·)
∥∥
L2(R)

,

ãäå y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) è δ = (δ1, . . . , δn).
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Êàê è ðàíüøå, íàñ èíòåðåñóåò ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò âèä

E(t, δ ) = inf
ϕ : (L2(R))n→L2(R)

e(t, δ, ϕ),

è îïòèìàëüíûå ìåòîäû, ò. å. ìåòîäû, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äî-

ñòèãàåòñÿ.

Ïåðåä �îðìóëèðîâêîé òåîðåìû ñäåëàåì íåêîòîðûå ïîñòðîåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðî-

ñòðàíñòâàX , òî coA îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êóA, ò. å. íàèìåíü-
øåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â
L2(R) îáîçíà÷àåì ÷åðåç F .

Íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (t, x) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

(ñì. ðèñ. 8.1)

M = co
{
(tj , ln(1/δj)), 1 6 j 6 n

}
+
{
(t, 0) | t > 0

}
.

�èñ. 8.1.

Îïðåäåëèì �óíêöèþ θ(·) íà [0,∞) ðàâåíñòâîì: θ(t) =
max{x |(t, x) ∈ M}, ïðè÷åì θ(t) = −∞, åñëè (t, x) /∈ M äëÿ âñåõ x.
ßñíî, ÷òî íà [t1,∞) �óíêöèÿ θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ. Îáîçíà÷èì

÷åðåç ts1 < . . . < tsk åå òî÷êè èçëîìà (ñ÷èòàÿ t1 òàêæå òî÷êîé èç-

ëîìà, ò. å. ts1 = t1), êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

òî÷åê {t1, . . . , tn}.
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Äëÿ t ∈ (tsj , tsj+1), 1 6 j 6 k − 1, ìû ïîëàãàåì

λsj (t) =
tsj+1 − t

tsj+1 − tsj

(
δsj
δsj+1

) −2(t−tsj
)

tsj+1
−tsj

,

λsj+1 (t) =
t− tsj

tsj+1 − tsj

(
δsj
δsj+1

) 2(tsj+1
−t)

tsj+1
−tsj

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è λsj (t) < 1.
Îïðåäåëèì òàêæå ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

Bj(t) =

{
ξ ∈ R : |ξ| 6

√
− lnλsj (t)

2(t− tsj )

}
.

Òåîðåìà 8.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Äëÿ ëþáîãî t > 0

E(t, δ ) = e−θ(t).

2) Åñëè t ∈ (tsj , tsj+1), 1 6 j 6 k − 1, òî ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ

�óíêöèé ω(·) íà R òàêèõ, ÷òî





∣∣e−(t−tsj )a(ξ) − ω(ξ)e−(tsj+1
−tsj )a(ξ)

∣∣2

λsj (t)
+

|ω(ξ)|2
λsj+1 (t)

6 1, ξ ∈ Bj(t),

0, ξ 6= Bj(t)

íåïóñòî è äëÿ êàæäîé òàêîé �óíêöèè ω(·) ìåòîä ϕ̂ω, îïðåäåëåííûé

ïî �îðìóëå

ϕ̂ω(y1(·), . . . , yn(·))(·) = (Kj ∗ ysj )(·) + (Kj+1 ∗ ysj+1 )(·),

ãäå F [Kj ](ξ) = e−(t−tsj )a(ξ) −ω(ξ)e−(tsj+1
−tsj )a(ξ)

è F [Kj+1](ξ) = ω(ξ)
äëÿ ï. â. ξ ∈ R

d
, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

3) Åñëè t = tsj , òîãäà ìåòîä ϕ̂, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé

ϕ̂(y1(·), . . . , yn(·))(·) = ysj (·), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
4) Åñëè t > tsk , òî ìåòîä ϕ̂, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé

ϕ̂(y1(·), . . . , yn(·))(·) = (K ∗ ysk)(·), ãäå F [K](ξ) = e−(t−tsk )a(ξ)
äëÿ

ï. â. ξ ∈ R
d
, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.



34 Ìàãàðèë-Èëüÿåâ �. �.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ñ�îðìóëèðîâàííîé òåî-

ðåìû.

1. Åñëè t1 > 0 è 0 6 t1 < t, òî θ(t) = −∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,

E(t) = +∞; ò. å. ïðîøëîå íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ïî íåòî÷íîìó íàñòî-

ÿùåìó. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé ìåòîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïòè-

ìàëüíûé.

2. Ôîðìóëû äëÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèè ω(·), î÷åâèäíî, îãðàíè÷åíû, è òàê êàê îíè

ðàâíû íóëþ âíå íåêîòîðîãî øàðà, òî îíè ïðèíàäëåæàò L2(R).
3. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû ëèíåéíû, ñãëàæèâàþò íàáëþäåíèÿ è èñ-

ïîëüçóþò èí�îðìàöèþ î íå áîëåå, ÷åì äâóõ èçìåðåíèÿõ.

4. Åñëè t = ti è ti íå òî÷êà èçëîìà �óíêöèè θ(·), òî îïòèìàëüíûé
ìåòîä ïîçâîëÿåò ýòî èçìåðåíèå óòî÷íèòü.
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OPTIMAL RECOVERY OF LINEAR FUNCTIONALS

AND OPERATORS

G. G. Magaril-Il'yaev

The letures present the beginnings of the theory of optimal reovery of the values

of linear funtionals and operators on lasses of sets whose elements are known

approximately. Partiular attention is paid to the reovery of linear funtionals,

where the theory relies heavily on the methods of onvex analysis. Various

examples are given, mainly related to problems of lassial approximation theory.

The letures are intended for a wide range of readers.

Key words: optimal reovery, optimal method, extremal problem, onvex

duality.


