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1. Введение

Пусть E — равномерно полная векторная решетка, x1, . . . , xN ∈ E. Изуче-
ние непрерывных положительно однородных функций ϕ : RN → R, для кото-
рых естественно можно определить ϕ(x1, . . . , xN) ∈ E называют функциональ-

ным исчислением. Существуют различные подходы к определению функции
от элементов векторной решетки, но наиболее общее определение, без при-
влечения реализационых теорем, было предложено в статье [13]. Различные
аспекты приложений функционального исчисления рассматривались в рабо-
тах [6, 7, 12, 14, 23, 28]. Эти функции предполагались всюду определенными
в RN . В то же время в ряде работ [2, 7, 8] возникла необходимость опреде-
ления функций от элементов векторной решетки, определенные на конических
подмножествах конечномерного пространства. В связи с этим в статье [18]
было показано, что естественным образом определяется положительно одно-
родная функция от элементов равномерно полной векторной решетки, если эта
функция определена на коническом множестве конечномерного пространства и
непрерывна на некотором коническом подмножестве последнего. Изучение та-
ких функций называют расширенным функциональным исчислением. В рабо-
те [19] было показано, что расширенное функциональное исчисление позволяет
перенести двойственность Минковского на векторные решетки. На этой осно-
ве был развит метод огибающих для доказательства неравенств выпуклости.
В частности, в работе [20] на основе расширенного функционального исчисле-
ния, метода огибающих и тензорного произведения векторных решеток было
установлена теорема об интерполяции билинейного оператора, действующего
в векторных решетках. В монографии [16] было введено понятие обобщенного

функционального исчисления. Но это определение фактически функциональ-
ным исчислением не является, так как оно определено не на пространстве функ-
ций, а на тензорном произведении идеального центра и пространства непре-
рывных положительно однородных функций на единичной сфере конечномер-
ного пространства. К тому же рассматриваемое там тензорное произведение
изоморфно пространству всюду определенных на конечномерном пространстве
функций со значениями в идеальном центре, что не охватывает описанный в [18]
случай. Цель данной работы — определить функциональное исчисление, обоб-
щающее аналогичные конструкции из [13, 16, 18], развить метод огибающих
для доказательств неравенств выпуклости и на этой основе исследовать интер-
поляцию билинейного оператора в обобщенных пространствах Кальдерона —
Лозановского.

Во втором и третьем параграфах приводятся вспомогательные леммы, опре-
деление обобщенного функционального исчисления и теорема о его существова-
нии и единственности. Доказано, что конструктивным образом можно опреде-
лить положительно однородную функцию от элементов равномерно полной век-
торной решетки, если эта функция со значениями в произвольной f -подалгебре
идеального центра определена на коническом множестве конечномерного про-
странства и непрерывна на на некотором его подмножестве. В четвертом па-
раграфе на основе двойственности Минковского развить метод огибающих.
В пятом параграфе, используя этот метод, устанавливаются неравенства вы-
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пуклости, в частности, важное неравенство Йенсена для линейного оператора.
Аналогичный результат для билинейных операторов приведен в шестом пара-
графе. Пользуясь этим неравенством и инструментом тензорного произведения
векторных решеток, в заключительном седьмом параграфе доказывается тео-
рема об интерполяции положительного билинейного оператора в обобщенных
пространствах Кальдерона — Лозановского.

2. Вспомогательные леммы и определение

В этом параграфе дадим определение обобщенного функционального исчис-
ления. Все рассматриваемые векторные решетки предполагаются архимедовы-
ми.

Всюду далее E — равномерно полная векторная решетка, L — векторная
подрешетка в E и Λ — f -подалгебра в идеальном центре Z (E) с равномерной
топологией. Норма в Z (E) задается формулой

‖π‖ := inf
{
λ > 0 : |π| 6 λI

}
(π ∈ Λ),

где I — тождественный оператор на E. Будем предполагать, что L является
Λ-модулем. Это означает, что πx ∈ L для всех π ∈ Λ и x ∈ L. Обозначим через
Hom(L) и Hm(Λ) соответственно множество всех R-значных решеточных гомо-
морфизмов на L и множество всех R-значных мультипликативных решеточных
гомоморфизмов на Λ.

Следующая лемма играет важную роль при построении обобщенного функ-
ционального исчисления.

Лемма 2.1. Для любого ω ∈ Hom(L) существует единственный ω̃ ∈ Hm(Λ)

такой, что ‖ω̃‖ 6 1, ω(πx) = ω̃(π)ω(x) для всех π ∈ Λ и x ∈ L. При этом λ̃ω = ω̃
для всех 0 < λ ∈ R и ω ∈ Hom(L).

C Если ω ∈ Hom(L) равен нулю, то полагая ω̃(π) = 0 для всех π ∈ Λ, получим
требуемое. Пусть 0 6= ω ∈ Hom(L). Билинейное отображение b : Λ × L → R,
действующее по формуле b(π, x) := ω(πx) для всех π ∈ Λ и x ∈ L, является
решеточным биморфизмом. Согласно [4, теорема 3.2] существуют решеточные
гомоморфизмы S : Λ → R и T : L→ R такие, что

ω(πx) = S(π)T (x) (1)

для всех π ∈ Λ и x ∈ L. Взяв в качестве π тождественный оператор I на E, полу-
чим ω(x) = S(I)T (x). Отсюда в виду 0 6= ω следует S(I) > 0 и T (x) = αω(x), где
α = S(I)−1. Положим по определению ω̃(π) := αS(π) для всех π ∈ Λ. Тогда из
равенства T (x) = αω(x) и формулы (1) следует ω(πx) = S(π)αω(x) = ω̃(π)ω(x)
для всех π ∈ Λ и x ∈ L. Покажем мультипликативность гомоморфизма ω̃.
Пусть π, ρ ∈ Λ. Тогда ω((πρ)x) = ω̃(πρ)ω(x) для всех x ∈ L. С другой стороны,
ω((πρ)x) = ω(π(ρx)) = ω̃(π)ω(ρx) = ω̃(π)ω̃(ρ)ω(x) для всех x ∈ L. Посколь-
ку 0 6= ω, выполняется равенство ω̃(πρ) = ω̃(π)ω̃(ρ). Единственность ω̃ также
следуют из равенства ω(πx) = ω̃(π)ω(x) для всех π ∈ Λ и x ∈ L.

Покажем, что λ̃ω = ω̃ для всех 0 < λ ∈ R и ω ∈ Hom(L). Предположим, что
решеточный гомоморфизм ω ∈ Hom(L) отличен от нуля, так как в противном
случае доказывать нечего. Тогда λω ∈ Hom(L) и в силу определения λ̃ω выпол-
няются равенства λω(πx) = λ̃ω(π)λω(x) = λ̃ω(π)ω(λx) для всех π ∈ Λ и x ∈ L.
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С другой стороны, λω(πx) = λ(ω(πx)) = λω̃(π)ω(x) = ω̃(π)ω(λx) для всех π ∈ Λ

и x ∈ L. Из условий ω 6= 0 и λ > 0 выводим λ̃ω = ω̃. Соотношение ‖ω̃‖ 6 1
следует из того, что ω̃(I) = 1 и единичный шар в Λ совпадает с порядковым
интервалом [−I, I]. B

Пусть x1, . . . , xN ∈ E не равны нулю одновременно. Обозначим симво-
лом Λ〈x1, . . . , xN〉 Λ-модульную подрешетку в E, порожденную набором x :=
(x1, . . . , xN). Положим по определению

Λ[x] := Λ[x1, . . . , xN ] :=
{
(ω(x1), . . . , ω(xN)) : 0 6= ω ∈ Hom(Λ〈x1, . . . , xN〉)

}
.

Лемма 2.2. Пусть S := {t ∈ RN : |t1| + . . .+ |tN | = 1}, u := |x1| + . . .+ |xN |,
Ω := {ω ∈ Hom(Λ〈x1, . . . , xN〉), ω(u) = 1} и Ω(x1, . . . , xN) := {(ω(x1), . . . ω(xN)) :
ω ∈ Ω}. Тогда Ω(x1, . . . , xN) — компактное множество в RN , S ∩Λ[x1, . . . , xN ] =
Ω(x1, . . . , xN ) и Λ[x1, . . . , xN ] =

⋃
{λΩ(x1, . . . , xN) : 0 < λ ∈ R}.

C В силу того, что для каждого гомоморфизма ω ∈ Hom(Λ〈x1, . . . , xN〉) вы-
полняется равенство |ω(x1)|+ . . .+ |ω(xN)| = ω(u), следует справедливость фор-
мулы S ∩ Λ[x1, . . . , xN ] = Ω(x1, . . . , xN). Проверим компактность Ω(x1, . . . , xN )
в RN . Обозначим через L := Λ〈x1, . . . , xN〉 и снабдим Ω топологией, инду-
цируемой из RL. Тогда Ω является компактным множеством в RL. В самом
деле, замкнутость Ω в RL очевидна. Так как u сильная порядковая едини-
ца в L, то для каждого x ∈ L найдется такое число µx > 0, что |x| 6 µxu.
Поэтому Ω ⊂

∏
x∈L[−µx, µx]. По теореме Тихонова

∏
x∈L[−µx, µx] является ком-

пактным множеством в RL. Следовательно, Ω является замкнутым подмноже-
ством компактного множества. Заметим, что Ω(x1 . . . , xN) служит образом Ω
при непрерывном отображении ω 7→ (ω(x1), . . . , ω(xN)) из RL в RN . Поэтому
Ω(x1, . . . , xN ) — компактное множество в RN .

Справедливость формулы Λ[x1, . . . , xN ] =
⋃
{λΩ(x1 . . . , xN) : 0 < λ ∈ R}

следует из равенства Hom(Λ〈x1, . . . , xN 〉) \ {0} =
⋃
{λΩ : 0 < λ ∈ R}. B

Множество C ⊂ RN называется коническим, если λC ⊂ C для всех λ > 0.
Функция ϕ : C → Λ, заданная на коническом множестве C, называется поло-

жительно однородной, если ϕ(λt) = λϕ(t) для всех λ > 0 и t ∈ C.
Пусть коническое множество C ⊂ RN содержит K. Символом H (C,K,Λ)

будем обозначать векторную решетку, состоящую из всех положительно одно-
родных функций ϕ : C → Λ, непрерывных на K.

Определение 2.1. Пусть E — равномерно полная векторная решетка,
x1, . . . , xN , y ∈ E, Λ — f -подалгебра в Z (E). Предположим, что K со-
держит Λ[x1 . . . , xN ] и ϕ ∈ H (C,K,Λ). Будем писать y = ϕ(·, x1, . . . , xN ),
если выполняется равенство ω(y) = ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))) для всех ω ∈
Hom(Λ〈x1, . . . , xN , y〉).

Всюду далее x1, . . . , xN , y ∈ E и ϕ ∈ H (C,K,Λ).

Лемма 2.3. Пусть y = ϕ(·, x1, . . . , xN) и L — некоторая Λ-модульная подре-

шетка в E, содержащая y, x1, . . . , xN . Тогда ω(y) = ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))) для

всех ω ∈ Hom(L).

C Пусть ω ∈ Hom(L). Обозначим через ω′ сужение ω на
Λ〈x1 . . . , xN , y〉. Предположим сначала, что ω(xi) = 0 для всех i =
1, . . . , N . Тогда ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN)) = 0 и справедливы равенства ω(y) =

ω′(y) = ω̃′(ϕ(ω′(x1), . . . , ω
′(xN ))) = ω̃′(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))) = 0 =

ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))). Пусть теперь ω(xj) 6= 0 для некоторого j ∈ {1, . . . , N}.
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Тогда в силу леммы 2.2 выполняются равенства ω̃(π)ω(xj) = ω(πxj) = ω′(πxj) =

ω̃′(π)ω′(xj) = ω̃′(π)ω(xj) для всех π ∈ Λ, поэтому ω̃ = ω̃′. Следовательно,
ω(y) = ω′(y) = ω̃′(ϕ(ω′(x1), . . . , ω

′(xN))) = ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))). B

Лемма 2.4. Существует единственный элемент y ∈ E такой, что y =
ϕ(·, x1, . . . , xN ).

C Предположим, что для некоторых y, y1 ∈ E выполняются y =
ϕ(·, x1, . . . , xN ) и y1 = ϕ(·, x1, . . . , xN). Обозначим через L := Λ〈x1, . . . , xN , y, y1〉.
В силу леммы 2.3 справедливы равенства ω(y) = ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))) = ω(y1)
для всех ω ∈ Hom(L). Поскольку в L имеется сильная порядковая единица, то
по теореме Крейнов — Какутани L ⊂ C(Q), где Q — подходящий компакт. Сле-
довательно, Hom(L) различает точки из L, что влечет справедливость леммы. B

Лемма 2.5. Пусть подмножество G ⊂ Hom(Λ〈x1, . . . , xN , y〉) различает точ-

ки из Λ〈x1, . . . , xN , y〉. Если для всех ω ∈ G выполняется равенство ω(y) =
ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))), то y = ϕ(·, x1, . . . , xN).

C Введем обозначения u := |x1| + . . . + |xN | + |y|, L := Λ〈x1, . . . , xN , y〉, Ω :=
{ω ∈ Hom(L) : ω(u) = 1} и Ω′ := Ω ∩ G. Так как Hom(L) \ {0} =

⋃
{λΩ :

0 < λ ∈ R}, то в силу леммы 2.1 и положительной однородности ϕ достаточно
установить ω(y) = ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))) для всех ω ∈ Ω. По условию леммы
Ω′ различает точки из L и для всех ω ∈ Ω′ справедливо равенство

ω(y) = ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))). (2)

Снабдим Ω топологией поточечной сходимости, индуцируемой из RL. Тогда
Ω замкнуто в RL и L является векторной подрешеткой в C(Ω). Так как u
сильная порядковая единица в L, то для каждого x ∈ L найдется такое число
µx > 0, что |x| 6 µxu. Поэтому Ω ⊂

∏
x∈L[−µx, µx]. По теореме Тихонова∏

x∈L[−µx, µx] является компактным множеством в RL. Следовательно, Ω —
компактное множество. По теореме Вейерштрасса L плотна по норме в C(Ω).
Поэтому в силу [15, лемма 1.2] L порядково плотна в C(Ω). Отсюда вытекает
плотность множества Ω′ в Ω. Действительно, если это не так, то по лемме
Урысона существует ненулевая функция x : Ω → [0, 1], обращающаяся в ноль
на Ω′. В силу порядковой плотности L в C(Ω) подберем x0 ∈ L+ так, чтобы
0 6= x0 6 |x|. Тогда ω(x0) = 0 для всех ω ∈ Ω′, что противоречит условию Ω′

различает точки из L.
Покажем, что для произвольного ω ∈ Ω выполняется равенство (2). Возьмем

сеть (ωα) ⊂ Ω′, сходящуюся к ω. Тогда ωα(πx) → ω(πx) для всех π ∈ Λ и x ∈ L.
Полагая в этом соотношении x = u, в виду леммы 2.1 получим ω̃α(π) → ω̃(π)
для всех π ∈ Λ. Полагая π = I, из последнего соотношения вытекает

‖ω̃α − ω̃‖ → 0. (3)

Если ω(|x1|+. . .+|xN |) 6= 0, то в виду формулы (3), непрерывности ϕ и леммы 2.1
следует справедливость соотношений

∣∣ω̃α(ϕ(ωα(x1), . . . , ωα(xN))) − ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN)))
∣∣

6
∣∣ω̃α(ϕ(ωα(x1), . . . , ωα(xN ))) − ω̃α(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN)))

∣∣
+

∣∣ω̃α(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))) − ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN)))
∣∣

6
∥∥ϕ(ωα(x1), . . . , ωα(xN )) − ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))

∥∥
+

∥∥ω̃α − ω̃
∥∥∥∥ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))

∥∥ → 0.
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Мы получили, что ωα(y) → ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))). С другой стороны,
по определению топологии на Ω верно ωα(y) → ω(y), поэтому ω(y) =
ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))).

Покажем, что ω(|x1| + . . . + |xN |) не может равняться нулю. В самом деле,
если ω(|x1|+ . . .+ |xN |) = 0, то ω(|y|) = ω(u) = 1. Поэтому для любого 0 < ε < 1
найдется индекс α0 такой, что ωα(y) > 1−ε для всех α > α0. Отсюда в виду фор-
мулы (2) ω̃α(ϕ(ωα(x1), . . . , ωα(xN ))) > 1 − ε, что влечет ωα(|x1| + . . .+ |xN |) 6= 0
для всех α > α0. Обозначим через x0 := |x1|+ . . .+ |xN |. Тогда в силу положи-
тельной однородности ϕ выполняются соотношения

1 − ε < ωα(y) = ω̃α
(
ϕ(ωα(x1), . . . , ωα(xN))

)

= ωα(x0)ω̃α

(
ϕ

(
ωα(x1)

ωα(x0)
, . . . ,

ωα(xN )

ωα(x0)

))
(4)

для всех α > α0. Так как ϕ — непрерывная функция и
(
ωα(x1)
ωα(x0)

, . . . , ωα(xN )
ωα(x0)

)
∈

S := {t ∈ RN : |t1| + . . . + |tN | = 1} (α > α0), то из компактности S и форму-
лы (4) следует существование числа M > 0, удовлетворяющего неравенству

1 − ε < ωα(y) 6 M · ωα(x0)

для всех α > α0. Переход к пределу в последнем неравенстве влечет 1 − ε 6

Mω(x0) = 0 — противоречие. Следовательно, формула (2) справедлива для
всех ω ∈ Ω. B

Лемма 2.6. Пусть L1 — Λ-модульная подрешетка в E, x1, . . . , xN , y ∈ L1 и

Hom(L1) различает точки из L1. Если для всех ω ∈ L1 выполняется равенство

ω(y) = ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))), то y = ϕ(·, x1, . . . , xN ).

C Пусть L := Λ〈x1, . . . , xN , y〉. Обозначим через G := {ω|L : ω ∈
Hom(L1)}. Тогда G разделяет точки из L и справедливо равенство ω(y) =
ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))) для всех ω ∈ G. По лемме 2.5 y = ϕ(·, x1, . . . , xN). B

3. Основной результат

Далее мы сформулируем результат, в котором устанавливается Λ-модульный
гомоморфизм из класса H (C,K,Λ) в E. Образ этого гомоморфизма равномер-
но замкнут и конечно порожден, если f -подалгебра Λ замкнута по норме.

Обозначим символом F (·, x) множество всех функций ϕ ∈ H (C,K,Λ), для
которых существует ϕ(·, x1, . . . , xN) ∈ E. В силу леммы 2.4 существует отобра-
жение x̂ : ϕ 7→ ϕ(·, x1, . . . , xN ) из F (·, x) в E. В векторной решетке H (C,K,Λ)
введем структуру модуля над кольцом Λ следующим образом:

(πϕ)(t) := π ◦ ϕ(t), (5)

где π ∈ Λ, ϕ ∈ H (C,K,Λ), t = (t1, . . . , tN) ∈ C. Введем функции dti ∈
H (C,K,Λ) (1 6 i 6 N) по формуле dti(t) = tiI, где t = (t1, . . . , tN) ∈ RN .
Обозначим через e := |dt1| + . . . + |dtN | ∈ H (C,K,Λ). Тогда e(t) = ‖t‖I для
всех t ∈ RN .
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Определение 3.1. Пусть E, F — векторные решетки, Λ, Λ′ — f -подалгебры
соответственно в Z (E) и Z (F ), ι : Λ → Λ′ — мультипликативный порядковый
изоморфизм. Будем говорить, что решеточный гомоморфизм h : E → F Λ-мо-

дульный, если выполняется равенство h(πx) = ιπ(hx) для всех π ∈ Λ и x ∈ E.
При отождествлении Λ с Λ′ будем писать h(πx) = π(hx) для всех π ∈ Λ и x ∈ E.

Лемма 3.1. Множество F (·, x) является Λ-модульной решеткой, и отображе-

ние x̂ : ϕ 7→ ϕ(·, x1, . . . , xN) является Λ-модульным решеточным гомоморфизмом

из F (·, x) в E таким, что x̂(dti) = xi для всех i = 1, 2, . . . , N .

C Возьмем ϕ1, ϕ2 ∈ F (·, x) и пусть y1 = ϕ1(·, x1, . . . , xN ) и y2 =
ϕ2(·, x1, . . . , xN). Обозначим через L := Λ〈x1, . . . , xN , y1, y2〉. В силу леммы 2.3
для всех ω ∈ Hom(L) справедливы равенства ω(y1) = ω̃(ϕ1(ω(x1), . . . , ω(xN))) и
ω(y2) = ω̃(ϕ2(ω(x1), . . . , ω(xN))). Складывая эти равенства, получим ω(y1+y2) =
ω̃[(ϕ1 + ϕ2)(ω(x1), . . . , ω(xN))] для всех ω ∈ Hom(L). Отсюда в силу леммы 2.6
y1 + y2 = (ϕ1 + ϕ2)(·, x1, . . . , xN). Аналогично можно показать x̂(ϕ1 ∨ ϕ2) =
x̂(ϕ1) ∨ x̂(ϕ2) и x̂(λϕ1) = λx̂(ϕ1) (λ ∈ R). Докажем, что x̂ Λ-модульный гомо-
морфизм. Возьмем π ∈ Λ, ϕ ∈ F (·, x) и пусть y = x̂(ϕ). В силу мульти-
пликативности ω̃ имеем ω(πy) = ω̃(π) · ω(y) = ω̃(π) · ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))) =
ω̃[(πϕ)(ω(x1), . . . , ω(xN))] для всех ω ∈ Hom(Λ〈x1, . . . , xN , y〉). Следовательно,
применив лемму 2.6, получим πy = (πϕ)(·, x1, . . . , xN), что означает π(̂x(ϕ)) =
x̂(πϕ). B

Лемма 3.2. Λ-модульная решетка F (·, x) e-равномерно замкнута в

H (C,K,Λ), где e = |dt1| + . . .+ |dtN |.

C Пусть последовательность (ϕn)n∈N из F (·, x) сходится к ϕ ∈ H (C,K,Λ) с
регулятором e. Тогда yn := x̂(ϕn) (n ∈ N) будет r-фундаментальной последова-
тельностью в E с регулятором u := x̂(e) = |x1| + . . . + |xN |. В силу полноты E
существует y ∈ E такой, что yn → y с регулятором u. Пусть L обозначает
идеал в E, порожденный элементом |y| + u. Тогда последовательность (yn)n∈N

содержится в L и Hom(L) различает точки из L. Для каждого ω ∈ Hom(L)
выполняется ω(yn) → ω(y). В свою очередь, в силу леммы 2.3 ω(yn) =
ω̃(ϕn(ω(x1), . . . , ω(xN))) для всех n ∈ N, и так как ϕn → ϕ в каждой точке ко-
нического множества C, то ω̃(ϕn(ω(x1), . . . , ω(xN))) → ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))).
Таким образом, ω(y) = ω̃(ϕ(ω(x1), . . . , ω(xN))) для всех ω ∈ Hom(L). В силу
леммы 2.6 y = ϕ(·, x1, . . . , xN ), т. е. ϕ ∈ F (·, x). B

Теорема 3.1. Пусть E — равномерно полная векторная решетка, Λ —

f -подалгебра в Z (E), x1, . . . , xN ∈ E. Предположим, что K ⊂ RN со-

держит Λ[x1, . . . , xN ]. Тогда отображение x̂ : ϕ 7→ ϕ(·, x1, . . . , xN ) — един-

ственный Λ-модульный решеточный гомоморфизм из H (C,K,Λ) в E такой,

что x̂(dti) = xi (1 6 i 6 N). Более того, x̂(H (C,K,Λ)) содержится в u-
равномерном замыкании Λ-модульной подрешетки, порожденной x1, . . . , xN ,

т. е. x̂(H (C,K,Λ)) ⊂ Λ〈x1, . . . , xN 〉, где замыкание вычисляется в E равно-

мерно относительно u = |x1|+ . . .+ |xN |. Если Λ замкнута по норме в Z (E), то

x̂(H (C,K,Λ)) = Λ〈x1, . . . , xN〉.

C Предположим сначала, что K = Λ[x] и C = Λ[x] ∪ {0}. Пусть FN является
Λ-модульной подрешеткой в H (C,K,Λ), порожденной функциями dt1, . . . , dtN ,
т. е. FN := Λ〈dt1, . . . , dtN〉. Покажем, что гомоморфизм x̂ : F (·, x) → E из
леммы 3.1 распространяется на H (C,K,Λ). Для этого в силу леммы 3.2 и
соотношения FN ⊂ F (·, x) достаточно доказать e-равномерную плотность FN
в H (C,K,Λ), где e = |dt1| + . . .+ |dtN |.
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По лемме 2.2 множество P := Λ[x1, . . . , xN ]∩S , где S := {t ∈ RN : ‖t‖ = 1},
компактно в RN . В виду положительной однородности каждая функция
из H (C,K,Λ) однозначно определяется своими значениями на P . Поэтому
H (C,K,Λ) отождествляется с C(P,Λ). В силу [15, предложение 2.1] существу-
ет компактQ и решеточный изоморфизм σ из Λ на плотную по норме векторную
подрешетку в C(Q), при котором мультипликативная единица I ∈ Λ переходит
в тождественную единицу 1Q. Отсюда в силу [11, теорема 2.58] выполняется
равенство

σ(π1 ◦ π2) = σ(π1) · σ(π2) (6)

для всех π1, π2 ∈ Λ. Построим отображение ν : C(P,Λ) → C(P ×Q) по формуле
ν(ϕ)(p, q) := σ(ϕ(p))(q) для всех (p, q) ∈ P ×Q. Тогда ν является инъективным
решеточным гомоморфизмом, и в виду формулы (6) выполняется равенство

ν(πϕ)(p, q) = σ(π)(q) · ν(ϕ)(p, q) (7)

для всех π ∈ Λ, ϕ ∈ C(P,Λ) и (p, q) ∈ P × Q. Так как ν(e) есть тождественная
единица на P ×Q, то e-равномерная плотность FN в C(P,Λ) следует из плотно-
сти по норме ν(FN ) в C(P × Q). Покажем, что ν(FN) удовлетворяет всем тре-
бованиям теоремы Стоуна — Вейерштрасса (см., например, [26, теорема 2.1.1]).
Так как e ∈ FN и ν(e) = 1P×Q, следует ν(FN ) содержит константы. Пусть (p, q1),
(t, q2) ∈ P × Q. Если p 6= t, то pj 6= tj для некоторого j ∈ {1, . . . , N}. Тогда
в виду σ(I) = 1Q выполняются равенства ν(dtj)(t, q1) = σ(tjI)(q1) = tj 6= pj =
ν(dtj)(p, q2). Если q1 6= q2, то в виду плотности σ(Λ) в C(Q) найдется элемент
π ∈ Λ такой, что σ(π)(q1) 6= σ(π)(q2). Тогда в силу (7) будут справедливы соот-
ношения ν(πe)(t, q1) = σ(π)(q1) · 1 6= σ(π)(q2) = ν(πe)(t, q2). Мы получили, что
ν(FN ) удовлетворяет всем требованиям теоремы Стоуна — Вейерштрасса, по-
этому ν(FN ) плотна по норме в C(P ×Q), что влечет e-равномерную плотность
FN в C(P,Λ). Таким образом, F (·, x) = H (C,K,Λ). Равномерная плотность
FN в C(P,Λ) также влечет x̂(H (C,K,Λ)) ⊂ Λ〈x1, . . . , xN 〉.

Покажем единственность гомоморфизма x̂. Пусть T : H (C,K,Λ) → E —
Λ-модульный решеточный гомоморфизм и T (dti) = xi для всех i = 1, 2, . . . , N .
Тогда множество G := {ϕ ∈ FN : x̂(ϕ) = T (ϕ)} является Λ-модульной подре-
шеткой в FN , содержащей dti (1 6 i 6 N). Следовательно, FN = G, и в силу
плотности FN в H (C,K,Λ) получим T = x̂.

Покажем справедливость равенства x̂(H (C,K,Λ)) = Λ〈x1, . . . , xN〉 при усло-
вии, что Λ замкнута по норме в Z (E). Включение ⊂ установлено выше. Так
как образ x̂(H (C,K,Λ)) содержит x1 . . . , xN , является модулем над Λ и равно-
мерно полон (см. [24, теорема 59.3]), то x̂(H (C,K,Λ)) ⊃ Λ〈x1, . . . , xN〉. Таким
образом, мы доказали теорему для C = Λ[x] ∪ {0}.

Возьмем теперь произвольное коническое множество C ⊂ RN , содержа-
щее K. Обозначим через C1 := Λ[x] ∪ {0}. Оператор сужения ρ : ϕ 7→
ϕ|C1

осуществляет Λ-модульный решеточный гомоморфизм из H (C,K,Λ)
в H (C1,Λ[x],Λ). Поэтому x̂ ◦ ρ — требуемый Λ-модульный гомоморфизм. B

Предложение 3.1. Пусть E, F — равномерно полные векторные решетки,

ι : Λ → Λ′ — изоморфизм f -алгебр Λ ⊂ Z (E) и Λ′ ⊂ Z (F ), h : E → F —

Λ-модульный решеточный гомоморфизм. Предположим, что x1, . . . , xN ∈ E,

Λ[x1, . . . , xN ] ⊂ K и ϕ ∈ H (C,K,Λ). Тогда Λ′[h(x1), . . . , h(xN)] ⊂ Λ[x1, . . . , xN ]
и справедливо равенство

h(ϕ(·, x1, . . . , xN )) = ι ◦ ϕ(·, h(x1), . . . , h(xN )). (8)
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C Положим yi := h(xi) (i = 1, . . . , N), u := |x1| + . . . + |xN |. Возьмем 0 6=
ω ∈ Hom(Λ′〈y1, . . . , yN〉). Тогда ω̄ := ω ◦ h ∈ Hom(Λ〈x1, . . . , xN〉), и поэтому
Λ′[h(x1), . . . , h(xN )] ⊂ Λ[x1, . . . , xN ]. Отсюда видно, что ι ◦ ϕ ∈ H (C,K,Λ′).

Предположим, что h(u) = 0. Тогда в силу теоремы 3.1 ϕ(·, x1, . . . , xN ) при-
надлежит главному идеалу Eu в E, порожденному элементом u. Следователь-
но, h(ϕ(·, x1, . . . , xN)) = 0. С другой стороны, hxi = 0 для всех i = 1, . . . , N ,
поэтому ι ◦ ϕ(·, h(x1), . . . , h(xN)) = 0.

Пусть h(u) 6= 0. Из леммы 2.1 известно, что ω̃ ∈ Hm(Λ′) и ˜̄ω = ω̃ ◦ h ∈ Hm(Λ).
Покажем, что ω̃(ιπ) = ˜̄ω(π) для всех π ∈ Λ. Действительно, пусть π ∈ Λ. Тогда
по лемме 2.1 ω(ιπ(hu)) = ω̃(ιπ)ω(hu) = ω̃(ιπ)ω̄(u). С другой стороны, в силу
Λ-модульности h следует ω(ιπ(hu)) = ω(h(πu)) = ω̄(πu) = ˜̄ω(π)ω̄(u). Отсюда,
так как ω̄(u) 6= 0, выводим

ω̃(ιπ) = ˜̄ω(π) (π ∈ Λ). (9)

Положим x := ϕ(·, x1, . . . , xN), y := ι ◦ ϕ(·, y1, . . . , yN) и пусть ω ∈
Hom(Λ′〈y, y1, . . . , yN〉). Тогда ω̄ := ω ◦ h ∈ Hom(Λ〈x, x1, . . . , xN〉) и
в виду (9) выполняются равенства ω(y) = ω̃(ι ◦ ϕ(ω(y1), . . . , ω(yN))) =
˜̄ω(ϕ(ω̄(x1), . . . , ω̄(xN ))) = ω̄(x) = ω(hx). Следовательно, так как
Hom(Λ′〈y, y1, . . . , yN〉) различает точки, y = h(x). B

Замечание 3.1. В условиях предложения 3.1 при отождествлении Λ с Λ′

формула (8) примет вид h(ϕ(·, x1, . . . , xN)) = ϕ(·, h(x1), . . . , h(xN)).

4. Метод огибающих

В этом параграфе покажем, что обобщенное функциональное исчисление
позволяет перенести двойственность Минковского на Λ-модульные решетки.

Пусть E — равномерно полная векторная решетка, x1, . . . , xN ∈ E, Λ — f -
подалгебра в Z (E), K — замкнутый конус в RN , содержащий Λ[x1, . . . , xN ].
Обозначим через H∨(K,Λ) (H∧(K,Λ)) множество всех сублинейных (суперли-
нейных) непрерывных операторов из K в Λ, L(RN ,Λ) — пространство линей-
ных операторов из RN в Λ. Оператор ϕ : K → Λ называют сублинейным, если
ϕ(u+v) 6 ϕ(u)+ϕ(v) и ϕ(λu) = λϕ(u) для всех u, v ∈ K и 0 6 λ ∈ R; ψ : K → Λ
суперлинеен, если −ψ сублинеен. Пусть 〈π, ·〉 обозначает линейный оператор
t 7→ 〈π, t〉 =

∑N
i=1 tiπi из RN в Λ, где t = (t1, . . . , tN) ∈ RN , π = (π1 . . . , πN) ∈ ΛN .

Ясно, что отображение π 7→ 〈π, ·〉 осуществляет решеточный изоморфизм из ΛN

на L(RN ,Λ).
Для сублинейного оператора ϕ : K → Λ (суперлинейного оператора ψ : K →

Λ) положим по определению

∂ϕ :=
{
π ∈ ΛN : 〈π, t〉 6 ϕ(t) (t ∈ K)

}
,

∂ψ :=
{
π ∈ ΛN : 〈π, t〉 > ϕ(t) (t ∈ K)

}
.

(10)

Следующая лемма используется в доказательстве основного результата пара-
графа. Заметим, что если Q — компакт и Λ ⊂ Z (C(Q)), то в силу [11, теоре-
ма 2.62] Λ ⊂ C(Q).

Лемма 4.1. Пусть Q — произвольный компакт, x1, . . . , xN ∈ C(Q), Λ ⊂
C(Q), Λ[x1, . . . , xN ] ⊂ K и ϕ ∈ H (C,K,Λ). Тогда ϕ(·, x1, . . . , xN) ∈ C(Q) и спра-

ведливо равенство ϕ(·, x1, . . . , xN )(q) = ϕ(x1(q), . . . , xN(q))(q) для всех q ∈ Q.
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C Пусть Eu обозначает порядковый идеал в C(Q), порожденный элементом
u := |x1| + . . . + |xN |. Тогда Eu равномерно замкнут в C(Q) относительно u
и является модулем над Λ (см. [11, теорема 2.62]). Поэтому из теоремы 3.1
получим ϕ(·, x1, . . . , xN) ∈ Eu.

Всякий элемент q ∈ Q отождествляется с решеточным гомоморфизмом ωq ∈
Hom(Eu) по формуле ωq(x) := x(q) (x ∈ Eu). Пусть q ∈ Q и u(q) 6= 0. Тогда из
леммы 2.1 выводим π(q)u(q) = ωq(πu) = ω̃q(π)u(q) для всех π ∈ Λ. Сократив
на u(q), получим π(q) = ω̃q(π) (π ∈ Λ). Отсюда из определения ϕ(·, x1, . . . , xN )
следует ϕ(·, x1, . . . , xN)(q) = ωq(ϕ(·, x1, . . . , xN)) = ω̃q(ϕ(ωq(x1), . . . , ωq(xN))) =
ϕ(x1(q), . . . , xN(q))(q).

Пусть теперь u(q) = 0. Тогда x(q) = 0 для всех x ∈ Eu. В частности,
ϕ(·, x1, . . . , xN )(q) = 0. С другой стороны, в виду положительной однородно-
сти ϕ следует 0 = ϕ(x1(q), . . . , xN(q))(q). Таким образом, ϕ(·, x1, . . . , xN)(q) =
ϕ(x1(q), . . . , xN(q))(q) для всех q ∈ Q. B

Теорема 4.1. Пусть E — равномерно полная векторная решетка,

x1, . . . , xN ∈ E, ϕ ∈ H∨(K,Λ) и ψ ∈ H∧(K,Λ). Тогда справедливы равенства

ϕ(·, x1, . . . , xN ) = sup

{
N∑

i=1

πixi : (π1 . . . , πN) ∈ ∂ϕ

}
,

ψ(·, x1, . . . , xN) = inf

{
N∑

i=1

πixi : (π1 . . . , πN) ∈ ∂ψ

}
.

Более того, ϕ(·, x1, . . . , xN ) (ψ(·, x1, . . . , xN)) есть равномерный предел возраста-

ющей (убывающей) сети, каждый член которой есть супремум (инфимум) ко-

нечного набора элементов вида
∑N

i=1 πixi, где (π1 . . . , πN)∈∂ϕ ((π1 . . . , πN)∈∂ψ).

C Напомним, что оператор dti ∈ L(RN ,Λ) ⊂ H (K,Λ) действует по формуле
dti(t) := tiI, где t = (t1, . . . , tN) ∈ RN , I — тождественный оператор на E, i =
1, . . . , N . Распространим оператор ϕ на все пространство RN , полагая ϕ(t) :=
+∞ для всех t ∈ RN \K. Обозначим через y = ϕ(·, x1, . . . , xN ), и пусть v ∈ E

такой, что v >
∑N

i=1 πixi для всех (π1 . . . , πN) ∈ ∂ϕ. По теореме Крейнов —
Какутани существует компакт Q и решеточный изоморфизм x 7→ x̃ из главного
идеала Eu, порожденного элементом u = |x1| + . . . + |xN | + |v| на C(Q). При
этом u переходит в тождественную единицу. Таким образом, можно считать,
что Eu = C(Q), Λ — f -подалгебра в C(Q) в силу [11, теорема 2.62] и ϕ : RN →
C(Q) ∪ {+∞}. По лемме 4.1 для всех q ∈ Q выполняются равенства

ỹ(q) = ϕ(x̃1(q), . . . , x̃N(q))(q), ṽ(q) >

N∑

i=1

π̃i(q) x̃i(q). (11)

Так как конус K замнут, то в силу [5, гл. 1, п. 8] справедлива формула

(ϕ(t))(q) = sup
{
(At)(q) : A ∈ ∂ϕ

}
, (12)

где t ∈ RN , q ∈ Q, ∂ϕ — множество линейных операторов из RN в C(Q),
опорных к оператору ϕ. Так как всякий линейный оператор A ∈ ∂ϕ однозначно
определяется набором π1, . . . , πN ∈ C(Q) по формуле At =

∑N
i=1 tiπi, где t =

(t1 . . . , tN) ∈ RN , то в виду формул (11) и (12) для всех q ∈ Q справедливы
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соотношения

ỹ(q) = ϕ(x̃1(q), . . . , x̃N(q))(q) = sup

{
N∑

i=1

x̃i(q)π̃i(q) : (π1 . . . , πN ) ∈ ∂ϕ

}
6 ṽ(q).

Таким образом, y 6 v. С другой стороны, так как для каждого набора
(π1, . . . , πN) ∈ ∂ϕ выполняются соотношения

(∑N
i=1 πidti

)
(t) =

∑N
i=1 tiπi 6 ϕ(t)

(t ∈ K), то в силу теоремы 3.1 ϕ(·, x1, . . . , xN ) > sup
{∑N

i=1 πixi : (π1 . . . , πN ) ∈

∂ϕ
}
. Следовательно, ϕ(·, x1, . . . , xN) = sup

{∑N
i=1 πixi : (π1 . . . , πN ) ∈ ∂ϕ

}
.

Пусть U :=
{ ∑N

i=1 πixi : (π1 . . . , πN) ∈ ∂ϕ
}
. Символом U∨ обозначим множе-

ство в E, состоящее из супремумов конечных подмножеств множества U . Тогда
U∨ ⊂ Eu, сеть Ũ∨ := {ṽ : v ∈ U∨} направлена вверх в C(Q) и ее поточечный су-
премум равен ỹ. По теореме Дини Ũ∨ сходится равномерно к ỹ. Следовательно,
U∨ также сходится равномерно к y в E.

Заметим, что если ψ ∈ H∧(K,Λ), то −ψ ∈ H∨(K,Λ) и ∂ψ = ∂(−ψ). Отсюда
вытекает справедливость формулы для ψ. B

5. Неравенства выпуклости

Согласно теореме 4.1 непрерывные сублинейные и суперлинейные операто-
ры из K ⊂ RN в Λ являются соответственно верхними и нижними огибающими
линейных операторов. Мы будем пользоваться этим фактом в доказательстве
неравенств типа Йенсена, Гёльдера и Минковского в равномерно полных век-
торных решетка.

В этом параграфе E — равномерно полная векторная решетка, Λ — f -подал-
гебра в идеальном центре Z (E), C, K — конусы в RN и K замкнут. Предполо-
жим, что RN упорядочено конусом C, т. е. s > t означает s− t ∈ C. Оператор
φ : K → Λ∪{±∞} называется возрастающим, если из неравенства s > t следу-
ет φ(s) > φ(t) для всех s, t ∈ K. Обозначим через C∗ множество всех линейных
положительных операторов из RN в Λ, т. е. T ∈ C∗, если T ∈ L(RNΛ) и T (s) > 0
для всех s ∈ C.

Лемма 5.1. Если сублинейный (суперлинейный) оператор φ : RN → Λ ∪
{+∞} возрастает, то ∂φ ⊂ C∗ (∂φ ⊂ C∗).

C Пусть сублинейный оператор φ возрастает, π ∈ ∂φ и t ∈ C. Тогда 〈π,−t〉 6

φ(−t) 6 φ(0) = 0, т. е. π ∈ C∗. Пусть теперь суперлинейный оператор φ :
RN → Λ ∪ {−∞} возрастает, π ∈ ∂φ и t ∈ C. Тогда 〈π, t〉 > φ(t) > φ(0) = 0.
Следовательно, π ∈ C∗. B

Лемма 5.2. Пусть ϕ ∈ H∨(K,Λ), ψ ∈ H∧(K,Λ) и выполнено условие

K − C = C −K. Тогда справедливы утверждения

(1) ϕ возрастает тогда и только тогда, когда ϕ(s) = sup{〈π, s〉 : π ∈ ∂ϕ∩C∗}
(s ∈ K);

(2) ψ возрастает тогда и только тогда, когда ψ(s) = inf{〈π, s〉 : π ∈ ∂ψ ∩C∗}
(s ∈ K).

C Достаточность в обоих утверждениях очевидна. Покажем необходимость
утверждения (1). Пусть ι : Λ → Λ̂ обозначает вложение векторной решетки Λ

в свое порядковое пополнение Λ̂. Так как Λ является мажорирующей порядково
плотной подрешеткой в Λ̂, то ιI сильная порядковая единица в Λ̂. Поэтому
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можно считать, что Λ̂ = C(Q), где Q — экстремальный компакт. Обозначим
через ϕ̂ := ι ◦ϕ. Тогда ϕ̂ — непрерывный сублинейный возрастающий оператор
из K в порядково полную решетку C(Q). Пусть P обозначает проектор на
подпространство K−C. Тогда P — положительный оператор, так как P (s) = s
для любого s ∈ C. Положим по определению ϕ̂ ∗(s) := inf{ϕ̂(t) : t ∈ K, t >

P (s)} (s ∈ RN). Тогда ϕ̂ ∗ — сублинейный возрастающий оператор из RN в C(Q)
и выполняются равенства

ϕ̂ ∗(s) = ϕ̂(s) = ϕ(s) (s ∈ K). (13)

Отсюда в виду леммы 5.1 вытекает справедливость соотношения ∂ϕ̂ ∗ = ∂ϕ̂ ∩
ι(C∗), где ι(C∗) — множество положительных линейных операторов из RN

в C(Q). Следовательно, в силу [5, гл. 1, п. 8] и формулы (13) получим

ϕ(s) = sup
{
〈π̂, s〉 : π̂ ∈ ∂ϕ̂ ∩ ι(C∗)

}
(s ∈ K), (14)

где π̂ = (π̂1, . . . , π̂N), 0 6 π̂1, . . . , π̂N ∈ C(Q), s = (s1, . . . , sN), 〈π̂, s〉 =
∑N

i=1 siπ̂i.
Пусть s = (s1, . . . , sN) ∈ K и π̂ ∈ ∂ϕ̂ ∩ ι(C∗). Существует сеть (πα) =
(πα,1, . . . , πα,N) из ΛN такая, что πα ↑ π̂ и выполняются соотношения

〈π̂, s〉 =
N∑

i=1

siπ̂i =
N∑

i=1

si sup
α
πα,i =

N∑

i=1

si lim
α
πα,i

= lim
α

N∑

i=1

siπα,i 6 sup
{
〈π, s〉 : π ∈ ∂ϕ ∩ C∗

}
.

Отсюда в виду формул (13) и (14) следует ϕ(s) 6 sup{〈π, s〉 : π ∈ ∂ϕ ∩ C∗}.
Противоположное неравенство очевидно. Таким образом, ϕ(s) = sup{〈π, s〉 :
π ∈ ∂ϕ ∩ C∗}. Утверждение (2) доказывается аналогично. B

Следствие 5.1. Пусть ϕ ∈ H∨(K,Λ) и ψ ∈ H∧(K,Λ) возрастают, K − C =
C −K. Тогда справедливы соотношения

ϕ(·, x1, . . . , xN) = sup

{
N∑

i=1

πixi : (π1 . . . , πN) ∈ ∂ϕ ∩ C∗

}
,

ψ(·, x1, . . . , xN) = inf

{
N∑

i=1

πixi : (π1 . . . , πN) ∈ ∂ψ ∩ C∗

}
.

C Следует из леммы 5.2 и доказательства теоремы 4.1. B

Обозначим через Hg(K,Λ) (Hf(K,Λ)) множество всех непрерывных возрас-
тающих относительно RN

+ сублинейных (суперлинейных) операторов из K в Λ,
и пусть K − RN

+ = RN
+ − K. Как обычно, положительные операторы будем

обозначать символом L(RN ,Λ)+.
Пусть E, F — равномерно полные векторные решетки и Z (E), Z (F ) —

идеальные центры E и F соответственно, Λ, Λ′ — изоморфные f -подалгебры
в Z (E) и Z (F ) соответственно. Оператор f : E → F ∪ {±∞} называется
возрастающим, если f(x2) > f(x1) для всех x1, x2 ∈ E, x2 > x1. Скажем, что
сублинейный (суперлинейный) оператор f : E → F ∪ {±∞} Λ-сублинейный

(Λ-суперлинейный), если f(πx) = π(fx) для всех 0 6 π ∈ Λ и x ∈ E.
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Теорема 5.1 (Неравенство Йенсена). Пусть E, F — равномерно полные век-

торные решетки, f : E → F ∪{+∞} — возрастающий Λ-сублинейный оператор,

g : E → F ∪{−∞} — возрастающий Λ-суперлинейный оператор. Предположим,

что ϕ ∈ Hg(K,Λ), ψ ∈ Hf(K,Λ), Λ[x1 . . . , xN ] ⊂ K, Λ[f(x1) . . . , f(xN)] ⊂ K и

Λ[g(x1) . . . , g(xN)] ⊂ K. Если x1, . . . xN ∈ dom(f) ∩ dom(g), то ϕ(·, x1, . . . , xN) ∈
dom(g), ψ(·, x1, . . . , xN ) ∈ dom(f) и выполняются неравенства

f(ψ(·, x1, . . . , xN)) 6 ψ(·, f(x1), . . . , f(xN)),

g(ϕ(·, x1, . . . , xN)) > ϕ(·, g(x1), . . . , g(xN)).

C Возьмем произвольный π ∈ ∂ψ ∩ L(RN ,Λ)+. В виду следствия 5.1 вы-
полняется неравенство ψ(·, x1, . . . , xN ) 6

∑N
i=1 πixi. Так как f Λ-сублинейный

возрастающий оператор, то ψ(·, x1, . . . , xN ) ∈ dom(f) и справедливы соотноше-
ния

f(ψ(·, x1, . . . , xN )) 6 inf

{
f

( N∑

i=1

πixi

)
: (π1 . . . , πN ) ∈ ∂ϕ ∩ L(RN ,Λ)+

}

6 inf

{
N∑

i=1

πif(xi) : (π1 . . . , πN) ∈ ∂ϕ ∩ L(RN ,Λ)+

}
= ψ(·, f(x1), . . . , f(xN)).

Утверждение для оператора g доказывается аналогично. B

Возьмем t = (t1, . . . , tN) ∈ RN
+ и конечный набор положительных элементов

π1 . . . , πN ∈ Λ. Отождествим Λ с пространством непрерывных функций C(Q)

на некотором компакте Q и определим функцию
∏N

i=1 t
πi
i ∈ C(Q) по формуле

( N∏

i=1

tπi
i

)
(q) :=

N∏

i=1

t
πi(q)
i (q ∈ Q).

Функцию
∏N

i=1 t
πi
i мы будем отождествлять с соответствующим положительным

элементом из Λ+. Тогда для каждого фиксированного набора (π1 . . . , πN) ∈ ΛN
+

мы можем определить оператор ψ : RN
+ → Λ+ по формуле ψ(t) :=

∏N
i=1 t

πi
i

(t ∈ RN
+ ).

Теорема 5.2 (Неравенство Гёльдера). Пусть E, F — равномерно полные

векторные решетки, f : E → F ∪ {+∞} — возрастающий Λ-сублинейный опе-

ратор и dom(f) = E+. Тогда для любых x1, . . . , xN ∈ E и 0 6 π1, . . . , πN ∈ Λ,

π1 + . . .+ πN = I выполняется неравенство

f

( N∏

i=1

|xi|
πi

)
6

N∏

i=1

f(|xi|)
πi.

C Если 0 6 π1, . . . , πN ∈ Λ, π1 + . . . + πN = I, то ψ(t) :=
∏N

i=1 t
πi
i — непре-

рывный положительный суперлинейный оператор из RN
+ в Λ+, следовательно,

он возрастает на RN
+ . Таким образом, ψ ∈ Hf(RN

+ ,Λ), и остается применить
теорему 5.1. B

Возьмем t = (t1, . . . , tN) ∈ RN
+ и элемент π ∈ Λ. Предположим, что существу-

ет такое число δ > 0, что δI 6 π. Отождествим Λ с подпространством в C(Q)
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и определим функцию
(∑N

i=1 |ti|
π
)1/π

∈ C(Q) по формуле
( N∑

i=1

|ti|
π

)1/π

(q) :=

( N∑

i=1

|ti|
π(q)

)1/π(q)

(q ∈ Q).

Функцию
( ∑N

i=1 |ti|
π
)1/π

мы будем отождествлять с соответствующим положи-
тельным элементом из Λ+. Тогда мы можем определить оператор ψ : RN

+ → Λ+

по формуле ψ(t) :=
(∑N

i=1 |ti|
π
)1/π

(t ∈ RN
+ ).

Теорема 5.3 (Неравенство Минковского). Пусть E, F — равномерно пол-

ные векторные решетки, f : E → F ∪ {+∞} — возрастающий Λ-сублинейный

оператор и dom(f) = E+. Предположим, что существуют число 0 < δ 6 1 и

π ∈ Λ такие, что δI 6 π 6 I. Тогда для любых x1, . . . , xN ∈ E выполняется

неравенство

f

(( N∑

i=1

|xi|
π

)1/π)
6

( N∑

i=1

f(|xi|)
π

)1/π

.

Обратное неравенство имеет место, если f : E → F∪{−∞} — Λ- суперлинейный

оператор, dom(f) = E+ и π > I.

C Оператор ψ(t) := (tπ1 +. . .+tπN )1/π из RN
+ в Λ супералинеен, если δI 6 π 6 I,

и сублинеен при π > I. Таким образом, из теоремы 5.1 следуют требуемые
неравенства. B

6. Неравенства выпуклости для билинейных операторов

Пусть E, F — векторные решетки, Λ1, Λ2 — f -подалгебры в Z (E) и в Z (F )

соответственно. Символом Λ1 ⊗Λ2 будем обозначать фремлиновское тензорное
произведение векторных решеток Λ1 и Λ2. Если E — нормированная решетка,
то символом E ′

+ обозначим множество положительных непрерывных функцио-
налов на E.

Лемма 6.1. Пусть E векторная решетка (f -алгебра) с сильной порядковой

(порядковой мультипликативной) единицей e. Тогда существует компакт Q
такой, что E решеточно изоморфно плотной по норме векторной подрешетке

(f -подалгебре) в C(Q). При этом изоморфизме e переходит в тождественную

единицу.

C Введем норму в E по формуле ‖x‖ := inf{µ > 0 : |x| 6 µe} и обозначим ее
пополнение по этой норме через Ê. По теореме Крейнов — Какутани существует
компакт Q такой, что Ê решеточно изометрически изоморфно C(Q). Отсюда
следует плотность по норме E в C(Q). При этом изоморфизме e переходит в
тождественную единицу.

Если E — f -алгебра, то ее пополнение Ê также является f -алгеброй. Так
как e мультипликативная единица как в Ê так и в C(Q), то из [11, теорема 2.58]
следует, что векторная решетка E является f -подалгеброй в C(Q). B

Лемма 6.2. Пусть E, F — нормированные векторные решетки и (E ⊗ F )+

обозначает пересечение конуса положительных элементов векторной решетки

E ⊗ F с алгебраическим тензорным произведением E ⊗ F . Тогда справедливо

равенство

(E ⊗ F )+ =
{
u ∈ E ⊗ F : (f ⊗ g)(u) > 0, f ∈ E ′

+, g ∈ F ′

+

}
.
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C Пусть u ∈ (E ⊗ F )+ и f ∈ E ′

+, g ∈ F ′

+. Обозначим через P конус в E ⊗ F ,
порожденный множеством {x ⊗ y : e ∈ E+, y ∈ F+}. Тогда в силу [15, предло-
жение 6.6] существует последовательность (un) ⊂ P такая, что lim(f ⊗ g)(un) =
(f ⊗ g)(u). Так как каждый элемент un ∈ P имеет вид un =

∑n
i=1 xi ⊗ yi, где

x1, . . . xn ∈ E+ и y1, . . . yn ∈ F+, то (f ⊗ g)(un) =
∑n

i=1 f(xi)f(yi) > 0 для всех
n ∈ N. Поэтому (f ⊗ g)(u) > 0, следовательно, справедливо включение ⊂.

Предположим теперь, что u =
∑n

i=1 xi ⊗ yi ∈ E ⊗ F и (f ⊗ g)(u) =∑n
i=1 f(xi)g(yi) > 0 для всех f ∈ E ′

+, g ∈ F ′

+. Обозначим через E0 и F0

нормированные подрешетки в E и F , порожденные множествами {x1 . . . , xn}
и {y1, . . . , yn} соответственно, а через E ′

0 и F ′

0 — положительные функциона-
лы на E0 и F0. Так как E0 и F0 содержат сильные порядковые единицы, то
существуют компакты Q и Ω такие, что E0 и F0 решеточно изоморфны век-
торным подрешеткам в C(Q) и в C(Ω) соответственно. Поэтому будем счи-
тать, что E0 ⊗F0 является подрешеткой в C(Q×Ω). По предположению имеем∑n

i=1 f(xi)g(yi) = f(
∑n

i=1 g(yi)xi) > 0 для всех f ∈ E ′

+, g ∈ F ′

+. Следовательно,
0 6

∑n
i=1 g(yi)xi ∈ E0 для всех g ∈ F ′

+. Тогда для всех g ∈ F ′

+ и f0 ∈ E ′

0 выпол-
няется 0 6 f0

(∑n
i=1 g(yi)xi

)
= g

(∑n
i=1 f0(xi)yi

)
. Поэтому 0 6

∑n
i=1 f0(xi)yi ∈ F0

для всех f0 ∈ E ′

0. Отсюда вытекает
∑n

i=1 f0(xi)g0(yi) > 0 для всех f0 ∈ E ′

0 и
g0 ∈ F ′

0. Из последнего соотношения следует
∑n

i=1 xi(t)yi(p) > 0 для всех t ∈ Q
и p ∈ Ω, т. е. 0 6 u =

∑n
i=1 xi ⊗ yi ∈ E0 ⊗ F0, и в виду [15, предложение 4.5] мы

получили u ∈ (E ⊗ F )+. B

Определение 6.1. Пусть Eδ обозначает порядковое пополнение векторной
решетки E. Равномерным пополнением Eru векторной решетки E называют
замыкание E в Eδ относительно ru-топологии, (см. [21, определение 2.12 и
теoрема 2.13]). Определение ru-топологии см. в [24, гл. 9, § 63].

Обозначим символом ru(E) множество всех элементов из Eδ
+, представимых

как r-пределы последовательностей в E. Точнее, элемент e ∈ Eδ
+ входит в ru(E)

в том и только в том случае, если существуют последовательности (xn) ⊂ L и
(λn) ⊂ R+ и элемент u ∈ E+ такие, что limn λn = 0 и |xn − e| 6 λnu (n ∈ N).
Тогда E1 = ru(E)−ru(E) — векторная подрешетка в Eδ, причем ru(E) — порож-
дающий конус в ней. Для любого ординала α определим Eα рекурсией по α:
E1 := ru(E) − ru(E), Eα+1 := ru(Eα) − ru(Eα), Eβ :=

⋃
16α<β Eα для предельного

ординала β < ω1.
Лемма 6.3. Имеет место представление Eru =

⋃
16α<ω1

Eα, где ω1 — первый

несчетный ординал.

C Подробности см. в [21]. B

Лемма 6.4. Пусть E, F — векторные решетки, F — равномерно

полна. Тогда каждый положительный оператор (решеточный гомомор-

физм, мономорфизм) T : E → F допускает единственное положительное

(гомоморфное, мономорфное) продолжение T : Eru → F .

C Пусть x ∈ E1+ := ru(E). Тогда существует последовательность (xn) ⊂ E,
сходящаяся равномерно к x. Так как |Txn − Txm| 6 |λn − λm|Tu, то в виду
равномерной плотности F можно определить аддитивный положительно одно-
родный оператор T1 : E1+ → F+ формулой T1x := limn Txn и затем продолжить
его на E1 := E1+ − E1+ разностью.

Если T решеточный гомоморфизм, то T1 также будет решеточным гомо-
морфизмом. Пусть оператор T инъективен. Для 0 < x ∈ E1 в силу плот-
ности E в E1 найдется 0 < y ∈ E такой, что 0 < y 6 x. Следовательно,
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T1x > T1(y) = T (y) > 0, что означает инъективность оператора T1. В виду
леммы 6.3 доказательство завершается индукцией по α. B

Лемма 6.5. Пусть E, F — векторные решетки, Λ1,Λ2 — f -подалгебры

в Z (E) и в Z (F ) соответственно. Тогда Λ1 ⊗ Λ2 является f -алгеброй и суще-

ствует мультипликативный решеточный изоморфизм T из Λ1 ⊗ Λ2 в Z (E⊗̃F )
такой, что справедлива формула

(T (α⊗ β))(x⊗ y) = αx⊗ βy

для всех α ∈ Λ1, β ∈ Λ2, x ∈ E и y ∈ F .

C В силу теоремы 2.58 из [11] и леммы 6.1 существуют компакты Q и Ω
такие, что Λ1 и Λ2 изоморфны f -подалгебрам в C(Q) и в C(Ω) соответственно.
Так как алгебраическое тензорное произведение Λ1⊗Λ2 является f -подалгеброй
в C(Q× Ω), то в силу теоремы 4.2 (iii) из [15] умножение в Λ1 ⊗Λ2 распростра-
няется по непрерывности на Λ1 ⊗ Λ2. Поэтому Λ1 ⊗ Λ2 является f -алгеброй
в C(Q× Ω).

Мы теперь построим биморфизм Φ : Λ1 × Λ2 → Z (E⊗̃F ) и покажем, что
соответствующий ему гомоморфизм T : Λ1 ⊗ Λ2 → Z (E⊗̃F ) является инъек-
тивным. Возьмем произвольные 0 6 α ∈ Λ1, 0 6 β ∈ Λ2 и определим оператор
Φ0(α, β) : E ⊗ F → E⊗̃F по формуле

Φ0(α, β)

( n∑

i=1

xi ⊗ yi

)
:=

n∑

i=1

αxi ⊗ βyi, (15)

где xi ∈ E, yi ∈ F (i = 1, . . . , n). Покажем корректность данного определения.
Предположим, что

∑n
i=1 xi ⊗ yi =

∑k
j=1 xj ⊗ yj ∈ E ⊗ F . Тогда в силу [22, пред-

ложение 1.2] для каждого линейного функционала f из алгебраически сопря-
женного пространства E# выполняется

∑n
i=1 f(xi)yi =

∑k
j=1 f(xj)yj. Поэтому в

виду того, что f ◦ α ∈ E#, справедливы равенства
∑n

i=1 f(αxi)β(yi) =
∑n

i=1(f ◦

α)(xi)·β(yi) =
∑k

j=1(f ◦α)(xj)·β(yj) =
∑k

j=1 f(αxj)β(yj) для всех f ∈ E#. Отсю-

да в силу [22, предложение 1.2] получим
∑n

i=1 αxi⊗βyi =
∑k

j=1 αxj⊗βyj ∈ E⊗F .
Ясно, что Φ(α, β) — линейный оператор. Покажем его положитель-

ность. Пусть 0 6
∑n

i=1 xi ⊗ yi ∈ E ⊗ F . Тогда в силу леммы 6.2
выполняются соотношения (f ⊗ g)

(∑n
i=1 xi ⊗ yi

)
=

∑n
i=1 f(xi)g(yi) > 0

для всех f ∈ E ′

+ и g ∈ F ′

+. Так как f ◦ α ∈ E ′

+ и g ◦ β ∈ F ′

+,
то (f ⊗ g)

(∑n
i=1 αxi ⊗ βyi

)
=

∑n
i=1(f ◦ α)(xi) · (g ◦ β)(yi) > 0. Вновь привлекая

лемму 6.2, получим
∑n

i=1 αxi ⊗ βyi > 0. Таким образом, Φ0(α, β) — линей-
ный положительный оператор из E ⊗ F в E⊗̃F , следовательно, в виду равно-
мерной плотности E ⊗ F в E ⊗ F [15, теорема 4.2 (iii)] и леммы 6.4 он имеет
единственное положительное продолжение на E⊗̃F , которое также будем обо-
значать через Φ0(α, β). Из определения (15) следует, что Φ(α, β) ∈ Z (E⊗̃F )
для всех положительных α ∈ Λ1, β ∈ Λ2. Таким образом, мы имеем опе-
ратор Φ0 : Λ+

1 × Λ+
2 → Z (E⊗̃F ). Распространим его на Λ1 × Λ2 по формуле

Φ(α, β) := Φ0(α+, β+)−Φ0(α−, β+)−Φ0(α+, β−)+Φ0(α−, β−) (α ∈ Λ1, β ∈ Λ2). Так
как решеточные операции в идеальном центре вычисляются поточечно, Φ явля-
ется решеточным биморфизмом из Λ1 × Λ2 в Z (E⊗̃F ). В виду теоремы 4.2 (ii)
из [15] существует единственный гомоморфизм T : Λ1 ⊗ Λ2 → Z (E⊗̃F ) такой,
что T (α⊗ β) = Φ(α, β) для всех α ∈ Λ1 и β ∈ Λ2.
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Покажем, что T инъективный. Пусть 0 6= w ∈ Λ1 ⊗ Λ2. По теореме 4.2 (iv)
из [15] найдутся α ∈ Λ+

1 и β ∈ Λ+
2 такие, что 0 < α ⊗ β 6 |w|. Следовательно,

|Tw| = T |w| > T (α ⊗ β). Надо установить, что T (α ⊗ β) > 0. Так как α > 0 и
β > 0, найдутся 0 < x ∈ E и 0 < y ∈ F такие, что αx > 0 и βy > 0. В силу [22,
предложение 1.2] 0 < αx⊗ βy = T (α⊗ β)(x⊗ y). Таким образом, T (w) 6= 0. B

Пусть E, F — векторные решетки, σ ∈ Hom(E) и τ ∈ Hom(F ). Обозначим
через σ⊗ τ тот единственный решеточный гомоморфизм из E ⊗ F в R, для ко-
торого выполняется равенство (σ⊗ τ)(x⊗ y) = σ(x)τ(y) для всех x ∈ E и y ∈ F
[15, теорема 4.2 (ii)]. По лемме 6.4 σ ⊗ τ имеет единственное гомоморфное про-
должение на E⊗̃F . Обозначим его также через σ⊗τ . Итак, σ⊗τ ∈ Hom(E⊗̃F ).

Лемма 6.6. Пусть E, F — векторные решетки. Для любого ρ ∈ Hom(E⊗̃F )
найдутся σ ∈ Hom(E) и τ ∈ Hom(F ) такие, что ρ = σ⊗τ , в частности, ρ(x⊗y) =
σ(x)τ(y) для всех x ∈ E и y ∈ F .

C Пусть ρ ∈ Hom(E⊗̃F ). Рассмотрим биморфизм φ : (x, y) 7→ ρ(x ⊗ y) из
E×F в R. Тогда в силу [4, теорема 3.2] существуют σ ∈ Hom(E) и τ ∈ Hom(F )
такие, что ρ(x⊗ y) = φ(x, y) = σ(x)τ(y) = (σ⊗ τ)(x⊗ y) для всех x ∈ E и y ∈ F .
Следовательно, ρ = σ ⊗ τ . B

Лемма 6.7. Пусть E, F — векторные решетки, Λ1 ⊂ Z (E) и Λ2 ⊂ Z (F ) —

f -подалгебры. Тогда Λ1 ⊗Λ2 содержится в Z (E⊗̃F ) и для любых σ ∈ Hom(E),
α ∈ Λ1, τ ∈ Hom(F ), β ∈ Λ2 выполняется равенство

σ̃(α)τ̃(β) = (σ̃ ⊗ τ )(α⊗ β),

где σ̃ ∈ Hm(Λ1), τ̃ ∈ Hm(Λ2) и (σ̃ ⊗ τ) ∈ Hm(Λ1⊗̃Λ2) из леммы 2.1.

C В виду леммы 6.5 Λ1 ⊗ Λ2 содержится в Z (E⊗̃F ). Предположим, что
σ, τ 6= 0, в противном случае доказывать нечего. Возьмем x ∈ X и y ∈ Y так,
чтобы (σ ⊗ τ)(x⊗ y) 6= 0. Тогда в силу леммы 2.1 выполняется равенство

(σ ⊗ τ)((α⊗ β)(x⊗ y)) = (σ̃ ⊗ τ)(α⊗ β) · (σ ⊗ τ)(x⊗ y).

С другой стороны, в виду лемм 6.5, 6.6 и 2.1 следует

(σ ⊗ τ)((α⊗ β)(x⊗ y)) = (σ ⊗ τ)(αx⊗ βy)

= σ(αx) · τ(βy) = σ̃(α) · σ(x) · τ̃ (β) · τ(y)

= σ̃(α) · τ̃ (β) · (σ ⊗ τ)(x⊗ y).

Отсюда (σ̃ ⊗ τ)(α⊗β)·(σ⊗τ)(x⊗y) = σ̃(α)·τ̃(β)·(σ⊗τ)(x⊗y). Разделив обе части
последнего равенства на (σ ⊗ τ)(x⊗ y) 6= 0, получим требуемое равенство. B

Определение 6.2. Тройка K := (K0, K1, K2) замкнутых конусов в RN

называется мультипликативной, если для всех s := (s1, . . . , sN) ∈ K1 и t :=
(t1 . . . , tN) ∈ K2 выполняется s t := (s1t1, . . . , sN tN) ∈ K0.

Определение 6.3. Пусть Λ1, Λ2 — f -алгебры, Λ0 := Λ1 ⊗ Λ2 и K :=
(K0, K1, K2) — мультипликативная тройка замкнутых конусов в RN . Тройка
функций (ϕ0, ϕ1, ϕ2) из Ki в Λi (i := 0, 1, 2) называется субмультипликативной

(супермультипликативной) на K, если выполняются неравенства

ϕ1(s) ⊗ ϕ2(t) > ϕ0(st) (ϕ1(s) ⊗ ϕ2(t) 6 ϕ0(st))

для всех s ∈ K1, t ∈ K2.
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Лемма 6.8. Пусть E, F — равномерно полные векторные решетки,

x1, . . . , xN ∈ E и y1, . . . , yN ∈ F . Предположим, что ϕi, ψi ∈ H (Ki,Λi)
(i = 0, 1, 2), K := (K0, K1, K2) — мультипликативная тройка замкнутых конусов

в RN , тройки (ϕ0, ϕ1ϕ2) и (ψ0, ψ1, ψ2) соответственно субмультипликативна и су-

пермультипликативна на K. Если Λ1[x1, . . . , xN ] ⊂ K1 и Λ2[y1, . . . , yN ] ⊂ K2, то

Λ1⊗Λ2 ⊂ Z (E⊗̃F ), Λ1⊗Λ2[x1⊗y1, . . . , xN⊗yN ] ⊂ K0 и справедливы неравенства

ϕ1(·, x1, . . . , xN ) ⊗ ϕ2(·, y1, . . . , yN , ) > ϕ0(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN),

ψ1(·, x1, . . . , xN ) ⊗ ψ2(·, y1, . . . , yN , ) 6 ψ0(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN).

C В виду леммы 6.5 Λ1 ⊗ Λ2 ⊂ Z (E⊗̃F ). Положим u := ϕ1(·, x1, . . . , xN ) и
v := ϕ2(·, y1, . . . , yN). Пусть E0 — Λ1-инвариантная подрешетка в E, порожден-
ная множеством {x1, . . . , xN}, F0 — Λ2-инвариантная подрешетка в F , порож-
денная множеством {y1, . . . , yN}. Согласно лемме 6.6 для любого решеточного
гомоморфизма ρ ∈ Hom(E0⊗̃F0) существуют σ ∈ Hom(E0) и τ ∈ Hom(F0) такие,
что

ρ(x⊗ y) = (σ ⊗ τ)(x⊗ y) = σ(x)τ(y) (16)

для всех x ∈ E0 и y ∈ F0. Отсюда в виду мультипликативности тройки
(K0, K1, K2) следует

(ρ(x1 ⊗ y1), . . . , ρ(xN ⊗ yN)) = (σ(x1)τ(y1), . . . , σ(xN )τ(yN))

= (σ(x1), . . . , σ(xN)) · (τ(y1), . . . , τ(yN)) ∈ K0.

Отсюда в виду теоремы 3.1 существует ϕ0(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN) в E⊗̃F и по
определению 3.1 справедливо равенство

ρ(ϕ0(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN)) = ρ̃(ϕ0(ρ(x1 ⊗ y1), . . . , ρ(xN ⊗ yN)))

для всех ρ ∈ Hom(E⊗̃F ). Следовательно, в силу лемм 2.1, 6.7 и формулы (16)
справедливы соотношения

ρ(u⊗ v) = (σ ⊗ τ)(u⊗ v) = σ(u)τ(v)

= σ̃(ϕ1(σ(x1), . . . , σ(xN))) · τ̃ (ϕ2(τ(y1), . . . , τ(yN)))

=
(
σ̃ ⊗ τ

)(
ϕ1(σ(x1), . . . , σ(xN )) ⊗ ϕ2(τ(x1), . . . , τ(xN))

)

>
(
σ̃ ⊗ τ

)(
ϕ0(σ(x1) · τ(y1), . . . , σ(xN) · τ(yN ))

)

=
(
σ̃ ⊗ τ

)(
ϕ0((σ ⊗ τ)(x1 ⊗ y1), . . . , (σ ⊗ τ)(xN ⊗ yN))

)

= ρ̃(ϕ0(ρ(x1 ⊗ y1), . . . , ρ(xN ⊗ yN))) = ρ(ϕ0(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN))

для всех ρ ∈ Hom(E⊗̃F ).
Покажем, что Hom(E⊗̃F ) различает точки. Пусть 0 < w ∈ E⊗̃F . Тогда в

силу определения 6.1 и теоремы 4.2 (iv) из [15] найдутся x0 ∈ E0 и y0 ∈ F0 такие,
что 0 < x0⊗y0 6 w. Из леммы 6.1 вытекает, что Hom(E0) и Hom(F0) различают
точки E0 и F0 соответственно. Поэтому найдутся σ0 ∈ Hom(E0) и τ0 ∈ Hom(F0)
такие, что σ0(x0) > 0 и τ0(y0) > 0. Следовательно, ρ0 := σ0 ⊗ τ0 ∈ Hom(E⊗̃F )
и ρ0(w) > σ0(x0)τ0(y0) > 0. Таким образом, Hom(E⊗̃F ) различает точки E⊗̃F ,
что влечет u ⊗ v 6 ϕ0(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN). Второе неравенство выводится
аналогично. B
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Определение 6.4. Пусть E, F — векторные решетки и Λ ⊂ Z (E),
Λ ⊂ Z (F ) — изоморфные f -подалгебры. Скажем, что линейный оператор
T : E → F Λ-линейный, если T (πx) = π(Tx) для всех π ∈ Λ и x ∈ E.

Лемма 6.9 (Неравенство Йенсена). Пусть E, F — равномерно полные век-

торные решетки, T : E → F — Λ-линейный положительный оператор. Предпо-

ложим, что ϕ ∈ H∨(K,Λ), ψ ∈ H∧(K,Λ). Если x1, . . . xN ∈ E, Λ[x1 . . . , xN ] ⊂ K
и Λ[T (x1) . . . , T (xN)] ⊂ K, то выполняются неравенства

T (ϕ(·, x1, . . . , xN)) > ϕ(·, T (x1), . . . , T (xN)),

T (ψ(·, x1, . . . , xN)) 6 ψ(·, T (x1), . . . , T (xN)).

C Из теоремы 3.1 следует

T (ϕ(·, x1, . . . , xN)) > sup

{
T

( N∑

i=1

πixi

)
: (π1 . . . , πN) ∈ ∂ϕ

}

= sup

{
N∑

i=1

πiT (xi) : (π1 . . . , πN) ∈ ∂ϕ

}
= ϕ(·, T (x1), . . . , T (xN)).

Неравенство для ψ доказывается аналогично. B

Определение 6.5. Пусть E, F и G — векторные решетки. Скажем, что
f -подалгебры Λ1 ⊂ Z (E), Λ2 ⊂ Z (F ) и Λ0 ⊂ Z (G) согласованы, если Λ0 '

Λ1 ⊗ Λ2, т. е. Λ0 и Λ1 ⊗ Λ2 изоморфны как f -подалгебры.
Определение 6.6. Пусть E, F и G — векторные решетки, f -подалгебры

Λ1 ⊂ Z (E), Λ2 ⊂ Z (F ) и Λ0 ⊂ Z (G) согласованы. Билинейный оператор
b : E×F → G назовем Λ0-билинейным, если выполняется равенство b(πx, ρy) =
(π ⊗ ρ)(b(x, y)) для всех π ∈ Λ1, ρ ∈ Λ2, x ∈ E и y ∈ F .

Пусть E, F и G — векторные решетки, причем G равномерно полна. Тогда
для любого положительного билинейного оператора b : E × F → G в силу
предложения 5.1 из [15] и леммы 6.4 существует единственный положительный
линейный оператор Φb : E⊗̃F → G такой, что b(x, y) = b(x ⊗ y) для всех
x ∈ E и y ∈ F . Оператор Φb будем называть соответствующим билинейному
оператору b.

Лемма 6.10. Пусть E, F и G — векторные решетки, f -подалгебры Λ1 ⊂
Z (E), Λ2 ⊂ Z (F ) и Λ0 ⊂ Z (G) согласованы. Положительный оператор b : E×
F → G Λ0-билинейный тогда и только тогда, когда соответствующий оператор

Φb : E⊗̃F → G Λ0-линейный.

C Достаточность. Пусть π ∈ Λ1, ρ ∈ Λ2, и x ∈ E, y ∈ F . В силу леммы 6.5
выполняются равенства

b(πx, ρy) = Φb(πx⊗ ρy) = Φb((π ⊗ ρ)(x⊗ y))

= (π ⊗ ρ)Φb(x⊗ y) = (π ⊗ ρ)(b(x, y)).

Необходимость. По лемме 6.5 справедливы равенства

Φb((π ⊗ ρ)(x⊗ y)) = Φb(πx⊗ ρy) = b(πx, ρy)

= (π ⊗ ρ)b(x, y) = (π ⊗ ρ)(Φb(x⊗ y))

для всех π ∈ Λ1, ρ ∈ Λ2 и x ∈ E, y ∈ F . Поэтому Φb(ξu) = ξΦb(u) для всех
ξ ∈ Λ1 ⊗Λ2 и u ∈ E ⊗ F . В силу положительности Φb, теоремы 4.2 (iii) из [15] и
леммы 6.4 последнее равенство распространяется по непрерывности на любые
ξ ∈ Λ1 ⊗ Λ2 и u ∈ E⊗̃F . B
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Лемма 6.11. Пусть E, F и G — равномерно полные векторные решетки,

f -подалгебры Λ1 ⊂ Z (E), Λ2 ⊂ Z (F ) и Λ0 ⊂ Z (G) согласованы, b : E ×
F → G — положительный Λ0-билинейный оператор. Пусть ϕ ∈ H∨(K,Λ) и

ψ ∈ H∧(K,Λ), K — замкнутое коническое множество в RN . Тогда для всех

x1, . . . , xN ∈ E и y1, . . . , yN ∈ F таких, что Λ[b(x1, y1), . . . , b(xN , yN)] ⊂ K и

Λ[x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN ] ⊂ K выполняются неравенства

ϕ(·, b(x1, y1), . . . , b(xN , yN)) 6 Φb(ϕ(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN)),

ψ(·, b(x1, y1), . . . , b(xN , yN)) > Φb(ψ(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN)),

где Φb : E⊗̃F → G определяется из равенства b = Φb⊗.

C По лемме 6.10 Φb — положительный Λ0-линейный оператор. Применив
теорему 6.9 к оператору Φb, получим требуемые неравенства. B

Теорема 6.1. Пусть E, F и G — равномерно полные векторные решетки,

x1, . . . , xN ∈ E и y1, . . . , yN ∈ F , f -подалгебры Λ1 ⊂ Z (E), Λ2 ⊂ Z (F ), Λ0 ⊂
Z (G) согласованы и b : E×F → G — положительный Λ0-билинейный оператор.

Предположим, что K = (K0, K1, K2) — мультипликативная тройка замкнутых

конусов в RN , ϕi, ψi ∈ H (Ki,Λi) (i = 1, 2), ϕ0 ∈ H∨(K0,Λ0), ψ0 ∈ H∧(K0,Λ0),
тройки (ϕ0, ϕ1ϕ2) и (ψ0, ψ1, ψ2) соответственно субмультипликативна и супер-

мультипликативна на K. Если Λ1[x1, . . . , xN ] ⊂ K1, Λ2[y1, . . . , yN ] ⊂ K2 и

Λ0[b(x1, y1), . . . , b(xN , yN)] ⊂ K0, то справедливы неравенства

b(ϕ1(·, x1, . . . , xN), ϕ2(·, y1, . . . , yN)) > ϕ0(·, b(x1, y1), . . . , b(xN , yN)),

b(ψ1(·, x1, . . . , xN), ψ2(·, y1, . . . , yN)) 6 ψ0(·, b(x1, y1), . . . , b(xN , yN)).

C В силу предложения 5.1 из [15] и леммы 6.4 существует единственный
положительный линейный оператор Φb : E⊗̃F → G такой, что b = Φb⊗. Так
как все условия лемм 6.8 и 6.11 выполнены, то справедливы неравенства

b(ϕ1(·, x1, . . . , xN ), ϕ2(·y1, . . . , yN)) > Φb(ϕ0(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN)),

b(ψ1(·, x1, . . . , xN), ψ2(·y1, . . . , yN)) 6 Φb(ψ0(·, x1 ⊗ y1, . . . , xN ⊗ yN)).

По лемме 6.10 положительный оператор Φb Λ0-линейный, поэтому из леммы 6.9
следует справедливость требуемого неравенства для тройки (ϕ0, ϕ1ϕ2). Анало-
гично устанавливается неравенство для тройки (ψ0, ψ1, ψ2). B

Следствие 6.1. Пусть E — равномерно полная векторная решетка, F —

K-пространство, x1, . . . , xN ∈ E и T1, . . . , TN ∈ L∼(E, F ), f -подалгебры Λ1 ⊂
Z (E), Λ2 ⊂ Z (L∼(E, F )), Λ0 ⊂ Z (F ) согласованы и (ρT )(πx) = (π ⊗ ρ)Tx
для всех π ∈ Λ1, ρ ∈ Λ2, x ∈ E и T ∈ L∼(E, F ). Предположим, что K =
(K0, K1, K2) — мультипликативная тройка замкнутых конусов в RN , ϕi, ψi ∈
H (Ki,Λi) (i = 1, 2), ϕ0 ∈ H∨(K0,Λ0), ψ0 ∈ H∧(K0,Λ0), тройки (ϕ0, ϕ1, ϕ2)
и (ψ0, ψ1, ψ2) соответственно субмультипликативна и супермультипликативна

на K. Если Λ1[x1, . . . , xN ] ⊂ K1, Λ2[T1, . . . , TN ] ⊂ K2 и Λ0[T1x1, . . . , TNxN ] ⊂ K0,

то справедливы неравенства

ϕ2(·, T1, . . . , TN)(ϕ1(·, x1, . . . , xN)) > ϕ0(·, T1x1, . . . , TNxN),

ψ2(·, T1, . . . , TN)(ϕ1(·, x1, . . . , xN)) 6 ψ0(·, T1x1, . . . , TNxN ).

C Билинейный оператор b : E × L∼(E, F ) → F , определяемый формулой
b(x, T ) = Tx, удовлетворяет всем требованиям теоремы 6.1. B
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7. Интерполяция положительного билинейного оператора

в пространствах Кальдерона — Лозановского

В этом параграфе покажем, что обобщенные пространства Кальдерона —
Лозановского интерполяционны в случае билинейного оператора.

Пусть E — равномерно полная векторная решетка, Λ — f -подалгебра в Z (E)
и E0, E1 — порядковые идеалы в E, являющиеся банаховыми решетками. Яс-
но, что E0 и E1 являются модулями над Λ. Возьмем ψ ∈ H∧(R2

+,Λ) и обо-
значим через ψ(·, E0, E1) порядковый идеал в E, порожденный множеством
{ψ(·, x0, x1) : 0 6 xk ∈ Ek, k = 0, 1}. Для каждого x ∈ ϕ(·, E0, E1) положим
по определению

‖x‖ψ(·,E0,E1) := inf
{
‖x0‖ ∨ ‖x1‖ : |x| 6 ψ(·, x0, x1), 0 6 xk ∈ Ek, k = 0, 1

}
.

Тогда пара (ψ(·, E0, E1), ‖ · ‖ψ(·,E0,E1)) называется обобщенным пространством

Кальдерона — Лозановского.
Лемма 7.1. Пара (ψ(·, E0, E1), ‖ · ‖ψ(·,E0,E1)) является банаховой решеткой.

C Введем отображение Φ : (E0 × E1)+ → ψ(·, E0, E1), действующее по фор-
муле

Φ(x0, x1) := ψ(·, x0, x1) (0 6 x0 ∈ E0, 0 6 x1 ∈ E1).

Покажем, что Φ является суперлинейным Λ-модульным оператором. По тео-
реме 3.1 функциональное исчисление Λ-модульно. Поэтому Φ — Λ-модульное
отображение. Пусть 0 6 x0, y0 ∈ E0, 0 6 x1, y1 ∈ E1. Возьмем идеал Eu в E,
порожденный элементом u = x0 ∨ x1 ∨ y0 ∨ y1. В силу суперлинейности ψ для
каждого ω ∈ Hom(Eu) справедливы соотношения

ω(ψ(·, x0 + y0, x1 + y1)) = ω̃(ψ(ω(x0 + y0), ω(x1 + y1)))

> ω̃(ψ(ω(x0), ω(x1)) + ψ(ω(y0), ω(y1))) = ω(ψ(·, x0, x1) + ψ(·, y0, y1)).

Следовательно, ψ(·, x0 + y0, x1 + y1) > ψ(·, x0, x1) + ψ(·, y0, y1). Положительная
однородность доказывается аналогично. Таким образом, Φ — суперлинейный
оператор.

Введем норму на произведении E0 ×E1 по формуле ‖(x0, x1)‖ := ‖x0‖ ∨ ‖x1‖
((x0, x1) ∈ E0×E1). Тогда пара (E0×E1, ‖ ·‖) является банаховой решеткой, и в
виду суперлинейности Φ и теоремы 1 из [10] следует (ψ(·, E0, E1), ‖ · ‖ψ(·,E0,E1)) —
банахова решетка. B

Теорема 7.2. Пусть (E0, E1), (F0, F1) и (G0, G1) — пары банаховых решеток,

являющиеся порядковыми идеалами в равномерно полных векторных решетках

E, F и G соответственно, f -подалгебры Λ1 ⊂ Z (E), Λ2 ⊂ Z (F ), Λ0 ⊂ Z (G) со-

гласованы. Предположим, что b̄ : E×F → G — положительный Λ0-билинейный

оператор такой, что его сужения b0 : E0 × F0 → G0 и b1 : E1 × F1 → G1 ограни-

чены по норме. Если тройка функций ψi ∈ H∧(R2
+,Λi) (i = 0, 1, 2) супермуль-

типликативна на R2
+, то сужение

b : ψ1(·, E0, E1) × ψ2(·, F0, F1) → ψ0(·, G0, G1)

ограничено по норме.

C Пусть x ∈ ψ1(·, E0, E1) и y ∈ ψ2(·, E0, E1). Для произвольного ε > 0
выберем 0 6 xk ∈ Ek и 0 6 yk ∈ Fk (k := 0, 1) такие, что

|x| 6 ψ1(x0, x1), ‖x0‖ ∨ ‖x1‖ 6 ‖x‖ψ1(·,E0,E1) + ε,

|y| 6 ψ2(y0, y1), ‖y0‖ ∨ ‖y1‖ 6 ‖y‖ψ2(·,F0,F1) + ε.
(17)



Обобщенное функциональное исчисление и пространства Кальдерона — Лозановского 23

Полагая 0 6 zk := b(xk, yk)/‖bk‖ ∈ Gk (k := 0, 1), λ := ‖b0‖ ∨ ‖b1‖ и пользуясь
теоремой 6.1, получим

|b(x, y)| 6 b(|x|, |y|) 6 b(ψ1(·, x0, x1), ψ2(·, y0, y1))

6 ψ0(·, b(x0, y0), b(x1, y1)) = ψ0(·, ‖b0‖z0, ‖b1‖z1)

6 ψ0(·, λz0, λz1) = λψ0(·, z0, z1).

Следовательно, b(x, y) ∈ ψ0(·, G0, G1), и в виду формул (17) справедливы соот-
ношения

‖b(x, y)‖ψ0(·,G0,G1) 6 ‖λz0‖ ∨ ‖λz1‖

= λ(‖z0‖ ∨ ‖z1‖) 6 λ(‖x0‖ ∨ ‖x1‖)(‖y0‖ ∨ ‖y1‖)

6 λ(‖x‖ψ1(·,E0,E1) + ε)(‖y‖ψ2(·,F0,F1) + ε) = λ‖x‖ψ1(·,E0,E1)‖y‖ψ2(·,F0,F1)

+ελ(‖x‖ψ1(·,E0,E1) + ‖y‖ψ2(·,F0,F1) + ε).

Так как ε > 0 произвольное число, то получим ‖b(x, y)‖ψ0(·,G0,G1) 6

λ‖x‖ψ1(·,E0,E1)‖y‖ψ2(·,F0,F1) для всех x ∈ ψ1(·, E0, E1), y ∈ ψ2(·, F0, F1), что озна-
чает ограниченность оператора b. B
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2003.—Vol. 81, № 1—P. 26–27.
26. Meyer-Nieberg P. Banach Lattices.—Berlin etc.: Springer, 1991.
27. Raynaud Y. On duals of Calderon–Lozanovskĭı intermediate spaces // Stud. Math.—1997.—
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