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Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ

Èñòîêîâîé çàäà÷åé äëÿ îáùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè íàèëó÷øåé

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, ïîñòàâëåííàÿ À. Í. Êîëìîãîðîâûì.

Ïóñòü äàí íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé W . Òðåáóåòñÿ

âû÷èñëèòü ∫ b

a
x(t) dt ,

çíàÿ çíà÷åíèÿ x(t1), . . . , x(tn).
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà

ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû∫ b

a
x(t) dt ≈

n∑
j=1

ajx(tj).
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Ñòàâèòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé

ôîðìóëû, ò.å. ôîðìóëû, íà êîòîðîé äîñòèãàëàñü áû íèæíÿÿ

ãðàíü

inf
a1,...,an∈R

sup
x(·)∈W

∣∣∣∣∫ b

a
x(t) dt −

n∑
j=1

ajx(tj)
∣∣∣∣.

Òàêîãî ðîäà ïîñòàíîâêè âïåðâûå ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ â

ðàáîòàõ A. Sard (American J. of Math., 1949) è

C.Ì. Íèêîëüñêîãî (Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 1950).
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Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî W � ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà, è ëèíåéíûå Ôóíêöèîíàëû

Lx =

∫ b

a
x(t) dt , ljx = x(tj), j = 1, . . . ,n,

çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è, êðîìå

òîãî, ïðèáëèæàòü Lx íå òîëüêî ëèíåéíûìè, à

âñåâîçìîæíûìè ôóíêöèÿìè, òî ìû ïðèäåì ê ïîñòàíîâêå,

êîòîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà Ñ.À. Ñìîëÿêîì â 1965 ã.: íàéòè

âåëè÷èíó

E(L,W , l1, . . . , ln) = inf
ϕ : Rn→R

sup
x∈W
|Lx − ϕ(l1x , . . . , lnx)|,

íàçûâàåìóþ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à

òàêæå ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü,

íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì.

Ê.Þ. Îñèïåíêî ÌÃÓ

Âêëàä Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà â òåîðèþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ



Ñ.À. Ñìîëÿê äîêàçàë, ÷òî åñëè W � âûïóêëîå

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò

ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(L,W , l1, . . . , ln) = sup
x∈W

lj x=0, j=1,...,n

|Lx |.

Í.Ñ. Áàõâàëîâ ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü ýòó çàäà÷ó äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ lj , j = 1, . . . ,n,
çàäàþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ. Â äàëüíåéøåì ýòà ïîñòàíîâêà

îáîáùàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè è íàèáîëåå îáùàÿ çàäà÷à î

âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ìîæåò áûòü

ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K
âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è L : X → K �

ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ

ôóíêöèîíàëà L íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå W ⊂ X ïî

çíà÷åíèÿì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ (ì. î.) F : W → Y ,

ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â

ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈W íåïóñòîå ìíîæåñòâî

F (x) ⊂ Y . Ìíîæåñòâî

gr F := { (x , y) : x ∈W , y ∈ F (x) }

íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ì. î. F .
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Ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ F ìîäåëèðóåò íåòî÷íî

çàäàííóþ èíôîðìàöèþ îá ýëåìåíòàõ W . ×àñòî â çàäà÷àõ

âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþò îòîáðàæåíèÿ âèäà

F (x) = Ix + U, ãäå I : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð,

íàçûâàåìûé èíôîðìàöèîííûì, à U � íåêîòîðîå

ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èç Y . Íàïðèìåð, åñëè Y �

íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî â êà÷åñòâå U
ðàññìàòðèâàþò øàð ðàäèóñà δ. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî

çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà I çàäàíû ñ

ïîãðåøíîñòüþ δ.
Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà L áóäåì

ïîíèìàòü âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè ϕ : F (W )→ K .
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Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

X ⊃W - K
L

@
@R F (W ) �

��F ϕ

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e(L,F , ϕ) = sup
(x ,y)∈gr F

|Lx − ϕ(y)|.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ

âåëè÷èíà

E(L,F ) = inf
ϕ : F (W )→K

e(L,F , ϕ).
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Ââåäåì âåëè÷èíó, êîòîðàÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå

õàðàêòåðèçóåò �ðàçáðîñ� çíà÷åíèé ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàë L
íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ èç W ñ îäíîé è òîé æå

èíôîðìàöèåé. Âåëè÷èíà

R(L,F ) = sup
y∈F (W )

r(L,F , y),

ãäå

r(L,F , y) = inf
c∈K

sup
x∈F−1(y)

|Lx − c|

� ÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ ìíîæåñòâà L(F−1(y)), íàçûâàåòñÿ
ðàäèóñîì èíôîðìàöèè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ.
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Ìíîæåñòâî A â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ

óðàâíîâåøåííûì, åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈ A è |λ| = 1 ñëåäóåò,

÷òî λx ∈ A. Åñëè A ⊂ X , òî ÷åðåç bco A îáîçíà÷èì

íàèìåíüøåå âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî,

ñîäåðæàùåå A.
Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è W ⊂ X .
Ñîïîñòàâèì ìíîãîçíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ F : W → Y
âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

bco F : bco W → Y ïî ïðàâèëó

bco F (x) = { y ∈ Y | (x , y) ∈ bco gr F }.
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Òåîðåìà (1991)

Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K
âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, W ⊂ X , F : W → Y è

L ∈ X ′. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

R(L,F ) = R(L,bco F ).

Ïðè ýòîì

E(L,F ) = sup
x∈(bco F )−1(0)

|Lx |.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè F (x) = Ix + δB, ãäå I : X → Y � ëèíåéíûé

îïåðàòîð, Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à B �

åäèíè÷íûé øàð â Y , òî îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì

óðàâíîâåøåííûì è ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ åñòü

ëèíåéíûé.
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Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Òèõîíîâó è ïî Êîëìîãîðîâó

Ïóñòü ôóíêöèÿ x(·) òàêîâà, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå

a0

2
+
∞∑

k=1

(ak cos kt + bk sin kt)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà T. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âìåñòî òî÷íûõ
çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè ak ,

k = 0,1, . . ., è bk , k = 1,2, . . ., íàì èçâåñòíû èõ

ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ãk è b̃k òàêèå, ÷òî

(a0 − ã0)2

2
+
∞∑

k=1

(
(ak − ãk )2 + (bk − b̃k )2

)
≤ δ2, (1)

ãäå δ > 0 õàðàêòåðèçóåò ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Çàäà÷à ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(·) â äàííîé òî÷êå t .
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Ïðè çàìåíå òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

ïðèáëèæåííûìè íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå

ôóíêöèè, êàêîâà áû ìàëîé íè áûëà ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ

èñõîäíûõ äàííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ã0 − a0 = b̃k − bk = 0, ãk − ak =
δ

Ck
, k = 1,2, . . . ,

ãäå

C =

√√√√ ∞∑
k=1

1
k2 .

Òîãäà íåðàâåíñòâî (1) âûïîëíåíî, à ïîãðåøíîñòü â òî÷êå

t = 0 ðàâíà

∞∑
k=1

(ak − ãk ) =
δ

C
√

2

∞∑
k=1

1
k

=∞.
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Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïðåäëîæèòü ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî áóäåò ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïîãðåøíîñòè, ñ êîòîðîé çàäàþòñÿ

ïðèáëèæåííûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå.

Òåîðåìà (À. Í. Òèõîíîâà)

Ïóñòü x(·) ∈ L2(T) è íåïðåðûâíà â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

t ∈ T. Òîãäà ñóììà ðÿäà

ã0

2
+
∞∑

k=1

1
1 + k2α

(ãk cos kt + b̃k sin kt),

ãäå ãk è b̃k � ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå ôóíêöèè x(·), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (1), à

α = δC(δ), 0 < C1 ≤ C(δ) ≤ C2, ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì x(t)
ñ ïîãðåøíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0.
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Â ó÷åáíèêå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó Â. À. Èëüèí è

Ý. Ã. Ïîçíÿêà ïèøóò: �... äîëæíû ëè ìû, æåëàÿ ïîëó÷èòü

êàê ìîæíî áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îá èíòåðåñóþùåì íàñ

ôèçè÷åñêîì ïðîöåññå, íåîãðàíè÷åííî ñîâåðøåíñòâîâàòü

òî÷íîñòü ïðèáîðà èëè ïóòü ê ýòîìó ëåæèò ÷åðåç ðàçâèòèå

òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ

èçìåðåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðè èìåþùåéñÿ òî÷íîñòè

èçìåðåíèÿ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê èçâëå÷ü ìàêñèìàëüíóþ

èíôîðìàöèþ îá èçó÷àåìîì ïðîöåññå.� Íî ìåòîä

ðåãóëÿðèçàöèè óòâåðæäàåò î ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî

àëãîðèòìà ïðè δ → 0 è íå äàåò èíôîðìàöèè î ïîãðåøíîñòè

àëãîðèòìà ïðè äàííîì ôèêñèðîâàííîì δ. Êðîìå òîãî, ìû íå

ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ìû �èçâëåêëè ìàêñèìàëüíóþ

èíôîðìàöèþ îá èçó÷àåìîì ïðîöåññå�, òàê êàê íåò ãàðàíòèè,

÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé äàë áû ëó÷øèé

ðåçóëüòàò (â äàííîé ïîñòàíîâêå íåò âîçìîæíîñòè ñðàâíèâàòü

ðàçíûå àëãîðèòìû).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç W r
2(T), r ≥ 1, ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè x (r)(·),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x (r)(·) ∈ L2(T). Â ïðîñòðàíñòâå

W r
2(T) ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé

W r
2(T) = { x(·) ∈ W r

2(T) : ‖x (r)(·)‖L2(T) ≤ 1 }.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè

x (k)(·) ∈W r
2(T), k < r , ïî èíôîðìàöèè î íåòî÷íî çàäàííûõ

êîýôôèöèåíòàõ Ôóðüå aj , j ∈ A, è bj , j ∈ B, ãäå A è B
íåêîòîðûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà Z+ = {0,1, . . .} è N
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì N = card A + card B è

FA,Bx(·) = ({aj}j∈A, {bj}j∈B).
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Ââåäåì âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà

âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : lN2 → L2(T)

e(x (k)(·),W r
2(T),FA,B, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈lN2

‖FA,Bx(·)−y‖lN2
≤δ

‖x (k)(·)−ϕ(y)(·)‖L2(T),

è âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ

E(x (k)(·),W r
2(T),FA,B, δ) = inf

ϕ : lN2 →L2(T)
e(x (k)(·),W r

2(T),FA,B, δ, ϕ).

Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçîâåì

îïòèìàëüíûì.
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Òåîðåìà (2002)

Ïóñòü δ < 1, 1 ≤ k ≤ r − 1. Òîãäà

E(x (k)(·),W r
2(T),FA,B, δ) =

√
λ1δ2 + λ2,

è äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ÷èñåë α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B
òàêèõ, ÷òî

j2k

(
(1− αj)

2

λ2j2r +
α2

j

λ1

)
≤ 1, j ∈ A \ {0},

j2k

(
(1− βj)

2

λ2j2r +
β2

j

λ1

)
≤ 1, j ∈ B,

ìåòîäû ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

∑
j∈A\{0}

jkαj ãj cos
(

jt +
πk
2

)

+
∑
j∈B

jkβj b̃j sin
(

jt +
πk
2

)
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×åðåç W r
2,2(R) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

x(·) ∈ L2(R), äëÿ êîòîðûõ x (r−1)(·) ëîêàëüíî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà è x (r)(·) ∈ L2(R). Ïîëîæèì

W r
2,2(R) = { x(·) ∈ W r

2,2(R) : ‖x (r)(·)‖L2(R) ≤ 1 }.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fx(·)
ôóíêöèè x(·) ∈W r

2,2(R), çàäàííîå íà ∆σ = [−σ, σ], σ > 0, ñ
òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå L2(∆σ), ò. å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ
y(·) ∈ L2(∆σ) òàêàÿ, ÷òî ‖Fx(·)− y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ. Òðåáóåòñÿ
ïî ýòîé èíôîðìàöèè âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ x (k)(·),
0 ≤ k < r , â ìåòðèêå L2(R).
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Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : L2(∆σ)→ L2(R)
íàçîâåì âåëè÷èíó

e(x (k)(·),W r
2,2(R), σ, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2,2(R), y∈L2(∆σ)

‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x (k)(·)−ϕ(y)(·)‖L2(R),

à âåëè÷èíó

E(x (k)(·),W r
2,2(R), σ, δ) = inf

ϕ : L2(∆σ)→L2(R)
e(x (k)(·),W r

2,2(R), σ, δ, ϕ)

áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ. Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ

ãðàíü, áóäåì, êàê îáû÷íî, íàçûâàòü îïòèìàëüíûì ìåòîäîì

âîññòàíîâëåíèÿ.

Ê.Þ. Îñèïåíêî ÌÃÓ

Âêëàä Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà â òåîðèþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ



Ïîëîæèì

σ̂ =
( r

k

) 1
2(r−k)

(
2π
δ2

) 1
2r

.

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: σ0 = min{σ, σ̂},

λ̂1 =

(
k
r

) k
r−k r − k

r
σ2k

0 , λ̂2 = σ
−2(r−k)
0 .
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Òåîðåìà (2003, 2010)

Ïóñòü 1 ≤ k ≤ r − 1, σ > 0 è δ > 0. Òîãäà

E(x (k)(·),W r
2,2(R), σ, δ) =


σk

√
r − k
2πr

(
k
r

) k
r−k

δ2 +
1
σ2r , σ < σ̂,

(
δ2

2π

) r−k
2r

, σ ≥ σ̂.

Äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ íà [−σ, σ] ôóíêöèé a(·) òàêèõ, ÷òî

ξ2k
(
|1− a(ξ)|2

λ̂2ξ2r
+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
≤ 1

ìåòîäû ϕ̂(y)(t) =
1

2π
∫ σ
−σ(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ ÿâëÿþòñÿ

îïòèìàëüíûìè.
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Òåîðåìà (2003)

Ïóñòü r ∈ N, 0 ≤ k ≤ r − 1 è 2 ≤ p ≤ ∞. Èìååò ìåñòî òî÷íîå

íåðàâåíñòâî

‖x (k)(·)‖L2(R) ≤ K (k , r ,p)‖Fx(·)‖
r−k

r+1/2−1/p
Lp(R) ‖x (r)(·)‖

k+1/2−1/p
r+1/2−1/p
L2(R) , (2)

ãäå ïðè 2 < p <∞

K (k , r ,p) =

√
r + 1/2− 1/p
k + 1/2− 1/p

(√
k + 1/2− 1/pB1/2−1/p

(2π)1/2(r − k)1−1/p

) r−k
r+1/2−1/p

,

B = B
(

k + 1/2− 1/p
(r − k)(1− 2/p)

,2
1− 1/p
1− 2/p

)
,

K (k , r ,∞) =

√
2r + 1
2k + 1

(
1

π(2r + 1)

) r−k
2r+1

, K (k , r ,2) =

(
1

2π

) r−k
2r

.
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