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çóÿ ìîäåëü ARIMA (ïî ìåòîäîëîãèè Áîêñà�Äæåíêèíñà), ïðîâåäåí àíàëèç è

ïðîãíîç çíà÷åíèé ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé è ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç

ïî ìíîãîëåòíèì äàííûì ìåòåîñòàíöèè â ã. Ñî÷è. Ïîñòðîåíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ

ìîäåëü, óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþùàÿ èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ãðîçîðàç-

ðÿäíîé äåÿòåëüíîñòè, ïðèâåäåíû òî÷íîñòü ìåòîäà è ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé è ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç.

Îáû÷íî íà ïðàêòèêå äëÿ àíàëèçà è ïðîãíîçà ïàðàìåòðîâ âðå-

ìåííûõ ðÿäîâ èñïîëüçóþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå ïîç-

âîëÿþò èññëåäîâàòü êàê ñòàöèîíàðíûå ðÿäû, òàê è íåñòàöèîíàðíûå

ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-

íûå ìîäåëè ñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ � ìîäåëè àâòîðåãðåññèè è ìîäåëè

ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî.

Àâòîðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü p-ãî ïîðÿäêà AR(p) èìååò âèä:

yt = β0 + β1yt−1 + . . .+ βpyt−p + εt (t = 1, 2, . . . , n), (1)

ãäå β0, β1, . . . , βp � íåêîòîðûå êîíñòàíòû; εt � ðÿä âîçìóùåíèé.

Îíà îïèñûâàåò èçó÷àåìûé ïðîöåññ â ìîìåíò âðåìåíè t â çàâèñè-
ìîñòè îò åãî çíà÷åíèé â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû t− 1, t− 2, . . . , t− p.

Åñëè èññëåäóåìûé ïðîöåññ yt â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ
åãî çíà÷åíèåì òîëüêî â ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíò t − 1, òî ðàññìàò-
ðèâàþò àâòîðåãðåññèîííóþ ìîäåëü 1-ãî ïîðÿäêà (p = 1) :

yt = β0 + β1yt−1 + εt. (2)

Ìîäåëü ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé q-ãî ïîðÿäêà MA(q), â êîòîðîé ìî-

äåëèðóåìàÿ âåëè÷èíà çàäàåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé îò âîçìóùåíèé

(îøèáîê) εt â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè, èìååò âèä:

yt = εt + γ1εt−1 + . . .+ γqεt−q (t = 1, 2, . . . , n), (3)

ãäå γ1, γ2, . . . , γq � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
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Òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñìåøàííûå ìîäåëè ARIMA(p, d, q) �
ìîäåëè àâòîðåãðåññèè � ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ñêîëüçÿùåãî ñðåäíå-

ãî, ãäå p � ïîðÿäîê àâòîðåãðåññèè, q � ïîðÿäîê ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé,

d � ïîðÿäîê ðàçíîñòè.

Â ýòèõ ìîäåëÿõ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âûñòóïàåò

íå âðåìÿ, à ëàãîâûå ïåðåìåííûå, âëèÿíèå êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåò-

ñÿ íåêîòîðûì çàïàçäûâàíèåì. Äëÿ âûáîðà ìîäåëè âðåìåííîãî ðÿäà

ïðîâîäèòñÿ àíàëèç àâòîêîððåëÿöèîííîé (ÀÊÔ) è ÷àñòíîé àâòîêîð-

ðåëÿöèîííîé (×ÀÊÔ) �óíêöèé ðÿäà.

Èñïîëüçóÿ ìîäåëü ARIMA (ïî ìåòîäîëîãèè Áîêñà�Äæåíêèíñà),

íàìè ïðîâåäåí àíàëèç è ïðîãíîç çíà÷åíèé ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé è ñðåä-

íåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç ïî ìíîãîëåòíèì äàííûì ìåòåîñòàíöèè

â ã. Ñî÷è (ðèñ. 3�6) [1, 2℄.

1. Ïðîâåðêà âðåìåííîãî ðÿäà íà ñòàöèîíàðíîñòü

Ïðè òåñòèðîâàíèè èñõîäíûõ äàííûõ íà ñòàöèîíàðíîñòü ïðåæäå

âñåãî èñïîëüçóåòñÿ âèçóàëüíûé àíàëèç ãðà�èêà. Íà ðèñ. 1à, 1á ïðåä-

ñòàâëåíû ÀÊÔ äíåé ñ ãðîçîé è ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç, âèçóàëüíûé

àíàëèç êîòîðûõ ñâèäåòåëüñòâóåò î íåñòàöèîíàðíîì õàðàêòåðå äèíà-

ìèêè èñõîäíîãî ðÿäà (íàáëþäàåòñÿ òðåíä è ïåðèîäè÷íîñòü).

�èñ. 1. Àâòîêîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé (à), ñðåäíåãîäî-

âîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç (á).
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Çíà÷åíèÿ ÀÊÔ ìåäëåííî çàòóõàþò, êîý��èöèåíò àâòîêîððåëÿ-

öèè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ðÿäîâ ðàâåí 0,684, ÷òî

õàðàêòåðíî äëÿ ðÿäà ñ ÷åòêî âûðàæåííîé òåíäåíöèåé (íàëè÷èå òðåí-

äà è ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé). ÀÊÔ ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðÿäó ÷èñëà

äíåé ñ ãðîçîé èìåþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ðàâíûå 11 ãîäàì,

à â ðÿäó ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç � 5�6 ëåò.

Íàëè÷èå òðåíäà â ðàññìàòðèâàåìûõ ðÿäàõ ïîäòâåðæäàåò êðèòå-

ðèé ¾âîñõîäÿùèõ è íèñõîäÿùèõ¿ ñåðèé.

2. Ïåðåõîä ê ñòàöèîíàðíîìó ðÿäó

Äëÿ ïåðåõîäà ê ñòàöèîíàðíîìó ðÿäó òðàäèöèîííî ïðèìåíÿþò

îïåðàòîð âçÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé ïåðâîãî èëè âòîðîãî

ïîðÿäêà (ïðîöåäóðó äèñêðåòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ). Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà d (ïîðÿäêà ðàçíîñòè) ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàí ýâðèñòè÷åñêèé êðèòåðèé. Òàêæå î òîì, ÷òî íåîáõîäèìàÿ

ñòåïåíü ðàçíîñòè äîñòèãíóòà, áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü áûñòðîå çà-

òóõàíèå ÀÊÔ. Â ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ d íå ïðåâûøàåò 2.
Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ðÿäîâ ÷èñëà

äíåé ñ ãðîçîé è ðÿäà ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç d = 1.

3. Âûáîð è èäåíòè�èêàöèÿ ìîäåëè

Äëÿ âðåìåííîãî ðÿäà ìîäåëü ARIMA(p, d, q) ïîäáèðàåòñÿ ìåòîäîì
ýëåìåíòàðíîãî ïîäáîðà.

Åñëè âñå çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íîé ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé

�óíêöèè ïîðÿäêà âûøå p íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ, òî âðå-
ìåííîé ðÿä ñëåäóåò èäåíòè�èöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ìîäåëè, ïîðÿäîê

àâòîðåãðåññèè êîòîðîé íå âûøå p.

Åñëè âñå çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïî-

ðÿäêà âûøå q íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ, òî âðåìåííîé ðÿä
ñëåäóåò èäåíòè�èöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé,

ïîðÿäîê êîòîðîé íå âûøå q.

4. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Ïîñëå èäåíòè�èêàöèè ìîäåëåé íåîáõîäèìî îöåíèòü èõ ïàðàìåò-

ðû. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ áåç äî-

ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ óñëîâèåì.
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5. Ïðîâåðêà ìîäåëè íà àäåêâàòíîñòü

Äëÿ ïðîâåðêè êàæäîé ïðîáíîé ìîäåëè àíàëèçèðóåòñÿ ðÿä îñòàò-

êîâ ïàðàìåòðîâ âðåìåííîãî ðÿäà. Ó àäåêâàòíîé ìîäåëè îñòàòêè

äîëæíû áûòü ïîõîæèìè íà áåëûé øóì, ò. å. âûáîðî÷íûå àâòîêîððå-

ëÿöèè íå äîëæíû ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ (ðèñ. 2à, ðèñ. 2á).

�èñ. 2. ÀÊÔ (à) è ×ÀÊÔ (á) îñòàòêîâ ðÿäà ñðåäíåãîäîâîé ïðîäîëæèòåëü-

íîñòè ãðîç.

Äëÿ âûáîðà àäåêâàòíîé ìîäåëè ñëåäóåò ó÷åñòü äâà òðåáîâàíèÿ:

ïîâûøåíèå òî÷íîñòè è óìåíüøåíèå ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Âî-

åäèíî ýòè òðåáîâàíèÿ ñâåäåíû â èí�îðìàöèîííîì êðèòåðèè Àêàéêà

(AIC). Àíàëîãè÷íûé õàðàêòåð èìååò êðèòåðèé Øâàðöà (SIK). Î÷å-

âèäíî, ÷òî âûáîð ñëåäóåò ñäåëàòü â ïîëüçó ìîäåëè ñ ìåíüøèì çíà-

÷åíèåì AIC è SIK.

Êðîìå òîãî, ïðè âûáîðå àäåêâàòíîé ìîäåëè ñëåäóåò ïðîâåñòè àíà-

ëèç ñòàíäàðòíîé îøèáêè, t-ñòàòèñòèêè, êîý��èöèåíòà ìîäåëè è åãî
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè [3, 4℄.

6. Ïðîãíîçèðîâàíèå ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé

è ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç

Ìîùíûé àïïàðàò ìîäåëè ARIMA (p, d, q) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü êðàò-
êîñðî÷íûé ïðîãíîç (5 ëåò), èñïîëüçóÿ ìåòîäîëîãèþ Áîêñà�Äæåê-

ñîíà.
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Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïðîãíîçà íåîáõîäèìî ïðîâåñòè òåñòîâûå

ðàñ÷åòû íà ðåòðîñïåêòèâíîì ó÷àñòêå èññëåäóåìûõ ðÿäîâ. Â ýòîì

ñëó÷àå èìåþùàÿñÿ èí�îðìàöèÿ äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè: ïî ïåðâîé îöå-

íèâàþòñÿ ïàðàìåòðû ìîäåëè, à äàííûå âòîðîé ÷àñòè ðàññìàòðèâà-

þòñÿ â êà÷åñòâå �àêòè÷åñêèõ. Îøèáêè ïðîãíîçîâ, ïîëó÷åííûå íà

âòîðîì ó÷àñòêå, õàðàêòåðèçóþò òî÷íîñòü ïðèìåíÿåìîé ìîäåëè.

Íà ïðàêòèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñðåäíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèá-

êà ïî ìîäóëþ, âûðàæåííàÿ â ïðîöåíòàõ îòíîñèòåëüíî �àêòè÷åñêîãî

çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ:

δ =
1

n

n∑

t=1

∣∣∣∣
ŷt − yt
yt

∣∣∣∣ 100%, (4)

ãäå ŷt � ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ; yt � �àêòè÷åñêîå çíà÷å-

íèå; n � ÷èñëî óðîâíåé âðåìåííîãî ðÿäà, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿëîñü

ïðîãíîçíîå çíà÷åíèå.

Ïðè ýòîì â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ óêàçàíèå íà òî, ÷òî çíà÷åíèå

δ < 10% ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîé òî÷íîñòè ìîäåëè, ïðè çíà÷åíèÿõ

ýòîé õàðàêòåðèñòèêè â äèàïàçîíå 10�20% òî÷íîñòü ìîæíî ïðèçíàòü

õîðîøåé, ïðè 20%<δ<50% � óäîâëåòâîðèòåëüíîé.

Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ìîäåëè áûëè èññëåäîâàíû ÷èñëî äíåé ñ ãðî-

çîé è ïðîäîëæèòåëüíîñòü ãðîç ïî ñòàíöèè ã. Ñî÷è (ðèñ. 3, 4).

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ïðîãíîçíûå è �àêòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷èñ-

ëà äíåé ñ ãðîçîé, à òàêæå îòíîñèòåëüíûå îøèáêè ïðîãíîçà ïî ìîäó-

ëþ.

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ïðîãíîçíûå è �àêòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, à

òàêæå îòíîñèòåëüíûå îøèáêè ïðîãíîçà ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç ïî

ìîäóëþ.

Èç òàáëèö 1 è 2 âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðîãíîçà èç-

ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0,5% äî 19%, à ñðåäíåå çíà÷åíèå îøèáêè

ðàâíî 6%, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î õîðîøåé òî÷íîñòè ìîäåëè.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ðÿäîâ ãðîçîâîé àêòèâíîñòè íà ðåòðîñïåê-

òèâíîì ðÿäå ïîêàçàë, ÷òî ïðåäëàãàåìûé íàìè ïîäõîä ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü äëÿ êðàòêîñðî÷íîãî ïðîãíîçà çíà÷åíèé ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé

è ñðåäíåãîäîâîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç.
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�èñ. 4. Ôàêòè÷åñêèå è ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç íà
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Òàáëèöà 1

Îöåíêà òî÷íîñòè ïðîãíîçà ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé

�îäû Ôàêòè÷åñêèå

çíà÷åíèÿ, äíè

Ïðîãíîçíûå

çíà÷åíèÿ, äíè

Îòíîñèòåëüíàÿ

îøèáêà ïî ìîäó-

ëþ, %

1982

1983

1984

1985

1986

22

49

46

37

37

43,06

43,55

44,46

44,53

44,08

19

2,2

0,66

4

3,8

Ñðåäíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïî ìîäóëþ 6
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Òàáëèöà 2

Îöåíêà òî÷íîñòè ïðîãíîçà ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç

�îäû Ôàêòè÷åñêèå

çíà÷åíèÿ, ÷àñ

Ïðîãíîçíûå

çíà÷åíèÿ, ÷àñ

Îòíîñèòåëüíàÿ

îøèáêà ïî ìîäó-

ëþ, %

1982

1983

1984

1985

1986

223

268

95,6

125

114

141,5

135,78

130,17

128,64

129,87

7,3

9,8

7,2

0,58

2,78

Ñðåäíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïî ìîäóëþ 5,56
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�èñ. 6. Ôàêòè÷åñêèå è ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç.
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Â êà÷åñòâå àäåêâàòíûõ ìîäåëåé ïðè ïðîãíîçå ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé

íàìè âûáðàíû ìîäåëè ARIMA(2,1,0), ARIMA(2,1,1), ARIMA(2,1,2).

Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç èñïîëüçîâàëè ìîäå-

ëè ARIMA(0,1,2), ARIMA(2,1,0), ARIMA(2,1,1), ARIMA(2,1,2). ×èñ-

ëî äíåé ñ ãðîçîé è ïðîäîëæèòåëüíîñòü ãðîç äîñòàòî÷íî õîðîøî àíà-

ëèçèðóþòñÿ è ïðîãíîçèðóþòñÿ ìîäåëÿìè êàê àâòîðåãðåññèè, òàê è

ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé.

Ñòàíäàðòíûå îøèáêè ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ñîîòâåòñòâóþò

SEB=0,2, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàâèëüíîì âûáîðå ìîäåëè.

Íà ðèñ. 5, 6 ïðèâåäåíû �àêòè÷åñêèå è ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ ãðîçîðàçðÿäíîé äåÿòåëüíîñòè, èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî ïðîãíîç

÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 40�47, à ïðîäîëæèòåëüíî-

ñòè ãðîç � 132�135. Èçìåíåíèå ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé íîñèò íåñòàáèëü-

íûé õàðàêòåð, à èçìåíåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç � îòíîñèòåëüíî

ñòàáèëüíûé õàðàêòåð.

Òàêèì îáðàçîì, ïî èçëîæåííîé âûøå ìåòîäèêå ïîñòðîåíà ñòîõà-

ñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò èçìåíåíèå

ïàðàìåòðîâ ãðîçîðàçðÿäíîé äåÿòåëüíîñòè, ïðèâåäåíû òî÷íîñòü ìå-

òîäà è ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷èñëà äíåé ñ ãðîçîé è ñðåä-

íåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ãðîç.
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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂËÈßÍÈß

ÈÇÌÅÍÅÍÈÉ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËß

ÀÒÌÎÑÔÅ�Û Ó ÇÅÌËÈ ÍÀ ÌÅÒÅÎÒ�ÎÏÍÛÅ

�ÅÀÊÖÈÈ ÊÀ�ÄÈÎËÎ�È×ÅÑÊÈÕ È

�ÈÏÅ�ÒÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÁÎËÜÍÛÕ

Î. À. Àäæèåâà, Ñ. Ë. Áæåêøèåâ,

È. Õ. Ìàøóêîâ, Õ. Õ. Ìàøóêîâ

�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ âàðèàöèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ àò-

ìîñ�åðû ó ïîâåðõíîñòè çåìëè íà ñàìî÷óâñòâèå êàðäèîëîãè÷åñêèõ è ãèïåð-

òîíè÷åñêèõ áîëüíûõ. Ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè àíàëèçèðîâà-

ëèñü äàííûå î êîëè÷åñòâå îáðàùåíèé áîëüíûõ íà ñòàíöèþ ñêîðîé ïîìîùè

ã. Íàëü÷èêà è âûÿâëÿëèñü êîððåëÿöèîííûå ñâÿçè ÷èñëà îáðàùåíèé ñ âàðè-

àöèÿìè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ó çåìëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåæäó çíà÷èòåëüíûìè

èçìåíåíèÿìè E, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ñàìî÷óâñòâèåì êàðäèîëîãè÷åñêèõ è ãè-

ïåðòîíè÷åñêèõ áîëüíûõ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî íàäåæíàÿ

è õîðîøî âûðàæåííàÿ ñâÿçü.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ñìåíå ïîãîäíûõ óñëîâèé ó íåêîòîðûõ ãðóïï

ëþäåé âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå ìåòåîòðîïíûå ðåàêöèè, âûðàæà-

þùèåñÿ â óõóäøåíèè ñàìî÷óâñòâèÿ. Ïðè÷åì ãëóáèíà ýòèõ ðåàêöèé

ìîæåò áûòü âåñüìà çíà÷èòåëüíîé, âïëîòü äî ïîÿâëåíèÿ èí�àðêòîâ è

èíñóëüòîâ. Èçó÷åíèþ ýòèõ ðåàêöèé ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷å-

ñòâî ðàáîò. Àêòóàëüíîñòü äàííîé ïðîáëåìû ïîäòâåðæäåíà Ìåæäó-

íàðîäíûì êîíãðåññîì ¾Áèîìåòåîðîëîãèÿ ÷åëîâåêà¿, ñîñòîÿâøèìñÿ â

ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå 18�22 ñåíòÿáðÿ 2000 ã. [1℄.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ýòèõ èññëåäîâàíèé è ïîñâÿùå-

íà èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ íåêîòîðûõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ

ïàðàìåòðîâ íà ðåàêöèþ ãèïåðòîíè÷åñêèõ è êàðäèîëîãè÷åñêèõ áîëü-

íûõ.

Íàìè ïðîàíàëèçèðîâàíû êîððåëÿöèîííûå ñâÿçè ìåæäó êîëè÷å-

ñòâîì îáðàùåíèé êàðäèîëîãè÷åñêèõ è ãèïåðòîíè÷åñêèõ áîëüíûõ ê

âðà÷àì â ã. Íàëü÷èê â äåêàáðå 2005 ã. è ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëà

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ó çåìëè. Ýòî ñäåëàíî íå ñëó÷àéíî. Ýòîò ìåñÿö

õàðàêòåðèçîâàëñÿ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì äíåé ñ îñàäêàìè. Ýòî

ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü âëèÿíèå îñàäêîâ íà èçìåðèòåëüíóþ ñèñòåìó.
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Ïðè àíàëèçå áûëè èñïîëüçîâàíû äàííûå ñòàíöèè ñêîðîé ìåäè-

öèíñêîé ïîìîùè è äðóãèõ ëå÷åáíûõ ó÷ðåæäåíèé ã. Íàëü÷èê. Áûëî

ïðîàíàëèçèðîâàíî ñîñòîÿíèå áîëüíûõ â ïåðèîäû çíà÷èòåëüíûõ èç-

ìåíåíèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (Å, Â/ì).

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí õîä ñðåäíåñóòî÷íûõ çíà÷åíèé Emax è Emin

â òå÷åíèå ìåñÿöà (à) è êîëè÷åñòâî îáðàùåíèé íà ñòàíöèþ ñêîðîé

ïîìîùè (á) ïî ñëó÷àÿì îáîñòðåíèé ãèïåðòîíè÷åñêîé áîëåçíè (�Á) è

èøåìè÷åñêîé áîëåçíè ñåðäöà (ÈÁÑ).

�èñ. 1. à) õîä ñðåäíåñóòî÷íûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåííîñòè Emax (ðÿä 1) è Emin

(ðÿä 2) â äåêàáðå 2005 ã. á) êîëè÷åñòâî îáîñòðåíèé �Á (ðÿä 1) è ÈÁÑ (ðÿä 2)

â äåêàáðå 2005 ã.

Ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîãðàììû SPSS [2℄

áûë ïðîâåäåí êîððåëÿöèîííûé àíàëèç ìåæäó íåçàâèñèìûìè âåëè÷è-

íàìè (ìåòåîïàðàìåòðû àòìîñ�åðû) è çàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè (êî-

ëè÷åñòâî âûçîâîâ ïî �Á è ÈÁÑ) â òå÷åíèå ìåñÿöà. Âûÿâëåíû ñëåäó-

þùèå çàâèñèìîñòè è çàêîíîìåðíîñòè.

Çàâèñèìîñòü �Á îò Emax � ïðÿìàÿ, êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè

r=0,215, à îò Emin � îáðàòíàÿ, r = −0, 245, ò. å. ñ óâåëè÷åíèåì Emax

ðàñòåò ÷èñëî âûçîâîâ, à ñ óâåëè÷åíèåì Emin, ò. å. ïðè ñòðåìëåíèè âå-

ëè÷èíû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ,

÷èñëî âûçîâîâ óìåíüøàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áëèæå íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ê

íóëåâîìó çíà÷åíèþ, òåì ìåíüøå ÷èñëî âûçîâîâ ïî ñëó÷àÿì îáîñòðå-

íèÿ �Á.
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Çàâèñèìîñòü îáîñòðåíèé ÈÁÑ îò Emax îáðàòíàÿ è ñëàáî âûðàæå-

íà (r = −0, 068), íî ïðè ýòîì ïðîñëåæèâàåòñÿ ïðÿìàÿ çàâèñèìîñòü

îò èçìåíåíèé Emin è êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè çíà÷èòåëüíî áîëü-

øå (r = 0, 297). Çàâèñèìîñòü îáîñòðåíèé �Á è ÈÁÑ ñèëüíåå ñâÿçàíà

ñ ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

(r
�Á

= −0, 245, r
ÈÁÑ

= 0, 297).
Ïðè ðàññìîòðåíèè çàâèñèìîñòè îáîñòðåíèé �Á è ÈÁÑ îò îòðè-

öàòåëüíûõ çíà÷åíèé Emin(−) êîððåëÿöèîííûå ñâÿçè âîçðàñòàþò è

ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ r
�Á

= 0, 365 è r
ÈÁÑ

= −0, 422.
Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó çíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè íàïðÿæåí-

íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ñàìî÷óâñòâèåì

êàðäèîëîãè÷åñêèõ è ãèïåðòîíè÷åñêèõ áîëüíûõ, ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ñóùåñòâóåò õîðîøî âûðàæåííàÿ çàâèñèìîñòü, òðåáóþùàÿ äàëüíåé-

øåãî èçó÷åíèÿ.
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ÀÏ�ÈÎ�ÍÀß ÎÖÅÍÊÀ �ÅØÅÍÈß ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ

Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÍÀ��ÓÆÅÍÍÎ�Î

Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

À. À. Àëèõàíîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷åíà àïðèîð-

íàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïåðå-

ìåííûìè êîý��èöèåíòàìè è íåëîêàëüíûì êðàåâûì óñëîâèåì âòîðîãî ðîäà.

Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [1�9℄.

Â ïðÿìîóãîëüíèêå Q̄T = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T } ðàññìîò-
ðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)ux(x0, t)−

−q(x, t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

(1)

u(0, t) = 0, ux(l, t) = α(t)ux(0, t), 0 6 t 6 T, (2)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (3)

ãäå 0 < c1 6 k(x, t) 6 c2, q(x, t) > 0, |kx(x, t)|, |kt(x, t)|, |r(x, t)|,
q(x, t) 6 c3 âñþäó íà Q̄T , |α(t)| 6 α0.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3).

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè u(x) ∈ W 1
2 [0, l] ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà:

u2(ξ) 6 ε‖pux‖20 + c̄1(ε, ξ)‖pu‖20, (4)

‖u‖20 6 ε‖pux‖20 + c̄2(ε)‖pu‖20, (5)

ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, p(x) =
√
l− x, ‖u‖20 =∫ l

0 u
2(x) dx, ξ ∈ [0, l).
⊳ Èç òåîðåìû âëîæåíèÿ [10, 
. 76℄ ïðè ξ 6 x 6 l ñëåäóåò íåðàâåí-

ñòâî

(x− ξ)u2(ξ) 6 ε(l − ξ)

x∫

ξ

u2s(s) ds+

(
l − ξ

ε
+ 1

) x∫

ξ

u2(s) ds. (6)
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ íåðàâåíñòâî (6) ïî x îò ξ äî l, ïðèõîäèì ê íåðà-

âåíñòâó

(l − ξ)2

2
u2(ξ) 6 ε(l − ξ)‖pux‖2L2(ξ,l)

+

(
l − ξ

ε
+ 1

)
‖pu‖2L2(ξ,l)

. (7)

Èç íåðàâåíñòâà (7) ïðè ε = ε̄(l− ξ)/2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (4), ãäå
c̄1(ε, ξ) =

(
2
ε + 1

)
2

(l−ξ)2 .

Ïðîèíòåãðèðîâàâ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

u2(x) 6 ε

x∫

0

u2s(s) ds+
1

ε

x∫

0

u2(s) ds+ u2(0)

ïî x îò 0 äî l è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (4) ïðè ξ = 0, ïðèõîäèì ê

íåðàâåíñòâó (5), ãäå c̄2(ε) =
(l+1)(l+4)

lε + 2
l .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü àïðèîðíóþ îöåíêó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1)�(3), óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà (k(x, t)ux)x è ïðîèíòåãðèðóåì ïî

s îò 0 äî x:

−
x∫

0

ut(s, t)(k(s, t)us)s ds+

x∫

0

(k(s, t)us(s, t))
2
s ds+

+ux(x0, t)

x∫

0

r(s, t)(k(s, t)us(s, t))s ds =

=

x∫

0

q(s, t)u(s, t)(k(s, t)us(s, t))s ds−
x∫

0

f(s, t)(k(s, t)us(s, t))s ds.

(8)

Ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â òîæäåñòâî (8):

−
x∫

0

ut(s, t)(k(s, t)us)s ds = −1

2

∂

∂x

(
k2(x, t)u2x(x, t)

)
−

−k(x, t)r(x, t)ux(x0, t)ux(x, t) + k(x, t)q(x, t)u(x, t)ux(x, t)−

−f(x, t)k(x, t)ux(x, t)+
1

2

∂

∂t

x∫

0

k(s, t)u2s(x, t) ds−
1

2

x∫

0

kt(s, t)u
2
s(s, t) ds,
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∣∣∣∣∣

x∫

0

k(s, t)ks(x, t)us(s, t)uss(s, t) ds

∣∣∣∣∣ 6

6 ε

x∫

0

u2ss(s, t) ds+
c22c

2
3

4ε

x∫

0

u2s(s, t) ds,

(9)

∣∣∣∣∣

x∫

0

q(s, t)u(s, t)(k(s, t)us(s, t))s ds

∣∣∣∣∣ 6

6 ε

x∫

0

u2ss(s, t) ds+
c23
2

x∫

0

u2s(s, t) ds+

(
c22c

2
3

4ε
+
c23
2

) x∫

0

u2(s, t) ds,

∣∣∣∣∣ux(x0, t)
x∫

0

r(s, t)(k(s, t)us(s, t))s ds

∣∣∣∣∣ 6

6 ε

x∫

0

u2ss(s, t) ds+
c23
2

x∫

0

u2s(s, t) ds+

(
c22c

2
3

4ε
+
c23
2

)
u2x(x0, t),

∣∣∣∣∣

x∫

0

f(s, t)(k(s, t)us(s, t))s ds

∣∣∣∣∣ 6

6 ε

x∫

0

u2ss(s, t) ds+
1

2

x∫

0

u2s(s, t) ds+

(
c22
4ε

+
c23
2

) x∫

0

f2(s, t) ds.

Ïîäñòàâëÿÿ (9) â òîæäåñòâî (8), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

1

2

∂

∂t

x∫

0

k(s, t)u2s(s, t) ds+c
2
1

x∫

0

u2ss(s, t) ds6
1

2

∂

∂x

(
k2(x, t)u2x(x, t)

)
+

+5ε

x∫

0

u2ss(s, t) ds+M1(u
2(x, t)+u2x(x0, t) + u2x(x, t)+

+f2(x, t) +

x∫

0

u2(s, t) ds+

x∫

0

u2s(s, t)ds+

x∫

0

f2(s, t) ds),

(10)

ãäå M1 > 0 � èçâåñòíîå ÷èñëî.
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Ïîëàãàÿ ε =
c21
10 è èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (10) ïî x îò 0 äî l,

íàõîäèì

1

2

∂

∂t

l∫

0

(l − x)k(x, t)u2x(x, t) dx +
c21
2
‖puxx‖20 6

1

2

(
k2(l, t)α2(t) −

−k2(0, t)
)
u2x(0, t) +M2(u

2
x(x0, t) + ‖u‖20 + ‖ux‖20 + ‖f‖20),

(11)

Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

u2x(ξ, t) 6 ε1‖puxx‖20 + c̄1(ε1, ξ)‖pux‖20,
‖ux‖20 6 ε1‖puxx‖20 + c̄2(ε1)‖pux‖20, ‖u‖20 6 l‖pux‖20,

(12)

ãäå ε1 =
c21

2c22α
2
0+8M2

. Èç (11) è (12) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

1

2

∂

∂t

l∫

0

(l−x)k(x, t)u2x(x, t) dx+
c21
4
‖puxx‖20 6M3(‖pux‖20+‖f‖20), (13)

ãäå M3 > 0 � èçâåñòíîå ÷èñëî.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ íåðàâåíñòâî (13) ïî τ îò 0 äî t, ïîëó÷èì íåðà-

âåíñòâî

‖pux‖20+
t∫

0

‖puxx‖20 dτ6M4

( t∫

0

‖pux‖20 dτ+
t∫

0

‖f‖20 dτ+‖u′0(x)‖20

)
, (14)

ãäå M4 > 0 � èçâåñòíîå ÷èñëî.

Íà îñíîâàíèè ëåììû 5.5 [10, 
. 112℄) èç (14) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖pux‖20 +
t∫

0

‖puxx‖20 dτ 6M5

( t∫

0

‖f‖20 dτ + ‖u0(x)‖2W 1
2 (0,l)

)
, (15)

ãäå M5 > 0 � èçâåñòíîå ÷èñëî.

Èç íåðàâåíñòâ (12) è (15) ñëåäóåò àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖u‖20 + ‖ux‖22,Qt
6M6

(
‖f‖22,Qt

+ ‖u0(x)‖2W 1
2 (0,l)

)
. (16)

Èç àïðèîðíîé îöåíêè (16) ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíàÿ

çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) îò âõîäíûõ äàííûõ.
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Ìîæíî ïîëó÷èòü àïðèîðíóþ îöåíêó, àíàëîãè÷íóþ (16), â ñëó÷àå

íåëîêàëüíîãî óñëîâèÿ ux(l, t) = α(t)ux(ξ, t), ãäå ξ ∈ (0, l) � �èêñè-

ðîâàííîå ÷èñëî. Äëÿ ÷åãî íóæíî íåðàâåíñòâî (10) ïðîèíòåãðèðîâàòü

ïî x îò ξ äî l è âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè íåðà-
âåíñòâàì (12) ïðè x ∈ [ξ, l]. ⊲
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Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ �ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÈ

ÏÅ�ÂÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß

Ó�ÀÂÍÅÍÈß ×ÅÒÂÅ�ÒÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Ì. Ò. Àðêàñîâà

Â ðàáîòå èññëåäîâàí âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè ëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Ìåòîäîì

êîíå÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðåäóêöèè

èññëåäóåìîé çàäà÷è ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu = f (1)

â îáëàñòè Ω = {(x, t) : 0 < x < ℓ, 0 < t < T} åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè

ïåðåìåííûõ x, t, îãðàíè÷åííîé îòðåçêàìè AB, BC, CO è OA ïðÿìûõ

x = ℓ, t = T, x = 0, t = 0 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ℓ, T = const > 0,

L = ∂4

∂x4 +α
∂3

∂t3 +β
∂3

∂x2∂t +γ
∂2

∂x2 + δ
∂2

∂t2 + ε
∂
∂t +σ, à α(t), β(t), γ(t), δ(t),

ε(t), σ(t), f(x, t) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, ïðè÷åì

δ(t) 6= 0.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω èññëåäîâàíà ñëåäóþùàÿ

Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u (x, t) óðàâíåíèÿ (1) èç

êëàññà C
(
Ω̄
)
∩C1

(
Ω̄\BC

)
∩C2

(
Ω ∪OA

)
∩C3

(
Ω ∪ AB ∪OC

)
, óäî-

âëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

ux (0, t) = ϕ1 (t) , ux (ℓ, t) = ϕ2 (t) , (2)

uxxx (0, t) = ϕ3 (t) , uxxx (ℓ, t) = ϕ4 (t) , (3)

u (x, 0) = ψ1 (x) , ut (x, 0) = ψ2 (x) , utt (x, 0) = ψ3 (x) , (4)

ãäå ϕi(t), ψj(x), i = 1, 4, j = 1, 3 � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå

�óíêöèè.

�åøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå

u (x, t) = U (x, t) + V (x, t) . (5)
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Ñ ó÷åòîì (5), âûáèðàÿ �óíêöèþ U(x, t) ñîîòâåòñòâóþùèì îá-

ðàçîì, ðåäóöèðóåì çàäà÷ó (1)�(4) ê çàäà÷å îòíîñèòåëüíî �óíêöèè

V (x, t):

Vxxxx + αVttt + βVxxt + γVxx + δVtt + εVt + σV = F, (6)

Vx (0, t) = Vx (ℓ, t) = Vxxx (0, t) = Vxxx (ℓ, t) = 0, (7)

u(x, 0) = ψ̄1(x), ut(x, 0) = ψ̄2(x), utt(x, 0) = ψ̄3(x), (8)

ãäå

F (x, t) = f − Uxxxx − αUttt − βUxxt − γUxx − δUtt − εUt − σU,

ψ̄1(x) = ψ1(x)− U(x, 0), ψ̄2(x) = ψ2(x)− Ut(x, 0),

ψ̄3(x) = ψ3(x) − Utt(x, 0), LU = f, Ux(0, t) = ϕ1(t),

Ux(ℓ, t) = ϕ2(t), Uxxx(0, t) = ϕ3(t), Uxxx(ℓ, t) = ϕ4(t).

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (6) êîíå÷íîå êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå [1℄ ïî ïåðåìåííîé x, áóäåì èìåòü

α (t)
d3

dt3
V̄n (t)− β (t)

(nπ
ℓ

)2 d

dt
V̄n (t)− γ (t)

(nπ
ℓ

)2
V̄n (t) +

+δ (t)
d2

dt2
V̄n (t) + ε (t)

d

dt
V̄n (t) + σ (t) V̄n (t) = F̄n (t) ,

(9)

ãäå V̄n(t), F̄n(t) � ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèé V (x, t), F (x, t)
ñîîòâåòñòâåííî. Â (9) óæå ó÷òåíû óñëîâèÿ (7). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷å-

íèÿ

λ (t) = ε (t)− β (t)
(nπ
ℓ

)2
, µ (t) =

(nπ
ℓ

)4
− γ (t)

(nπ
ℓ

)2
+ σ (t) ,

è îïóñêàÿ àðãóìåíòû, ïåðåïèøåì (9) â âèäå:

α
d3

dt3
V̄n + δ

d2

dt2
V̄n + λ

d

dt
V̄n + µV̄n = F̄n. (10)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáûêíîâåííîå äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî V̄n (t).
Åñëè α (t) ≡ 0, òî (10) ïðèíèìàåò âèä:

d2

dt2
V̄n + λ̃

d

dt
V̄n + µ̃V̄n = ˜̄Fn, (11)
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ãäå λ̃ = λ/δ, µ̃ = µ/δ, ˜̄Fn = F̄n
/
δ, ò. å. ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå

äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ

êîððåêòíîñòè çàäà÷è äîñòàòî÷íû òîëüêî ïåðâûå äâà óñëîâèÿ èç (8).

Ïðèìåíÿÿ ê íèì êîíå÷íîå êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì

V̄n(0)=
2

ℓ

ℓ∫

0

ψ̄1(x) cos
nπ

ℓ
x dx,

dV̄n
dt

∣∣∣∣
t=0

=
2

ℓ

ℓ∫

0

ψ̄2 (x) cos
nπ

ℓ
x dx. (12)

Åñëè α (t) 6= 0, òî, ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó èç óñëîâèé (8) êîíå÷íîå
êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, áóäåì èìåòü

d2V̄n
dt2

∣∣∣∣
t=0

=
2

ℓ

ℓ∫

0

ψ̄3 (x) cos
nπ

ℓ
x dx. (13)

Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå [2℄, ïîëó÷åííûå çàäà÷è Êîøè (11), (12) è

(10), (12), (13) èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (6)�(8) ðåäóöèðîâàí

ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî V̄n(t). Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå êî-
íå÷íîå êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8) â

âèäå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà Ôóðüå, à ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) � â

âèäå (5).
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ÎÍÒÎËÎ�È×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ

Ê ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÞ ÏÎÒÎÊÎÂ �ÀÁÎÒ

Â ÇÀÄÀ×Å Ï�ÈÂÅÄÅÍÈß ÄÀÍÍÛÕ

Ê ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÌÓ ÂÈÄÓ

Î. Ì. Àòàåâà

Ïðîöåññ ïðèâåäåíèÿ äàííûõ êàê ÷àñòü ïðîöåññà ETL ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

îñíîâíûõ ïðîöåññîâ â òåõíîëîãèè õðàíèëèù äàííûõ. Íåñìîòðÿ íà îáèëèå

ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, ðåàëèçóþùèõ ðàçëè÷íûå àñïåêòû ïðîöåññà ïðèâå-

äåíèÿ äàííûõ, è ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, êàæäîå

èç ýòèõ ðåøåíèé ý��åêòèâíî òîëüêî â êîíêðåòíîé ñèñòåìå. Âñå èìåþùèåñÿ

ðåøåíèÿ ñïåöèàëèçèðîâàíû, è ïðàêòè÷åñêè êàæäûé ðàç ïðèõîäèòñÿ íà÷è-

íàòü ñ íóëÿ. Â êà÷åñòâå îáùåãî ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà

â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îïèñàíèå ñîçäàíèÿ îíòîëîãèè çàäà÷è ïðèâå-

äåíèÿ äàííûõ, íå çàâèñÿùåé îò êîíêðåòíîé ñðåäû è ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè.

�àññìàòðèâàåòñÿ îïðåäåëåíèå êà÷åñòâà äàííûõ è îáùàÿ êëàññè�èêàöèÿ âîç-

íèêàþùèõ îøèáîê. Íà îñíîâå ýòîé îíòîëîãèè ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ý��åê-

òèâíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîòîêîâ ðàáîò â çàäà÷àõ ïðèâåäåíèÿ äàííûõ.

1. Ââåäåíèå

Ââèäó áîëüøîãî ñïåêòðà ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðåíîñå

äàííûõ èç îäíîãî ïðèëîæåíèÿ èëè ñèñòåìû â äðóãèå, ïðîáëåìà ïðè-

âåäåíèÿ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ â òåõíîëîãèè õðàíèëèù

äàííûõ. Â ïðîöåññå ðàáîòû ïðèëîæåíèÿ ETL (îò àíãë.: Extra
tion,

Transformation, Loading � èçâëå÷åíèå, ïðåîáðàçîâàíèå, çàãðóçêà) èç-

âëåêàþò èí�îðìàöèþ èç èñõîäíîãî èñòî÷íèêà äàííûõ, ïðåîáðàçóþò

åå â �îðìàò, ïîääåðæèâàåìûé ïðèåìíèêîì, à çàòåì çàãðóæàþò â

íåãî ïðåîáðàçîâàííóþ èí�îðìàöèþ. Öåëü ïðàêòè÷åñêè ëþáîãî ETL-

ïðèëîæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñâîåâðåìåííî ïðåäîñòàâèòü êà÷å-

ñòâåííûå äàííûå ïîëüçîâàòåëÿì.

Приведение данных

Источник
данных

Промежуточ-

ная область
Приемник

данных

Поток данных
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Ïðèâåäåíèå äàííûõ îïðåäåëÿþò [1℄ êàê òðåõóðîâíåâûé ïðîöåññ,

êîòîðûé ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñàì ïî

ñåáå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ ïðîáëåìó:

• îïðåäåëåíèå è âû÷èñëåíèå ïðîáëåì â ïîòîêå äàííûõ, ïîñòóïà-

þùèõ èç èñòî÷íèêà;

• ïîèñê è èäåíòè�èêàöèÿ ýòèõ ïðîáëåì â ïîòîêå äàííûõ;

• óñòðàíåíèå âûÿâëåííûõ ïðîáëåì.

Âñå ðàáîòû ïî ïðèâåäåíèþ äàííûõ ïðîâîäÿòñÿ â òåñíîé ñâÿçè ñ

ïîïûòêîé äàòü îòâåò íà âîïðîñ ¾×òî òàêîå êà÷åñòâî äàííûõ?¿ [5,

8�10, 13�15℄. Îòâåò íà äàííûé âîïðîñ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó-

÷àå îïðåäåëÿåòñÿ òåêóùèìè òðåáîâàíèÿìè è ïîçâîëÿåò îöåíèòü ý�-

�åêòèâíîñòü ïðîâåäåííûõ ðàáîò è ïðîâåñòè íåêîòîðóþ îïòèìèçà-

öèþ äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå,

èñïîëüçóåìîå â îäíèõ ñèñòåìàõ, ìîæåò ñîâåðøåííî íå ïîäõîäèòü â

äðóãèõ [16℄. Âñå èññëåäîâàòåëè ñõîäÿòñÿ âî ìíåíèè, ÷òî ¾êà÷åñòâî

äàííûõ¿ � ýòî ìíîãîìåðíîå ïîíÿòèå, ñîñòîÿùåå èç ìíîãèõ õàðàêòå-

ðèñòèê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò, óäîâëåòâîðÿþò ëè äàííûå

òîìó èëè èíîìó óñëîâèþ. Íî äàæå â îïðåäåëåíèè îäèíàêîâûõ õà-

ðàêòåðèñòèê âçãëÿäû ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàòåëåé ðàñõîäÿòñÿ. Îïðå-

äåëåíèå ¾êà÷åñòâà äàííûõ¿, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ íàìè, îõâàòûâàåò

îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè êà÷åñòâà íà óðîâíå äàííûõ, íî íå ÿâëÿ-

åòñÿ æåñòêèì, òàê êàê äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðàáîò ìîæåò âûÿâèòü

íåîáõîäèìîñòü åãî ðàñøèðåíèÿ èëè óòî÷íåíèÿ.

2. Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ïðèâåäåíèþ äàííûõ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèâåäåíèÿ äàííûõ ñóùåñòâóåò áîëüøîå êî-

ëè÷åñòâî èíñòðóìåíòîâ è òåõíîëîãèé. Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ýòèõ ðå-

øåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïëîõîé ïåðåíîñèìîñòè íà äðóãèå ñèñòåìû è

ïàäåíèå ý��åêòèâíîñòè ýòèõ ðåøåíèé ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ïî-

òîêîâ äàííûõ.

Ñóùåñòâóþùèå ðåøåíèÿ äåìîíñòðèðóþò ðàçíîîáðàçèå ïîäõîäîâ

è ïîêàçûâàþò ý��åêòèâíóþ ðàáîòó òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, äëÿ êîòî-

ðûõ êîíêðåòíî îíè áûëè ðàçðàáîòàíû [12℄. Ïðèìåðàìè òàêèõ ñèñòåì

ÿâëÿþòñÿ:

• AJAX � äåêëàðàòèâíàÿ ñðåäà äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïðèâå-

äåíèÿ êàê ñåðèè ïðåîáðàçîâàíèé äàííûõ, âêëþ÷àÿ óäàëåíèå äóáëè-

ðóþùèõ îáúåêòîâ. Èñïîëüçóåòñÿ äåêëàðàòèâíûé ÿçûê, îñíîâàííûé

íà ïÿòè îïåðàöèÿõ äëÿ òðàíñ�îðìàöèè äàííûõ. Áàçèðóåòñÿ íà SQL
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è îõâàòûâàåò âñå âîçìîæíûå òðàíñ�îðìàöèè, îïèñûâàåìûå â ðàç-

ëè÷íîé ëèòåðàòóðå ïî äàííîé ïðîáëåìàòèêå äëÿ ðåëÿöèîííûõ áàç

äàííûõ. Ñåìàíòèêà îïåðàòîðîâ îõâàòûâàåò âîçìîæíûå îøèáêè, äàåò

âîçìîæíîñòü ïîëüçîâàòåëþ âìåøàòüñÿ â ïðîöåññ, ò. å. ïîääåðæèâàåò-

ñÿ ìåõàíèçì ïîýòàïíîãî î÷èùåíèÿ ñ îòñëåæèâàíèåì ïðîèñõîæäåíèÿ

íîâîé èí�îðìàöèè. �àçðàáîòêà ñòðàòåãèè ïðèâåäåíèÿ äàííûõ äå-

ëèòñÿ íà äâà ýòàïà. Ïåðâàÿ � ðàçðàáîòêà ïîòîêà òðàíñ�îðìàöèé, êî-

òîðûé ïîëó÷àåò íà âõîä ¾ãðÿçíûå äàííûå¿. Çäåñü âàæíà ñàìà îöåíêà

¾êà÷åñòâà äàííûõ¿, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîé äàííûå ìîæíî íàçâàòü

¾÷èñòûìè äàííûìè¿. Âòîðàÿ çàäà÷à � îïðåäåëèòü îöåíêó ïðîèçâî-

äèòåëüíîñòè, êîòîðàÿ óñòàíîâèò ñêîðîñòü îáðàáîòêè äàííûõ, íå ïðè-

íîñÿ â æåðòâó êà÷åñòâî.

• Potter's Wheel � èíòåðàêòèâíàÿ ñèñòåìà ïðèâåäåíèÿ äàí-

íûõ ñ æåñòêî �èêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ øàãîâ, îïðåäå-

ëÿþùèõ òðàíñ�îðìàöèþ äàííûõ è âûÿâëÿþùèõ îøèáêè. Îñíîâíûå

êîìïîíåíòû àðõèòåêòóðû � ýòî èñòî÷íèê äàííûõ, èíñòðóìåíò ïðå-

îáðàçîâàíèé, ñîðòèðîâùèê äëÿ ïîääåðæêè èíòåðàêòèâíîãî ïðîñìîò-

ðà ðåçóëüòàòîâ è èíñòðóìåíò àâòîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îøèáîê.

Èíòåãðèðóÿ îïðåäåëåíèå îøèáîê è òðàíñ�îðìàöèé, ýòîò èíñòðóìåíò

ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëÿì ïîýòàïíî ïîñòðîèòü îäíî êîìïëåêñíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå äëÿ ïðèâåäåíèÿ äàííûõ ïî ìåðå îáíàðóæåíèÿ íåñîîò-

âåòñòâèé.

• Intelli
lean � ýòî îñíîâàííàÿ íà ïðàâèëàõ ñèñòåìà ñ îñíîâ-

íûì àêöåíòîì íà âûÿâëåíèå äóáëèêàòîâ. Íà ýòàïå ïðåäîáðàáîòêè

âûïîëíÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà äàííûõ, äàëåå ïðîèñõîäèò

îïðåäåëåíèå ïðàâèë ïðèâåäåíèÿ, îáóñëîâëåííûõ ñîñòîÿíèåì òåêó-

ùèõ äàííûõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ. Ñóùåñòâó-

åò ÷åòûðå êëàññà ïðàâèë, îïðåäåëÿþùèõ îñíîâíûå äåéñòâèÿ: ïðàâè-

ëà âûÿâëåíèÿ äóáëèêàòîâ, ïðàâèëà, îïðåäåëÿþùèå îáðàáîòêó ñîâ-

ïàâøèõ îáúåêòîâ, ïðàâèëà îáíîâëåíèÿ (îïðåäåëÿþò ñïåöè�èêàöèþ

îãðàíè÷åíèé öåëîñòíîñòè) è ïðåäóïðåæäàþùèå ïðàâèëà (îïðåäåëÿ-

þò óñëîâèÿ ïðèâëå÷åíèÿ ýêñïåðòà).

Âñå ýòè è äðóãèå ðàçëè÷íûå ìåòîäû è èíñòðóìåíòû îðèåíòèðî-

âàíû íà ðåøåíèå òåêóùèõ ïðîáëåì â êîíêðåòíîé ñðåäå. Ñóùåñòâó-

þùèå ðåøåíèÿ îáëàäàþò ïëîõîé ïåðåíîñèìîñòüþ, è íà ïðàêòèêå â

êàæäîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ïðèñòóïàòü ê ðàáîòå ñ íóëÿ. Äëÿ óñòðà-

íåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì íåîáõîäèì ïîäõîä, êîòîðûé ñìîæåò îáåñïå÷èòü

âîçìîæíîñòü îáùåãî îáçîðà è óïðàâëåíèÿ âñåìè ïîòîêàìè äàííûõ â

ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ. Îí äîëæåí îäèíàêîâî îáåñïå÷èâàòü ðàáîòó ñ

ëþáûìè äàííûìè èç ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ.



Îíòîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ïîòîêîâ ðàáîò 29

3. Îíòîëîãè÷åñêèé ïîäõîä

Ôîðìàëüíî îíòîëîãèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øåñòåðêó < C,A, T,D,
R, F >, ãäå C � ìíîæåñòâî êëàññîâ, îïèñûâàþùèõ ïîíÿòèÿ çàäà÷è

î÷èñòêè äàííûõ, A � ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâà

ïîíÿòèé, T � ìíîæåñòâî òèïîâ çíà÷åíèé àòðèáóòîâ, D � ìíîæåñòâî

äîìåíîâ, R � ìíîæåñòâî îòíîøåíèé, çàäàííûõ íà ïîíÿòèÿõ, F �

ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ.

Â ðàáîòå [20℄ äåëàåòñÿ ïîïûòêà ñîçäàòü îíòîëîãèþ çàäà÷è ïðè-

âåäåíèÿ äàííûõ ñ öåëüþ ðàçðàáîòêè áîëåå ý��åêòèâíîãî ïîäõîäà ê

ðàçðàáîòêå òàêèõ ñèñòåì, íî îïèñàííàÿ îíòîëîãèÿ íåäîñòàòî÷íî ÷åò-

êî îïèñûâàåò ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ ïðîöåññà ïðèâåäåíèÿ è ñâÿçè ìåæ-

äó íèìè, ÷òî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ

çàäà÷ â ðàìêàõ ýòîé îíòîëîãèè. Áîëåå åñòåñòâåííûì ðåøåíèåì ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå áàçîâûõ ïîíÿòèé èí�îðìàöèîííîé ñèñòåìû â

öåëîì, à çàòåì èõ êîíêðåòèçàöèÿ è ñïåöè�èêàöèÿ äëÿ ðàññìàòðèâà-

åìîé îáëàñòè çàäà÷.

Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ

îáùåé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îíòîëîãèè BWW [18,

19℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåì. Äàííàÿ îíòîëîãèÿ îò-

íîñèòñÿ ê âûñîêîóðîâíåâûì îíòîëîãèÿì è îïèñûâàåò íàáîð ïîíÿòèé,

èõ ñâÿçåé è õàðàêòåðèñòèê, äîñòàòî÷íûõ äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû

è ïîâåäåíèÿ ëþáûõ èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåì. Îíòîëîãèÿ BWW èñ-

õîäèò èç òîãî, ÷òî âñå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ èí�îðìàöèîííûõ ñè-

ñòåì (Information Systems Analysis and Design � ISAD) äîëæíû áûòü

â ñîñòîÿíèè îïèñàòü âñå ïîíÿòèÿ ¾ðåàëüíîãî ìèðà¿, êîòîðûå ìîãóò

áûòü èíòåðåñíû ïîëüçîâàòåëÿì èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåì; â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé. Åñëè ìî-

äåëü íåïîëíà, òî íåîáõîäèìî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì óñëîæíèòü

ìîäåëü äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçðàáîòàííàÿ íà áàçå íåå èí�îðìàöèîííàÿ

ñèñòåìà àäåêâàòíî îòðàæàëà òó ÷àñòü ¾ðåàëüíîãî ìèðà¿, äëÿ àâòî-

ìàòèçàöèè êîòîðîé îíà ïðåäíàçíà÷åíà.

4. Îíòîëîãèÿ ïðèâåäåíèÿ äàííûõ

Îíòîëîãèÿ ïðèâåäåíèÿ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííàÿ íèæå, ðàçðàáî-

òàíà â îáùåì âèäå áåç ïðèâÿçêè ê êîíêðåòíûì ìåòîäàì è ñïîñî-

áàì ðåàëèçàöèè. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû �ðàãìåíòû UML-äèàãðàììû

êëàññîâ îñíîâíûõ ñóùíîñòåé ðàçðàáîòàííîé îíòîëîãè÷åñêîé ìîäåëè.
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Â âåðõíåé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû ïîíÿòèÿ îíòîëîãèè BWW, íèæíÿÿ

÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò èõ îòîáðàæåíèå íà ïîíÿòèÿ çàäà÷è ïðèâåäåíèÿ

äàííûõ.

Thing

Ошибка Качество данных

Семантическая Синтаксическая

Transformation Thing SubsystemSystem

Выявления Устранения

Метод
Задача Процесс

Онтология BWW

Онтология
приведения

данных

Îñíîâíûìè êëàññàìè ÿâëÿþòñÿ:

Îøèáêà.Ïóñòü Γ� ìíîæåñòâî îáúåêòîâ,A ∈ H ,H ⊆ Γ, A ñîñòî-

èò èç n êîìïîíåíò a1, . . . , an, ai ∈ Di, ãäå Di � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

ai; F (Di), i 6 n, � �îðìàò çíà÷åíèé ai, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ èç íåïóñòîãî êîíå÷-

íîãî àë�àâèòà T , ò. å. äëÿ Di ñóùåñòâóåò ïðîèçâîëüíàÿ ãðàììàòèêà,

êîòîðàÿ çàäàåò ñèíòàêñèñ ýëåìåíòîâ Di; U = {u1, . . . , uk} � ìíîæå-

ñòâî óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà îáúåêò A, fA (ui) � �óíêöèÿ, ïðè-

íèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ ¾true¿ â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ äëÿ îáú-

åêòà A è ¾false¿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; �óíêöèÿ I (H) = {aj}, j < n,
îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî êîìïîíåíò, èäåíòè�èöèðóþùèõ îáúåêòû

èç H, IA (H) � èäåíòè�èöèðóþùåå îáúåêò A çíà÷åíèå, S � ñõåìà

ïðèåìíèêà äàííûõ, S′
� ñõåìà èñòî÷íèêà äàííûõ.

Áóäåì ãîâîðèòü î íàëè÷èè íà óðîâíå äàííûõ [5, 6, 11, 12℄

a) ñèíòàêñè÷åñêèõ îøèáîê, åñëè:

• ai = null, ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóþò uk(aj , ai),

• çíà÷åíèå ai /∈ Di,

• FA (ai) 6= F (Di);

b) ñåìàíòè÷åñêèõ îøèáîê, åñëè:

• ai = null, ai ∈ Di, ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò uk(aj , ai) è aj 6= null,
aj ∈ Dj , èëè aj = null, aj ∈ Dj , ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò uk(aj , ai) è
ai 6= null, ai ∈ Di,

• fA (ui) = false,

• A ∈ H, B ∈ H òàêèå, ÷òî IA (H) = IB (H) ;

è î íàëè÷èè îøèáîê íà óðîâíå ñõåì äàííûõ [2�4℄, åñëè S 6= S′
.
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Êà÷åñòâî äàííûõ. Åñëè äàííûå ïðèãîäíû äëÿ òåõ öåëåé, äëÿ

êîòîðûõ îíè ïðåäíàçíà÷åíû, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòè äàííûå êà-

÷åñòâåííûå [17℄. Êà÷åñòâî äàííûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçàííûìè õàðàê-

òåðèñòèêàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò íàëè÷èå òåõ èëè èíûõ

îøèáîê âî ìíîæåñòâå äàííûõ. Îïðåäåëèì îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

êà÷åñòâà óðîâíÿ äàííûõ.

• Òî÷íîñòü. Òî÷íûå äàííûå íå ñîäåðæàò íèêàêèõ îøèáîê, êðîìå,

ìîæåò áûòü, äóáëèðîâàíèÿ è íåäîñòàþùèõ çíà÷åíèé:

� ñèíòàêñè÷åñêàÿ òî÷íîñòü (èëè ñîãëàñîâàííîñòü). Ñèíòàêñè-

÷åñêè òî÷íûå äàííûå � ýòî äàííûå, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå aj ∈ Di

è FA (ai) = F (Di),

� ñåìàíòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü (èëè äîñòîâåðíîñòü). Ñåìàíòè÷å-

ñêè òî÷íûå äàííûå � ýòî äàííûå, äëÿ êîòîðûõ fA (ai) = true.

• Ïîëíîòà. Ïîëíûå äàííûå íå ñîäåðæàò íåäîñòàþùèõ çíà÷åíèé

è îáúåêòîâ:

� ñèíòàêñè÷åñêàÿ ïîëíîòà. Ñèíòàêñè÷åñêè ïîëíûå äàííûå �

ýòî äàííûå, äëÿ êîòîðûõ ai 6= null, ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóþò

uk (aj , ai),

� ñåìàíòè÷åñêàÿ ïîëíîòà. ai 6= null, ai ∈ Di, ïðè ýòîì ñóùå-

ñòâóþò uk(aj , ai) è aj 6= null, aj ∈ Dj, èëè aj 6= null, aj ∈ Dj , ïðè

ýòîì ñóùåñòâóþò uk(aj , ai) è ai 6= null, ai ∈ Di.

• Óíèêàëüíîñòü. Óíèêàëüíûå äàííûå � ýòî òàêèå äàííûå, äëÿ

êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò A ∈ H , B ∈ H òàêèõ, ÷òî IA (H) = IB (H).

Ìåòîäû. Â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ äàííûõ âîçíèêàåò ïÿòü ãðóïï

îñíîâíûõ ïðîáëåì [5, 12, 17℄, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü íà ðàçíûõ

ýòàïàõ ïðèâåäåíèÿ íà óðîâíå äàííûõ:

a) ïðî�àéëèíã äàííûõ (âûÿâëåíèå çàâèñèìîñòåé ìåæäó çíà÷åíèÿ-

ìè îáúåêòîâ, âûÿâëåíèå äóáëèðóþùèõ çíà÷åíèé, áåññìûñëåííûå èëè

íåâåðíûå çíà÷åíèÿ è ò. ä.);

b) âû÷èñëåíèå íåäîñòîâåðíûõ îáúåêòîâ (âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèé,

ïðîâåðêà íà ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè, ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé è ò. ä.);


) âûÿâëåíèå äóáëèðóþùèõ îáúåêòîâ;

d) ñòàíäàðòèçàöèÿ çíà÷åíèé (ïðåîáðàçîâàíèå òèïîâ, ðàñùåïëå-

íèå äàííûõ, ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïåöè�è÷íûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îá-

ëàñòè, è ò. ä.);

e) âûÿâëåíèå è âû÷èñëåíèå íåäîñòàþùèõ çíà÷åíèé (âûÿâëåíèå è

îïðåäåëåíèå íåäîñòàþùèõ çíà÷åíèé, âû÷èñëåíèå íåäîñòàþùèõ çíà-

÷åíèé è ò. ä.).
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Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû: ñòà-

òèñòè÷åñêèå, êëàñòåðíûå, ìåòîäû íà øàáëîíàõ, àññîöèàòèâíûå ïðà-

âèëà. Âñå èñïîëüçóåìûå ìåòîäû äåëÿòñÿ íà äâà òèïà � ìåòîäû âûÿâ-

ëåíèÿ îøèáîê è ìåòîäû óñòðàíåíèÿ. Îñíîâíûì îòëè÷èåì ýòèõ ìåòî-

äîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìåòîäû âûÿâëåíèÿ íèêàê íå ìåíÿþò �èçè÷åñêîé

ñòðóêòóðû îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ, òîãäà êàê ìåòîäû óñòðàíåíèÿ

îøèáîê èõ èçìåíÿþò.

Ìåòîäû âûÿâëåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåòîäîâ âûÿâëåíèÿ ââå-

äåì îáîçíà÷åíèÿ:

• Γ � ïîòîê äàííûõ ñ îøèáêàìè;

• Y � ìîäóëü âûÿâëåíèÿ îøèáîê;

• Γ =M ∪ U ∪ P, M ∩ U = ∅, P ∩ U = ∅,

� M � ìíîæåñòâî îøèáîê,

� P � ïîäîçðèòåëüíîå íà íàëè÷èå îøèáîê ìíîæåñòâî,

� U � ìíîæåñòâî áåç îøèáîê;

• e � òèï îøèáêè;

• c � óñëîâèÿ.

Òîãäà ìåòîä âûÿâëåíèÿ W ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó òèïó

îøèáîê è âûïîëíÿåòñÿ ïðè îïðåäåëåííîì óñëîâèè, íàêëàäûâàåìîì

íà ïîòîê äàííûõ. �åçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ïîòîêà

äàííûõ íà òðè ïîäìíîæåñòâà M , P , U .

W

YГ

M

P

U

с

e

Ìåòîä âûÿâëåíèÿ îøèáîê óñëîâíî äåëèò âõîäÿùèé ïîòîê äàí-

íûõ íà òðè ìíîæåñòâà â çàâèñèìîñòè îò îöåíêè íàëè÷èÿ îøèáêè

è çàäàííîãî íà âõîäå óñëîâèÿ, òàêæå êàæäûé ìåòîä îïðåäåëåí äëÿ

êîíêðåòíîãî òèïà îøèáîê.

Ìåòîäû óñòðàíåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåòîäîâ óñòðàíåíèÿ

ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

• X � ìîäóëü èñïðàâëåíèÿ îøèáîê;

• Γ′
� ïðåîáðàçîâàííûé ïîòîê äàííûõ áåç îøèáîê;
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• T � ìîäóëü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êîòîðûé �îðìèðóåò ïîòîê

âõîäíûõ äàííûõ äëÿ X , T (M,P, T ) = (V, V ′):
� åñëè V =M ∪ P , òî V ′ = U ,
� åñëè V =M , òî V ′ = U ∪ P .

Ìåòîä óñòðàíåíèÿ îøèáîê Z �îðìèðóåò ïîòîê âûõîäíûõ äàí-

íûõ Γ′, â êîòîðîì ïðåîáðàçîâàíèþ ïîäâåðãëèñü òîëüêî òå äàííûå, êî-

òîðûå ìîäóëü T íàïðàâèë íà âõîäX, îñòàëüíûå äàííûå èç V ′
îñòàþò-

ñÿ áåç èçìåíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä óñòðàíåíèÿ îøèáîê Z ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè Z = X (T ) = X (V, V ′) = X (V )+V ′.

Ïðîöåññ. Ïðîöåññ ñîñòîèò èç íàáîðà ìåòîäîâ, ïðåäíàçíà÷åí-

íûõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì îäíîé êîíêðåò-

íîé îøèáêè. Â îäíîì ïðîöåññå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå áîëåå òðåõ

ìåòîäîâ. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• P � ïðîöåññ,

• W � ìåòîä âûÿâëåíèÿ,

• Z � ìåòîä óñòðàíåíèÿ.

P = Z(Y ) îïðåäåëÿåò ïîëíûé ïðîöåññ âûÿâëåíèÿ è óäàëåíèÿ

îøèáêè, P = Y (Z(Y )) îïðåäåëÿåò ïîëíûé ïðîöåññ âûÿâëåíèÿ è óäà-
ëåíèÿ îøèáêè ñ ïðîâåäåíèåì ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ.

Îïåðàöèÿ. Îïåðàöèè ìîãóò ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòüñÿ

â óñëîâèÿõ, îïðåäåëåííûõ äëÿ ìåòîäîâ, ýòî ìîãóò áûòü ëîãè÷åñêèå

îïåðàöèè, îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ ñòðîê è ò. ä.

Íàïðèìåð, â ìåòîäàõ âûÿâëåíèÿ äóáëèêàòîâ äëÿ ñðàâíåíèÿ çíà-

÷åíèé îáúåêòîâ A ∈ H è B ∈ H óñëîâèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî

êàê c = a1 equal b1 AND a2 equal b2, ãäå ¾equal¿ � îïåðàöèÿ, ïðî-

âåðÿþùàÿ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòîâ íà ïîëíîå ñîâïàäåíèå, à ¾AND¿ �

ëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ.

3 Çàêàç �1149

Çàäà÷à. Îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ âûÿâëåíèÿ è óäàëåíèÿ îäíîé èëè

íåñêîëüêèõ îøèáîê, ò. å. ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïðîöåññîâ. Îáîçíà-
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÷èì ÷åðåç P1 ïðîöåññû, îòâåòñòâåííûå çà ñèíòàêñè÷åñêóþ òî÷íîñòü,

P2 � ïðîöåññû, îòâå÷àþùèå çà ñåìàíòè÷åñêóþ òî÷íîñòü, P3 � ïðî-

öåññû, îòâå÷àþùèå çà îøèáêè ñâÿçàííûå ñ ïîëíîòîé äàííûõ, P4 �

ïðîöåññû, îïðåäåëÿþùèå óíèêàëüíîñòü, òîãäà çàäà÷à âûÿâëåíèÿ è

óñòðàíåíèÿ íåñêîëüêèõ îøèáîê ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìîæåò áûòü ñ�îð-

ìóëèðîâàíà êàê Q = P4(P3(P2(P1(Γ)))). Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âûÿâëå-
íèå è óñòðàíåíèå îøèáîê èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå ïðèâîäèò ê íàè-

ëó÷øèì ðåçóëüòàòàì.

5. Ñïåöè�èêàöèÿ ïîòîêà ðàáîò

Îíòîëîãèÿ, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êîòîðîé áûëè îïèñàíû âûøå, ïîç-

âîëÿåò �îðìèðîâàòü ïîòîêè ðàáîò, òàê êàê îïðåäåëÿåò êëþ÷åâûå

ìîìåíòû, íåîáõîäèìûå ïðè èõ ñïåöè�èêàöèè, à èìåííî:

• ïîòîêè óïðàâëåíèÿ,

• ïîòîêè äàííûõ,

• óïðàâëÿþùèå ìåõàíèçìû,

• íåîáõîäèìûå ðåñóðñû.

Îïðåäåëåíû âñå îñíîâíûå ñóùíîñòè, íåîáõîäèìûå äëÿ �îðìè-

ðîâàíèÿ ïîòîêîâ ðàáîò íà îñíîâå îíòîëîãèè BWW: ñîñòîÿíèÿ, äåé-

ñòâèÿ, ñîáûòèÿ, ïîòîê, âëîæåííûé ïîòîê ðàáîò.

6. Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ, òèïîâ çàäà÷ è ïðîöåññîâ

ïðèâåäåíèÿ äàííûõ âûÿâëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â çà-

äà÷àõ ïðèâåäåíèÿ äàííûõ, ïîñòðîåíà îíòîëîãèÿ çàäà÷è ïðèâåäåíèÿ.

Ïðèìåíåíèå îíòîëîãèè â ðåàëèçàöèè ñèñòåìû �îðìèðîâàíèÿ ïîòî-

êîâ ðàáîò ïðè ïðèâåäåíèè äàííûõ ïîçâîëÿåò ðàñøèðÿòü ïåðå÷åíü

îáðàáàòûâàåìûõ îøèáîê, äîáàâëÿòü íîâûå ìåòîäû îáíàðóæåíèÿ è

óñòðàíåíèÿ, îáåñïå÷èâàåò èõ âçàèìîñâÿçè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ïî-

òîêîâ ðàáîò ïðè ïðèâåäåíèè äàííûõ. �àñøèðåíèå õàðàêòåðèñòèê êà-

÷åñòâà äàííûõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü íåîáõîäèìû ïðè îáðàáîòêå íî-

âûõ èñòî÷íèêîâ èí�îðìàöèè èëè ïðè îáðàáîòêå èñòî÷íèêîâ ñ ÷àñòî

ìåíÿþùåéñÿ ñõåìîé äàííûõ, ÷òî íåèçáåæíî îòðàæàåòñÿ âîçðàñòàþ-

ùèì ðàçíîîáðàçèåì îøèáîê, ïîçâîëÿåò ðàñøèðÿòü êðóã ðåøàåìûõ

çàäà÷. Ïðè ýòîì îáùèé ìåõàíèçì �îðìèðîâàíèÿ ïîòîêà ðàáîò ïðè-

âåäåíèÿ íå ïðåòåðïèò íèêàêèõ èçìåíåíèé. Íà äàííûé ìîìåíò ñóùå-

ñòâóåò ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû ïðèâåäåíèÿ äàííûõ íà îñíîâå ïðåäëî-
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æåííîãî ïîäõîäà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëÿì, íå âäàâàÿñü â

äåòàëè àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè äàííûõ, �îðìèðîâàòü äëÿ øèðîêîãî

êðóãà èñòî÷íèêîâ ïîòîêè ðàáîò ïðèâåäåíèÿ äàííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ

çàäà÷.
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ÌÅÒÎÄ ÑÓÌÌÀ�ÍÎÉ ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈÈ

ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄÈÔÔÓÇÈÈ

Ä�ÎÁÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

À. Ê. Áàççàåâ

�àáîòà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ ëîêàëüíî-îäíîìåðíîé ñõåìû (ËÎÑ) äëÿ

óðàâíåíèÿ äè��óçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè. Ïîëó÷åíà

àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ ËÎÑ. Äîêàçàíû óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü

ËÎÑ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â öèëèíäðå QT = G × [0 < t 6 T ],
îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ p-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä G = {x =
(x1, x2, . . . , xp) : 0 < xk < lk, k = 1, 2, . . . , p} ñ ãðàíèöåé Γ, G =
G+Γ, ðàññìîòðèì òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ äè��óçèè

äðîáíîãî ïîðÿäêà:

Dα
0tu = Lu+ f(x, t), L =

p∑

k=1

Lk, (x, t) ∈ QT , (1)

∂u(x, t)

∂xk

∣∣∣∣
xk=0

= βu(x, t)|xk=0 − µ|xk=0, 0 6 t 6 T, x ∈ G,

−∂u(x, t)
∂xk

∣∣∣∣
xk=lk

= γu(x, t)|xk=lk − λ|xk=lk , 0 6 t 6 T, x ∈ G,

(2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, Lku =
∂2u

∂x2k
, k = 1, 2, . . . , p,

ãäå [4℄ Dα
0tu = 1

�(1−α)
∫ t
0
u̇(x,η)
(t−η)α dη, 0 < α < 1, � ðåãóëÿðèçîâàííàÿ

äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ, u̇ = ∂u
∂t , β = β(x, t) > 0,

γ = γ(x, t) > 0.

2. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (ËÎÑ). Íà îò-

ðåçêå [0, T ] ââåäåì ñåòêó

ωτ =

{
0, tj+ k

p
=

(
j +

k

p

)
τ, j = 0, 1, . . . , J − 1; k = 1, 2, . . . , p

}
,
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ñîäåðæàùóþ êàê óçëû tj = jτ, òàê è �èêòèâíûå óçëû tj+ k
p
, k =

1, 2, . . . , p− 1; ωτ � ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòêè ωτ , äëÿ êîòîðûõ t > 0.

Ïî àíàëîãèè ñ [1℄ óðàâíåíèþ (1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå öåïî÷êó

¾îäíîìåðíûõ¿ óðàâíåíèé

1

p
Dα

0tϑ = Lkϑ+ fk, tj+ k−1
p
< t 6 tj+ k

p
,

k = 1, 2, . . . , p, x ∈ G,

p∑

k=1

fk = f.

Óðàâíåíèå (1) ïåðåïèøåì â âèäå

Pu = Dα
0tu− Lu− f = 0,

èëè

p∑

k=1

Pku = 0, Pku =
1

p
Dα

0tu− Lku− fk.

Íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå ∆k =
(
tj+ k−1

p
, tj+ k

p

]
, k = 1, 2, . . . , p,

áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü óðàâíåíèÿ

Pkϑ(k) = 0, x ∈ G, t ∈ ∆k, k = 1, 2, . . . , p, (3)

ïîëàãàÿ ïðè ýòîì

ϑ(1)(x, 0) = u0(x), ϑ(1)(x, tj) = ϑ(p)(x, tj), j = 1, 2, . . . , J − 1,

ϑ(k)(x, tj+ k−1
p
) = ϑ(k−1)(x, tj+ k−1

p
), k = 2, 3, . . . , p; j = 0, 1, . . . , J−1,

∂ϑ(k)
∂xk

∣∣∣∣
xk=0

= β(x, t)ϑ(k)|xk=0 − µ(x, t)|xk=0, x ∈ G,

−∂ϑ(k)
∂xk

∣∣∣∣
xk=lk

= γ(x, t)ϑ(k)|xk=lk − λ(x, t)|xk=lk , x ∈ G.

(4)
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Íàéäåì äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà α, 0 <
α < 1 [3℄:

1

�(1− α)

t
j+ k

p∫

0

u̇(x, η)

(tj+ k
p
− η)α

dη =
1

�(1 − α)

pj+k∑

s=1

t s
p∫

t s−1
p

u̇(x, η)

(tj+ k
p
− η)α

dη =

=
1

�(1− α)

(
pj+k∑

s=1

t s
p∫

t s−1
p

u̇(x, η)

(tj+ k
p
− η)α

dη +

pj+k∑

s=1

t s
p∫

t s−1
p

ü(x, ξ)(η − t)

(tj+ k
p
− η)α

dη

)
,

(5)

ãäå t = t s
p
− 1

2p
, t s−1

p
< ξ < η, u̇ = ∂u

∂t , ü = ∂2u
∂t2 .

Îöåíèì âòîðóþ ñóììó âûðàæåíèÿ (5):

1

�(1 − α)

pj+k∑

s=1

t s
p∫

t s−1
p

ü(x, ξ)(η − t)

(tj+ k
p
− η)α

dη 6

6
M

�(2− α)

τ

p

pj+k∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
=

=
M

�(2− α)

τ

p

(
t1−α
j+ k

p

− t1−α
j+ k−1

p

+ t1−α
j+ k−1

p

− t1−α
j+ k−2

p

+ . . .+ t1−α1
p

− t1−α0

)
=

=
M

�(2− α)

τ

p
t1−α
j+ k

p

6
Mt1−α0

�(2− α)

τ

p
= O

(
τ

p

)
, |ü| 6M.

Òàêèì îáðàçîì,

1

�(1− α)

t
j+ k

p∫

0

u̇(x, η)

(tj+ k
p
− η)α

dη =

=
1

�(2 − α)

pj+k∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
u

s
p

t
+O

(
τ

p

)
,

(6)

ãäå u
s
p

t
= u

s
p −u

s−1
p

τ
p

.
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Êàæäîå èç óðàâíåíèé (3) çàìåíèì ðàçíîñòíîé ñõåìîé

1

p

1

�(2 − α)

pj+k∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
y

s
p

t
=

= Λk

(
σky

j+ k
p − (1− σk)y

j+ k−1
p

)
+ ϕ

j+ k
p

k ,

σk � ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû.

Áóäåì ñ÷èòàòü σk = 1, k = 1, 2, . . . , p, ò. å. îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ëèøü íåÿâíûõ ËÎÑ. Òîãäà ïîëó÷èì

1

p

1

Γ(2− α)

pj+k∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
y

s
p

t
= Λky

j+ k
p + ϕ

j+ k
p

k ,

x ∈ ωh, k = 1, 2, . . . , p,

(7)

∆α
0ty

j+ k
p

0 =
y
j+ k

p

xk,0

0, 5hk
− β̃

j+ k
p

k,0 y
j+ k

p

0 + µ̃
j+ k

p

k,0 ,

∆α
0ty

j+ k
p

Nk
= −

y
j+ k

p

xk,Nk

0, 5hk
− γ̃

j+ k
p

k,Nk
y
j+ k

p

Nk
+ λ̃

j+ k
p

k,Nk
,

ãäå

β̃
j+ k

p

k,0 =
2

hk
β
j+ k

p

k,0 , µ̃
j+ k

p

k,0 =
2

hk
µ
j+ k

p

k,0 + f
j+ k

p

k ,

γ̃
j+ k

p

k,Nk
=

2

hk
γ
j+ k

p

k,Nk
, λ̃

j+ k
p

k,Nk
=

2

hk
λ
j+ k

p

k,Nk
+ f

j+ k
p

k ,

β
j+ k

p

k,0 = β
(
x, tj+ k

p

) ∣∣∣
xk=0

, µ
j+ k

p

k,0 = µ
(
x, tj+ k

p

) ∣∣∣
xk=0

,

γ
j+ k

p

k,Nk
= γ

(
x, tj+ k

p

) ∣∣∣
xk=Nk

, λ
j+ k

p

k,Nk
= λ

(
x, tj+ k

p

) ∣∣∣
xk=Nk

,

ϕ
j+ k

p

k = fk

(
x, tj+ k

p

)
, k = 1, 2, . . . , p,

y(x, 0) = u0(x), Λky = yxk,xk
, k = 1, 2, . . . , p,

x ∈ ωh =

{
xi = (i1h1, . . . , iphp, ) ∈ G, ik = 0, 1, . . . , Nk, hk =

lk
Nk

}
,

∆α
0t

j+ k
p

y =
1

p

1

�(2− α)

pj+k∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
y

s
p

t
.
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3. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ËÎÑ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

zj+
k
p = yj+

k
p − uj+

k
p
, òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè zj+

k
p
ïîëó÷èì çàäà÷ó

∆α
0t

j+ k
p

z = Λkz
j+ k

p + ψ
j+ k

p

k ,

zj+
k
p |γh,k

= 0, z(x, 0) = 0,

ãäå γh,k � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ ïî íàïðàâëåíèþ xk óçëîâ,

ψ
j+ k

p

k = Λku
j+ k

p + ϕ
j+ k

p

k − 1

p

1

�(2− α)

pj+k∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
u

s
p

t
.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

◦
ψk =

(
Lku+ fk −

1

p
Dα
otu

)j+ 1
2

è çàìå÷àÿ, ÷òî

p∑

k=1

◦
ψk = 0

ïðè

p∑
k=1

fk = f, ïðåäñòàâèì ψk = ψ
j+ k

p

k â âèäå

ψk =
◦
ψk +

∗
ψk,

ãäå

∗
ψk =

(
Λku

j+ k
p − Lku

j+ 1
2

)
+

(
ϕ
j+ k

p

k − f
j+ 1

2

k

)
−

−
(
∆α

0t
j+ k

p

u− 1

p
(Dα

0tu)
j+ 1

2

)
.

Òîãäà

∗
ψk = O(h2k+τ), òàê êàê êàæäàÿ èç ñõåì (7) íîìåðà k àïïðîê-

ñèìèðóåò ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (3). Òàêèì îáðàçîì, ËÎÑ (7)

îáëàäàåò ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèåé

ψ =

p∑

k=1

ψk =

p∑

k=1

(
◦
ψk +

∗
ψk) = O(|h|2 + τ).
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ðàç-

íîñòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äëÿ zj+
k
p = yj+

k
p − uj+

k
p
ïîëó÷èì çà-

äà÷ó

∆α
0t

j+ k
p

z0 =
z
j+ k

p

xk,0

0, 5hk
− β̃

j+ k
p

k,0 z
j+ k

p

0 + ν
j+ k

p

k ,

ãäå

ν
j+ k

p

k =
u
j+ k

p

xk,0

0, 5hk
− β̃

j+ k
p

k,0 u
j+ k

p

0 −∆α
0tu

j+ k
p

0 + µ̃
j+ k

p

k,0 +O(τ + h2k),

u0 = u(x, t)|xk=0,

∆α
0t

j+ k
p

zNk
= −

z
j+k

p

xk,Nk

0, 5hk
− γ̃

j+ k
p

k,Nk
z
j+ k

p

Nk
+ δ

j+ k
p

k ,

ãäå

δ
j+ k

p

k = −
u
j+k

p

xk,Nk

0, 5hk
− γ̃

j+ k
p

k,Nk
u
j+ k

p

Nk
−∆α

0tu
j+ k

p

Nk
+ λ̃

j+ k
p

k,Nk
+O(τ + h2k),

uNk
= u(x, t)|xk=lk .

4. Óñòîé÷èâîñòü ËÎÑ. �åøåíèå çàäà÷è (7) ïðåäñòàâèì â âèäå

ñóììû

y = y + v,

ãäå y � ðåøåíèå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (7) ñ êðàåâûìè è íà÷àëüíû-

ìè óñëîâèÿìè, à v � ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîðîä-

íûìè êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ò. å.

1

p

1

�(2− α)

pj+k∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
y

s
p

t
= Λky

j+ k
p , (8)

∆α
0ty

j+ k
p

0 =
y
j+ k

p

xk,0

0, 5hk
− β̃

j+ k
p

k,0 y
j+ k

p

0 + µ̃
j+ k

p

k,0 ,

∆α
0ty

j+ k
p

Nk
= −

y
j+ k

p

xk,Nk

0, 5hk
− γ̃

j+ k
p

k,Nk
y
j+ k

p

Nk
+ λ̃

j+ k
p

k,Nk
,

y(x, 0) = u0(x),
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1

p

1

�(2 − α)

pj+k∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
v

s
p

t
= Λkv

j+ k
p + ϕ

j+ k
p

k , (9)

∆α
0tv

j+ k
p

0 =
v
j+ k

p

xk,0

0, 5hk
− β̃

j+ k
p

k,0 v
j+ k

p

0 ,

∆α
0tv

j+ k
p

Nk
= −

v
j+ k

p

xk,Nk

0, 5hk
− γ̃

j+ k
p

k,Nk
v
j+ k

p

Nk
,

v(x, 0) = 0.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (8) ê êàíîíè÷åñêîé �îðìå

[
1

p1−α
1

�(2− α)

1

τα
+

2

h2k

]
y
j+ k

p

ik
=

1

h2k

[
y
j+ k

p

ik+1 + y
j+ k

p

ik−1

]
+

+

[
1

p1−α
1

�(2 − α)

1

τα
(
2− 21−α

)]
y
j+ k−1

p

ik
+

1

τ

1

�(2 − α)
×

×
[(

t1−α
j+ k

p

− t1−α
j+ k−1

p

)
y0ik +

(
−t1−α

j+ k
p

+ 2t1−α
j+ k−1

p

− t1−α
j+ k−2

p

)
y1ik+

+ . . .+
(
−t1−α3

p

+ 2t1−α2
p

− t1−α1
p

)
y
j+ k−2

p

ik

]
.

(10)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [3℄.

Åñëè l = pj + k − 1 > 1, òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

−t1−α
j+ k

p

+2t1−α
j+ k−1

p

−t1−α
j+ k−2

p

> 0, j = 0, 1, . . . , J−1; k = 2, 3, . . . , p. (11)

Â [2℄ äîêàçàí ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè

äëÿ ðåøåíèÿ ñåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà

A(P )y(P ) =
∑

Q∈Ø′(P )

B(P,Q)y(Q) + F (P ), P ∈ Ω,

y(P ) = µ(P ) ïðè P ∈ S,

ãäå P , Q � óçëû ñåòêè Ω+S, Ø′(P ) � îêðåñòíîñòü óçëà P , íå ñîäåð-
æàùàÿ ñàìîãî óçëà P . Êîý��èöèåíòû A(P ), B(P,Q) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì

A(P ) > 0, B(P,Q) > 0, D(P ) = A(P )−
∑

Q∈Ø′

(P )B(P,Q) > 0. (12)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (x, t′), ãäå x ∈ ωh, t
′ ∈ ω′

τ , óçåë (p+ 1)-ìåðíîé
ñåòêè Ω = ωh×ω′

τ , ÷åðåç S � ãðàíèöó Ω, ñîñòîÿùóþ èç óçëîâ P (x, 0)
ïðè x ∈ ωh è óçëîâ P (x, tj+ k

p
) ïðè tj+ k

p
∈ ω′

τ è x ∈ γh,k äëÿ âñåõ

k = 1, 2, . . . , p; j = 0, 1, . . . , J.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ, âèäèì, ÷òî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ

(10) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (12) è D(P ) = 0.
Èç òåîðåìû 4 (ñì. [2, ãë. V℄) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (8)

âåðíà îöåíêà

‖yj‖C 6 ‖u0‖C + max
0<t′6jτ



∥∥∥∥
µ̃(x, t′)

β̃

∥∥∥∥
Cγ

+

∥∥∥∥∥
λ̃(x, t′)

γ̃

∥∥∥∥∥
Cγ


 6

6 ‖u0‖C + max
0<t′6jτ

1

ξ

(
‖µ̃(x, t′)‖Cγ

+ ‖λ̃(x, t′)‖Cγ

)
,

(13)

ãäå

ξ = min{β̃, γ̃}, ‖y‖C = max
x∈ωh

|y|, ‖y‖Cγ
= max
x∈γh

|y|.

Ïåðåõîäèì ê îöåíêå �óíêöèè v. Óðàâíåíèå (9) ïåðåïèøåì â âèäå

1

p

1

�(2− α)

(
τ

p

)1−α
v
j+ k

p

t
= Λkv

j+ k
p + ϕ̃

j+ k
p

k , (14)

∆α
0tv

j+ k
p

0 =
v
j+ k

p

xk,0

0, 5hk
− β̃

j+ k
p

k,0 v
j+ k

p

0 ,

∆α
0tv

j+ k
p

Nk
= −

v
j+ k

p

xk,Nk

0, 5hk
− γ̃

j+ k
p

k,Nk
v
j+ k

p

Nk
,

v(x, 0) = 0,

ãäå

ϕ̃
j+ k

p

k = ϕj+
k
p − 1

p

1

�(2 − α)

pj+k−1∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
v

s
p

t
.

Óðàâíåíèå (14) ïðèâåäåì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

[
1

p1−α
1

�(2 − α)

1

τα
+

2

h2k

]
v
j+ k

p

ik
=

1

h2k

[
v
j+ k

p

ik+1 + v
j+ k

p

ik−1

]
+Φ

(
Pj+ k

p

)
,
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ãäå

Φ
(
Pj+ k

p

)
=

[
1

p1−α
1

�(2− α)

1

τα
(
2− 21−α

)]
v
j+ k−1

p

ik
+ ϕ

j+ k
p

k ,

ϕ
j+ k

p

k = ϕ
j+ k

p

k +
1

�(2 − α)

1

τ

(
t1−α2
p

− t1−α1
p

)
v
j+ k−2

p

ik
−

− 1

τ

1

�(2− α)

pj+k−2∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)(
v

s
p

ik
− v

s−1
p

ik

)
.

Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 4 (ñì. [2, ãë. V, äîïîëíå-

íèå℄)

D(P(k)) = A(P(k))−
∑

Q∈Ø′(Pk)

B(P(k), Q) =
1

p1−α
1

�(2− α)

1

τα
> 0,

(15)

P(k) = P (x, tj+ k
p
), A(P(k)) > 0, B(P(k), Q) > 0

äëÿ âñåõ Q ∈Ø

′′
k−1, Q ∈ Ø

′
k,

∑

Q∈Ø′′
k−1

B(P(k), Q) =
1

p1−α
1

�(2− α)

1

τα
(2− 21−α) > 0,

1

D′(P(k))

∑

Q∈Ø′′
k−1

B(P(k), Q) = 2− 21−α 6 1,

ãäå Ø

′(
P

(
x,t

j+ k
p

)) = Ø

′
k + Ø

′′
k−1, Ø

′
k � ìíîæåñòâî óçëîâ Q =

Q(ξ, tk) ∈ Ø

′
(P (x,tk))

, Ø

′′
k−1 � ìíîæåñòâî óçëîâ Q = Q(ξ, tk−1) ∈

Ø

′
(P (x,tk−1))

.

Íà îñíîâàíèè óïîìÿíóòîé òåîðåìû 4 èç [2℄ â ñèëó (15) ïîëó÷àåì

îöåíêó

∥∥∥vj+ k
p

∥∥∥
C
6 p1−α�(2− α)τα

∥∥∥∥ϕ
j+ k

p

k

∥∥∥∥
C

+ (2− 21−α)
∥∥∥vj+

k−1
p

∥∥∥
C
. (16)
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Îöåíèì ‖ϕj+
k
p

k ‖C , ãäå

ϕ
j+ k

p

k = ϕ
j+ k

p

k +
1

�(2− α)

1

τ

(
t1−α2
p

− t1−α1
p

)
v
j+ k−2

p

ik
−

−1

p

1

�(2− α)

pj+k−2∑

s=1

(
t1−α
j+ k−s+1

p

− t1−α
j+ k−s

p

)
v

s
p

t
=

= ϕ
j+ k

p

k +
1

τ

1

�(2− α)

[(
t1−α
j+ k

p

− t1−α
j+ k−1

p

)
v0ik+

+

(
−t1−α

j+ k
p

+ 2t1−α
j+ k−1

p

− t1−α
j+ k−2

p

)
v

1
p

ik
+ . . .+

+
(
−t1−α3

p

+ 2t1−α2
p

− t1−α1
p

)
v
j+ k−2

p

ik

]
.

(17)

Òàê êàê, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ, âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â êðóãëûõ

ñêîáêàõ, ïîëîæèòåëüíû, òî èç (17) ïîëó÷àåì îöåíêó

∥∥∥ϕj+ k
p

∥∥∥
C
6

∥∥∥ϕj+ k
p

∥∥∥
C
+

1

p1−α
1

τα
1

�(2− α)
(21−α − 1) max

06s6k−2

∥∥∥vj+ s
p

∥∥∥
C
.

(18)
Ñ ïîìîùüþ (18) èç (16) íàõîäèì

max
06s6k

∥∥∥vj+ s
p

∥∥∥
C
6 max

06s6k−1

∥∥∥vj+ s
p

∥∥∥
C
+ p1−ατα�(2− α) max

06s6k

∥∥∥ϕj+ s
p

∥∥∥
C
.

(19)
Ñóììèðóÿ (19) ñíà÷àëà ïî k = 1, 2, . . . , p, çàòåì ïî j′ = 0, 1, . . . , j,
ïîëó÷àåì îöåíêó

∥∥vj+1
∥∥
C
6 ‖v0‖C + p1−α�(2− α)

j∑

j′=0

τα
p∑

k=1

max
06s6k

∥∥∥ϕj
′+ s

p

∥∥∥
C
. (20)

Èç îöåíîê (13) è (20) ñëåäóåò îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà

∥∥yj+1
∥∥
C
6‖u0‖C + max

0<t′6jτ

1

ξ

(
‖µ̃(x, t′)‖Cγ

+
∥∥∥λ̃(x, t′)

∥∥∥
Cγ

)
+

+p1−α�(2− α)

j∑

j′=0

τα
p∑

k=1

max
06s6k

∥∥∥ϕj
′+ s

p

∥∥∥
C
.

(21)
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ÓÄÊ 519.632.4

ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÏËÎÑÊÎÌÅ�ÈÄÈÀÍÍÛÕ

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÏÎËÅÉ ÌÅÒÎÄÎÌ

ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÍÛÕ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ

�ÅØÅÍÈÉ

Þ. À. Áàõâàëîâ, Ñ. Þ. Êíÿçåâ

Îïèñàí ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ çàäà÷ ñ îñåâîé

ñèììåòðèåé, â êîòîðîì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåð-

ïîçèöèè ïîëåé, îáðàçîâàííûõ êîëüöåâûìè ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûìè èñòî÷-

íèêàìè. Ïðîèçâåäåíî òåñòèðîâàíèå ìåòîäà è ïîêàçàíà åãî ý��åêòèâíîñòü

ïðè ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

Îäíèì èç ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä òî÷å÷íûõ

èñòî÷íèêîâ ïîëÿ (ÌÒÈ) [1, 2℄. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÒÈ ïîëå â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè ìîäåëèðóåòñÿ ïîëåì ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿ-

äîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà âñïîìîãàòåëüíîé ïîâåðõíîñòè ïî ïåðèìåòðó

îáëàñòè ðåøåíèÿ íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò íåå. ×èñëåííûå ýêñïåðè-

ìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé

ñî ñëîæíîé êîí�èãóðàöèåé ÌÒÈ ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ý��åêòèâ-

íûì, ÷åì äðóãèå òðàäèöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷,

íàïðèìåð, ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊ�), ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ (ÌÊÝ). Îáîáùåíèåì ÌÒÈ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàííûõ

�óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, êîòîðûé ìîæíî òàêæå íàçâàòü ìåòî-

äîì èíòåãðèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ (ÌÈÈ) [1, 2℄. Â ÌÈÈ èñ-

êîìîå ïîëå ìîäåëèðóåòñÿ ïîëåì, îáðàçóåìûì ñèñòåìîé ðàâíîìåðíî

èëè íåðàâíîìåðíî çàðÿæåííûõ ïðîòÿæåííûõ èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëî-

æåííûõ íà âñïîìîãàòåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ý��åêòèâíîñòü ÌÈÈ çíà-

÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ ïðè ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ñ îñåâîé ñèì-

ìåòðèåé.

�àññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â

îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ S. Íàïðàâèì îñü z âäîëü îñè
ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè S, íà êîòîðîé çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

U(r)|S = f(z). (1)

Çàðÿäû, ìîäåëèðóþùèå èñêîìîå ïîëå, ðàñïîëàãàåì íà îêðóæíî-

ñòÿõ Li, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè z, ðàäèóñû êîòîðûõ Ri, à öåíòðû
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íàõîäÿòñÿ íà îñè z â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè Zi. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàííîãî êðóãîâûì èñòî÷íèêîì Li ñ åäèíè÷-
íîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà â òî÷êå r, ñ öèëèíäðè÷åñêèìè êî-

îðäèíàòàìè r, z ðàâåí

ψi(r, z) =

∫

Li

dlRi

|Ri − r|
= α

√
m

rRi
K(m), (2)

ãäå m = 4rRi

(z−Zi)2+r2+R2
i+2rRi

; K(m) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòå-

ãðàë 1-ãî ðîäà; α � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèå êîòîðîé íå âëè-

ÿåò íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Ôóíêöèè ψi(r, z) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðîâàííûìè �óíäàìåíòàëüíû-
ìè ðåøåíèÿìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îíè îáðàçóþò áàçèñ äëÿ

íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è. Â [1℄ äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîòà

ýòîãî áàçèñà.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è ìîæíî èñêàòü â âèäå

Un(r, z) =

n∑

i=1

σiψi(r, z), (3)

ãäå n � ÷èñëî èíòåãðèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, ìîäåëèðóþùèõ ïîëå;

σi � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà íà êðóãîâîì èñòî÷íèêå Li.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïëîòíîñòåé çàðÿäà òðåáóåì âûïîë-

íåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1) â n òî÷êàõ êîëëîêàöèè ñ êîîðäèíàòàìè
rk, zk. Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

n∑

i=1

σiψi(rk, zk) = f(zk), (4)

ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì ïëîòíîñòè σi, è çàòåì ñ ïîìîùüþ �îðìó-

ëû (3) âû÷èñëÿåì ïîòåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïîëÿ.

4 Çàêàç �1149

Îïèñàííûé ìåòîä òåñòèðîâàëñÿ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äè-

ðèõëå äëÿ îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ ýëëèïñîèäà S ñ óðàâ-
íåíèåì

x2

12
+
y2

12
+
z2

22
= 1.

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëÿëîñü â âèäå

U(r, z) = I0(r)(2 cos z + sin z),
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ãäå I0(r) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿä-

êà. Öåíòðû èíòåãðèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ðàñïîëàãàëèñü íà îñè z â
ðàâíîîòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè Zi, à èõ ðàäè-
óñû Ri ïîëàãàëèñü ðàâíûìè k·ri, ãäå ri � ðàäèóñ ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà

ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé zi = Zi ïåðïåí-
äèêóëÿðíî îñè z; k � êîý��èöèåíò, îïðåäåëÿþùèé ðàññòîÿíèå îò

çàðÿäîâ äî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äè-

ðèõëå íàõîäèëîñü ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà èíòåãðèðîâàííûõ

èñòî÷íèêîâ n è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà k. Äëÿ êàæäûõ
n è k âû÷èñëÿëàñü ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

ǫ = max |U(r, z)− Un(r, z)|S .

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè ǫ îò
÷èñëà èíòåãðèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ n ïðè çíà÷åíèÿõ k, ðàâ-
íûõ 1, 1 (êðèâàÿ 1), 1, 2 (êðèâàÿ 2) è 1, 5 (êðèâàÿ 3). Êàê âèäíî èç

ðèñ. 1, ýòó çàâèñèìîñòü (äëÿ äàííîé çàäà÷è) ìîæíî ïðèáëèæåííî

àïïðîêñèìèðîâàòü âûðàæåíèåì

ǫ = ǫ0 exp(−γn),

ãäå γ � ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé îò ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ.

Äëÿ êðèâûõ 1�3 íà ðèñ. 1 ïàðàìåòð α ðàâåí 0, 204, 0, 319 è 0, 646,
ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è íàáëþäàëîñü

î÷åíü áûñòðîå (ýêñïîíåíöèàëüíîå) óáûâàíèå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ

ñ ðîñòîì n âïëîòü äî ïðåäåëüíî íèçêèõ çíà÷åíèé äëÿ îïåðàöèé ñ

÷èñëàìè òèïà double. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àëèñü òàêæå

ïðè ðåøåíèè äðóãèõ òåñòîâûõ çàäà÷.

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà èñòî÷íèêîâ.
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Íåñìîòðÿ íà âûñîêóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, óæå ïðè

íåáîëüøîì ÷èñëå èñòî÷íèêîâ ïîëÿ (ïðè n = 20, k = 1, 5, ǫ = 2 · 10−7
)

ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ìîæíî çàìåòíî óìåíüøèòü, èñïîëüçóÿ èí-

òåãðèðîâàííûå èñòî÷íèêè ïîëÿ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü ÷àñòü êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ñ

ðàäèóñàìè Ri è Ri+1 êàê èíòåãðèðîâàííûé èñòî÷íèê ïîëÿ ñ íîìå-

ðîì i, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ðàñïðåäåëåí çàðÿä ñ ïëîòíîñòüþ, ëè-
íåéíî çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàòû z. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë ïîëÿ,

ñîçäàííîãî èíòåãðèðîâàííûì èñòî÷íèêîì â òî÷êå r, ñ öèëèíäðè÷å-

ñêèìè êîîðäèíàòàìè r, z áóäåò ðàâåí

ui(r, z) =

Zi+1∫

Zi

∫

L

σi(Z) dlR dZ

|R− r| .

Ïðåäñòàâèâ çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà îò êîîð-

äèíàòû Z â âèäå

σi(Z) =
(σi+1 − σi)(Z − Zi) + σi∆Zi

∆Zi
, (5)

ãäå ∆Zi = Zi+1 − Zi, è ïðîèçâåäÿ â (5) ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

ïî ìåòîäó Ñèìïñîíà, íàéäåì, ÷òî ïîòåíöèàë èñêîìîãî ïîëÿ áóäåò

îïðåäåëÿòüñÿ �îðìóëîé (3), ãäå òåïåðü âìåñòî áàçèñíûõ �óíêöèé

ψi(r, z) �èãóðèðóþò �óíêöèè

Ψi(r, z) =
(∆Zi +∆Zi)ψi(r, z)

6
+

∆Ziψi+1/2(r, z) + ∆Zi−1ψi−1/2(r, z)

3
.

Çäåñü �óíêöèè ψi±1/2(r, z) âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ îêðóæíîñòåé ñ Ri±1/2 =
(Ri + Ri±1)/2 è Zi±1/2 = (Zi + Zi±1)/2. Íåèçâåñòíûå ïëîòíîñòè çà-

ðÿäîâ σi íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) ñ áàçèñíûìè �óíê-
öèÿìè Ψi(r, z), à çàòåì ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (3) (ñ áàçèñíûìè �óíê-

öèÿìè Ψi(r, z)) âû÷èñëÿåì ïîòåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïîëÿ.

Òåñòèðîâàíèå äàííîãî ìåòîäà ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé âûøå çàäà÷è

ïîêàçàëî, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ ÷èñëàõ èíòåãðèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ

è èõ îäèíàêîâîì ðàñïîëîæåíèè òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïîâûøàåòñÿ íà

ïîðÿäîê. Ïðè ýòîì îáúåì âû÷èñëåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ íåçíà÷èòåëü-

íî. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïåðñïåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÌÈÈ ïðè

ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.
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ËÎÊÀËÜÍÎ-ÎÄÍÎÌÅ�ÍÀß ÑÕÅÌÀ ÄËß

ÏÑÅÂÄÎÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ Ñ Ê�ÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Ò�ÅÒÜÅ�Î �ÎÄÀ

Ì. Õ. Áåøòîêîâ

�àáîòà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ ëîêàëüíî-îäíîìåðíîé ñõåìû (ËÎÑ) [4℄ äëÿ

ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà â p-ìåðíîì ïàðàëëåëå-

ïèïåäå. Ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ ËÎÑ. Äîêàçàíà ñõîäè-

ìîñòü ËÎÑ äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà â ìíî-

ãîìåðíîé îáëàñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â öèëèíäðå QT = G × [0 < t 6 T ],
îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ p-ìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëå-
ïèïåä G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 < xα < lα, α = 1, 2, . . . , p} ñ

ãðàíèöåé Γ, G = G+ Γ, ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ
ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

Ï−α(x, t) = β−α(x, t)u(x, t) − µ−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T, (2)

−Ï+α(x, t) = β+α(x, t)u(x, t) − µ+α(x, t), xα = lα, 0 6 t 6 T, (3)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (4)

ãäå

Lu = L∗u+ L∗∗u, L∗u =

p∑

α=1

L∗
αu, L∗∗u =

p∑

α=1

L∗∗
α u,

L∗
αu =

∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
−qα(x, t)u, L∗∗

α u =
∂

∂t

∂

∂xα

(
ηα(x, t)

∂u

∂xα

)
,

0 < c0 6 ηα(x, t) 6 c1, |kα|, |ηαt|, |qα(x, t)|, |β−α|, |β+α| 6 c2, (5)

Πα(x, t) = kα(x, t)
∂u
∂xα

+ ∂
∂t

(
ηα(x, t)

∂u
∂xα

)
� ïîëíûé ïîòîê â íàïðàâëå-

íèè xα, α = 1, p, c0, c1, c2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå èçâåñòíûå
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÷èñëà. Ïî õîäó èçëîæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëîæèòåëüíûå ïî-

ñòîÿííûå ÷èñëà Mi, i = 1, 2, . . ., çàâèñÿùèå òîëüêî îò âõîäíûõ äàí-
íûõ çàäà÷è (1)�(4).

Îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ çàäà÷è (1)�(4) ïðåäïîëîæèì, ÷òî

îíè îáëàäàþò òàêèì êîëè÷åñòâîì íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòî-

ðîå íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íóæíîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ u(x, t) â
öèëèíäðå QT . Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íóæíîé ãëàäêîñòè u(x, t) âáëèçè ãðà-
íèöû ïîòðåáóåì äëÿ (1)�(4) âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íóæ-

íîãî ïîðÿäêà [1�3, 6℄.

2. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà. Ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåò-

êó âûáåðåì ðàâíîìåðíîé ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ Oxα ñ øà-

ãîì hα, hα = lα/Nα, α = 1, 2, . . . , p. Ñîâîêóïíîñòü ωh òî÷åê(
x
(i1)
1 , x

(i2)
2 , . . . , x

(iα)
α , . . . , x

(ip)
p

)
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé íàçîâåì

óçëàìè ðàçíîñòíîé ñåòêè.

ωh =

p∏

α=1

ωhα
,

ωhα
= {x(iα)

α = iαhα, iα = 0, 1, . . . , Nα, Nαhα = lα, α = 1, 2, . . . , p}.
Ìíîæåñòâî óçëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå Γ, íàçîâåì ãðàíè÷íû-

ìè óçëàìè, γh =
(
xi ∈ Γ

)
, ãäå γ−α � ëåâûé ãðàíè÷íûé óçåë xα = 0,

γ+α � ïðàâûé ãðàíè÷íûé óçåë xα = lα.
Íà îòðåçêå [0, T ] ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó

ωτ =
{
tj = jτ, j = 0, 1, . . . ,m, mτ = T

}
ñ øàãîì τ,

ωhτ = ωh × ωτ =
{
(xi, tj), x ∈ ωh, t ∈ ωτ

}
.

Êàæäûé èç îòðåçêîâ

[
tj , tj+1

]
ðàçîáüåì íà p ÷àñòåé, ââîäÿ òî÷-

êè tj+α
p

= tj + ατ
p , α = 1, 2, . . . , p − 1, è îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆α =(

tj+α−1
p
, tj+α

p

]
� ïîëóèíòåðâàë, ãäå α = 1, 2, . . . , p.

Ïî àíàëîãèè ñ [4℄ óðàâíåíèþ (1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå öåïî÷êó

"îäíîìåðíûõ"óðàâíåíèé

1

p

∂ϑ

∂t
= Lαϑ+ fα, tj+α−1

p
< t 6 tj+α

p
, α = 1, 2, . . . , p, x ∈ G,

ãäå fα(x, t) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

íîðìèðîâêè

∑p
α=1 fα = f .
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Óðàâíåíèå (1) ïåðåïèøåì â âèäå

£u =
∂u

∂t
− Lu− f = 0,

èëè

p∑

α=1

£αu = 0, £αu =
1

p

∂u

∂t
− Lαu− fα, Lαu = L∗

αu+ L∗∗
α u.

Íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå ∆α =
(
tj+α−1

p
, tj+α

p

]
, α = 1, 2, . . . , p,

áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü çàäà÷è

£αϑ(α) =
1

p

∂ϑ(α)

∂t
− Lαϑ(α) − fα = 0, x ∈ G, t ∈ ∆α, α = 1, p, (6)

Ï−α(x, t) = β−α(x, t)ϑ(α) − µ−α(x, t), xα ∈ γ−α, (7)

−Ï+α(x, t) = β+α(x, t)ϑ(α) − µ+α(x, t), xα ∈ γ+α, (8)

ïîëàãàÿ ïðè ýòîì [4, ñ. 487℄

ϑ(1)(x, 0) = u0(x), ϑ(1)(x, tj) = ϑ(p)(x, tj), j = 1, 2, . . . ,m, (9)

ϑ(α)(x, tj+α−1
p

) = ϑ(α−1)(x, tj+α−1
p

), α = 2, 3, . . . , p, j = 0, 1, . . . ,m.

Àïïðîêñèìèðóÿ êàæäîå óðàâíåíèå (6) íîìåðà α íà ïîëóèíòåð-

âàëå tj+α−1
p

< t 6 tj+α
p
äâóõñëîéíîé ñõåìîé ñ âåñàìè è ïðèìåíÿÿ

èçâåñòíûé ïðèåì ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè äî âòîðîãî

ïîðÿäêà ïî hα êðàåâûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà, ïîëó÷èì öåïî÷êó p
îäíîìåðíûõ ñõåì

yj+
α
p − yj+

α−1
p

τ
= Λ

∗
α

(
σαy

j+α
p + (1− σα)y

j+α−1
p

)
+Λ

∗∗
α yj+

α
p +Φ

j+α
p

α ,

y(x, 0) = u0(x),

ãäå x ∈ ωh, σα � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, 0 6 σα 6 1, α = 1, p.
Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì ëèøü ÷èñòî íåÿâíûõ

ËÎÑ (σα = 1):

yj+
α
p − yj+

α−1
p

τ
= Λαy

j+α
p +Φ

j+α
p

α , α = 1, p, x ∈ ωh, (10)
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y(x, 0) = u0(x), (11)

ãäå

Λαy
(α) =





Λαy
(α) =

(
aαy

(α)
xα

)
xα

+
(
γαy

(α)
xα

)
xαt

− dαy
(α), xα ∈ ωhα

,

Λ−
α y

(α) =
a(+1α)
α y

(α)
xα,0+

(
γ(+1α)
α y

(α)
xα,0

)
t
−β−αy

(α)
0

0,5hα
−

−dαy(α)0 , xα ∈ γ−α,

Λ+
αy

(α) =
−a(Nα)

α y
(α)
xα,Nα

−
(
γ(Nα)
α y

(α)
xα,Nα

)
t
−β+αy

(α)
Nα

0,5hα
−

−dαy(α)Nα
, xα ∈ γ+α.

Èòàê, èìååì öåïî÷êó îäíîìåðíûõ ñõåì ïðè êàæäîì α =
1, 2, . . . , p.

Òàê êàê äëÿ ñõåìû (10)�(11) íå óñòàíîâëåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà,

òî àïðèîðíûå îöåíêè áóäåì ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ýíåðãåòè÷å-

ñêèõ íåðàâåíñòâ. Óìíîæèì óðàâíåíèå (10) ñêàëÿðíî íà y(α) = yj+
α
p
:

[
y
(α)

t
, y(α)

]
−
[
Λαy

(α), y(α)
]
=
[
Φ(α), y(α)

]
, (12)

ãäå

[
u, v
]
=
∑

x∈ωh

uvH, H =

p∏

α=1

~α,
[
u, v
]
α
=

Nα∑

iα=0

uiαviα~α,

~α =

{
hα, iα = 1, 2, . . . , Nα − 1,
hα

2 , iα = 0, Nα.

[u, v)α =

Nα−1∑

Lα=0

uLα
vLα

~α, [u, v] =
∑

Lβ 6=Lα

[u, v]α
H

~α
,

(u, v]α =

Nα∑

Lα=1

uLα
vLα

~α,

‖u]| = (u, u] = (1, u2], ‖u‖ = [u, u] = [1, u2].
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Ïðåîáðàçóåì êàæäóþ ñóììó òîæäåñòâà (12):

[
y
(α)

t
, y(α)

]
=
(
‖y(α)‖2L2(ωh)

)
t
+ τ‖y(α)

t
‖2L2(ωh)

, (13)

[
Λαy

(α), y(α)
]
=
∑

iβ 6=iα

[
Λαy

(α), y(α)
]
α

H

~α
=

=
∑

iβ 6=iα

(
Nα∑

iα=0

Λαy
(α)y(α)~α

)
~1 · ~2 · · · ~α−1 · ~α+1 · · · ~p,

(14)

ãäå β = 1, 2, . . . , p.
Òîãäà ïîëó÷èì

[
Λαy

(α), y(α)
]
α
= −

(
aα,
(
y
(α)
xα

)2]
α
−
((
γαy

(α)
xα

)
t
, y

(α)
xα

]
α
−

−
[
d,
(
y(α)

)2]
α
− β−α

(
y
(α)
0

)2 − β+α
(
y
(α)
Nα

)2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå â (14), íàõîäèì

[
Λαy

(α), y(α)
]
=
∑

iβ 6=iα

((
aα,
(
y
(α)
xα

)2]
α
+
((
γαy

(α)
xα

)
t
, y

(α)
xα

]
α
+

+
[
d,
(
y(α)

)2]
α
+ β−α

(
y
(α)
0

)2
+ β+α

(
y
(α)
Nα

)2)H
~α
,

(15)

[
Φ(α), y(α)

]
α
=
[
ϕ(α), y(α)

]
α
+ µ−αy

(α)
0 + µ+αy

(α)
Nα
. (16)

Ñóììèðóÿ (16) ïî âñåì iβ 6= iα, β = 1, 2, . . . , p, èìååì

[
Φ(α), y(α)

]
=
∑

iβ 6=iα

([
ϕ(α), y(α)

]
α
+ µ−αy

(α)
0 + µ+αy

(α)
Nα

)H
~α
. (17)

Ïîäñòàâëÿÿ (13), (15) è (17) â òîæäåñòâî (12), ïîëó÷àåì

(
‖y(α)‖2L2(ωh)

)
t
+ τ‖y(α)

t
‖2L2(ωh)

+

+c0
(
‖y(α)xα

]|2L2(ωh)

)
t
+ c0τ‖y(α)xαt

]|2L2(ωh)
6

6 2c2
(
‖y(α)xα

]|2L2(ωh)

)
+
[
d,
(
y(α)

)2]
+
[
ϕ(α), y(α)

]
−

−
∑

iβ 6=iα

(
β−α

(
y
(α)
0

)2
+ β+α

(
y
(α)
Nα

)2)H
~α

+

+
∑

iβ 6=iα

(
µ−αy

(α)
0 + µ+αy

(α)
Nα

)H
~α
.

(18)
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Îöåíèì ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (18). Â ñèëó

ðàçíîñòíîãî àíàëîãà òåîðåìû âëîæåíèÿ [5℄ èìååì:

−
∑

iβ 6=iα

(
β−α

(
y
(α)
0

)2
+ β+α

(
y
(α)
Nα

)2)H
~α

6

6 2c2
∑

iβ 6=iα
‖y(α)‖2C(α)

H

~α
6

6 2c2
∑

iβ 6=iα

(
ε‖y(α)x ]|2L2(α)

+
( 1

lα
+

1

ε

)
‖y(α)‖2L2(α)

)H
~α

=

= 2c2‖y(α)x ]|2L2(ωh)
+ 2c2

( 1

lα
+ 1
)
‖y(α)‖2L2(ωh)

, ε = 1,

(19)

ãäå ‖ ·‖C(α), ‖ ·‖L2(α) îçíà÷àþò, ÷òî íîðìû áåðóòñÿ ïî ïåðåìåííîé xα
ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ,

‖yxα
]|2L2(ωh)

=
∑

iβ 6=iα
‖y(α)xα

]|2L2(α)

H

~α
, ‖y(α)xα

]|2L2(α)
=

Nα∑

iα=1

y2xα
~α,

[
d,
(
y(α)

)2]
6 c2‖y(α)‖2L2(ωh)

, (20)

[
ϕ(α), y(α)

]
6

1

2
‖ϕ(α)‖2L2(ωh)

+
1

2
‖y(α)‖2L2(ωh)

, (21)

∑

iβ 6=iα

(
µ−αy

(α)
0 + µ+αy

(α)
Nα

)H
~α

6 ‖y(α)xα
]|2L2(ωh)

+

+
( 1

lα
+ 1
)
‖y(α)‖2L2(ωh)

+
1

2

∑

iβ 6=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α
.

(22)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (19)�(22), èç (18) ïîëó÷èì:

‖yj+α
p ‖2L2(ωh)

− ‖yj+α−1
p ‖2L2(ωh)

+ c0‖y
j+α

p

xα
]|2L2(ωh)

−

−c0‖y
j+α−1

p

xα
]|2L2(ωh)

6M1

(
‖yj+α

p ‖2L2(ωh)
+ ‖yj+

α
p

xα
]|2L2(ωh)

)
τ+

+
τ

2
‖ϕj+α

p ‖2L2(ωh)
+
τ

2

∑

iβ 6=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α
.

(23)
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Ïðîñóììèðóåì (23) ñíà÷àëà ïî α = 1, p:

‖yj+1‖2L2(ωh)
− ‖yj‖2L2(ωh)

+ c0‖yj+1
x ]|2L2(ωh)

− c0‖yjx]|2L2(ωh)
6

6M1

p∑

α=1

(
‖y(α)‖2L2(ωh)

+ ‖y(α)xα
]|2L2(ωh)

)
τ+

+
τ

2

p∑

α=1


‖ϕ(α)‖2L2(ωh)

+
∑

iβ 6=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α


 ,

(24)

à çàòåì ïî j′ îò 0 äî j:

‖yj+1‖2L2(ωh)
+ ‖yj+1

x ]|2L2(ωh)
6

6M2

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(
‖yj′+α

p ‖2L2(ωh)
+ ‖yj

′+α
p

xα
]|2L2(ωh)

)
+M3F

j ,
(25)

ãäå

F j = ‖y0‖2L2(ωh)
+ ‖y0x]|2L2(ωh)

+

+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1


‖ϕj′+α

p ‖2L2(ωh)
+
∑

iβ 6=iα

(
µ2
−α(tj ′) + µ2

+α(tj ′)
)H
~α


 .

Èìååò ìåñòî è òàêîå íåðàâåíñòâî:

max
16α6p

(
‖yj+α

p ‖2L2(ωh)
+ ‖yj+

α
p

x ]|2L2(ωh)

)
6

6 ν1

j−1∑

j′=0

τ max
16α6p

(
‖yj′+α

p ‖2L2(ωh)
+ ‖yj

′+α
p

xα
]|2L2(ωh)

)
+ ν2F

j ,
(26)

ãäå ν1, ν2 � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (26) íà îñíîâàíèè ëåììû 4 [5, ñ. 171℄ ïðè

τ < τ0 6 1
2pM3

èç íåðàâåíñòâà (25) ïîëó÷èì àïðèîðíóþ îöåíêó

‖yj+1‖2L2(ωh)
+ ‖yj+1

x ]|2L2(ωh)
6M(t)

[
‖y0‖2L2(ωh)

+ ‖y0x]|2L2(ωh)
+

+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(
‖ϕj

′+α
p ‖2L2(ωh)

+
∑

iβ 6=iα

(
µ2
−α(tj ′) + µ2

+α(tj ′)
)H
~α

)]
.

(27)
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Èç îöåíêè (27) ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ñõåìà (10)�(11) óñòîé÷èâà ïî
íà÷àëüíûì äàííûì è ïðàâîé ÷àñòè òàê, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

(10)�(11) ïðè ëþáûõ h è τ < τ0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà (27).

3. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè. Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ïî-

ãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè (íåâÿçêè) ËÎÑ è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî

êàæäîå óðàâíåíèå (10) íîìåðà α â îòäåëüíîñòè íå àïïðîêñèìèðóåò

óðàâíåíèå (1), íî àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå £αϑ(α) = 0 â îáû÷íîì
ñìûñëå, è ñóììà ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè Ψ = Ψ1+Ψ2+. . .+Ψp
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè τ → 0 è |h| → 0. Ïîýòîìó ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé (10) ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ñõåìîé, ò. å. Ψα =
◦
Ψα +Ψ∗

α,

◦
Ψα =

(
£αu

)j+ 1
2 ,

p∑

α=1

◦
Ψα = 0,

◦
Ψα = O(1),

Ψ∗
α = O(~2α + τ), Ψ =

p∑

α=1

Ψα +

p∑

α=1

Ψ∗
α = O(|h|2 + τ),

|h|2 = ~
2
1 + ~

2
2 + . . .+ ~

2
p.

Èç îöåíêè (27) íåïîñðåäñòâåííî íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ñõåìû, íåîá-

õîäèìî ïîëó÷èòü îöåíêó, ó÷èòûâàþùóþ àääèòèâíîñòü ñõåìû.

Ïóñòü u = u(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4), à yj+
α
p
, α =

1, 2, . . . , p, � ðåøåíèå çàäà÷è (10)�(11). Õàðàêòåðèñòèêîé òî÷íîñòè

ËÎÑ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòü zj+1 = yj+1 − uj+1
. Ïðîìåæóòî÷íûå çíà-

÷åíèÿ yj+
α
p
áóäåì ñðàâíèâàòü ñ uj+

α
p = u(x, tj+α

p
), ïîëàãàÿ zj+

α
p =

yj+
α
p − uj+

α
p
.

Ïîäñòàâëÿÿ yj+
α
p = zj+

α
p + uj+

α
p
â óðàâíåíèå (10), ïîëó÷èì äëÿ

ïîãðåøíîñòè zj+1
çàäà÷ó

zj+
α
p − zj+

α−1
p

τ
= Λαz

j+α
p +Ψ

j+α
p

α , α = 1, p, j = 0,m, x ∈ ωh, (28)

ãäå

Ψ
j+α

p
α = Λαu

j+α
p + ϕ

j+ α
p

α − uj+
α
p − uj+

α−1
p

τ
.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

◦
Ψα =

(
Lαu+ fα − 1

p

∂u

∂t

)j+ 1
2
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è çàìå÷àÿ, ÷òî

∑p
α=1

◦
Ψα = 0, åñëè

∑p
α=1 fα = f , ïðåäñòàâèì Ψα =

Ψj+
α
p
â âèäå

Ψ
j+α

p
α =

◦
Ψα +Ψ∗

α,

ãäå

Ψ∗
α =

(
Λαu

j+α
p − Lαu

j+ 1
2

)
+
(
ϕ
j+α

p
α − f

j+ 1
2

α

)
−

−
(
uj+

α
p − uj+

α−1
p

τ
− 1

p

(
∂u

∂t

)j+ 1
2

)
= O(~2 + τ),

Ψ =

p∑

α=1

Ψ
j+α

p
α =

p∑

α=1

◦
Ψα +

p∑

α=1

Ψ∗
α = O(h2 + τ),

ãäå |h|2 = ~21 + ~22 + . . .+ ~2p.

Ïîäñòàâèì yj+
α
p = zj+

α
p +uj+

α
p
â ðàçíîñòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

è ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ ïîãðåøíîñòè zj+
α
p
:

z
(α)

t
= Λαz

(α) +Ψ
j+α

p
α , Ψα =

◦
Ψα +Ψ∗

α, xα ∈ ωh,

◦
Ψα = O(1), Ψ∗

α = O(~2α + τ),

z
(α)

t,0
= Λ−

α z
(α) +Ψ

j+α
p

−α , Ψ−α =
◦
Ψ−α +

Ψ∗
−α

0.5~α
, xα ∈ γ−α,

◦
Ψ−α = O(1), Ψ∗

−α = O(~2α + τ),

z
(α)

t,Nα
= Λ+

α z
(α) +Ψ

j+α
p

+α , Ψ+α =
◦
Ψ+α +

Ψ∗
+α

0.5~α
, xα ∈ γ+α,

◦
Ψ+α = O(1), Ψ∗

+α = O(~2α + τ),

z(x, 0) = 0, èëè â âèäå

z
(α)

t
= Λαz

(α) +Ψ
j+α

p
α , (29)

z(x, 0) = 0,

ãäå

Λα =





Λα, xα ∈ ω~α
,

Λ−
α , xα ∈ γ−α,

Λ+
α , xα ∈ γ+α,

Ψ
j+α

p
α =





Ψα, xα ∈ ω~α
,

Ψ−
−α, xα ∈ γ−α,

Ψ+
+α, xα ∈ γ+α.
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4. Ñõîäèìîñòü ËÎÑ. Ïî àíàëîãèè ñ [4℄ ïðåäñòàâèì ðåøå-

íèå (29) â âèäå z(α) = v(α) + δ(α), z(α) = zj+
α
p , ãäå δα îïðåäåëÿåòñÿ

óñëîâèÿìè

δ(α) − δ(α−1)

τ
=

◦
Ψα, (30)

ïðè x ∈ ωh + γh,α, α = 1, 2, . . . , p, δ(x, 0) = 0, ãäå

◦
Ψα =





◦
Ψα, xα ∈ ωhα

,
◦
Ψ−α, xα ∈ γ−α,
◦
Ψ+α, xα ∈ γ+α.

Îòñþäà íàõîäèì δj+1 = δ(p) = δj + τ
( ◦
Ψ1 +

◦
Ψ2 + . . . +

◦
Ψp

)
= δj =

δj−1 = δj−2 = . . . = δ0 = 0, òàê êàê δ0 = 0. Òîãäà äëÿ δ(α) èìååì

δ(α) = τ
( ◦
Ψ1 +

◦
Ψ2 + . . .+

◦
Ψα

)
= −τ

( ◦
Ψα+1 + . . .+

◦
Ψp

)
.

Ôóíêöèÿ vα îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

v(α) − v(α−1)

τ
= Λαv(α) + Ψ̃α, x ∈ ωh, α = 1, 2, . . . , p, (31)

v(α) − v(α−1)

τ
= Λ−

α v(α) +
Ψ̃−α
0, 5~α

, xα ∈ γ−α, (32)

v(α) − v(α−1)

τ
= Λ+

αv(α) +
Ψ̃+α

0, 5~α
, xα ∈ γ+α, (33)

v(x, 0) = 0, (34)

ãäå

Ψα =





Ψ̃α = Ψ∗
α +

(
aαδ

j+α
p

xα

)
xα

+
(
γαδ

j+α
p

xα

)
xαt

− dαδ
j+α

p , xα ∈ ωhα
,

Ψ̃−α

0,5~α
=

Ψ∗
−α

0,5~α
+

a(+1α)
α δ

j+ α
p

xα,0+
(
γ(+1α)
α δ

j+ α
p

xα,0

)
t
−β−αδ

j+ α
p

0.5~α

−dαδ
j+α

p

0 , xα ∈ γ−α,

Ψ̃+α

0.5~α
=

Ψ∗
+α

0.5~α
+

−a(Nα)
α δ

j+ α
p

xα,Nα
−
(
γ(Nα)
α δ

j+α
p

xα,Nα

)
t
−β+αδ

j+ α
p

0.5~α

−dαδ
j+α

p

Nα
, xα ∈ γ+α.
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�åøåíèå çàäà÷è (31)�(34) îöåíèì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1:

‖vj+1‖2L2(ωh)
+ ‖vj+1

x ]|2L2(ωh)
6M(t)

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(
‖Ψ̃j′+α

p ‖2L2(ωh)
+

+
∑

iβ 6=iα

(
Ψ̃2

−α(tj ′) + Ψ̃2
+α(tj ′)

)H
~α

)
.

(35)

Òàê êàê δj = 0, δ(α) = O(τ), ‖zj‖ 6 ‖vj‖, òî èç îöåíêè (35) ñëåäóåò

ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäà÷à (1)�(4) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâ-
íîå â QT ðåøåíèå u(x, t); òîãäà åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå â QT
ïðîèçâîäíûå

∂2u

∂t2
,

∂6u

∂t2∂x2α∂x
2
β

,
∂4u

∂t2∂x2α
,

∂3f

∂t∂x2α
, α = 1, 2, . . . , p, α 6= β,

òî Λαδ(α) = −τΛα
( ◦
Ψα+1 + . . .+

◦
Ψp

)
= O(τ) âî âñåõ óçëàõ xα ∈ ωhα

,

òàê êàê δ(α) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (30) âñþäó â ωh + γh,α. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû Ψ∗

α = O(~2α + τ), Ψ∗
−α = O(~2α + τ), Ψ∗

+α = O(~2α+ τ),
ïîýòîìó

‖Ψ‖2L2(ωh)
= O(|h|2 + τ).

Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà (10)�(11) ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ O(|h|2 + τ)
òàê, ÷òî

‖yj+1 − uj+1‖21 6M(|h|2 + τ),

‖yj+1‖21 = ‖yj+1‖2L2(ωh)
+ ‖yj+1

x ]|2L2(ωh)
.
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ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß Â ÎÁ�ÀÒÍÛÕ

ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ È ÈÕ

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ

À. Î. Âàòóëüÿí

Èçëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè

óïðóãîñòè ïî âîññòàíîâëåíèþ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê è ïëîòíîñòè, êàê

�óíêöèé êîîðäèíàò ïî ãðàíè÷íûì ïîëÿì ñìåùåíèé. Íà îñíîâå îáîáùåííî-

ãî ðàâåíñòâà �ðèíà ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ.

Ïðåäñòàâëåíû ïðîñòåéøèå îäíîìåðíûå ïðèìåðû.

5 Çàêàç �1149

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé áàçèðóåòñÿ

íà ìîäåëÿõ ñ ïîñòîÿííûìè �èçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè (ìîäó-

ëè óïðóãîñòè, ïëîòíîñòü, êîý��èöèåíòû òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè è

òåïëîïðîâîäíîñòè). Â òî æå âðåìÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèå è óòî÷íåíèå

ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí â íåîäíîðîä-

íûõ òâåðäûõ òåëàõ, ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â �óíêöèîíàëüíî-

ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëàõ òðåáóåò îòêàçà îò ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè

è ïðèâëå÷åíèÿ óñëîæíåííûõ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðèñòèêè

èññëåäóåìîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè êîîðäèíàò (ñîâðåìåííàÿ

ãåî�èçèêà è âèáðîñåéñìîðàçâåäêà, áèîìåõàíèêà). Äëÿ ïðàêòè÷åñêî-

ãî èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè íåîäíîðîäíîé òåîðèè óïðóãîñòè íåîáõîäè-

ìî çíàòü äâå �óíêöèè êîîðäèíàò, êîòîðûå äîëæíû áûòü ïðåäâàðè-

òåëüíî îïðåäåëåíû èç íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòîâ èëè íàáëþäåíèé,

êàê ïðàâèëî, ïðè ïîìîùè èçìåðåíèÿ ãðàíè÷íûõ ïîëåé ñìåùåíèé.

Íàèáîëåå ÷àñòî òàêèå �óíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ îäíîìåðíûìè (îñî-

áåííî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëåé ñëîÿ, ïîëóïðîñòðàíñòâà èëè ñëîè-

ñòîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñòåðæíåâûõ èëè òîíêîñòåííûõ ìîäåëåé), à

íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì èõ îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíà-

ëèç êîëåáàíèé èññëåäóåìîãî îáúåêòà ïðè âàðüèðîâàíèè ñïîñîáà íà-

ãðóæåíèÿ è ïðèâîäÿùèé ê èññëåäîâàíèþ îáðàòíûõ êîý��èöèåíò-

íûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ [1, 2℄. Çàìåòèì, ÷òî

ê êîý��èöèåíòíûì îáðàòíûì çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè, â êîòî-

ðûõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû äè��åðåíöèàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ ïî èí�îðìàöèè î ãðàíè÷íûõ ïîëÿõ ñìåùåíèé â íåêîòîðîì
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äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, ïðèâîäÿò íåñêîëüêî

ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê, ÷òî îòìå÷åíî â îáçîðíîé ñòàòüå [3℄.

1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è. �àññìîòðèì óñòàíî-

âèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω îãðàíè÷åííîé îáëàñòè V ñ êóñî÷íî-

ãëàäêîé ãðàíèöåé S, ïðè÷åì nj � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà

âíåøíåé íîðìàëè ê S. Ñ�îðìóëèðóåì îáùóþ ïîñòàíîâêó êîý��èöè-

åíòíîé îáðàòíîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíîñòåé ðàçëè÷íîãî

âèäà â óïðóãîì òåëå ïî äàííûì ÷àñòîòíîãî çîíäèðîâàíèÿ. Òðåáóåòñÿ

îïðåäåëèòü íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ìîäóëè óïðó-

ãîñòè è ïëîòíîñòü, êàê �óíêöèè êîîðäèíàò, ïðè÷åì ýòè �óíêöèè

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å:

σij + ρω2ui = 0, (1)

σmj = Cmjkluk,l, (2)

ui |Su
= 0, σijnj |Sσ

= pi, (3)

ui |Sσ
= fi, ω ∈ [ω1, ω2]. (4)

Çäåñü Cijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ìîäóëåé, ÿâëÿþùèåñÿ

êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò è óäîâëåòâîðÿþùèå

îáû÷íûì óñëîâèÿì ñèììåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè,

ρ � ïëîòíîñòü. Ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, õàðàêòåðè-

çóþùèå çàêîíû èçìåíåíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè è ïëîòíîñòè, ìîãóò

èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðûõ ïîâåðõ-

íîñòÿõ âíóòðè îáëàñòè V , êîòîðûå ðàçáèâàþò åå íà êîíå÷íîå ÷èñëî
ïîäîáëàñòåé Vm; âíóòðè êàæäîé èç ýòèõ ïîäîáëàñòåé �óíêöèè áåñ-

êîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìû. Â ÷àñòíîñòè, ýòè �óíêöèè ìîãóò áûòü

êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè (âêëþ÷åíèå) èëè ðàâíû íóëþ (ïîëîñòü) íà

íåêîòîðûõ èç ýòèõ ïîäîáëàñòåé. Äàëåå òàêîé êëàññ �óíêöèé áóäåì

îáîçíà÷àòü Hm(V ). Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâêà (1)�(3) ïðè èçâåñòíûõ
ìîäóëÿõ è ïëîòíîñòè åñòü ñìåøàííàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè è äî-

ñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíà â ëèòåðàòóðå â ðàìêàõ îáùèõ ïîñòàíî-

âîê äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû

ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ, îïèðàþùèåñÿ, â îñíîâ-

íîì, íà êîíå÷íîýëåìåíòíûå òåõíîëîãèè. Äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìà-

öèÿ, ïî êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ íåèçâåñòíûõ �èçè-

÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êàê �óíêöèé êîîðäèíàò (4), õàðàêòåðèçóåò îá-

ùóþ èí�îðìàöèþ î ãðàíè÷íûõ ïîëÿõ ñìåùåíèé, êîòîðûå äîñòóïíû
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äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èçìåðåíèÿ â íåêîòîðîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå,

è ïðèâîäèò ê îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷å.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (4) ìîæåò áûòü

ñ�îðìóëèðîâàíî íà ÷àñòè ãðàíèöû, êîòîðàÿ åñòü íîñèòåëü íàãðóç-

êè pi.

2. Ôîðìóëèðîâêà îáîáùåííîé �îðìóëû �ðèíà. Äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ çàäàííûå è èñêî-

ìûå �óíêöèè â îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷àõ, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ íåëèíåéíûìè, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ëèíåàðèçà-

öèè [1, 4℄. Ïðè ýòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîé îïåðàòîðíîé ñâÿçè

íåîáõîäèìî îáðàùàòü äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïåðåìåííû-

ìè êîý��èöèåíòàìè, ÷òî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ âèäîâ çàâèñèìîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ

çàäà÷ íåîäíîðîäíîé òåîðèè óïðóãîñòè îáû÷íî îñóùåñòâëÿþò âûäå-

ëåíèå èç èñõîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ãëàâíûé äè��å-

ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, êîòîðûé ìîæåò áûòü îáðàòèì àíàëèòè÷åñêè

(êàê ïðàâèëî, ýòî îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè). Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà ëèíåàðèçàöèè òðåáóåò

âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îïåðàòîðà çàäà÷è ïî Ôðåøå. Â òî æå âðå-

ìÿ âîçìîæíî èçáåæàòü ýòîé ãðîìîçäêîé ïðîöåäóðû, èñïîëüçóÿ îáîá-

ùåííîå ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè èëè îáîáùåííóþ �îðìóëó �ðèíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü èìååòñÿ äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4), îòâå÷àþ-
ùèå ðàçëè÷íûì ìîäóëÿì óïðóãîñòè è ðàçëè÷íûì ïëîòíîñòÿì. Òîãäà

äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà îáîáùåííàÿ �îðìóëà �ðèíà èëè ñîîòíîøåíèå

âçàèìíîñòè

∫

V

(
C

(2)
mjkl − C

(1)
mjkl

)
u
(2)
kl u

(1)
mj dV + ω2

∫

V

(
ρ(1) − ρ(2)

)
u
(2)
i u

(1)
i dV+

+

∫

Sσ

pi

(
u
(2)
i − u

(1)
i

)
dS = 0, ω ∈ [ω1, ω2] .

(5)

⊳Ïóñòü èìååòñÿ äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4), îòâå÷àþùèå ðàçëè÷-

íûì ìîäóëÿì óïðóãîñòè è ðàçëè÷íûì ïëîòíîñòÿì (èõ äàëåå áóäåì

íàçûâàòü ñîñòîÿíèÿìè). Ïðè ýòîì ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèõ õàðàêòåðèñòèê ïåðâîãî ðåøåíèÿ: êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîäóëåé

óïðóãîñòè C
(1)
mjkl , ïëîòíîñòü ρ

(1)
, êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé u

(1)
k

è êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ
(1)
mj ; âòîðîå � ñîîòâåòñòâåííî
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C
(2)
mjkl, ρ

(2)
, u

(2)
k , σ

(2)
mj . Èñïîëüçóåì îáû÷íóþ òåõíèêó äëÿ ýëëèïòè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Óìíîæèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

äëÿ ïåðâîãî ñîñòîÿíèÿ íà ñìåùåíèå u
(2)
i è âû÷òåì èç íåãî óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ äëÿ âòîðîãî ñîñòîÿíèÿ, óìíîæåííîå íà u
(1)
i . Äàëåå, èíòå-

ãðèðóÿ ïî îáúåìó V , èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå îáúåìíîãî èíòåãðàëà
â ïîâåðõíîñòíûé â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé �àóññà�Îñòðîãðàäñêîãî,

ïîëó÷èì èñêîìóþ îáîáùåííóþ �îðìóëó �ðèíà (5). ⊲

Ïîñòðîåííîå ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè (5) ïîçâîëÿåò ñðàçó ñòðî-

èòü èòåðàöèîííûå ïðîöåññû â îáðàòíûõ êîý��èèöåíòíûõ çàäà÷àõ,

�îðìóëèðóÿ ëèíåéíûå îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîïðàâîê n-ãî
ïðèáëèæåíèÿ, ìèíóÿ ïðîöåäóðó îáðàùåíèÿ îïåðàòîðà ñ ïðîèçâîëü-

íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè íà n− 1 øàãå, ÷òî íåâîçìîæíî îñóùåñòâèòü
àíàëèòè÷åñêè äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè.

3. Ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ. Íà îñíîâå ñîîòíî-

øåíèÿ (5) è åãî óïðîùåííûõ âàðèàíòîâ (ïîñòîÿííûå ìîäóëè èëè

ïëîòíîñòü) ìîæíî ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûå ïðîöåññû, �îðìóëèðóÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-

ìà 1-ãî ðîäà ñ ñóììèðóåìûìè ÿäðàìè. Áóäåì èñõîäèòü èç ñîîòíîøå-

íèÿ (5). Ïîëîæèì â íåì u
(1)
k = u

(n−1)
k , u

(2)
k = u

(n−1)
k + u

(n)
k , C

(1)
mjkl =

C
(n−1)
mjkl , C

(2)
mjkl = C

(n−1)
mjkl + C

(n)
mjkl, ρ

(1) = ρ(n−1)
, ρ(2) = ρ(n−1) + ρ(n),

è, ñîõðàíÿÿ â íåì ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî ïîïðàâîê n-ãî ïðèáëèæå-
íèÿ ñëàãàåìûå, ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (4) ïîëó÷èì íèõ

ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

∫

V

C
(n)
mjklu

(n−1)
kl u

(n−1)
mj dV − ω2

∫

V

ρ(n)u
(n−1)
i u

(n−1)
i dV+

+

∫

Sσ

pi

(
fi − u

(n−1)
i

)
dS = 0, ω ∈ [ω1, ω2] (n = 1, 2, . . . , N).

(6)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

1-ãî ðîäà. Ïðè ýòîì ÿäðà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ, íàéäåííûå íà ïðåäûäóùåì ýòàïå,

è ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ âíåøíå íàïîìèíàþò ñîîòâåòñòâåí-

íî óäâîåííûå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äå�îðìàöèé è êèíåòè÷åñêóþ

ýíåðãèþ, ãäå ìîäóëè è ïëîòíîñòü îòíîñÿòñÿ ê íîâîé èòåðàöèè, à ñìå-

ùåíèÿ è äå�îðìàöèè � ê ïðåäûäóùåé. Êðèòåðèåì âûõîäà èç èòåðà-
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öèîííîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà íåâÿç-

êè Jn−1 =
ω2∫
ω1

∫
Sσ

(
fi − u

(n−1)
i

)2
dS dω. Òàêîé ïîäõîä òðåáóåò çíàíèÿ

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èç óñëî-

âèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà íåâÿçêè J0 íà íåêîòîðîì ïîäìíîæå-

ñòâå â Hm(V ), ñîñòîÿùåì èç ïðîñòûõ �óíêöèé, íàïðèìåð, ëèíåéíûõ

èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿíííûõ. Òàêîå ñóæåíèå ïðèâîäèò ê ïðîñòîé çàäà÷å

îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà íà çàìêíóòîì âûïóêëîì ìíîæå-

ñòâå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî îïåðåäå-

ëÿåòñÿ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ �óíêöèé.

4. Ïðèìåðû. Ïîñòàíîâêà îäíîìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì

ïðîñòåéøèå îäíîìåðíûå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Çàäà÷à À. Îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè. Êðàåâàÿ çàäà-

÷à, îïèñûâàþùàÿ ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî

ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äëèíû l ñ ïåðåìåííûì

ìîäóëåì óïðóãîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèëû íà êîíöå, ïîñëå ââåäåíèÿ

áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ è ïåðåìåííûõ èìååò âèä [5℄

(g(x)u′(x, k))′ + k2u(x, k) = 0, (7)

u(0, k) = 0, g(1)u′(1, k) = −1, k2 =
ρω2l2

E0
, g(x) =

E(x)

E0
.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü �óíêöèþ g(x) ïî äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

âèäà

u(1, k) = f(k), k ∈ [k1, k2]. (8)

Çàäà÷à Á. Îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè. Êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñû-

âàþùàÿ ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ â ñëó÷àå ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè, èìå-

åò âèä [5℄

(u′(x, k))′ + k2r(x)u(x, k) = 0, (9)

u(0, k) = 0, u′(1, k) = −1, k2 =
ρ0ω

2l2

E0
, r(x) =

ρ(x)

ρ0
.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü �óíêöèþ r(x) ïî äîïîëíèòåëüíîìó óñëî-

âèþ (8). Ñîîòâåòñòâóþùèå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ñòðîÿòñÿ ïðè ïî-

ìîùè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (6),

è èìåþò âèä:
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Çàäà÷à À.

1∫

0

g(n)(x)(u(n−1)(x, k)′)2dx−(f(k)−u(n−1)(1, k)) = 0, k ∈ [k1, k2]. (10)

Çàäà÷à Á.

k2
1∫

0

r(n)(x)(u(n−1)(x, k))2dx+ (f(k)− u(n−1)(1, k)) = 0, k ∈ [k1, k2].

(11)
Îòìåòèì èíòåðåñíûå îñîáåííîñòè ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ

â (10), (11). Âî-ïåðâûõ, îáà ÿäðà íåîòðèöàòåëüíû ïðè 0 < k < k∗,
ãäå k∗ åñòü ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé

çàäà÷è. Âî-âòîðûõ, ÿäðî â çàäà÷å À âñåãäà ïîëîæèòåëüíî, à ÿäðî â

çàäà÷å Á îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x = 0, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàçëè÷-
íûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé. Òàê, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ îïåðàòîðà

â çàäà÷å Á íå ìîæåò ðåàëèçîâàòü íàõîæäåíèå ïîïðàâêè r(0) = r0, ïî-
ñêîëüêó ýòî çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî. Îïåðàòîðû (10), (11)

ÿâÿëþòñÿ êîìïàêòíûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè èç Hm([0, 1]) â
C∞[k1, k2], è îáðàòíûå ê íèì íåîãðàíè÷åíû. Äëÿ îáðàùåíèÿ èñïîëü-

çóåòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèé àëãîðèòì, êàê ïðàâèëî, â �îðìå À. Í. Òè-

õîíîâà [6℄.

5. Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì äâå òåî-

ðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãëàäêèõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ èñêîìûõ õà-

ðàêòåðèñòèê â îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ. Èìåþò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Åñëè g(x) ∈ C∞[0, 1], è îòðåçîê [k1, k2] íå ñîäåð-

æèò k∗, òî ðåøåíèå çàäà÷è A åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà 3. Åñëè r(x) ∈ C∞[0, 1], r(0) = r0, è îòðåçîê [k1, k2] íå
ñîäåðæèò k∗, òî ðåøåíèå çàäà÷è Á åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâà îáåèõ òåîðåì îïèðàþòñÿ íà àíàëèòè÷íîñòü ðåøå-

íèé u(x, k) â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ.
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ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÌÀ�ÍÈÒÀÌÈ ÌÅÒÎÄÎÌ

ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

Â. Â. �ðå÷èõèí

Ïîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíûõ õàðàêòåðèñòèê äåòàëåé

ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðèìåíÿåòñÿ

ìåòîä, îáúåäèíÿþùèé èçìåðåíèå è ìîäåëèðîâàíèå ìàãíèòíûõ ñîñòîÿíèé äå-

òàëåé. Èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè è áûñòðîäåéñòâèþ îïðåäåëåíèÿ õà-

ðàêòåðèñòèê, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü íà îñíîâå

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. �àññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ðåàëèçàöèè ìîäåëè, ïðè-

âîäèòñÿ îöåíêà åå ý��åêòèâíîñòè.

Ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèå ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå ïîñòîÿííûå ìàãíè-

òû, øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ñîâðåìåííîé òåõíèêå. Â ñâÿçè ñ âñå

áîëüøåé ìèíèàòþðèçàöèåé ñèñòåì, ñóùåñòâåííîé ñòàíîâèòñÿ çàâè-

ñèìîñòü èõ ýêñïëóàòàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê îò ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ

äåòàëåé, èç êîòîðûõ îíè èçãîòîâëåíû. Èçãîòîâëåíèå äåòàëåé èç �åð-

ðîìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ � ñëîæíûé òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ, íå

ïîçâîëÿþùèé îáåñïå÷èòü ïîëíóþ èäåíòè÷íîñòü ìàãíèòíûõ ïàðàìåò-

ðîâ. Ïîýòîìó â ïðîöåññå ñáîðêè ñèñòåì íåîáõîäèìî çíàòü ðåàëüíûå

ìàãíèòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîñòîÿííûõ ìàãíèòîâ è äðóãèõ �åððî-

ìàãíåòèêîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìîæåò áûòü èñïîëüçî-

âàí íàòóðíî-ìîäåëüíûé ìåòîä, îáúåäèíÿþùèé èçìåðåíèå è ìîäåëè-

ðîâàíèå ìàãíèòíûõ ñîñòîÿíèé äåòàëåé [1℄. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà

èñïîëüçóþòñÿ è â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé

çàäà÷è ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñèñòåìû, è â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ïðà-

âèëüíîñòè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. �åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñâîäèò-

ñÿ ê ðåøåíèþ ñåðèè ïðÿìûõ çàäà÷. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåò-

ñÿ êîððåêòíîé, ò. å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íåïðåðûâíî

çàâèñÿùåå îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïàðàìåòðîâ ìàãíèòíîé ñðåäû.

Ìåòîä ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóòåì èçìåðåíèé îïðåäå-

ëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìàãíèòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà B(H)ex. Çà-
òåì âûïîëíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â

ñèñòåìå è ðàñ÷åò çíà÷åíèé âåëè÷èí B è H â îáúåìàõ, çàíèìàåìûõ
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äàò÷èêàìè. �åçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åòíàÿ õàðàêòå-

ðèñòèêà B(H)es. Ñðàâíèâàÿ õàðàêòåðèñòèêè B(H)ex è B(H)es, ïî
ñïåöèàëüíîé ìåòîäèêå ñòðîÿò ïåðâîå ïðèáëèæåíèå èñêîìîé õàðàêòå-

ðèñòèêè B(H)1, êîòîðóþ èñïîëüçóþò äëÿ íîâîãî ðàñ÷åòà ïîêàçàíèé

ñåíñîðîâ. Ïðîöåññ ïîâòîðÿþò i ðàç äî òåõ ïîð, ïîêà ýêñïåðèìåíòàëü-
íàÿ è ðàñ÷åòíàÿ õàðàêòåðèñòèêè ñîâïàäóò ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ñî-

îòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåíèå èñêîìîé õàðàêòåðèñòèêè B(H)i è ïðè-
íèìàåòñÿ çà îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ. Âûáîð ìåòîäà ìî-

äåëèðîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâÿçàí ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ìàãíèòî-

ýëåêòðè÷åñêîé ñèñòåìû è âî ìíîãîì çàâèñèò îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè

è çàòðà÷èâàåìîãî ìàøèííîãî âðåìåíè. Ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, øèðîêî ïðèìåíÿåìûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìàãíèòîñòàòèêè.

Ê äîñòîèíñòâàì ìîäåëè â âèäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòñÿ

òî, ÷òî óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ òîëüêî äëÿ �åððîìàãíèòíûõ îáëà-

ñòåé. Êàê ñëåäñòâèå, çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è

ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëÿìè íà îñíîâå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è

íå âîçíèêàåò òðóäíîñòåé ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçîìêíóòûõ ñèñòåì. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ðàçëîæåíèÿ �åëüìãîëüöà, íàïðÿæåííîñòü

ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî â ìàãíèòíîé ñèñòåìå, ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ñîëåíîèäàëüíîé

−→
H 0 è áåçâèõðåâîé

−→
HJ

ñîñòàâëÿþùèõ [2℄:

−→
H =

−→
H 0 +

−→
HJ , (1)

ãäå

−→
H 0 � ñîñòàâëÿþùàÿ, ñîçäàííàÿ òîêàìè êàòóøåê ìàãíèòíîé ñè-

ñòåìû ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî îäíîðîä-

íîé ñðåäîé ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ, ðàâíîé ìàãíèòíîé ïîñòîÿí-

íîé µ0;
−→
HJ � ñîñòàâëÿþùàÿ, ñîçäàííàÿ �åððîìàãíèòíûìè òåëàìè.

Â áåçâèõðåâîì ïîëå rot
−→
HJ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòó ñîñòàâëÿþùóþ

ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ ñîîòíîøåíèåì

−→
HJ (Q) = − graduJ(Q), (2)

ãäå u
ì

(Q) � ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë â òî÷êå Q, îïðåäåëÿ-
åìûé �îðìóëîé [3℄:

u
ì

(Q) = − 1

4π

∫∫∫

V

div

~M(K)

rQK
dVK +

1

4π

∫∫

S

Mn(P )

rQP
dSp, (3)
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ãäå

~M � íàìàãíè÷åííîñòü �åððîìàãíåòèêîâ; Mn � ïðîåêöèÿ

~M íà

íîðìàëü ~n(p) ê ïîâåðõíîñòè S �åððîìàãíåòèêîâ â òî÷êå P ; rQK �

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Q èK; rQP � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

Q è P .
Õàðàêòåðèñòèêè B(H) �åððîìàãíåòèêîâ çàìåíèì õàðàêòåðèñòè-

êàìè M(H) íà îñíîâå �îðìóëû ~M = ( ~B/µ0)− ~H .
Ñîîòíîøåíèÿ (1)�(3) è õàðàêòåðèñòèêè M = f(H) îáðàçóþò ìà-

òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è. Èñêîìûì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå

~M
ïî îáúåìó �åððîìàãíåòèêîâ ïðè èçâåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè

~H0.

Â ñëó÷àå div ~M = 0, ~HJ îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàðÿäîâîé

ìîäåëè

~HJ [ ~M(Q)] =
1

4π

∫∫

S

Mn(P )~ePQ
r2PQ

dSp, (4)

ãäå ~ePQ � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç òî÷êè P ê òî÷êå Q.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ äèñêðåòíîé ìîäåëè, èñïîëüçóÿ êóñî÷íî-

ïîñòîÿííóþ àïïðîêñèìàöèþ íàìàãíè÷åííîñòè ïî ýëåìåíòàðíûì îáú-

åìàì: Mj = const, ãäå j = 1, 2, . . . , N � íîìåð ýëåìåíòàðíîãî îáúå-

ìà [4℄. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå â (4) ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïî-

âåðõíîñòÿì∆Sνj , îãðàíè÷èâàþùèì ýëåìåíòàðíûå îáúåìû. Ïðè ýòîì
â òî÷êàõ íàáëþäåíèÿ Qj ïîëó÷èì

~H(Qj) =
1

4π

N∑

j=1

lj∑

ν=1

Mnνj

∫∫

∆Sνj

~ePQj

r2PQ
dSp, (5)

ãäå lj � ÷èñëî ãðàíåé j-ãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà; òî÷êè íàáëþäåíèÿ
Qj ðàñïîëàãàþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ öåíòðàõ ýëåìåíòîâ.

�àññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà ïðèìåðå ìàã-

íèòîýëåêòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñîëåíîèä, âíóò-

ðè êîòîðîãî ïî îñè ðàñïîëîæåíû äâà öèëèíäðè÷åñêèõ ñòåðæíÿ èç

ìàãíèòîìÿãêîãî ìàòåðèàëà, ìåæäó êîòîðûìè ðàçìåùàåòñÿ ïîñòîÿí-

íûé ìàãíèò öèëèíäðè÷åñêîé �îðìû.

Âûáåðåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïðè ýòîì îñü z íà-
ïðàâèì ïî îñè �åððîìàãíåòèêîâ. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì â ãåî-

ìåòðè÷åñêèé öåíòð ñèñòåìû.

Ïðèìåì ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ: âåêòîðû

~M è

~H â �åððîìàãíå-

òèêàõ èìåþò òîëüêî z-ñîñòàâëÿþùèå, çíà÷åíèÿ Hz è Bz ïî ñå÷åíè-
ÿì �åððîìàãíèòíûõ òåë ðàâíû èõ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ. Ïîñòîÿííûé

ìàãíèò èìååò ïîñòîÿííóþ íàìàãíè÷åííîñòü ïî âñåìó îáúåìó MPM .
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�àçîáüåì �åððîìàãíåòèêè íà 2n ýëåìåíòàðíûõ öèëèíäðîâ, â ïðå-
äåëàõ êîòîðûõ áóäåì ñ÷èòàòü Mzi = const. Çíà÷åíèÿ Mj îäèíàêîâû

íà ëåâîì è ïðàâîì òîðöå j-ãî ýëåìåíòà, íî ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíà-

êó, ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Hi = f(Mi), èç (5) ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

n∑

j=2

kijMj = H0i −Hi(Mi)− k1jMPM , i = 2, . . . , n. (6)

Êîý��èöèåíòû ki,j ðàâíû:

a) kij = 1−Wij , i = j; b) kij = −Wij , i 6= j;

ãäå ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ìàãíèòíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ñèñòåìû íîðìàëüíî îñè z,

Wij =
1

2

[
zi − zj√

(zi − zj)2 + a2
− zi − zj+1√

(zi − zj+1)2 + a2
+

+
zi + zj+1√

(zi + zj+1)2 + a2
− zi + zj√

(zi + zj)2 + a2

]
,

zi − zj, zi − zj+1 � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êîé i è òîðöàìè j-ãî è

(j + 1)-ãî ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî; zi + zj, zi + zj+1 � ðàññòîÿ-

íèÿ ìåæäó òî÷êîé i è òîðöàìè ýëåìåíòîâ, ñèììåòðè÷íûõ j-ìó è

(j + 1)-ìó; a = d/2, d � äèàìåòð �åððîìàãíåòèêà.

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ H0i îïðåäåëÿåòñÿ ïî èçâåñòíûì

ñîîòíîøåíèÿì, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ êàòóøåê, ñ

ïîìîùüþ �îðìóë, ïðèâåäåííûõ â [5℄:

Br =
1

2π

RH∫

RB

π∫

0

b2∫

b1

JrM (zQ − zM ) cosφ

rMQ
drM dφ dzM ;

Bz =
1

2π

RH∫

RB

π∫

0

b2∫

b1

JrM (rM − rQ cosφ)

rMQ
drM dφ dzM .

Çäåñü RB è RH � ñîîòâåòñòâåííî âíóòðåííèé è íàðóæíûé ðàäèóñ

íàìàãíè÷èâàþùåé êàòóøêè; b1 è b2 � ãàáàðèòíûå ðàçìåðû äëèíû
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êàòóøêè; J � ïëîòíîñòü òîêà â êàòóøêå; M � òî÷êà èíòåãðèðîâà-

íèÿ; Q � òî÷êà íàáëþäåíèÿ; rM , φ, zM � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäè-

íàòû òî÷êè M . Ïðèìåì, ÷òî ïëîòíîñòü òîêà ïî ñå÷åíèþ êàòóøêè

ïîñòîÿííà, òîãäà J = Ikω/S, ãäå Ik, ω � òîê è ÷èñëî âèòêîâ êàòóø-

êè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ñ ïðèìå-

íåíèåì ðåëàêñàöèè. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðèíèìàåòñÿ äîïóùåíèå

î ïîñòîÿíñòâå ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ìàòåðèàëà ïî âñåìó îáúå-

ìó �åððîìàãíåòèêà. Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ðàñ÷åò: êîý��è-

öèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó íàïðÿæåííîñòÿìè ìàãíèòíîãî

ïîëÿ k-ãî è j-ãî ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè; íàïðÿ-

æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H0n äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà

n; íàìàãíè÷åííîñòè Mn â ýëåìåíòàðíûõ îáúåìàõ. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ

âòîðîé öèêë îïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè � ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàå-

ìîñòü çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèêè B(H) ìàòåðèàëà �åððîìàãíåòèêîâ
è âûïîëíÿåòñÿ ïðèâåäåííûé âûøå ðàñ÷åò. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèîí-

íûõ öèêëîâ çàâèñèò îò çàäàííîé ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà íàìàãíè÷åí-

íîñòè δM è êîý��èöèåíòà ðåëàêñàöèè υ, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü,

îïðåäåëÿåòñÿ ìàãíèòíûì ñîñòîÿíèåì �åððîìàãíåòèêîâ. �àñ÷åò çà-

êàí÷èâàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ |Mg − Mg+1| < δM , ãäå g �

íîìåð èòåðàöèîííîãî öèêëà.

Çàòåì, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿMg, ïî �îðìóëå (5) îïðå-

äåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â �åððî-

ìàãíåòèêàõ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè

â ðàéîíå äàò÷èêîâ èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû:

Bd = µ0(H(Md) +Md), Hd =
n∑

i=1

(H
(i)
z1 +H

(i)
z2 ),

ãäå Md � íàìàãíè÷åííîñòü â ðàéîíå äàò÷èêà ìàãíèòíîé èíäóêöèè,

îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6); H(Md) îïðåäåëÿåò-
ñÿ â çàâèñèìîñòè îò ìàòåðèàëà �åððîìàãíåòèêà; Hz1 è Hz2 � ñîñòàâ-

ëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò çàðÿäîâ íà òîðöîâûõ

ïîâåðõíîñòÿõ S1 è S2 i-ãî ýëåìåíòàðíîãî öèëèíäðà.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áû-

ëè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìàãíèòîýëåêòðè-

÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé: ñîëåíîèä äëèíîé 500 ìì

è âíóòðåííèì äèàìåòðîì 30 ìì; öèëèíäðè÷åñêèå ñòåðæíè äëèíîé

140 ìì, ïîñòîÿííûé ìàãíèò äëèíîé 20 ìì è äèàìåòðîì 10 ìì; çàçîð

ìåæäó ïîñòîÿííûì ìàãíèòîì è ñòåðæíÿìè 10 ìì.
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Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé 5�8% äîñòàòî÷íî ðàçáèâàòü �åððîìàãíå-

òèêè íà 150 ýëåìåíòàðíûõ öèëèíäðîâ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìûõ

ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü íå áîëåå 14 èòåðàöèé. Ïðèìåíå-

íèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëÿ ñ òàêîé æå ïîãðåøíîñòüþ ïðîãðàììíî-

ãî êîìïëåêñà Maxwell 2D, ðåàëèçóþùåãî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,

ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåò-

êè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì óçëîâ (äî 16 òûñ.), à ñëåäîâàòåëüíî, ê

çàòðà÷èâàíèþ çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè äëÿ ðàñ÷åòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿ-

åò îáåñïå÷èòü áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåí-

íûõ ðåøåíèé è äîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ýëå-

ìåíòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìàãíèòî-

ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè ìàãíèòàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè

íàòóðíî-ìîäåëüíîãî ìåòîäà.
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ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

À. Â. Äçàðàõîõîâ

Â ðàáîòå äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è

òèïà çàäà÷è Áèöàäçå�Ñàìàðñêîãî äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà òðåòüåãî

ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðîì Êàðîëÿ.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

0 =

{
uxxx − uy − λ1u, y > 0,

y2muxx + yuyy + αuy, y < 0
(1)

â îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé îòðåçêàìè AA0, A0B0, B0B ïðÿìûõ x = 0,
y = y0, x = l, ñîîòâåòñòâåííî, è õàðàêòåðèñòèêàìè

AC : x− 2

2m+ 1
(−y) 2m+1

2 = 0; BC : x+
2

2m+ 1
(−y) 2m+1

2 = l, (2)

óðàâíåíèÿ (1) ïðè y < 0; J � èíòåðâàë 0 < x < l, θ(x) =

x
2 − i

[
(2m+1)x

4

] 2
2m+1

� à��èêñ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè

óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùåé èç òî÷êè x ∈ J , ñ õàðàêòåðèñòèêîé AC
èç (2); Ω1 = Ω ∩ (y > 0), Ω2 = Ω ∩ (y < 0).

Çàäà÷à 1. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ íåïðåðûâ-

íîé âïëîòü äî ëèíèé x = 0 è x = l, 0 6 y 6 y0, ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé x, óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

u(0, y) = ϕ1(y), ux(0, y) = ϕ2(y), 0 6 y 6 y0, (3)

(
α1(y)ux + β1(y, u)

)∣∣
x=x0

=
(
α2(y)ux + β2(y, u)

)∣∣
x=l

+ δ(y), (4)

u[θ(x)] = a(x)u(x, 0) + b(x) ∀x ∈ J, (5)

ãäå x0 � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà èíòåðâàëà J ; αi(y), βi(y), i = 1, 2,
ϕ1(y), δ(y) � çàäàííûå �óíêöèè, íåïðåðûâíûå â çàìûêàíèè îáëà-

ñòè èõ îïðåäåëåíèÿ, β2 6= 0 äëÿ âñåõ y ∈ [0, y0], a(x) ∈ C1(J) ∩
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C2(J), b(x) ∈ C(J) ∩ C2(J) � òàêæå èçâåñòíûå �óíêöèè, ïåð-

âûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ èíòåãðèðóåìû â J , ïðè÷åì �óíêöèÿ

lim
y→−0

(−y)αuy(x, y) = ν(x) ∈ C2(J) è ïðè x = 0 ìîæåò îáðàùàòüñÿ

â áåñêîíå÷íîñòü ïîðÿäêà ìåíüøå 1− 2ε = 2(1−α)
2m+1 , ε =

2m+α
2(2m+1) .

Óðàâíåíèå (1) ïðè y < 0 çàìåíîé ïåðåìåííûõ x = x, s =
1

(2m+1)2 (−y)2m+1
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

suss − uxx + βus = 0, (6)

ãäå β = 2m+λ1

2m+1 .

Çäåñü áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñëó÷àè, êîãäà α = 1−2m
2 è

1−2m
2 < α < 1.
Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé β = 1

2 , ò. å. α = 1−2m
2 .

Ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è 1 è

u(x, 0) = τ(x), lim
y→−0

(−y)
1−2m

u2 = ν(x), (7)

òîãäà, îïèðàÿñü íà îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü âèäîèçìåíåííîé çà-

äà÷è Êîøè (6), (7) â Ω2, ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è 1 â Ω2 ïðåäñòàâèìî

â âèäå [3℄

u(x, y) =
1

2
τ

(
x− 2

(2m+ 1)
(−y) 2m+1

2

)
+

+
1

2
τ

(
x+

2

(2m+ 1)
(−y) 2m+1

2

)
−

− 2

2m+ 1
(−y) 2m+1

2

1∫

0

ν

(
x+ (1− 2t)

2

2m+ 1
(−y) 2m+1

2

)
dt.

(8)

Èç (8) èìååì

u[θ(x)] =
1

2
τ(x) +

1

2
τ(0)− 1

2

x∫

0

ν(t) dt. (9)

Ïîäñòàâëÿÿ (9) â êðàåâîå óñëîâèå (5), ïîëó÷èì

ν(x) = (1− 2a(x))τ ′(x)− 2a′(x)τ(x) − 2b′(x). (10)
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Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (1) ê ïðåäåëó ïðè y → 0+, ïîëó÷èì �óíê-

öèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó τ(x) è ν(x), ïðèíåñåííîå èç îáëà-
ñòè Ω1

τ ′′′(x)− ν(x) + λ1τ(x) = 0. (13)

Èñêëþ÷àÿ ν(x) èç óðàâíåíèé (10), (11), ïîëó÷èì íåëîêàëüíóþ

êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

òðåòüåãî ïîðÿäêà

τ ′′′(x) + θ1(x)τ
′(x) + θ2(x)τ(x) = 2b′(x), (12)

τ(0) = ϕ1(0), τ ′(0) = ϕ2(0), (13)

α1(0)τ
′(x0) + β1(0)τ(x0) = α2(0)τ

′(l) + β2(0)τ(l) + δ(0), (14)

ãäå θ1(x) = 2a(x)− 1, θ2(x) = 2a′(x) + λ1.
Èç ðàâåíñòâà (12) ïîñëå òðåõêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðåäåëàõ

îò 0 äî x, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (13), ïîëó÷èì íàãðóæåííîå èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî τ(x):

τ(x) +

x∫

0

N(x, t)τ(t) dt = q(x) +
x3

6
τ ′′(0), (15)

ãäå

N(x, t)=
(
θ2(t)− θ′1(t)

) (x − t)2

2
+ (x− t)θ1(t) ∈ C(J̄ × J̄) ∩ C2(J × J),

q(x) =

x∫

0

(x− t)2b(t) dt+
(
θ1(0)ϕ1(0)− 2b(0)

)x3
6
+

+ϕ2(0)x+ ϕ1(0) ∈ C(J̄) ∩ C2(J).

Îáðàùàÿ (15), íàõîäèì

τ(x) = A(x) + τ ′′(0)B(x), (16)

ãäå

A(x) =

x∫

0

R(x, t)q(t) dt + q(t), B(x) =
1

6

x∫

0

R(x, t)t3 dt,
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R(x, t) � ðåçîëüâåíòà ÿäðà N(x, t). Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ çàäàííûõ
�óíêöèé çàêëþ÷àåì, ÷òî A(x), B(x) ∈ C(J̄) ∩C2(J).

Ïîäñòàâëÿÿ (16) â (14), îäíîçíà÷íî íàõîäèì íåèçâåñòíóþ êîí-

ñòàíòó τ ′′(0), åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

α1(0)B
′(x0) + β1(0)B(x0)− α2(0)B

′(l)− β2(0)B(l) 6= 0.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè τ(x), �óíêöèþ ν(x) íàõîäèì èç ñî-

îòíîøåíèÿ (11). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è 1 â îáëàñòè Ω2 îïðå-

äåëÿåòñÿ �îðìóëîé (8), à â îáëàñòè Ω1 � êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)

ïðè y > 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3), (4), u(x, 0) = τ(x) [1℄.
Ïóñòü òåïåðü

1
2 < β < 1, ò. å. 1−2m

2 < α < 1, è âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå lim

y→0+
uy(x, y) = lim

y→0−
(−y)αuy(x, y) = ν(x), ïðè÷åì ν(x) ìîæåò

îáðàùàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïîðÿäêà ìåíüøå

2
3 íà êîíöàõ èíòåðâàëà

[0, ℓ], ò. å. ν(x) = ν∗(x)/[x(x − l)]γ , ãäå ν∗ � îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ

äëÿ ëþáîãî x ∈ [o, l], 0 < γ < 2/3.
�åãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω2 ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1) ïðè y < 0,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(x, o) = τ(x), lim
y→0−

(−y)αuy(x, y) = ν(x), 0 < x < 1, (17)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî τ ′′(x) è ν′(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ �åëüäå-

ðà, åäèíñòâåííî è èìååò âèä [2℄

u(x, y) = k1

1∫

0

τ(ζ)[t(1−t)]β−1dt+k2(−y)1−α
1∫

0

ν(ζ)[t(1−t)]−βdt, (18)

ãäå

k1 =
Γ(2β)

Γ2(β)
, k2 = − 2Γ(1− 2β)

(2m+ 1)Γ2(1 − β)
,

ζ = x+
2(1− 2t)

2m+ 1
(−y) 2m+1

2 , β =
2m+ 2α− 1

2(2m+ 1)
.

6 Çàêàç �1149

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è (1) (y < 0), (17) â êðàå-

âîå óñëîâèå (5), ïîëó÷èì �óíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó τ(x)
è ν(x) â âèäå [3℄

ν(x) = æ1
d

dx

x∫

0

τ(t) dt

(x− t)1−2β
− æ1x

β d

dx

x∫

0

a(t)τ(t) dt

(x− t)1−β
+ c(x), (19)
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ãäå

c(x) = æ1
d

dx

x∫

0

β(t) dt

(x− t)1−β
, æ1 = − 1

2πk3
,

k3 =
1

2

(
4

2m+ 1

)2β
Γ(1− 2β)

Γ2(1 − β)
.

Ó÷èòûâàÿ (19) â ðàâåíñòâå (11), ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà

τ ′′′(x)+λ1τ(x) = æ1
d

dx

x∫

0

τ(t) dt

(x− t)1−2β
−æ1x

β d

dx

x∫

0

a(t)τ(t) dt

(x − t)1−β
+c(x) (20)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (13), (14).

�åøåíèå çàäà÷è (20), (13), (14) íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-

ùåìó ñëó÷àþ. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ τ(x) â îáëàñòè Ω1 ñíîâà ïðèõîäèì

ê çàäà÷å (1), (3), u(x, 0) = τ(x), u(l, y) = ϕ2(y), êîòîðàÿ èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå [4℄. Â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè Ω2 ðåøåíèå çàäà÷è

ïðåäñòàâëÿåòñÿ �îðìóëîé (8), â êîòîðîé çíà÷åíèå ν(x) îïðåäåëÿåòñÿ
èç ðàâåíñòâà (19).
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ÎÁÙÀß ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß Ê�ÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À

ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÒÈÏÀ

Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

À. �. Åçàîâà

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ

óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåí-

íîñòè. Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåäóöèðîâàí ê óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðî-

ãî ðîäà.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

0 =

{
Uxxx − Uy, y > 0,

(−y)m Uxx − Uyy, y < 0,
(1)

ãäå m = const > 0, â îáëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2, ãäå Ω1 = {(x, y) : 0 < x <
1, 0 < y < 1}, Ω2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé

õàðàêòåðèñòèêàìè AC, BC óðàâíåíèÿ (1) è îòðåçêîì I ≡ AB =
(0, 1) ïðÿìîé y = 0; Θ0(x), Θ1(x) � à��èêñû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ

õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (1) ïðè y < 0, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè x ∈ I,
ñ õàðàêòåðèñòèêàìè AC è BC, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîä ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè Ω ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) áóäåì ïî-

íèìàòü �óíêöèþ U (x, y) ∈ C(Ω̄) ∩C1(Ω) ∩C3,1
x,y(Ω1) ∩C2,2

x,y(Ω2), óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) â Ω1∪Ω2, è òàêóþ, ÷òî Uy (x, 0) ìîæåò
îáðàùàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïîðÿäêà íèæå 1−2ε, ε = m

2(m+2) íà êîí-

öàõ A è B èíòåðâàëà I.
Çàäà÷à Í[Θ0,Θ1]. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü �óíêöèþ U(x, y) ñî

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ïðè y 6= 0 U(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1);

2. U(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

U(0, y) = ϕ1(y), U(1, y) = ϕ2(y), Ux(0, y) = ϕ3(y), 0 6 y 6 1, (2)

α (x)Da
0xδ (x)U [Θ0 (x)] + β (x)Db

x1ω (x)U [Θ1 (x)] +

+γ(x)U(x, 0) + c(x)Uy(x, 0) = f(x) ∀x ∈ I,
(3)
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ãäå ϕi(x) ∈ C [0, y0] ∩ C2 ]0, y0[, i = 1, 3; α(x), β(x), γ(x), c(x), f(x) ∈
C1(Ī) ∩ C3 (I); a, b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì α2(x) + β2(x) +
γ2(x)+ c2(x) 6= 0, Dl

ox, D
l
x1 � îïåðàòîðû äðîáíîãî â ñìûñëå �èìàíà�

Ëèóâèëëÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèðîâàíèÿ [4℄.

Ïóñòü U (x, 0) = τ (x), Uy(x, 0) = ν(x).

Òåîðåìà (òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Â îáëàñòè Ω íå ìîæåò ñóùå-

ñòâîâàòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3), åñëè:

a = b = 1− ε, δ(x) = ω(x) = 1, (4)

A1 (x) = (1− x)εα(x) + xεβ(x) − 1

c1
xε(1− x)εc(x) 6= 0, (5)

[
(1 − x)εα(x)

A1(x)

]′
6 0,

[
xεβ(x)

A1(x)

]′
> 0,

γ(x)

A1(x)
> 0, (6)

ãäå c1 = Γ(2−2ε)
Γ(1−ε)

(
m+2
4

)1−2ε
.

⊳ Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5) òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè. Òî-

ãäà îñíîâíîå �óíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó �óíêöèÿìè τ(x)
è ν(x), ïðèíåñåííîå èç îáëàñòè Ω2, ïðèíèìàåò âèä [2℄

τ(x) = α1(x)D
2ε−1
0x ν(x) + β1 (x)D

2ε−1
x1 ν(x) + γ1(x)ν(x)f1(x), (7)

ãäå

α1(x)=
c1(1 − x)1−εα(x)

A2(x)
, β1(x)=

c1x
1−εβ(x)

A2(x)
,

γ1(x)=− Γ (ε)

Γ (2ε)

c(x)(1 − x)1−εx1−ε

A2(x)
, f1(x)=

Γ (ε)

Γ (2ε)

f(x)(1 − x)1−εx1−ε

A2(x)
.

Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) åäèíñòâåííî ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèé (4)�(6) òåîðåìû. Äëÿ ýòîãî ïðè f(x) = 0 ïîêàæåì, ÷òî

I∗ =

1∫

0

τ(x)ν(x) dx > 0.
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Â ñàìîì äåëå, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (7) ïîëó÷àåì

I∗ =
1

Γ(1 − 2ε)

1∫

0

α1(x)ν(x) dx

x∫

0

ν(t) dt

(x− t)2ε
+

+
1

Γ(1− 2ε)

1∫

0

β1(x)ν(x) dx

1∫

x

ν(t) dt

(t− x)2ε
+

1∫

0

γ1(x)ν
2(x) dx.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì �óíêöèè Γ(µ) [1, 3℄ è ïîëó÷èì

π

2 sinπε
I∗ =

1

2

∞∫

0

t2ε−1 dt×

×
1∫

0

α1(x)







x∫

0

ν(ξ) cos tξ dξ




2

+




x∫

0

ν(ξ) sin tξ dξ




2



′

dx−

−1
2

∞∫

0

t2ε−1 dt

1∫

0

β1(x)







x∫

0

ν (ξ) cos tξ dξ




2

+




x∫

0

ν (ξ) sin tξ dξ




2



′

dx+

+
2

π
sinπε

1∫

0

γ1(x)ν
2(x) dx.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî ÷àñòÿì, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

α1(1) = β1(0) = 0 (ýòî ñëåäóåò èç âèäà �óíêöèé α1(x) è β1(x)),
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè α′

1(x) 6 0, β′
1(x) > 0, γ1(x) > 0 áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ I∗ > 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5)�

(6) òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè âûïîëíÿåòñÿ

I∗ =

1∫

0

τ(x)ν(x) dx > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (1) ê ïðåäåëó ïðè

y → +0, ïîëó÷àåì
τ ′′′ (x)− ν(x) = 0. (8)
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Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå íà τ(x), à çàòåì èíòåãðèðóÿ îò 0 äî 1, ñ ó÷å-

òîì îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîëó÷èì

I∗ =

1∫

0

τ(x)ν(x) dx = − [τ ′(1)]2

2
6 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I∗ =

1∫

0

τ(x)ν(x) dx = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü (8) ðàâíà íóëþ. Ïîñêîëüêó ñëàãàåìûå

ñïðàâà íåîòðèöàòåëüíû, òî îíè òàêæå ðàâíû íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ν(x) = 0 è èç (7) ïðè f(x) = 0 ñëåäóåò, ÷òî

τ(x) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, U(x, y) ≡ 0 â Ω2 êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ

íóëåâûìè äàííûìè, à â Ω1 � êàê ðåøåíèå çàäà÷è (1), τ(x) = 0,
U(1, y) = 0, U(0, y) = 0. Îòñþäà ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé (4)�(6) òåîðåìû åäèíñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèíòåãðèðóåì (8) òðèæäû

îò 0 äî x è, ïðîäåëàâ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñ ó÷åòîì ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé (2), ïîëó÷àåì

τ (x) = −1

2

x∫

0

(x− t)
2
ν (t) dt+

x2

2

1∫

0

(1− t)
2
ν (t) dt+

+x2ϕ2 (0) +
(
1− x2

)
ϕ1 (0) +

(
x− x2

)
ϕ3 (0) .

(9)

Ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (4)�(5) òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè,

èñêëþ÷èì τ(x) èç (9) è (7), ïîëó÷èì

γ1(x)ν(x) +

1∫

0

K(x, ξ)ν (ξ) dξ

|x− ξ|2ε
= F1(x), (10)

ãäå

K(x, ξ) =

{
α1(x)

Γ(1−2ε) +
1
2 (x− ξ)2+2ε − x2

2 (1− ξ)2(x− ξ)2ε, ξ 6 x,
β1(x)

Γ(1−2ε) − x2

2 (1− ξ)2(ξ − x)2ε, ξ > x,

F1(x) = ϕ2(0)x
2 + (1− x2)ϕ1(0) + (x− x2)ϕ3(0)− f1(x).
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Ïðè γ1(x) 6= 0 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, c(x) 6= 0, óðàâíåíèå (10) åñòü
óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå

è íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, áåçóñëîâíàÿ ðàçðåøèìîñòü êîòîðîãî

âûòåêàåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïî íàéäåííîìó ν(x) îïðåäåëÿåòñÿ τ(x) èç (7), à ðåøåíèå çàäà÷è
(1)�(3) â îáëàñòè Ω2 � êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, à â îáëàñòè Ω1 ïî

�îðìóëå [3℄

U(x, y) =

y∫

0

Gξξ(x, y; 0, η)ϕ1(η) dη −
y∫

0

Gξξ(x, y; 1, η)ϕ2(η) dη−

−
y∫

0

Gξ(x, y; 0, η)ϕ3(η) dη +

1∫

0

G(x, y; ξ, 0)τ(ξ) dξ,

ãäå G(x, y; ξ, η) � �óíêöèÿ �ðèíà çàäà÷è (1), (2), U(x, 0) = τ(x). ⊲
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ

ÔÈÇÈÊÈ ×ÅÒÂÅ�ÒÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ÍÀ ��ÀÔÅ

Ì. �. Çàâãîðîäíèé, Ñ. Ï. Ìàéîðîâà

Â ðàáîòå îáîñíîâûâàåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ñìåøàííîé çà-

äà÷è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, çàäàííîé íà ãåîìåòðè÷åñêîì ãðà�å. Äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ïî

âðåìåííîé ïåðåìåííîé è ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-

íîé. Çàäà÷à îïèñûâàåò ìàëûå óïðóãèå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïëîñêîé æåñò-

êîñî÷ëåíåííîé ñòåðæíåâîé ñèñòåìû.

1. Âûâîä óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïëîñêîé

ñòåðæíåâîé ñèñòåìû. �àññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç m òîí-

êèõ óïðóãèõ ìàññèâíûõ ñòåðæíåé, ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè. Êîí-

öû íåêîòîðûõ èç ýòèõ ñòåðæíåé æåñòêî ñîåäèíåíû (ñïàÿíû) â åäè-

íûå îáùèå óçëû. Îñòàëüíûå êîíöû ñòåðæíåé çàêðåïëåíû. Äðóãèõ

ñîåäèíåíèé èëè çàêðåïëåíèé ó ñòåðæíåé íåò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1, γ2, . . . , γm îñåâûå ëèíèè âñåõ ñòåðæíåé ñèñòå-

ìû, à ÷åðåç Γ � îáúåäèíåíèå ýòèõ îñåâûõ ëèíèé. Ïóñòü íà ñòåðæíå-

âóþ ñèñòåìó ïåðïåíäèêóëÿðíî åå ïëîñêîñòè äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà

èíòåíñèâíîñòè f(x), x ∈ Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(x) âåëè÷èíó ñìåùåíèÿ
òî÷êè x ∈ Γ, âûçâàííîãî ýòîé ñèëîé. Ïóñòü p(x) � æåñòêîñòü ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ñòåðæíÿ íà èçãèá, à q(x) � íà ðàñòÿæåíèå. Èçâåñòíî

(ñì., íàïðèìåð, [1℄), ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, íàêîïëåííàÿ ïðÿ-

ìîëèíåéíûì ñòåðæíåì äëèíû l çà ñ÷åò äå�îðìàöèè, ïðåäñòàâèìà

â âèäå

1
2

∫ l
0

[
(pu′′)2 + (qu′)2 − 2fu

]
dx. Òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

V (u), íàêîïëåííàÿ âñåé ñèñòåìîé çà ñ÷åò äå�îðìàöèè, èìååò âèä:

V (u) =
1

2

∫

Γ

[
(pu′′)2 + (qu′)2 − 2fu

]
dx,

ãäå èíòåãðàë ïî Γ åñòü ñóììà èíòåãðàëîâ ïî âñåì γk. Ïîä ïðîèçâîä-
íîé u′(x) â òî÷êå x ∈ γk ìû ïîíèìàåì âåëè÷èíó èçìåíåíèÿ �óíêöèè

u íà åäèíèöó äëèíû êðèâîé γk, ò. å. u
′(x) = du(x(τ))

dτ , ãäå τ = τ(x) �
äëèíà äóãè êðèâîé γk îò îäíîãî èç äâóõ åå êîíöîâ äî òî÷êè x.
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Âîçüìåì ïðèðàùåíèå h �óíêöèè u, ãäå h ∈ C∞
c íà êàæäîì èç γk,

è íàéäåì ïåðâóþ âàðèàöèþ �óíêöèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

δV (u, h) =

∫

Γ

[pu′′h′′ + qu′h′ − fh] dx.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J(Γ) ìíîæåñòâî òî÷åê a, ïðèíàäëåæàùèõ äâóì
è áîëåå îñåâûì ëèíèÿì γk, à ÷åðåç ∂Γ � ìíîæåñòâî òî÷åê b, ïðè-
íàäëåæàùèõ òîëüêî îäíîé îñåâîé ëèíèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, J(Γ) �
ìíîæåñòâî îáùèõ óçëîâ ñòåðæíåé ñèñòåìû, à ∂Γ � ìíîæåñòâî âñåõ

îñòàëüíûõ êîíöåâûõ òî÷åê ñòåðæíåé, íå ñâÿçàííûõ â óçëû. Ïóñòü

I(a) � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ îñåâûõ ëèíèé, ñîäåðæàùèõ òî÷êó

a ∈ J(Γ). Ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ïî ÷àñòÿì â âûðà-

æåíèè äëÿ ïåðâîé âàðèàöèè. Ïîëó÷èì

δV (u, h) =
∑

a∈J(Γ)
Pa(u, h)+

∑

b∈∂Γ
Qb(u, h)+

∫

Γ

[(pu′′)′′ − (qu′)′ − f ]h dx,

ãäå Pa(u, h) =
∑

i∈I(a)
[
p[i]u

′′
[i]h

′
[i] − (p[i]u

′′
[i])

′h[i] + q[i]u
′
[i]h[i]

]∣∣
x=a

è

Qb(u, h) = [pu′′h′ − (pu′′)′h+ qu′h]
∣∣
x=b

. Çäåñü è âåçäå â äàëüíåéøåì

÷åðåç u[i](a) îáîçíà÷àåì îäíîñòîðîííèé ïðåäåë �óíêöèè u â òî÷êå a
âäîëü ëèíèè γi.

Ïðèðàâíÿåì ïåðâóþ âàðèàöèþ ê íóëþ. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

ïðèðàùåíèÿ h ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà:

(pu′′)′′ − (qu′)′ = f, (1)

çàäàííîå íà êàæäîé ëèíèè γk, k = 1,m, óðàâíåíèÿ Pa(u, h) = 0 äëÿ
êàæäîãî a ∈ J(Γ) è óðàâíåíèÿ Qb(u, h) = 0 äëÿ êàæäîãî b ∈ ∂Γ.

Òàê êàê ñòåðæíè æåñòêî ñîåäèíåíû â èõ îáùåì óçëå a, òî �óíê-
öèÿ ñìåùåíèé u(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè

u[i](a) = u[j](a) (2)

äëÿ ëþáûõ i, j ∈ I(a) è óñëîâèÿì ãëàäêîãî ñîãëàñîâàíèÿ [2, 3℄

u′[i](a) = α1i(a)u
′
[j](a) + α2i(a)u

′
[k](a) (i ∈ I(a), i 6= j, i 6= k), (3)

ãäå α1i(a) =
sinΘki

sinΘkj
, α2i(a) =

sinΘji

sinΘjk
è Θij � óãîë ìåæäó ëèíèÿìè γi è

γj . Ôèêñèðîâàííûå èíäåêñû j è k âûáðàíû òàê, ÷òîáû 0 < Θjk < π.
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Óñëîâèÿ (3) ïðèâåäåíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â óçëå a ñîåäèíåíû òðè

è áîëåå ñòåðæíåé. Åñëè â óçëå a ñîåäèíåíû ðîâíî äâà ñòåðæíÿ, òî

óñëîâèÿ (3) îòñóòñòâóþò. Îòñþäà, â ñèëó ðàâåíñòâà Pa(u, h) = 0, ïî-
ëó÷àåì åùå òðè óñëîâèÿ

∑

i∈I(a)
βni(a)u

′′
[i](a)= 0(n=1, 2),

∑

i∈I(a)

[
−(p[i]u

′′
[i])

′ + q[i]u
′
[i]

]∣∣∣
x=a

=0, (4)

ãäå βni(a) = pi(a)αni(a), n = 1, 2. Êîíöåâàÿ òî÷êà ñòåðæíÿ b ∈ ∂Γ
æåñòêî çàêðåïëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî,

u(b) = u′(b) = 0. (5)

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå Qb(u, h) = 0 îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî,
÷òî íå ïðèâîäèò íè ê êàêèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, ìàëûå óïðóãèå ïîïåðå÷íûå äå�îðìàöèè ïëîñêîé

ñòåðæíåâîé ñèñòåìû, ïîðîæäàåìûå âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû èí-

òåíñèâíîñòè f(x), îïèñûâàåò �óíêöèÿ ñìåùåíèé u(x), íåïðåðûâíàÿ
íà îáúåäèíåíèè îñåâûõ ëèíèé ñòåðæíåé Γ. Íà êàæäîé îñåâîé ëè-

íèè γk îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1). Â

êàæäîì îáùåì óçëå a îíà óäîâëåòâîðÿåò íàáîðó óñëîâèé (3), (4), à â
êàæäîé êîíöåâîé òî÷êå b � óñëîâèÿì (5).

Âåçäå â äàëüíåéøåì ÷åðåç L áóäåì îáîçíà÷àòü äè��åðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð Lu = (pu′′)′′ − (qu′)′.
�àññìîòðèì òåïåðü ìàëûå óïðóãèå êîëåáàíèÿ ñòåðæíåâîé ñèñòå-

ìû. Äëÿ ýòîãî äîïîëíèì èíòåãðàë ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèåé T (u) = 1
2

∫
Γ

ρ(x)
(
∂u(x,t)
∂t

)2
dx è íàéäåì ñòàöèîíàðíîå

çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∫ T
0
(V (u)− T (u)) dt. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ìàëûå óïðóãèå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíåâîé

ñèñòåìû îïèñûâàåò �óíêöèÿ ñìåùåíèé u(x, t), íåïðåðûâíàÿ íà îáú-
åäèíåíèè îñåâûõ ëèíèé ñòåðæíåé Γ. Íà êàæäîé îñåâîé ëèíèè γk îíà
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ

ρ(x)
∂2u(x, t)

∂t2
= −Lu(x, t) + f(x, t), (6)

â êàæäîì îáùåì óçëå a îíà óäîâëåòâîðÿåò íàáîðó óñëîâèé (3), (4),
à â êàæäîé êîíöåâîé òî÷êå b � óñëîâèÿì (5). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
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âðåìåíè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣
t=0

= u1(x). (7)

2. Ïîñòàíîâêà ñìåøàííîé çàäà÷è, çàäàííîé íà ãðà�å, äëÿ

ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà (6). Ïóñòü Γ [4℄ � ñâÿçíûé

ãåîìåòðè÷åñêèé ãðà� (â äàëüíåéøåì ïðîñòî ãðà�). Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç V ìíîæåñòâî åãî âåðøèí, à ÷åðåç m � ÷èñëî ðåáåð. Ïóñòü I(a) �

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ðåáåð ãðà�à Γ, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå a ïðè

íåêîòîðîé èõ íóìåðàöèè, d(a) � êîëè÷åñòâî òàêèõ ðåáåð (ñòåïåíü

âåðøèíû a). Âåðøèíó a áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé, åñëè d(a) > 2,

è ãðàíè÷íîé, åñëè d(a) = 1.

�àññìîòðèì íà Γ ïðîñòðàíñòâî ñêàëÿðíûõ �óíêöèé C[Γ], ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì ðåáðå ãðà�à Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

u[i](a) îäíîñòîðîííèé ïðåäåë �óíêöèè u(x) â âåðøèíå a âäîëü ðåáðà

γi. Ñëåäóÿ ìîíîãðà�èè [4℄, ìû íå òðåáóåì íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé

ïðîñòðàíñòâà C[Γ] âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ ãðà�à Γ, ïîýòîìó îäíî-

ñòîðîííèå ïðåäåëû u[i](a) è u[j](a) âäîëü ðåáåð γi è γj íå îáÿçàíû

ñîâïàäàòü ïðè i, j ∈ I(a) è i 6= j.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ τ(x) ∈ C[Γ], âçàèìíî îäíîçíà÷-

íî îòîáðàæàþùóþ êàæäîå ðåáðî γi íà èíòåðâàë (0, li) ïðè íåêîòîðîì

ïîëîæèòåëüíîì li. Âåëè÷èíó li áóäåì íàçûâàòü äëèíîé ðåáðà γi. Î÷å-

âèäíî äëÿ ñóæåíèÿ �óíêöèè τ(x) íà ðåáðî γi ñóùåñòâóåò îáðàòíîå

îòîáðàæåíèå x(τ) èíòåðâàëà (0, li) íà ðåáðî γi. Ôóíêöèþ u(x) ∈ C[Γ]

íàçîâåì äè��åðåíöèðóåìîé íà ãðà�å Γ, åñëè äëÿ êàæäîãî ðåáðà γi
äè��åðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííîé τ ñóïåðïîçèöèÿ u(x(τ)). Ïðè ýòîì

ïîëàãàåì u′(x) = ∂u(x(τ))
∂τ . Äëÿ íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn[Γ]

ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé u(x) ∈ C[Γ], ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ äî n-

ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ñóùåñòâóþò è ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

C[Γ]. Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå Cn[Γ] íîðìó ‖u‖ =
∑n

i=0 supx∈Γ

∣∣u(i)(x)
∣∣

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈u, v〉 =
∫
Γ u(x)v(x)dx. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç C4 (Γ) ìíîæåñòâî �óíêöèé ïðîñòðàíñòâà C4[Γ], íåïðåðûâíûõ íà

âñåì ãðà�å Γ è óäîâëåòâîðÿþùèõ íàáîðó óñëîâèé (3), (4) â êàæäîé

âíóòðåííåé âåðøèíå a è óñëîâèÿì (5) â êàæäîé ãðàíè÷íîé âåðøèíå b.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé íà �óíêöèè u(x) âñå îäíîñòîðîííèå

ïðåäåëû u[i](a), i ∈ I(a), â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå a ñîâïàäàþò

è ðàâíû çíà÷åíèþ u(a) �óíêöèè u(x) â òî÷êå a.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(0,∞) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ, à ÷åðåç

C2(0,∞) � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íà èíòåðâàëå

(0,∞) �óíêöèé.

Äëÿ �óíêöèé ρ(x) ∈ C[Γ], p(x) ∈ C2[Γ], q(x) ∈ C1[Γ] è f(x, t) ∈
C[Γ] × C(0,∞) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (6) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâè-

ÿõ (7). Ïîä ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (6), (7) áóäåì ïîíèìàòü

�óíêöèþ u(x, t) ïðîñòðàíñòâà C4(Γ) × C2(0,∞). Äëÿ íàõîæäåíèÿ

ðåøåíèÿ u(x, t) ïðèìåíèì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (ìåòîä Ôó-

ðüå). Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî èçó÷èì ñòðóêòóðó ñïåêòðà è âîïðî-

ñû áàçèñíîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî íà ãðà�å.

3. Ñòðóêòóðà ñïåêòðà äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ÷å-

òâåðòîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî íà ãðà�å. Íà �óíêöèîíàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå C4[Γ] ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ:

u(4) + p2(x)u
′′ + p1(x)u

′ + p0(x)u = λu
(
pk(x) ∈ C[Γ], k = 0, 2

)
(8)

ïðè óñëîâèÿõ





ζiu[i](a) = ζju[j](a),

ζiu
′
[i](a) = ζjα1i(a)u

′
[j](a) + ζkα2i(a)u

′
[k](a) + ri0(a)

(i ∈ I(a), i 6= j, i 6= k),
∑

i∈I(a)
ζiβni(a)u

′′
[i](a) + rn1(a) = 0 (n = 1, 2),

∑
i∈I(a)

ζ
i
p[i](a)u

′′′
[i](a) + r12(a) = 0,

(9)

çàäàííûõ â êàæäîé âíóòðåííå âåðøèíå a, è óñëîâèÿõ (5), çàäàííûõ

â êàæäîé ãðàíè÷íîé âåðøèíå b. Çäåñü ζi � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû, ris(a) � âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

çíà÷åíèé â âåðøèíå a ñàìîé �óíêöèè u(x) è åå ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà

íå âûøå s. Îñòàëüíûå êîíñòàíòû òàêèå æå, êàê è â óñëîâèÿõ (2), (3).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8) èìååò

ðàçìåðíîñòü 4m. Â êàæäîé âåðøèíå ãðà�à Γ çàäàíû 2d(a) óñëîâèé

è, òàê êàê ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ãðà�à Γ ðàâíà 2m, òî ÷èñëî

óñëîâèé ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé.

Ñóæåíèå ðåøåíèÿ u(x, λ) äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8) íà

ðåáðî γ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, òàêæå ñóæåííîãî íà
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ðåáðî γ. Îòñþäà â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ìîíîãðà�èè [5℄ â ëþáîì ñåêòîðå

ðàñòâîðà

π
4 êîìïëåêñíîé ρ-ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò �óíäàìåíòàëüíàÿ

ñèñòåìà ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8) òàêàÿ, ÷òî ëþ-

áîé åå ýëåìåíò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì |ρ| óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì ñîîòíîøåíèÿì [1℄:

∂rui(x, ρ
4)

∂xr
=

{
(ωkρ)

r exp{ωkρτ(x)}, x ∈ γj ,

0, x /∈ γj ,
r = 0, 3, (10)

ãäå ω1, ω2, ω3, ω4 � âñå êîðíè ÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç åäèíèöû; i, j è k

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì i = 4(j − 1) + k (1 6 j 6 m, 1 6 k 6 4). Çäåñü

è âåçäå â äàëüíåéøåì ÷åðåç [1] îáîçíà÷àåì âåëè÷èíó 1+O
(
ρ−1

)
, ãäå∣∣ρ ·O

(
ρ−1

)∣∣
îãðàíè÷åíî.

Ïóñòü ℓ1, ℓ2, . . . , ℓ4m � ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû, ïîðîæäàþùèå

óñëîâèÿ (9), (5). �àññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü

∆(λ) = det ‖ℓjui(·, λ)‖4m1 . Êàæäîé (âíóòðåííåé èëè ãðàíè÷íîé) âåð-

øèíå a îòâå÷àåò κ(a) = 2d(a) óñëîâèé (9) èëè (5) è, ñîîòâåòñòâåííî,

κ(a) ñòðîê õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ). Òàêèì îáðàçîì,

êàæäîé âåðøèíå a ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðè-

öà A(a, λ) ïîðÿäêà κ(a) × 4m. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíäàìåíòàëü-

íîé ñèñòåìû ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8) â ìàòðèöå

A(a, λ) ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåí-

íûå â ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà {4i − 3, 4i − 2, 4i − 1, 4i :

i ∈ I(a)}, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå äðóãèì ñòîëá-

öàì, ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(a, λ) ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç

ñòîëáöîâ ìàòðèöû A(a, λ) ñ óêàçàííûìè íîìåðàìè. Ïî îïðåäåëåíèþ

ìàòðèöà B(a, λ) èìååò κ(a) ñòðîê è 2κ(a) ñòîëáöîâ. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç ΩB(a) ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà κ(a) ìàòðèöû

B(a, λ). Êàæäîé âåðøèíå a ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîäìíîæåñòâî

j(a) ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {1, 2, . . . , 4m}, ñîñòîÿùåå èç κ(a) ýëåìåíòîâ.
Íàáîð èíäåêñîâ {j(a) : a ∈ V } íàçîâåì ïîëíûì, åñëè j(a) ∩ j(b) = ∅

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí a è b, à îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ j(a) ïî

âñåì âåðøèíàì a ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ {1, 2, . . . , 4m}.
Ëåììà 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ∆(λ) ïðåäñòàâèì

â âèäå ∆(λ) =
∑∏

a∈V Dj(a), ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåâîç-

ìîæíûì ïîëíûì íàáîðàì èíäåêñîâ òàêèì, ÷òî Dj(a) ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó ΩB(a).
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⊳ �àçëîæèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ∆(λ) ïî ýëåìåí-

òàì κ(a) ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèöå A(a, λ) äëÿ ïðîèçâîëüíî

âûáðàííîé âåðøèíû a. Â ïîëó÷åííîì ðàçëîæåíèè êàæäîå àëãåáðàè-

÷åñêîå äîïîëíåíèå ðàçëîæèì ïî ýëåìåíòàì κ(b) ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ìàòðèöå A(b, λ) äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé âåðøèíû b, îòëè÷-

íîé îò âåðøèíû a. Ïðîäîëæàÿ ðàçëîæåíèå ïî âñåì âåðøèíàì ãðà�à

Γ è èñêëþ÷àÿ íóëåâûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû. ⊲

Ïîðÿäêîì �óíêöèîíàëà ℓi íàçîâåì ïîðÿäîê ñòàðøåé ïðîèçâîä-

íîé, âõîäÿùåé â îïðåäåëåíèå ýòîãî �óíêöèîíàëà. Òàê �óíêöèîíà-

ëû, çàäàþùèå ïåðâûé íàáîð óñëîâèé (9), èìåþò íóëåâîé ïîðÿäîê.

Ôóíêöèîíàëû, çàäàþùèå âòîðîé íàáîð óñëîâèé (9), ïåðâîãî ïîðÿä-

êà è òàê äàëåå. Ïîðÿäêîì óñëîâèé, çàäàííûõ â âåðøèíå a, íàçîâåì

ñóììó ïîðÿäêîâ âñåõ �óíêöèîíàëîâ, çàäàþùèõ ýòè óñëîâèÿ. Ëåã-

êî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîðÿäîê óñëîâèé, çàäàííûõ â âåðøèíå a, ðàâåí

d(a) + 5, åñëè a ∈ J(Γ), è ðàâåí d(a) = 1, åñëè a ∈ ∂Γ. Ïîëîæèì

µk = ωk + ωk+1, k = 1, 4, ãäå, êàê è âûøå, ω1, ω2, ω3, ω4 � âñå êîðíè

÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç åäèíèöû è ω5 = ω1.

Ëåììà 2. Îïðåäåëèòåëü Dj(a), ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó

ΩB(a), ïðåäñòàâèì â âèäåDj(a) = Aρν exp
{
ρ
∑
i∈I(a) ξiτ[i](a)

}
[1], ãäå

ξi ∈ {0, ωk, µk : k = 1, 4}, ν � ïîðÿäîê óñëîâèé, çàäàííûõ â âåðøèíå

a, è A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðè÷åì, åñëè âñå ξi ∈ {µk : k = 1, 4},
òî A 6= 0.

⊳ Ïóñòü ℓ
(a)
n , n = 1, 2d(a) � �óíêöèîíàëû, çàäàþùèå óñëîâèÿ â

âåðøèíå a. Òîãäà ìàòðèöó B(a, λ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êëå-

òî÷íîé ìàòðèöû-ñòðîêè: B(a, λ) = ‖Bi(a, λ)‖i∈I(a), ãäå êàæäàÿ êëåò-
êà Bi(a, λ) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà 2d(a) × 4

âèäà Bi(a, λ) =
∥∥∥ℓ(a)n ur( · , λ)

∥∥∥
n=1,2d(a); r=4i−3,4i

. Â ñèëó (10) èìååì

ℓ
(a)
n ur( · , ρ4) = ζiαn(ωkρ)

νn exp{ωkρτ[i](a)} [1℄, ãäå k = 4i− r+4, νn �

ïîðÿäîê �óíêöèîíàëà ℓ
(a)
n è αn � êîý��èöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèç-

âîäíîé. Âûíîñÿ èç êàæäîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ Dj(a) îáùèé ìíîæè-

òåëü ρνn , à èç êàæäîãî ñòîëáöà îáùèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü

è ζi, ïîëó÷èì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñ-

ëÿÿ êîý��èöèåíò A ïðè ξi ∈
{
µk : k = 1, 4

}
, i ∈ I(a), óáåæäàåìñÿ â

åãî îòëè÷èè îò íóëÿ. ⊲
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç l ñóììó âñåõ äëèí ðåáåð ãðà�à Γ. Ïîëîæèì

η = 2m+5m1, ãäåm1 � ÷èñëî âíóòðåííèõ âåðøèí ãðà�à Γ. Âåëè÷èíó

η â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäêîì óñëîâèé (9), (5). Â ñèëó

ëåìì 1 è 2 âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ∆(λ) êðàåâîé

çàäà÷è (8), (9), (5) ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì âèäà: ∆(ρ4) =

ρη
∑q

k=1Ake
ξkρ[1], èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà êîòîðîãî åñòü êâàäðàò

ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ µkl, k = 1, 4.

Ïðîíîðìèðóåì êîý��èöèåíòû Ak, îòâå÷àþùèå ýêñïîíåíöèàëü-

íûì ïîêàçàòåëÿì ξk, ëåæàùèì íà îäíîé è òîé æå ñòîðîíå èí-

äèêàòîðíîé äèàãðàììû, òàê, ÷òî

∑ |Ak| = 1. Ïîëîæèì δ =

l−1 (ln |A| − ln(1− |A|)), ãäå A � êîý��èöèåíò, îòâå÷àþùèé îäíîìó

èç ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïîêàçàòåëåé µkl. Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ êðàåâîé çàäà÷è (8), (9), (5) ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ), òî â ñèëó òåîðåìû 2, ðåçóëüòàòîâ ïðèëîæåíèÿ

VI ìîíîãðà�èè [6℄ è ðàáîòû [7℄ âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è

(8), (9), (5) ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk =
(
2π
l k + ω(k) + εk

)4
,

k = 1, 2, . . . , ãäå ω(t) � îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ

â ñìûñëå Â. Â. Ñòåïàíîâà òàêàÿ, ÷òî |ω(t)| 6 δ, ïðè÷åì Reω(t) �

ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Áîðà, à εk � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü.

Èñêëþ÷èì èç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ λk âìåñòå ñ èõ ε-îêðåñòíîñòÿìè ïðè íåêîòîðîì ε > 0. Ïîëó÷åííîå

ìíîæåñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç Cε. Â ñèëó òåîðåìû 2 è ðåçóëüòàòîâ � 2

ìîíîãðà�èè [8℄ âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C1 è C2,

÷òî C1r
ηer

√
2l cos θ 6 |∆(λ)| 6 C2r

ηer
√
2l cos θ

, ãäå r =
∣∣∣ 4
√
λ
∣∣∣, θ = arg λ−π

4

(0 6 argλ 6 2π) è η � ïîðÿäîê óñëîâèé (9), (5). Îöåíêà ñâåðõó

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ êîìïëåêñíûõ λ, à îöåíêà ñíèçó � ëèøü ïðè

λ ∈ Cε.

4. Áàçèñíîñòü êîðíåâûõ �óíêöèé äè��åðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî íà ãðà�å. Íàçîâåì

ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0 êðàåâîé çà-

äà÷è (8), (9), (5) ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ñîáñòâåííîãî

ïðîñòðàíñòâà. Î÷åâèäíî, ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü íå ïðåâîñõîäèò
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4m. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ). Êðàòíîñòü ýòîãî êîðíÿ ìû áóäåì íàçûâàòü

àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0.

Ïóñòü u(x, λ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8). Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì

çíà÷åíèè λ0 �óíêöèÿ u(x, λ0) íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ è ïðè-

íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C4(Γ). Òîãäà λ0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì, à h0(x) = u(x, λ0) � ñîáñòâåííîé �óíêöèåé êðàåâîé çà-

äà÷è (8), (9), (5). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé hi(x) = ∂iu(x,λ0)
∂λi ,

i = 1, k, íàçîâåì öåïî÷êîé �óíêöèé, ïðèñîåäèíåííûõ ê ñîáñòâåí-

íîé �óíêöèè h0(x), åñëè âñå îíè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó C
4(Γ).

Î÷åâèäíî, äëèíà öåïî÷êè ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé ñòðîãî ìåíüøå

àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0.

�àññìîòðèì �óíêöèþ ψi(x, λ), ïîëó÷àåìóþ èç õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ) çàìåíîé i-îé ñòðîêè ñòðîêîé èç ðåøåíèé

�óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèÿ (8). Ôóíêöèÿ ψi(x, λ) ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (8) è óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëî-

âèÿì (9), (5), çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, i-ãî óñëîâèÿ. Ïðè ýòîì

ℓiψi( · , λ) = ∆(λ). Ïóñòü λ0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Òîãäà �óíê-

öèÿ ψi(x, λ0) óäîâëåòâîðÿåò è i-ìó óñëîâèþ. È, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

îíà îòëè÷íà îò íóëÿ, òî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé. Îòìåòèì,

÷òî �óíêöèÿ ψi(x, λ0) îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, ëèøü êîãäà

ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0 ðàâíà åäèíè-

öå. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ψi(x, λ) â âèäå ψi(x, λ) = (λ− λ0)
µ
ϕ(x, λ),

ãäå �óíêöèÿ ϕ(x, λ0) îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Âåëè÷èíà µ

íå ïðåâîñõîäèò àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè ν ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

λ0. Åñëè µ ñòðîãî ìåíüøå àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè ν, òî ðåøå-

íèå ϕ(x, λ) óðàâíåíèÿ (8) ïîðîæäàåò ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ h0(x) =

ϕ(x, λ0) è öåïî÷êó èç ν−µ− 1 ïðèñîåäèíåííûõ ê íåé �óíêöèé. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ℘i ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåí-

íûõ �óíêöèé ïðè µ < ν è ïîëîæèì ℘i = ∅, åñëè µ = ν. Îáúåäè-

íåíèå ℘(λ0) ìíîæåñòâ ℘i, i = 1, 4m, îòâå÷àþùèõ îäíîìó è òîìó æå

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0, íàçîâåì áàçîâûì.

Ïîëîæèì vi(x, λ) = ψi(x,λ)
∆(λ) . Ñèñòåìà �óíêöèé {vi(x, λ)}4m1 îáðà-

çóåò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8) ïðè êàæäîì

�èêñèðîâàííîì λ, íå ÿâëÿþùèìñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. È êàæ-

äîå ðåøåíèå vi(x, λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ℓjvi( · , λ) = 0 ïðè j 6= i

è ℓivi( · , λ) = 1.
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Ëåììà 4. Âû÷åò �óíêöèè vi(x, λ) îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ λ0 åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñîáñòâåííîé è ïðèñîåäèíåí-

íûõ �óíêöèé ìíîæåñòâà ℘i, ëèáî ðàâåí íóëþ.

Ïðàâèëüíîñòü óòâåðæäåíèé ëåììû ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íûì âû÷èñëåíèåì âû÷åòà.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ Cε ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî∣∣∣∂
kvi(x,λ)
∂xk

∣∣∣ < Crk−νi , k = 0, 3, ãäå r = 4
√
|λ| è vi � ïîðÿäîê �óíêöèî-

íàëà ℓi.

⊳ Äëÿ �óíêöèè ψi(x, λ) ïðè ëþáîì λ âåðíà (ñì. ëåììó 3) îöåíêà∣∣∣∂
kψi(λ,x)
∂xk

∣∣∣ 6 Crη−νi+ker
√
2l cos θ

, k = 0, 3. Îòñþäà è â ñèëó íèæíåé

îöåíêè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ) èç ëåììû 3 ïî-

ëó÷àåì èñêîìûå îöåíêè. ⊲

�àññìîòðèì �óíêöèþ �ðèíà G(x, ξ, λ) êðàåâîé çàäà÷è (8), (9),

(5). Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ìîíîãðà�èè [4℄ G(x, ξ, λ) = H(x, ξ, λ) −∑4m
i=1 ℓi (H(·, ξ, λ)) vi(x, λ), ãäåH(x, ξ, λ)� êàêîå-ëèáî �óíäàìåíòàëü-

íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) è {vi(x, λ)}4m1 � ïîñòðîåííàÿ âûøå �óí-

äàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç hi(x, ξ, λ) �óíêöèþ Êîøè óðàâíåíèÿ (8), ñóæåí-

íîãî íà ðåáðî γi. Ïîëîæèì H(x, ξ, λ) = hi(x, ξ, λ), åñëè x è ξ ïðèíàä-

ëåæàò ðåáðó γi è H(x, ξ, λ) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà H(x, ξ, λ)

åñòü �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8). Ïðè ýòîì H(x, ξ, λ)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ. Îò-

ñþäà è â ñèëó ëåììû 4 âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ôóíêöèÿ �ðèíà G(x, ξ, λ) ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîð�íîé

�óíêöèåé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ. Ìíîæåñòâî åå ïîëþñîâ ñîâ-

ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è (8), (9),

(5) è âû÷åò îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ïîëþñà λ0 åñòü ëèíåéíàÿ êîìáè-

íàöèÿ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé áàçîâîãî ìíîæåñòâà

℘(λ0).

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ Cε ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C,

÷òî

∣∣∣∂
kG(x,ξ,λ)
∂xk

∣∣∣ < Crk−3
, k = 0, 3, ãäå r = 4

√
|λ|.

7 Çàêàç �1149

⊳ Ïóñòü a è b � âåðøèíû, èíöèäåíòíûå ðåáðó γi. Âîçüìåì â êà÷å-
ñòâå hi(x, ξ, λ) �óíêöèþ �ðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (8), ñóæåííîãî íà ðåá-

ðî γi, ñ óñëîâèÿìè (5) â òî÷êàõ a è b. Ïîëàãàåì, ÷òî λ ëåæèò íà ðàñ-
ñòîÿíèè íå ìåíüøå ε > 0 îò êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ýòîé êðà-
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åâîé çàäà÷è. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå hi(x, ξ, λ) âîçüìåì �óíê-
öèþ �ðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (8), ñóæåííîãî íà ðåáðî γi, ñ óñëîâèÿìè (5)
â òî÷êå a è óñëîâèÿìè u(b) = u′′(b) = 0. Ïîñòðîèì �óíäàìåíòàëüíîå

ðåøåíèå H(x, ξ, λ) ïî ïðåäëîæåííîé âûøå ñõåìå. Äëÿ ïîñòðîåííî-

ãî �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ âåðíû îöåíêè

∣∣∣∂
kH(x,ξ,λ)
∂xk

∣∣∣ < Crk−3
,

k = 0, 3. Îòñþäà |ℓiH(·, ξ, λ)| < Crνi−3
, ãäå νi � ïîðÿäîê �óíêöè-

îíàëà ℓi. Â ñèëó ïîëó÷åííûõ îöåíîê è ëåììû 5 ïîëó÷àåì èñêîìûå

îöåíêè äëÿ �óíêöèè �ðèíà. ⊲ Äëÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíî-

ãî îïåðàòîðà L∗
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äåéñòâóþùåãî èç ïðîñòðàíñòâà

C4[Γ] â ïðîñòðàíñòâî C[Γ], è ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ ℓ∗j , j = 1, 4m
ðàññìîòðèì íà ãðà�å Γ êðàåâóþ çàäà÷ó

L∗u− λu = 0, ℓ∗ju = 0. (11)

Åñëè äëÿ ëþáûõ �óíêöèé u(x) è v(x) èç ïðîñòðàíñòâà C4[Γ], óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (9), (5) è (11), ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿåò-

ñÿ ðàâåíñòâî 〈Lu, v〉 = 〈u, L∗v〉, òî êðàåâóþ çàäà÷ó (11) íàçûâàþò

ñîïðÿæåííîé çàäà÷åé ê êðàåâîé çàäà÷å (8), (9), (5). Ìíîæåñòâà ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℘∗(λk) áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîïðÿæåííîé êðàåâîé çà-
äà÷è (11), ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî λ0 ∈ Cε �óíêöèÿ

�ðèíà G(x, ξ, λ0) êðàåâîé çàäà÷è (8), (9), (5) ðàçëàãàåòñÿ â ñõî-

äÿùèéñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C2[Γ] × C[Γ] ðÿä G(x, ξ, λ0) =∑∞
k=1

1
λk−λ0

∑
j hkj(x)h

∗
kj(ξ) ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì

�óíêöèÿì hkj(x) ∈ ℘(λk) è h
∗
kj(x) ∈ ℘∗(λk).

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìû 3, 4 è 5 è ïðîâîäèò-

ñÿ ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðàëà ïî ñõåìå, ïðèâåäåííîé â ìîíîãðà-

�èè [5℄. ⊲

Â ñèëó òåîðåìû 6 âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 7. Ëþáàÿ �óíêöèÿ u(x) ∈ C4[Γ] ðàçëàãàåòñÿ â ñõîäÿ-

ùèéñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C2[Γ] ðÿä ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäè-

íåííûì �óíêöèÿì hkj(x) ∈ ℘(λk) êðàåâîé çàäà÷è (8), (9), (5) :

u(x) =

∞∑

k=1

∑

j

αkjhkj(x),

αkj =

∫

Γ

u(ξ)h∗kj(ξ) dξ (h∗kj(x) ∈ ℘∗(λk)).
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Çàìåòèì, ÷òî óòî÷íèâ îöåíêè �óíêöèè �ðèíà â òåîðåìå 5 è ïðî-

âåäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàáîòå [9℄, ìîæíî óñòàíîâèòü ñõî-

äèìîñòü ïîëó÷åííîãî ðÿäà äëÿ �óíêöèè u(x) ∈ C4(Γ) è ïî íîðìå

ïðîñòðàíñòâà C3[Γ].

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòàì ïóíêòîâ 3

è 4 äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà, îïóáëèêî-

âàíû â ðàáîòå [10℄.

5. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííîãî äè��åðåí-

öèàëüíîãî îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî íà ãðà-

�å. Âåðíåìñÿ (ñì. óðàâíåíèå (1)) ê äè��åðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó

Lu ≡ (p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′, äåéñòâóþùåìó èç ïðîñòðàíñòâà C4(Γ) â
ïðîñòðàíñòâî C[Γ].

Ëåììà 6. Äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ-

æåííûì.

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå

ðàâåíñòâà 〈Lu, v〉 = 〈u, Lv〉 äëÿ �óíêöèé u(x) è v(x), ïðèíàäëåæàùèõ
ïðîñòðàíñòâó C4(Γ). ⊲

Ëåììà 7. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðà-

òîðà L âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû.

⊳ Â ñèëó ëåììû 5 âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûå.

Äîêàæåì èõ ïîëîæèòåëüíîñòü. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è

u(x) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó íîðìèðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ.

Òîãäà λ = 〈Lu, u〉 =
∫
Γ
(p(x)u′′(x))′′ u(x)dx −

∫
Γ
(q(x)u′(x))′ u(x)dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (2)�(5), ïîëó÷èì λ =∫
Γ
[p(x) (u′′(x))2 + q(x) (u′(x))2]dx. Ïî îïðåäåëåíèþ p(x) > 0 è g(x) >

0. Ñëåäîâàòåëüíî, λ > 0. ⊲

Ëåììà 8. Ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ

è ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L.

⊳ Â ñèëó ëåììû 6 ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè, îò-

âå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû. Îð-

òîãîíàëèçóåì êàæäûé êîíå÷íûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîá-

ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé, îòâå÷àþùèõ îäíîìó è òîìó

æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû. ⊲

Íàðÿäó ñ �óíêöèåé τ(x) (ñì. ïóíêò 2) çàäàäèì íîâóþ �óíêöèþ

τ̃(x), ïîëàãàÿ τ̃ (x) =
∫ x
a

dx
4
√
p(x)

ïðè x ∈ γ, ãäå a � âåðøèíà, èíöè-

äåíòíàÿ ðåáðó γ. Ôóíêöèÿ τ̃ (x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C[Γ] è
îòîáðàæàåò êàæäîå ðåáðî γi íà èíòåðâàë (0, l̃i), ãäå l̃i =

∫
γi

dx
4
√
p(x)

�
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íîâûå äëèíû ðåáåð. Ïåðåéäåì îò äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî τ ê äè�-

�åðåíöèðîâàíèþ ïî τ̃ è îò íåèçâåñòíîé �óíêöèè u(x) � ê �óíê-

öèè v(x) = u(x) exp {0, 25p(x)}. Òîãäà äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæå-

íèå (p(x)u′′)′′− (q(x)u′)′ ïðèìåò âèä v(4)+p2(x)v′′+p1(x)v′+p0(x)v ñ
íåêîòîðûìè êîý��èöèåíòàìè pk(x) ∈ C[Γ], à óñëîâèÿ (2)�(5) ïðèìóò
âèä (9), (5) ïðè ζi = exp

{
−0, 25p[i](a)

}
. Îòñþäà è â ñèëó ðåçóëüòàòîâ

ïóíêòîâ 3 è 4 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 8. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äè��åðåíöèàëü-

íîãî îïåðàòîðà L ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ è

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà λk =
(
2π
σ k + ω(k) + εk

)4
, k = 1, 2, . . . , ãäå

σ =
∫
Γ

dx
4
√
p(x)

, âåëè÷èíû ω(k) è εk îïðåäåëåíû â òåîðåìå 3.

Òåîðåìà 9. Ëþáàÿ �óíêöèÿ u(x) ∈ C4(Γ) ðàçëàãàåòñÿ â ñõîäÿ-
ùèéñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C2[Γ] ðÿä ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñè-

ñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé hkj(x) ∈ ℘(λk) îïå-
ðàòîðà L:

u(x) =

∞∑

k=1

∑

j

αkjhkj(x), αkj =

∫

Γ

u(ξ)hkj(ξ) dξ.

6. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ñìåøàííîé çàäà-

÷è (6), (7). �àññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíî îäíîðîäíóþ ñìåøàííóþ çà-

äà÷ó (6), (7), ïîëàãàÿ f(x, t) ≡ 0. �àçäåëèì ïåðåìåííûå u(x, t) =
u(x)T (t) â óðàâíåíèè (6), ïîëó÷èì äâà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèÿ Lu = λu è

T ′′(t) + λT (t) = 0. (12)

Â ñèëó ëåììû 7 êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λk äè��åðåíöèàëü-

íîãî îïåðàòîðà L âåùåñòâåííîå è ïîëîæèòåëüíîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) ïðè λ = λk èìååò âèä ak cos(
√
λk t) +

bk sin(
√
λk t). Ñîñòàâèì ðÿä

u0(x, t) =
∞∑

k=1

(
ak cos(

√
λk t) + bk sin(

√
λk t)

)
hk(x),

ãäå hk(x), k = 1, 2, . . . � âñå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå è

ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L. Â ñè-

ëó òåîðåìû 9 ïîñòðîåííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
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C2[Γ]× C(0,∞). Ïîëîæèì,

ak =

∫

Γ

u0(ξ)hk(ξ) dξ, bk =
1√
λk

∫

Γ

u1(ξ)hk(ξ) dξ, (13)

ãäå u0(x) è u1(x)��óíêöèè, çàäàþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (7). Òîãäà

ïðè t = 0 ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C
2[Γ]×C(0,∞)

ê �óíêöèè u0(x), à ðÿä, ïîëó÷åííûé ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâà-

íèåì ýòîãî ðÿäà ïî ïåðåìåííîé t, ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè u1(x).
�åøåíèå u1(x, t) íåîäíîðîäíîé ñìåøàííîé çàäà÷è (6) ñ îäíîðîä-

íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (7) ïðè u0(x) ≡ u1(x) ≡ 0 ïðåäñòàâèìî
â âèäå ðÿäà u1(x, t) =

∑∞
k=1 Tk(t)hk(x), ãäå

Tk(t) =
1√
λk

t∫

0

sin
√
λk(t− τ) dτ

∫

Γ

f(x, t)hk(x) dx. (14)

Òàê êàê ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (6), (7) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ

ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 10. �åøåíèå u(x, t) ñìåøàííîé çàäà÷è (6), (7) ïðåäñòà-
âèìî â âèäå ðÿäà

u(x, t) =

∞∑

k=1

(
ak cos(

√
λk t) + bk sin(

√
λk t) + Tk(t)

)
hk(x),

ãäå λk è hk(x) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè äè�-

�åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L, êîíñòàíòû ak è bk îïðåäåëåíû ñîãëàñ-

íî (13), à �óíêöèè Tk(t) � ñîãëàñíî (14).

Íàéäåííîå ðåøåíèå u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñìå-

øàííîé çàäà÷è (6), (7). Ïðè íåîáõîäèìûõ ñîãëàñîâàíèÿõ �óíêöèé

f(x, t), u0(x) è u1(x), èñïîëüçóÿ èíòåãðàë ýíåðãèè V (u)− T (u), ìå-
òîäàìè, àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàì ãëàâû 6 ó÷åáíèêà [11℄ äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïîëó÷åííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ

è ïðè äðóãèõ ñïîñîáàõ ñîåäèíåíèÿ è çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíåé ñèñòåìû.

Òàê ïðè øàðíèðíîì ñîåäèíåíèè ñòåðæíåé â èõ îáùåì óçëå a âìåñòî
óñëîâèé (3), (4) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

u′′[i](a) = 0 (i ∈ I(a)),
∑

i∈I(a)

[
−(p[i]u

′′
[i])

′
+ q[i]u

′
[i]

]∣∣∣
x=a

= 0,
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à ïðè øàðíèðíîì çàêðåïëåíèè ñòåðæíÿ â òî÷êå b ∈ ∂Γ âìåñòî óñëî-

âèé (5) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

u(b) = u′′(b) = 0.

Â îñòàëüíîì ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ ïðåæíèìè.

�åçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ÷àñòè÷íî îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [12℄.
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ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ �ÅØÅÍÈß

ÀÍÒÈÏËÎÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È ÝËÅÊÒ�ÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ

Ï�È ÄÂÈÆÓÙÅÌÑß ÎÑÖÈËËÈ�ÓÞÙÅÌ

ÈÑÒÎ×ÍÈÊÅ

Ò. È. Êàëèíèíà, À. Â. Íàñåäêèí

�àññìîòðåíà àíòèïëîñêàÿ çàäà÷à ýëåêòðîóïðóãîñòè î äåéñòâèè ñîñðåäîòî-

÷åííîãî èñòî÷íèêà âîëí, äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è îäíîâðå-

ìåííî îñöèëëèðóþùåãî ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó â áåçãðàíè÷íîé ýëåêòðî-

óïðóãîé ñðåäå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàí-

íîé ñ äâèæóùèìñÿ èñòî÷íèêîì, ñóùåñòâóåò ðåæèì óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáà-

íèé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ è èíòåãðàëüíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîñòðîåíî �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå â ïîäâèæíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðèãîäíîå äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ èñòî÷íè-

êà. Îïðåäåëåíû êèíåìàòè÷åñêèå è ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâûõ

ïîëåé â äàëüíåì ïîëå.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ (Ô�) è èõ êè-

íåìàòè÷åñêèå è ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè â äàëüíåì ïîëå äëÿ

àíòèïëîñêîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè (ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà) ïðè ïî-

äâèæíûõ îñöèëëèðóþùèõ èñòî÷íèêàõ. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðî-

äîëæåíèåì èññëåäîâàíèé [1, 2℄, â êîòîðûõ èçó÷àëèñü Ô� è ýíåðãåòè-

êà âîëí äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè áåç äâèæåíèÿ

èñòî÷íèêà [1℄ è äëÿ àíòèïëîñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ïðè ïî-

äâèæíûõ îñöèëëèðóþùèõ èñòî÷íèêàõ [2℄. Ñëåäóÿ [2℄, â äàëüíåéøåì

áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ. Çàäà÷è, â êîòîðûõ

èñòî÷íèê âîëí äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ w è îäíîâðåìåí-

íî îñöèëëèðóåò ñ ÷àñòîòîé ω, áóäåì íàçûâàòü çàäà÷àìè B. Åñëè æå
w = 0, ω 6= 0, òî èìååì çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ, êîòî-

ðûå áóäåì íàçûâàòü çàäà÷àìè A.
Çàäà÷è A èññëåäîâàíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ñðåä ãîðàçäî áîëåå ïîäðîá-

íî, ÷åì çàäà÷è B. Òàê, ðàíåå äëÿ çàäà÷ A òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè

Ô� áûëè ïîñòðîåíû â [3, 4℄ äëÿ R2
è â [1, 5, 6℄ äëÿ R2

è R3
. Â [6℄ ìîæ-

íî íàéòè äîñòàòî÷íî ïîäðîáíóþ áèáëèîãðà�èþ ïî Ô� ñòàòè÷åñêèõ

è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè.
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Ô� çàäà÷ B äëÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè áûëè èçó÷åíû â R2
è R3

â [2, 7, 8℄. Ìåæäó òåì, çàäà÷è B äëÿ ýëåêòðîóïðóãèõ ñðåä ðàíåå íå

ðàññìàòðèâàëèñü. Îòìåòèì, ÷òî �îðìû Ô� ìîãóò ñóùåñòâåííî îò-

ëè÷àòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáèðàåìûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëå-

íèé. Ô� àíòèïëîñêèõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè, ïðåäñòàâëåííûå íè-

æå, èìåþò èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íûå Ô�

àíèçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû [2℄. Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè Ô� çàäà÷

ýëåêòðîóïðóãîñòè îáóñëîâëåíû ñâÿçàííîñòüþ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåê-

òðè÷åñêèõ ïîëåé è íàëè÷èåì îòäåëüíîãî êâàçèñòàòè÷åñêîãî ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Oξ1ξ2ξ3 íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, îò-

íåñåííóþ ê ðàññìàòðèâàåìîé àíèçîòðîïíîé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé

ñðåäå. Ïóñòü τ � âðåìÿ, u(ξ1, ξ2, ξ3, τ) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé,

ϕ(ξ1, ξ2, ξ3, τ) � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, cEαβ � óïðóãèå ìîäóëè, èç-

ìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì íàïðÿæåíèè, ǫSij � äèýëåê-

òðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè, èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííîé äå�îðìàöèè,

eiα � ïüåçîìîäóëè ñðåäû â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (i, j = 1, 2, 3,
α, β = 1, 2, . . . , 6).

Êàê èçâåñòíî [9℄, äëÿ ðÿäà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ âîç-

ìîæíà ïîñòàíîâêà äâóìåðíûõ çàäà÷ îá àíòèïëîñêîé äå�îðìàöèè.

Òàê, â çàäà÷àõ îá àíòèïëîñêîé äå�îðìàöèè â ïëîñêîñòè Oξ1ξ2 ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ìàññîâîé ñèëû f èëè îáúåìíîé

ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà qb âèäà

f = {0, 0, f3}; f3 = f3(ξ1, ξ2, τ); qb = qb(ξ1, ξ2, τ), (1)

ãåíåðèðóþòñÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, çà-

âèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ ξ1, ξ2 è τ , ïðè÷åì ó âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ

ïåðåìåùåíèé èìååòñÿ òîëüêî îäíà íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà â íàïðàâ-

ëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè Oξ1ξ2:

u = {0, 0, u3}; u3 = u3(ξ1, ξ2, τ); ϕ = ϕ(ξ1, ξ2, τ). (2)

Óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ àíòèïëîñêîé äå�îðìàöèè (1), (2) ÿâ-

ëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ìîäóëè óïðóãîñòè è ïüåçîìîäóëè:

cE14 = cE15 = cE24 = cE25 = cE46 = cE56 = 0,

e11 = e12 = e21 = e22 = e16 = e26 = 0.
(3)
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ýëåê-

òðîóïðóãîñòè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé �îðìå

T = cE · S− e∗ ·E, (4)

D = e · S+ ǫS ·E, (5)

ãäå cE � ìàòðèöà óïðóãèõ ìîäóëåé cEαβ , e � ìàòðèöà ïüåçîìîäó-

ëåé eiα, ǫ
S
� ìàòðèöà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ǫij , T =

{σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12} � ïñåâäîâåêòîð íàïðÿæåíèé (σij � êîì-

ïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé), S = {ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε13, 2ε12} �

ïñåâäîâåêòîð äå�îðìàöèé (εij = (∂ui/∂ξj + ∂uj/∂ξi)/2 � êîìïîíåí-

òû òåíçîðà äå�îðìàöèé), D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, E �

âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Ei = −∂ϕ/∂ξi.
Çàâèñèìîñòè S îò u è E îò ϕ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêæå â

âåêòoðíî-ìàòðè÷íîé �îðìå (∇ξ = {∂/∂ξ1, ∂/∂ξ2, ∂/∂ξ3}):

S = L(∇ξ) · u, E = −∇ξϕ, (6)

L∗(∇ξ) =



∂/∂ξ1 0 0 0 ∂/∂ξ3 ∂/∂ξ2

0 ∂/∂ξ2 0 ∂/∂ξ3 0 ∂/∂ξ1
0 0 ∂/∂ξ3 ∂/∂ξ2 ∂/∂ξ1 0


 . (7)

Èñïîëüçóÿ (4)�(7), ïîëåâûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîóïðóãîñòè â ïðè-

áëèæåíèè êâàçèýëåêòðîñòàòèêè çàïèøåì â �îðìå

ρ∂2u/∂τ2 − L∗(∇ξ) · (cE · L(∇ξ) · u+ e∗ · ∇ξϕ) = f , (8)

∇ξ · (e · L(∇ξ) · u− ǫS · ∇ξϕ) = −qb, (9)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, íåîáõîäèìîñòü óäîâëåòâîðåíèÿ ïåðâûõ

äâóõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíîì óðàâíåíèè (8) â ïðåäïîëîæå-

íèÿõ (1), (2) ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì (3) íà ìîäóëè ïüåçîýëåêòðè-

÷åñêîé ñðåäû. Òîãäà, èç (8), (9) è (1), (2) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

àíòèïëîñêîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî �óíêöèé u3(ξ1, ξ2, τ) è ϕ(ξ1, ξ2, τ):

ρ
∂2u3
∂τ2

− Γ(∇ξ
2)u3 − γ(∇ξ

2)ϕ = f3, (10)

γ(∇ξ
2)u3 − ǫ(∇ξ

2)ϕ = −qb, (11)
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ãäå ∇ξ
2 = {∂/∂ξ1, ∂/∂ξ2},

Γ(α) = cE55α
2
1 + 2cE45α1α2 + cE44α

2
2, (12)

γ(α) = e15α
2
1 + (e14 + e25)α1α2 + e24α

2
2, (13)

ǫ(α) = ǫS11α
2
1 + 2ǫS12α1α2 + ǫS22α

2
2, α = {α1, α2}. (14)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòî÷íèêè êîëåáàíèé f3 è qb ÿâëÿþòñÿ ñîñðå-
äîòî÷åííûìè, äâèãàþòñÿ â ïëîñêîñòè Oξ1ξ2 ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
w = {w1, w2} è îäíîâðåìåííî îñöèëëèðóþò ñ ÷àñòîòîé ω:

{
f3(ξ1, ξ2, τ)
qb(ξ1, ξ2, τ)

}
=

{
f
q

}
δ(ξ1 − w1τ, ξ2 − w2τ)e

iωτ . (15)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

{x1, x2, x3}, äâèæóùóþñÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò {ξ1, ξ2, ξ3} ñî ñêîðîñòüþ èñòî÷íèêà w. Âðåìÿ â ïî-

äâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáîçíà÷èì ÷åðåç t. Ýòè äâå ñèñòåìû

êîîðäèíàò ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 = ξ1 − w1τ, x2 = ξ2 − w2τ, x3 = ξ3, t = τ, (16)

∂/∂ξj = ∂/∂xj, ∂τ = ∂t −w · ∇x
2 , ∇x

2 = {∂/∂x1, ∂/∂x2}. (17)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äåéñòâèè èñòî÷íèêîâ (15) äëÿ ïåðåìå-

ùåíèé u3 è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ (2) â ïîäâèæíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò (16) ñóùåñòâóåò ðåæèì óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé:

u3 = v(x1, x2)exp (iωt), ϕ = ψ(x1, x2)exp (iωt). (18)

Ïåðåõîäÿ â (10), (11) ê ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (16) è èñ-

ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (17), äëÿ êîìïîíåíò v è ψ èç (18) áóäåì èìåòü

ñëåäóþùèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

ρ(iω −w · ∇x
2)

2v − Γ(∇x
2 )v − γ(∇x

2)ψ = fδ(x1, x2), (19)

γ(∇x
2)v − ǫ(∇x)ψ = −qδ(x1, x2). (20)

Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (19), (20) èñ-

ïîëüçóåì ïðèíöèï ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ èëè ïîñòåïåííî óñèëè-

âàþùåãîñÿ èñòî÷íèêà [10℄, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïåðåéäåì ê ε-çàäà÷å,
çàìåíèâ â (19), (20) v íà vε, ψ íà ψε, ω íà ωε = ω − iε, 0 < ε ≪ 1.
Ïî ïðèíöèïó ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ ïîä ðåøåíèåì {v, ψ} áóäåì

ïîíèìàòü ïðåäåë ðåøåíèÿ {vε, ψε} ñèñòåìû óðàâíåíèé (19), (20) äëÿ

ε-çàäà÷è ïðè ε→ +0: v = limε→+0 vε, ψ = limε→+0 ψε.
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Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (19), (20) äëÿ ε-çàäà÷è ïðè-
ìåíèì äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x1, x2 (x = {x1, x2}).
Îáîçíà÷èâ

{
Vε(α1, α2)
Ψε(α1, α2)

}
=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

{
vε(x1, x2)
ψε(x1, x2)

}
eiα·x dx1 dx2, (21)

èç (19), (20) äëÿ ε-çàäà÷è áóäåì èìåòü

[Γ(α)− ρΩ2
ε(α)]Vε + γ(α)Ψε = f, (22)

γ(α)Vε − ǫ(α)Ψε = q, (23)

ãäå

Ωε(α) = ωε +w ·α; α = {α1, α2}. (24)

Ââåäÿ ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (α, θ)

α = αn, n = {cos θ; sin θ}, (25)

äëÿ Vε, Ψε íàõîäèì

Vε =
Fv

ρ(α2ν2(n)− Ω2
ε(αn))

, Ψε =
Fψ

ρ(α2ν2(n)− Ω2
ε(αn))

+ Ψεn, (26)

Fv = f +
γ(n)

ǫ(n)
q, Fψ =

γ(n)

ǫ(n)
Fv, Ψεn = − q

α2ǫ(n)
, (27)

ν(n) = cAp (n) � �àçîâàÿ ñêîðîñòü ñäâèãîâûõ âîëí â çàäà÷å (19), (20)

ïðè îòñóòñòâèè äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà w = 0, ò. å. â çàäà÷å A

ν(n) = cAp (n) =

√
ρ−1Γ̃(n), Γ̃(n) = Γ(n) +

γ2(n)

ǫ(n)
. (28)

Ïðèìåíÿÿ ê (26) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïåðåõîäÿ ê

ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (25), áóäåì èìåòü:

vε =
1

4π2ρ

2π∫

0

Ivε dθ, ψε =
1

4π2ρ

2π∫

0

Iψε dθ + ψns, (29)
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{
Ivε
Iψε

}
=

+∞∫

0

α

α2ν2(n)− Ω2
ε(αn)

{
Fv
Fψ

}
e−izα dα, (30)

z = n · x, x = {x1, x2}, (31)

ψns = − q

4π2

2π∫

0

dθ

ǫ(n)

+∞∫

0

1

α
e−izα dα. (32)

Îòìåòèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ψns èç (29), (32) ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì �àêòè÷åñêè îòäåëüíîé çàäà÷è êâàçèýëåêòðîñòàòèêè â

R2 = {x1, x2} (ǫS2 � òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé â R2
):

∇x
2 · (ǫS2 · ∇x

2ϕns) = qδ(x)eiωt, ϕns = ψns e
iωt.

Ñëåäóÿ [2℄, èíòåãðàëû â (29), (30) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, èñïîëü-

çóÿ ìåòîäû êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ε→ +0 ïîëó÷èì
èòîãîâûå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä {v, ψ} Ô�:

v = vd + v0, ψ = ψd + ψ0 + ψns, (33)

{
vd
ψd

}
=

i

4πρ

(∑

k

′
)
(−1)k+1

{
Ivdk
Iψdk

}
, (34)

{
Ivdk
Iψdk

}
=

π/2+θ̃∫

−π/2+θ̃

H [(−1)kν(θ)− wn]

ν(θ)c
B(k)
p (θ)

{
Fv
Fψ

}
e−iωrL

B(k)·y dθ, (35)

LB(k) = n/cB(k)
p (θ), LB(k) · y = cos(θ − θ̃)/cB(k)

p (θ), (36)

x = ry, |y| = 1, y = {cos θ̃, sin θ̃}, (37)

{
v0
ψ0

}
=

i

4π2ρω

π/2+θ̃∫

−π/2+θ̃

1

ν(θ)
I0

{
Fv
Fψ

}
dθ, (38)

I0 =

+∞∫

0

(
α+ α+ − iη

(α+)2 + η2
− α− α− − iη

(α−)2 + η2

)
e−zη dη, (39)

α± = ω/(±ν − wn); z = n · x = r cos(θ − θ̃), (40)

ãäå H � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, wn = w · n.
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Çäåñü c
B(k)
p (θ) = c

B(k)
p (n(θ)) = (−1)kν(θ)−wn � �àçîâàÿ ñêîðîñòü

â çàäà÷å B ñ äâèæåíèåì (w 6= 0). Àíàëîãè÷íî [8℄, áóäåì ñ÷èòàòü �à-

çîâóþ ñêîðîñòü â çàäà÷å B íåîòðèöàòåëüíîé, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäå-

ëèòü åå äëÿ �èêñèðîâàííîãî n ñëåäóþùèì îáðàçîì â çàâèñèìîñòè

îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó �àçîâîé ñêîðîñòüþ cAp (n) çàäà÷è A è wn:

(cAp (n) > wn) ∧ (cAp (n) > −wn) ⇒ cBp (n) = cAp (n)− wn, (41)

cAp (n) < −wn ⇒ cBkp (n) = (−1)kcAp (n)− wn; k = 0, 1, (42)

cAp (n) 6 wn ⇒ íåò ïðÿìûõ ïëîñêèõ âîëí. (43)

Ñëó÷àè (41), (42) ìîæíî îáîçíà÷èòü åäèíûì îáðàçîì: c
B(k)
p (n) =

(−1)kcAp (n)−wn, (k = 0)∨ (k = 0, 1), ò. å. äëÿ ñëó÷àÿ (41) cBp = c
B(0)
p .

Â ñîîòâåòñòâèå ñ âîçìîæíîñòÿìè (41)�(43), ðåàëèçóþùèìèñÿ â

çàâèñèìîñòè îò ðåæèìà äâèæåíèÿ, çíàê

∑′
k îçíà÷àåò íàëè÷èå èëè

îòñóòñòâèå ñóììèðîâàíèÿ ïî k.
Ôîðìóëû (33)�(40) îïðåäåëÿþò Ô� àíòèïëîñêîé äèíàìè÷åñêîé

çàäà÷è òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè ïðè ïîäâèæíûõ îñöèëëèðóþùèõ

èñòî÷íèêàõ è ïðèãîäíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ.

Â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ àìïëèòóä {v, ψ}, êàê è â [1℄,

ñîäåðæàòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå {vd, ψd}, ñòàòè÷åñêèå �

{v0, ψ0}, è íåñâÿçàííûé êâàçèýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ψns.
Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëó (32) äëÿ íåñâÿçàííîãî êâàçèñòàòè÷åñêî-

ãî ïîòåíöèàëà ψns ìîæíî âèäîèçìåíèòü, èñïîëüçóÿ ðåãóëÿðèçàöèþ

èíòåãðàëà ïî α è ðàçáèâàÿ èíòåãðàë ïî θ àíàëîãè÷íî (35), (38)

ψns = − q

π2

π/2+θ̃∫

−π/2+θ̃

1

ǫ(n)
(C + ln |z|) dθ; n = {cos θ, sin θ},

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.

Êèíåìàòèêà è ýíåðãåòèêà äàëüíåãî ïîëÿ

Ñëàãàåìûå vd è ψd â (34) îïðåäåëÿþò äèíàìè÷åñêèå ñîñòàâëÿþ-
ùèå Ô�, è äëÿ íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó äàëüíåãî ïîëÿ. Ïî

êëàññè÷åñêîìó ìåòîäó ïåðåâàëà âêëàä îò ñåäëîâîé òî÷êè θs â èíòå-
ãðàë ïî ïðîèçâîëüíîìó ïóòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé θ

∫
Φ(θ)eiq(θ)ωr dθ (44)
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ïðè ωr ≫ 1 äàåòñÿ âûðàæåíèåì

√
2π

ωr|q′′(θs)|
Φ(θs)e

i[q(θs)ωr+
π
4 sign q′′(θs)], (45)

ãäå θs � ñåäëîâàÿ òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ q′(θs) = 0.
Â äàííîé çàäà÷å äëÿ èíòåãðàëîâ (35) ïðè �èêñèðîâàííîì k

Φ(θ) =
H [(−1)kν − wn]

ν(θ)c
B(k)
p (θ)

{
Fv
Fψ

}
, q(θ) = −LB(k) · y. (46)

Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ çà-

äàííîãî íàïðàâëåíèÿ y â �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè x = ry ñåäëîâàÿ

(ñòàöèîíàðíàÿ) òî÷êà θs ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

cB(k)
g (θ) = y |cB(k)

g (θ)| (47)

ïðè óñëîâèè y · LB(k)(θ) > 0, ò. å.

cos(θ − θ̃) > 0. (48)

Â (47) c
B(k)
g (θ) � âåêòîð ãðóïïîâîé ñêîðîñòè â çàäà÷å B, êîòîðûé

îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

cBg = ∂ω/∂α (49)

èç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è B

D(α,Ω(α)) = Γ̃(α)− ρΩ2(α) = 0, Ω(α) = ω +w · α. (50)

Çàìåòèì, ÷òî �îðìóëû (49) îïðåäåëÿþò ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü, êàê

�óíêöèþ îò α, à ïðè îïðåäåëåíèè çàâèñèìîñòè ãðóïïîâîé ñêîðîñòè

îò n(θ) íóæíî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó [8℄:

cB(k)
g (n(θ)) = (−1)kcAg (n(θ)) −w. (51)

Âû÷èñëÿÿ âûðàæåíèå (45) äëÿ Φ(θ) è q(θ) èç (46) äëÿ ñòàöèîíàð-

íûõ òî÷åê n
(k)
s = n(θ

(k)
s ), ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

vd ≈
(∑

k

)′

v(k)s , ψd ≈
(∑

k

)′

ψ(k)
s , ωr → ∞, (52)
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{
v
(k)
s

ψ
(k)
s

}
= (−1)k+1 i G

B(k)
s√
2πrρ

{
F

(k)
vs

F
(k)
ψs

}
e
−i
(

ωr

|c
B(k)
gs |

+π
4 σ

B(k)
s

)

,

GB(k)
s =

c
B(k)
ps

2|cB(k)
gs |νs

√
|kB(k)
ps |

,

(53)

ãäå c
B(k)
gs = c

B(k)
g (n

(k)
s ), c

B(k)
ps = c

B(k)
ps (n

(k)
s ), cAps = cAps(n

(k)
s ), F

(k)
vs =

Fv(n
(k)
s ), F

(k)
ψs = Fψ(n

(k)
s ), k

B(k)
ps = k

B(k)
ps (n

(k)
s ) � êðèâèçíà êðèâîé

ìåäëåííîñòè LB(k)
â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå, σ

B(k)
s = signk

B(k)
ps .

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî âîëí v
(k)
s , ψ

(k)
s â äàëüíåé çîíå îïðåäå-

ëÿåòñÿ ÷èñëîì ñåäëîâûõ òî÷åê èëè ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé n
(k)
s (x).

Êàê è â çàäà÷àõ B äëÿ óïðóãèõ ñðåä, çäåñü äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷å-

íèé n
(k)
s (x) âåêòîð ãðóïïîâîé ñêîðîñòè c

B(k)
gs (n

(k)
s ) íàïðàâëåí âäîëü

âåêòîðà x �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ �èêñèðîâàííî-

ãî íàïðàâëåíèÿ x ÷èñëî âîëí ìîæíî âû÷èñëèòü, êàê ÷èñëî ïåðåñå÷å-

íèé ëó÷à 0x ñ êðèâîé ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Êàê è äëÿ àíòèïëîñêîé

çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè [2℄, çäåñü, â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìà äâèæå-

íèÿ, ÷èñëî ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò 0 äî 2,

ïðè÷åì ïðè ñâåðõçâóêîâîì ðåæèìå äâèæåíèÿ ñóùåñòâóþò çîíû ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ áûñòðûõ è ìåäëåííûõ âîëí, îãðàíè÷åííûå êîíóñàìè

Ìàõà.

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, θ̃) êîìïîíåíòû âåêòîðà ãðóï-

ïîâîé ñêîðîñòè â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:

cBgrs = |cBgs|; cBgθ̃s = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, öèëèíäðè÷åñêèå âîëíû (53)

â äàëüíåé çîíå óäîâëåòâîðÿþò îáùèì óñëîâèÿì äëÿ îäíîðîäíûõ

öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí [11, 12℄. Ïîýòîìó, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, äëÿ

âîëí (52) ñïðàâåäëèâû îáùèå ýíåðãåòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ [11℄, à

ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü cBgs ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ïåðåíîñà ýíåðãèè êàê

äëÿ íåïîäâèæíîãî, òàê è äëÿ ïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëåé.

Èñïîëüçóåì �îðìóëû [11, 12℄ äëÿ îñðåäíåííûõ ýíåðãèé öèëèí-

äðè÷åñêèõ âîëí 〈Eξx〉 è 〈Ex〉 â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ

íåïîäâèæíîãî è ïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëåé è �îðìóëû äëÿ âåêòî-

ðîâ ïåðåíîñà ýíåðãèè 〈Jξx(x)r 〉

〈
Eξx

〉
=

1

2
Ω2(α)ρ|v|2, 〈Ex〉 = 1

2
ωΩ(α)ρ|v|2, (54)
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〈
Jξx(x)r

〉
= cBgr

〈
Eξx(x)

〉
, ãäå 〈. . .〉 = 1

T

T∫

0

(. . .) dt, T = 2π/ω. (55)

Ïîäñòàâëÿÿ (53) â (54), (55), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ

ïîòîêà ýíåðãèè îòäåëüíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí â äàëüíåé çîíå

〈
Jξx(k)rs

〉
=

ω2|F (k)
vs |2

16πρrc
B(k)
grs |kB(k)

ps |
,
〈
Jx(k)rs

〉
=

ω

Ω(α
(k)
s )

〈
Jξx(k)rs

〉
. (56)

Ïðè ñâåðõçâóêîâîì äâèæåíèè Ω(α1
s) < 0, è ïî (56) 〈Jx1rs 〉 < 0,

ò. å. ìåäëåííûå âîëíû ïåðåíîñÿò îòðèöàòåëüíóþ ýíåðãèþ, èçìåðåí-

íóþ ïîäâèæíûì íàáëþäàòåëåì. Äàííîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îáùèì

äëÿ ìåäëåííûõ âîëí â çàäà÷àõ B ïðè ñâåðõçâóêîâûõ äâèæåíèÿõ [11℄.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

�ÀÑÒÅÊÀÍÈß ÊÀÏËÈ ÏÎ ÍÀ��ÅÒÎÉ

ÒÂÅ�ÄÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ

Â. Ç. Êàí÷óêîåâ, Â. Í. Ëåñåâ

Â ðàìêàõ ìîäåëè åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè â æèäêîé êàïëå ïðè êâàçèîäíîìåð-

íîì åå ðàñòåêàíèè ïî ðàâíîìåðíî íàãðåòîé òâåðäîé ïîâåðõíîñòè ðàññ÷èòàíû

ïðî�èëè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è �óíêöèÿ òîêà.

Â ðàìêàõ ìîäåëè åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè â æèäêîé êàïëå ïðè

êâàçèîäíîìåðíîì åå ðàñòåêàíèè ïî ðàâíîìåðíî íàãðåòîé òâåðäîé ïî-

âåðõíîñòè ðàññ÷èòàíû ïðî�èëè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è �óíêöèÿ

òîêà.

Ïðîöåññû ñìà÷èâàíèÿ è ðàñòåêàíèÿ æèäêèõ �àç ïî òâåðäîé ïî-

âåðõíîñòè â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè è âàæíåéøè-

ìè ñòàäèÿìè ìíîãèõ �èçèêî-õèìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ñîïóòñòâóþùèõ

ñîâðåìåííûì òåõíîëîãèÿì [1℄ è çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ýòèìè ïðîöåññà-

ìè ÷åðåç âíåøíèå ïîëÿ (òåìïåðàòóðíûå, ýëåêòðè÷åñêèå, ìàãíèòíûå

è ò. ä.) ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

�àññìîòðèì ïðîöåññ åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè â æèäêîé êàïëå ïðè

êâàçèîäíîìåðíîì åå ðàñòåêàíèè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ïî ãîðè-

çîíòàëüíîé òâåðäîé ïîäëîæêå ñ òåìïåðàòóðîé TS . Ïðè íåïîëíîì ñìà-
÷èâàíèè æèäêîñòüþ îãðàíè÷åííîãî îáúåìà V ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî

òåëà è ñèììåòðèè ïðî�èëÿ êàïëè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x = 0, â
ïðèáëèæåíèÿõ òåîðèè ñìàçêè è Áóññèíåñêà [2℄ èññëåäóåìûé ïðîöåññ

äîïóñêàåò ìîäåëèðîâàíèå óïðîùåííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

1

ρ

∂P

∂x
+ ν

∂2ϑx
∂z2

= 0,
1

ρ

∂P

∂z
+ g · [ 1 + β · (TS − T ) ] = 0, (1)

∂ϑx
∂x

+
∂ϑz
∂z

= 0,
∂2T

∂y2
= 0, (2)

ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè:

∂T

∂z
+ αT = 0,

∂ϑx
∂z

= 0,

ϑz (x, z) = ϑx (x, z)
dh

dx
, P − P0 = −σ23

d2h

dx2
ïðè z = h (x) ,

(3)
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T (x, 0) = TS , ϑx (x, 0) = 0, ϑz (x, 0) = 0, (4)

h = h0,
dh

dx
= 0 ïðè x = 0, (5)

dh

dx
= − tg θ (T ) , h = 0 ïðè x = x0, (6)

ãäå T (x, z), ~P (x, z), ~ϑ (x, z)� òåìïåðàòóðà, äàâëåíèå è ñêîðîñòü ñîîò-

âåòñòâåííî, z = h (x) � óðàâíåíèå ïðî�èëÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè,

x0 � íåèçâåñòíàÿ àáñöèññà òî÷êè òðåõ�àçíîãî êîíòàêòà, θ � êðàå-

âîé óãîë ñìà÷èâàíèÿ, σ23 � ìåæ�àçíîå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå íà

ãðàíèöå æèäêîñòü-îêðóæàþùàÿ ñðåäà, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè,

α, β � êîý��èöèåíòû òåïëîîòäà÷è è òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, ν, ρ �
êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü è ïëîòíîñòü æèäêîé êàïëè.

Â ðàìêàõ ïðèâåäåííîé ìîäåëè ïîëó÷èì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ òåì-

ïåðàòóðû â ñå÷åíèè êàïëè

T (x, z) = TS

(
1− αz

1 + αh

)
(7)

ïðè èçâåñòíîì óðàâíåíèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè z = h (x).
Èñïîëüçóÿ äàëåå óðàâíåíèÿ (1) ñ ó÷åòîì (7), ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé (3) è (4), ïîëó÷èì íåèçâåñòíîå óðàâíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

a2
d3h

dx3
+

[
1 + αβTSh

1 + 0, 725αh

(1 + αh)
2

]
dh

dx
= 0, (8)

ãäå a2 = σ23/ρg.
Èíòåãðèðóÿ (8), ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïðî�èëÿ êàïèëëÿðíîé ïî-

âåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ñå÷åíèÿ x = 0 è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5), (6),
ïîëó÷àåì

a
dh

dx
= −

√
c (h− h0) + F (h), (9)

ãäå

c = − 1

h0

{
a2tgθ + h20 +

βTS
α

×

×
[
0, 725α2h20 + 0, 9αh0 − (0, 35 + 0, 9αh0) ln |1 + αh0|

]}
,

F (h) = (1 + 0, 725βTS)
(
h2 − h20

)
− βTS

α
×

×
[
0, 35

α
ln

∣∣∣∣
1 + αh

1 + αh0

∣∣∣∣+ 0, 9 (h ln |1 + αh| − h0 ln |1 + αh0|+ h0 − h)

]
.
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Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) è (6), èç óðàâíåíèÿ (9) âûðàçèì

íåèçâåñòíóþ àáñöèññó òî÷êè òðåõ�àçíîãî êîíòàêòà

x0 =

h0∫

0

a dh√
c (h− h0) + F (h)

. (10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ó÷åòîì (10), èç (9) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

óðàâíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

x = x0 −
h∫

0

a dh√
c (h− h0) + F (h)

. (11)

Îáúåì æèäêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïàðà-

ìåòðó θ è ãåîìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðàì êàïëè x0 è h0, îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì ñâÿçè

V =

h0∫

0

2aLh dh√
c (h− h0) + F (h)

, (12)

ãäå L � õàðàêòåðíàÿ äëèíà ¾ïëîñêîé¿ êàïëè.

Â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ (10)�(12)

ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè è ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà íà îñíîâå äàííîé ìîäåëè èñïîëüçîâàëèñü êâàäðàòóð-

íûå �îðìóëû Ñèìïñîíà âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Â ðàìêàõ èññëåäóåìîé ìîäåëè �óíêöèÿ òîêà Ψ(x, z), êîòîðàÿ
ïîçâîëÿåò íàéòè ñ ó÷åòîì (3) êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ϑx = −∂Ψ/∂z,
ϑz = −∂Ψ/∂x, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Ψ(x, z) =
gβTSα

2

240a

√
c (h− h0) + F (h)

z2
(
7h3 + 2z3 − 9zh2

)

(1 + αh)
2 .

Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè áàðàòíî-

áàðèóìíîãî ñòåêëà ìàðêè Õ230, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèîí-

íûì ìàòåðèàëîì äëÿ ìèêðîêàíàëüíûõ ïëàñòèí, áûëè ðàññ÷èòàíû

ïðî�èëè ñâîáîäíîé êàïèëëÿðíîé ïîâåðõíîñòè è ãðà�èêè �óíêöèè

òîêà ïðè êîíâåêòèâíîì äâèæåíèè êàïåëü äèñòèëëèðîâàííîé âîäû.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåí-

òà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 1 è 2.
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�èñ. 1. Äå�îðìàöèÿ ïðî�èëÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè êàïëè ñ èçìåíåíèåì

òåìïåðàòóðû ïîäëîæêè (η = h/a, ξ = x/a): 1 � 293

0
Ê; 2 � 298

0
Ê; 3 �

303

0
Ê.

�èñ. 2. Èçìåíåíèå �óíêöèè òîêà ñ âûñîòîé êàïëè (η′ = z/a, T= 293

0
Ê):

1 � η = 0, 186; 2 � η = 0, 319; 3 � η = 0, 479.

�àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû òâåðäîé

ïîâåðõíîñòè êðàåâîé óãîë ñìà÷èâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ âìåñòå ñ âûñî-

òîé êàïëè â àïåêñå, àáñöèññà òî÷êè òðåõ�àçíîãî êîíòàêòà óâåëè÷è-

âàåòñÿ, à �óíêöèÿ òîêà ïðîïîðöèîíàëüíà dh/dx, ò. å. èíòåíñèâíîñòü
äâèæåíèÿ æèäêîñòè â êàïëå ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ îïðåäå-

ëÿåòñÿ óãëîì ñìà÷èâàíèÿ θ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî âû÷èñëè-

òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñ õîðîøî èçâåñòíûìè

ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îáðàòíûõ èññëåäîâàííîé, ò. å.

çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàñ÷åòîì òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè �èçèêî-

õèìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (a, σij , θ) òðåõ�àçíîé ñèñòåìû ïî èçâåñòíîé

äå�îðìàöèè ïðî�èëÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè êàïëè [3℄.
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Îïèñàíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåãðèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ äëÿ ðàñ÷å-

òà äèíàìèêè èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â îáúåìå öèëèíäðà. Ïîêàçàíà

óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåò-

ðîâ çàäà÷è.

×èñëåííîå ðåøåíèå ðÿäà ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ (ÌÒÈ) [1, 2℄. Ïðè èñïîëüçîâàíèè

ÌÒÈ ïîëå â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ìîäåëèðóåòñÿ ïîëåì ñèñòå-

ìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà âñïîìîãàòåëüíîé ïîâåðõ-

íîñòè ïî ïåðèìåòðó îáëàñòè ðåøåíèÿ íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò íåå.

Îñîáåííî ý��åêòèâíî ïðèìåíåíèå ÌÒÈ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ýë-

ëèïòè÷åñêîãî òèïà, íàïðèìåð, óðàâíåíèé Ëàïëàñà è �åëüìãîëüöà,

åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîäåðæàò íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ îò èñ-

êîìîé �óíêöèè, à ãðàíèöà èìååò ñëîæíóþ êîí�èãóðàöèþ. Îäíàêî

â ðÿäå ñëó÷àåâ ÌÒÈ ìîæíî ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòü òàêæå ïðè ÷èñëåí-

íîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè [3℄. Îáîáùåíèåì ÌÒÈ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä èíòåãðèðî-

âàííûõ �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, êîòîðûé ìîæíî òàêæå íàçâàòü

ìåòîäîì èíòåãðèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ (ÌÈÈ) [1, 2℄. Â ÌÈÈ èñ-

êîìîå ïîëå ìîäåëèðóåòñÿ ïîëåì, îáðàçóåìûì ñèñòåìîé ðàâíîìåðíî

èëè íåðàâíîìåðíî çàðÿæåííûõ ïðîòÿæåííûõ èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëî-

æåííûõ íà âñïîìîãàòåëüíîé ïîâåðõíîñòè.

�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå ÌÈÈ äëÿ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ

â îáúåìå öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì R0, íà ïîâåðõíîñòè S êîòîðîãî çàäàíû
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

T (R0, t) + α(t)
∂T

∂n

∣∣∣∣
S

= f(t), (1)
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ãäå α(t), f(t) � èçâåñòíûå �óíêöèè âðåìåíè. Èçâåñòíî òàêæå òåì-

ïåðàòóðíîå ïîëå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:

T (r, 0) = θ(r). (2)

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ϕ(r, t) =
q

4πa(t− t0)
exp

(
− |r− r0|2

4a(t− t0)

)
, t > t0, (3)

ãäå a � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ïîòåíöèàë òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé r

â ìîìåíò âðåìåíè t > t0, êîòîðîå ñîçäàíî òî÷å÷íûì ìãíîâåííûì

èñòî÷íèêîì ñ çàðÿäîì q, âîçíèêøèì â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé r0 â ìî-

ìåíò âðåìåíè t0. Â ðåøàåìîé çàäà÷å òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè ïîëÿ óäîá-

íî ðàñïîëàãàòü íà ñîîñíûõ öèëèíäðó îêðóæíîñòÿõ L ðàäèóñîì R.
Â ïðåäåëå, ïðè óñòðåìëåíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷å÷íûìè èñòî÷íè-

êàìè ê íóëþ, ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðèðîâàííûå ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûå

èñòî÷íèêè. Ïîòåíöèàë ïîëÿ òàêîãî èñòî÷íèêà, âîçíèêøåãî â ìîìåíò

âðåìåíè t0, ðàâåí
ϕ(r, t) = σψ(r, t),

ãäå σ � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà íà L;

ψ(r, t) =
1

4πa(t− t0)

∫

L

exp

(
− |r−R|2

4a(t− t0)

)
dlR.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè t > t0

ψ(r, t) = γ
R

a(t− t0)
exp

(
− R2 + r2

4a(t− t0)

)
I0

(
R · r

2a(t− t0)

)
, (4)

ãäå I0(z) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà;

γ � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèå êîòîðîé íå âëèÿåò íà êîíå÷íûé

ðåçóëüòàò. Ïðè t 6 t0
ψ(r, t) = 0.

Èñêîìîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå ìîäåëèðóåì ñ ïîìîùüþ N èíòåãðè-

ðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ñ ðàäèóñàìè Ri è ìîìåíòàìè èõ âîçíèêíîâå-

íèÿ ti. ×àñòü ýòèõ èñòî÷íèêîâ ÷èñëîìN0 ìîäåëèðóþò òåìïåðàòóðíîå

ïîëå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ ýòèõ èñòî÷íèêîâ Ri < R0 è
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ti < 0. Îñòàâøèåñÿ N −N0 èñòî÷íèêîâ ìîäåëèðóþò èçìåíåíèå òåì-

ïåðàòóðû â îáúåìå öèëèíäðà ñî âðåìåíåì. Äëÿ íèõ Ri > R0.

Òåìïåðàòóðíîå ïîëå èùåì â âèäå ðÿäà

T (r, t) ≈
N∑

i=1

σiψi(r, t), (5)

ãäå �óíêöèè ψi(r, t) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (4) ïðè

R = Ri è t0 = ti; σi � ïëîòíîñòè çàðÿäà, êîòîðûå íàõîäèì, òðåáóÿ

âûïîëíåíèå ãðàíè÷íîãî (1) è íà÷àëüíîãî (2) óñëîâèé âN òî÷êàõ êîë-

ëîêàöèè ñ êîîðäèíàòàìè rk, τk. Ýòî òðåáîâàíèå ïðèâîäèò ê ñèñòåìå
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ

âåëè÷èí σi. Óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû ñ íîìåðîì k èìååò âèä

N∑

i=1

µkiσi = βk. (6)

Çäåñü äëÿ k 6 N0

βk = θ(rk), µki = ψi(rk, τk); (7)

äëÿ k > N0

βk = f(τk), µki = ψi(rk, τk) + α(τk)
∂ψi(rk, τk)

∂r
. (8)

Ó÷èòûâàÿ (4) è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé Áåñ-

ñåëÿ [4℄, âûðàæåíèå (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

µki = γ
Ri

a(τk − ti)
exp

(
− R2

i + r2k
4a(τk − ti)

)
×

×
[(
1− α(τk)rk

2a(τk−ti)
)
I0

(
Ri · rk

2a(τk−ti)

)
+

α(τk)Ri
2a(τk−ti)

I1

(
Ri · rk

2a(τk − ti)

)]
.

(9)

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë (7)�(9) ïàðàìåòðîâ ñèñòå-

ìû (6) è åå ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû âû÷èñëÿ-

åì ñ ïîìîùüþ ðÿäà (5). Êà÷åñòâî ïîëó÷àåìîãî ïðè ýòîì ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò óäà÷íîãî ðàñïîëîæå-

íèÿ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ è òî÷åê êîëëîêàöèè. Ïðè òåñòèðîâàíèè îïèñû-

âàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà êîîðäèíàòû óçëîâ ïîëàãàëèñü ðàâíûìè
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rk = k ·R0/N0, τk = 0 äëÿ k 6 N0 è rk = R0, τk = (k−N0)tn/(N−N0)
äëÿ k > N0. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû èñòî÷íèêîâ ïîëÿ ïîëà-

ãàëèñü ðàâíûìè Ri = ri äëÿ i 6 N0 è Ri = Rq äëÿ i > N0, ãäå

Rq > R0.

Åñëè âðåìåíà âîçíèêíîâåíèÿ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì

τi−1 < ti < τi, (10)

òî ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïëîòíîñòåé çàðÿäîâ σi äëÿ

i 6 N0 îñòàëüíûå ïëîòíîñòè σi íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ íîìåðà i ïî ÿâíîé ñõåìå ñ ïîìîùüþ �îðìóëû

σi =

(
βi −

i−1∑

k=1

µikσk

)
/µii. (11)

Îïèñàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä òåñòèðîâàëñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è îá

îñòûâàíèè öèëèíäðà. Ïðè ýòîì îáíàðóæèëîñü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ðå-

øåíèÿ (11) íàáëþäàåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè øàã ïî âðåìåíè

τ = ti+1 − ti íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå 2 · 10−3 < τ/τ0 < 20 · 10−3
,

ãäå τ0 = R2
0/a � õàðàêòåðíîå âðåìÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è. Åñëè øàã

ïî âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ â óêàçàííîì èíòåðâàëå, òî ïîãðåøíîñòü

ðåøåíèÿ ñíà÷àëà óáûâàåò ñî âðåìåíåì, à çàòåì íà÷èíàåò áûñòðî

âîçðàñòàòü. Àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü íàáëþäàåòñÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ

h = Rq−R0, íà êîòîðîì ðàñïîëàãàþòñÿ èñòî÷íèêè ïîëÿ îò ïîâåðõíî-

ñòè öèëèíäðà. Óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íàáëþäàåòñÿ, åñëè

0, 005 < h/R0 < 0, 35. Çàìåòíàÿ çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà

èñòî÷íèêîâ íàáëþäàåòñÿ òîëüêî ïðè èõ íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå. Ïðè

óâåëè÷åíèè ÷èñëà èñòî÷íèêîâ îò 20 äî 100 ïîãðåøíîñòü óìåíüøàåòñÿ

áîëåå ÷åì íà òðè ïîðÿäêà îò 3 · 10−2
äî 2 · 10−5

.

Èíòåðâàëû óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïàðàìåòðîâ h è τ ìîæíî çíà÷è-

òåëüíî ðàñøèðèòü, åñëè íå òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (10). Íà-

ïðèìåð, åñëè tn < 0, òî óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè

1·10−4 < τ/τ0 < 4·10−2
è 0, 001 < h/R0 < 0, 9. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü

ðåøåíèÿ ïðè îïòèìàëüíîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ïàðàìåòðàìè çàäà÷è

äîñòèãàåò 1 · 10−7
.

Âûøåèçëîæåííîå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ÌÈÈ ìîæåò óñïåø-

íî ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-

ñòè, õîòÿ è ñ ìåíüøåé ý��åêòèâíîñòüþ, ÷åì ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé

ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.
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Ò. Â. Êî÷óáåé, Ê. Ñ. Øàïîøíèêîâ

Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè èñ-

êðèâëåííûõ ïîâåðõíîñòåé ñ èäåàëüíûìè ìàãíèòíûìè èëè ýëåêòðè÷åñêè-

ìè ñâîéñòâàìè ñâîäèòñÿ ê èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîìó èëè èíòåãðàëüíîìó

óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ðîäà. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé è ñâåäåíèå èõ ê ñèñòå-

ìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îñóùåñòâëÿåòñÿ âàðèàöè-

îííûì ìåòîäîì. Äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñîçäàí îðèãèíàëüíûé ïðîãðàììíûé

ïàêåò. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ.

1. Ââåäåíèå

Øèðîêîå ïðèìåíåíèå â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå òîíêîñòåííûõ òåë

(îáîëî÷åê, ïëàñòèí), à òàêæå ïëåíî÷íûõ è ïå÷àòíûõ òåõíîëîãèé èç-

ãîòîâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ýëåêòðîìàãíèòíûõ è ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ

ñòàâèò â ðÿä àêòóàëüíûõ çàäà÷ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â ïðèñóòñòâèè ïîâåðõíîñòåé ñ èäå-

àëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè èëè ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè.

Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èçâåñòíûå èíòåãðàëüíûå

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà ëèáî òåðÿþò ñìûñë íà ðàçîìêíóòûõ ïîâåðõ-

íîñòÿõ, ëèáî îáëàäàþò âåñüìà ñëîæíûìè è íåóäîáíûìè äëÿ ÷èñëåí-

íîé ðåàëèçàöèè ÿäðàìè, ÷òî äåëàåò ïðîáëåìàòè÷íûì èõ ïðàêòè÷å-

ñêîå ïðèìåíåíèå. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ)

äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé êîëîññàëüíîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðè ýòîì

ïëîõî îáóñëîâëåííûìè.

Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â

ïðèñóòñòâèè ìíîãîñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ èäåàëüíûìè ýëåêòðè-

÷åñêèìè èëè ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè ñâîäèòñÿ ê èíòåãðî-äè��å-

ðåíöèàëüíîìó èëè èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ðîäà, ñîîò-

âåòñòâåííî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè â ïîäõîäÿùèõ ïàðàõ
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�óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ (åñòåñòâåííûõ äëÿ èíæåíåðíîé ïîñòà-

íîâêè çàäà÷è). Ïðèâîäèòñÿ ý��åêòèâíûé ìåòîä ñâåäåíèÿ óðàâíåíèé

ê ÑËÀÓ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ ñòà-

öèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè ðàçîìêíóòûõ îäíîñâÿç-

íûõ è ìíîãîñâÿçíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ëèïøèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé Γ′
j ,

j = 1, ν ñ èäåàëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèì (γ = ∞) è ìàãíèòíûì (µ =
∞) ñâîéñòâàìè â òðåõìåðíîì �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Ω = E3.

jjg
¢¢G

n

j
¢G

jjg
¢¢¶G

2j
¢¢¶G

2j
¢¢G 1j

¢¢¶G

1j
¢¢G

0j
¢¢¶G

0j
¢¢G

�èñ. 1.

Îáúåäèíåíèå Γ′
j îáîçíà÷èì Γ′

. Ïóñòü

j-ÿ ïîâåðõíîñòü èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî

γj + 1 îòâåðñòèé Γ′′
j0,Γ

′′
j1,Γ

′′
j2, . . . ,Γ

′′
jγj ,

îáúåäèíåíèå êîòîðûõ îáîçíà÷èì Γ′′
j .

Γ′′ =
⋃ν
j=1 Γ

′′
j � äîïîëíåíèå Γ′

äî çà-

ìêíóòîé Γ = Γ′⋃Γ′′⋃ ∂Γ′′
, ∂Γ′′ =

=
⋃ν
j=1 ∂Γ

′′
j , ∂Γ

′′
j � ñìåæíàÿ ãðàíèöà

(êðàé) äëÿ Γ′
j è Γ′′

j , j = 1, ν.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïåðâè÷íîå ìàã-

íèòíîå ïîëå (èëè åìó ýêâèâàëåíòíîå â

ñìûñëå [1℄) çàäàíî ñâîèìè èñòî÷íèêà-

ìè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû âíå Γ′
â îãðà-

íè÷åííîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïðî-

ñòîòû îêðóæàþùóþ ñðåäó ïðèìåì îä-

íîðîäíîé (µ0 = const), à íà Γ′
, â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè, çàäàäèì

óñëîâèÿ:

à) Hn = 0 (èäåàëüíûé ïðîâîäíèê); (2.1)

á) [Hn] = 0 (èäåàëüíûé ìàãíåòèê), (2.2)

ãäåH � íàïðÿæåííîñòü ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ; n � åäèíè÷íûé âåê-

òîð íîðìàëè ê Γ′
, è â îáîçíà÷åíèÿõ ó÷òåíî, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ

âõîäÿùèõ â (2.1), (2.2) êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ðàçíûõ ñòîðîí

íà Γ′
ñîâïàäàþò.

Â óñëîâèÿõ (2.1) òàêæå íåîáõîäèìî óêàçàòü íàëè÷èå èëè îòñóò-

ñòâèå â îòâåðñòèÿõ, òàê íàçûâàåìûõ, ¾çàìîðîæåííûõ¿ ïîòîêîâ. Ïî-

ëîæèì

∫

Γ′′
jk

HdS = Φjk, k = 1, γj, j = 1, ν, Φjk � çàäàíû. (2.3)
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Àñèìïòîòèêà ïîëÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè:

|H| −−−−→
M→∞

0
(
1
/
r3
)
. (2.4)

Äàëåå âûïîëíèì ðåäóêöèþ H = H0 +H∗
, ãäå H0

è H∗
� íàïðÿ-

æåííîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâè÷íîãî ïîëÿ è ïîëÿ ìàãíèòíîé ðåàê-

öèè ïîâåðõíîñòè.H∗
ïîòåíöèàëüíà âíå Γ′∪Γ′′

, ò. å. ìîæíî ïîëîæèòü

H∗ = − gradϕ∗
âíå Γ′∪Γ′′

è �îðìóëèðîâàòü íàøè çàäà÷è â òåðìèíàõ

ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ϕ∗
:

∆ϕ∗ = 0 âíå Γ′ ∪ Γ′′; (2.5)

à) ϕ∗
+ − ϕ∗

− = τ,
∂ϕ∗

∂n+
=
∂ϕ∗

∂n−
=
∂ϕ∗

∂n
íà Γ′ ∪ Γ′′,

∂ϕ∗

∂n
= H0n íà Γ′,

∫

Γ′′
jk

(
H0n− ∂ϕ∗

∂n

)
dS = Φjk, k = 1, γj, j = 1, ν,

|ϕ∗| −−−−→
M→∞

0
(
1/r2

)
;

(2.6)

á) ϕ∗
+ = ϕ∗

− = ϕ∗,
∂ϕ∗

∂n−
− ∂ϕ∗

∂n+
= σ íà Γ,

ϕ∗ = Cj − ϕ0
íà Γ′

j , j = 1, ν,

|ϕ∗| −−−−→
M→∞

0
(
1/r2

)
,

(2.7)

ãäå çíàêàìè ¾+¿ è ¾−¿ â íèæíèõ èíäåêñàõ ïîìå÷åíû ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî íà-

ïðàâëåíèé íîðìàëè n, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç τ è σ îáîçíà÷åíû ñêà÷-

êè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà (à) è åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîä-

íîé (á), Cj = const, j = 1, ν, à ϕ0
� ïîòåíöèàë ïåðâè÷íîãî ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ, êîòîðûé â íàøåé ïîñòàíîâêå ïîëàãàåòñÿ îïðåäåëåííûì õîòÿ

áû íà Γ.
Ê çàäà÷å (2.5), (2.7) äîáàâèì óñëîâèå

∫

Σ

∂ϕ∗

∂n
dΓ = 0 (2.8)

äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Σ, îòñòîÿùåé îò

Γ′
. Ñïðàâåäëèâîñòü (2.8) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñîëåíîèäàëüíî-

ñòè ïîëÿ H∗
â Ω\Γ′

.
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×òîáû çàìêíóòü çàäà÷è (2.5)�(2.8), ïðèñîåäèíèì ê íèì íåðàâåí-

ñòâî ∫

Ω

|gradϕ∗|2 dΩ <∞, (2.9)

îçíà÷àþùåå, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì ýíåðãèÿ ìàã-

íèòíîé ðåàêöèè îáîëî÷åê êîíå÷íà.

Î÷åâèäíî, âñå óñëîâèÿ çàäà÷ (2.5)�(2.8) âûïîëíÿòñÿ, åñëè ïîëî-

æèòü

à) ϕ∗ (M) =
1

4π

∫

Γ

τ (Q)
∂

∂nQ

1

rQM
dΓQ, M /∈ Γ;

á) ϕ∗ (M) =
1

4π

∫

Γ

σ (Q)

rQM
dΓQ,

à ïëîòíîñòè τ è σ ïîä÷èíèòü óðàâíåíèÿì

à)

∂

∂n

1

2π

∫

Γ

τ (Q)
∂

∂nQ

1

rQM
dΓQ = 2H0

n (M) , M → Γ′; (2.10)

á)

1

2π

∫

Γ

σ (Q)

rQM
dΓQ = Cj − 2ϕ0 (M) , M ∈ Γ′

j , j = 1, ν, (2.11)

íàãðóæåííûõ ñîîòíîøåíèÿìè

à)

∫

Γ′′
jk

∂

∂nM

1

2π

∫

Γ

τ (Q)
∂

∂nQ

1

rQM
dΓQ

∣∣∣∣
M→Γ′′

jk

dΓM =

= 2

∫

Γ′′
jk

B0
n dΓ− 2Φjk, k = 1, γj,

(2.12)

τ(M) = cjk, M ∈ Γ′′
jk ∪ ∂Γ′′

jk, cjk = const, k = 0, γj, j = 1, ν; (2.13)

á) σ = 0 íà Γ′′,

∫

Γ

σ dΓ = 0. (2.14)

3. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé (2.10),

(2.11) ïðîâåäåì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì [2℄, ò. å. ñâåäåì óðàâíåíèÿ ê

ýêâèâàëåíòíûì âàðèàöèîííûì çàäà÷àì äëÿ íåêîòîðûõ �óíêöèîíà-

ëîâ, êîððåêòíîñòü êîòîðûõ ïîìîæåò óñòàíîâèòü òåîðåìà �èññà [2℄.
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Äàííûé ìåòîä óäîáåí òåì, ÷òî ý��åêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ âàðèà-

öèîííûõ çàäà÷ èçâåñòåí. Ýòî ïîñòðîåíèå ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè �èòöà, �îðìàëüíî ñîâïàäàþùåå ñî ñõåìîé ïðèìåíåíèÿ

ê óðàâíåíèÿì ìåòîäà Áóáíîâà��àëåðêèíà.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.10). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïî-

òðåáóåòñÿ ðàñøèðèòü ýòî óðàâíåíèå íà çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü Γ.
Ïðè ýòîì â ñèëó óñëîâèé (2.12), à òàêæå àííóëèðóþùèõ ñâîéñòâ

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà [3℄, âõîäÿùåãî â óðàâíå-

íèå (2.10), çíà÷åíèÿ τ áóäóò îïðåäåëÿòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëü-

íîé êîíñòàíòû è â äàëüíåéøåì ýòà ñòåïåíü ñâîáîäû ìîæåò áûòü ïîä-

õîäÿùèì îáðàçîì èñïîëüçîâàíà. Ñîîòíîøåíèÿ (2.12) ïðåîáðàçóþòñÿ

ê âèäó:

1

2

∫

Γ′′
jk

Kτστ dΓ = −
∫

Γ′′
jk

B0
n dΓ + Φjk, k = 1, γj, j = 1, ν, (3.1)

ãäå

Kτστ(M) = − 1

2π

∂

∂nM

∫

Γ

τ (Q)
∂

∂nQ

1

rQM
dΓQ, M → Γ.

Äàëåå ââåäåì îïåðàòîð P , äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

Pξ =




ξ íà Γ′;

1

mes(Γ′
jk)

∫
Γ′′
jk

ξ dΓ íà Γ′′
jk, k = 0, γj , j = 1, ν,

è ñ åãî ïîìîùüþ ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (2.10) è óñëîâèå (3.1) â îäíî

óðàâíåíèå:

Aτ τ = f ′
τ , (3.2)

ãäå

Aτ =
1

2
PKτσ,

f ′
τ (M)=





−B0
n(M), M ∈ Γ′;

− 1

mes(Γ′′
jk)

( ∫
Γ′′
jk

B0
n dΓ− Φjk

)
, M ∈ Γ′′

jk, k = 0, γj , j = 1, ν.

Ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∫

Γ

f ′
τ dΓ = 0.
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Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ê óðàâíå-

íèþ (2.11) è óñëîâèÿì (2.14), ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

Aσσ = f ′
σ, (3.3)

ãäå

Aσ =
1

2
P ′Kστ , f ′

σ = −P ′ (ϕ0 (M)
)
, M ∈ Γ,

Kστσ(M) =
1

2π

∫

Γ

σ (Q)
dΓQ
rQM

, M ∈ Γ,

P ′ξ =




ξ(M)− 1

mes(Γ′
j)

∫
Γ′
j

ξ dΓ íà Γ′
j ;

0 íà Γ′′
j , j = 1, ν.

Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíå-

íèÿ (2.10) âûáåðåì L̃0
2(Γ) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ

êâàäðàòè÷íî-ñóììèðóåìûõ �óíêöèé ñ ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè íà

Γ′′
jk, k = 0, γj, j = 1, ν, è íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì íà Γ. Óðàâ-

íåíèå (2.11) áóäåì èññëåäîâàòü â ïðîñòðàíñòâå L0
2(Γ) � ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ êâàäðàòè÷íî-ñóììèðóåìûõ �óíê-

öèé, ðàâíûõ íóëþ âñþäó íà Γ′′
è èìåþùèõ íóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå

íà Γ. Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïåðàòîðû Aτ è Aσ îáëàäàþò ñâîéñòâà-
ìè ëèíåéíîñòè, ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè [4℄. Ñîãëàñíî

ýòîìó, óðàâíåíèÿ (2.10), (2.11) è âàðèàöèîííûå çàäà÷è

F (τ) = (Aτ τ, τ)L̃0
2
− 2 (f ′

τ , τ)L̃0
2
→ min, (3.4)

F (σ) = (Aσσ, σ)L0
2
− 2 (f ′

σ, σ)L0
2
→ min (3.5)

ýêâèâàëåíòíû â ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïåðàòîðîâ Aτ â

L̃0
2 (Γ) è Aσ â L

0
2 (Γ), ñîîòâåòñòâåííî.

Ýíåðãåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà Aτ â L̃0
2 (Γ) ÿâëÿåòñÿ

H0
τ (Γ) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ïëîòíîñòåé ïîòåíöèàëîâ äâîé-

íîãî ñëîÿ, èìåþùèõ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà Γ′′
jk, k = 0, γj , j = 1, ν,

è íóëåâûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íà Γ. �èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H0
σ (Γ)

ïëîòíîñòåé ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ, èìåþùèõ íóëåâîå ñðåäíåå

çíà÷åíèå íà Γ è ðàâíûõ íóëþ íà Γ′′
, ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ïðî-

ñòðàíñòâîì îïåðàòîðà Aσ â L
0
2 (Γ).

9 Çàêàç �1149
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Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû �èññà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âàðèàöèîííûå

çàäà÷è (3.4), (3.5), à ñ íèìè è óðàâíåíèÿ (2.10), (2.11), ðàçðåøèìû

â H0
τ (Γ) è H0

σ (Γ), ñîîòâåòñòâåííî, åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ïðè÷åì

ïîãðåøíîñòü â ýíåðãèè ïîëÿ ìàãíèòíîé ðåàêöèè ïîâåðõíîñòè Γ′
íå

ïðåâûñèò ñóììàðíîé ïîãðåøíîñòè â ýíåðãèè èñõîäíîãî ïîëÿ, âîç-

íèêàþùåé ïðè åãî íåòî÷íîì çàäàíèè èëè àïïðîêñèìàöèè, è â ýòîì

ñìûñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.10), (2.11) óñòîé÷èâû.

4. �åøåíèå óðàâíåíèé. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âàðèàöè-

îííûõ çàäà÷, à çíà÷èò, è îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóþòñÿ

ìèíèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �èòöà, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ

�îðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ìåòîäîì Áóáíîâà�

�àëåðêèíà. À èìåííî:

à) f
(n)
1 (M) =

n∑

i=1

C
(n)
i τi(M);

á) f
(n)
2 (M) =

n∑

i=1

C
(n)
i σi(M),

ãäå êîîðäèíàòû

{
C

(n)
i

}n
i=1

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé f
(n)
1 , f

(n)
2 â áàçè-

ñàõ, ñîîòâåòñòâåííî, {τi}ni=1, {σi}
n
i=1 ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèåì ÑËÀÓ




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn







c
(n)
1

c
(n)
2

. . .

c
(n)
n


 =




β1
β2
. . .
βn


 (4.1)

ñ âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ

à) αij =
1

4π

∫

Γi

∫

Γj

grad τj (Q)

rQM
dΓQ grad τi (M) dΓM , i, j = 1, n,

á) αij =
1

4π

∫

Γi

∫

Γj

σj (Q)

rQM
dΓQσi (M) dΓM , i, j = 1, n,

(4.2)
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è ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñ ýëåìåíòàìè

à) βi =

∫

Γi

(
A∗ −A0

)
δi dΓ, i = 1, n,

á) βi = −
∫

Γi

σiϕ
0 dΓ, i = 1, n,

(4.3)

ãäå δ = [n grad τi];A
0
� âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿH0

(H0= rotA0
);

A∗(M) =
1

4π

ν∑

j=1

γj∑

k=1

Φjk rot

∮

Ljk

dlQ

rQM
, M ∈ Γ,

çäåñü Lj1, Lj2, . . . , Ljγj � ñèñòåìà çàìêíóòûõ êîíòóðîâ, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç Γ′′
j0 è ñîîòâåòñòâóþùèå âíóòðåííèå îòâåðñòèÿ â ïîâåðõíîñòè

Γj ; Φjk � çàäàííûé ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç k-å îòâåðñòèå j-îé ïî-

âåðõíîñòè.

Áàçèñíûå �óíêöèè τi, i = 1, n ìîæíî áðàòü èç êëàññà íåïðåðûâ-

íûõ è êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íà Γ �óíêöèé, ïðè-

íèìàþùèõ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà Γ′′
jk, k = 0, γj, j = 1, ν, à �óíêöèè

σi, i = 1, n � èç êëàññà êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà Γ �óíêöèé, ðàâíûõ

íóëþ íà Γ′′
è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì

∫
Γj
σidΓ = 0, j = 1, ν. Íà-

ïðèìåð, â êà÷åñòâå τi äîïóñòèìî âûáðàòü êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå
�óíêöèè, à â êà÷åñòâå σi � êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè

îïèñàííûõ âûøå ñèñòåì êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé îêàçûâàåòñÿ îñó-

ùåñòâèì ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü óäîáíîå äëÿ

÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âûðàæåíèé (3.2), (3.3).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîçäàí îðèãèíàëüíûé ïðîãðàììíûé ïà-

êåò, ðàçðàáîòàííûé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ

Mi
risoft Visual C# 2005. Äàííûé ïàêåò ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ïåðâè÷-

íîå ïîëå êàê ñâîèìè èñòî÷íèêàìè, òàê è íàïðÿìóþ â âèäå �îðìóëû.

�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûå ñ åãî ïîìîùüþ, ïðåäñòàâëåíû íà

ðèñ. 2, 3.
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�èñ. 2.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå âèõðåâûõ òîêîâ ñ �óíê-

öèåé ïîòîêà â âèäå ðàññ÷èòàííîé ïëîòíîñòè τ íà ìíîãîñâÿç-

íûõ èäåàëüíî-ïðîâîäÿùèõ ïîâåðõíîñòÿõ â îäíîðîäíîì ìàãíèò-

íîì ïîëå. Íà ðèñ. 3 � ðàñïðåäåëåíèå �èêòèâíûõ ìàãíèòíûõ ïî-

âåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ñ ðàññ÷èòàííîé ïëîòíîñòüþ σ íà èäåàëüíî-

íàìàãíè÷èâàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòÿõ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå

(èçìåíåíèþ âåëè÷èíû îò áîëüøåé ê ìåíüøåé ñîîòâåòñòâóåò èçìå-

íåíèå öâåòà îò áåëîãî ê ÷åðíîìó, ïðè÷åì ÷åðíûé öâåò îòâå÷àåò çíà-

÷åíèþ, ðàâíîìó −∞, à ÷èñòî áåëûé � çíà÷åíèþ ∞).

�èñ. 3.
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Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ êðàåâîé

çàäà÷è íà ãðà�å.

Ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ äîâîëüíî áóðíûì ðàç-

âèòèåì òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñåòÿõ. Ïîäîáíûå

çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèîííûõ ïðîöåññîâ â óïðó-

ãèõ ñåòêàõ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãèäðîñåòåé, ýëåêòðè÷åñêèõ è íåéðîí-

íûõ ñåòåé. Åñòåñòâåííûìè ñòàíîâÿòñÿ âîïðîñû î ïîëó÷åíèè ìåòîäîâ

ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, çà-

äàííûõ íà ãðà�àõ. Â ðàáîòàõ [1, 2℄ äàþòñÿ äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ ïî-

äîáíûõ çàäà÷. Ýòî ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [1℄ è ìåòîä êîíå÷-

íîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [2℄. Îáà ýòèõ ìåòîäà ïîçâîëÿþò

ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåí-

íûì �óíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Â ýòîé ñâÿçè

âîçíèêàåò âîïðîñ î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ïîñòðîåíèè

ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñïåêòðàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è íà ãðà�å. Èç-

âåñòíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è åñòü íóëè õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ △(λ), ÿâëÿþùåãîñÿ �óíêöèîíàëüíûì
îïðåäåëèòåëåì ðàçìåðà 2m, ãäå m � ÷èñëî ðåáåð ãðà�à. Åñëè ÷èñ-

ëîm âåëèêî, òî ðàñêðûòèå îïðåäåëèòåëÿ△(λ), äàæå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïðèêëàäíûõ ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ, ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñêðûòèÿ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî îïðåäåëèòåëÿ êðàåâîé çàäà÷è íà êîíå÷íîì ãðà�å.

1. Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ îñíîâíûõ òåðìèíîâ è îáîçíà÷åíèé èñïîëü-

çóåìûõ â ðàáîòå (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [3℄).

Ïóñòü äàíî îäíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ îòêðûòûõ îòðåçêîâ {γi}mi=1 ïðîñòðàíñòâà Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V
ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè

òî÷êàìè äâóõ è áîëåå îòðåçêîâ. Îáúåäèíåíèå âñåõ òî÷åê îòðåçêîâ γi
è ìíîæåñòâà V îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ è íàçîâåì ãðà�îì. Ïðè ýòîì îò-

ðåçêè γi áóäåì íàçûâàòü ðåáðàìè ãðà�à Γ, à òî÷êè ìíîæåñòâà V �
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åãî âíóòðåííèìè âåðøèíàìè. Êîíöåâûå òî÷êè ðåáåð ãðà�à, íå ïðè-

íàäëåæàùèå V , áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè ãðà�à. Ñî-

âîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõ âåðøèí îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂Γ. Åñëè âåð-

øèíà a ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé òî÷êîé ðåáðà γi, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ðåáðî γi ïðèìûêàåò ê âåðøèíå a. Ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ ðåáåð,

ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíå a, îáîçíà÷èì I(a). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

âåðøèíû a è b ãðà�à Γ ñìåæíû, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè îäíîãî

è òîãî æå ðåáðà ãðà�à. Åñëè îáå âåðøèíû a è b, ê êîòîðûì ïðèìû-

êàåò ðåáðî γ, âíóòðåííèå, òî ðåáðî γ áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííèì. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí a è b ãðàíè÷íàÿ,
ðåáðî γ íàçîâåì ãðàíè÷íûì.

Âñþäó äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ãðà� Γ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíî-

æåñòâîì â Rn è íå ñîäåðæèò öèêëè÷åñêèå ìàðøðóòû, ò. å. ÿâëÿåòñÿ

äåðåâîì.

Ïîä ñêàëÿðíîé �óíêöèåé u(x) íà ãðà�å ïîíèìàåì îáû÷íîå îòîá-

ðàæåíèå u : Γ → R. Ñóæåíèå �óíêöèè u(x) íà ðåáðî γi îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç ui(x). Åñëè a � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðà�à Γ, òî ïîä ui(a)
ïîíèìàåòñÿ lim

x→a
ui(x), x ∈ γi.

Äè��åðåíöèðîâàíèå �óíêöèè u(x) : Γ → R âíóòðè ëþáîãî ðåáðà

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïàðàìåòðó, ïðè÷åì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòîãî íà

ðåáðå âûáðàíà îðèåíòàöèÿ.

Äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íà ãðà�å íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñî-

âîêóïíîñòü îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà âñåõ

ðåáðàõ ãðà�à. Ïîä ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ãðà-

�å, áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþ, íåïðåðûâíóþ íà âñåì ðåáðå ãðà�à Γ
óäîâëåòâîðÿþùóþ íà êàæäîì ðåáðå äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíå-

íèþ.

2. Â öåíòðå âíèìàíèÿ ðàáîòû çàäàííàÿ íà ãðà�å Γ êðàåâàÿ çàäà÷à
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(pu′)′ + qu = λu, x ∈ Γ,

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ. Â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå

a ∈ V çàäàíû óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

∑

i∈I(a)
pi(a)u

′
i(a) = 0,

à â êàæäîé ãðàíè÷íîé âåðøèíå çàäàþòñÿ óñëîâèÿ Äèðèõëå

u(a) = 0, a ∈ ∂Γ.
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Â äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèè p, p′, q ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíû íà êàæäîì ðåáðå ãðà�à Γ è inf

x∈Γ
p(x) > 0.

Çàìåíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x ∈ Γ ìîæíî ïðèâåñòè çàäàííîå
äè��ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ, â êîòîðîì êîý��èöèåíò

ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ðàâåí åäèíèöå. Ïîýòîìó ïðèâåäåííàÿ âû-

øå ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñëåäóþùåé:

u′′ +Q(x)u = λr(x)u, x ∈ Γ. (1)

Â êàæäîé ãðàíè÷íîé âåðøèíå çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå

u(a) = 0, a ∈ ∂Γ, (2)

à â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè è óñëîâèå

ñîãëàñîâàíèÿ:

ui(a)− ui1(a) = 0, i, i1 ∈ I(a),
∑

i∈I(a)
u′i(a) = 0. (3)

3. Ïóñòü {γi}mi=1 � ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð ãðà�à Γ, çàíóìåðî-
âàííûõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1),

ñóæåííîå íà ðåáðî γi, ïðèìûêàþùåå ê âåðøèíå a ãðà�à Γ è ïà-

ðàìåòðèçîâàííîå îò âåðøèíû a, èìååò äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ

ðåøåíèÿ si(x, λ) è ci(x, λ), óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

si(a, λ) = 0, ∂si
∂x (a, λ) = 1, ci(a, λ) = 1, ∂ci

∂x (a, λ) = 0. Ïðîäîëæèì
�óíêöèè si è ci íà âåñü ãðà� Γ, ïîëîæèâ èõ òîæäåñòâåííî ðàâíû-

ìè íóëþ íà îñòàëüíûõ ðåáðàõ. Ïîëó÷èì �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó

ðåøåíèé {ϕk(x, λ)}2m1 óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî �óíêöèÿ ϕ2i � ïðîäîëæåíèå �óíêöèè ci, à ϕ2i−1 � ïðî-

äîëæåíèå �óíêöèè si.
Ïóñòü äàëåå {aj}n1 � íåêîòîðàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí ãðà�à Γ, à

{ei}2m1 � íàáîð âñåõ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîë-

íóþ ñèñòåìó óñëîâèé (2), (3). �àññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðå-

äåëèòåëü △(λ) = det ‖ei(ϕk(·, λ))‖2m1 . Â îïðåäåëèòåëå △(λ) k-é ñòîë-
áåö ïîëó÷åí ïîäñòàíîâêîé �óíêöèè ϕk â êàæäûé èç �óíêöèîíà-

ëîâ ei. Ïîýòîìó, åñëè �óíêöèÿ ϕk íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ íà

ðåáðå γi0 , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî k-é ñòîëáåö îïðåäåëèòåëÿ △(λ)
ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó γi0 . Ñ ó÷åòîì íóìåðàöèè �óíêöèé ϕk ìîæíî

ñêàçàòü, ÷òî ðåáðó γi ñîîòâåòñòâóåò äâà ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ △(λ)
ñ èíäåêñàìè 2i− 1 è 2i.
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Â äàëüíåéøåì íàì óäîáíî áóäåò ðàññìàòðèâàòü △(λ) êàê îïðåäå-
ëèòåëü áëî÷íîé ìàòðèöû

△(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

B(a1)
B(a2)
. . .

B(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ãäå B(aj) � ìàòðèöà ðàçìåðà |I(aj)| × 2m.
Åñëè aj � ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà, ê êîòîðîé ïðèìûêàåò ðåáðî γi, òî

B(aj) èìååò âèä:

‖ 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2i−2

si(aj , λ) ci(aj , λ) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−2i

‖.

Åñëè æå aj � âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ãðà�à, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò

ðåáðà γi1 , γi2 , . . . , γis , s = |I(aj)|, òî B(aj) èìååò âèä:

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 si1 ci1 0 . . . 0 −si2 −ci2 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 . . . 0 si1 ci1 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 −sis −cis 0 . . . 0

0 . . . 0
∂si1
∂x

∂ci1
∂x 0 . . . 0

∂si2
∂x

∂ci2
∂x 0 . . . 0

∂sis
∂x

∂cis
∂x 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Â áëîêå B(aj) çíà÷åíèÿ âñåõ �óíêöèé áåðóòñÿ â òî÷êå (aj , λ), è íåíó-
ëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðàì, ïðèìû-

êàþùèì ê âåðøèíå a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Mα(aj)} ìíîæåñòâî âñåõ

ìèíîðîâ ìàòðèöû B(aj) ïîðÿäêà |I(aj)|, ñîñòàâëåííûõ èç íåíóëå-

âûõ ñòîëáöîâ. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü △(λ) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

△(λ) =
∑

i

εiMαi
(a1)Mρi(a2) . . .Mωi

(an) =
∑

i

εiPi, (4)

ãäå εi ðàâíî ëèáî 1, ëèáî −1, à ðàçëè÷íûå ìèíîðû, âõîäÿùèå â îä-
íî ïðîèçâåäåíèå Pi, íå èìåþò ýëåìåíòîâ îäíîãî è òîãî æå ñòîëáöà

îïðåäåëèòåëÿ △(λ).

4. Ñâîéñòâî. Åñëè íåêîòîðûé ìèíîð Mα(a), a ∈ V , ñîäåðæèò
äâà ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðîìó ðåáðó, ïðèìûêàþùåìó ê

âåðøèíå a, òî âñå ïðîèçâåäåíèÿ Pi â �îðìóëå (4), ñîäåðæàùèåMα(a),
ðàâíû íóëþ.
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⊳ Òàê êàê ïîðÿäîê ìèíîðà Mα(a) ðàâåí |I(a)|, òî íàéäåòñÿ õîòÿ
áû îäíî ðåáðî γα0 = (a, a1) òàêîå, ÷òî ìèíîð Mα(a) íå ñîäåðæèò
ýëåìåíòîâ ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ△(λ), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðó γα0 .

�àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå Pi, ñîäåðæàùåå Mα(a). Ïðîèçâåäåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pi =Mα(a)Mβ(a1)M
′
αβ , (5)

ãäå M ′
αβ � îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåìûé âû÷åðêèâàíèåì èç îïðåäåëè-

òåëÿ △(λ) âñåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû ìèíîðîâ

Mα(a) è Mβ(a1).
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ðåáðî γα0 ãðàíè÷íîå. Òîãäà a1 ∈ ∂Γ è

Mβ � îäèí èç äâóõ âîçìîæíûõ ìèíîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû-

ñòðîêè B(a1). Â ñòîëáöàõ îïðåäåëèòåëÿ △(λ), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåá-
ðó γα0 = (a, a1), íåíóëåâûìè ìîãóò áûòü òîëüêî ýëåìåíòû, ïîïàâøèå
â ìàòðèöû B(a) è B(a1). À ïîñêîëüêó âMα(a) íå âõîäÿò ýëåìåíòû íè

îäíîãî ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðó γα0 , à âMβ(a1) âõîäèò ýëå-
ìåíò òîëüêî îäíîãî èç äâóõ ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðó γα0 ,

òî M ′
αβ ñîäåðæèò ýëåìåíòû ñòîëáöà, îòâå÷àþùåãî ðåáðó γα0 , íå ïî-

ïàäàþùèå â áëîêè B(a) è B(a1). Ò. å. â M
′
αβ îäèí ñòîëáåö òî÷íî

íóëåâîé.

Ïóñòü òåïåðü ðåáðî γα0 âíóòðåííåå. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü

ìèíîðà Mβ(a1) íå ìåíåå äâóõ. Åñëè â ïîñòðîåíèè ìèíîðà Mβ(a1)
íå ó÷àñòâóåò õîòÿ áû îäèí èç ñòîëáöîâ △(λ), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåá-
ðó γα0 , òî êàê è âûøå, M ′

αβ ñîäåðæèò íóëåâîé ñòîëáåö. Åñëè æå

ìèíîð Mβ(a1) ñîäåðæèò ýëåìåíòû îáîèõ ñòîëáöîâ, îòâå÷àþùèõ ðåá-

ðó γα0 , òî, íàéäåòñÿ ðåáðî γβ0 = (a1, a2) òàêîå, ÷òî ìèíîð Mβ(a1)
íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðó γβ0 . Òîãäà

ðàññìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäåíèå Pi ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pi =Mα(a)Mβ(a1)Mδ(a2)M
′
αβδ,

ãäå M ′
αβδ � ìèíîð îïðåäåëèòåëÿ M ′

αβ, äîïîëíèòåëüíûé äëÿ Mδ(a2).
Åñëè âåðøèíà a2 ∈ ∂Γ, òî, êàê è âûøå, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

M ′
αβδ = 0 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåí-

íûå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðåáðî γα0 âíóòðåííåå. Ïîñêîëüêó ãðà� Γ ÿâ-

ëÿåòñÿ äåðåâîì, òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû äîéäåì äî ãðà-

íè÷íîãî ðåáðà γξ0 = (as, as+1), as+1 ∈ ∂Γ, òàêîãî, ÷òî

Pi =Mα(a)Mβ(a1) . . .Mξ(as)Mξ(as+1)M
′
αβ...ξ,
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è ìèíîð Mξ(as) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ íè îäíîãî èç ñòîëáöîâ, îòâå-
÷àþùèõ ãðàíè÷íîìó ðåáðó γξ0 . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî M

′
αβ...ξ = 0. ⊲

5. Çàìå÷àíèå. Èç ñâîéñòâà 4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ïðîèç-

âåäåíèå Pi, âõîäÿùåå â ðàçëîæåíèå △(λ), íå ðàâíî íóëþ, òî êàæäûé
ñîìíîæèòåëü ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîäåðæèò ýëåìåíòû îäíîãî è òîëü-

êî îäíîãî ñòîëáöà îò êàæäîãî ðåáðà, ïðèìûêàþùåãî ê ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ýòîìó ñîìíîæèòåëþ âåðøèíå. Áîëåå òîãî, ïóñòü γ = (a1, a2), a1,
a2 ∈ V ∪∂Γ, à Pi � ýëåìåíò ðàçëîæåíèÿ (4), îòëè÷íûé îò íóëÿ, òîãäà,

åñëè ìèíîðMα(a1), âõîäÿùèé ñîìíîæèòåëåì â Pi, ñîäåðæèò ýëåìåí-
òû îäíîãî èç äâóõ ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðó γ = (a1, a2),
òî ìèíîð Mβ(a2), âõîäÿùèé â òî æå ïðîèçâåäåíèå Pi, îáÿçàòåëüíî
ñîäåðæèò ýëåìåíòû äðóãîãî ñòîëáöà, îòâå÷àþùåãî ðåáðó γ.

6.Ïóñòü a ∈ V èMα(a)� íåêîòîðûé ìèíîð, âõîäÿùèé â ðàçëîæå-

íèå (4) è ñîñòàâëåííûé èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû B(a), ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçëè÷íûì ðåáðàì, ñ èíäåêñàìè α1, . . . , αs (s = |I(a)|). Òîãäà

Mα(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα1 −ϕα2 0 . . . 0
ϕα1 0 −ϕα3 . . . 0
· · · · ·

ϕα1 0 0 . . . −ϕαs

ϕ′
α1

ϕ′
α2

ϕ′
α3

. . . ϕ′
αs

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ãäå ϕαj
= ϕαj

(a, λ) =

{
sαj+1

2
(a, λ), åñëè αj − íå÷åòíîå,

cαj
2
(a, α), åñëè αj − ÷åòíîå,

ϕ′
αj

= ∂
∂xϕαj

(a, λ).
Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî

Mα(a) = ϕ′
α1
ϕα2 . . . ϕαs

+ . . .+ ϕα1ϕ
′
α2
. . . ϕαs

+ . . .+

+ϕα1ϕα2 . . . ϕ
′
αs

= (ϕα1ϕα2 . . . ϕαs
)′.

(6)

Çäåñü (ϕα1 . . . ϕαs
)′ = ∂

∂x (ϕα1(x, λ) . . . ϕαs
(x, λ))

∣∣
x=a

.

Åñëè æå a ∈ ∂Γ è γi � ðåáðî, ïðèìûêàþùåå ê a, òî M1(a) =
ϕ2i−1 = si(a, λ) è M2(a) = ϕ2i = ci(a, λ).

7. Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê íàì óäîáíî ââåñòè íà

ãðà�å Γ îðèåíòàöèþ ðåáåð, ïîä÷èíåííóþ ïðàâèëó: äëÿ ëþáîé âåð-

øèíû ãðà�à âñå ïðèìûêàþùèå ê íåé ðåáðà îðèåíòèðîâàíû ëèáî ¾îò

âåðøèíû¿, ëèáî ¾ê âåðøèíå¿. Ïîêàæåì, ÷òî ââåäåíèå òàêîé îðèåí-

òàöèè âñåãäà âîçìîæíî.
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Ïóñòü a1 � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðà�à Γ. Çàäàäèì íà âñåõ ðåá-

ðàõ ãðà�à, ïðèìûêàþùèõ ê a1, íàïðàâëåíèå ¾îò a1¿. È ðàññìîòðèì

âñå âåðøèíû ãðà�à Γ ñìåæíûå ñ a1. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç a2, . . . , as.
Ê êàæäîé èç ýòèõ âåðøèí ïîäõîäèò ðåáðî γi = (a1, ai), îðèåíòèðî-
âàííîå ¾ê âåðøèíå ai¿. Çàäàäèì íà âñåõ îñòàâøèõñÿ ðåáðàõ, ïðèìû-

êàþùèõ ê âåðøèíàì a2, . . . , as, îðèåíòàöèþ â íàïðàâëåíèè ¾ê âåð-

øèíå ai¿, i = 2, s. Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ãðà� Γ ÿâëÿåòñÿ

äåðåâîì è ïîýòîìó ñðåäè âåðøèí a2, . . . , as íåò ñìåæíûõ. Äàëåå, ðàñ-
ñìîòðèì âñå âåðøèíû ãðà�à, îòëè÷íûå îò a1, ñìåæíûå ê a2, . . . , as,
è íà âñåõ ðåáðàõ, ïðèìûêàþùèõ ê íèì, çàäàåì îðèåíòàöèþ ¾îò âåð-

øèíû¿. È îïÿòü, òàê êàê ãðà� Γ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî òàêàÿ îðèåí-

òàöèÿ âîçìîæíà, ïðè÷åì íè îäíî èç îðèåíòèðîâàííûõ íà ïîñëåäíåì

øàãå ðåáåð íå ñîâïàäàåò ñ ðåáðàìè, îðèåíòèðîâàííûìè ðàíåå. Òàê

êàê ãðà� Γ êîíå÷íûé, òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷èì

íóæíóþ îðèåíòàöèþ âñåãî ãðà�à.

Åñëè íà ãðà�å Γ çàäàíà îðèåíòàöèÿ ðåáåð, òî âñå âåðøèíû ãðà-

�à ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî

A = {ai}, â êîòîðîå âõîäÿò âñå âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ ïðèìûêàþùèå
ðåáðà îðèåíòèðîâàíû ¾îò¿, è ìíîæåñòâî B = {bi}, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
âåðøèí ãðà�à, äëÿ êîòîðûõ îðèåíòàöèÿ èäåò ¾ê âåðøèíå¿.

8. Ïóñòü a ∈ A è γi1 , . . . , γis (s = |I(a)|) � ðåáðà, ïðèìûêàþùèå

ê âåðøèíå a. Åñëè âåðøèíà a ∈ ∂Γ, òî ìàòðèöà B(a) èìååò âèä

‖0 . . . 0 0
2i1−1

1
2i
0 . . . 0‖.

Åñëè æå a1 � âíóòðåííÿÿ âåðøèíà, òî B(a) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 0 1 0 . . . 0 0 −1 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 . . . 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 −1 0 . . . 0
0 . . . 0 1

2i1−1
0
2i1

0 . . . 0 1
2i2−1

0
2i2

0 . . . 0 1
2is−1

0
2is

0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ìèíîð Mα(a), ñîäåðæàùèé õîòÿ áû äâà ñòîëá-

öà ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè, ðàâåí íóëþ. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü

ïðî ìèíîðû ïîðÿäêà > 2, ñîñòàâëåíûå òîëüêî èç ñòîëáöîâ ñ ÷åòíûìè
èíäåêñàìè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

9. Ñâîéñòâî. Åñëè a ∈ A, òî ëþáîé ìèíîð Mα(a), íå ðàâíûé íó-
ëþ, ñîäåðæèò ýëåìåíòû îäíîãî è òîëüêî îäíîãî ñòîëáöà ñ íå÷åòíûì

èíäåêñîì. Êðîìå òîãî, åñëè Mα(a) 6= 0, òî Mα(a) = 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′
α ìèíîð õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ

△(λ), äîïîëíèòåëüíûé ê Mα(a), a ∈ A. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ðà-

âåíñòâî

△(λ) =
∑

α

Mα(a)M
′
α(−1)kα ,

ãäå kα ñóììà èíäåêñîâ âñåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ △(λ), èç
êîòîðûõ ñîñòàâëåí ìèíîð Mα(a). Èç ñâîéñòâà 9 ñëåäóåò, ÷òî (−1)kα

ïðèíèìàåò îäíî è òîæå çíà÷åíèå äëÿ âñåõ Mα(a) 6= 0.

10. Ñâîéñòâî. Â �îðìóëå (4) âñå ïðîèçâåäåíèÿ áåðóòñÿ ñ îäíèì
çíàêîì, ò. å. εi = εj.

11. Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñåé ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîêðà-

ùåííûìè îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, si(a, λ) è ci(a, λ) äâà

ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñóæåííîãî íà ðåáðî

γi = (a, b), a ∈ A, b ∈ B. Â ñèëó âûáîðà ðåøåíèé, si(a, λ) = 0,
∂
∂xsi(a, λ) = 1, ci(a, λ) = 1, ∂

∂xci(a, λ) = 0. Äëÿ çíà÷åíèé ýòèõ �óíê-
öèé íà äðóãîì êîíöå ðåáðà γi ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ: si = si(b, λ),
s′i =

∂
∂xsi(b, λ), ci = ci(b, λ), c

′
i =

∂
∂xci(b, λ). Âåçäå íèæå çíàê ïðîèç-

âîäíîé áóäåò îáîçíà÷àòü äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé x ∈ Γ.
Çàíóìåðóåì âåðøèíû èç ìíîæåñòâà B òàê, ÷òîáû b1, . . . , bj ∈

B ∩ V , bj+1, . . . , bk ∈ B ∩ ∂Γ. �àññìîòðèì íåêîòîðîå ïðîèçâåäåíèå

Pi èç (4). Ôîðìóëà (6) è ñâîéñòâî 9 ïîçâîëÿþò çàïèñàòü Pi â âèäå:

Pi =Mα(b1) . . .Mξ(bj)Mξ(bj+1) . . .Mω(bk) =

= (ϕα1 . . . ϕαs1
)′|x=b1 . . . (ϕξ1 . . . ϕξsj )

′|x=bjϕξ0 |x=bj+1 . . . ϕω0 |x=bk ,
(7)

ãäå α1, . . . , αs1 (s1 = |I(b1)|) � èíäåêñû ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ △(λ),
èç êîòîðûõ ñîñòàâëåí ìèíîðMα(b1), ξ, . . . , ξsj (sj = |I(bj)|) � èíäåê-

ñû ñòîëáöîâ, ñîñòàâëÿþùèõ Mξ(bj), ξ0 � èíäåêñ ñòîëáöà, ñîñòàâëÿ-

þùåãî ìèíîð Mξ(bj+1) è ò. ä.
Ïóñòü òåïåðü a ∈ A è bi1 , . . . , bik ∈ B � âåðøèíû, ñìåæíûå ñ a.

Èç ñâîéñòâà 4 è çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè P � íåêîòîðîå ïðîèç-

âåäåíèå, îòëè÷íîå îò íóëÿ, à Mα(a) � ñîìíîæèòåëü, âõîäÿùèé â P
è ñîäåðæàùèé ýëåìåíòû ñòîëáöà △(λ), îòâå÷àþùåãî ðåáðó γ1(a, b)
ñ íå÷åòíûì èíäåêñîì, òî ìèíîð Mβ(bi1) èç òîãî æå ïðîèçâåäåíèÿ P
ñîäåðæèò ýëåìåíòû ñòîëáöà, îòâå÷àþùåãî ðåáðó γ1 ñ ÷åòíûì èíäåê-

ñîì. Ïîñêîëüêó â ìèíîðå Mα(bi1) òîëüêî îäèí ñòîëáåö ñ íå÷åòíûì

èíäåêñîì (ñâîéñòâî 9), òî â �îðìóëå (7) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ ñðåäè �óíêöèé ϕk, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì γj = (a, bij ),
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j = 1, k, ïðèìûêàþùèì ê âåðøèíå a, îäíà �óíêöèÿ ðàâíà ci(x, λ),
x ∈ γi, à âñå îñòàëüíûå ðàâíû sj(x, λ), x ∈ γj .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a ∈ A è I(a) = {i1, . . . , is}, òî âåðøèíà a
¾äåëåãèðóåò¿ â êàæäîå ïðîèçâåäåíèå Pi 6= 0, ïðèâåäåííîå ê âèäó (7),
îäèí èç íàáîðîâ �óíêöèé

si1 , si2 , . . . , sis−1 , cis ;

si1 , si2 , . . . , cis−1 , sis ;

· · · · · ·
ci1 , si2 , . . . , sis−1 , sis .

(8)

12. Èçëîæåííàÿ âûøå òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðàñ-

êðûòèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ △(λ):

1) çàäàåì ïàðàìåòðèçàöèþ ðåáåð ãðà�à Γ, ïðèäåðæèâàÿñü ïðà-
âèëà: âñå ðåáðà, ïðèìûêàþùèå ê âåðøèíå ãðà�à, ïàðàìåòðèçîâàíû

ëèáî ¾îò âåðøèíû¿, ëèáî ¾ê âåðøèíå¿;

2) ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîäìíîæåñòâà A = {ak} è B = {bk}, ãäå ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç

âñåõ âåðøèí ãðà�à, ó êîòîðûõ âñå ïðèìûêàþùèå ðåáðà ïàðàìåòðè-

çîâàíû ¾îò âåðøèíû¿. Òîãäà B ñîñòîèò èç âñåõ âåðøèí, ó êîòîðûõ

ïðèìûêàþùèå ðåáðà ïàðàìåòðèçîâàíû ¾ê âåðøèíå¿;

3) äëÿ êàæäîãî ðåáðà γi = (a, b), a ∈ A, b ∈ B, ñòðîèì äâà

ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ si(x, λ), ci(x, λ) óðàâíåíèÿ (1), óäî-

âëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì si(a, λ) = 0, ∂
∂xsi(a, λ) = 1,

ci(a, λ) = 1, ∂
∂xci(a, λ) = 0;

4) óäàëÿåì èç ãðà�à Γ âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà B∩V . �ðà� ðàçáè-

âàåòñÿ íà ïîäãðà�û, èìåþùèå îäíó âíóòðåííþþ âåðøèíó èç A (ïó÷-

êè) è íå èìåþùèå âíóòðåííèõ âåðøèí (èíòåðâàëû);

5) êàæäûé ïó÷îê ñ âíóòðåííåé âåðøèíîé aj äàåò íàáîðû âèäà (8);

6) êàæäûé èíòåðâàë γi äàåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò si;

7) ñîñòàâëÿåì âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ

ñîäåðæèò ïî îäíîìó èç âîçìîæíûõ íàáîðîâ îò êàæäîãî ïó÷êà è êàæ-

äîãî èíòåðâàëà;

8) âñå ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ ðàçáèâàåì íà ãðóïïû ñîìíîæè-

òåëåé òàê, ÷òî â êàæäóþ ãðóïïó äàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âõîäÿò âñå

ìíîæèòåëè, îòâå÷àþùèå ðåáðàì, ïðèìûêàþùèì ê îäíîé è òîé æå

âåðøèíå èç ìíîæåñòâà B (÷èñëî òàêèõ ãðóïï ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà B);
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9) ¾íàâåøèâàåì¿ íà êàæäóþ ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ èëè áîëåå

ñîìíîæèòåëåé, çíàê ïðîèçâîäíîé è ïîëó÷àåì ýëåìåíò Pi ðàçëîæåíèÿ
(4), ïðèâåäåííûé ê âèäó (7);

10) ñóììèðóåì âñå Pi è ïîëó÷àåì △(λ) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.

13. Ïðèìåð. �àññìîòðèì çàäà÷ó (1)�(3), çàäàííóþ íà ãðà�å Γ,
èçîáðàæåííîì íà ðèñóíêå 1. Ïîñêîëüêó ãðà� ñîñòîèò èç ñåìè ðåáåð,

òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü △(λ) èìååò 14-é ïîðÿäîê.

❘

•
a1

γ1

✯

a2
• γ2

b1
✠

✍

b2

•
a3

γ3

γ4

❥
γ5

✙
•

✒

•

a5

a4

γ7

γ6

b3

�èñ. 1.

Çàäàåì íà ãðà�å Γ îðèåíòàöèþ ðåáåð, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Óäàëÿåì âåðøèíû b1 è b3. �ðà� ðàñïàäàåòñÿ íà îäèí ïó÷îê Γa3 è

÷åòûðå èíòåðâàëà γ1, γ2, γ6, γ7. Îò Γa3 èìååì òðè íàáîðà

s3, s4, c5; s3, c4, s5; c3, s4, s5.

Îò èíòåðâàëîâ γi èìååì ñîîòâåòñòâåííî s1, s2, s6, s7. Ñîñòàâëÿåì âñå

âîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïî îäíîìó íàáîðó îò êàæäîãî

γi è îäèí íàáîð îò Γa3 :

s1s2s6s7s3s4c5, s1s2s6s7s3c4s5, s1s2s6s7c3s4s5.

�ðóïïèðóåì ñîìíîæèòåëè ïî èíäåêñàì ðåáåð, ïðèìûêàþùèõ ê âåð-

øèíàì b1, b2 è b3, è ¾íàâåøèâàåì¿ íà ãðóïïó, îòâå÷àþùóþ âåðøèíàì

b1 è b3, ïðîèçâîäíóþ. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

△(λ) = (s1s2s3)
′|x=b1(c5s6s7)′|x=b3s4|x=b2+

+(s5s6s3)
′|x=b1(s5s6s7)′|x=b3c4|x=b2+

+(s1s2c3)
′|x=b1(s5s6s7)′|x=b3s4|x=b2 .
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ

ÇÀÄÀ×Å Ñ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÌ ÊÀÏÓÒÎ

Â ÓÑËÎÂÈÈ ÑÌÅÙÅÍÈß

Ô. Ì. Ëîñàíîâà

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíà êðàåâàÿ çàäà÷à ñî ñìåùåíèåì â èíòåãðàëüíîé

ïîñòàíîâêå äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà íà ïëîñêîñòè. Äëÿ ïîñòàâ-

ëåííîé çàäà÷è äîêàçàíû ïðèíöèï ýêñòðåìóìà, òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè è

ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} åâ-

êëèäîâîé ïëîñêîñòè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (x, t) ðàññìîòðèì

óðàâíåíèå

uxx(x, t)+p(x, t)ux(x, t)+q(x, t)∂
ε
0tu(x, t)+r(x, t)u(x, t) = f(x, t), (1)

ãäå p (x, t), q (x, t), r (x, t), f (x, t) ∈ C
(
Ω̄
)
� çàäàííûå äåéñòâèòåëü-

íûå �óíêöèè, q(x, t) < 0, ∂ε0t ψ (t) = 1
Γ(1−ε)

t∫
0

ψ′ (s)
(t−s)ε ds � îïåðàòîð

Êàïóòî [1, 
. 11℄, ε ∈ ]0, 1].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0 = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t 6 T}, Ω1 = {(x, t) :

0 < x < α, 0 < t < T }, Ω2 = {(x, t) : β < x < l, 0 < t < T }, σ = Ω̄\Ω0.

Ïîä ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè Ω ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) áóäåì ïîíè-

ìàòü �óíêöèþ u = u(x, t), íåïðåðûâíóþ â Ω0 âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè

uxx (x, t), ∂
ε
0t u (x, t), ux (x, t) è îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (0, l) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû

k = k (x) è h > ε, òàêèå, ÷òî

|u (x, t)− u (x, y)| 6 k (t− y)h ∀ t > y > 0,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) â Ω.
�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íåëîêàëüíûì ñìåùå-

íèåì.

10 Çàêàç �1149

Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå u = u(x, t) óðàâ-
íåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = τ (x) , 0 6 x 6 l, (2)
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è êðàåâûì óñëîâèÿì:

A(t)∂δ0tu(0, t) =

α∫

0

B(x, t)u(x, t)dx+

+

l∫

β

C(x, t)u(x, t)dx +D(t), 0 6 t 6 T ;

(3)

u(l, t) = ϕ(t), 0 6 t 6 T, (4)

ãäå A(t), D(t) ∈ C[0, T ], B(x, t) ∈ C(Ω̄1), C(x, t) ∈ C(Ω̄2), 0 < δ < ε <
1, 0 < α < β < l.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü r(x, t) 6 0, �óíêöèè B(x, t), C(x, t) óäîâëåòâî-
ðÿþò òðåáîâàíèþ

αR + (l − β)F <
1

Γ(1− δ)
inf

t∈[0,T ]

(
|A(t)|t−δ

)
, (5)

ãäå R = max
Ω̄1

|B(x, t)|, F = max
Ω̄2

|C(x, t)|. Òîãäà çàäà÷à (2)�(4) äëÿ

óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèé ïðèíöèï ýêñ-

òðåìóìà.

Òåîðåìà 2. �åãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) íè
â êàêîé òî÷êå (ξ, η) ∈ Ω0 íå ìîæåò ïðèíèìàòü ñâîåãî íàèáîëüøåãî

ïîëîæèòåëüíîãî (íàèìåíüøåãî îòðèöàòåëüíîãî) çíà÷åíèÿ â Ω, åñëè
â ýòîé òî÷êå

f(ξ, η) > 0 (f(ξ, η) 6 0).

Ïðèíöèï ýêñòðåìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1) ñ äðîáíîé ïðîèçâîä-

íîé â ñìûñëå �èìàíà�Ëèóâèëëÿ äîêàçàí Â. À. Íàõóøåâîé [2, 
. 46℄.

Ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-

íîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà q (x, t) = −1. Óðàâíåíèå (1)
ïåðåïèøåì â âèäå

uxx (x, t)−∂ε0t u (x, t) = f (x, t)−p (x, t) ux (x, t)−r (x, t) u (x, t) . (6)

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó îïåðàòîðàìè äðîáíîãî èíòåãðî-äè��å-

ðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå �èìàíà�Ëèóâèëëÿ è â ñìûñëå Êàïóòî, óðàâ-

íåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

uxx (x, t) − Dε
0t u (x, t) = f1 (x, t) , (7)
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ãäå

f1 (x, t) = f (x, t)− p (x, t) ux (x, t)− r (x, t) u (x, t)− τ (x) t− ε

Γ (1− ε)
.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü px(x, t), r(x, t), f(x, t) ∈ C(Ω̄), r(x, t) 6 0,
r(x, t), f(x, t), τ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ��åëüäåðà ïî ïåðåìåííîé

x, A(t) 6= 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] è âûïîëíåíî óñëîâèå (5). Òîãäà
ðåøåíèå íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (2)�(4) äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ñó-
ùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

⊳ Ïóñòü u(0, t) = ϕ0(t), òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ
ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äè��óçèè äðîáíîãî ïîðÿä-

êà ñ ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ [3, ñ. 99℄, ðåøåíèå íåëîêàëüíîé

êðàåâîé çàäà÷è (2)�(4) äëÿ óðàâíåíèÿ (7) çàïèøåì â âèäå

u (x, t) =

t∫

0

ϕ0 (η)Gξ (x, t, 0, η) dη −
t∫

0

ϕ (η)Gξ (x, t, l, η) dη−

−
t∫

0

l∫

0

f(ξ, η)G(x, t, ξ, η)dξdη +

t∫

0

l∫

0

p(ξ, η)uξ(ξ, η)G(x, t, ξ, η)dξdη+

+

t∫

0

l∫

0

r (ξ, η)u (ξ, η)G (x, t, ξ, η) dξdη+

l∫

0

τ (ξ)Dε−1
0t G (x, t, ξ, 0) dξ,

(8)

ãäå

G(x, t, ξ, η) =
(t− η)

θ−1

2
×

×
∞∑

n=−∞

[
e1,θ1,θ

(
−|x− ξ + 2nl|

(t− η)θ

)
− e1,θ1,θ

(
−|x+ ξ + 2nl|

(t− η)θ

)]

� �óíêöèÿ �ðèíà, eµ, δα, θ (z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn + µ) Γ(δ − θ n) � �óíêöèÿ òèïà

�àéòà, θ = ε
2 .

Ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç (8) ïîëó÷àåì èíòåãðàëü-
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íîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

u (x, t) +

l∫

0

t∫

0

K∗ (x, t, ξ, η)u (ξ, η) dξ dη = F (x, t) ,

ãäå

K∗(x, t, ξ, η) = K(x, t, ξ, η)+

+





lA1(η)B(ξ, η)D−δ
ηt F1(x, t, 0, γ), 0 6 x 6 α;

0, α 6 x 6 β

A1 (η)C (ξ, η) D−δ
η t F1 (x, t, 0, γ) , β 6 x 6 l;

;

K (x, t, ξ, η) = pξ (ξ, η) G (x, t, ξ, η)+

+p (ξ, η) Gξ (x, t, ξ, η)− r (ξ, η) G (x, t, ξ, η) ,

F (x, t) =

t∫

0

[p (l, η)G (x, t, l, η)−Gξ (x, t, l, η)]ϕ (η) dη+

+

t∫

0

l∫

0

[
τ (ξ) η−ε

Γ (1− ε)
− f (ξ, η)

]
G (x, t, ξ, η) dξ dη+

+

t∫

0

F1 (x, t, 0, η)D
− δ
0η A1 (η) D (η) dη+

+

t∫

0

F1 (x, t, 0, η) τ (0)D
− δ
0η A1 (η)D (η) dη +

t∫

0

F1 (x, t, 0, η) τ (0) dη,

F1 (x, t, 0, η) = Gξ (x, t, 0, η)− p (0, η) G (x, t, 0, η), A1(t) = 1/A(t).

Èòàê, çàäà÷à (2)�(4) äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ðåäóöèðîâàíà ê èíòå-

ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, ðàçðåøèìîñòü êî-

òîðîãî ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. ⊲
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ÓÄÊ 517.95

ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß Ê�ÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß

ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ-ÂÎËÍÎÂÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

1

Ì. Î. Ìàì÷óåâ

Â ðàáîòå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îäíîé

íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äè��óçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îáëàñòè Ω= {(x, y) : x > 0, 0 < y < T },
ðàññìîòðèì äè��óçèîííî-âîëíîâîå óðàâíåíèå

uxx(x, y)−Dα
0yu(x, y) = 0, (1)

ãäå Dα
0t � îïåðàòîð äðîáíîãî (â ñìûñëå �èìàíà � Ëèóâèëëÿ) èíòå-

ãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà α [1, ñ. 9℄, α ∈ (0, 2).
Ïóñòü n ∈ {1, 2} âûáðàíî èç óñëîâèÿ n− 1 < α 6 n. �åãóëÿðíûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ u = u(x, y)
èç êëàññà Dα−k

0y u(x, y) ∈ C(Ω̄), 1 6 k 6 n, uxx(x, y), D
α
0yu(x, y) ∈

C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) âî âñåõ òî÷êàõ (x, y) ∈ Ω [2,

ñ. 103℄.

Çàäà÷à N. Â îáëàñòè Ω íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u(x, y) óðàâ-
íåíèÿ (1), òàêîå, ÷òî ux ∈ C([0;∞)× (0;T )), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì

lim
y→0

Dα−k
0y u(x, y) = τk(x), 1 6 k 6 n, x > 0, (2)

A(y)ux(0, y) +

m∑

j=1

Bj(y)D
αj

0y u(0, y) = C(y), 0 < y 6 T, (3)

ãäå αm < αm−1 < . . . < α1 < 1, A(y) 6= 0, ∀y ∈ [0;T ], B1(y) 6≡ 0, τk(x),
A(y), Bj(y), C(y) � çàäàííûå �óíêöèè.

Óñëîâèå (3) ïîâòîðÿåò óñëîâèå èíèöèèðîâàííîå íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì

ux(0, y) +D
1/2
0y u(0, η) = 0

äëÿ óðàâíåíèÿ Ôóðüå [3, 
. 66℄.

Çàäà÷à ñ óñëîâèåì âèäà (3) äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èñ-

ñëåäîâàíà â ðàáîòå [4℄.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 06-01-96625-p_þã_à è �îíäà ñîäåéñòâèÿ

îòå÷åñòâåííîé íàóêå.
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�åäóêöèÿ ê çàäà÷å ñ ëîêàëüíûì óñëîâèåì. Áóäåì èñêàòü

ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è (1)�(3) ñðåäè �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ïðè

x→ +∞ âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè óñëîâèé Òèõîíîâà [5℄:

lim
x→∞

yn−αu(x, y) exp (−σxε) = 0, (4)

lim
x→∞

yn−αux(x, y) exp (−σxε) = 0, (5)

ãäå ε = 2
2−α , σ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Òîãäà èç íåîáõîäèìîãî íåëîêàëüíîãî óñëîâèÿ [6℄

u(0, y) = 2
n∑

k=1

N
β−k+1,0,y
0l τk(ξ)+

+ 2Rβ,l
0y ux(l, η)−D−β

0y ux(0, η) + 2R0,l
0y u(l, η),

ïðè l → +∞ èìååì

u(0, y) +D−β
0y ux(0, η) = S(y), (6)

ãäå

S(y) = 2

n∑

k=1

N
β−k+1,0,y
0∞ τk(ξ),

N
θ,x,y
x1x2

ν(x) =
1

2

x2∫

x1

ν(ξ)yθ−1e1,θ1,β

(
−|x− ξ|

yβ

)
dξ,

R
δ,x
0y µ(y) =

1

2

y∫

0

µ(η)(y − η)δ−1e1,δ1,β

(
− |x|
(y − η)β

)
dη.

Èç óñëîâèé (3) è (6) ïîëó÷èì

ψ(y) +

m∑

j=1

D−β
0y aj(y)D

αj

0yψ(y) = f(y), (7)

ãäå ψ(y) = u(0, y), aj(y) = −Bj(y)
A(y) , f(y) = S(y)−D−β

0y
C(y)
A(y) .

Ïîñëå òîãî, êàê áóäåò íàéäåíî ψ(y), çàäà÷à N ñâåäåòñÿ ê çàäà÷å

â ïîëóïîëîñå ñ ëîêàëüíûì óñëîâèåì

u(0, y) = ψ(y), 0 < y 6 T, (8)
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êîòîðàÿ èññëåäîâàíà â ðàáîòå [7℄ ïðè α ∈ (0, 1) â êëàññå �óíêöèé

îáðàùàþùèõñÿ â íîëü ïðè x→ ∞.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ (7). Èçâåñòíî [8℄, ÷òî åñëè aj(x) ∈
CH(α1)[0;T ], ãäå H(x) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, òî

D−β
0y aj(y)D

αj

0yψ(y) =

y∫

0

kj(y, s)ψ(s)ds

(y − s)1+αj−β , (9)

ãäå

kj(y, s) =





1
Γ(β)Γ(−αj)

1∫
0

aj [(y−s)t+s]
(1−t)1−βt1+αj

dt, αj < 0,

β−αj

Γ(β)Γ(1−αj)

1∫
0

aj [(y−s)t+s]
(1−t)1−βtαj dt, αj > 0.

Ôóíêöèÿ f(y) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7) òàêîâà, ÷òî f∗(y) =
yn−αf(y) ∈ C[0;T ]. Èç yn−αu(x, y) ∈ C(Ω) ñëåäóåò, ÷òî ψ∗(y) =
yn−αψ(y) ∈ C[0;T ]. Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (9), çàïè-

øåì (7) â âèäå

ψ∗(y) +

y∫

0

yγK(y, s)ψ∗(s)

sγ(y − s)β1
ds = f∗(y), (10)

ãäå K(y, s) =
∑m
j=1(y − s)α1−αjkj(y, s), γ = n − α, β1 = 1 − β + α1.

Î÷åâèäíî, ÷òî K(y, s) ∈ C(0 6 s 6 y 6 T ) è òî, ÷òî îïåðàòîð A,

äåéñòâóþùèé ïî �îðìóëå Aψ∗(y) =
y∫
0

yγK(y,s)
sγ(y−s)β1

ψ∗(s)ds îòîáðàæàåò

ïðîñòðàíñòâî C[0;T ] â ñåáÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè β1 < 1 îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì îáîá-

ùåííîãî ñæàòèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì M = max
06s6y6T

|K(y, s)|,
òîãäà

|Aψ∗| 6M‖ψ∗‖0yγ
y∫

0

s−γ(y − s)β1ds =M‖ψ∗‖0y1−β1B(1− β1, 1− γ),

äàëåå, ïîëó÷èì

|A2ψ∗| 6M‖ψ∗‖0B(1− β1, 1− γ)yγ
y∫

0

K(y, s)s1−γ−β1(y − s)−β1ds 6
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6M2‖ψ∗‖0y2−2β1B(1− β1, 1− γ)B(1 − β1, 2− γ − β1) =

= ‖ψ∗‖0
[
My1−β1Γ(1− β1)

]2 Γ(1− γ)

Γ(3− γ − 2β1)
,

äëÿ n−é ñòåïåíè îïåðàòîðà ïîëó÷èì îöåíêó

|Anψ∗| 6 ‖ψ∗‖0
[
My1−β1Γ(1− β1)

]n Γ(1− γ)

Γ(1− γ + (1− β1)n)
.

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî n, ÷òî n−ÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì

îïåðàòîðîì. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ψ∗(y) ∈ C[0, T ] ïðè β1 < 1, ò. å. ïðè α1 < β. Çíà÷èò, è óðàâíåíèå (7)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ(y), òàêîå, ÷òî yn−αψ(y) ∈ C[0;T ].

Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ. Äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà-

÷è (1), (2), (8) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

lim
y→0

Dα−n
0y ψ(y) = τn(0). (11)

Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Γ(α)ψ∗(0) = τn(0). Èç (10)
ñëåäóåò, ÷òî ψ∗(0) = f∗(0) èëè

lim
y→0

Dα−n
0y ψ(y) = lim

y→0
Dα−n

0y f(y) =

= lim
y→0

2

n∑

k=1

Dα−n
0y N

β−k+1,0,y
0∞ τk(ξ)− lim

y→0
Dα−n

0y D−β
0y

C(y)

A(y)
.

Çíà÷åíèå ïåðâîãî ïðåäåëà â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè åñòü τn(x). Ïðè

C(y) ∈ C[0, T ], ïîëó÷èì, ÷òî lim
y→0

Dβ−n
0y

C(y)
A(y) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò (11).

Èç âûøåñêàçàííîãî âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü α1 <
α
2 , A(y)∈CH(α1)[0;T ], Bj(y)∈CH(αj )[0;T ],

C(y) ∈ C[0;T ], τk(x) ∈ C[0;∞), è ïðè x → ∞, τk(x) = o(exp (σxε)),
(k = 1, n). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è N, â
êëàññå �óíêöèé óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (4) è (5) è òàêèõ, ÷òî

ux(0, y)∈L[0, T ].
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�ÀÇÂÈÒÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ

ÑÅÉÑÌÎ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ

Â �ÈÄ�ÎÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÎÎ�ÓÆÅÍÈßÕ

È. Ä. Ìóçàåâ

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ñåéñìîãèäðîäèíàìè÷å-

ñêèõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå âûñîêîíàïîðíàÿ ïëîòèíà�âîäîõðàíèëèùå óçêîêà-

íüîíííîãî òèïà. Ñîñòàâëåííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñìåøàííóþ êðàåâóþ çà-

äà÷ó äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðåìåííû-

ìè êîý��èöèåíòàìè. Êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøåíà àíàëèòè÷åñêè. Ïîëó÷åíû ðàñ-

÷åòíûå �îðìóëû äëÿ ñåéñìîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî

íà íàïîðíóþ ãðàíü ïëîòèíû.

Ñ 20-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ âî âñåì ìèðå íà÷àëè ïðîåêòèðî-

âàíèå è ñòðîèòåëüñòâî âûñîêèõ ïëîòèí â ñåéñìè÷åñêè àêòèâíûõ çî-

íàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàëî íåîáõîäèìûì âû÷èñëåíèå äîïîëíèòåëüíî-

ãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà íàïîðíóþ ãðàíü

ïëîòèíû ïðè ñåéñìè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ îñíîâàíèÿ ñîîðóæåíèÿ. Ñòà-

òüÿ èçâåñòíîãî àìåðèêàíñêîãî ó÷åíîãî Âåñòåðãàðäà [1℄ ÿâèëàñü ïåð-

âîé òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòîé íàä ýòîé ïðîáëåìîé. Â óêàçàííîé ñòàòüå

çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñåéñìîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà ïëîòèíó

ïîñòàâëåíà è ðåøåíà ïðè ñëåäóþùèõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

âîäîõðàíèëèùå ñõåìàòèçèðîâàíî â âèäå ïîëóîãðàíè÷åííîãî ïðÿìî-

óãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ãëóáèíà âîäû â âîäîõðàíèëèùå ïðèíÿòà

ïîñòîÿííîé, âîäà ñ÷èòàåòñÿ èäåàëüíîé óïðóãîé æèäêîñòüþ, âîëíîîá-

ðàçîâàíèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âîäîõðàíèëèùà íå ó÷èòûâàåòñÿ,

ñåéñìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ïëîòèíà�âîäà ñìîäåëèðîâàíî â

âèäå æåñòêîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ ïëîòèíû.

Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñåéñìîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ñâå-

ëàñü ê ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ �åëüìãîëüöà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ñåéñìîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âåêà âî âñåì ìèðå ðàçâåðíóëîñü

ìàññîâîå ñòðîèòåëüñòâî ñâåðõâûñîêèõ ïëîòèí íà ñåéñìè÷åñêè àêòèâ-

íûõ òåððèòîðèÿõ. Ó÷åíûìè áûâøåãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà è ßïîíèè

èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü òåîðèÿ, íà÷àòàÿ Âåñòåðãàðäîì [2�6℄. Áûëè

ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè çàäà÷è Âåñòåðãàðäà.
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Â öèòèðîâàííûõ ñòàòüÿõ è ìîíîãðà�èÿõ äîïîëíèòåëüíî ó÷òåíû ðÿä

�àêòîðîâ, êîòîðûå íå áûëè ó÷òåíû Âåñòåðãàðäîì. Íàïðèìåð, âîë-

íîîáðàçîâàíèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âîäû, ïîãëîùàþùèå ñâîé-

ñòâà ìàòåðèàëà íà äíå âîäîõðàíèëèùà, ò. å. àêóñòè÷åñêèé èìïåäàíñ

è äð. Â ìîíîãðà�èè [2℄ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

è äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Âåñòåð-

ãàðäà ñ ó÷åòîì ïîãëîùàþùåãî ñâîéñòâà äíà âîäîõðàíèëèùà íàèáîëåå

àäåêâàòíî ìîäåëèðóåò ñåéñìîãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â ñèñòåìå

ïëîòèíà�âîäîõðàíèëèùå ïðèçìàòè÷åñêîé êîí�èãóðàöèè.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà è ðåøåíà ìîäè�èöèðîâàííàÿ çàäà-

÷à Âåñòåðãàðäà ïðè äîïîëíèòåëüíîì ó÷åòå îãðàíè÷åííîñòè è íåïðèç-

ìàòè÷åñêîé êîí�èãóðàöèè âîäîõðàíèëèùà è ïîãëîùàþùåãî ñâîé-

ñòâà åãî äíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò oxyz

÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííàÿ óñëîâèÿìè 0 < x < L, −B(x,z)
2 <

y < B(x,z)
2 , 0 < z < H , ïðåäñòàâëÿåò óçêîå ãëóáîêîå íåïðèçìàòè÷å-

ñêîå âîäîõðàíèëèùå (L � äëèíà, B(x, z) � øèðèíà, H � ãëóáèíà

âîäîõðàíèëèùà, îñü ox íàïðàâëåíà âäîëü âîäîõðàíèëèùà, îñü oz �
âåðòèêàëüíî ñâåðõó âíèç). Ïîòåíöèàë ñðåäíåãî ïî øèðèíå âîäîõðà-

íèëèùà ñêîðîñòè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ

∂2ϕ

∂t2
− a2

(
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂z2
+

1

B(x, z)

∂B(x, z)

∂x

∂ϕ

∂x
+

+
1

B(x, z)

∂B(x, z)

∂z

∂ϕ

∂z

)
= 0,

(1)

è ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

∂ϕ

∂x

∣∣∣
x=0

= V0 cosωt,
∂ϕ

∂x

∣∣∣
x=L

= 0, (2)

∂ϕ

∂t

∣∣∣
z=0

= 0,

(
∂ϕ

∂z
− 1

ak

∂ϕ

∂t

) ∣∣∣
z=H

= 0, (3)

ãäå a � ñêîðîñòü çâóêà â âîäå, V0 è ω � àìïëèòóäà è êðóãîâàÿ ÷à-

ñòîòà ñêîðîñòè ñåéñìè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïëîòèíû, k � êîý��èöèåíò

ïîãëîùåíèÿ ìàòåðèàëà äíà âîäîõðàíèëèùà.

Â âûøå óêàçàííûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ ãðàíè÷íûå çàäà÷è

ïîñòàâëåíû äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (áåç ó÷åòà
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óïðóãîñòè âîäû), ëèáî äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

∂2ϕ

∂t2
− a2

(
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂z2

)
= 0

ñ ó÷åòîì óïðóãîñòè âîäû. Â óðàâíåíèè (1) äîïîëíèòåëüíî ñîäåð-

æàòñÿ ïîñëåäíèå äâå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ìîäåëèðóþò íåïðèçìàòè÷å-

ñêóþ êîí�èãóðàöèþ âîäîõðàíèëèùà êàê â ïëàíå, òàê è ïî ãëóáèíå.

�àñ÷åòíàÿ ñõåìà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

Ïëàíîâàÿ (à) è ãëóáèííàÿ (á) êîí�èãóðàöèè âîäîõðàíèëèùà

�èñ. 1

Êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè, çàâèñÿùè-

ìè îò ïðîäîëüíîé x è âåðòèêàëüíîé z êîîðäèíàò. Â ñâÿçè ñ ýòèì åãî

ðåøåíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì B(x, z) ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè ìàòåìàòè-

÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè. Îäíàêî, ýòè òðóäíîñòè ëåãêî ïðåîäîëèìû â

÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè øèðèíó âîäîõðàíèëèùà àïïðîêñèìèðîâàòü ÷å-

ðåç ýêñïîíåíöèàëüíûå �óíêöèè

B(x, z) = B0e
s1x+s2z, s1 > 0, s2 < 0. (4)
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Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè

ϕ(x, z, t) = ψ1(x, z)e
− s1

2 x cosωt+ ψ2(x, z)e
− s1

2 x sinωt−

−V0
L

(x− L)2

2
cosωt,

(5)

âûðàæåíèÿ (1)�(3) îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ψ1 è ψ2 çàïèøóòñÿ òàê:

∂2ψ1

∂x2
+
∂2ψ1

∂z2
+ s2

∂ψ1

∂z
−
(
s21
4

− ω2

a2

)
ψ1 =

=
V0
L

((
1 + s1(x− L) +

ω2

a2
(x− L)2

2

)
e

s1
2 x

)
,

(6)

∂2ψ2

∂x2
+
∂2ψ2

∂z2
+ s2

∂ψ2

∂z
−
(
s21
4

− ω2

a2

)
ψ2 = 0, (7)

(
∂ψ1

∂x
− s1

2
ψ1

) ∣∣∣∣
x=0

= 0,

(
∂ψ1

∂x
− s1

2
ψ1

) ∣∣∣∣
x=L

= 0, (8)

(
∂ψ2

∂x
− s1

2
ψ2

) ∣∣∣∣
x=0

= 0,

(
∂ψ2

∂x
− s1

2
ψ2

) ∣∣∣∣
x=L

= 0, (9)

ψ1

∣∣∣
z=0

=
V0
L

(x− L)2

2
e

s1
2 x, ψ2

∣∣∣
z=0

= 0, (10)

(
∂ψ1

∂z
− ω

ak
ψ2

) ∣∣∣∣
z=H

= 0,

(
∂ψ2

∂z
+

ω

ak
ψ1

) ∣∣∣∣
z=H

=
ω

ak

V0
L

(x− L)2

2
e

s1
2 x.

(11)

Ëåãêî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèé{
s1
2 sin nπ

L x+ nπ
L cos nπL x

}
, n = 1, 2, 3, . . . îðòîãîíàëüíà â ïðîìåæóòêå

(−L,L). Â ñâÿçè ñ ýòèì èñêîìûå �óíêöèè ψ1 è ψ2 è ïðàâûå ÷àñòè

âûðàæåíèé (6), (7) è (8) ïðåäñòàâèì ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
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ðÿäû ïî âûøåîòìå÷åííîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå �óíêöèé

ψ1(x, z) =

∞∑

n=1

ψ1,n(z)
(s1
2
sin anx+ an cos anx

)
,

ψ2(x, z) =
∞∑

n=1

ψ2,n(z)
(s1
2
sin anx+ an cos anx

)
,

e
s1
2 x =

∞∑

n=1

δn

(s1
2
sinanx+ an cos anx

)
,

e
s1
2 x(x− L) =

∞∑

n=1

γn

(s1
2
sinanx+ an cos anx

)
,

e
s1
2 x

(x− L)2

2
=

∞∑

n=1

αn

(s1
2
sin anx+ an cos anx

)
,

δn =
1

L
(
a2n +

s21
4

)
L∫

−L

e
s1
2 x
(s1
2
sin anx+ an cos anx

)
dx,

γn =
1

L
(
a2n +

s21
4

)
L∫

−L

e
s1
2 x(x− L)

(s1
2
sin anx+ an cos anx

)
dx,

αn=
1

L
(
a2n +

s21
4

)
L∫

−L

e
s1
2 x

(x− L)2

2

(s1
2
sin anx+ an cos anx

)
dx.

(12)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (12) â (6)�(11), ïîëó÷èì êðàåâûå çàäà÷è

äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d2ψ1,n

dz2
+ s2

dψ1,n

dz
−
(
a2n +

s21
4

− ω2

a2

)
ψ1,n = εn

V0
L
, (13)

d2ψ2,n

dz2
+ s2

dψ2,n

dz
−
(
a2n +

s21
4

− ω2

a2

)
ψ2,n = 0, (14)

εn = δn + s1γn +
ω2

a2
αn,

ψ1,n

∣∣∣
z=0

=
V0
L
αn,

(
dψ1,n

dz
− ω

ak
ψ2,n

) ∣∣∣∣
z=H

= 0, (15)
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ψ2,n

∣∣∣
z=0

= 0,

(
dψ2,n

dz
+

ω

ak
ψ1,n

) ∣∣∣∣
z=H

=
ω

ak

V0
L
αn. (16)

�åøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (13) è (14) ñ ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè (15)�(16) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ïðè a2n +
s21
4

+
s22
4

− ω2

a2
< 0,

ψ1,n(z) = e−
s2
2 z(c1 sinβnz + c2 cosβnz)−

V0
L

εn

a2n +
s21
4 − ω2

a2

,

ψ2,n(z) = c3e
− s2

2 z sinβnz, ãäå βn =

√
ω2

a2
−
(
a2n +

s21
4

+
s22
4

)
;

ïðè a2n +
s21
4

+
s22
4

− ω2

a2
> 0,

ψ′
1,n(z) = e−

s2
2 z(c′1 shβ

′
nz + c2 chβ

′
nz)−

V0
L

εn

a2n +
s21
4 − ω2

a2

,

ψ′
2,n(z) = e−

s2
2 zc′3 shβ

′
nz, ãäå β′

n =

√
a2n +

s21
4

+
s22
4

− ω2

a2
;

c1 =

[(
βn sinβnH + s2

2 cosβnH
) (
βn cosβnH − s2

2 sinβnH
)

(
βn cosβnH − s2

2 sinβnH
)2

+ ω2

a2k2 sin
2 βnH

+

+

ω2

a2k2 sinβnH
(
e

s2
2 H − 1

)

(
βn cosβnH − s2

2 sinβnH
)2

+ ω2

a2k2 sin
2 βnH

]
· V0
L

εn

a2n +
s21
4 − ω2

a2

,

c2 =
V0
L

εn

a2n +
s21
4 − ω2

a2

,

c′1 =

[(
−β′

n shβ
′
nH + s2

2 chβ′
nH
) (
β′
n chβ

′
nH − s2

2 shβ′
nH
)

(
β′
n chβ

′
nH − s2

2 shβ′
nH
)2

+ ω2

a2k2 sh
2 β′

nH
+

+

ω2

a2k2 shβ
′
nH

(
e

s2
2 H − 1

)

(
β′
n chβ

′
nH − s2

2 shβ′
nH
)2

+ ω2

a2k2 sh
2 β′

nH

]
V0
L

εn

a2n +
s21
4 − ω2

a2

,
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c3 =

[ (
βn cosβnH − s2

2 sinβnH
) (
e

s2
2 H − 1

)

(
βn cosβnH − s2

2 sinβnH
)2

+ ω2

a2k2 sin
2 βnH

−

− sinβnH
(
βn sinβnH + s2

2 cosβnH
)

(
βn cosβnH − s2

2 sinβnH
)2

+ ω2

a2k2 sin
2 βnH

]
· V0
L

εn

a2n +
s21
4 − ω2

a2

,

c′3 =

[ (
β′
n chβ

′
nH − s2

2 shβ′
nH
) (
e

s2
2 H − 1

)

(
β′
n chβ

′
nH − s2

2 shβ′
nH
)2

+ ω2

a2k2 sh
2 β′

nH
−

− shβ′
nH

(
−β′

n shβ
′
nH + s2

2 chβ′
nH
)

(
β′
n chβ

′
nH − s2

2 shβ′
nH
)2

+ ω2

a2k2 sh
2 β′

nH

]
· V0
L

εn

a2n +
s21
4 − ω2

a2

.

Äëÿ ñåéñìîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà íàïîðíîé ãðàíè ïëî-

òèíû ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

P (0, z, t) = ρωψ1(0, z) sinωt− ρωψ2(0, z) cosωt− ρω
V0L

2
sinωt.

Ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà è êîý��èöèåíò ïðèñîåäèíåííîãî ñîïðî-

òèâëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

M∗ = ρ
ω

Kcg

∣∣∣∣∣∣

H∫

0

B(0, z)ψ1(0, z) dz

∣∣∣∣∣∣
,

µ∗ = ρ
ω2

Kcg

∣∣∣∣∣∣

H∫

0

B(0, z)ψ2(0, z) dz

∣∣∣∣∣∣
,

ãäå Kc � êîý��èöèåíò ñåéñìè÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ðåãèîíà.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ

ÏÀÑÑÈÂÍÎ�Î ÌÀÑÑÎÏÅ�ÅÍÎÑÀ

Â �ÓÑËÎÂÛÕ ÏÎÒÎÊÀÕ

Ê. À. Íàäîëèí

�àññìîòðåí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïàññèâíîãî ïå-

ðåíîñà âåùåñòâà â ñïîêîéíûõ ñëàáî èñêðèâëåííûõ ðóñëîâûõ ïîòîêàõ ìàëîé

ìóòíîñòè, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ìàëîãî ïàðàìåòðà.

1. �àññìîòðèì îáëàñòü òå÷åíèÿ Ω, ãðàíèöà êîòîðîé ∂Ω âêëþ÷àåò

òâåðäûé íåïðîíèöàåìûé ó÷àñòîê Γr (äíî), ó÷àñòîê ñâîáîäíîé ïî-

âåðõíîñòè Γf , âõîäíîå ñå÷åíèå Sin è âûõîäíîå ñå÷åíèå Sout.
�àñïðîñòðàíåíèå âåùåñòâà â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå ìàëîé ìóòíî-

ñòè îïèñûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì êîíâåêöèè-äè��óçèè

∂c

∂t
+ (v,∇c) = div (D∇c)− γc. (1)

Çäåñü c � êîíöåíòðàöèÿ; v � âåêòîð îñðåäíåííîé ñêîðîñòè ïîòîêà;

D � òåíçîðíûé êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé äè��óçèè [1℄; γ � êî-

ý��èöèåíò ðàñïàäà âåùåñòâà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå âåùåñòâà çàäàíî, åãî ïîñòóïëåíèå è îòòîê ïðîèñõîäèò ÷åðåç

âõîäíîå è âûõîäíîå ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, à òâåðäàÿ è ñâîáîäíàÿ

ãðàíèöû äëÿ âåùåñòâà íåïðîíèöàåìû. Òîãäà íà÷àëüíûå è êðàåâûå

óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèè êîíöåíòðàöèè èìåþò âèä

c
∣∣
t=0

= C0,
∂c

∂n

∣∣∣∣
Γr
⋃

Γf

= 0,

ain
∂c

∂n
+ binc

∣∣∣∣
Sin

= P in, aout
∂c

∂n
+ boutc

∣∣∣∣
Sout

= P out,

(2)

ãäå C0
, ain, bin, P in, aout, bout è P out � èçâåñòíûå �óíêöèè; n �

âåêòîð íîðìàëè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè.

Â ñëó÷àå ïàññèâíîé ïðèìåñè, ñêîðîñòü æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ

íåçàâèñèìî îò êîíöåíòðàöèè. Óðàâíåíèÿ �åéíîëüäñà äëÿ òóðáóëåíò-
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íîãî ïîòîêà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïîëå òÿæåñòè ñ ó÷åòîì ãèïî-

òåçû Áóññèíåñêà áóäóò èìåòü âèä [1, 2℄

ρ

(
∂v

∂t
+ (v,∇) v

)
= −∇p+ div

(
η
(
∇v + (∇v)

T
))

+ ρg,

div v = 0.

(3)

Çäåñü p � äàâëåíèå; η � äèíàìè÷åñêèé êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé

âÿçêîñòè; g � íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ òÿæåñòè.

Ïóñòü ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü Γf çàäàíà óðàâíåíèåì ζ(M, t) = 0,
ãäå òî÷êà M ∈ Γf , òîãäà íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ áóäóò èìåòü
âèä [3℄

v
∣∣
t=0

= v0, v
∣∣
Sin= a, v

∣∣
Sout= b, (4)

v
∣∣
Γr= 0,

∂ζ

∂t
+
(
v
∣∣
Γf ,∇ζ

)
= 0, (5)

− (p− pa − 2ϑK)n+ η
(
∇v + (∇v)

T
)
n
∣∣
Γf= f . (6)

Çäåñü v0
, a, è b � çàäàííûå âåêòîðíûå ïîëÿ; n � íîðìàëü ê Γf ;

pa � ïîñòîÿííîå àòìîñ�åðíîå äàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà, êîòî-

ðîå ïðèìåì çà íà÷àëî îòñ÷åòà; f � çàäàííûé âåêòîð ïîâåðõíîñòíûõ

íàïðÿæåíèé, âûçâàííûõ, íàïðèìåð, äåéñòâèåì âåòðà; ϑ � ïîñòîÿí-

íûé êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ; K � ñðåäíÿÿ êðèâèç-

íà ñâîáîäíîé ãðàíèöû [3℄

2K = n (n,∇)n− divn. (7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà äåéñòâóåò àòìîñ�åðíîå

äàâëåíèå pa, êîòîðîå ïîëàãàåì íóëåâûì, èìååì

(f ,n) = 0. (8)

Óðàâíåíèÿ (1)�(8) ñîäåðæàò îáùóþ ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òî÷-

êè çðåíèÿ ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ïàññèâíîé ïðèìå-

ñè â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå, è èõ ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëü-

íóþ òðóäíîñòü. Äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îðè-

åíòèðîâàííîé íà òå÷åíèÿ â ñëàáî èñêðèâëåííûõ ðóñëàõ, óïðîñòèì

íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (1)�(8), âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî õàðàê-

òåðíîé îñîáåííîñòüþ ðóñëîâûõ ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ èõ áîëüøàÿ ïðîòÿ-

æåííîñòü è ìàëàÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé, ãëóáèíà.
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2. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ó÷àñòîê ðóñëà èñ-

êðèâëåí ñëàáî (ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ áóäåò

âûÿñíåí ïîçäíåå). Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû

(x, y, z) òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü xy îêàçàëàñü íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà,

à îñü z áûëà íàïðàâëåíà â ñòîðîíó äíà. Îñü x íàïðàâèì âäîëü íà-

ïðàâëåíèÿ óêëîíà ïîòîêà, à îñü y � îò ëåâîãî áåðåãà ê ïðàâîìó ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî îñè x. Íà÷àëî êîîðäèíàò ðàçìåñòèì âî âõîäíîì ñå÷å-

íèè ðàññìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò áåðå-

ãîâ. Âõîäíîå è âûõîäíîå ñå÷åíèÿ Sin è Sout íàõîäÿòñÿ â ïëîñêîñòÿõ
x = 0 è x = Lx, ñîîòâåòñòâåííî, ãäå Lx � îïðåäåëÿåò ïðîòÿæåí-

íîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà ïîòîêà. Ïóñòü ñâîáîäíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì z = ξ(x, y, t), ãäå ξ(x, y, t) � íåèçâåñò-

íàÿ �óíêöèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëîæå ïîòîêà çàäàåò ñîîòíîøåíèå

z = h(x, y), ãäå h(x, y) èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ. Áåðåãà ïîòîêà ÿâëÿþò-

ñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè ëèíèÿìè, òî÷êè êîòîðûõ èìåþò êîîðäèíàòû

(x, l(x, t), h(x, l(x, t))) è (x, r(x, t), h(x, r(x, t))) äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî

áåðåãà ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè y = l(x, t) è y = r(x, t) íàõîäÿòñÿ èç
óñëîâèÿ h(x, y) = ξ(x, y, t). Î÷åâèäíî, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t
ïðè l(x, t) < y < r(x, t) âûïîëíåíî óñëîâèå h(x, y) < ξ(x, y, t).

Íà äíå ïîòîêà z = h(x, y) íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ñîîòâåò-
ñòâóåò íàïðàâëåíèþ îñè z, à íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå z = ξ(x, y, t) ïðî-
òèâîïîëîæíî åìó. Ïîýòîìó, äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåøíåé íîðìà-

ëè ê ïîâåðõíîñòè è äíó ñîîòâåòñòâåííî, çàïèøåì

n
∣∣
z=ξ

=
∇ (ξ(x, y, t)− z)

‖∇ (ξ(x, y, t)− z) ‖ , n
∣∣
z=h

=
∇ (z − h(x, y))

‖∇ (z − h(x, y)) ‖ . (9)

Äëÿ êðèâèçíû (7) ñëàáî äå�îðìèðîâàííîé ñâîáîäíîé ãðàíèöû ñ ó÷å-

òîì ïðåäñòàâëåíèÿ (9) èìååì [2℄

2K = ∇0

(
∇0ξ√

1 + ‖∇0ξ‖2

)
≈ ∆0ξ, (10)

ãäå ∇0 è ∆0 � äâóìåðíûå îïåðàòîðû ãðàäèåíòà è Ëàïëàñà ïî ïåðå-

ìåííûì x è y, ñîîòâåòñòâåííî.
Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (1)�(8) îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåí-

íûõ. Â êà÷åñòâå ëèíåéíîãî ìàñøòàáà ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó íàïðàâ-

ëåíèþ x, y è z ïðèìåì õàðàêòåðíóþ äëèíó Lx, øèðèíó Ly è ãëóáèíó
ïîòîêà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ε = Lz/Ly è δ = Ly/Lx (â äàëüíåé-

øåì ïàðàìåòðû ε è δ è áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ ìàëûìè). �àçëè÷íûå
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êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè íîðìèðóåì, èñïîëüçóÿ ðàçíûå ìàñøòà-

áû. Ïóñòü Ux � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü â íàïðàâëåíèè x. Çà ìàñøòàá
ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè y ïðèìåì Uy = δUx, à â íàïðàâëåíèè z,
ñîîòâåòñòâåííî Uz = εUy = εδUx. Â êà÷åñòâå ìàñøòàáà èçìåðåíèÿ

äàâëåíèÿ óäîáíî ïðèíÿòü ρU2
x , à âðåìåíè � Lx/Ux. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ÷èñëî Ýéëåðà è ÷èñëî Ñòðóõàëÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òå÷åíèé

ðàâíû åäèíèöå. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ øèðîêîãî

êëàññà ðóñëîâûõ ïîòîêîâ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è äëÿ óðàâíå-

íèÿ êîíâåêöèè-äè��óçèè (1), (2), çà ìàñøòàá êîíöåíòðàöèè âåùå-

ñòâà ìîæíî ïðèíÿòü ëþáîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð, max
(
C0
)
. Êîìïî-

íåíòû âåêòîðà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íîðìèðóåì â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïðåäñòàâëåíèåì

f = (f cosψx, δf cosψy, εδf cosψz) , (11)

ãäå íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ñâÿçàíû, â ñèëó (8), ñîîòíîøåíèåì

cosψz =
∂ξ

∂x
cosψx +

∂ξ

∂y
cosψy. (12)

Óðàâíåíèå (1) â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä

∂c

∂t
+
∂cu

∂x
+
∂cv

∂y
+
∂cw

∂z
=

∂

∂z

(
d33

∂c

∂z

)
+

+ε

(
∂

∂y

(
d23

∂c

∂z

)
+

∂

∂z

(
d32

∂c

∂y

))
+

+εδ

(
∂

∂x

(
d13

∂c

∂z

)
+

∂

∂z

(
d31

∂c

∂x

))
+ ε2

∂

∂y

(
d22

∂c

∂y

)
+

+ε2δ

(
∂

∂x

(
d12

∂c

∂y

)
+

∂

∂y

(
d21

∂c

∂x

))
+ ε2δ2

∂

∂x

(
d11

∂c

∂x

)
− λc,

(13)

ãäå dij = Dij (UzLz)
−1
, dij = dji � áåçðàçìåðíûå êîý��èöèåíòû

òóðáóëåíòíîãî îáìåíà; λ = γLxU
−1
x � ïàðàìåòð ðàñïàäà âåùåñòâà.

Íà÷àëüíîå è êðàåâûå óñëîâèÿ (2) çàïèøåì â âèäå

c
∣∣
t=0

= c0, αinc+βin
∂c

∂x

∣∣∣∣
x=0

= πin, αoutc+βout
∂c

∂x

∣∣∣∣
x=1

= πout, (14)

∂c

∂z
− ε2

∂h

∂y

∂c

∂y
− ε2δ2

∂h

∂x

∂c

∂x

∣∣∣∣
z=h(x,y)

= 0, (15)
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∂c

∂z
− ε2

∂ξ

∂y

∂c

∂y
− ε2δ2

∂ξ

∂x

∂c

∂x

∣∣∣∣
z=ξ(x,y,t)

= 0, (16)

ãäå c0 = C0/max(C0), πin = P inLx/max(C0), αin = ainLx/P
in
,

βin = bin/P in, πout = P outLx/max(C0), αout = aoutLx/P
out

è

βout = bout/P out � çàäàííûå áåçðàçìåðíûå �óíêöèè.

Óðàâíåíèÿ (3) îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïðèìóò

âèä

εδ

(
∂u

∂t
+
∂u2

∂x
+
∂uv

∂y
+
∂uw

∂z

)
= Fr−1 sinϕ− εδ

∂p

∂x
+

+
1

Re

[
∂

∂z

(
ν
∂u

∂z

)
+ ε2

∂

∂y

(
ν
∂u

∂y

)
+

+ε2δ2
(
2
∂

∂x

(
ν
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
ν
∂v

∂x

)
+

∂

∂z

(
ν
∂w

∂x

))]
,

(17)

εδ2
(
∂v

∂t
+
∂uv

∂x
+
∂v2

∂y
+
∂vw

∂z

)
= −ε∂p

∂y
+ δ

1

Re

[
∂

∂z

(
ν
∂v

∂z

)
+

+ε2
(
∂

∂x

(
ν
∂u

∂y

)
+ 2

∂

∂y

(
ν
∂v

∂y

)
+

∂

∂z

(
ν
∂w

∂y

))
+

+ε2δ2
∂

∂x

(
ν
∂v

∂x

)]
,

(18)

ε2δ2
(
∂w

∂t
+
∂uw

∂x
+
∂vw

∂y
+
∂w2

∂z

)
= Fr−1 cosϕ− ∂p

∂z

+εδ
1

Re

[
∂

∂x

(
ν
∂u

∂z

)
+

∂

∂y

(
ν
∂v

∂z

)
+ 2

∂

∂z

(
ν
∂w

∂z

)
+

+ε2
∂

∂y

(
ν
∂w

∂y

)
+ ε2δ2

∂

∂x

(
ν
∂w

∂x

)]
,

(19)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (20)

Çäåñü ϕ � óêëîí ðóñëà è ââåäåíû ÷èñëî Ôðóäà Fr = U2
x/gLz, ÷èñ-

ëî �åéíîëüäñà Re = ρUxLz/η è áåçðàçìåðíàÿ �óíêöèÿ âÿçêîñòè ν,
ó÷èòûâàþùàÿ òóðáóëåíòíîñòü òå÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â

îïðåäåëåíèå ÷èñëà �åéíîëüäñà âõîäèò çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà òóð-

áóëåíòíîé âÿçêîñòè η, âû÷èñëåííîå íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà, òî çíà-

÷åíèå �óíêöèè ν íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà äîëæíî áûòü ðàâíî 1.
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Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîòîêà ïðè z = ξ(x, y, t) äèíàìè÷åñêèå
óñëîâèÿ (6) ñ ó÷åòîì (10)�(12) ïðèìóò âèä

−εδRep ∂ξ
∂x

− ∂u

∂z
+ ε2

∂u

∂y

∂ξ

∂y
+ ε2δ2

(
2
∂u

∂x

∂ξ

∂x
+
∂v

∂x

∂ξ

∂y
− ∂w

∂x

)
+

+ε3δσ

(
δ2
∂2ξ

∂x2
+
∂2ξ

∂y2

)
∂ξ

∂x

∣∣∣∣
z=ξ(x,y,t)

= NF cosψx,

(21)

−εRep∂ξ
∂y

− δ
∂v

∂z
+ ε2δ

(
∂u

∂y

∂ξ

∂x
+ 2

∂v

∂y

∂ξ

∂y
− ∂w

∂y

)
+ ε2δ3

∂v

∂x

∂ξ

∂x
+

+ε3σ

(
δ2
∂2ξ

∂x2
+
∂2ξ

∂y2

)
∂ξ

∂y

∣∣∣∣
z=ξ(x,y,t)

= δNF cosψy,

(22)

Rep+ εδ

(
∂u

∂z

∂ξ

∂x
+
∂v

∂z

∂ξ

∂y
− 2

∂w

∂z

)
+ ε3δ

∂w

∂y

∂ξ

∂y
+

+ε3δ3
∂w

∂x

∂ξ

∂x
− ε2σ

(
δ2
∂2ξ

∂x2
+
∂2ξ

∂y2

) ∣∣∣∣
z=ξ(x,y,t)

=

= εδNF

(
∂ξ

∂x
cosψx +

∂ξ

∂y
cosψy

)
,

(23)

N =

√
1 + ε2

(
∂ξ

∂y

)2

+ ε2δ2
(
∂ξ

∂x

)2

.

Çäåñü σ = ϑ (ηUx)
−1

� êàïèëëÿðíûé ïàðàìåòð; óãëû ψx è ψy îïðå-

äåëÿþò íàïðàâëåíèå, à ïàðàìåòð F = fLz (ηUx)
−1

� èíòåíñèâíîñòü

âåòðîâîé íàãðóçêè.

3. Äàëüíåéøåå îñíîâûâàåòñÿ íà òîì óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíà ñëà-

ãàåìûõ â óðàâíåíèÿõ (13)�(23), çàïèñàííûõ â áåçðàçìåðíîì âèäå,

îïðåäåëÿåòñÿ ñòîÿùèìè ïðè íèõ ïàðàìåòðàìè. Äëÿ íåèçâåñòíûõ âå-

ëè÷èí è èõ ïðîèçâîäíûõ ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ âûáîðîì ìàñøòàáîâ,

à äëÿ �îðìû ðóñëà (â èñõîäíîé ãåîìåòðèè) òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå

óñëîâèé

∂h

∂x
= O(εδ),

∂h

∂y
= O(ε),

÷òî è îçíà÷àåò ñëàáóþ èñêðèâëåííîñòü ïîòîêà.

Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ (13)�(23), ñîäåðæàùèå ïàðàìåòðû ε è δ,
ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðóñëîâûõ
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ïîòîêîâ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñâÿçü ìåæäó ε è δ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè î õàðàêòåðå èññëåäóåìîãî òå÷åíèÿ. Â

òàáëèöå ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè,

êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðóñëîâûõ ïî-

òîêîâ.

Ïîäñòàíîâêà

Òèï ìîäåëè ïîòîêà ε δ â óðàâíåíèÿõ

(13)-(23)

1. ìåëêèé ïðîòÿæåííûé ïîòîê o(1) O(ε) ε = δ
2. ñâåðõìåëêèé ïðîòÿæåííûé ïîòîê o(δ) o(1) ε = δ2

3. ìåëêèé ñâåðõïðîòÿæåííûé ïîòîê o(1) o(ε) δ = ε2

4. ìåëêèé øèðîêèé ïîòîê o(1) O(1) δ = 1
5. ãëóáîêèé ïðîòÿæåííûé ïîòîê O(1) o(ε) ε = 1
6. ñóùåñòâåííî òðåõìåðíûé ïîòîê O(1) O(1) ε = δ = 1

Íàïðèìåð, ìîäåëü ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà �îðìàëèçîâà-

íà ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ïàðàìåòðû ε è δ ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè îäíîãî
ïîðÿäêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî øèðèíà çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ãëóáè-

íó ïîòîêà, ïðè÷åì ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå íà ó÷àñòêå ðóñëà, äëèíà

êîòîðîãî âî ñòîëüêî æå ðàç ïðåâîñõîäèò øèðèíó ïîòîêà, âî ñêîëüêî

ðàç øèðèíà ïðåâîñõîäèò ãëóáèíó. Ñ÷èòàÿ ε è δ ìàëûìè ïàðàìåò-

ðàìè ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå

ìåëêèé ñâåðõïðîòÿæåííûé ïîòîê (δ = o(ε)) èëè ñâåðõìåëêèé ïðîòÿ-
æåííûé ïîòîê (ε = o(δ) ). Âàðèàíòû, êîãäà ëèøü îäèí èç ïàðàìåòðîâ
ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, îòâå÷àþò ñëó÷àÿì ãëóáîêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà

è ìåëêîãî øèðîêîãî ïîòîêà. Çàìåòèì, ÷òî îòêàç îò ïðåäïîëîæåíèÿ

î ìàëîñòè êàê ïàðàìåòðà ε, òàê è ïàðàìåòðà δ, ïðèâîäèò ê îáû÷íûì
òðåõìåðíûì óðàâíåíèÿì.

Íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà â óðàâíåíèÿõ ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü

òåõíèêó ðàçëîæåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû

è ñâåñòè èñõîäíóþ íåëèíåéíóþ çàäà÷ó ê ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ëèíåéíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ

äëÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïðîùåííûå ìàòåìà-

òè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèé òèï ðóñëîâîãî ïî-

òîêà (áóäåì èõ íàçûâàòü áàçîâûìè), à óðàâíåíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùèõ

÷ëåíîâ � êàê óðàâíåíèÿ ïîïðàâîê [4℄.

4. �àññìîòðèì áàçîâóþ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âåùåñòâà â

ñâåðõìåëêîì ïðîòÿæåííîì ïîòîêå.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âÿçêîñòü ïîñòîÿííàÿ, ñâîáîäíàÿ ïîâåðõ-
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íîñòü ïîòîêà ñòàöèîíàðíàÿ, à âíåøíåå âåòðîâîå âîçäåéñòâèå íàïðàâ-

ëåíî âäîëü îñè x (ò. å. ν = 1, ξ = ξ(x, y), cosψx = 1 è cosψy = 0).
Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ (13)�(23) ε = δ2, ðàçëîæèì íåèçâåñòíûå âå-

ëè÷èíû â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà δ è óäåðæèì ñëàãàåìûå, ñî-

äåðæàùèå ñòàðøèå ÷ëåíû. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò íå âñå

ïðîèçâîäíûå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè, è ïîýòîìó

íåêîòîðûå èç íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé ïðèõîäèòñÿ îòáðîñèòü.

Áàçîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âèä

∂2u

∂z2
= −ReFr−1 sinϕ,

∂2v

∂z2
= 0,

∂w

∂z
= −

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
,

∂p

∂z
= Fr−1 cosϕ, p

∣∣
z=ξ

= 0, u = v = w
∣∣
z=h

= 0,

u
∂ξ

∂x
+ v

∂ξ

∂y
− w

∣∣∣∣
z=ξ

= 0,
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=ξ

= −F, ∂v

∂z

∣∣∣∣
z=ξ

= 0,

(24)

∂c

∂t
+
∂cu

∂x
+
∂cv

∂y
+
∂cw

∂z
= d33

∂2c

∂z2
− λc,

c
∣∣
t=0

= c0(x, y), c
∣∣
x=0

= c0(y, t),
∂c

∂z

∣∣∣∣
z=h

=
∂c

∂z

∣∣∣∣
z=ξ

= 0.

(25)

Óðàâíåíèÿ (24) îáðàçóþò ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ïîäñèñòåìó, à

(25) � êîíöåíòðàöèîííóþ ïîäñèñòåìó áàçîâîé ìîäåëè. �èäðîäè-

íàìè÷åñêàÿ ïîäñèñòåìà ðåøàåòñÿ íåçàâèñèìî îò êîíöåíòðàöèîííîé

ïîäñèñòåìû, ïðè÷åì ðåøåíèå ìîæåò áûòü âûïèñàíî ÿâíî

p = (z − ξ)Fr−1 cosϕ, A = ReFr−1 sinϕ,

u =
1

2
A
[
(h− ξ)

2 − (z − ξ)
2
]
+ F (h− z), v = 0,

w = A

(
(h− ξ) (h− z)

∂h

∂x
− 1

2
(h− z)

2 ∂ξ

∂x

)
+ F (h− z)

∂h

∂x
.

(26)

Äàâëåíèå è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â (26) âûðàæåíû ÷åðåç âîçâû-

øåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ξ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç êèíåìàòè-
÷åñêîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (24). Ââîäÿ �óíêöèþ ãëóáèíû

H(x, y) = h(x, y)− ξ(x, y)

çàïèøåì êèíåìàòè÷åñêîå êðàåâîå óñëîâèå (24) â âèäå

(AH + F )
∂H

∂x
= 0. (27)
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Èç óðàâíåíèÿ (27) ñëåäóåò, ÷òî H(x, y) = H(0, y) = H0(y) èëè

ξ(x, y) = h(x, y) − H0(y), ò. å. çàäàííîå â íà÷àëüíîì ñòâîðå ðàñïðå-

äåëåíèå ãëóáèí H0(y) ñîõðàíÿåòñÿ íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì ó÷àñòêå

òå÷åíèÿ.

5. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (25) óäîáíî

ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé z = h(x, y) − (1 − ζ)H0(y). Òîãäà äëÿ

êîíöåíòðàöèîííîé ïîäñèñòåìû (25) èìååì

∂c

∂t
+ u(y, ζ)

∂c

∂x
= d(y)

∂2c

∂ζ2
− λc,

u(y, ζ) = α(y)(1 − ζ) (1 + ζ + β(y)) ,

c
∣∣
t=0

= c0, c
∣∣
x=0

= c0,
∂c

∂ζ

∣∣∣∣
ζ=0

=
∂c

∂ζ

∣∣∣∣
ζ=1

= 0,

(28)

ãäå îáîçíà÷åíî

d(y) =
d33
H2

0 (y)
, α(y) =

1

2
AH2

0 (y), β(y) =
2F

AH0(y)
.

Çàìåòèì, ÷òî â íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (28) ïåðåìåííàÿ y âõî-
äèò êàê ïàðàìåòð.
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ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÎ�Î

ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß ÂÈÕ�ÅÂÛÕ ÒÎÊÎÂ

Â Ï�ÎÂÎÄßÙÈÕ ÎÁÎËÎ×ÊÀÕ

ß. À. Íàóìåíêî

�àññìîòðåíî èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ âèõðåâûõ òîêîâ ïå-

ðåõîäíîãî ðåæèìà íà ìíîãîñâÿçíûõ ïðîâîäÿùèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ êðàåì. Ïî-

ëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åãî êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè, óäîáíîå äëÿ

ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä. �àññìîòðåí ðÿä

ñïîñîáîâ äëÿ óñêîðåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Ââåäåíèå

Êðóã òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì, â êîòîðûõ íåîáõîäèì ðàñ÷åò êâàçè-

ñòàöèîíàðíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïðèñóòñòâèè òîíêîñëîéíûõ ïðî-

âîäíèêîâ âåñüìà øèðîê, ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëèðîâàíèå

ðåæèìîâ äâèæåíèÿ âûñîêîñêîðîñòíîãî íàçåìíîãî òðàíñïîðòà, ïðî-

åêòèðîâàíèå ýêðàíîâ äëÿ çàùèòû ïåðñîíàëà è âûñîêî÷óâñòâèòåëü-

íîãî îáîðóäîâàíèÿ è ò. ä. Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ðàáî-

òû [11℄, îáîáùàþùåé ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ïå-

ðåõîäíûõ ðåæèìîâ â ïðîâîäÿùèõ îáîëî÷êàõ. Äëÿ òàêèõ ðåæèìîâ

õàðàêòåðíû ñëîæíûå çàâèñèìîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûå íè â

êàêîì ïðèáëèæåíèè íå ÿâëÿþòñÿ ñèíóñîèäàëüíûìè. Îáøèðíóþ áèá-

ëèîãðà�èþ, îñâåùàþùóþ èñòîðèþ âîïðîñà ìîæíî íàéòè â [7℄.

1. Îñíîâíîå �óíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî

�àññìîòðèì L2

(
S;R2

)
� ïðîñòðàíñòâî äâóõêîìïîíåíòíûõ ñóì-

ìèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì âåêòîð-�óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ëèïøèöå-

âîì ìíîãîîáðàçèè S ⊂ R2
. Ìíîãîîáðàçèå S (ðèñ. 1) ìîæåò áûòü ìíî-

ãîñâÿçíûì, ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé èç ñâÿçíûõ êóñêîâ

l � ãðàíèöû ìíîæåñòâà S, ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé [8℄ êðèâîé. Íîðìàëü
ê S ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó, áóäåì îáîçíà÷àòü åå n, à íîðìàëü ê l â
êàñàòåëüíîé ê S ïëîñêîñòè êàê ν.
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Ñîãëàñíî [6℄ ïðîñòðàíñòâî L2

(
S;R2

)
äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðÿ-

ìóþ ñóììó îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

L2

(
S;R2

)
= L(P ) ⊕ L.

Çäåñü L(P )
� ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ïî Âåéëþ ïîòåíöèàëüíûõ

ïîëåé L(P )
.

�èñ. 1. Ïðèìåð ïîâåðõíîñòè S.

Ïðîñòðàíñòâî L â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

L = G⊕ L(S).

Çäåñü G � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî

íà åäèíèöó ìåíüøå ñâÿçíîñòè S [1℄. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîâåðõíîñòü

S îäíîñâÿçíà, òî G = ∅. Êîìïîíåíòû ïîëåé èç G ÿâëÿþòñÿ íà S
ãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöèÿìè

1

. Èíûìè ñëîâàìèG� ýòî ïðîñòðàíñòâî

öèêëîâ. Îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâåííûé äëÿ äàëüíåéøåãî �àêò, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî L(S)
ñîñòîèò èç ïîëåé, ïåðèîäû êîòîðûõ ðàâíû íóëþ.

Áîëåå äåòàëüíî ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà L îïèñàíû â [11℄.

Ââåäåì îðòîïðîåêòîð P = PL PS
. Îïåðàòîð PS

äåéñòâóåò èç

L2

(
S;R3

)
â L2

(
S;R2

)
, îáíóëÿÿ íîðìàëüíóþ ê S êîìïîíåíòó ïîëÿ.

Î÷åâèäíî, PS
ÿâëÿåòñÿ îðòîïðîåêòîðîì. Îïåðàòîð PL

îïðåäåëèì êàê

îðòîïðîåêòîð èç L2

(
S;R2

)
íà ïîäïðîñòðàíñòâî L. ßâíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå îïåðàòîðà PL
âåñüìà ñëîæíî, íî äëÿ äàëüíåéøåãî áóäåò äî-

ñòàòî÷íî �àêòà åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî îïåðàòîð P òàêæå

áóäåò ÿâëÿòüñÿ îðòîïðîåêòîðîì, ïåðåâîäÿùèì L2

(
S;R3

)
â L.

1

Â ñìûñëå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè.
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2. Óðàâíåíèå ïåðåõîäíîãî ðåæèìà âèõðåâûõ òîêîâ

�àñ÷åò ïåðåõîäíîãî ðåæèìà êâàçèñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ â ïðèñóòñòâèè ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè (ò. å. ïðîâîäÿùåãî òåëà

ñ âûðîæäåííûì òðåòüèì èçìåðåíèåì) ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ñëåäóþ-

ùåìó îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ äëÿ âèõðåâûõ òîêîâ:

δ = λ
∂

∂t
Kδ + f(t). (1)

Çäåñü K = PΓ, Γξ = 1
4π

∫∫
S

ξ
rNM

dSN , r � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-

êàìè M è N , λ íåêîòîðûé (âåùåñòâåííûé) ïàðàìåòð, f(t) ∈ L.

Óðàâíåíèå (1) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Ïîëî-

æèì δ(0) = δ0 ∈ L.

3. Ñâîéñòâà îïåðàòîðà K

Îïèñûâàåìûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà K äîêàçàíû â ðàáîòå [11℄, ïî-

ýòîìó â äàííîì ðàçäåëå ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü �îðìóëèðîâêàìè ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 1. Îïåðàòîð K ëèíååí, ñàìîñîïðÿæåí è ïîëîæèòåëåí â L.

Ëåììà 2. Îïåðàòîð K âîïëíå íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå L.

4. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà. Óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå ðåøå-
íèå, åñëè ‖f‖

L
∈ C1[0,∞).

⊳ Òàê êàê îïåðàòîð K ñàìîñîïðÿæåíûé è ïîëîæèòåëüíûé � îí

èìååò ïîëíóþ â L ñèñòåìó {ωi}∞i=1 ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè {λi}∞i=1. Ôîðìàëüíî çà-

ïèøåì:

δ =

∞∑

i=1

ci (t)ωi.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå â (1) ïîëó÷èì:

∞∑

i=1

ciωi =− λ
∂

∂t
K

∞∑

i=1

ciωi+f3.



Íåêîòîðûå àñïåêòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âèõðåâûõ òîêîâ 175

Ïðåîáðàçîâûâàÿ, èìååì:

ci = −λ c
′
i

λi
+ (f , ωi)L , c′i = −λi

λ
ci − (f , ωi)L ,

è äàëåå,

ci(t) = e−
λi
λ
t


c0i +

t∫

0

e
λi
λ
τfi(τ)dτ


 .

Çäåñü c0i =
(
δ0, ωi

)
L
è fi (t) = (f , ωi)L. Íàêîíåö, ïîëó÷àåì:

δ(x, t) =

∞∑

i=1

(
δ0, ωi

)
e−

λi
λ
tωi(x) +

∞∑

i=1

ωi(x)

t∫

0

e−
λi
λ
(t−τ)fi(τ)dτ . (2)

�àññìîòðèì ñâîéñòâà ðÿäà (2).





t∫

0

e−
λi
λ
(t−τ)fi(τ)dτ



 6

t∫

0

e−
2λi
λ

(t−τ)dτ

t∫

0

f2
i (τ)dτ =

=
1− 2λi

λ t

2λi

λ

t∫

0

f2
i (τ)dτ <

λ

2λi

t∫

0

f2
i (τ)dτ 6

λ

2λ1

t∫

0

f2
i (τ)dτ .

Òàê êàê ðÿä

∑∞
i=1

(
δ0, ωi

)2
ñõîäèòñÿ è

∑∞
i=1 f

2
i = ‖f3‖L, ðÿä (2) ñõî-

äèòñÿ ïî÷òè âñþäó è èìååò íåïðåðûâíóþ ïî ïåðåìåííîé âðåìåíè

ñóììó. Òîãäà ïî òåîðåìå Äèíè ðÿä (2) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî÷òè

âñþäó â S.

�ÿä

∂

∂t
δ=

∞∑

i=1



−

λi
λ

(
δ0, ωi

)
e−

λi
λ
t + fi(t)−

λi
λ

t∫

0

e−
λi
λ
(t−τ)fi(τ)dτ



ωi (3)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî÷òè âñþäó â S íà ëþáîì âðåìåííîì îòðåçêå[
t, T
]
, 0 < t < T < ∞. Äåéñòâèòåëüíî, îöåíèì êâàäðàòû êîý��èöè-
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åíòîâ ðÿäà (3):

3

(
λi
λ
e−

λi
λ
t

)2 (
δ0, ωi

)2
+ 3f2

i (0)e
−2

λi
λ
t + 3




t∫

0

e−
λi
λ
(t−τ)f ′

i(τ)dτ




2

6

6
3

(t · e)2
(
δ0, ωi

)2
+ 3f2

i (0) +
3λ

2λi

T∫

0

[f ′
i(τ)]

2
dτ .

Â ïðåîáðàçîâàíèÿõ èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêî-

ãî. ⊲

Ïðåäñòàâëåíèå (2) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) äàåò ñëåäóþùóþ îöåí-

êó:

‖∆δ‖
L
6
∥∥∆δ0

∥∥
L
e−

λ1
λ
t.

Çäåñü ∆δ0 îòêëîíåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, à ∆δ âûçâàííàÿ ýòèì

îòêëîíåíèåì îøèáêà ðåøåíèÿ.

5. ×èñëåííûé ìåòîä

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (1), à òàêæå ðÿä ñïîñîáîâ, óñêîðÿþùèõ âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ

è ñîêðàùàþùèõ ïîòðåáíûå ðåñóðñû ïàìÿòè ÝÂÌ.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ñõåìà äëÿ ïðîñòðàíñòâà L. Çäåñü ìû

ñëåäóåì ïîäõîäó, ðàçâèòîìó â ðàáîòàõ [10℄.

�èñ. 2. Ïðèìåð àïïðîêñèìèðóþùåé �óíêöèè.

�àññìîòðèì àïïðîêñèìàòèâíóþ ñèñòåìó {bi}ni=1, ñîñòîÿùóþ èç

ñîëåíîèäàëüíûõ, êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïîëåé ñ ëîêàëüíûì íîñèòå-

ëåì (ðèñ. 2). Îáîçíà÷èì Si = suppbi.
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�èñ. 3. Ìíîæåñòâî ∆Σ.

Êàê ïîêàçàíî â [9℄ òàêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â L(S)
.

Îäíàêî, ïîëíîòû èíòåðïîëÿöèîííîé ñèñòåìû â L(S)
íåäîñòàòî÷íî

â ñëó÷àå ìíîãîñâÿçíîé S. Îáîçíà÷èì ∆Σ ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ,

ïðèëåãàþùèõ ê ãðàíèöå îòâåðñòèÿ (ðèñ. 3). Çàäàäèì íà ∆Σ ñîëåíî-

èäàëüíîå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ïîëå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. ßñíî

÷òî îíî ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L. Áîëåå òîãî, òàêîå ïîëå èìååò

íåíóëåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ïðèíàäëåæàùóþ ïðîñòðàíñòâó G. Ìû ïî-

ëó÷èì ïîëíóþ ñèñòåìó â L, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó òàêîìó

îòâåðñòèþ ïîäîáíûé äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò.

Êàê ïîêàçàíî â [10℄, ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ñòðåìèòñÿ ê íó-

ëþ êîãäà ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ýëåìåíòîâ òðèàíãóëÿöèè ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ è âñå óãëû òðåóãîëüíèêîâ ìåíüøå π/2.
Èñïîëüçîâàíèå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà �àëåðêèíà ïðèâîäèò ê ñëå-

äóþùåé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ (1):

λ
m∑

k=1

(Γbk,bi)L
d

dt
C

(m)
k (t) =

= −
m∑

k=1

(bk,bi)LC
(m)
k (t)− (f ,bi)L , i = 1, 2, . . . ,m.

(4)

�ëàâíîé ÷àñòüþ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A:

ai,j = (Γbi,bj)L .

12 Çàêàç �1149

Âàæíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîé àïïðîêñèìàöèîííîé

ñèñòåìû âû÷èñëèòåëüíàÿ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è (4) ýêâèâàëåíòíà ñêà-

ëÿðíîé ïîñòàíîâêå (îäíî íåèçâåñòíîå íà êàæäóþ âåðøèíó òðèàíãó-

ëÿöèè).
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Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû A. Íåñëîæíî ïîêàçàòü [10℄, ÷òî ìàòðèöà
ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåíà.

Íàèáîëåå ñëîæíîé ÷àñòüþ âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ

ïîñòðîåíèå ìàòðèöû A. Âû÷èñëåíèå åå ýëåìåíòîâ ñâîäèòñÿ ê èíòå-

ãðàëó:

(Γbk,bi)L =
1

4π

∫∫

Si

∫∫

Sk

bk (M)bi (N)

rNM
dSN dSM (5)

Ýòîò ÷åòûðåõêðàòíûé èíòåãðàë èìååò âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ

ñëîæíîñòü. Áîëåå òîãî, ó ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè èìåþòñÿ îñî-

áåííîñòè â ñëó÷àå Si ∩ Sk 6= ∅.

Âû÷èñëåíèå (5) ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó:

∫∫

∆m

∫∫

∆n

1

rNM
dSN dSM .

Ýòîò èíòåãðàë âû÷èñëåí àíàëèòè÷åñêè â ðàáîòå [9℄ â ÷àñòíîì ñëó-

÷àå, êîãäà òðåóãîëüíèêè ∆n è ∆n ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Íà îñ-

íîâå ïîäõîäà èç [9℄ íàìè ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èí-

òåãðàëà (5) â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî îíî ñëèøêîì ãðîìîçäêî ÷òîáû

ïðèâîäèòü åãî çäåñü. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ çàíèìàåò áîëåå òûñÿ÷è ñòðîê ïðîãðàììíîãî êîäà.

Îäíàêî, äàæå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà (5) âîâñå

íå ïàíàöåÿ. Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû A èñïîëüçîâàíèåì ëèøü àíàëèòè-

÷åñêîé �îðìóëû äëÿ (5) òðåáóåò âåñüìà ìíîãî ìàøèííîãî âðåìåíè.

Áîëåå òîãî, õðàíåíèå âñåé ìàòðèöû A â ïàìÿòè ÝÂÌ ìîæåò îêàçàòü-

ñÿ íåâîçìîæíûì â ñëó÷àå âûñîêîòî÷íûõ âû÷èñëåíèé â ñèëó âûñîêîé

ðàçìåðíîñòè A.

Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàè-

áîëåå îáùèé ïîäõîä ðàçâèò â ðàáîòàõ Å. Òûðòûøíèêîâà [2℄. Ìû èñ-

ïîëüçóåì àëüòåðíàòèâíûé ïóòü, ñïåöèàëèçèðîâàííûé äëÿ äàííîãî

âèäà ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è àïïðîêñèìàöèé, èñïîëüçîâàí-

íûõ â äàííîé ðàáîòå.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü S ïëîñêàÿ.

Âñå ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ êîððåêòíûìè òàêæå è â îáùåì

ñëó÷àå, íî �îðìóëû ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè. Áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå rNM ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè öåíòðàìè Si è
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Sk ìíîãî áîëüøå ÷åì h = max diam(hi), ò. å.:

h

rNM
= η ≪ 1.

�àçëîæèì �óíêöèþ

1
rNM

â ðÿä Òåéëîðà ðÿäîì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè

öåíòðàìè íîñèòåëåé êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ:

1

rNM
=

∞∑

i=0

∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

m=0

Pi,j (M −M0)Pk,m (N −N0)×

× ∂i+j+k+m

∂ixM∂jyM∂kxN∂myN

1

rNM
(M0, N0) .

Çäåñü Pi,j , Pk,m íåêîòîðûå ïîëèíîìû ñòåïåíè i+ j è k +m ñîîòâåò-

ñòâåííî. Èñïîëüçóåì ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå â èíòåãðàëå (5):

∫∫

Si

∫∫

Sk

bk (M)bi (N)

rNM
dSNdSM =

=

∞∑

i=0

∞∑

j=0

∞∑

k=0

∞∑

m=0

∂i+j+k+m

∂ixM∂jyM∂kxN∂myN

1

rNM
(M0, N0)×

×
∫∫

Si

∫∫

Sk

bk (M)bi (N)Pi,j (M −M0)Pk,m (N −N0) dSNdSM .

Ñóùåñòâåííî, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé èìåþò íó-

ëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ÷àñòü èíòåãðàëîâ â ñóììå

îáíóëèòñÿ. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó:

∫∫

Si

∫∫

Sk

bk (M)bi (N)

rNM
dSNdSM =

=

∞∑

i=1

∞∑

j=1

∞∑

k=1

∞∑

m=1

∂i+j+k+m

∂ixM∂jyM∂kxN∂myN

1

rNM
(M0, N0)×

×
∫∫

Sk

bk (M)Pi,j (M −M0) dSM

∫∫

Si

bi (N)Pk,m (N −N0) dSN .

Çäåñü âñå èíòåãðàëû, â êîòîðûõ i+ j = 0 èëè k+m = 0 ðàâíû íóëþ.
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Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Mi
k,m =

∫∫

Si

biPk,m dS.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàëû Mi
k,m ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû

åäèíîæäû äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, ñîõðàíåíû â ìàññèâå

è çàòåì èñïîëüçîâàíû ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè. Ìû íàçûâàåì òàêèå

èíòåãðàëû ¾ìîìåíòàìè¿.

Âûïîëíåííûå ðàññìîòðåíèÿ èìåþò òàêæå îäíî äîïîëíèòåëüíîå

ñëåäñòâèå. Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî èñïîëüçîâàíèå

óðàâíåíèÿ (1) íå ñòîëü ý��åêòèâíî êàê èñïîëüçîâàíèå ýêâèâàëåíò-

íîãî ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ñ ñóïåðñèíãóëÿðíûì ÿäðîì. Ýòî óðàâ-

íåíèå ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî íà îñíîâå (1) ñ èñïîëüçîâàíèåì

òàê íàçûâàåìîé �óíêöèè ïîòîêà. Ñóùåñòâóþò äâå ïðè÷èíû äëÿ ïî-

äîáíîãî ìíåíèÿ. Ïåðâàÿ ïðè÷èíà � ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ

ðàçìåðíîñòü ñêàëÿðíîé ìîäåëè ìåíüøå âåêòîðíîé. Êàê áûëî óæå

óïîìÿíóòî âûøå ýòè ðàçìåðíîñòè ýêâèâàëåíòíû. Âòîðàÿ � ñ÷èòàåò-

ñÿ, ÷òî àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà (5) íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíà O
(

1
rNM

)
,

âìåñòî O
(

1
r3
NM

)
äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ. Èç ïðåäñòàâëå-

íèÿ (6) ÿñíî, ÷òî àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà (5) òàêæå O
(

1
r3
NM

)
â ñëó-

÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êîððåêòíîé àïïðîêñèìàòèâíîé ñèñòåìû. Ïîíÿò-

íî, ÷òî ýòà àñèìïòîòèêà ñîõðàíèòñÿ äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ, ëåæàùåé â L.

Âåðíåìñÿ ê íàøåé àïïðîêñèìàòèâíîé ñèñòåìå. Èñïîëüçóÿ ñèñòå-

ìó ìîìåíòîâ, ìû ìîæåì ââåñòè ïðèáëèæåííûå �îðìóëû ðàçëè÷íûõ

ïîðÿäêîâ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. Íàïðèìåð:

I1(i, j) = Mi
1,0M

i
1,0

∂2

∂xi∂xj

1

r
+Mi

1,0M
i
0,1

∂2

∂xi∂yj

1

r
+

+Mi
0,1M

i
1,0

∂2

∂yi∂xj

1

r
+Mi

0,1M
i
0,1

∂2

∂yi∂yj

1

r
.

Ïîñòðîåíèå ìàññèâà ìîìåíòîâ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñ èñïîëüçîâà-

íèåì àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìû èñïîëüçóåì äðóãîé ïîä-

õîä, îñíîâàííûé íà êóáàòóðíîé �îðìóëå �àäîíà äëÿ òðåóãîëüíè-

êîâ [4℄. Ýòà �îðìóëà ýêâèâàëåíòíà àíàëèòè÷åñêîìó èíòåãðèðîâàíèþ



Íåêîòîðûå àñïåêòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âèõðåâûõ òîêîâ 181

äëÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n 6 4. Èñïîëüçîâàíèå êóáàòóðû �àäîíà ïîç-

âîëÿåò ïîñòðîèòü óíè�èöèðîâàííóþ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ìîìåí-

òîâ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà. Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ

ïðèáëèæåííûõ �îðìóë ïîðÿäêà îò I1 äî I4.

Ôîðìóëû Ik ïîðÿäêà k > 4 ìàëîèíòåðåñíû â ïðàêòè÷åñêèõ âû-

÷èñëåíèÿõ. Ìû ïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé I3.

Îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè �îðìóëû Ik âåñüìà ãðî-

ìîçäêà. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü åå çäåñü. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî àï-

ïðîêñèìàòèâíàÿ �îðìóëà I3 íå ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì âû÷èñ-

ëèòåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì ñâûøå ìàøèííûõ â ñëó÷àå η < 0, 05.

Ôîðìóëà I3 òðåáóåò ìàëî ìàøèííîãî âðåìåíè äëÿ âû÷èñëåíèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì íå õðàíèòü ìàòðèöó A öåëèêîì â ïàìÿ-

òè ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Ìû õðàíèì â ïàìÿòè

ÝÂÌ ëèøü òó ÷àñòü ìàòðèöû, êîòîðàÿ âû÷èñëåíà ïî ïîëíîé �îðìó-

ëå (5). Ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìà �îðìóëà I3 âû÷èñëÿþòñÿ
¾íà ëåòó¿. Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòü õðàíåíèÿ ëèøü

íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ íà ñòðîêó, êîòî-

ðîå íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû. Äëÿ ïåðâîé ñòðîêè A ýòî

÷èñëî ≈ 200. Â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ ýòî îçíà÷àåò ÷òî â ïàìÿ-

òè ÝÂÌ õðàíèòñÿ ≈ 1% âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.

6. Ïîèñê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Îáðàùå-

íèå ìàòðèöû A òðåáóåò ñëèøêîì çíà÷èòåëüíûõ ðàñõîäîâ ìàøèííîãî

âðåìåíè è ðåñóðñîâ. Ìû èñïîëüçóåì íåÿâíûé ìåòîä �óíãå � Êóò-

òà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

2

[3℄. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà ïðèâîäèò

íåîáõîäèìîñòè íåîäíîêðàòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà:

Ax = b (7)

â òå÷åíèå èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (4). Íàìè èñïîëüçîâàí ñòàáèëèçè-

ðîâàííûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [5℄. Îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì

èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû (7), ïîëó÷åííîå íà ïðåäû-

äóùåì øàãå, êàê íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íà

òåêóùåì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ.

2

Íåÿâíîñòü ìåòîäà íåîáõîäèìà â ñèëó æåñòêîñòè ñèñòåìû (4).
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ÓÄÊ 532.546

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ

¾ÊÎÍÓÑÎÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß¿

Â ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÌ ��ÓÍÒÅ

Ò. À. Íèêîëüñêàÿ

Ïðèâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ¾êîíóñîîáðàçîâàíèÿ¿ â êóñî÷íî-

íåîäíîðîäíîé ïîðèñòîé ñðåäå, â ðàìêàõ ìîäåëè ¾ïîðøíåâîãî¿ âûòåñíåíèÿ

(ìîäåëü Ëåéáåíçîíà�Ìàñêåòà). Ïîëó÷åíà îñíîâíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ è

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âûïèñàíà äèñêðåòíàÿ ñõåìà. Ïðèâåäåí ïðè-

ìåð ¾êîíóñîîáðàçîâàíèÿ¿ äëÿ íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòåé

è ãðóíòà.

Çàäà÷à ðàâíîâåñèÿ äâóõ æèäêîñòåé â ïîðèñòîé ñðåäå èëè çàäà÷à

¾êîíóñîîáðàçîâàíèÿ¿ îäíà èç ñëîæíåéøèõ ïðîáëåì òåîðèè �èëüòðà-

öèè, ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè äåáèòà ñêâàæèíû, ïðè êîòîðîì âðåìÿ

ýêñïëóàòàöèè ìåñòîðîæäåíèÿ áóäåò íàèáîëåå ïðîäîëæèòåëüíûì. Òà-

êîé äåáèò íàçîâåì êðèòè÷åñêèì äåáèòîì. Ñëîæíîñòü çàäà÷è çàêëþ-

÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè íå òîëüêî êðèòè÷åñêîãî äåáèòà, íî è �îðìû

âîäî-íå�òÿíîãî êîíòàêòà.

Â äàííîé ñòàòüå ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷è ¾êîíóñîîáðàçîâàíèÿ¿

â êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîì ãðóíòå ïóòåì ïðîäâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäå-

ëà ðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé ê ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíå èç íà÷àëüíîãî

ïîëîæåíèÿ â óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå. Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ òà-

êîé çàäà÷è ñâÿçàíà ñ ý��åêòèâíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ ãîðèçîíòàëüíûõ

ñêâàæèí ïðè íå�òåäîáû÷å è ðàçðàáîòêå âîäÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ðåøàåòñÿ ïîñòàâ-

ëåííàÿ çàäà÷à, ïðèâåäåíà â ðàáîòå [1℄. Çàäà÷à ¾êîíóñîîáðàçîâàíèÿ¿

ïðè îñåñèììåòðè÷íîé �èëüòðàöèè äëÿ æèäêîñòåé ðàçëè÷íîé âÿçêî-

ñòè è ïëîòíîñòè ðåøåíà â ðàáîòå [2℄. Îáçîð ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ

îäíîðîäíîãî ãðóíòà ïðèâåäåí â ðàáîòå È. À. ×àðíîãî [3℄.

1. �àññìîòðèì äâóìåðíóþ íåñòàöèîíàðíóþ �èëüòðàöèþ â áåç-

ãðàíè÷íîì êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîì, èçîòðîïíîì, íåäå�îðìèðóåìîì

ãðóíòå. Ïðîíèöàåìîñòü åãî K(M) ìîäåëèðóåòñÿ õîòÿ áû îäèí ðàç

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé êîîðäèíàò òî÷êè M. Òå-
÷åíèå îïèñûâàåì êâàçèïîòåíöèàëîì ϕ(M, t), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò
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âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ òî÷åê, óðàâíåíèþ

∇[K(M)∇ϕ(M, t)] = 0, ϕ(M, t) =
ρ−→e g−→r M − P (M)

µ
. (1)

Ïóñòü ãðóíò êóñî÷íî-íåîäíîðîäåí è â ñîïðÿãàþùèõñÿ íà êðèâîé L
îáëàñòÿõ D1 è D2, êîý��èöèåíòû ïðîíèöàåìîñòè K1(M) è K2(M)
ïðè÷åì

Kν(M) = kνK(M), ν = 1, 2,

K(M) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ òî÷êèM, â òîì ÷èñëå è íà L. Â îáëà-

ñòèD �èëüòðóþòñÿ äâå æèäêîñòè ñ âÿçêîñòÿìè µ1, µ2 è ïëîòíîñòÿìè

ρ1, ρ2.
Ñ÷èòàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ãðàíèöà Γt èç-

âåñòíà

Γ0 : −→r = −→r (0, ς) = −→r 0(ς), (2)

ãäå ς � ïàðàìåòð.

Òå÷åíèå â îáëàñòè �èëüòðàöèè îáóñëîâëåíî çàäàííûìè ñòîêàìè

(èñòî÷íèêàìè), êîòîðûå ìîäåëèðóåì ñèíãóëÿðíûìè òî÷êàìè êâàçè-

ïîòåíöèàëà ϕ0(M, t) îäíîðîäíîé æèäêîñòè (µ = 1, ρ = 1).
Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè, ïîòåíöèàëû ϕ1 è ϕ2

ïðåäñòàâèì â âèäå:

ϕν(M, t) =
ϕ0(M, t) + ϕ∗(M, t)

kν
, M ∈ Dν , ν = 1, 2. (3)

Çäåñü ϕ∗ êâàçèïîòåíöèàë âîçìóùåíèÿ îáóñëîâëåííûé ðàçëè÷èåì
ïðîíèöàåìîñòè ãðóíòà, âÿçêîñòåé è ïëîòíîñòåé æèäêîñòåé.

Íà ãðàíèöàõ Γt è L âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äàâëå-

íèÿ è ðàñõîäà æèäêîñòåé

(1− λk)ϕ
+
∗ (M, t)− (1 + λk)ϕ

−
∗ (M, t) = 2λkϕ0(M, t),

(
∂ϕ∗(M, t)

∂nM

)+

=

(
∂ϕ∗(M, t)

∂nM

)−
, M ∈ L, (4)

(1− λµ)ϕ
+
∗ (M, t)− (1 + λµ)ϕ

−
∗ (M, t) = 2λµϕ0(M, t)− 2kνα

−→eg−→r M ,
(
∂ϕ∗(M, t)

∂nM

)+

=

(
∂ϕ∗(M, t)

∂nM

)−
, M ∈ Γt = Γ′

t ∪ Γ′′
t , (5)

λk =
k1 − k2
k1 + k2

, λµ =
µ2 − µ1

µ1 + µ2
, α =

ρ1 − ρ2
µ1 + µ2

.
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Çäåñü ~nM îðò íîðìàëè. ¾+¿ è ¾−¿ îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöàì Γt è L ñî

ñòîðîíû íîðìàëè è ñî ñòîðîíû ïðîòèâîïîëîæíîé íîðìàëè. Åñëè îá-

ëàñòü �èëüòðàöèè ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíóþ ëèíèþ, ãäå ïðîíèöàåìîñòü

K(M) = ∞, M ∈ L01 èëè K(M) = 0, M ∈ L02 êâàçèïîòåíöèàë, âîç-

ìóùåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ϕ∗(M, t) = const, M ∈ L01 èëè K(M)
∂ϕ∗(M, t)

∂nM
= 0, M ∈ L02. (6)

Åñëè îáëàñòü D ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî óäàëeííóþ òî÷êó, òî äëÿ

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ äëÿ êâàçèïîòåíöè-

àëà âîçìóùåíèÿ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè [4℄

ϕ∗(M, t) = O

(
1

rMN

)
,

K(M)|∇ϕ∗(M, t)| = O

(
1

r2MN

)
, ïðè rMN → ∞.

(7)

Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü K(M), ϕ∗(M, t), èìååì äè��åðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt

d−→r M
dt

= K(M)

[
∇ϕ0(M, t)+

+
(∇ϕ1(M, t))+ + (∇ϕ2(M, t))−

2

]
, M ∈ Γt = Γ′

t ∪ Γ′′
t .

(8)

Çäåñü è äàëåå Γ′
t ÷àñòü ãðàíèöû Γt, ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè ñ ïðîíè-

öàåìîñòüþ K1(M), Γ′′
t ÷àñòü ãðàíèöû Γt, ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè, ñ

ïðîíèöàåìîñòüþ K2(M). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èññëåäîâàòü ýâîëþ-

öèþ ãðàíèöû Γt íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèÿ (1), (8) ñîâìåñòíî ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4), (5) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2).

Êâàçèïîòåíöèàë âîçìóùåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ïîòåíöèàëà

äâîéíîãî ñëîÿ, íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî íà êîíòóðå Γt ñ ïëîò-
íîñòüþ g(M, t) è íà êîíòóðå L ñ ïëîòíîñòüþ f(M, t)

ϕ∗(M, t) =

∫

Γt

g(N, t)K(N)Ω(M,N) dlN+

+

∫

L

f(N, t)K(N)Ω(M,N) dlN ,

(9)
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ãäå Ω(M,N) = ∂Φ1(M,N)
∂nN

, à Φ1(M,N) � ïåðâîå �óíäàìåíòàëüíîå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (1), êâàçèïîòåíöèàë ñêîðîñòè íîðìèðîâàííîãî ñòî-

êà ñ ïîëíûì ðàñõîäîì −1.
Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà âîçìóùåíèÿ íà ãðàíèöàõ Γt è L

ïðèìóò âèä

ϕ±
∗ (M, t) = ϕ∗(M, t)± g(M, t)

2
, M ∈ Γt = Γ′

t ∪ Γ′′
t .

ϕ±
∗ (M, t) = ϕ∗(M, t)± f(M, t)

2
, M ∈ L.

(10)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êâàçèïîòåíöèàëà âîçìóùåíèÿ

â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû, ïîëó÷àåì äâà

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ è äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

ãðàíèöû çàïèñàííîå â âåêòîðíîì âèäå:

g(M, t)− 2λµ

∫

Γt

g(N, t)K(N)Ω(M,N) dlN−

−2λµ

∫

L

f(N, t)K(N)Ω(M,N) dlN = 2λµϕ0(M, t) + 2kνα
−→eg−→rM ,

M ∈ Γt = Γ′
t ∪ Γ′′

t ,

(11)

f(M, t)− 2λk

∫

Γt

g(N, t)K(N)Ω(M,N) dlN−

−2λk

∫

L

f(N, t)K(N)Ω(M,N) dlN = 2λkϕ0(M, t), M ∈ L,

(12)

drM
dt

= K(M)∇ϕ0(M, t)+

+

∫

Γt

g′(N, t)

(
∂Ψ2(M,N)

∂y

−→
i − ∂Ψ2(M,N)

∂x

−→
j

)
dlN+

+

∫

L

f ′(N, t)

(
∂Ψ2(M,N)

∂y

−→
i − ∂Ψ2(M,N)

∂x

−→
j

)
dlN ,

M ∈ Γt = Γ′
t ∪ Γ′′

t .

(13)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè ãðàíèöû Γt ðåøà-
åì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
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íèé (11), (12) è äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13) ïðè çàäàííûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2).

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ðåøàåì ÷èñëåííî, ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îñî-

áåííîñòåé, äëÿ ýòîãî ãðàíèöû L è Γt â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çàìå-
íÿåì ñèñòåìîé òî÷åê (xjk, y

j
k), (x

j
m, y

j
m), èíòåãðàëû çàìåíÿåì ñóììîé

ïî �îðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à äè��åðåíöèàëû èõ ðàçíîñòíûìè

àíàëîãàìè. ×èñëåííàÿ ñõåìà îñíîâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èìååò âèä:

gjm − 2λµ

n1∑

k=1,k 6=m
gjkK(xjk, y

j
k)Ω(x

j
m, y

j
m, x

j
k, y

j
k)−

− 2λµ

n2∑

k=1

f jk K(xjk, y
j
k)Ω(x

j
m, y

j
m, x

j
k, y

j
k) = 2λµϕ0(x

j
m, y

j
m) + 2καyjm,

f jm − 2λk

n1∑

k=1

gjkK(xjk, y
j
k)Ω(x

j
m, y

j
m, x

j
k, y

j
k)−

− 2λk

n2∑

k=1,k 6=m
f jk K(xjk, y

j
k)Ω(x

j
m, y

j
m, x

j
k, y

j
k) = 2λkϕ0(x

j
m, y

j
m),

xj+1
m − xjm
△tj

= K(xjm, y
j
m)
∂ϕ0(x

j
m, y

j
m)

∂xjm
+

+

n1∑

m=1

∂Ψ2(x
j
m, y

j
m, x

j
k, y

j
k)

∂yjm
△ gjk +

n2∑

k=1

∂Ψ2(x
j
m, y

j
m, x

j
k, y

j
k)

∂yjm
△ f jk ,

yj+1
m − yjm
△tj

= K(xjm, y
j
m)
∂ϕ0(x

j
m, y

j
m)

∂yjm
+

+

n1∑

m=1

∂Ψ2(x
j
m, y

j
m, x

j
k, y

j
k)

∂xjm
△ gjk +

n2∑

k=1

∂Ψ2(x
j
m, y

j
m, x

j
k, y

j
k)

∂xjm
△ f jk ,

m = 1, n1, k = 1, n2, △tj = tj+1 − tj , j = 0, 1, 2, . . . ,

△gjk =
gjk+1 − gjk−1

2
, △f jk =

f jk+1 − f jk−1

2
.



188 Íèêîëüñêàÿ Ò. À.

2. Çà ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ãðàíèöû ïðèìåì ïðÿ-

ìóþ (ðèñ. 1). Õàðàêòåðíûì ðàññòîÿíèåì â äàííîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ

ðàññòîÿíèå îò ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà æèä-

êîñòåé äî ñêâàæèíû. Õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðèìåì ðàâíûì âðåìåíè

çàâîäíåíèÿ ñêâàæèíû â îäíîæèäêîñòíîé ñèñòåìå (λµ = 0, α = 0)

T0 =
πd2

q
.

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûë íàéäåí êðèòè÷åñêèé äåáèò

q∗ = 0, 286 è âðåìÿ T = 10, 03, ïðè êîòîðîì ãðàíèöà ïåðåñòàåò ïåðå-

ìåùàòüñÿ è çàíèìàåò óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå, ñîõðàíÿþùååñÿ â òå÷å-

íèè ïðîäîëæèòåëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëå-

íî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîëîæåíèå êîíòóðà íå�òåíîñíîñòè â ðàçëè÷íûå

ìîìåíòû âðåìåíè äëÿ ïàðàìåòðîâ λµ = 0, 5 è α = 0, 3.

�èñ. 1. Óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé ðàçëè÷íîé âÿç-

êîñòè è ïëîòíîñòè.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉ

È ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÝÂÎËÞÖÈÈ ��ÀÍÈÖÛ

�ÀÇÄÅËÀ �ÀÇËÈ×ÍÛÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ

1

Ä. Í. Íèêîëüñêèé

Ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ è äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, ìîäåëèðóþùèå òðåõìåðíóþ è äâóìåðíóþ ýâîëþöèþ ãðàíèöû ðàçäåëà

æèäêîñòåé ðàçëè÷íîé âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè â íåîäíîðîäíîé ïîðèñòîé ñðåäå

â ïîñòàíîâêå Ëåéáåíçîíà�Ìàñêåòà. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì ïîñòðîåíû äèñêðåòíûå

ñõåìû. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå äèñêðåòíàÿ ñõåìà ïîñòðîåíà ìåòîäîì äèñêðåò-

íûõ âèõðåâûõ ïàð, â òðåõìåðíîì � ìåòîäîì çàìêíóòûõ âèõðåâûõ ðàìîê.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t çàìê-
íóòàÿ ãðàíèöà σt (êðèâàÿ èëè ïîâåðõíîñòü) êëàññà C2

ðàçáèâàåò

îáëàñòü ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà D íà ÷àñòè D+ = D1 (âíåøíþþ) è

D− = D2 (âíóòðåííþþ), çàíÿòûå æèäêîñòÿìè ñ âÿçêîñòÿìè µ1 è µ2

è ïëîòíîñòÿìè ρ1 è ρ2, ñîîòâåòñòâåííî. Îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ýê-

âèïîòåíöèàëüþ σ1 è (èëè) íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé σ2. Òå÷åíèå âîç-
áóæäàåòñÿ òî÷å÷íûìè è ëèíåéíûìè èñòî÷íèêàìè (ñòîêàìè), îãðàíè-

÷åííûìè êîíòóðàìè Li, i = 0, κ. Ïðè ýòîì D = D+ ∪ D− ∪ σt ∪ L,
L = ∪κi=0Li.

Ôèëüòðàöèÿ æèäêîñòåé ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Äàðñè è óðàâíåíèþ

íåðàçðûâíîñòè [1℄

v = K gradϕ, ϕ = µ−1(ρΠ− p) â D+ ∪D−. (1.1)

div v = 0 â D+ ∪D−. (1.2)

Çäåñü v � ñêîðîñòü �èëüòðàöèè, ϕ� êâàçèïîòåíöèàë ñêîðîñòè �èëü-

òðàöèè, p � ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, Π � ïîòåíöèàë âíåøíèõ

ìàññîâûõ ñèë (F = gradΠ), µ = µi è ρ = ρi â îáëàñòÿõ Di, i = 1, 2.
Ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö æèäêîñòåé, íàõîäÿùèõñÿ íà ãðàíèöå ðàçäå-

ëà σt îïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì [2℄

dr/dt = (v+ + v−)/2 íà σt. (1.3)

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 006-01-96303, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé

Ôåäåðàöèè, ïðîåêò ÌÊ-491.2008.1 è Ôåäåðàëüíîãî àãåíñòâà ïî îáðàçîâàíèþ.
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîëîæåíèå ãðàíèöû σt èçâåñòíî

r|t=0 = r0. (1.4)

Çàêîíû (1.1)�(1.4) çàïèñàíû â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ. Õàðàêòåð-

íûå âåëè÷èíû ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

P0 = ρ0Π0, Φ0µ0 = P0, V0L0 = K0Φ0, V0T0 = mL0.

Çäåñü m � ïîðèñòîñòü ñðåäû, à èíäåêñ ¾0¿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà-

÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí.

Íà ïîäâèæíîé ãðàíèöå σt äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðå-

ðûâíîñòè äàâëåíèé è íåðàçðûâíîñòè �èëüòðàöèîííîãî ïîòîêà [1℄

p+ = p−, v+n − v−n íà σt. (1.5)

Íà ãðàíèöå σ1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ñêîðîñòè �èëüòðàöèè [1℄

v+τ = 0 íà σ1, (1.6)

à íà ãðàíèöå σ2 � óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ [1℄

v+n = 0 íà σ2. (1.7)

Ñêîðîñòè �èëüòðàöèè æèäêîñòåé èùåì â âèäå

v = v0 + v∗ â D+ ∪D−. (1.8)

Çäåñü v0 = K gradϕ0 � ïîëå ñêîðîñòåé, ñîçäàâàåìîå èñòî÷íèêà-

ìè è ñòîêàìè òå÷åíèÿ æèäêîñòè åäèíè÷íîé âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè

â îáëàñòè ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà D â îòñóòñòâèè ãðàíèöû σt, v∗ =
K gradϕ∗ � ñêîðîñòü âîçìóùåíèÿ, âûçâàííîãî ãðàíèöåé σt.

Èç çàêîíîâ (1.1) è (1.2) ñëåäóåò, ÷òî êâàçèïîòåíöèàë ϕ∗ óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

div (K gradϕ∗) = 0 â D+ ∪D−. (1.9)

Óñëîâèÿ íà ïîäâèæíîé ãðàíèöå σt (1.5) ïðèíèìàþò âèä

(1− λµ)ϕ
+
∗ − (1 + λµ)ϕ

−
∗ = 2λµϕ0 + 2λρΠ,

(K gradϕ∗ · n)+ = (K gradϕ∗ · n)− íà σt. (1.10)
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Çäåñü è äàëåå λµ = (µ2 − µ1)/(µ2 + µ1), λρ = (ρ1 − ρ2)/(µ2 + µ1).
Íà ãðàíèöå σ1 óñëîâèå (1.6) äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà ϕ∗ ïðèíèìàåò

âèä

ϕ+
∗ = −ϕ0 íà σ1, (1.11)

à (1.7) íà ãðàíèöå σ2

(K gradϕ∗ · n)+ = −K gradϕ0 · n íà σ2. (1.12)

Êâàçèïîòåíöèàë ϕ∗ áóäåì èñêàòü ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

ϕ∗ → 0 ïðè |r| → ∞. (1.13)

Ñ ó÷åòîì (1.8) äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèìåò

âèä

dr/dt = v0 + (v+
∗ + v−

∗ )/2 íà σt. (1.14)

Â èòîãå âèäèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá ýâîëþöèè ãðàíèöû

ðàçäåëà æèäêîñòåé ðàçëè÷íîé âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè òðåáóåòñÿ ðå-

øèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.9) è (1.14), ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (1.4)

è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (1.10)�(1.12), à òàê æå ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íà

áåñêîíå÷íîñòè (1.13).

2. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü ïðîöåññ

ïðîòåêàåò â òîíêîì íåîäíîðîäíîì èçîòðîïíîì ñëîå ïðîâîäèìîñòè

P = KH (K � êîý��èöèåíò ïðîíèöàåìîñòè ñëîÿ,H � åãî òîëùèíà).

Êâàçèïîòåíöèàë ϕ∗ èùåì â âèäå êâàçèïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ,

ðàñïðåäåëåííîãî ïî êðèâîé Lt ñ ïëîòíîñòüþ g

ϕ∗ =

∫

Lt

g(N, t)Ω(M,N) dlN â D+ ∪D−, (2.1)

ãäå ÿäðî Ω(M,N) = P (N)∂Φ1(M,N)/∂nN , Φ1 � �óíêöèÿ �ðèíà ýë-

ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.9), ìîäåëèðóþùàÿ íîðìèðîâàííûé ñòîê

ñ ïîëíûì ðàñõîäîì ðàâíûì −1, è ó÷èòûâàþùàÿ óñëîâèÿ (1.1) è (1.2).
Ïðåäñòàâëÿÿ �óíêöèþ Φ1 â âèäå [3℄

Φ1 = (P (M)P (N))−1/2(− ln rNM +G1(M,N))

íàéäåì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ îò êâàçèïîòåíöèàëà ϕ∗ è îò ïðîèçâîä-
íîé ïî íîðìàëè ∂ϕ∗/∂n

ϕ±
∗ =

∫
\
Lt

g(N, t)Ω(M,N) dlN ± g/2 íà Lt, (2.2)
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(∂ϕ∗/∂n)
+ = (∂ϕ∗/∂n)

−
íà Lt. (2.3)

Çäåñü è äàëåå ñèìâîë

∫
\ áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñèí-

ãóëÿðíîãî èíòåãðàëà, ïîíèìàåìîãî â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî

Êîøè [4℄.

Êâàçèïîòåíöèàë ϕ∗ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.9), óñëîâèÿì

(1.11)�(1.13), âòîðîìó óñëîâèþ èç (1.10). Ïîäñòàâèì (2.2) â ïåðâîå

óñëîâèå èç (1.10), ïîëó÷èì

g − 2λµ

∫
\
Lt

g(N, t)Ω(M,N) dlN = 2λµϕ0 + 2λρΠ íà Lt. (2.4)

Ó÷èòûâàÿ çàìêíóòîñòü Lt è [3℄

∂Φ1(M,N)/∂nN = −P−1∂Φ2(M,N)/∂lN ,

ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

ϕ∗ =

∫

Lt

γ(N, t)Φ2(M,N) dlN â D+ ∪D−, (2.5)

ãäå γ = ∂g(N, t)/∂lN , Φ2 � âòîðîå �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (1.9),

ìîäåëèðóþùåå íîðìèðîâàííûé âèõðü ñ öèðêóëÿöèåé ðàâíîé −1.
Âû÷èñëèì ñêîðîñòü âîçìóùåíèÿ v∗, èñïîëüçóÿ (2.5) è (1.1)

v∗ =

∫

Lt

γ(N, t)V2(M,N) dlN â D+ ∪D−, (2.6)

ãäåV2 = H−1(∂Ψ2/∂yi−∂Ψ2/∂xj) � ñêîðîñòü âèõðÿ, Ψ2 � åãî �óíê-

öèÿ òîêà.

13 Çàêàç �1149

Ó÷èòûâàÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè âîçìóùåíèÿ v∗ (2.6)

v±
∗ =

∫
\
Lt

γ(N, t)V2(M,N) dlN ±KGrad g/2 íà Lt,

ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Lt â âèäå

dr/dt = v0 +

∫
\
Lt

γ(N, t)V2(M,N) dlN íà Lt. (2.7)
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Òàêèì îáðàçîì äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è îá ýâîëþöèè ãðà-

íèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé ðàçëè÷íîé âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè â íåîäíî-

ðîäíîì ñëîå èìååì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.7), êîòîðîå íóæ-

íî èíòåãðèðîâàòü ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (1.4) è èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (2.4).

3. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Â ñëó÷àå òðåõ-

ìåðíîé íåîäíîðîäíîé ïîðèñòîé ñðåäû êâàçèïîòåíöèàë âîçìóùåíèÿ

ϕ∗ èùåì â âèäå êâàçèïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, ðàñïðåäåëåííîãî ïî

ïîâåðõíîñòè σt ñ ïëîòíîñòüþ g

ϕ∗ =

∫

σt

g(N, t)Ω(M,N) dσN â D+ ∪D−, (3.1)

ãäå ÿäðî Ω = K(N)∂Φ(M,N)/∂nN , Φ � �óíêöèÿ �ðèíà ýëëèïòè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.9), ìîäåëèðóþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííûé ñòîê, ñ

ïîëíûì ðàñõîäîì ðàâíûì −1. Ôóíêöèÿ Φ ó÷èòûâàåò óñëîâèÿ (1.11)

è (1.12).

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìåòàãàðìîíè÷åñêîé ñåðèè ñðåä, êî-

ãäà

√
K óäîâëåòâîðÿåò ìåòàãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

∆
√
K = β2

√
K. (3.2)

Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ Φ èìååò âèä [1℄

Φ = (K(M)K(N))−1/2(U(rNM ) +G(M,N)), (3.3)

ãäå U(rNM ) = (4πrNM )−1 exp(−βrNM ).

Ñ ó÷åòîì (3.3) ïðåäñòàâèì êâàçèïîòåíöèàë âîçìóùåíèÿ ϕ∗ è ñêî-
ðîñòü âîçìóùåíèÿ v∗ â âèäå

ϕ∗ =

∫

σt

g(N, t)
√
K(N)/K(M)∂U(rNM )/∂nN dσN−

−(K)−1/2

∫

σt

g(N, t)∂
√
K(N)/∂nNU(rNM ) dσN+

+

∫

σt

g(N, t)K(N)
∂

∂nN

G(M,N)√
K(M)K(N)

dσN â D+ ∪D−,

(3.4)
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v∗ =
√
K

∫

σt

√
K(N)g(N, t)∇M∂U(rNM )/∂nN dσN−

−∇
√
K

∫

σt

√
K(N)g(N, t)∂U(rNM )/∂nN dσN−

−
√
K

∫

σt

g(N, t)∂
√
K(N)/∂nN∇MU(rNM ) dσN+

+∇
√
K

∫

σt

g(N, t)∂
√
K(N)/∂nNU(rNM ) dσN+

+K

∫

σt

K(N)g(N, t)∇M
∂

∂nN

G(M,N)√
K(M)K(N)

dσN â D+ ∪D−.

(3.5)

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðî-

ñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ è èõ ïðîèçâîäíûõ [4℄ èç (1.10), (1.14) è (3.4)

è (3.5) ïîëó÷èì [6℄

g − 2λµ

∫
\
σt

g(N, t)
√
K(N)/K(M)∂U(rNM )/∂nN dσN−

−2λµ(K)−1/2

∫

σt

∂
√
K/∂nNU(rNM ) dσN+

+2λµ

∫

σt

g(N, t)K(N)∂((K(M)K(N))−
1
2G(M,N))/∂nN dσN =

= 2λµϕ0 + 2λρΠ íà σt,

(3.6)

dr/dt = v0 +
√
K

∫
\
σt

√
K(N)g(N, t)∇M∂U(rNM )/∂nN dσN−

−∇
√
K

∫
\
σt

√
K(N)g(N, t)∂U(rNM )/∂nN dσN−

−
√
K

∫
\
σt

∂
√
K(N)/∂nN∇M U(rNM ) dσN+

+∇
√
K

∫

σt

g(N, t)∂
√
K(N)/∂nNU(rNM ) dσN+

+K

∫

σt

K(N)g(N, t)∇M
∂

∂nN

G(M,N)√
K(M)K(N)

dσN íà σt.

(3.7)
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Ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.7), ñîâ-

ìåñòíî ñ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (3.6) è ïðè ó÷åòå íà÷àëüíîãî

óñëîâèÿ (1.4) îïèñûâàåò òðåõìåðíóþ ýâîëþöèþ ãðàíèöû ðàçäåëà

æèäêîñòåé ðàçëè÷íîé âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè â íåîäíîðîäíîé ïîðè-

ñòîé ñðåäå.

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.6) è (3.7), â îòëè÷èè îò ñèñòå-

ìû, ïîëó÷åííîé â [3, 7℄, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòóþ äèñêðåò-

íóþ ñõåìó äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, òàê êàê â ñèñòåìå (3.6) è (3.7)

íå òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ïîâåðõíîñòíûé ãðàäèåíò îò èñêîìîé

ïëîòíîñòè g.

4. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è. Â ìî-

ìåíò âðåìåíè ts, s = 0, 1, . . . ãðàíèöó Lt ðàçîáüåì íà n ÷àñòåé. Òîãäà
åå ïîëîæåíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê rsm(xsm, y

s
m), à

íà÷àëüíîå óñëîâèå (1.4) ïðèìåò âèä

r0m(x0m, y
0
m), m = 1, n. (4.1)

Ìíîæåñòâî òî÷åê rsm, m = 1, n íàçîâåì ¾ðàñ÷åòíûìè¿ è ðàñïîëîæèì

ìåæäó íèìè ¾îñîáûå¿ òî÷êè, â êîòîðûõ áóäåì ðàñïîëàãàòü äèñêðåò-

íûå îñîáåííîñòè (äèïîëè è âèõðè).

Ïîñòðîèì äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèé (2.4) è (2.7), çàìåíÿÿ

èíòåãðàëû íà ñóììû ïî �îðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ öåíòðàëüíîé

òî÷êîé, à äè��åðåíöèàëû èõ ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè

gsm − 2λµ

n∑

k=1
k 6=m

gskΩ
s
mk∆l

s
k = 2λµϕ

s
0m + 2λρΠ

s
m, (4.2)

ãäå m = 1, n, s = 0, 1, . . .,

∆rsm/∆ts =

l∑

k=1

pkv
s
mk, m = 1, n, s = 0, 1, . . . , (4.3)

ãäå

vsm1 = V(ts, r
s
m) = vs0m +

n∑

k=1

gsk

(
Vs

2m,k−1/2 −Vs
2m,k+1/2

)
,

vsm2 = V(ts + w1∆t
s, rsm + w1∆tsv

s
m1),

vsm3 = V(ts + w2∆t
s, rsm + w2∆tsv

s
m2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vsml = V(ts + wl∆t
s, rsm + wl∆tsv

s
m2).
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Êîý��èöèåíòû wi, pi, i = 1, l èçâåñòíû è îïðåäåëÿþòñÿ òàáëèöàìè

Áóò÷åðà [8℄.

Îòìåòèì, ÷òî â [2℄ ïðèâîäèòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã, îòëè÷íûé îò

(4.2) è (4.3), ïîñòðîåííûé íà áàçå îäíîé ñèñòåìå òî÷åê.

5. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è. Ïî-

âåðõíîñòü σt â íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ts, s =
0, 1, . . . ïðåäñòàâèì ýëåìåíòàðíûìè ïëîùàäêàìè ∆σsmk, m = 1, n1,

k = 1, n2, s = 0, 1, . . . ñ ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûìè ïëîùàäÿìè.

Êðàÿ ýòèõ ïëîùàäîê îïðåäåëÿþò òî÷êè P smk, m = 1, n1, k = 1, n2,

s = 0, 1, . . . Â öåíòðå êàæäîé ïëîùàäêè ∆σsmk ðàñïîëîæèì ¾ðàñ÷åò-

íóþ¿ òî÷êó, âû÷èñëåííóþ ïî �îðìóëå M s
mk = 0, 25(P smk + P sm+1,k +

P sm+1,k+1 + P sm,k+1), m = 1, n1, k = 1, n2, s = 0, 1, . . ..

Ïîñëå çàìåíû èíòåãðàëà (3.6) íà ñóììó ïî �îðìóëå ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

gsmk − 2λµ

n1−1∑

i=1

n2−1∑

j=1

ij 6=mk

gsijΩ
s
mkij∆σ

s
ij = 2λµϕ

s
0mk + 2λρΠ

s
mk, (5.1)

ãäå m = 1, n1, k = 1, n2, s = 0, 1, . . .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà äëÿ (3.7) ïîëàãàåì, ÷òî

ïëîòíîñòü gsmk è êîý��èöèåíò Kmk íå ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ êàæ-

äîé ïëîùàäêè ∆σsmk, m = 1, n1, k = 1, n2, s = 0, 1, . . ., è ñ ó÷åòîì [6℄

∫

Σ

∇M (∇U(rNM )nN ) dσN =

= −
∮

L

∇MU(rNM ) drN −
∫

Σ

β2U(rNM )nN dσN ,

ãäå Σ � ïëîùàäêà îïèðàþùàÿñÿ íà êîíòóð L, ïîëó÷èì

∆rsm/∆ts =

l∑

k=1

pkv
s
mk, m = 1, n, s = 0, 1, . . . (5.2)
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Çäåñü

vsm1 = V(ts, r
s
m) = vs0mk −

√
Kmk

n1−1∑

i=0

n2−1∑

j=0

√
Kijg

s
ij

4∑

ξ=1

V
ξs
mkij+

+
√
Kmk

n1−1∑

i=1

n2−1∑

j=1

ij 6=mk

√
Kijg

s
ij

(
Ws

1mkij −Ws
2mkij

)
∆σsij+

+Kmkg
s
mkW

s
1mk +Kmk

n1−1∑

i=0

n2−1∑

j=0

Kijg
s
ijW

s
3mkij∆σ

s
ij ,

ãäå m = 1, n1, k = 1, n2, j = 0, 1, . . . ,

V
ξs
ij (M) =

lξsij∫

0

∇MU(rNM )× drN ,

ãäå lξsij , ξ = 1, 4 � îòðåçêè, îáðàçóþùèå ij ðàìêó,

W1 =
(
∂ ln

√
K(N)/∂nN∇M ln

√
K(M)− β2nN

)
U(rNM ),

W2 = ∂ ln
√
K(N)/∂nN∇MU(rNM ) +∇M ln

√
K(M)∂U(rNM )/∂nN ,

W3 = ∇M∂
(
(K(M)K(N))−1/2G(M,N)

)
/∂nN ,

Ws
1mk =

∫

∆σs
mk

W1(M,N) dσN ,

vsm2 = V(ts + w1∆t
s, rsm + w1∆tsv

s
m1),

vsm3 = V(ts + w2∆t
s, rsm + w2∆tsv

s
m2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vsml = V(ts + wl∆t
s, rsm + wl∆tsv

s
m2).

Êîý��èöèåíòû wi, pi, i = 1, l èç òàáëèö Áóò÷åðà.

Òåñòèðîâàíèå ñõåì (5.1) è (5.2) ïðè l = 1 äëÿ K = 1 ïðèâåäåíû
â [5℄, à äëÿ K = exp(2βz) � â [6℄.
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ÓÄÊ 517.5

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÌÍÎ�Î×ËÅÍÎÂ P̂
α,β
N (T ),

Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÛÕ ÍÀ Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ ÑÅÒÊÀÕ

À. À. Íóðìàãîìåäîâ

Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ p̂α,β
n (t)

îðòîãîíàëüíûõ ñ âåñîì (1 − tj)
α(1 + tj)

β∆tj íà ïðîèçâîëüíûõ ñåòêàõ, ñî-

ñòîÿùèõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N òî÷åê îòðåçêà [−1, 1]. À èìåííî óñòàíîâëåíà

àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà, â êîòîðîé ïðè âîçðàñòàíèè n âìåñòå ñ N , àñèìï-

òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ áëèçêî ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäå-

íèþ ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü α è β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, TN = {tj}Nj=0 �

äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî (ñåòêà), ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàç-

ëè÷íûõ òî÷åê îòðåçêà [−1, 1] : −1 = t0 < t1 < . . . < tN−1 < tN = 1.
×åðåç

p̂α,βk (t) = p̂α,βk (t;TN ) (k = 0, 1, . . . , N − 1) (1.1)

îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàçóþùèõ îðòîíîð-

ìèðîâàííóþ ñèñòåìó íà ñåòêå TN â ñëåäóþùåì ñìûñëå (0 6 n,
m 6 N − 1):

(p̂α,βn , p̂α,βm ) =

N−1∑

j=0

(1− tj)
α(1 + tj)

β p̂α,βn (tj)p̂
α,β
m (tj)∆tj = δnm, (1.2)

ãäå △tj = tj+1 − tj , j = 0, 1, . . . , N − 1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìíîãî÷ëåíà p̂α,βn (t) ïîëîæèòåëåí,
ò. å.

p̂α,βn (t) = knt
n + bn−1t

n−1 + · · ·+ b0, kn > 0. (1.3)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîãî-

÷ëåíà p̂α,βn (t) ïðè n,N → ∞.

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ îáîáùåíèå íà èíòåãðàëüíûå ìåòðèêè èç-

âåñòíîãî íåðàâåíñòâà Â. À. Ìàðêîâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. À èìåííî, ïóñòü qn(t) � ïðîèçâîëüíûé àëãåáðà-

è÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, 0 6 r 6 n. Òîãäà èìååò ìåñòî [1, 4℄



Àñèìïòîòèêà ìíîãî÷ëåíîâ p̂α,β
n (t) 201

îöåíêà

1∫

−1

∣∣∣q(r)n (t)
∣∣∣ dt 6 c(r)n2r

1∫

−1

|qn(t)| dt, (1.4)

ãäå c(r), c(α, β), . . . , c(α, β, . . . , γ) � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çà-

âèñÿùèå ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå

â ðàçíûõ ìåñòàõ. ×åðåç ær ìû îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ êîíñòàíòó â

íåðàâåíñòâå (1.4), ò. å.

ær = inf
qn

1∫
−1

∣∣∣q(r)n (t)
∣∣∣ dt

n2r
1∫

−1

|qn(t)| dt
, (1.5)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíàì qn(t)
ñòåïåíè n, íå ðàâíûìè íóëþ òîæäåñòâåííî.

Äàëåå, ïóñòü P̂α,βn (t) � îðòîíîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí ßêîáè,

δN = max
06j6N−1

∆tj . (1.6)

Â äàííîé ðàáîòå óñòàíîâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

p̂α,βn (t) = P̂α,βn (t) + υα,βn,N (t), (1.7)

â êîòîðîé äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà υα,βn,N (t) ïðè 16n6aδ
−1/2
N èìååò ìå-

ñòî îöåíêà (−16t61)

∣∣υα,βn,N (t)
∣∣6c(α, β, a)δ1/2N n3/2

(√
1− t+

1

n

)−α−1/2(√
1 + t+

1

n

)−β−1/2

(1.8)
Â ìîíîãðà�èè [5, 
. 56�61℄ Øàðàïóäèíîâûì È. È., äëÿ îðòîíîð-

ìèðîâàííûõ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå Ω = {0, 1, . . . , N−1} ìíîãî÷ëåíîâ
×åáûøåâà τα,βn,N (t), äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü α è β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, a > 0.
Òîãäà èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

τα,βn,N (t) = P̂α,βn (t) + υα,βn,N(t),
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äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà υα,βn,N (t) êîòîðîé ïðè 1 6 n 6 aN1/2

ïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

| υα,βn,N (t) |6 c(α, β, a)
n√
N

[√
1− t+

1

n

]−α−1/2 [√
1 + t+

1

n

]−β−1/2

.

Íàì óäàëîñü ïåðåíåñòè ýòó òåîðåìó íà ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àé.

2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè

Ìû çäåñü ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ìíîãî÷ëåíàõ ßêîáè.

Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû ßêîáè Pα,βn (t)(n = 0, 1, 2, . . . ) ñ ïîìîùüþ

îáîùåííîé �îðìóëû �îäðèãà:

Pα,βn (t) =
(−1)n

2nn!

1

k(t)

dn

dtn
{k(t)σn(t)}, (2.1)

ãäå α, β � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, σ(t) = 1− t2, k(t) =
k(t;α, β) = (1 − t)α(1 + t)β . Åñëè α, β > −1, òî ìíîãî÷ëåíû ßêîáè

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ âåñîì k(t), ò. å.

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)βPα,βn (t)Pα,βm (t) dt = hα,βn δnm, (2.2)

ãäå

hα,βn =
2α+β+1Γ(n+ α+ 1)Γ(n+ β + 1)

n!(2n+ α+ β + 1)Γ(n+ α+ β + 1)
, (2.3)

è, ñëåäîâàòåëüíî, hα,βn ≍ n−1/2 (n = 1, 2, . . . ).
Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ßêî-

áè [2, 3℄:

ïðîèçâîäíàÿ

dr

dtr
Pα,βn (t) =

(n+ α+ β + 1)r
2r

Pα+r,β+rn−r (t) (0 6 r 6 n), (2.2)

ãäå (a)0 = 1, (a)ν = a(a+ 1) . . . (a+ ν − 1);
âåñîâàÿ îöåíêà (−1 6 t 6 1)

√
n
∣∣Pα,βn (t)

∣∣ 6 c(α, β)

(√
1− t+

1

n

)−α− 1
2
(√

1 + t+
1

n

)−β− 1
2

; (2.3)

ñèììåòðèÿ

Pα,βn (−t) = (−1)nP β,αn (t). (2.4)
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3. Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ìû çäåñü äîêàæåì íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå íàì ïîíà-

äîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà
íà [a, b], a = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = b, ∆tj = tj+1 − tj , j =
0, 1, . . . , N − 1. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

b∫

a

f(t) dt =

N−1∑

j=0

f(tj)∆tj + rN (f), (3.1)

â êîòîðîì äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà rN (f) èìååò ìåñòî îöåíêà

|rN (f)| 6 δN

b∫

a

|f ′(x)| dx. (3.2)

⊳ Ìû èìååì

b∫

a

f(t) dt =
N−1∑

j=0

tj+1∫

tj

f(t) dt. (3.3)

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé Òåéëîðà, ìû ìîæåì çàïèñàòü

tj+1∫

tj

f(t) dt =

tj+1∫

tj


f(tj) +

t∫

tj

f ′(x) dx


 dt =

= f(tj)∆tj +

tj+1∫

tj

t∫

tj

f ′(x) dx dt =

= f(tj)∆tj +

tj+1∫

tj

(tj+1 − x)f ′(x) dx.

(3.4)

Ïîñêîëüêó (ñì. (1.6))

∣∣∣∣∣∣∣

tj+1∫

tj

(tj+1 − x)f ′(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
6 δN

tj+1∫

tj

|f ′(x)| dx, (3.5)
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òî èç (3.3) è (3.4), ìû íàõîäèì:

b∫

a

f(t) dt =

N−1∑

j=0

f(tj)∆tj + rN (f),

ãäå

|rN (f)| =

∣∣∣∣∣∣∣

N−1∑

j=0

tj+1∫

tj

(tj+1 − x)f ′(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
6

6 δN

N−1∑

j=0

tj+1∫

tj

|f ′(x)| dx = δN

b∫

a

|f ′(x)| dx. ⊲

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ëåììû 3.1 îòìåòèì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-
ìà íà [−1, 1], −1 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = 1, ∆tj = tj+1 − tj ,
j = 0, 1, . . . , N − 1. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

1∫

−1

f(t) dt =

N−1∑

j=0

f(tj)∆tj + rN (f), (3.6)

â êîòîðîì äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà rN (f) èìååò ìåñòî îöåíêà

|rN (f)| 6 δN

1∫

−1

|f ′(x)| dx. (3.7)

Ëåììà 3.2. Ïóñòü α, β > −1, t∗1 = min{tj : −1 + n−2 6 tj 6

1− n−2}, t∗2 = max{tj : −1 + n−2 6 tj 6 1− n−2}. Òîãäà äëÿ íîð-

ìèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà ßêîáè P̂α,βn (t) = {hα,βn }−1/2Pα,βn (t) èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ �îðìóëà

∑

t∗16tj6t
∗
2

(1− tj)
α(1 + tj)

β(P̂α,βn (tj))
2∆tj = 1− rn,N , (3.8)
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â êîòîðîé

|rn,N | 6 c(α, β)δNn ln(n+ 1). (3.9)

⊳ Ìû èìååì

1 =

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2 dt =

=

−1+n−2∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2 dt+

+

1−n−2∫

−1+n−2

(1 − t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2 dt+

+

1∫

1−n−2

(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2 dt = I1 + I2 + I3.

(3.10)

Âíà÷àëå îöåíèì I1.

I1 =

−1+n−2∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2 dt 6

6 c(α, β)n2β+1

−1+n−2∫

−1

(1 + t)β dt 6 c(α, β)n−1.

(3.11)

Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äîïóñêàåò è I3

I3 =

1∫

1−n−2

(1 − t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2 dt 6

6 c(α, β)n2α+1

1∫

1−n−2

(1− t)α dt 6 c(α, β)n−1.

(3.12)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îöåíêå èíòåãðàëà I2. Ïîëàãàÿ, f(x) = (1 −
t)α(1+t)β(P̂α,βn (t))2 = {hα,βn }−1(1−t)α(1+t)β(Pα,βn (t))2 âîñïîëüçóåìñÿ
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ëåììîé 3.1. Òîãäà

1−n−2∫

−1+n−2

(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2 dt =

=
∑

t∗16tj6t
∗
2

(1− tj)
α(1 + tj)

β(P̂α,βn (tj))
2∆tj + r̄n,N ,

(3.13)

ãäå r̄n,N = rN ((1 − t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2), è, ñòàëî áûòü,

|r̄n,N | 6 δN

1−n−2∫

−1+n−2

∣∣∣{(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2}′
∣∣∣ dt. (3.14)

Äàëåå, â ñèëó (2.2), èìååì

{(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2}′ =
= {hα,βn }−1{(1− t)α(1 + t)β(Pα,βn (t))2}}′ =
= {hα,βn }−1{α(1− t)α−1(1 + t)β(Pα,βn (t))2+

+β(1− t)α(1 + t)β−1(Pα,βn (t))2+

+(n+ α+ β + 1)(1− t)α(1 + t)βPα,βn (t)Pα+1,β+1
n−1 (t)}.

Ïîýòîìó â ñèëó âåñîâîé îöåíêè (2.3), ïîëó÷èì (0 6 t 6 1− n−2)
∣∣∣{(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2}′

∣∣∣ 6 c(α, β)
[
(1−t)−3/2+(1−t)−1/2+(1−t)−1

]
.

Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, èìååì

1−n−2∫

0

∣∣∣{(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2}′
∣∣∣ 6 c(α, β)n ln(n+ 1).

Ñëó÷àé −1+n−2 6 t 6 0 ðàâåíñòâîì (2.4) ïðèâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåí-
íîìó. Ñëåäîâàòåëüíî,

1−n−2∫

−1+n−2

∣∣∣{(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2}′
∣∣∣ dt 6 c(α, β)n ln(n+ 1). (3.15)

Ñîïîñòàâëÿÿ (3.10)�(3.15), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû 3.2. ⊲
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Ëåììà 3.3. Ïóñòü α, β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è

æ1δNn
2 < 1. Òîãäà äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà (1.3) èìååò

ìåñòî ñëåäóþùàÿ �îðìóëà

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2 dt = 1 +Rn,N , (3.16)

â êîòîðîé

|Rn,N | 6 æ1δNn
2

1− æ1δNn2
. (3.17)

⊳ Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2 dt =

=

N−1∑

j=0

(1− tj)
α(1 + tj)

β(p̂α,βn (tj))
2∆tj +Rn,N ,

(3.18)

ãäå Rn,N = rN ((1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2) è, ñòàëî áûòü, â ñèëó (3.7)

|Rn,N | 6 δN

1∫

−1

∣∣{(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2}′
∣∣ dt. (3.19)

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà (1.4) ñëåäóåò, ÷òî

1∫

−1

∣∣{(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2}′
∣∣ dt 6

6 æ1n
2

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2 dt.

(3.20)

Ñîïîñòàâëÿÿ (3.19) è (3.20), ïîëó÷èì

|Rn,N | 6 æ1δNn
2

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2 dt. (3.21)
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Êðîìå òîãî, èç (3.17) è (3.21) ñëåäóåò, ÷òî

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2 dt 6

6 1 + æ1δNn
2

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2 dt.

(3.22)

Åñëè òåïåðü æ1δNn
2 < 1, òî èç (3.22) ïîëó÷àåì

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2 dt 6
1

1− æ1δNn2
. (3.23)

À òåïåðü èç (3.21) è (3.23) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò îöåíêà (3.17). ⊲

Ëåììà 3.4. Ïóñòü kn = kn(Tn, Vn) � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìíî-

ãî÷ëåíà p̂α,βn (t), à λn � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìíîãî÷ëåíà ßêîáè

P̂α,βn (t). Òîãäà

1

1 + c(α, β)δNn lnn
6
kn
λn

6
1

(1− æ1δNn2)1/2
. (3.24)

⊳ Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

λ2n =
1

1∫
−1

(1− t)α(1 + t)β(P̃α,βn (t))2 dt

, (3.25)

ãäå P̃α,βn (t) � ìíîãî÷ëåí ßêîáè ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîý��èöèåí-

òîì. Åñëè p̂α,βn (t) � ìíîãî÷ëåí èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.1), òî

k2n =
1

∑N−1
j=0 (1− tj)α(1 + tj)β(p

α,β
n (tj))2∆tj

, (3.26)

ãäå pα,βn (t) � ìíîãî÷ëåí èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.1) ñ åäèíè÷íûì

ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì. Äàëåå, èç (3.25) è (3.26) íàõîäèì, ÷òî:

k2n
λ2n

=
1

λ2n
∑N−1

j=0 (1− tj)α(1 + tj)β(p
α,β
n (tj))2∆tj

>

>
1

∑N−1
j=0 (1 − tj)α(1 + tj)β(P̂

α,β
n (tj))2∆tj

.

(3.27)
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Ïîñëåäíþþ ñóììó â íåðàâåíñòâå (3.27) ïðåäñòàâèì â âèäå

N−1∑

j=0

=
∑

−16tj6t∗1

+
∑

t∗16tj6t
∗
2

+
∑

t∗26tj61

= σ1 + σ2 + σ3. (3.28)

Îöåíèì σ1. Â ñèëó âåñîâîé îöåíêè (2.3) ìû èìååì

σ1 =
∑

−16tj6t∗1

(1 − tj)
α(1 + tj)

β(P̂α,βn (tj))
2∆tj 6

6 c(α, β)n2β+1
∑

−16tj6t∗1

(1 + tj)
β
6 c(α, β)n−1.

(3.29)

Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äîïóñêàåò è σ3.

σ3 =
∑

t∗26tj61

(1− tj)
α(1 + tj)

β(P̂α,βn (tj))
2∆tj 6

6 c(α, β)n2α+1
∑

t∗26tj61

(1− tj)
α
6 c(α, β)n−1.

(3.30)

Ñîïîñòàâëÿÿ (3.27)�(3.30) è (3.8)�(3.9) èìååì

k2n
λ2n

>
1

1 + c(α, β)δNn lnn
. (3.31)

Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.24). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà, âîñïîëüçóåìñÿ èí-

òåãðàëüíûì íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Òîãäà ïîëó÷èì

kn
λn

=

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β p̂α,βn (t)P̂α,βn (t) dt 6

6




1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2 dt




1/2

×

×




1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2 dt




1/2

6
1

(1− æ1δNn2)1/2
. ⊲

14 Çàêàç �1149
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4. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ p̂α,βn (t)

Çäåñü ìû ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

p̂α,βn (t) îðòîíîðìèðîâàííûõ íà TN â ñìûñëå (1.2).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü α è β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, 0 <
a < æ1

−1/2. Òîãäà èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

p̂α,βn (t) = P̂α,βn (t) + υα,βn,N (t), (4.1)

äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà υα,βn,N(t) êîòîðîé ïðè 1 6 n 6 aδ
−1/2
N 
ïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

| υα,βn,N(t) |6

6 c(α, β, a)δ
1/2
N n3/2

[√
1− t+

1

n

]−α−1/2 [√
1 + t+

1

n

]−β−1/2

.
(4.2)

⊳ Îöåíèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë

1∫

−1

(1 − t)α(1 + t)β
{
υα,βn,N(t)

}2

dt =

=

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β
{
P̂α,βn (t)− p̂α,βn (t)

}2

dt =

=

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(P̂α,βn (t))2 dt− 2

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)βP̂α,βn (t)p̂α,βn (t) dt+

+

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β(p̂α,βn (t))2 dt = I1 + I2 + I3.

ßñíî, ÷òî

I1 = 1, I2 = −2
kn
λn
, I3 = 1 +

æ1δNn
2

1− æ1δNn2
.
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Òîãäà

1∫

−1

(1− t)α(1 + t)β
{
υα,βn,N (t)

}2

dt 6

6
c(α, β)nδN ln(n+ 1)

1 + c(α, β)nδN ln(n+ 1)
+

æ1δNn
2

1− æ1δNn2
< æ1δNn

2.

(4.3)

Èç íåðàâåíñòâà (4.3), èñïîëüçóÿ òåîðåìó 7.71.1 [2℄, ëåãêî ïîëó÷èòü
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1. ⊲

Ñîïîñòàâëÿÿ (4.1), (4.2) ñ (2.3), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü α è β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, 1 6

n 6 aδ
− 1

2

N , 0 < a < æ1
−1/2

, −1 6 t 6 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
c(α, β, a) > 0 òàêàÿ, ÷òî

|p̂α,βn (t)| 6 c(α, β, a)
(
δ
1/2
N n3/2 + 1

)
×

×
[√

1− t+
1

n

]−α−1/2 [√
1 + t+

1

n

]−β−1/2

.
(4.4)
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Â ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÌ ��ÓÍÒÅ

1

Â. Ô. Ïèâåíü

Ñòàâÿòñÿ îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé ïëîñêîïàðàëëåëüíîé

�èëüòðàöèè â àíèçîòðîïíîì ãðóíòå, òåíçîð ïðîíèöàåìîñòè êîòîðîãî, âîîá-

ùå ãîâîðÿ, íå îáëàäàåò ñèììåòðèåé. Â ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèõ ãðàíèö (ïðÿìàÿ,

ýëëèïñ) ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîëó÷åíû â êîíå÷íîì âèäå. Ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè çàäà÷ ïðàêòèêè ðàçðàáîòêè íå�òåíîñíûõ (âî-

äîíîñíûõ) ïëàñòîâ ãðóíòà ñëîæíîé ãåîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Ñòàâÿòñÿ îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé ïëîñêîïà-

ðàëëåëüíîé �èëüòðàöèè â àíèçîòðîïíîì ãðóíòå, ïîëàãàÿ, â îòëè÷èå

îò [1℄, ÷òî ãðóíò íå ÿâëÿåòñÿ îðòîòðîïíûì è õàðàêòåðèçóåòñÿ òåí-

çîðîì ïðîíèöàåìîñòåé îáùåãî âèäà. Â ñëó÷àå �èëüòðàöèè â àíèçî-

òðîïíîì è êóñî÷íî-àíèçîòðîïíîì îäíîðîäíîì ãðóíòå ñ êàíîíè÷åñêè-

ìè ãðàíèöàìè (ïðÿìàÿ, ýëëèïñ) ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîëó÷åíû â êîíå÷íîì

âèäå. Ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè çàäà÷ ïðàê-

òèêè ðàçðàáîòêè íå�òåíîñíûõ (âîäîíîñíûõ) ïëàñòîâ ãðóíòà ñëîæ-

íîé ãåîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

1. Ñîãëàñíî [1, 2℄ ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ñòàöèîíàðíóþ �èëüòðà-

öèþ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â íåäå�îðìèðóåìîì ãðóíòå ñ òåíçîðîì

ïðîíèöàåìîñòè K = (Kij), i, j = 1, 2 îïèñûâàåì îáîáùåííûì ïî-

òåíöèàëîì ϕ è �óíêöèåé òîêà ψ, êîòîðûå êàê �óíêöèè äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò x, y óäîâëåòâîðÿþò â îáëàñòè D (çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ

òî÷åê òå÷åíèÿ) ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé

K11
∂ϕ

∂x
+K12

∂ϕ

∂y
=
∂ψ

∂y
, K21

∂ϕ

∂x
+K22

∂ϕ

∂y
= −∂ψ

∂x
. (1.1)

Ïðè÷åì êîý��èöèåíòû Kij , i, j = 1, 2, âîîáùå ãîâîðÿ çàâèñÿò îò

êîîðäèíàò x, y (àíèçîòðîïíûé ãðóíò ìîæåò áûòü íåîäíîðîäíûì) è

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 06-01-96303.
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â ñèëó ýëëèïòè÷íîñòè (1.1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

K11 > 0, D(Ks) = K11K22 −
(
K12 +K21

2

)2

> 0,

ãäå D(Ks) ≡
∣∣∣Kij+Kji

2

∣∣∣ � îïðåäåëèòåëü ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè Ks =
Kij+Kji

2 òåíçîðà K = (Kij).
Óðàâíåíèÿ (1.1) çàïèñàíû â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ [3℄. Ïåðâîå

è âòîðîå óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò vx è vy ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ñêî-
ðîñòè �èëüòðàöèè ~v = (vx, vy).

Ñîâåðøèì íåîñîáîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), (1.2)

äëÿ êîòîðîãî ÿêîáèàí J = ∂ξ
∂x

∂η
∂y − ∂ξ

∂y
∂η
∂x 6= 0 è ξ(x, y), η(x, y) � õîòÿ

áû îäèí ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå â îáëàñòè D �óíêöèè

x, y.
Ñîãëàñíî [2℄, åñëè ξ(x, y) è η(x, y) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíå-

íèé òèïà Áåëüòðàìè

K11
∂ξ

∂x
+
K12 +K11

2

∂ξ

∂y
=
√

D(Ks)
∂η

∂y
,

K12 +K21

2

∂ξ

∂x
+K22

∂ξ

∂y
= −

√
D(Ks)

∂η

∂x
,

(1.3)

òî â ïåðåìåííûõ ξ, η ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1) ïðèíèìàåò êàíîíè÷å-
ñêèé âèä √

D(Ks)
∂ϕ

∂ξ
+
√

D(Ka)
∂ϕ

∂η
=
∂ψ

∂η
,

−
√

D(Ka)
∂ϕ

∂ξ
+
√

D(Ks)
∂ϕ

∂η
= −∂ψ

∂ξ
,

(1.4)

ãäå D(Ka) =
∣∣∣Kij−Kji

2

∣∣∣ =
(
K12−K21

2

)2
� îïðåäåëèòåëü àíòèñèììåò-

ðè÷íîé ÷àñòè òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè K = (Kij).
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.4) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèÿ ïëî-

ñêîïàðàëëåëüíîé �èëüòðàöèè â àíèçîòðîïíîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîä-

íîðîäíîì ãðóíòå ñ òåíçîðîì ïðîíèöàåìîñòè êàíîíè÷åñêîãî âèäà

( √
D(Ks)

√
D(Ka)

−
√

D(Ka)
√

D(Ks)

)
(1.5)
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ñ êîìïîíåíòàìè K̃11 = K̃22 =
√

D(Ks) è K̃12 = −K̃21 =
√

D(Ka),
çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàò (ξ, η) (êîìïîíåíòû òåíçîðà K = (Kij) çà-
âèñÿò îò ξ, η).

Äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ ââåäåì äâå êîìïëåêñíûå ïëîñêîñòè: �èçè-

÷åñêóþ ïëîñêîñòü z = x+ iy è âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ζ = ξ+ iη,
â êîòîðûõ âîñïîëüçóåìñÿ êîìïëåêñíûìè îïåðàòîðàìè äè��åðåíöè-

ðîâàíèÿ

2
∂

∂z
=

∂

∂x
− i

∂

∂y
, 2

∂

∂z
=

∂

∂x
+ i

∂

∂y
,

2
∂

∂ζ
=

∂

∂ξ
− i

∂

∂η
, 2

∂

∂ζ
=

∂

∂ξ
+ i

∂

∂η
.

(1.6)

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.2) è óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (1.3) çàïèøåì â

êîìïëåêñíîé �îðìå

ζ = ζ(z)

(
J =

∣∣∣∣
∂ζ

∂z

∣∣∣∣
2

−
∣∣∣∣
∂ζ

∂z

∣∣∣∣
2

6= 0

)
, (1.7)

∂ζ

∂z
− µ(z)

∂ζ

∂z
= 0

(
µ(z) =

K22 −K11 − i(K12 +K21)

K22 +K11 + 2
√

D(Ks)

)
. (1.8)

Â ïëîñêîñòè ζ ââåäåì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ

W = ϕ+ i
ψ

K
(K =

√
D(Ks)− i

√
D(Ka)), (1.9)

êîòîðûé êàê �óíêöèÿ ζ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èç (1.4) óðàâíå-
íèþ

∂W

∂ζ
+A(ζ)(W −W ) = 0

(
A(ζ) =

K

K + K

∂ lnK

∂ζ

)
, (1.10)

ãäå K =
√

D(Ks) + i
√

D(Ka).

Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë (1.9), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíå-

íèþ (1.10) (çà èñêëþ÷åíèåì åãî îñîáûõ òî÷åê â ïëîñêîñòè ζ),
îïèñûâàåò â ïëîñêîñòè ζ òå÷åíèå â àíèçîòðîïíîì, âîîáùå ãîâîðÿ,

íåîäíîðîäíîì ãðóíòå, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåíçîðîì ïðîíèöà-

åìîñòè (1.5) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîìïëåêñíûì êîý��èöèåíòîì

ïðîíèöàåìîñòè K .
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíî îäíîëèñòíîå ðåøåíèå (ãîìåî-

ìîð�èçì) ζ(z) óðàâíåíèé Áåëüòðàìè (1.8) (èëè ñèñòåìû óðàâíå-

íèé (1.3)), òî îòûñêèâàÿ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W (ζ), óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óðàâíåíèþ (1.10) (�óíêöèè ϕ(ξ, η), ψ(ξ, η) óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.4)) íàõîäèì ñîãëàñíî (1.9) èñêîìûå îáîáùåí-

íûé ïîòåíöèàë ϕ = ϕ(x, y) è �óíêöèþ òîêà ψ = ψ(x, y):

ϕ =
K W + K W

K + K
, ψ =

|K |2(W −W )

i(K + K )
(1.11)

(W = W [ζ(x, y)] = W (x, y), K = K [ζ(x, y)] = K (x, y)), êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (1.1). Ñëåäîâàòåëüíî, èññëåäîâàíèå

ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ â àíèçîòðîïíîì ãðóíòå ñâîäèòñÿ ê íà-

õîæäåíèþ ãîìåîìîð�èçìà ζ(z) è êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà W (ζ).

2. Â ñòàòüå [1℄ óêàçàí ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ (â òîì ÷èñ-

ëå ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ) ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ñòàöèîíàðíîé �èëüòðà-

öèè â àíèçîòðîïíîé ïîðèñòîé ñðåäå (ãðóíòå). Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó

ñ�îðìóëèðîâàííûå íà �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
çàïèøåì, èñïîëüçóÿ ãîìåîìîð�èçì ζ(z), íà âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñ-

êîñòè ζ äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà W (ζ) è ïîñòàâèì äëÿ íåãî

îñíîâíûå çàäà÷è �èëüòðàöèè. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà àíèçî-

òðîïíûé ãðóíò îäíîðîäíûé (êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòèKij

i, j = 1, 2 � ïîñòîÿííûå). Â ýòîì ñëó÷àå êîý��èöèåíòû µ è K �

êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.8) èìååò ãî-

ìåîìîð�íîå ðåøåíèå [1℄

ζ = z + µz (|µ| 6= 1), (2.1)

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé à�èííîå (ëèíåéíîå) ïðåîáðàçîâàíèå âñåé

ïëîñêîñòè z íà âñþ ïëîñêîñòü ζ. Òàê êàê ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâà-

íèÿ (2.1) J = 1 − |µ|2, òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ |µ| ýòî ïðå-

îáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå îáõîäà êðèâîé ïðè ïåðåõîäå èç

ïëîñêîñòè z â ïëîñêîñòü ζ, åñëè |µ| < 1, ìåíÿåò åãî íà ïðîòèâîïîëîæ-
íîå, êîãäà |µ| > 1 è ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì ïðè |µ| = 1. Èç (2.1) è
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîãî åìó ðàâåíñòâà ζ = z+µz ñëåäóåò îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå

ζ =
z − µζ

1− |µ|2 (|µ| 6= 1). (2.1′)

Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíò K � êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî êîý��è-

öèåíò óðàâíåíèÿ (1.10) A = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñíûé ïî-
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òåíöèàë W (ζ) � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âñþäó â ïëîñêîñòè ζ çà

èñêëþ÷åíèåì åãî îñîáûõ òî÷åê.

Ñëåäóÿ [1℄, óêàæåì íà ïëîñêîñòè z ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îñíîâíûõ
çàäà÷ �èëüòðàöèè, ìîäåëèðóÿ ãðàíèöû ïðîñòûìè (áåç ñàìîïåðåñå÷å-

íèé) ãëàäêèìè êðèâûìè. Åñëè íà ãðàíèöå σ1 çàäàíî äàâëåíèå p0(z),
òî îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ϕ(z) óäîâëåòâîðÿåò íà íåé óñëîâèþ

ϕ+(z) = f0(z) (f0(z) = − [p0(z) + ρΠ(z)] /µ) , z ∈ σ1, (2.2)

ãäå Π(z) � ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû, µ è ρ � âÿçêîñòü è ïëîòíîñòü

æèäêîñòè. Çäåñü è äàëåå ¾+¿ (èëè ¾−¿) îçíà÷àåò ïðåäåëüíîå çíà÷å-
íèå �óíêöèè ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöå ñî ñòîðîíû (ïðîòèâîïîëîæíîé

ñòîðîíû) íîðìàëè ê íåé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè �èëüòðàöèÿ íàïîðíàÿ

(ãðàäèåíò äàâëåíèÿ p âåëèê: |∇p| >> ρ|∇Π|) è äàâëåíèå p0 ïîñòîÿí-
íî, òî â óñëîâèè (2.2) f0(z) = const.

Åñëè ãðàíèöà σ2 íåïðîíèöàåìà äëÿ æèäêîñòè, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ëèíèåé òîêà:

ψ+(z) = const, z ∈ σ2. (2.3)

Åñëè îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ϕ(z), à çíà÷èò è ñîïðÿæåííàÿ ñî-

ãëàñíî óðàâíåíèé (1.1) �óíêöèÿ òîêà ψ(z), íå èìåþò ñèíãóëÿðíîñòåé
â áåñêîíå÷íîñòè, òî ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè [4℄,

êîòîðûå äëÿ ϕ(z) èìåþò âèä

ϕ(z) = O(|z|−1) |K · ∇ϕ(z)| = O(|z|−2) ïðè |z| → ∞. (2.4)

Óñëîâèÿ (2.4) îçíà÷àþò, ÷òî ϕ(z) è ïîòîê ñêîðîñòè ~v = K ·∇ϕ(z) ÷åðåç
ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè |z| → ∞.

Ïóñòü ãðóíò êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûé, Γ � ãðàíèöà ñîïðÿæåíèÿ îá-

ëàñòåé D1 è D2, òåíçîðû ïðîíèöàåìîñòè ãðóíòà â êîòîðûõ K1 è K2,

ïðè÷åì Kν = kνK (K = (Kij), kν > 0 � ïîñòîÿííûå, ν = 1, 2), è
òå÷åíèå îïèñûâàþò îáîáùåííûå ïîòåíöèàëû, �óíêöèè òîêà ϕ1(z),
ψ1(z) è ϕ2(z), ψ2(z). Íà ýòîé ãðàíèöå èìååì óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè

äàâëåíèÿ è ðàñõîäà æèäêîñòè (óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ):

ϕ+
1 (z) = ϕ−

2 (z), ψ+
1 (z) = ψ−

2 (z), z ∈ Γ. (2.5)

Óñëîâèÿ (2.2)�(2.5) çàïèøåì íà ïëîñêîñòè ζ äëÿ êîìïëåêñíî-

ãî ïîòåíöèàëà W (ζ). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì ïðîíèöàåìîñòü

K = (Kij) òàêîâîé, ÷òî |µ| < 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïåðåõîäå íà
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ïëîñêîñòü ζ íàïðàâëåíèå îáõîäà ãðàíèö è íàïðàâëåíèå îðòà íîð-

ìàëè ê íèì íå ìåíÿåòñÿ. Ó÷òåì êîâàðèàíòíîñòü ýòèõ óñëîâèé îò-

íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (2.1) è (2.1

′
). Òàê êàê ñîãëàñíî (2.1

′
)

ϕ(z) = ϕ[z(ζ)] = ϕ(ζ), ψ(z) = ψ[z(ζ)] = ψ(ζ), f0(z) = f0[z(ζ)] = f0(ζ),
òî íà îñíîâàíèè �îðìóë (1.11) èìååì óñëîâèÿ äëÿ W (ζ) íà ãðàíèöàõ
σ′
1, σ

′
2 (σ

′
1 è σ

′
2 � îáðàçû ãðàíèö σ1 è σ2 ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (2.1)):

[K W (ζ) + K W (ζ)]+

K + K
= f0(ζ), ζ ∈ σ′

1, (2.6)

|K |2[W (ζ)−W (ζ))]+

K + K
= const, ζ ∈ σ′

2 (2.7)

è â áåñêîíå÷íîñòè

Re[K W (ζ)] = O(|ζ|−1),

|∇Re[K W (ζ)]| = O(|ζ|−2) ïðè |ζ| → ∞.
(2.8)

×òîáû çàïèñàòü óñëîâèÿ (2.5) íà ïëîñêîñòè ζ, ââåäåì êîìïëåêñ-

íûå ïîòåíöèàëû W1(ζ) è W2(ζ) âèäà

Wν(ζ) = ϕν(ζ) + i
ψν(ζ)

Kν
ν = 1, 2, (2.9)

êîòîðûå îïèñûâàþò òå÷åíèå â îáëàñòÿõ D ′
1 è D ′

2 (ÿâëÿþùèõñÿ ñî-

ãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ (2.1) îáðàçàìè îáëàñòåé D1 è D2) ñ ãðóíòîì

ïðîíèöàåìîñòè K1 è K2, ïðè÷åì Kν = kνK , ν = 1, 2. Ó÷èòûâàÿ
(1.11), èìååì óñëîâèÿ íà ãðàíèöå Γ′

ñîïðÿæåíèÿ îáëàñòåé D ′
1 è D ′

2:

W+
1 (ζ) − λW+

1 (ζ) = (1 + λ)W−
2 (ζ), ζ ∈ Γ′, (2.10)

ãäå

λ =
(k1 − k2)K

k1K + k2K
=

=
λk

[
D(Ks) + λkD(Ka) + i(1− λk)

√
D(Ks)D(Ka)

]

D(Ks) + λ2kD(Ka)
,

λk = k1−k2
k1+k2

(λk ∈ (−1, 1)), ïðè÷åì |λ| < 1.
Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóÿ [5℄, èìååì äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà

W (ζ) îñíîâíûå çàäà÷è. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ êðàåâûå çàäà÷è ñîñòîÿò â
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îòûñêàíèè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà W (ζ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-
âèÿì (2.2) è (2.3). Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè

êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ W1(ζ) è W2(ζ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ (2.10). Åñëè îáëàñòü òå÷åíèÿ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ

òî÷êó, òî êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ýòèõ çàäà÷ äîëæíû òàêæå óäî-

âëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (2.8). Èñêîìûå êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû â ýòèõ

çàäà÷àõ � àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè âñþäó â îáëàñòè òå÷åíèÿ çà èñ-

êëþ÷åíèåì èõ îñîáûõ òî÷åê, ìîäåëèðóþùèõ èñòî÷íèêè (ñòîêè) òå-

÷åíèÿ.

Òå÷åíèå îáóñëîâëåíî èñòî÷íèêàìè (ñòîêàìè). Ó÷òåì èõ è ââå-

äåì íà ïëîñêîñòè ζ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W0(ζ) (ϕ0(ζ) è ψ0(ζ) �
îáîáùåííûé ïîòåíöèàë è �óíêöèÿ òîêà) â âèäå

W0(ζ) = ϕ0(ζ) + i
ϕ0(ζ)

K
. (2.11)

Îí îïèñûâàåò òå÷åíèå íà âñåé ïëîñêîñòè ζ è åãî îñîáûå òî÷êè ìîäå-
ëèðóþò çàäàííûå èñòî÷íèêè (ñòîêè) òå÷åíèÿ.

Ïóñòü îáëàñòü D ′
òå÷åíèÿ îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè σ′

1 èëè σ
′
2, íà êî-

òîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.6) è (2.7).

Ó÷òåì îñîáûå òî÷êè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà W0(ζ) è ïðåäñòà-

âèì èñêîìûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W (ζ) â âèäå

W (ζ) =W0(ζ) +W∗(ζ), ζ ∈ D
′. (2.12)

Çäåñü

W∗(ζ) = ϕ∗(ζ) + i
ψ∗(ζ)

K

êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë (ϕ∗(ζ) è ψ∗(ζ) � îáîáùåííûé ïîòåíöèàë è

�óíêöèÿ òîêà) âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ íàëè÷èåì ãðàíèöû σ′
1

èëè σ′
2.

Ó÷èòûâàÿ (2.12) è W+
0 (ζ) = W0(ζ), ζ ∈ σ′

1 èëè ζ ∈ σ′
2, çàïèøåì

äëÿ W∗(ζ):

K W+
∗ (ζ) + K W

+

∗ (ζ)

K + K
=f0(ζ)−

K W0(ζ) + K W 0(ζ)

K + K
, ζ ∈ σ′

1, (2.13)

|K |2(W+
∗ (ζ)−W

+

∗ (ζ))

i(K + K )
=const−|K |2(W0(ζ)−W 0(ζ))

i(K + K )
, ζ ∈ σ′

2.

(2.14)
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Â ñëó÷àå íàïîðíîé �èëüòðàöèè (|∇p| >> ρΠ), êîãäà äàâëåíèå p0
ïîñòîÿííî, òî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìîæíî ïîëîæèòü f0(ζ) = const
è íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ñóæäåíèé âûáðàòü const = 0 (f0(ζ) = 0).
Âûáåðåì â óñëîâèè (2.14) const = 0. Òîãäà óñëîâèÿ (2.13) è (2.14)

çàïèøåì

K W+
∗ (ζ) + K W ∗(ζ) = −K W0(ζ)− K W 0(ζ), ζ ∈ σ′

1, (2.13′)

W+
∗ (ζ)−W

+

∗ (ζ) = −W0(ζ) +W 0(ζ), ζ ∈ σ′
2. (2.14′)

Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë âîçìóùåíèé W∗(ζ) íå èìååò îñîáûõ òî-
÷åê â áåñêîíå÷íîñòè, ïîñêîëüêó çàäàííûå îñîáûå òî÷êè òå÷åíèÿ

(â òîì ÷èñëå è â áåñêîíå÷íîñòè) âõîäÿò â êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

W0(ζ). Ïîýòîìó ïîòðåáóåì, ÷òîáûW∗(ζ) óäîâëåòâîðÿë â áåñêîíå÷íî-
ñòè óñëîâèÿì âèäà (2.8), ò. å.

Re[K W∗(ζ)] = O(|ζ|−1),

|∇Re[K W∗(ζ)]| = O(|ζ|−2) ïðè |ζ| → ∞.
(2.15)

Åñëè ãðóíò êóñî÷íî-àíèçîòðîïåí, òî êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû òå-

÷åíèé â îáëàñòÿõ D ′
1 è D ′

2 ïðåäñòàâèì àíàëîãè÷íî (2.12) â âèäå

Wν(ζ) =W0(ζ) +W∗(ζ), ζ ∈ Dν , ν = 1, 2. (2.16)

Òîãäà óñëîâèå (2.10) äëÿ W∗(ζ) çàïèøåì

W+
∗ (ζ)−λW+

∗ (ζ)−(1−λ)W−
∗ (ζ) = −λ[W0(ζ)−W 0(ζ)], ζ ∈ Γ′. (2.17)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì îñíîâíûå çàäà÷è �èëüòðàöèè äëÿ êîì-

ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà âîçìóùåíèé W∗(ζ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëè-

òè÷åñêîé �óíêöèåé â îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ êðàåâûå çà-

äà÷è ñîñòîÿò â îòûñêàíèèW∗(ζ), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.13) è
(2.14) (èëè, â ÷àñòíîñòè, (2.13

′
) è (2.14

′
)). Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ çàêëþ-

÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè W∗(ζ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (2.17). Åñ-

ëè îáëàñòü òå÷åíèÿ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, òî W∗(ζ)
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü òàêæå óñëîâèÿì (2.15).

3. �åøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ óäàåòñÿ íàéòè â êîíå÷íîì âèäå

äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ãðàíèöàìè â �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z ÿâëÿþòñÿ
ïðÿìàÿ è ýëëèïñ. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè z ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ

(θ0 � óãîë íàêëîíà ïðÿìîé ê îñè Ox):

z = eiθ0 (y = x tg θ0). (3.1)
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Ýòà ïðÿìàÿ ïðè ïåðåõîäå íà ïëîñêîñòü ζ ïðåîáðàçóåòñÿ ñîãëàñíî (2.1)
â ïðÿìóþ (ϑ0 � óãîë íàêëîíà ïðÿìîé ê îñè Oξ):

ζ = eiϑ0 (η = ξ tgϑ0), (3.2)

ïðè÷åì

tgϑ0 =
b+ (1− a) tg θ0
1 + a+ b tg θ0

,

a = Reµ =
K22 −K11

K22 +K11 + 2
√

D(Ks)
,

b = Imµ = − K12 +K21

K22 +K11 + 2
√

D(Ks)
.

Ñâÿæåì ñ ïðÿìîé (3.2) ñèñòåìó êîîðäèíàò Oξ1η1 . Ïåðåéäåì íà

ïëîñêîñòü ζ1 = ξ1 + iη1, èñïîëüçóÿ êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî-
âîðîòà íà óãîë ϑ0:

ζ1 = ζe−iϑ0 (3.3)

è çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé (3.2) â êîîðäèíàòàõ ξ1, η1: ξ1 ∈
(−∞,∞), η1 = 0 (îñü àáñöèññ ïëîñêîñòè ζ1).

�åøåíèå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò

Òåîðåìà 1 (�èëüòðàöèîííàÿ òåîðåìà ñîïðÿæåíèÿ íà ïðÿìîé).

Ïóñòü òå÷åíèå â àíèçîòðîïíîì îäíîðîäíîì ãðóíòå ïðîíèöàåìîñòè

K = (Kij), i, j = 1, 2, D(K) = |Kij | > 0 îïèñûâàþò íà ïëîñêîñòè z
îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ϕ0(z) è �óíêöèÿ òîêà ψ0(z) êîòîðûå èìåþò
îñîáûå òî÷êè âñþäó â ýòîé ïëîñêîñòè çà èñêëþ÷åíèåì ïðÿìîé (3.1),
äåëÿùåé ýòó ïëîñêîñòü íà ÷àñòè (îáëàñòè) D1 è D2. Ýòî òå÷åíèå îïè-

ñûâàåò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W0(ζ)
âèäà (2.11), îñîáûå òî÷êè êîòîðîãî ðàñïîëàãàþòñÿ â ÷àñòÿõ (îáëà-

ñòÿõ) D ′
1 è D ′

2, ñîïðÿãàþùèõñÿ âäîëü ïðÿìîé (3.2). Ïîëàãàåì, ÷òî
W0(ζ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

W0(ζ) =W01(ζ) +W02(ζ), (3.4)

ãäå �óíêöèè W01(ζ) è W02(ζ) èìåþò îñîáûå òî÷êè ñîîòâåòñòâåííî â
D ′

1 è D ′
2. Ïðè÷åì

W0(ζ) = O(|ζ|−1) ïðè |ζ| → ∞. (3.5)

Òîãäà òå÷åíèå â îáëàñòÿõ D1 è D2, ïðîíèöàåìîñòè ãðóíòà â êîòîðûõ

K1 è K2 (Kν = kνK, K = (Kij), i, j = 1, 2, kν > 0 � ïîñòîÿííûå,
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ν = 1, 2) îïèñûâàþò êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû

W1(z) =W0(ζ1)− λ
[
W02(ζ1)−W01(ζ1)

]
, z ∈ D1,

W2(z) =W0(ζ1) +
λ(1− λ)

1− λ

[
W01(ζ1)−W02(ζ1)

]
, z ∈ D2,

(3.6)

ãäå ζ1 = (z + µz)e−iϑ0
.

⊳ Ïî óñëîâèþ òåîðåìû W01(ζ) è W02(ζ) èìåþò îñîáûå òî÷-

êè â îáëàñòÿõ D ′
1 è D ′

2 ïëîñêîñòè ζ. Ïîýòîìó �óíêöèè W01(ζ) è

W02(ζ) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â îáëàñòÿõ D ′
2 è D ′

1. Â ñâÿçàí-

íîé ñ ïðÿìîé (3.2) ñèñòåìå êîîðäèíàò Oξ1η1 îáëàñòè D ′
2 è D ′

1 ñî-

ïðÿãàþòñÿ íà ïðÿìîé Γ′ : ξ1 ∈ (−∞,∞), η1 = 0 (îñü àáñöèññ) è

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðõíþþ è íèæíþþ ÷àñòè ïëîñêîñòè ζ1. Òî÷êè
ζ1 = ξ1 + iη1 ∈ D ′

1 è ζ1 = ξ1 − iη1 ∈ D ′
2 çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íû îòíî-

ñèòåëüíî Γ′ : ξ ∈ (−∞,∞), η1 = 0. Àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè W01(ζ1),
ζ1 ∈ D ′

2 èW02(ζ1), ζ1 ∈ D ′
1 ïðîäîëæèì ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòè D ′

1 è

D ′
2. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñèììåòðèè ïîëó÷èì àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè

W01(ζ1), ζ1 ∈ D ′
1 è W02(ζ1), ζ1 ∈ D ′

2. Òîãäà êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

âîçìóùåíèé W∗(ζ1) â îáëàñòÿõ D1 è D2, ïðîíèöàåìîñòè ãðóíòà â êî-

òîðûõ K1 è K2 (Kν = kνK, ν = 1, 2) ïðåäñòàâèì â âèäå

W∗(ζ1) =




A
[
W02(ζ1)−W01(ζ1)

]
, ζ1 ∈ D ′

1,

B
[
W01(ζ1)−W02(ζ1)

]
, ζ1 ∈ D ′

2.
(3.7)

Çäåñü A è B � âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå

íàõîäèì óäîâëåòâîðÿÿ (3.7) óñëîâèþ (2.17) íà ãðàíèöå Γ′ : ζ1 ∈
(−∞,∞), η = 0. Ó÷èòûâàÿ (3.4) è W+

0ν(ζ1) = W−
0ν(ζ1) = W0ν(ζ1),

W+
0ν(ζ1) =W−

0ν(ζ1) =W0ν(ζ1), ν = 1, 2, ζ ∈ Γ′
, èìååì ðàâåíñòâî

[
(1 +A)λ− (1− λ)B

]
[W01(ξ1, 0)−W 02(ξ1, 0)]−

−(A+ λ)
[
W 01(ξ1, 0)−W02(ξ1, 0)

]
= 0, ξ1 ∈ (−∞,∞).

Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âî âñåõ òî÷êàõ ãðàíèöû Γ′ : ξ1 ∈
(−∞,∞), η1 = 0 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà |λ| < 1. Â ñèëó íåïðå-

ðûâíîñòèW0ν(ζ1), ν = 1, 2 íà ýòîé ãðàíèöåW01(ξ1, 0)−W 02(ξ1, 0) 6= 0,
W 01(ξ1, 0)−W02(ξ1, 0) 6= 0, ξ1 ∈ (−∞,∞) ýòî ðàâåíñòâî îáðàòèòüñÿ â
òîæäåñòâî, åñëè ïîñòîÿííûå

A = −λ, B = λ(1 − λ/(1− λ)).
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Òîãäà êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë âîçìóùåíèé (3.7) ïðèíèìàåò âèä

W∗(ζ1) =




−λ
[
W02(ζ1)−W01(ζ1)

]
, ζ1 ∈ D ′

1,

λ(1−λ)
(1−λ))

[
W01(ζ1)−W02(ζ1)

]
, ζ1 ∈ D ′

2.
(3.8)

Ïî óñëîâèþ (3.5) W0(ζ1) = O(|ζ1|−1) ïðè |ζ1| → ∞. Ïîýòîìó êîì-

ïëåêñíûé ïîòåíöèàë (3.8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.15). Ïîäñòàâ-

ëÿÿ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë (3.8) â (2.16) è ó÷èòûâàÿ (2.1), (3.3),

èìååì èñêîìûå êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû (3.6). ⊲

�åøåíèå ïåðâîé è âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è âûðàæàåò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü òå÷åíèå â àíèçîòðîïíîì îäíîðîäíîì ãðóíòå

ïðîíèöàåìîñòè K = (Kij), i, j = 1, 2, D(K) = |Kij | > 0 îïèñûâàþò
íà ïëîñêîñòè z îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ϕ0(z) è �óíêöèÿ òîêà ψ0(z),
îñîáûå òî÷êè êîòîðûõ ðàñïîëàãàþòñÿ â îáëàñòè D , îãðàíè÷åííîé

ïðÿìîé (3.1). Ýòî òå÷åíèå îïèñûâàåò íà ïëîñêîñòè ζ êîìïëåêñíûé ïî-
òåíöèàë W0(ζ), îñîáûå òî÷êè êîòîðîãî ðàñïîëàãàþòñÿ â îáëàñòè D ′

,

îãðàíè÷åííîé ïðÿìîé (3.2), ïðè÷åì

W0(ζ) = O(|ζ|−1) ïðè |ζ| → ∞. (3.9)

Òîãäà òå÷åíèå â îáëàñòè D , ïðîíèöàåìîñòü ãðóíòà â êîòîðîé òà æå

K = (Kij), i, j = 1, 2 è ýòà îáëàñòü îãðàíè÷åíà ïðÿìîé (3.1), ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ãðàíèöåé âîäîåìà σ1 èëè íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé σ2, îïèñû-
âàåò êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

W (z) =W0(ζ1)−
K

K
W0(ζ1), z ∈ D (3.10)

èëè

W (z) =W0(ζ1) +W0(ζ1), z ∈ D , (3.11)

ãäå

ζ1 = (z + µz)e−iϑ0 , K =
√

D(Ks)− i
√

D(Ka).

⊳ Ôóíêöèÿ W0(ζ1), ζ1 = ξ1 + iη1 ∈ D ′
àíàëèòè÷åñêàÿ âñþ-

äó â îáëàñòè D ′
. Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû âîçìóùåíèé W∗(ζ1) =

−K

K
W0(ζ1) è W∗(ζ1) = W0(ζ1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.13

′
) íà

σ′
1 : ξ1 ∈ (−∞,∞), η1 = 0 è óñëîâèþ (2.14

′
) íà σ′

2 : ξ1 ∈ (−∞,∞),
η1 = 0, à òàêæå ïðè ó÷åòå (3.9) óñëîâèÿì â áåñêîíå÷íîñòè (2.15). ⊲
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Ïóñòü òåïåðü íà ïëîñêîñòè z ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ (α, β �

åãî ïîëóîñè, θ ∈ [0, 2π]):

z =
α+ β

2
eiθ +

α− β

2
e−iθ (x = α cos θ, y = β sin θ) . (3.12)

Ýòîìó ýëëèïñó ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ (2.1) ñîîòâåòñòâóåò íà ïëîñ-

êîñòè ζ îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (ϑ ∈ [0, 2π]):

ζ = eiϑ (ξ = cosϑ, η = sinϑ) , (3.13)

ïðè÷åì

tgϑ =
bα+ (1− a)β tg θ

(1 + a)α+ bβ tg θ
.

Ïðè |µ| < 1 âíåøíÿÿ D1 è âíóòðåííÿÿ D2 (ïî îòíîøåíèþ ê ýë-

ëèïñó) ÷àñòè ïëîñêîñòè z ïåðåõîäèò âî âíåøíþþ D ′
1 è âíóòðåííþþ

D ′
2 (ïî îòíîøåíèþ ê îêðóæíîñòè) ÷àñòè ïëîñêîñòè ζ.

�åøåíèå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ âûðàæàåò

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà ñîïðÿæåíèÿ íà ýëëèïñå). Ïóñòü òå÷åíèå â

àíèçîòðîïíîì îäíîðîäíîì ãðóíòå ïðîíèöàåìîñòè K = (Kij), i, j =
1, 2 D(K) = |Ki,j | > 0 îïèñûâàþò íà ïëîñêîñòè z îáîáùåííûé ïîòåí-
öèàë ϕ0(z) è �óíêöèÿ òîêà ψ0(z), êîòîðûå èìåþò îñîáûå òî÷êè âñþäó
â ýòîé ïëîñêîñòè çà èñêëþ÷åíèåì ýëëèïñà (3.12), äåëÿùåé ýòó ïëîñ-
êîñòü íà ÷àñòè (îáëàñòè) D1 (âíå ýëëèïñà) è D2 (âíóòðè ýëëèïñà).
Íà ïëîñêîñòè ζ ýòî òå÷åíèå îïèñûâàåò êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàëW0(ζ)
âèäà (2.11), îñîáûå òî÷êè êîòîðîãî ðàñïîëàãàþòñÿ ïðè |µ| < 1 â ÷à-
ñòÿõ (îáëàñòÿõ) D ′

1 (âíå îêðóæíîñòè) è D ′
2 (âíóòðè îêðóæíîñòè),

ñîïðÿãàþùèõñÿ íà îêðóæíîñòè (3.13). Ïîëàãàåì, ÷òî W0(ζ) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

W0(ζ) =W01(ζ) +W02(ζ), (3.14)

ãäå �óíêöèè W01(ζ) è W02(ζ) èìåþò îñîáûå òî÷êè â îáëàñòÿõ D ′
1 è

D ′
2 è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

W01(ζ) = O(|ζ|) ïðè |ζ| → 0, W02 = O(|ζ|−1) ïðè |ζ| → ∞. (3.15)

Òîãäà òå÷åíèÿ â îáëàñòÿõ D1 è D2, ïðîíèöàåìîñòè ãðóíòà â êîòîðûõ

K1 è K2 (Kν = kνK, K = (Kij), i, j = 1, 2, kν > 0 � ïîñòîÿííûå,
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ν = 1, 2) îïèñûâàþò êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû

W1(z) =W0(ζ)− λ

[
W02(ζ)−W01(

1

ζ)

]
, z ∈ D1,

W2(z) =W0(ζ) +
λ(1 − λ)

1− λ

[
W01(ζ)−W02(

1

ζ)

]
, z ∈ D2,

(3.16)

ãäå ζ = z + µz.

⊳ Ïî óñëîâèþ òåîðåìû �óíêöèè W01(ζ) è W02(ζ) èìåþò îñî-

áûå òî÷êè â îáëàñòÿõ D ′
2 è D ′

1 (âíå è âíóòðè îêðóæíîñòè åäèíè÷-

íîãî ðàäèóñà). Ïîýòîìó �óíêöèè W01(ζ) è W02(ζ) ÿâëÿþòñÿ àíàëè-
òè÷åñêèìè â îáëàñòÿõ D ′

1 è D ′
2. Ê ýòèì �óíêöèÿì ïðèìåíèì ïðèí-

öèï ñèììåòðèè (ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè) îòíîñèòåëüíî îêðóæíî-

ñòè Γ′ : |ζ| = 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êå ζ ∈ D ′
1 ñîîòâåòñòâóåò òî÷-

êà 1/ζ ∈ D ′
2, ïðîäîëæèì àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè W01(ζ), ζ ∈ D ′

2 è

W02(ζ), ζ ∈ D ′
1 ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòè D ′

1 è D ′
2. Ïîëó÷èì àíàëè-

òè÷åñêèå �óíêöèè W01(1/ζ), ζ ∈ D ′
1 è W02(1/ζ), ζ ∈ D ′

2.

Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû âîçìóùåíèéW∗(ζ) â îáëàñòÿõ D ′
1 è D ′

2,

ïðîíèöàåìîñòè ãðóíòà â êîòîðûõ K1 è K2 (Kν = kνK, K = (Kij),
i, j = 1, 2, kν > 0 � ïîñòîÿííûå, ν = 1, 2) èùåì â âèäå

W∗(ζ) =




A1

[
W02(ζ1)−W01(

1
ζ
)
]
, ζ1 ∈ D ′

1,

A2

[
W01(ζ1)−W02(

1
ζ
)
]
, ζ1 ∈ D ′

2.
(3.17)

Çäåñü A1 è A2 � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íàõîäèì

óäîâëåòâîðÿÿ (3.17) óñëîâèþ (2.5) íà îêðóæíîñòè Γ′ : |ζ| = 1.
Òàê êàê íà îêðóæíîñòè ζζ = 1 è W+

0ν(ζ) = W−
0ν(ζ) = W0ν(ζ),

W+
0ν(ζ) =W−

0ν(ζ) =W0ν(ζ), òî èìååì ðàâåíñòâî

[
(1 +A1)λ− (1− λ)A2

] [
W01(ζ) −W02(ζ)

]
−

− (A1 + λ)
[
W01(ζ) −W02(ζ)

]
= 0, ζ ∈ Γ′ : |ζ| = 1.

Ïîñêîëüêó �óíêöèè W0ν(ζ) ν = 1, 2, íåïðåðûâíû íà îêðóæíîñòè, òî

íà íåéW01(ζ)−W02(ζ) 6= 0,W01−W02 6= 0. Òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
îáðàòèòñÿ â òîæäåñòâî, åñëè

A1 = −λ, A2 = λ(1 − λ)/(1− λ).
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Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû âîçìóùåíèé ïðèìóò

âèä

W∗(ζ) =




−λ
[
W02(ζ1)−W01(

1
ζ
)
]
, ζ1 ∈ D ′

1,

λ(1−λ)
1−λ

[
W01(ζ1)−W02(

1
ζ
)
]
, ζ1 ∈ D ′

2.
(3.18)

Â ñèëó (3.15) êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû (3.18) óäîâëåòâîðÿþò â

áåñêîíå÷íîñòè óñëîâèÿì (2.15). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîìïëåêñíûå ïîòåí-

öèàëû â (2.16) è ó÷èòûâàÿ ïðåîáðàçîâàíèå (2.10) èìååì èñêîìûå êîì-
ïëåêñíûå ïîòåíöèàëû (3.16). ⊲

�åøåíèå ïåðâîé è âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé

ãðàíèöû âûðàæàåò

Òåîðåìà 4. Ïóñòü òå÷åíèå â àíèçîòðîïíîì îäíîðîäíîì ãðóíòå

ïðîíèöàåìîñòè K = (Kij), i, j = 1, 2, D(K) = |Kij | > 0 îïèñûâà-

þò íà ïëîñêîñòè z îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ϕ0(z) è �óíêöèÿ òîêà

ψ0(z), îñîáûå òî÷êè êîòîðûõ ðàñïîëàãàþòñÿ â îáëàñòè D , âíå èëè

âíóòðè ýëëèïñà (3.12). Ýòî òå÷åíèå îïèñûâàåò íà ïëîñêîñòè ζ êîì-
ïëåêñíûé ïîòåíöèàë W0(ζ), îñîáûå òî÷êè êîòîðîãî ðàñïîëàãàþòñÿ â
îáëàñòè D ′

, (ïðè |µ| < 1 âíå èëè âíóòðè îêðóæíîñòè (3.13)). Ïðè÷åì
ýòîò êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

W0(ζ) = O(|ζ|) ïðè |ζ| → 0, (3.19)

êîãäà åãî îñîáûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû âíå îêðóæíîñòè, è óñëîâèþ

W0(ζ) = O(|ζ|−1) ïðè |ζ| → ∞, (3.20)

åñëè åãî îñîáûå òî÷êè ëåæàò âíóòðè îêðóæíîñòè. Òîãäà òå÷åíèå â îá-

ëàñòè D 
 òîé æå ïðîíèöàåìîñòüþ ãðóíòà K = (Kij) è îãðàíè÷åííîé
ýëëèïñîì (3.12), ÿâëÿþùèìñÿ ãðàíèöåé âîäîåìà σ1 èëè íåïðîíèöàå-
ìîé ãðàíèöåé σ2, îïèñûâàåò êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

W (z) =W0(ζ)−
K

K
W0

(
1

ζ

)
, z ∈ D (3.21)

èëè

W (z) =W0(ζ) +W0

(
1

ζ

)
, z ∈ D , (3.22)

ãäå ζ = z + µz, K =
√

D(Ks)− i
√

D(Ka).

15 Çàêàç �1149
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⊳ Åñëè W0(ζ) èìååò îñîáûå òî÷êè â D ′
1 |ζ| > 1 (èëè â D ′

2 (|ζ| <
1)), òî ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè

|ζ| = 1 �óíêöèÿ W0(1/ζ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D ′
2 (èëè

D ′
1). Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû âîçìóùåíèé W∗(ζ) = −K

K
W0

(
1
ζ

)
è

W∗(ζ) = W0

(
1
ζ

)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.13

′
) íà σ1 : |ζ| = 1 è

(2.14

′
) íà σ2 : |ζ| = 1 è â ñèëó óñëîâèé (3.19) è (3.20) îòâå÷àþò

óñëîâèÿì â áåñêîíå÷íîñòè (2.15). ⊲

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (1.11), èç ïîëó÷åííûõ êîìïëåêñíûõ ïîòåí-

öèàëîâ òå÷åíèé íåòðóäíî íàéòè îáîáùåííûå ïîòåíöèàëû è �óíêöèè

òîêà ýòèõ òå÷åíèé. Ýòè êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ïðèíèìàþò èçâåñò-

íû âèä [1℄ â ÷àñòíîì ñëó÷àå îðòîòðîïíîãî ãðóíòà (K12 = K21).

Ïîëó÷åííûå â êîíå÷íîì âèäå ðåøåíèÿ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè-

÷åñêèìè ìîäåëÿìè çàäà÷ ïðàêòèêè ðàçðàáîòêè íå�òåíîñíûõ (âîäî-

íîñíûõ) ïëàñòîâ ãðóíòà ñëîæíîé ãåîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ìîãóò

ñëóæèòü â êà÷åñòâå òåñòîâûõ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ñ áîëåå ñëîæ-

íûìè ãðàíèöàìè.
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Î ÊÂÀÄ�ÀÒÓ�ÍÛÕ ÔÎ�ÌÓËÀÕ ÄËß

ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÈÍÒÅ��ÀËÎÂ

Ë. Þ. Ïëèåâà

�àññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòóðíûå �îðìóëû ïîñòðîåííûå Ä. �. Ñàíèêèäçå.

Âû÷èñëÿþòñÿ óçëû è êîý��èöèåíòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ äàííûõ

êâàäðàòóðíûõ �îðìóë. Ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà óçëîâ è êîý��èöèåíòîâ äëÿ

íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, êàê èçâåñòíî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ èíòåãðàëà íà ñëó÷àé íåîãðàíè-

÷åííûõ �óíêöèé è �óíêöèé, çàäàííûõ íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå

èíòåãðèðîâàíèÿ. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå

âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è åãî ïðèëîæåíèé. Íà-

ïðèìåð, â òåîðèè ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé (öèëèíäðè÷åñêèõ �óíêöèé,

îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è äð.) è ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ êðàå-

âûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ìîæåò áûòü ïðåîá-

ðàçîâàí â ñîáñòâåííûé ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èëè

çàìåíû ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå. Ïîëó÷èâøèéñÿ ïðè ýòîì èíòåãðàë

ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë.

Ñ òàêèì ïðèåìîì âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ìû âñòðå-

÷àåìñÿ ó À. Í. Êðûëîâà. Òàêèì îáðàçîì, ñíà÷àëà ìû óáåæäàåìñÿ â

ñóùåñòâîâàíèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, à ïîòîì ïóòåì ïðåîáðàçî-

âàíèé îáåñïå÷èâàåì âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìî-

ùüþ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë.

�àññìîòðèì òåïåðü ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ f(x), êîòîðàÿ
íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå [a, b], à ïðîèçâîäíàÿ îò íåå íå îãðàíè÷å-
íà â êàêîé-íèáóäü òî÷êå, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â [a, b] èëè íàõîäèòñÿ
â îêðåñòíîñòè îäíîãî èç êîíöîâ ýòîãî ïðîìåæóòêà. Íàëè÷èå îñîáåí-

íîñòåé ó ïðîèçâîäíûõ îò f(x) äåëàåò êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó ïî÷òè

íåïðèãîäíîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàæå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, òàê

êàê îñòàòî÷íûé ÷ëåí çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ. ×òîáû çàìåíèòü èí-

òåãðàë êîíå÷íîé ñóììîé ïîëåçíî îáðàòèòüñÿ ê ïðèåìó âûäåëåíèÿ

îñîáåííîñòåé Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à [1℄. Ýòîò ïðèåì ñîñòîèò â ïîñòðî-

åíèè ýëåìåíòàðíîé �óíêöèè (èíòåãðèðîâàíèå â êîíå÷íîì ñìûñëå)
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èìåþùåé òå æå îñîáåííîñòè ÷òî è ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ. Âû-

÷èòàÿ èç ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ýòó âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ,

ìû ïîëó÷èì �óíêöèþ, íåïðåðûâíóþ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíû-

ìè.

�àññìîòðèì âîïðîñ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ âèäà

1∫

−1

|x|αf(x) dx (α > −1), (1)

è

1∫

−1

xβf(x) dx, (2)

ãäå ÷èñëî β òàêîå, ÷òî (−x)β = −xβ è f(x) êàê â èíòåãðàëå (1) òàê è
â (2) èìååò ïðîèçâîäíûå äî îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòàòî÷íîãî [2℄ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èí-

òåãðàëîâ (1) è (2) Ä. �. Ñàíèêèäçå [3℄ ïîñòðîèë êâàäðàòóðíûå �îð-

ìóëû âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè, êîòîðûå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå îò

�óíêöèè f(x).
�àññìîòðèì ñïåðâà èíòåãðàë (1), êîòîðûé ìîæíî ñâåñòè ê âèäó

1∫

0

xα[f(x) + f(−x)] dx. (3)

Ïðåäñòàâèì f(x) + f(−x) èíòåðïîëÿöèîííîé �îðìóëîé [3℄

f(x) + f(−x) =
m∑

ν=1

x2pHν(x)

x2pν Hν(xν)
[f(xν) + f(−xν)]+

+2

p−1∑

s=0

[
x2s −

m∑

ν=1

x2pHν(x)

x2p−2s
ν Hν(xν)

]
f (2s)(0)

(2s)!
+R,

(4)

ãäå

R = 2x2p
m∏

k=1

(x2 − x2k)f(±x, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2p−1

,±x1, . . . ,±xm),

Hν(x) =
m∏

k=1
k 6=ν

(x2 − x2k), Hν(xν) =
m∏

k=1
k 6=ν

(x2ν − x2k).
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Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà

1∫

−1

|x|αf(x) dx =

m∑

ν=1

Aν(α)[f(xν ) + f(−xν)]+

+

p−1∑

s=0

Bs(α)f
(2s)(0) +Rm,p(α),

(5)

ãäå

Aν(α) =
1

x2pν Hν(xν)

1∫

0

x2p+αHν(x) dx,

Bs(α) =
2

(2s)!

[
1

2s+ α+ 1
−

m∑

ν=1

x2sν Aν(α)

]
,

Rm,p(α)=2

1∫

0

x2p+α
m∏

k=1

(x2 − x2k)f(±x, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2p−1

,±x1, . . . ,±xm) dx. (6)

Ïîëàãàÿ

ψ(x) = f(x, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2p−1

,±x1, . . . ,±xm),

ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü, âõîäÿùóþ â îñòàòîê (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

ψ(x) − ψ(−x)
2x

.

Çàìåíèì ψ(x) − ψ(−x) èíòåðïîëÿöèîííîé �îðìóëîé

ψ(x) − ψ(−x) =
m∑

λ=1

xHλ(x)

xλHλ(xλ)
[ψ(xλ)− ψ(−xλ)]+

+2x

m∏

k=1

(x2 − x2k)ψ(±x,±x1, . . . ,±xm).
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Òîãäà

Rm,p(α)=

m∑

λ=1

ψ(xλ)− ψ(−xλ)
xλHλ(xλ)

1∫

0

x2p+α
m∏

k=1
k 6=λ

(x2 − x2k)

m∏

k=1

(x2 − x2k) dx+

+2

1∫

0

x2p+α
m∏

k=1

(x2 − x2k)
2ψ(±x,±x1, . . . ,±xm) dx.

Çàìåòèì, ÷òî óçëû xk íàäî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîá

1∫

0

x2p+α
m∏

k=1
k 6=λ

(x2 − x2k)

m∏

k=1

(x2 − x2k) dx = 0 (λ = 1, 2, . . . ,m). (7)

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå óçëîâ ±xk (k = 1, 2 . . . ,m) ìîæíî
âçÿòü êîðíè ìíîãî÷ëåíà îðòîãîíàëüíîãî ïî âåñó |x|αx2p íà îòðåçêå
[−1, 1] ìíîãî÷ëåíàì áîëåå íèçêîé ñòåïåíè. Ïîñëå ýòîãî îñòàòî÷íûé

÷ëåí ïðèìåò âèä

Rm,p(α) =
2f (4m+2p)(ξ)

(4m+ 2p)!

1∫

0

x2p+α
m∏

k=1

(x2 − x2k)
2 dx.

Â ñòàòüå Ä. �. Ñàíèêèäçå [3℄ íàéäåíû óçëû è êîý��èöèåíòû òîëü-

êî äëÿ ñëó÷àÿ m = 1, p = 2, α = −0, 5, ÷òî íå ïîçâîëÿåò âû÷èñ-

ëèòü èíòåãðàë ñ áîëåå âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè èç-çà îòñóòñòâèÿ

äàëüíåéøèõ çíà÷åíèé óçëîâ è êîý��èöèåíòîâ. Òàêæå íåâîçìîæíî

íàáëþäàòü ïðîöåññ ñõîäèìîñòè.

Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû íàéòè óçëû è êîý��è-

öèåíòû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé m, p, α, äëÿ äàííîé êâàäðàòóðíîé
�îðìóëû (5).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ [4℄ ìîæíî (7)

çàìåíèòü ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé

1∫

0

x2p+αx2(λ−1)
m∏

k=1

(x2 − x2k) dx = 0 (λ = 1, 2, . . . ,m). (8)
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ìû ïîëó÷èì �îðìóëû Âèåòà. Òàêèì

îáðàçîì, íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ îáûêíîâåííîãî àëãåáðàè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñòåïåíè m

zm +

m∑

k=1

Ckm(−1)kzm−k
k∏

j=1

2p+ α+ 1 + 2(m− j)

2p+ α+ 1 + 2(2m− j)
= 0, z = x2. (9)

�àññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë (2). Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé (2) ñâåäåòñÿ ê âèäó

1∫

0

xβ [f(x)− f(−x)] dx. (10)

Àíàëîãè÷íî (4) çàìåíèì �óíêöèþ f(x) − f(−x) èíòåðïîëÿöèîí-
íîé �îðìóëîé

f(x)− f(−x) =
m∑

ν=1

x2p+1Hν(x)

x2p+1
ν Hν(xν)

[f(xν)− f(−xν)]+

+2

p−1∑

s=0

[
x2s+1 −

m∑

ν=1

x2p+1Hν(x)

x2p−2s
ν Hν(xν)

]
f (2s+1)(0)

(2s+ 1)!
+R,

(11)

ãäå

R = 2x2p+1
m∏

k=1

(x2 − x2k)f(±x, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2p

,±x1, . . . ,±xm),

Hν(x) =

m∏

k=1
k 6=ν

(x2 − x2k), Hν(xν) =

m∏

k=1
k 6=ν

(x2ν − x2k).

Äëÿ (2) Ñàíèêèäçå Ä. �. [3℄ ïîëó÷èë ñëåäóþùóþ êâàäðàòóðíóþ �îð-

ìóëó

1∫

−1

xβf(x) dx =

m∑

ν=1

Aν(β)[f(xν )− f(−xν)]+

+

p−1∑

s=0

Bs(β)f
(2s+1)(0) + Rm,p(β),

(12)
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ãäå

Aν(β) =
1

x2p+1
ν Hν(xν)

1∫

0

x2p+β+1Hν(x) dx,

Bs(β) =
1

(2s+ 1)!

[
1

2s+ β + 2
−

m∑

ν=1

x2s+1
ν Aν(β)

]
,

Rm,p(β)=2

1∫

0

x2p+β+1
m∏

k=1

(x2−x2k)f(±x, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2p

,±x1, . . . ,±xm) dx.

(13)

Ïðîèçâîäÿ íàä îñòàòêîì ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðà-

çîâàíèþ îñòàòêà (6) ìû ïîëó÷èì

Rm,p(β) =
2f (4m+2p+1)(ξ)

(4m+ 2p+ 1)!

1∫

0

x2p+β+1
m∏

k=1

(x2 − x2k)
2 dx,

à óçëû xk íàäî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîá âûïîëíÿëîñü

1∫

0

x2p+β+1
m∏

k=1
k 6=λ

(x2 − x2k)
m∏

k=1

(x2 − x2k) dx = 0 (λ = 1, 2, . . . ,m). (14)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óçëîâ è êîý��èöèåíòîâ êâàäðàòóðíîé �îðìó-

ëû (12), ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Çàìåíèì (14) ýêâèâà-

ëåíòíîé ñèñòåìîé

1∫

0

x2p+β+1x2(λ−1)
m∏

k=1

(x2 − x2k) dx = 0 (λ = 1, 2, . . . ,m). (15)

Â ðåçóëüòàòå íàøà çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

zm +

m∑

k=1

Ckm(−1)kzm−k
k∏

j=1

2p+ β + 2 + 2(m− j)

2p+ β + 2 + 2(2m− j)
= 0, z = x2.

(16)
Ïðèâåäåì òàáëèöû óçëîâ è êîý��èöèåíòîâ äëÿ èíòåãðàëîâ (1)

(Òàáëèöà 1) è (2) (Òàáëèöà 2):
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Òàáëèöà 1

n = 15, p = 1, α = 0, 3 :

x21 = 0, 011175275415023884; x22 = 0, 041651489334569913;

x23 = 0, 090126991328675226; x24 = 0, 154695136976357063;

x25 = 0, 232819211027106951; x26 = 0, 321430293099468214;

x27 = 0, 417047590764903837; x28 = 0, 515915123749491963;

x29 = 0, 614149252179085399; x210 = 0, 707891231073854983;

x211 = 0, 793458797303320907; x212 = 0, 867490850613385895;

x213 = 0, 927079619882217558; x214 = 0, 969885623969374609;

x215 = 0, 994237346872398426;

A1(α) = 0, 050646686798108881; A2(α) = 0, 060436143614543334;

A3(α) = 0, 066045655358452500; A4(α) = 0, 069004916145947633;

A5(α) = 0, 069882275906828336; A6(α) = 0, 068971959004005437;

A7(α) = 0, 066468697019180986; A8(α) = 0, 062529403044334900;

A9(α) = 0, 057299084561964187; A10(α) = 0, 050922705357816994;

A11(α) = 0, 043550643282994943; A12(α) = 0, 035340873685450647;

A13(α) = 0, 026459399336948905; A14(α) = 0, 017080176791978562;

A15(α) = 0, 007395123392391896;

B0(α) = 0, 034394051859642183.

Òàáëèöà 2

n = 14, p = 2, β = −0, 2 :

x21 = 0, 026066156335847908; x22 = 0, 070164598926785157;

x23 = 0, 131858601168828580; x24 = 0, 208634546013532806;

x25 = 0, 297334641505365641; x26 = 0, 394305854795653435;

x27 = 0, 495553267638829311; x28 = 0, 596905381141123051;

x29 = 0, 694186228423859883; x210 = 0, 783387542427550437;

x211 = 0, 860833991651120527; x212 = 0, 923334785719905084;
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x213 = 0, 968315937392276611; x214 = 0, 993934520379808362;

A1(β) = 0, 154607063560933259; A2(β) = 0, 131112390004582066;

A3(β) = 0, 117548544402075304; A4(β) = 0, 106668916115350171;

A5(β) = 0, 096768408581168855; A6(β) = 0, 087212975355121562;

A7(β) = 0, 077717883686386067; A8(β) = 0, 068146699947383496;

A9(β) = 0, 058437081217787344; A10(β) = 0, 048568001832452263;

A11(β) = 0, 038543314692720858; A12(β) = 0, 028382696275258596;

A13(β) = 0, 018116813153986465; A14(β) = 0, 007795676221802446;

B0(β) = 0, 018515160831818772; B1(β) = 0, 000008903584480755.
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1

À. Â. Ïñõó

Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äè��óçèîííî-âîë-

íîâîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà�

Íåðñåñÿíà.

1. Ââåäåíèå. �àññìîòðèì äè��óçèîííî-âîëíîâîå óðàâíåíèå

∂α

∂yα
u(x, y)−∆xu(x, y) = f(x, y), (1)

ãäå ∆x =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

� îïåðàòîð Ëàïëàñà, x = (xi) ∈ Rn; ÷åðåç
∂α

∂yα

îáîçíà÷åíà äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà α ñ íà÷àëîì â òî÷êå y = 0,
ïîíèìàåìàÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñìûñëîâ: ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà�

Ëèóâèëëÿ,

∂α

∂yα = Dα
0y; ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî,

∂α

∂yα = ∂α0y; îïåðàòîð

äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà�Íåðñåñÿíà,

∂α

∂yα = Dα
.

Ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α ñ íà÷àëîì â òî÷êå y =
η îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [1, ñ. 9℄

Dα
ηyg(y) = (sign(y − η))p

(
∂

∂y

)p
Dα−p
ηy g(y). (2)

Ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì [1, ñ. 11℄

∂αηyg(y) = (sign(y − η))pDα−p
ηy

(
∂

∂y

)p
g(y). (3)

Â �îðìóëàõ (2) è (3) ÷èñëî p ∈ N âûáðàíî èç óñëîâèÿ p− 1 < α 6 p;
D0
ηyg(y) = g(y),

Dµ
ηyg(y) =

sign(y − η)

Γ (−µ)

y∫

η

g(t)(y − t)−µ−1dt, µ < 0,

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò � 06-01-96625.



236 Ïñõó À. Â.

� äðîáíûé èíòåãðàë �èìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà−µ ñ íà÷àëîì â òî÷-
êå y = η.

Îïåðàòîð äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà�Íåðñåñÿíà

ïîðÿäêà α =
m∑
k=0

γk − 1, àññîöèèðîâàííûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

{γ0, γ1, . . . , γm}, γk ∈ (0; 1], k = 0,m, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [2℄

Dαg(y) ≡ D{γ0,γ1,...,γm}
ηy g(y) = Dγm−1

ηy Dγm−1
ηy · · ·Dγ1

ηyD
γ0
ηyg(y). (4)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â (4) â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {γk}m0
âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α−m+ 1, 1, . . . , 1}, òî ìû ïîëó÷èì ïðî-

èçâîäíóþ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ: D
{α−m+1,1,...,1}
ηy = Dα

ηy, α ∈ (m − 1,m].
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {γk}m0 = {1, . . . , 1, α−m+1} ñîîòâåòñòâóåò ïðî-
èçâîäíàÿ Êàïóòî: D

{1,...,1,α−m+1}
ηy = ∂αηy

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (2) è (3), åñëè p ∈ N, òî äëÿ ïðî-

èçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ è ïðîèçâîäíîé Êàïóòî èìåþò ìåñòî ðà-

âåíñòâà Dp
ηyg(y) = ∂pηyg(y) = signp(y − η)(dp/dyp)g(y). Ïîýòîìó ïðè

α = 1 óðàâíåíèå (1) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äè��óçèè, à ïðè α = 2
ñ âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïî-

ðÿäêà âîçíèêàþò â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷-

íûå ïðîöåññû â ñðåäàõ ñ �ðàêòàëüíîé ãåîìåòðèåé (ñì., íàïðèìåð, [1,

ãë. 5℄).

Îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ (1), ìîæíî

íàéòè â [3℄.

Â äàííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

óðàâíåíèÿ (1). �åçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì

Äæðáàøÿíà�Íåðñåñÿíà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíå-

íèé ñ ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ è ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïîëó-

÷àþòñÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I = {x = (xi) ∈ Rn :
ai < xi < bi}, B = ∂I × (0;T ), D = I × (0;T ).

�åãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

D
{γ0,...,γm}
0y u(x, y)−∆xu(x, y) = f(x, y), (5)

â îáëàñòè D íàçîâåì �óíêöèþ u = u(x, y) òàêóþ, ÷òî y1−γ0u(x, y) ∈
C(D̄), D

{γ0,...,γr}
0y u(x, y) ∈ C(D ∪ {x ∈ S, y = 0}), 0 6 r 6 m− 1,

uxixi
(x, y), D

{γ0,...,γm}
0y u(x, y) ∈ C(D), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíå-

íèþ (5) âî âñåõ òî÷êàõ (x, y) ∈ D.
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Ñ�îðìóëèðóåì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (5).

Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u = u(x, y) óðàâíåíèÿ (5) â
îáëàñòè D, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

lim
y→0

D
{γ0,...,γk}
0y u(x, y) = τk(x), 0 6 k 6 m− 1, x ∈ I; (6)

u
∣∣
B
= 0. (7)

3. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî β =
α/2, α ∈ (0; 2). �àññìîòðèì �óíêöèþ [4℄

Γα,n (x, y) = Cn y
β(2−n)−1fβ(|x|y−β ;n− 1, β(2− n)), n ∈ N,

ãäå Cn = 2−nπ(1−n)/2
,

fβ(z;µ, δ) =





2
Γ(µ/2)

∞∫
1

φ (−β, δ;−zt) (t2 − 1)µ/2−1dt, µ > 0,

φ (−β, δ;−z) , µ = 0,

φ (−β, δ; z) =
∞∑

n=0

zn

n!Γ (δ − βn)

� �óíêöèÿ �àéòà [5, 6℄.

Äëÿ �óíêöèè Γα,n (x, y) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïóñòü 0 6 η < y 6 T ; ξ, x ∈ Rn, ζ ∈ R. Ôóíêöèÿ

Γα,n (x− ξ, y − η) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(
Dα
ηy −∆x

)
Dζ
ηyΓα,n (x− ξ, y − η) = 0, (8)

íà ìíîæåñòâå {|x− ξ| > 0, η < y} êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ x è y, è
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(
Dα
yη −∆ξ

)
Dζ
yηΓα,n (x− ξ, y − η) = 0

êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ ξ è η.
2. Ïóñòü D = Rn × (0;T ), µ ∈ R, h(x) ∈ C (Rn), è �óíê-

öèÿ h(x) ïðè |x| → ∞ ðàñòåò íå áûñòðåå, ÷åì exp
(
σ|x|1/(1−β)

)
,

σ < (1− β) (β/T )β/(1−β). Òîãäà

Dµ
0y

∫

Rn

h(ξ)Dζ
0yΓα,n (x− ξ, y) dξ =

=

∫

Rn

h(ξ)Dµ+ζ
0y Γα,n (x− ξ, y) dξ ∈ C(D), ζ < α,

(9)
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∂2

∂x2i

∫

Rn

h(ξ)Dζ
0yΓα,n (x− ξ, y) dξ ∈ C(D), i = 1, n, (10)

∆x

∫

Rn

h(ξ)Dζ
0yΓα,n (x− ξ, y)dξ =

=

∫

Rn

h(ξ)∆xD
ζ
0yΓα,n (x− ξ, y) dξ − h(x)y−ζ−1

Γ (−ζ) .

(11)

Â ñëó÷àå, åñëè ζ 6∈ N ∪ {0} è n > 2, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ (10) è (11)

äîïîëíèòåëüíî òðåáóåì, ÷òîáû �óíêöèÿ h(x) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ
�åëüäåðà.

3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ = ζ(k, r) =
∑r

i=k+1 γi < α, µk =
∑k

i=0 γi.
Ïóñòü �óíêöèÿ h(x) â íåêîòîðîé îáëàñòè Q ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì: h(x) íåïðåðûâíà, åñëè r 6 k; óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëü-

äåðà ñ ïîêàçàòåëåì q > ζ/β, åñëè ζ ∈ (0;β); h(x) èìååò ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå (∂/∂xi)h(x), i = 1, n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ �åëü-

äåðà ñ ïîêàçàòåëåì q > (ζ − β)/β, åñëè ζ ∈ [β;α). È ïóñòü �óíêöèÿ

h(x) ðàñòåò ïðè |x| → ∞ íå áûñòðåå exp
(
ρ|x|1/(1−β)

)
äëÿ íåêîòîðîãî

ρ > 0. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ Q ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
y→0

D
{γ0,γ1,...,γr}
0y

∫

Rn

h(ξ)Dα−µk

0y Γα,n (x− ξ, y) dξ =

{
h(x), k = r,
0, k 6= r.

(12)

Ïðè ýòîì, ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíî-

æåñòâå Q.
4. Ïóñòü Ω = Rn × (0;T ), �óíêöèÿ f(x, y) òàêîâà, ÷òî:

y1−µf(x, y) ∈ C(D̄), µ > 1− γm; f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëü-

äåðà ïî ïåðåìåííîé x

|f(x, y)− f(ξ, y)| 6 const ·yµ−1|x− ξ|q, q ∈ (0; 1];

äëÿ {y ∈ (0;T )} èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

f(x, y) 6 const ·yµ−1 exp
(
σ|x|1/(1−β)

)
, σ < (1− β)

(
β

T

)β/(1−β)
.

Òîãäà äëÿ �óíêöèè

F (x, y) =

y∫

0

∫

Rn

f(ξ, η)Γα,n (x− ξ, y − η) dξ dη
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èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

lim
y→0

D
{γ0,...,γk}
0y F (x, y) = 0,

D
{γ0,...,γk}
0y F (x, y) ∈ C(Ω̄), k = 0,m− 1;

(13)

D
{γ0,...,γm}
0y F (x, y),

∂2

∂x2i
F (x, y) ∈ C(Ω); (14)

(
D

{γ0,...,γm}
0y −∆x

)
F (x, y) = f(x, y). (15)

4. �åøåíèå çàäà÷è. Êàê è âûøå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç β =

α/2, µk =
k∑
i=0

γi. Íàïîìíèì, ÷òî γk ∈ (0; 1], α =
m∑
k=0

γk − 1, α ∈ (0; 2).

Äàëåå ÷åðåç Ck,ε áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, ïðè-

íàäëåæàùèõ Ck, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k êîòîðûõ óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì ε.
Äëÿ k 6 m− 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç

ζk =

m−1∑

i=k+1

γi.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ∗k (x) è f
∗(x, y) íå÷åòíûå ïðîäîëæåíèÿ τk(x) è

f(x, y) ñ îòðåçêà I íà Rn:

τ∗k (x) = τk(x), f∗(x, y) = f(x, y), x ∈ I, (16)

τ∗k (x+2(bj−xj)ej) = −τ∗k (x), f∗(x+2(bj−aj)ej , y) = −f∗(x, y), (17)

÷åðåç ej îáîçíà÷åíû åäèíè÷íûå îðòû, ej = (eji), eji = δji, δji �
ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1) γm + γ0 > 1;
2) τk|∂I = 0, τk ∈ C

(
Ī
)
, 0 6 k 6 m− 1;

3) τm−1 ∈ C0,ε (I), ε > 0, åñëè γm 6= 1 è n > 2;
4) τk ∈ C0,ε (I), ε > ζk

β , åñëè ζk < β, è τk ∈ C1,ε (I), ε > ζk−β
β , åñëè

β 6 ζk < α, 0 6 k 6 m− 2;
5) y1−µf(x, y) ∈ C(D̄), µ > 1 − γm, è �óíêöèÿ y1−µf(x, y)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà ïî ïåðåìåííîé x. Òîãäà �óíêöèÿ
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u = u(x, y), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

u(x, y) =

m−1∑

k=0

∫

Rn

τ∗k (ξ)D
α−µk

0y Γα,n (x− ξ, y) dξ + F (x, y),

ãäå

F (x, y) =

y∫

0

∫

Rn

f∗(ξ, η)Γα,n (x− ξ, y − η) dξ dη, (18)

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5) â îáëàñòè D, è óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6) è (7).
⊳ Èç (13)�(15) ñëåäóåò, ÷òî F (x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ (5), ïðè÷åì

lim
y→0

D
{γ0,...,γk}
0y F (x, y) = 0, x ∈ R

n, k = 0,m− 1. (19)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

uk =

∫

Rn

τ∗k (ξ)D
α−µk

0y Γα,n (x− ξ, y) dξ, 0 6 k 6 m− 1.

Ñîîòíîøåíèÿ (10) è (11) äîêàçûâàþò, ÷òî (∂2/∂x2i )uk ∈ C(D),

∆xuk =

∫

Rn

τk(ξ)∆xD
α−µk

0y Γα,n (x− ξ, y) dξ−

− yµk−α−1

Γ (µk − α)

[
D

{γ0,...,γk}
0y uk

]
y=0

.

(20)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

D
{γ0,...,γm}
0y uk = Dα

0yuk −
m−1∑

i=0

yµi−α−1

Γ (µi − α)

[
D

{γ0,...,γi}
0y uk

]
y=0

,

è ñîîòíîøåíèÿ (9) è (12) ïîëó÷àåì

D
{γ0,...,γm}
0y uk =

∫

Rn

τk(ξ)D
α
0yD

α−µk

0y Γα,n (x− ξ, y) dξ−

− yµk−α−1

Γ (µk − α)

[
D

{γ0,...,γk}
0y uk

]
y=0

.
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Âìåñòå ñ (8) è (20) ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî

∑
uk ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5).

Âûïîëíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé (6) ñëåäóåò èç (12) è (19). Çà-

ìåòèì, ÷òî óñëîâèå ζk < α, òðåáóåìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ (12), îáåñ-

ïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì γ0 + γm > 1. Âûïîëíåíèå êðàåâûõ óñëîâèé (7)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íå÷åòíîñòè �óíêöèé τ∗k (x), f

∗(x, y) ïî êàæäîé
èç êîîðäèíàò ïåðåìåííîé x. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóþò ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ è ïðîèçâîäíûìè Êàïóòî.

Òåîðåìà 2.Ïóñòüm−1 < α 6 m,m ∈ {1, 2}, τk|∂I = 0, τk ∈ C
(
Ī
)
,

0 6 k 6 m − 1, è, â ñëó÷àå m = 2, τ0 ∈ C1,ε (I), ε > (1 − β)/β;
y1−µf(x, y) ∈ C(D̄), µ > 0, �óíêöèÿ y1−µf(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ �åëüäåðà ïî ïåðåìåííîé x. Òîãäà �óíêöèÿ u = u(x, y), îïðåäå-
ëåííàÿ ðàâåíñòâîì

u(x, y) =
m−1∑

k=0

∫

Rn

τ∗k (ξ)
∂m−k−1

∂ym−k−1
Γα,n (x− ξ, y) dξ + F (x, y), (21)

â îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Dα
0yu(x, y)−∆xu(x, y) = f(x, y),

è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (7) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

lim
y→0

Dα−m+k
0y u(x, y) = τk(x), 0 6 k 6 m− 1, x ∈ I.

16 Çàêàç �1149

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m − 1 < α 6 m, m ∈ {1, 2}, τk|∂I = 0, τk ∈
C
(
Ī
)
, 0 6 k 6 m − 1, τm−1 ∈ C0,ε

(
Ī
)
, ε > 0, â ñëó÷àå n > 1; è,

â ñëó÷àå m = 2, τ0 ∈ C1,ε (I), ε > (1 − β)/β; y1−µf(x, y) ∈ C(D̄),
µ > m−α, �óíêöèÿ y1−µf(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà ïî

ïåðåìåííîé x. Òîãäà �óíêöèÿ u = u(x, y), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

u(x, y) =
m−1∑

k=0

∫

Rn

τ∗k (ξ)D
α−k−1
0y Γα,n (x− ξ, y) dξ + F (x, y), (22)

â îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

∂α0yu(x, y)−∆xu(x, y) = f(x, y),
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óäîâëåòâîðÿþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì (7) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

lim
y→0

∂k

∂yk
u(x, y) = τk(x), 0 6 k 6 m− 1, x ∈ I.

Â ðàâåíñòâàõ (21) è (22) τ∗k (x), f
∗(x, y) è F (x, y) îïðåäåëÿþòñÿ ñ

ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (16)�(18).
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È Å�Î ÏÎÄÚÅÌÀ ÏÎ ÊÀÍÀËÓ ÂÓËÊÀÍÀ

�àäèîíîâ À. À.

Îïèñàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî ìîäåëèðîâàíèþ

ñâîéñòâ ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, õàðàê-

òåðíûõ äëÿ ìàãìàòè÷åñêîé êàìåðû. Êðîìå òîãî, îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ïîä-

õîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ïîäúåìå ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà ïî êàíàëó âóë-

êàíà, îñîáåííî àêòóàëüíîé ïðè êàòàñòðî�è÷åñêèõ âóëêàíè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ.

Ìàãìàòè÷åñêàÿ êàìåðà, ðàñïîëîæåííàÿ ïîä âóëêàíè÷åñêîé ïî-

ñòðîéêîé, ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì âñåõ ðèñêîâ, ñâÿçàííûõ ñ âóëêàíè÷å-

ñêîé àêòèâíîñòüþ. Ïåðâè÷íûé ìàíòèéíûé ðàñïëàâ, ïîäíèìàþùèéñÿ

ê çåìíîé ïîâåðõíîñòè, âçàèìîäåéñòâóåò ñ âìåùàþùåé ïîðîäîé è ìå-

íÿåò ñâîé õèìè÷åñêèé ñîñòàâ [1℄. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ìàãìàòè-

÷åñêîé äè��åðåíöèàöèåé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåâðàùåíèé èäåò îò

óëüòðàîñíîâíûõ áàçàëüòîâûõ ìàãì, îòíîñèòåëüíîå ñîäåðæàíèå êðåì-

íèÿ â êîòîðûõ ìåíåå 45%, â ïåðåñ÷åòå íà SiO2, â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ

ñîäåðæàíèÿ êðåìíèÿ â êèñëûõ è óëüòðàêèñëûõ ðàñïëàâàõ, ãäå âåñî-

âîå ñîäåðæàíèå SiO2 ïðåâûøàåò 65%.

Ïî ìåðå äè��åðåíöèàöèè èç áàçàëüòîâûõ îáðàçóþòñÿ ðàñïëà-

âû àíäåçèòîâîãî, äàöèòîâîãî, ðèîëèòîâîãî è ò. ä. ñîäåðæàíèÿ, êàæ-

äûé èç êîòîðûõ îáëàäàåò ñâîéñòâåííûìè åìó �èçèêî-õèìè÷åñêèìè

ñâîéñòâàìè. �àññìîòðèì âàæíåéøèå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ðàñïëà-

âîâ, èçó÷åííûå â ýêñïåðèìåíòàõ ñ èçâåðãíóòûìè ïîðîäàìè. Çäåñü

íåîáõîäèìî îòìåòèòü íåâîçìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííûõ èçìåðåíèé â

ïðèðîäíûõ óñëîâèÿõ, çà íåáîëüøèìè èñêëþ÷åíèÿìè ñëó÷àåâ ýêñòðó-

çèâíûõ èçâåðæåíèé, ïîçâîëÿþùèõ íàáëþäàòü íåïîñðåäñòâåííî âûòå-

êàþùóþ ëàâó. Ñ ýòèì ñâÿçàíû ñëîæíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè âîñïðî-

èçâåäåíèè â ýêñïåðèìåíòå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé ïðè êîòîðûõ

íàõîäÿòñÿ â ïðèðîäíûõ óñëîâèÿõ ìàãìàòè÷åñêèå ðàñïëàâû. Îäíàêî

äàííûå, ïîëó÷åííûå â ýêñïåðèìåíòàõ, ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþò óñëî-

âèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè íàèáîëåå îïàñíûõ âóëêàíè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà ñóùåñòâåííî çàâè-

ñÿò îò õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà, òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è ñîäåðæàíèÿ

ðàñòâîðåííûõ ëåòó÷èõ (â îñíîâíîì ýòî H2O è CO2, ñîäåðæàíèå êî-

òîðûõ ìîæåò ïðåâûøàòü 5%).
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Ïëîòíîñòü ðàñïëàâà çàâèñèò, ãëàâíûì îáðàçîì, îò åãî õèìè÷å-

ñêîãî ñîñòàâà è óìåíüøàåòñÿ îò áàçàëüòîâûõ (2600÷2900 êã/ì3
) ê

êèñëûì ñîñòàâàì (2200÷2400 êã/ì3
). Çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû

è äàâëåíèÿ, èçâåñòíàÿ êàê ρ = ρ0 (1 + (p− p0) /β + α (T − T0)), ãäå
β ≈ 1011, êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ α ≈ 10−5

, â

ñëó÷àå ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Êðîìå òîãî,

ïëîòíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ñîäåðæàíèÿ êðèñòàëëè÷å-

ñêîé ìàññû â ðàñïëàâå.

Òåìïåðàòóðà ðàñïëàâà ìåíÿåòñÿ â ñâÿçè ñ ïðîöåññàìè îñòûâà-

íèÿ â ìàãìàòè÷åñêîé êàìåðå, ñâÿçàííûìè òàêæå ñ ïðîöåññàìè äè�-

�åðåíöèàöèè è äëÿ ìàãì ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé íàèáîëåå òèïè÷-

íûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû òåìïåðàòóð: äëÿ áàçàëüòîâ

1000÷1200 ◦
Ñ, äëÿ àíäåçèòîâ 950÷1200 ◦

Ñ, äëÿ äàöèòîâ 800÷1100 ◦
Ñ,

äëÿ ðèîëèòîâ 700÷900 ◦
Ñ.

Ïîíèìàíèå ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè ìàãìàòè÷åñêîãî

ðàñïëàâà îò òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è ñîäåðæàíèÿ ëåòó÷èõ ÿâèëîñü

êëþ÷åâûì �àêòîðîì ïðè îáúÿñíåíèè äèíàìèêè ìíîãèõ âóëêàíè÷å-

ñêèõ èçâåðæåíèé. Îñîáåííî ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè ðàñïëàâà

îáíàðóæèâàåòñÿ îò òåìïåðàòóðû è îò ñîäåðæàíèÿ ëåòó÷èõ (ïðåèìó-

ùåñòâåííî âîäû), à èìåííî ïðè óìåíüøåíèè òåìïåðàòóðû è ñîäåðæà-

íèÿ ðàñòâîðåííîé âîäû âÿçêîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî [2,

3℄. Äëÿ çàäàííîãî ñîäåðæàíèÿ âîäû è ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ âû-

ïîëíÿåòñÿ àððåíèóñîâñêàÿ çàâèñèìîñòü: ëîãàðè�ì âÿçêîñòè îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëåí òåìïåðàòóðå:

µ = µ0 exp

(
E0
µ (1− kµc)

RT

)
,

ãäå Eµ = E0
µ (1− kµc) � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè âÿçêîãî òå÷åíèÿ, E0

µ �

ýíåðãèÿ àêòèâàöèè ¾ñóõîãî¿ ðàñïëàâà, kµ � ýìïèðè÷åñêèé êîý��è-

öèåíò, µ0 = 10−4,5
� ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü, R � óíè-

âåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, c � ñîäåðæàíèå ëåòó÷èõ. Âåëè÷è-

íà E0
µ ìåíÿåòñÿ îò 1, 75×105 äëÿ áàçàëüòîâûõ ðàñïëàâîâ äî âåëè÷èíû

3, 045×105 äëÿ ðèîëèòîâûõ ðàñïëàâîâ [4, 5℄. Ýìïèðè÷åñêèé êîý��è-
öèåíò kµ = 6 äëÿ áàçàëüòîâûõ ðàñïëàâîâ è kµ = 11 äëÿ ðèîëèòîâûõ.
Â ýêñïåðèìåíòàõ [6℄ óêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ çàâèñèìîñòü ñïðàâåäëè-

âà òîëüêî ïðè ñîäåðæàíèÿõ ðàñòâîðåííûõ ëåòó÷èõ ìåíüøå ðàâíîâåñ-

íîãî, à ïðè áîëüøèõ ñîäåðæàíèÿõ íåîáõîäèì äîïîëíèòåëüíûé ó÷åò

ðàñòâîðåííîé ìîëåêóëÿðíîé âîäû. Â ðàáîòàõ [7�9℄ ïðèâåäåíà ýêñïå-
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ðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè ðàñïëàâà ðèîëèòîâîãî ñîñòàâà

îò òåìïåðàòóðû è ñîäåðæàíèÿ ëåòó÷èõ â âèäå:

lg µ = −3, 545 + 0, 833 ln c+
9601− 2368 ln c

T − (195, 7 + 32, 25 ln c)
,

lgµ = 0, 2911 + 0, 833 ln c− 1304 + 2368 ln c

T − 344, 2− 32, 25 ln c
,

ñì. [7, 8, 9℄.

Â ðàáîòàõ [10�12℄ îòìå÷àåòñÿ íåíüþòîíîâñêîå ïîâåäåíèå ìàãìà-

òè÷åñêîãî ðàñïëàâà. Òàêîå ïîâåäåíèå ñâÿçûâàåòñÿ ñ âÿçêèì ðàçîãðå-

âîì ïðè ñäâèãîâîì äâèæåíèè ðàñïëàâà � ÷åì áîëüøå ñêîðîñòü ñäâè-

ãà, òåì ñèëüíåå ïðîèñõîäèò ðàçîãðåâ è òåì áîëåå óìåíüøàåòñÿ âÿç-

êîñòü ðàñïëàâà. Ââîäèòñÿ õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè ε̇r, õà-
ðàêòåðèçóþùàÿ îòêëèê æèäêîñòè íà äå�îðìèðóþùåå âîçäåéñòâèå.

Ïðè ìàëåíüêèõ ñêîðîñòÿõ äå�îðìàöèè ε̇ ≪ ε̇r ðàñïëàâ íàõîäèòñÿ â
ïîëíîñòüþ ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íüþòîíîâñêîé

æèäêîñòè. Ïðè ε̇ ≈ ε̇r ðàñïëàâ ñòàíîâèòñÿ ¾ðàçæèæàþùèìñÿ ïðè

ñäâèãå¿ ñ çàâèñèìîñòüþ âÿçêîñòè îò ñêîðîñòè äå�îðìàöèè. Ïðè âû-

ñîêèõ ñêîðîñòÿõ äå�îðìàöèè ε̇≫ ε̇r íàðóøàòñÿ ñòðóêòóðà ðàñïëàâà
è âÿçêîñòü ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Âÿçêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ â áåçðàçìåð-

íîì âèäå êàê µ /µrel , ãäå µrel � íüþòîíîâñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè,

µ � èçìåðåííàÿ âÿçêîñòü. Äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà òåìïåðàòóð è

êîìïîçèöèé ðàñïëàâîâ íàéäåíà îáùàÿ çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè îò áåç-

ðàçìåðíîé ñêîðîñòè ñäâèãà:

µ /µrel = (1 + µrelε̇ /σ∞ )
−1
,

ãäå σ∞ ∝ µ0,24
rel � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé â ðàñïëàâå ìîäóëü ñäâèãà,

ε̇ � ñêîðîñòü äå�îðìàöèè.

Ïðè ñíèæåíèè òåìïåðàòóðû ðàñïëàâà íèæå òåìïåðàòóðû ëèêâè-

äóñà â íåì íà÷èíàåò ðàñòè êðèñòàëëè÷åñêàÿ ìàññà. Â ðàáîòàõ [13,

14℄ îòìå÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè ðàñïëàâà îò ñîäåðæàíèÿ â

íåì êðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Èçìåíåíèå âÿçêîñòè ó÷èòûâàåò-

ñÿ ïîïðàâî÷íûì êîý��èöèåíòîì θ (β) ê âÿçêîñòè µm (c, T ) ëèøåí-
íîãî êðèñòàëëîâ ðàñïëàâà: µ (c, T ) = θ (β)µm (c, T ) , log (θ (β) /θ0 ) =
arctg (ε (β − β∗)) + π /2 , ãäå β � îáúåìíîå ñîäåðæàíèå êðèñòàëëè-

÷åñêîé �àçû. Êîý��èöèåíòû èìåþò çíà÷åíèÿ θ0 = 1, 4, ε = 8, 6,
β∗ = 0, 69.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî êîëè÷åñòâà ðàñòâî-

ðåííîé â ðàñïëàâå âîäû cH èñïîëüçóåòñÿ çàêîí �åíðè â âèäå: cH =
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KHp
n
, ãäå KH � ïîñòîÿííàÿ �åíðè, p � äàâëåíèå, n � ïîêàçà-

òåëü ñòåïåíè. Äëÿ ðàñòâîðîâ âîäû â ðàñïëàâàõ áàçàëüòîâîãî òèïà

KH ≈ 6, 8 × 10−8
, n = 0, 5 ÷ 0, 7 [15℄. Äëÿ ðàñòâîðîâ âîäû â êèñëûõ

ðàñïëàâàõ KH ≈ 4, 11 × 10−6
, n = 0, 5 [16℄. Äëÿ ðàñòâîðîâ CO2 â

áàçàëüòîâûõ ðàñïëàâàõ KH ≈ 4, 4× 10−12
, n = 1, 0 [17℄.

Â ðàáîòå [8℄ èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå äëÿ çàêîíà �åíðè ñ ó÷åòîì

çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû â âèäå:

cH = p0,5(0, 4874− 608, 0/T + 489530/T 2)+

+ p(−0, 06062− 135, 6/T − 69200/T 2)+

+ p1,5(0, 00253− 4, 154/T + 1509/T 2).

Íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè [18℄ ïðåäëàãàþò áîëåå òî÷íûå àëãîðèò-

ìû âû÷èñëåíèÿ ðàñòâîðèìîñòè äëÿ ìàãìàòè÷åñêèõ ðàñïëàâîâ ñ ó÷å-

òîì òåìïåðàòóðû è êîìïîçèöèè ðàñïëàâà:

1. Ïðè çàäàííîì äàâëåíèè p (â áàðàõ) è òåìïåðàòóðå (â ◦
Ê) âû-

÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà

k(p, T ) = 5, 0 +K + (ln p)(4, 481× 10−8T 2 − 1, 51× 10−4T − 1, 137)+

+(ln p)2(1, 831× 10−8T 2 − 4, 882× 10−5T + 4, 656× 10−2)+

+ (ln p)3
(
7, 8× 10−3

)
− (ln p)4

(
5, 012× 10−4

)
+

+T
(
4, 754× 10−3 − 1, 621× 10−6T

)
.

2. Âû÷èñëÿåòñÿ ìîëÿðíîå ñîäåðæàíèå âîäû X , èñïîëüçóÿ âû-

ðàæåíèå X = 1/
√
k(p, T ), åñëè X > 0, 5, òîãäà X = 0, 5 +

ln (4 /k (p, T )) /(6, 52− 2667 /T )
3. Âû÷èñëÿåòñÿ ðàñòâîðèìîñòü

cH =
18, 02X

18, 02X + (1−X)W
.

Â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ W è K ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè, çà-

âèñÿùèìè îò êîìïîçèöèè ðàñïëàâà, è âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèìè:

W K

Áàçàíèò 297 0,14

Áàçàëüò 296 0,19

Òîëåèòîâûé áàçàëüò 292 0,24

Àíäåçèò 276 0,17

Äàöèò 265 0,15

�èîëèò 261 0,19
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Ïðè íèçêèõ äàâëåíèÿõ ïîëó÷åííûå èç ýòèõ âûðàæåíèé çíà÷åíèÿ

ðàñòâîðèìîñòè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ çàêîíîì �åíðè, ðàçëè÷èå

ìîæíî îòìåòèòü ïðè äàâëåíèÿõ áîëåå 100 ÌÏà. Îòêëîíåíèÿ îò çà-

êîíà �åíðè âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû.

Èçâåñòíû çíà÷åíèÿ òåïëîåìêîñòè [19℄ äëÿ áàçàëüòîâûõ ðàñïëà-

âîâ: cP = 1, 45 × 103, äëÿ ðàñïëàâîâ ðèîëèòîâîé êîìïîçèöèè cP =
1, 35 × 103. Îñíîâíûì ëåòó÷èì âåùåñòâîì, ðàñòâîðåííûì â ìàãìà-

òè÷åñêîì ðàñïëàâå, ÿâëÿåòñÿ âîäà. Òåïëîåìêîñòü âîäÿíîãî ïàðà èç-

âåñòíà èç ýêñïåðèìåíòîâ [20℄ è ïðè õàðàêòåðíûõ äëÿ ìàãìàòè÷åñêîãî

î÷àãà òåìïåðàòóðàõ è äàâëåíèÿõ ïðèâåäåíà â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1

Òåïëîåìêîñòü âîäÿíîãî ïàðà (êÄæ/êã/Ê)

ïðè ìàãìàòè÷åñêèõ òåìïåðàòóðàõ è äàâëåíèÿõ [20℄

Äàâëåíèå,

ÌÏà

Òåìïåðàòóðà,

◦
Ê

700 800 900 1000 1200 1400 1600 1800

0,1 2,09 2,15 2,22 2,29 2,43 2,58 2,73 3,02

0,5 2,11 2,16 2,23 2,29 2,43 2,58 2,73 2,98

1,0 2,13 2,18 2,24 2,30 2,44 2,58 2,73 2,95

2,0 2,19 2,21 2,26 2,32 2,45 2,59 2,73 2,92

4,0 2,32 2,28 2,30 2,34 2,46 2,59 2,73 2,90

6,0 2,47 2,35 2,34 2,37 2,48 2,60 2,73 2,89

8,0 2,65 2,43 2,39 2,40 2,49 2,61 2,73 2,88

10,0 2,85 2,52 2,44 2,44 2,50 2,62 2,73 2,88

15,0 3,55 2,74 2,57 2,53 2,54 2,65 2,75 2,88

20,0 4,67 3,04 2,71 2,62 2,57 2,67 2,76 2,88

25,0 6,16 3,40 2,86 2,71 2,61 2,69 2,77 2,89

30,0 10,20 3,82 3,03 2,81 2,65 2,72 2,78 2,90

40,0 13,20 4,86 3,39 3,01 2,70 2,77 2,81 2,91

50,0 8,44 5,70 3,90 3,21 2,77 2,81 2,84 2,92

60,0 6,93 6,93 4,19 3,38 2,87 2,86 2,86 2,92

70,0 6,12 6,26 4,62 3,59 2,94 2,91 2,88 2,93

80,0 5,60 6,09 4,77 3,75 3,01 2,96 2,91 2,95

90,0 5,29 5,86 4,85 3,86 3,08 3,00 2,94 2,97

100,0 5,08 5,51 4,88 3,96 3,16 3,05 2,97 2,98

Òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü ðàñïëàâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê κ =
λm /(cV ρm) , ãäå λm � òåïëîïðîâîäíîñòü, cV � òåïëîåìêîñòü ïðè ïî-

ñòîÿííîì îáúåìå, ρm � ïëîòíîñòü ðàñïëàâà. Äëÿ ðàñïëàâîâ áàçàëü-

òîâîãî òèïà íàéäåíà ìàëàÿ çàâèñèìîñòü îò ñîñòàâà [21℄ è åå çíà÷åíèå
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ïðèíèìàåòñÿ κ = 1, 14 × 10−7
[4℄, êèñëûå ìàãìàòè÷åñêèå ðàñïëàâû

èìåþò íåñêîëüêî áîëüøåå çíà÷åíèå κ = 1, 42×10−7
. Â ðàáîòå [22℄ èñ-

ñëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè äëÿ ðèîëèòîâûõ

ðàñïëàâîâ îò òåìïåðàòóðû. Íàéäåíà ñëàáàÿ çàâèñèìîñòü îò òåìïåðà-

òóðû: ñ ðîñòîì ïîñëåäíåé äî 1200

◦
Ê òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü ðàñòåò

îò òèïè÷íîãî çíà÷åíèÿ â κ = 10−6
äî çíà÷åíèÿ κ = 2× 10−6

.

Êîý��èöèåíò äè��óçèè âîäû â ðàñïëàâå ðàçëè÷àåòñÿ â çàâèñè-

ìîñòè îò êîìïîçèöèè ðàñïëàâà è ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûìD = 1, 0×10−8

ì

2
/ñ äëÿ áàçàëüòîâûõ ðàñïëàâîâ, D = 1, 6× 10−12

ì

2
/ñ äëÿ ðèîëèòî-

âûõ ðàñïëàâîâ. Â ýêñïåðèìåíòàõ [23, 24℄ äëÿ ðèîëèòîâûõ ðàñïëàâîâ

óêàçûâàåòñÿ íà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà äè��óçèè îò ñîäåðæà-

íèÿ ðàñòâîðåííûõ ëåòó÷èõ è èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèåD = 2÷3×10−12
.

Â ðàáîòå [4℄ ïðåäëàãàåòñÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà äè��óçèè âî-

äû îò êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðû, ïðè õàðàêòåðíûõ äëÿ ìàãìàòè-

÷åñêîé êàìåðû òåðìîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, â âèäå:

lnD = ln c− b− ED /(RT ) ,

ãäå ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû b = 12, 49, ED = +15200, 0 � äëÿ

áàçàëüòîâûõ ðàñïëàâîâ è b = −12, 574, ED = +87300, 0 � äëÿ ðèî-

ëèòîâûõ ðàñïëàâîâ, c � êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîé âîäû, R � óíè-

âåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, T � òåìïåðàòóðà.

Êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ìàãì

ðàçíûõ êîìïîçèöèé: σ = 0, 36 Í/ì äëÿ áàçàëüòîâûõ, σ = 0, 32 Í/ì
äëÿ ðèîëèòîâûõ ðàñïëàâîâ [4℄. Â ðàáîòå [24℄ äëÿ ðèîëèòîâûõ êîìïî-

çèöèé ðàñïëàâà ïðåäëàãàåòñÿ çíà÷åíèå σ = 0, 06÷ 0, 2 Í/ì è óêàçû-

âàåòñÿ íà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ îò

ñîäåðæàíèÿ ðàñòâîðåííûõ ëåòó÷èõ.

Ìîëÿðíîé òåïëîòîé äåñîðáöèè ÿâëÿåòñÿ òî êîëè÷åñòâî òåïëîòû,

êîòîðîå òåðÿåò ðàñïëàâ ïðè èñïàðåíèè ìîëÿ âîäû (â îáùåì ñëó÷àå

ðàñòâîðåííûõ ëåòó÷èõ). Ýòà òåïëîòà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òåìïå-

ðàòóðû è äàâëåíèÿ. Â ðàáîòå [4℄ ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ýìïèðè÷å-

ñêàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ìîëÿðíîé òåïëîòû äåñîðáöèè âîäû:

∆Hev =

5∑

i=0


(lnP )i

2∑

j=0

kj,iT
i


,

ãäå êîý��èöèåíòû kj,i ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2, ìîëÿðíàÿ òåïëîòà

äåñîðáöèè ∆Hev Äæ/ìîëü, äàâëåíèå P âûðàæåíî â ÌÏà, òåìïåðà-

òóðà T â � K. Ýòà �îðìóëà äàåò îøèáî÷íîå çíà÷åíèå ïðè çíà÷åíèÿõ
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äàâëåíèÿ áëèçêèõ ê íóëåâûì è çíà÷åíèÿõ áîëüøèõ 100 ÌÏà. Äëÿ

ðàñ÷åòà âåëè÷èíû ∆Hev ïðè íèçêèõ çíà÷åíèÿõ äàâëåíèÿ èñïîëüçó-

þòñÿ óðàâíåíèÿ:

d∆Hev

dT
= ∆cP − 4RT

d
(
ln cmoleH2O

)

dT

� äëÿ çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû;

d∆Hev

dP
= ∆cP

T Ṽg
∆Hev

+ Ṽg

(
2 +

T∆cP
∆Hev

)(
∂ (lnKH)

∂ (lnP )

)

T

,

�äëÿ çàâèñèìîñòè îò äàâëåíèÿ, ãäå cmoleH2O
� ðàâíîâåñíàÿ ìîëÿðíàÿ

êîíöåíòðàöèÿ âîäû ïðè çàäàííûõ äàâëåíèè P è òåìïåðàòóðå T , Ṽg �
ìîëÿðíûé îáúåì ãàçîâîé �àçû â ðàñïëàâå, KH � ïîñòîÿííàÿ �åíðè.

Òàáëèöà 2

Êîý��èöèåíòû äëÿ ðàñ÷åòà ∆Hev [4℄

Èíäåêñ i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

j=0 67360 2470 −2349 −1131 259,1 −10,89

j=1 −71,85 −3,534 3,65 1,639 −0,4865 0,02939

j=2 0,02365 0,001744 −0,01594 −0,0006038 0,0001984 −0,0000127

Ñòåêëîâàíèåì íàçûâàåòñÿ äîñòèæåíèå ðàñïëàâîì âÿçêîñòè ïî-

ðÿäêà 1012 Ïà·ñ. Òåïëîòà ñòåêëîâàíèÿ, òî åñòü ïîãëîùàåìîå ïðè ñòåê-
ëîâàíèè òåïëî, èçó÷åíà òîëüêî äëÿ ðàñïëàâîâ ðèîëèòîâîãî ñîñòàâà

[19℄ è ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé 7, 15 × 103 Äæ/êã, ïðè ýòîì òåìïåðàòó-

ðà ñòåêëîâàíèÿ ðàâíà 1075

◦
K, à òåìïåðàòóðíûé èíòåðâàë ñòåêëî-

âàíèÿ � 20 ãðàäóñîâ [4℄. Äëÿ áàçàëüòîâûõ ðàñïëàâîâ äîñòèæåíèå

òàêîé âÿçêîñòè âîçìîæíî ïðè òåìïåðàòóðàõ ïîðÿäêà 550

◦
K, îäíàêî

ïðîöåññ êðèñòàëëèçàöèè áàçàëüòîâîãî ðàñïëàâà çàêîí÷èòñÿ çàäîëãî

äî äîñòèæåíèÿ ýòîé òåìïåðàòóðû.

Ïðè ïàäåíèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ â ìàãìàòè÷åñêîé êàìåðå ðàñ-

ïëàâ, ñîãëàñíî çàêîíó �åíðè, ñòàíîâèòñÿ ïåðåíàñûùåííûì ðàñòâî-

ðåííûìè ëåòó÷èìè, â ðåçóëüòàòå íà÷èíàåòñÿ êèïåíèå ðàñïëàâà. Â

ñâÿçè ñ áîëüøèìè è âîçðàñòàþùèìè ïðè äåãàçàöèè çíà÷åíèÿìè âÿç-

êîñòè, îáðàçîâàâøèåñÿ ïóçûðüêè íå ñïîñîáíû âñïëûâàòü íàâåðõ è

ðàñïëàâ ñ ðàñòóùèìè ïóçûðüêàìè ïîäíèìàåòñÿ ê ïîâåðõíîñòè çåì-

ëè êàê öåëîå. Îá ýòîì æå ñâèäåòåëüñòâóåò èçó÷åíèå ìàãìàòè÷åñêèõ

ïåìç. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü
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ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîäúåìà ðàñïëàâà ÿ÷åèñòûå ìîäåëè ðîñòà ïó-

çûðüêîâ [4, 7, 23℄. Íåêîòîðûå àâòîðû [7, 8℄ ïðèíèìàþò ìîäåëü ðîñòà

ïóçûðüêà â áåñêîíå÷íîé ñðåäå, ïðè ýòîì îòáðàñûâàåòñÿ âëèÿíèå ñî-

ñåäíèõ ÿ÷ååê íà ðîñò ïóçûðüêà. Îòëè÷èÿ òàêèõ ìîäåëåé îò ÿ÷åèñòîé

ìîäåëè íà ðàííèõ ýòàïàõ ðîñòà íå ñóùåñòâåííî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðèì ìîäåëü, ïðåäñòàâëåííóþ â ðàáî-

òå [4℄, ó÷èòûâàþùóþ òåìïåðàòóðíûå èçìåíåíèÿ â ïðîöåññå ïîäúåìà

ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà ïî êàíàëó âóëêàíà. Ïî ìåðå ðàññìîòðåíèÿ

áóäåì îòìå÷àòü âîçìîæíûå óïðîùåíèÿ è äîïóùåíèÿ, èñïîëüçóåìûå

ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè. Îñíîâíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè, ïðèíÿòûìè â

ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.

�àññìàòðèâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêàÿ ÿ÷åéêà ðàäèóñîì S0 ≈ N
−1/3
0 . Êî-

ëè÷åñòâî ñ�åðè÷åñêèõ ÿ÷ååê íà åäèíèöó îáúåìà ðàñïëàâà, ïðèíèìà-

åòñÿ ðàâíûì N0 ≈ 1013÷1014, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäåíèÿì ÷èñëà

ïóçûðüêîâ â èçâåðãíóòûõ ïîðîäàõ. Â öåíòðå ÿ÷åéêè ðàñïîëîæåí îá-

ðàçîâàâøèéñÿ ïóçûðåê íà÷àëüíîãî ðàäèóñà a0. Îáå âåëè÷èíû S0 è a0
ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ìîäåëè, è èõ èçìåíåíèÿ âëèÿþò íà ïîëó÷àå-

ìûå ðåçóëüòàòû [4, 5℄. Èñïîëüçóåòñÿ ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

ñ íà÷àëîì â öåíòðå ïóçûðüêà. Ñîñåäíèå ÿ÷åéêè ñîïðèêàñàþòñÿ ïðè

r = S0.

�îñò ïóçûðüêà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ åãî ìàññû

âñëåäñòâèå äåãàçàöèè ðàñïëàâà:

d

(
pga

3

Tg

)
= 3

R

Mw
a2D (c, T )ρm

(
∂c

∂r

)

r=a

dt, (1)

ãäå a (t) � ðàäèóñ ïóçûðüêà, pg � äàâëåíèå â ïóçûðüêå, Tg � òåì-

ïåðàòóðà ïàðà â ïóçûðüêå, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ,

Mw � ìîëÿðíàÿ ìàññà ïàðîâ âîäû, D = D (c, T ) � êîý��èöèåíò

äè��óçèè ëåòó÷èõ (â äàííîì ñëó÷àå âîäû), â ðàñïëàâå, ρm � ïëîò-

íîñòü ðàñïëàâà, c � ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ ëåòó÷èõ â ðàñïëàâå, T �

òåìïåðàòóðà ðàñïëàâà, t � âðåìÿ.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ìàññà mg ïàðîâ âîäû â ïóçûðüêå ñâÿçàíà ñ

äàâëåíèåì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ pgVg = M−1
w mgRTg, Vg � îáúåì

ïóçûðüêà. Â ðàáîòå [23℄ ñðàâíèâàëèñü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Âàí-äåð-

Âààëüñà è Ìåíäåëååâà-Êëàéïåðîíà è ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 15%.

�ðàäèåíò (∂c /∂r )r=a íà ãðàíèöå ïóçûðüêà âû÷èñëÿåòñÿ èç ðåøå-
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íèÿ óðàâíåíèÿ äè��óçèè ðàñòâîðåííîé â ðàñïëàâå âîäû:

∂c

∂t
+ vr

∂c

∂r
=

1

r2
∂

∂r

(
D (c, T ) r2

∂c

∂r

)
, (2)

êîòîðîãî äëÿ ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíîå c (r, 0) = c0, r > a è ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ: (∂c /∂r )r=S = 0, c (a, t) = (Khpg)
1/n

.

Çäåñü vr = vaa
2
/
r2 � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ðàñïëàâà âîêðóã ðàñ-

òóùåãî ñî ñêîðîñòüþ va ïóçûðüêà.
�àâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîé âîäû íà ãðàíèöå ïó-

çûðüêà îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàêîíó �åíðè èç äàâëåíèÿ ãàçà â ïóçûðüêå.

Âåëè÷èíû Khè n â çàêîíå �åíðè çàâèñÿò îò êîìïîçèöèè ðàñïëàâà.
Ñêîðîñòü ðîñòà ïóçûðüêà îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì �ýëåÿ�Ëàìáà:

pg − pf =
2σ

a
− 4va

a
µav, µav (t) =

3

S3 − a3

S∫

a

r2µ (r, t) dr, (3)

ãäå pf � äàâëåíèå íà âíåøíåé ãðàíèöå ÿ÷åéêè, pg � äàâëåíèå ãàçà

â ïóçûðüêå, σ � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ðàñïëàâà,

µ (r, t) � âÿçêîñòü ðàñïëàâà.

Ïîëíûé âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì ñîõðàíåíû ñëàãàåìûå,

ïðåíåáðåæèìî ìàëûå ïðè áîëüøèõ âÿçêîñòÿõ, íî ìîãóùèå ñòàòü çà-

ìåòíûìè ïðè íèçêèõ çíà÷åíèÿõ âÿçêîñòè ðàñïëàâà [4℄:

pg − pf =
2σ

a
− 4va

a
µav + ρma

dva
dt

(
1− a

S

)
+ ρmv

2
a

(
3

2
− 2

a

S
+

1

2

a4

S4

)
.

Â ðàáîòàõ [5, 7℄ ïðîöåññ ïîäúåìà ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà ñ÷è-

òàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêèì. Ó÷åò ýíåðãåòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ

ðîñòîì ïóçûðüêà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ïðî-

öåññ òå÷åíèÿ â êàíàëå âóëêàíà, îäíàêî ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü íåêîòî-

ðûå çàêîíîìåðíîñòè ðîñòà ïóçûðüêîâ (íàïðèìåð, ýâîëþöèîííûé çà-

êîí ðîñòà ïóçûðüêà â èçîòåðìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ a (t) ∼ t1/2 , à â ìîäå-
ëÿõ ñ ó÷åòîì òåìïåðàòóðû a (t) ∼ log t [4℄).

Òåìïåðàòóðà ãàçà â ïóçûðüêå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

dTg
dt

=
3RTg

pgacPMw

[
ρmcmχ

(
∂T

∂r

)

r=a

− ∆Hev

Mw
Dρm

(
∂c

∂r

)

r=a

+
a

3

dpg
dt

]
,

(4)
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ãäå ïåðâûé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îòâå÷àåò çà òåïëîîáìåí ïàðà

â ïóçûðüêå ñ îêðóæàþùèì ðàñïëàâîì, âòîðîå ñëàãàåìîå îòðàæàåò

ïîòåðþ òåïëà ïðè äåñîðáöèè ïàðà ñ ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, òðåòüå

ó÷èòûâàåò ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ïóçûðüêîì ïðè ðàñøèðåíèè ëèáî

ñæàòèè.

Òåìïåðàòóðà ðàñïëàâà âîêðóã ïóçûðüêà âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíå-

íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

∂T

∂t
+vr

∂T

∂r
=

1

r2
∂

∂r

(
χr2

∂T

∂r

)
+12

µm
ρmcm

v2a
a4

r6
−
(
H ′
vt

cm

dT

dt

)

T<Tvt

, (5)

ãäå χ � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, µm � âÿçêîñòü ðàñ-

ïëàâà. Ê ýòîìó óðàâíåíèþ äîáàâëÿþòñÿ íà÷àëüíîå T (r, 0) = T0,
r > a è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: (∂T /∂r )r=S = 0, T (a, t) = Tg.

Â óðàâíåíèè (5) ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îòðàæàåò òåïëî-

ïðîâîäíîñòü, âòîðîå � äèññèïàòèâíûé íàãðåâ çà ñ÷åò âÿçêîãî ñîïðî-

òèâëåíèÿ ðàñïëàâà, òðåòüå ñëàãàåìîå îòðàæàåò ñêðûòîå òåïëî �àçî-

âûõ ïåðåõîäîâ (ñòåêëîâàíèå èëè êðèñòàëëèçàöèÿ).

Ôðàêöèîííîé êðèñòàëëèçàöèè ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà ïîñâÿ-

ùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò [14, 25, 26℄. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì

ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà ïîäúåìà ðàñïëàâà ïî êàíàëó âóëêàíà èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î êðèñòàëëèçàöèè, êàê î ïîÿâëåíèè â ìíî-

ãî�àçíîé ñðåäå êðèñòàëëè÷åñêîé �àçû [14, 26℄. Â ðàáîòå [26℄ ïîñâÿ-

ùåííîé èçó÷åíèþ ðîñòà êðèñòàëëè÷åñêîé ìàññû â ðàñïëàâå ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû, çàïèñàííîå äëÿ êàíàëà

âóëêàíà, ãäå ó÷òåíî ñëàãàåìîå, îòðàæàþùåå ïîòåðþ òåïëà çà ñ÷åò

äåñîðáöèè âîäû èç ðàñïëàâà â ïóçûðåê, à òàêæå ñëàãàåìîå, ó÷èòû-

âàþùåå �àçîâûé ïåðåõîä â êðèñòàëëè÷åñêîå ñîñòîÿíèå:

dTm
dt

= Ku
dεc
dt

−Ku′
4π

3
N0a

3 dmg

dt
,

çäåñü ÷èñëî Êóòàòåëàäçå äëÿ äåñîðáöèè Ku′ = ∆Hev /(cmT0) , mg �

ìàññà ãàçà â ïóçûðüêå, Ku = L /(cmT0) � ÷èñëî Êóòàòåëàäçå äëÿ

êðèñòàëëèçàöèè, L � òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè. Ñêîðîñòü ðîñòà êðè-

ñòàëëè÷åñêîé ìàññû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

εc =
4π

3
Ncrv

3
crt

3
0




t∫

0

vcrdτ




3

, vcr = ∆T,
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ãäå vcr � ñêîðîñòü ðîñòà êðèñòàëëîâ, ∆T � ïåðåîõëàæäåíèå ðàñïëà-

âà,Ncr � ÷èñëî êðèñòàëëîâ â åäèíèöå îáúåìà. Â ðàáîòå [14℄ ïîäîáíûé

ïîäõîä îáîáùåí íà ñëó÷àé ðîñòà êðèñòàëëîâ ðàçëè÷íûõ ìèíåðàëîâ.

Ìàãìàòè÷åñêèé ðàñïëàâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðèè

ìíîãî�àçíûõ ñðåä êàê äâóõ- èëè òðåõ�àçíàÿ ñðåäà [14, 27, 28℄.

Ïðè òðåõ�àçíîì ðàññìîòðåíèè ïëîòíîñòü ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ = εmρm + εgρg + εcρc, ãäå èíäåêñ m ñîîòâåòñòâóåò æèäêîé �àçå,

èíäåêñ g � ãàçîâîé �àçå, èíäåêñ c �òâåðäîé (êðèñòàëëè÷åñêîé) �à-
çå. Îáúåìíûå ñîäåðæàíèÿ �àç, ò.å. äîëÿ îáúåìà ìíîãî�àçíîé ñðåäû,

çàíèìàåìàÿ �àçîé, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì εm+εg+εc = 1, îáúåìíîå
ñîäåðæàíèå ãàçà â ñìåñè îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ëîêàëüíîé çàäà÷è

î ðîñòå ãàçîâîãî ïóçûðüêà (1�5): εg ≈ 4π (a /S )3 /3 [28℄.

Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ [7, 14℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ¾îäíîæèäêîñòíîå¿

ïðèáëèæåíèå ìíîãî�àçíîé ñðåäû, ïðè êîòîðîì ñ÷èòàåòñÿ ñêîðîñòü

äâèæåíèÿ âñåõ �àç îäèíàêîâîé, ÷òî âïîëíå ïðèåìëåìî äëÿ ìàãìà-

òè÷åñêîãî ðàñïëàâà ïðè èçó÷åíèè âóëêàíè÷åñêèõ ñîáûòèé íà êîðîò-

êèõ âðåìåíàõ (ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñóòîê ïðîòåêàíèÿ âóëêàíè÷åñêîãî

èçâåðæåíèÿ). Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

ðàñïëàâà ïî êàíàëó âóëêàíà [13℄:

∂p

∂z
= −ρg − 32µ

u

δ2

èëè [7℄:

∂ρu

∂t
+
∂
(
ρu2 − Eups

)

∂z
= Eu (ρ+ 32Arµu) ,

ãäå Eu = p′0

/(
ρ′0u

′2
0

)
� áåçðàçìåðíîå ÷èñëî Ýéëåðà, Ar =

µ′
0u

′
0

/(
ρ′0g

′d′2
)
� áåçðàçìåðíîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå òðåíèå î

ñòåíêè êàíàëà, çäåñü øòðèõîì îòìå÷åíû ðàçìåðíûå âåëè÷èíû: p′0 �
äàâëåíèå, ρ′0 � ïëîòíîñòü, µ′

0 � âÿçêîñòü, u′0 � ñêîðîñòü ïîòîêà, d′ �
äèàìåòð êàíàëà âóëêàíà.

Â ðàáîòå [8℄ ïðèíÿòà äâóõñêîðîñòíàÿ ìîäåëü ìíîãî�àçíîé ñðå-

äû, ñ ó÷åòîì ìåæ�àçíîãî ìàññîîáìåíà, è ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàññà

ïóçûðüêà óâåëè÷èâàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå áûñòðåå, ÷åì øàã ïî âðåìåíè

ìîäåëè:

∂εgρg
∂t

+
∂εgρgu

g
i

∂xi
= Rg,

∂εmρm
∂t

+
∂εmρmu

m
i

∂xi
= Rm, Rg = −Rm,

∂εgρgu
g
i

∂t
+
∂εgρgu

g
i u
g
j

∂xj
=
∂Sgij
∂xj

+ εgρgg − Igmi ,
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∂εmρmu
m
i

∂t
+
∂εmρmu

m
i u

m
j

∂xj
=
∂Smij
∂xj

+ εmρmg + Igmi .

Çäåñü ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâà-

íèå. Âåëè÷èíà ìåæ�àçíîãî ìàññîîáìåíà Rg = ∆ugρg /∆t � âû-

÷èñëÿëàñü íà êàæäîì øàãå ∆t ïî âðåìåíè. Òåíçîð íàïðÿæåíèé

Smij = −pmδij + smij ñ÷èòàëñÿ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ �àç. smij =

2µmεm
(
∂umi /∂xj + ∂umj /∂xi

)
. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ �àç Igmi =

6πµm (ugi − umi )
/(

4ρma
2
)
−εg∂pg /∂xi +Rgumi , ãäå ñèëà Ñòîêñà ó÷òå-

íà ïåðâûì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè, âòîðîå îïèñûâàåò ñèëû Àðõè-

ìåäà, à ïîñëåäíåå � îáìåí èìïóëüñîì ïðè ìàññîîáìåíå.

Ñ ðîñòîì ïóçûðüêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ îáúåìíîå ñîäåðæàíèå ãàçîâîé

�àçû è íàñòóïàåò ìîìåíò, ïðè êîòîðîì ÿ÷åèñòàÿ ìîäåëü áîëåå íå ìî-

æåò îòðàæàòü ñòðóêòóðó òå÷åíèÿ. ß÷åéêè ðàçðóøàþòñÿ, è òå÷åíèå

ðàñïëàâà ïðåâðàùàåòñÿ â ãàçî-ïåïëîâûé ïîòîê. Òàêîé ïðîöåññ íàçû-

âàåòñÿ �ðàãìåíòàöèåé è êðèòåðèåì �ðàãìåíòàöèè îáû÷íî âûáèðàåò-

ñÿ ïðåâûøåíèå îáúåìíûì ñîäåðæàíèåì ãàçîâîé �àçû âåëè÷èíû 0,60

÷ 0,75 [7, 8℄.

Âûøå óðîâíÿ �ðàãìåíòàöèè àâòîðàìè [7, 8℄ ââîäèòñÿ äðóãàÿ ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ òå÷åíèå ãàçî-ïåïëîâîé ñìåñè, â êî-

òîðîé ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ �àç âåëèêà.

Â ðàáîòå [7℄ èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

∂ (ρmum) /∂t + ∂
(
ρmu

2
m

)
/∂z = Eu (Fgm − ρm)

� äëÿ òâåðäûõ ÷àñòèö,

∂ (ρgug) /∂t + ∂
(
ρgu

2
g + Eu p

)
/∂z = −EuFgm

� äëÿ ãàçîâîé ñîñòàâëÿþùåé, ãäå ñèëà ìåæ�àçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Fgm = Cµ (ρm, ρg) (um − ug)
2 /2 . Òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

íåðàçðûâíîñòè: ∂ρm /∂t + ∂ρmum /∂z = 0, ∂ρg /∂t + ∂ρgug /∂z = 0,
ρm = (1− εg), ρg = εgρ

0
g.

Îáëàñòü òå÷åíèÿ ðàñïëàâà, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò �ðàãìåíòàöèÿ

ïîòîêà, ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî òîíêîé [7℄, ÷òîáû ìîæíî áûëî ãîâî-

ðèòü î ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòàöèè. Íà ýòîé ãðàíèöå ìåæäó äâóìÿ

ðàçëè÷íûìè òèïàìè òå÷åíèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿ-

æåíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýòè òå÷åíèÿ.

(
1− ε−g

) (
uS − u−

)
= ρ+m

(
uS − u+m

)
,

ρ0−g ε−g
(
uS − u−

)
= ρ+g

(
uS − u+g

)
,
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Eu p−s + ρ−u−
(
uS − u−

)
=

= Eu p+ + ρ+g u
+
g

(
uS − u+g

)
+ ρ+mu

+
m

(
uS − u+g

)
,

p−g − p−m = ∆p∗, F+
gm = ρ+m.

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ ¾−¿ ñîîòâåòñòâóåò ïóçûðüêîâîìó òå÷åíèþ íè-

æå óðîâíÿ �ðàãìåíòàöèè, èíäåêñ ¾+¿ ñîîòâåòñòâóåò òå÷åíèþ ãàçî-

ïåïëîâîé ñìåñè, uS � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ óðîâíÿ �ðàãìåíòàöèè.
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ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß

ÂÛ�ÎÆÄÀÞÙÅ�ÎÑß Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀ

�óçèåâ Ì. Õ.

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè â âåðòè-

êàëüíîé ïîëóïîëîñå. Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà è ìåòîäîì ðàçäåëå-

íèÿ ïåðåìåííûõ äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

17 Çàêàç �1149

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

ymuxx + uyy +
β0
y
uy = 0, (1)

ãäå m > 0, −m
2 < β0 < 1, â âåðòèêàëüíîé ïîëóïîëîñå D = {(x, y) :

0 < x < 1, y > 0}.
Ïóñòü D = D∪J0∪OB∪J1, ãäå O(0, 0), B(1, 0), J0 = {(x, y) : x =

0, y > 0}, J1 = {(x, y) : x = 1, y > 0}.
Çàäà÷à F. Íàéòè �óíêöèþ u(x, y) ñî ñâîéñòâàìè:
1) u(x, y) ∈ C(D)∩C1(D∪J0 ∪J1)∩C2(D) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ (1) â D;
2)

lim
y→∞

u(x, y) = 0 ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1]; (2)

3)

u(0, y)− u(1, y) = ϕ1(y), y > 0; (3)

ux(0, y)− ux(1, y) = ϕ2(y), y > 0; (4)

4)

lim
y→+0

yβ0uy = ν(x), x ∈ [0, 1],

ãäå ϕ1(y), ϕ2(y) è ν(x) � çàäàííûå �óíêöèè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à F íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

⊳ Ïóñòü u(x, y) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è. Ïîêàæåì, ÷òî

u(x, y) ≡ 0 â îáëàñòè D. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ
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îáëàñòü Dh, â êîòîðîé u(x, y) ≡ 0, ãäå Dh � êîíå÷íàÿ îáëàñòü, îòñå-

êàåìàÿ îò îáëàñòè D ïðÿìîé y = h, h > 0, Oh(0, h), Bh(1, h). Òîãäà
�óíêöèÿ u(x, y) â îáëàñòè Dh ñâîåãî ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà è

îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà ìîæåò äîñòèãàòü òîëüêî íà OhBh. Â ñèëó

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé �óíêöèÿ u(x, y)
ñâîåãî ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòèDh

íå äîñòèãàåò. Ïóñòü maxDh
|u| äîñòèãàåòñÿ íà OOh â íåêîòîðîé òî÷-

êå (0, y0). Òîãäà ââèäó u(0, y) = u(1, y) maxDh
|u| äîëæåí äîñòèãàòüñÿ

íà BBh â òî÷êå (1, y0). Â ñèëó õîðîøî èçâåñòíîãî ñâîéñòâà ýëëèï-

òè÷åñêèõ óðàâíåíèé ux(0, y0) < 0 è ux(1, y0) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ux(0, y) = ux(1, y). Òàê æå maxDh

|u| íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ â òî÷êàõ
O è B ââèäó óñëîâèÿ (4) çàäà÷è F. Òîãäà îí äîëæåí äîñòèãàòüñÿ â

íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå (x0, 0) îòðåçêà OB. Íî òîãäà ïî ëåì-

ìå, ïðèâåäåííîé â ðàáîòå [1℄, äîëæíî áûòü limy→+0 y
β0uy < 0, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ limy→+0 y
β0uy = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, maxDh
|u| äîëæåí äîñòèãàòüñÿ íà OhBh.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ÷èñëî ε > 0 è, ó÷èòûâàÿ (2), âûáå-
ðåì h íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû |u(x, y)| < ε íà y = h.

Ïóñòü (x0, y0)� ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â îáëàñòèD.Ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì h ýòà òî÷êà ïîïàäàåò â îáëàñòü Dh è ïîòîìó |u(x0, y0)| < ε.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε áóäåì èìåòü u(x0, y0) = 0. Òîãäà u(x, y) ≡ 0
â îáëàñòè D. ⊲

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ϕi(y) ∈ C[0,∞) ∩
C1(0,∞), limy→+∞ ϕi(y) = 0, y

3m+2β0
4 ϕi(y) ∈ L(0,∞), i = 1, 2,

ν(x) ∈ C2[0, 1] è íà [0, 1] èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ

òðåòüåãî ïîðÿäêà, ν(0) = ν(1), ν′′(0) = ν′′(1). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è
F ñóùåñòâóåò.

⊳ �åøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì (2)�(4), áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû äâóõ �óíêöèé u(x, y) =
u1(x, y) + u2(x, y), ãäå u1(x, y) è u2(x, y) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1),

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî êðàåâûì óñëîâèÿì

u1(0, y)− u1(1, y) = ϕ1(y), y > 0, (5)

u1x(0, y)− u1x(1, y) = ϕ2(y), y > 0, (6)

lim
y→∞

u1(x, y) = 0 ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1], (7)

lim
y→+0

yβ0u1y(x, y) = 0, x ∈ [0, 1],
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u2(0, y)− u2(1, y) = 0, y > 0, (8)

u2x(0, y)− u2x(1, y) = 0, y > 0, (9)

lim
y→+∞

u2(x, y) = 0 ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1], (10)

lim
y→+0

yβ0u2y(x, y) = ν(x), x ∈ [0, 1]. (11)

Ôóíêöèþ u1(x, y) áóäåì èñêàòü â âèäå èíòåãðàëà

u1(x, y) = y
1−β0

2

∞∫

0

[
a1(λ)e

λx + a2(λ)e
−λx]J 2β−1

2

(
2λy

m+2
2

m+ 2

)
dλ, (12)

ãäå a1(λ) è a2(λ) � ïîêà íåèçâåñòíûå �óíêöèè, Jν(z) � �óíêöèÿ

Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà [2℄, β = 2β0+m
2(m+2) .

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (5), (6) è ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ,

ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì

a1(λ)e
λx + a2(λ)e

−λx =
1

(m+ 2)(1− chλ)

∞∫

0

y
2m+β0+1

2 ×

×J 2β−1
2

(
2λy

m+2
2

m+ 2

)
× [λ (chλx − ch(λx− λ))ϕ1(y)+

+ (shλx+ sh(λ − λx))ϕ2(y)] dy.

(13)

Ôîðìóëû (12) è (13) îïðåäåëÿþò èñêîìîå ðåøåíèå u1(x, y). Ïðè-
ìåíèâ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, â ñèëó óñëîâèé (8)�(11) íåòðóä-

íî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä �óíêöèè u2(x, y):

u2(x, y) = y
1−β0

2

∞∑

n=1

cnK 1−2β
2

(
4πny

m+2
2

m+ 2

)
sin 2πnx, (14)

ãäå Kν(z) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ òðåòüåãî ðîäà

(�óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà) [2℄

cn = − 2

πnΓ
(

1+2β
2

)
(

2πn

m+ 2

) 1+2β
2

1∫

0

ν(t) sin 2πnt dt.
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Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå Õàíêåëÿ [3℄

Jν(z) ≈
√

2

πz
cos
(
z − νπ

2
− π

4

)
, −π < arg z < π,

z → ∞, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ u1(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (7).

Ïðèìåíèâ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè Ìàêäîíàëü-

äà [4℄

Kν(z) ≈
√

π

2z
e−z, z → ∞,

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî �óíêöèÿ u2(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (10). Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (11) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

lim
y→+0

yβ0
∂

∂y

[
y

1−β0
2 K 1−2β

2

(
4πny

m+2
2

m+ 2

)]
=

= −πnΓ
(
1 + 2β

2

)(
m+ 2

2πn

) 1+2β
2

,

è òîãî, ÷òî ν(x) =
∑∞

n=1 cn sin 2πnx. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à F äëÿ

óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå β0 = 0 ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ [5, 6℄.
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ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÎ�ÌÀËÈÇÌ

ÎÄÍÎÌÅ�ÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

��ÀÂÈÒÈ�ÓÞÙÈÕ ×ÀÑÒÈÖ

Â. �. Ñàïîãèí

Ïîñòðîåí êàíîíè÷åñêèé �îðìàëèçì îäíîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ãðà-

âèòèðóþùèõ ÷àñòèö, óäåðæèâàåìûõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà

ñàìîñîãëàñîâàííûì ïîëåì. Ñèñòåìà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë, êîòîðûé ïîçâî-

ëÿåò äàòü íîâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñèëå Áåðíóëëè: îíà ñîâïàäà-

åò ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ñ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî

ïîëÿ è îáåñïå÷èâàåò êëàññ ðàâíîâåñèé ÷àñòèö ñ ïîëåì, êîòîðîå îíè ñàìè è

ñîçäàþò. Ñèëà Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ ñèëîé ðàñòàëêèâàíèÿ è óäåðæèâàåò ñèñòå-

ìó îò ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà, êîìïåíñèðóÿ íüþòîíîâñêîå ïðèòÿæåíèå â

êàæäîì ýëåìåíòàðíîì îáúåìå. Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷à-

ñòèö íåîæèäàííî, òàê êàê ïîëå âûòàëêèâàåò âåùåñòâî íà ãðàíèöû ñèñòåìû

â îáëàñòè ñ íàèáîëüøåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, îáðàçóÿ ó ãðàíèö ñëîè ñ

âûñîêîé êîíöåíòðàöèåé ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

�àññìîòðèì äâóõïîòîêîâîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå íåðåëÿòè-

âèñòñêèõ ãðàâèòèðóþùèõ ÷àñòèö ñèñòåìû, îãðàíè÷åííîå ïî ïðîäîëü-

íîé êîîðäèíàòå x, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè èìååò âèä

−→
j 1 +

−→
j 2 = 0, (1)

ãäå

−→
j 1 ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íà-

ïðàâëåíèè îñè x, à
−→
j 2 ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ïðîòèâ

îñè x. Ïðè ýòîì j1 = j2 = j0.

Â ñèëó ïëîñêîé ñèììåòðèè çàäà÷è äëÿ ëþáîãî ïîòîêà â (1)

j0 =
n(x)v(x)

2
=
n0v0
2

= const, (2)

ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè; ñîîòâåò-

ñòâóþùèé åé ìîäóëü ñêîðîñòè ÷àñòèö ñèñòåìû; n0 � ìèíèìàëüíàÿ

(íàèìåíüøàÿ) êîíöåíòðàöèÿ ñèñòåìû â ïëîñêîñòè x = 0; V0 ìàêñè-
ìàëüíàÿ (íàèáîëüøàÿ) ñêîðîñòü ÷àñòèö ñèñòåìû (çäåñü è äàëåå èí-

äåêñ ¾0¿ îòíîñèòñÿ ê ïëîñêîñòè x = 0).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà áåññòîëêíîâèòåëüíà. Äâèæåíèå ãðà-

âèòèðóþùåé ÷àñòèöû â ñòàòè÷åñêîì ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå íå çà-

âèñèò îò âðåìåíè ÿâíî è îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè

E =
mv20
2

=
mv2

2
+mϕ = const, (3)

ãäå E � çíà÷åíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, îäèíàêîâîå ó âñåõ ÷àñòèö,

m � ìàññà ãðàâèòèðóþùåé ÷àñòèöû. Êàëèáðîâêà ïîòåíöèàëà ñàìî-

ñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ âûáðàíà â âèäå ϕ0 = 0.
Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ñòàòè÷åñêîãî ñàìî-

ñîãëàñîâàííîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ϕ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

Ïóàññîíà, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö äîëæíà

áûòü âûðàæåíà ÷åðåç �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòå:

ϕ′′ = 4πGmn(ϕ), (4)

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö n(ϕ) ñëå-
äóåò èç (2), (3) è èìååò âèä

n =
n0√

1− ϕ/ϕ
í

, (5)

ãäå ϕ
í

= E
m =

v20
2 � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåí-

öèàëà ñèñòåìû, äîñòèãàåìîå íà åå ãðàíèöàõ. Â áåññòîëêíîâèòåëüíîì

ñëó÷àå êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ñèñòåìû áîëüøå òàì, ãäå áîëüøå åå ïî-

òåíöèàë.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (5) â (4), ñîãëàñóåì ñèñòåìó è ïðåîáðàçó-

åì (4) ê âèäó

ϕ′′ =
4πGmn0√
1− ϕ/ϕ

í

. (6)

Óðàâíåíèå (6) îïèñûâàåò ñòàòè÷åñêèå äâóõïîòîêîâûå ðàâíîâåñèÿ

ïåðèîäè÷åñêè äâèæóùèõñÿ ãðàâèòèðóþùèõ ÷àñòèö ñ ñàìîñîãëàñî-

âàííûì ïîëåì. Îíî èìååò âèä y′′ = f(y), êîòîðûé äîïóñêàåò ïîíè-

æåíèå ïîðÿäêà. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê èíòåãðàëó æèâûõ

ñèë, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íå ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ýíåðãèè.

�àìèëüòîíîâà �óíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ ïîëåì.

Óðàâíåíèå (6) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë, ÿâëÿþùèéñÿ ãàìèëüòîíîâîé

�óíêöèåé ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùèé åå ïîëíîìó äàâëåíèþ P :

(ϕ′)2/8πG+ p0
√
1− ϕ/ϕ

í

= P = H(ϕ′/4πG,ϕ, x) = const, (7)
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ãäå p0 = mn0v
2
0 � äàâëåíèå ÷àñòèö â ïëîñêîñòè x = 0. Ïåðâîå ñëà-

ãàåìîå â (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äàâëåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ

ñèñòåìû, à âòîðîå � áåññòîëêíîâèòåëüíîå äàâëåíèå ÷àñòèö îäíîìåð-

íîé ñèñòåìû p = mnv22/2, ñîâïàäàþùåå ñ óäâîåííîé îáúåìíîé ïëîò-
íîñòüþ èõ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ (7) âïåðâûå ïî-

ëó÷åí â [1, 2℄. Òàì èññëåäîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîñòîÿíèé, ïðè êîòî-

ðûõ ïîëíîå äàâëåíèå P ñîâïàäàåò ñ äàâëåíèåì ÷àñòèö p0 â ïëîñêîñòè
ϕ0 = 0. Íèæå ïðîâåäåíî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé P > p0.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ (7) îçíà÷àåò òàêæå, ÷òî â ëþáîé ïëîñêîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ãðàäèåíòû äàâ-

ëåíèé ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ è ÷àñòèö ñèñòåìû ðàâíû ìåæäó ñî-

áîé, íî èìåþò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ. Ïîñêîëüêó îáúåìíàÿ ïëîò-

íîñòü ñèëû Áåðíóëëè ïðîòèâîïîëîæíà ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ ÷àñòèö

(

−→
f = − grad(p)), òî îíà ïîëó÷àåò íîâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå:
ñèëà Áåðíóëëè ñîâïàäàåò ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ñ ãðàäèåíòîì

äàâëåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ è îáåñïå÷èâàåò êëàññ ðàâíîâåñèé

÷àñòèö ñ ïîëåì, êîòîðîå îíè ñàìè è ñîçäàþò.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Ââåäåì â (7) îáîçíà÷åíèå

p(x) = p0
√
1− ϕ/ϕ

í

è ïðîäè��åðåíöèðóåì (7) ïî x:

2ϕ′ϕ′′

8πG
+
dp

dx
= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïðàâóþ ÷àñòü (4), ïîëó÷èì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ýëå-

ìåíòàðíîãî îáúåìà ñèñòåìû

mnϕ′ +
dp

dx
= −ρgx +

dp

dx
= ρgx + fx = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò íîâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñèëû Áåðíóëëè:

fx = −ρgx =
d

dx

[
(ϕ′)2

8πG

]
.

Èç (7) âèäíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñèëîé ðàñòàëêèâàíèÿ è óäåðæè-

âàåò ñèñòåìó îò íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ (ãðàâèòàöèîííîãî êîë-

ëàïñà), êîìïåíñèðóÿ åå â êàæäîì ýëåìåíòàðíîì îáúåìå ñèñòåìû.

�àñïðåäåëåíèÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí. �àçäåëèì îáå ÷àñòè (7)

íà p0 è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: β = P/p0 > 1 � ïàðàìåòð ñîñòîÿíèÿ

äâóõïîòîêîâîé ñèñòåìû, g∗ =
√
8πGp0 � ìàñøòàá íàïðÿæåííîñòè

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
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Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ïîëíîì äàâëåíèè (ïàðàìåòð ñîñòîÿíèÿ èç-

ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 1 6 β < ∞) ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â äâóõïîòî-

êîâîì ñîñòîÿíèè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå

ñóùåñòâóåò äâà çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû x = ±L, ïðè êîòîðûõ äàâëå-

íèå ÷àñòèö ñèñòåìû p(ϕ) îáðàùàåòñÿ â íóëü è ñèñòåìà îãðàíè÷åíà.

Ïðè x = ±L åå ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ϕ
í

, à

ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà èìååò îäèíàêîâûé ìîäóëü, íî ðàçëè÷íûå çíà-

êè ϕ′
í

= σ
√
8πGP , ãäå σ = sign(ϕ′). Êàê ïîêàçûâàåò ðåøåíèå, â ýòèõ

ïëîñêîñòÿõ ÷àñòèöû ñèñòåìû îñòàíàâëèâàþòñÿ. Ïëîñêîñòè x = ±L
íàçîâåì ïëîñêîñòÿìè âîçâðàòà ïîòîêà. Îíè æå îãðàíè÷èâàþò äëèíó

ñèñòåìû.

Áóäåì èñêàòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó

(0, 0). Äëÿ ýòîãî èíòåãðèðîâàíèå â (7) ïðåäñòàâèì â âèäå

σx =

ϕ∫

0

dϕ/

√
8πG[P − p0

√
1− ϕ/ϕ

í

]. (8)

Èíòåãðèðóÿ (8), ïîëó÷èì

σx

l
= (β −

√
1− ϕ/ϕ

í

)1/2(2β +
√
1− ϕ/ϕ

í

)− (β − 1)1/2(2β + 1), (9)

ãäå

l = v0/(3
√
2πGmn0) (10)

� ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ñèñòåìû.

Íàáîð �óíêöèé x = x(ϕ) â (9) ñîäåðæèò ÷åòûðå ðåøåíèÿ. Ïåð-
âîå èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ ïðè σ = +1 (ðåøåíèå èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
ïðîèçâîäíóþ â íóëå è ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü). Âòîðîå � äëÿ σ = −1
(ðåøåíèå èìååò îòðèöàòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ â íóëå è ïðîõîäèò ÷å-

ðåç íóëü). Òðåòüå ðåøåíèå (îíî ïîëîæèòåëüíî â îáëàñòè äîïóñòè-

ìûõ çíà÷åíèé è èìååò ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé â íóëå) �îðìèðóåòñÿ ïðè

σ = σ1, ãäå

σ1 =

{
+1 ïðè x > 0,

−1 ïðè x < 0.
(11)

×åòâåðòîå (îíî îòðèöàòåëüíî â îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé è èìå-

åò ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé â íóëå) ïîëó÷àåòñÿ ïðè σ = σ2, ãäå

σ2 =

{
+1 ïðè x < 0,

−1 ïðè x > 0.
(12)
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Ôèçè÷åñêóþ ñèòóàöèþ îïèñûâàåò òðåòüå ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü

åãî îñíîâíûì, à îñòàëüíûå � ïîñòîðîííèìè, êîòîðûå îòáðîñèì. Ïî-

ëóäëèíà ñèñòåìû x = L ñëåäóåò èç (9) ïðè ϕ/ϕ
í

= 1, σ = +1 è

çàâèñèò îò åå ïàðàìåòðà ñîñòîÿíèÿ

L

l
= 2β3/2 − (β − 1)1/2(2β + 1). (13)

Äëèíà ñèñòåìû d = 2L.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ϕ = ϕ(x) ââåäåì â (9) áåçðàçìåðíûå

ïåðåìåííûå

t =
√
1− ϕ/ϕ

í

/β, z = (x0 + σx)/(lβ3/2), (14)

ãäå x0/l = (β − 1)1/2(2β + 1). Íàõîäÿ t = t(z) èç (9), ïîëó÷èì çàêî-

íû ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà â âèäå ñîñòàâíîé

�óíêöèè â îáëàñòè 0 6 z 6 2:

ϕ1/ϕí = 1− β2(2 cos θ1 − 1)2 ïðè 0 6 z 6
√
2; (15)

ϕ2/ϕí = 1− β2(2 cos θ2 − 1)2 ïðè
√
2 6 z 6 2, (16)

ãäå

θ1 = ⌊arccos(1 − z2/2)⌋/3; (17)

θ2 = ⌊π − arccos(z2/2− 1)⌋/3. (18)

Èç ñîîòíîøåíèé (15)�(18) âèäíî, ÷òî ïðè β = 1 ñàìîñîãëàñîâàí-
íîå ïîëå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî

x = 0 íåîáû÷íóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ïî ãëó-

áèíå è â ïðîñòðàíñòâå. �ëóáèíà ÿìû îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ýíåð-

ãèè, à äëèíà � çíà÷åíèåì èíòåãðàëà ïîëíîãî äàâëåíèÿ.

Ïðè β > 1 ñàìîñîãëàñîâàííîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè-

÷åííóþ â ïðîñòðàíñòâå ïîòåíöèàëüíóþ ùåëü V -îáðàçíîé �îðìû. Â
ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ñèñòåìå íå âîçíèêà-

åò. Â íåé ïîÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,

äîñòèãàåìîå íà äíå ùåëè. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí âèä ïîòåíöèàëüíî-

ãî ðåëüå�à äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðó ñîñòîÿíèÿ β = 1; êðèâàÿ 2 �

β = 1, 1; êðèâàÿ 3 � β = 1, 5; êðèâàÿ 4 � β = 4, 0; Êàê âèäíî

èç ðèñ. 1, ïîëó÷åííûå êðèâûå ïðè β > 1 îêàçûâàþòñÿ ïîõîæè íà

ïîòåíöèàëüíûé ðåëüå�, âîçíèêàþùèé â îäíîìåðíîì çàðÿäîâîì êëà-

ñòåðå [3℄. Èõ ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ çíàêàõ

ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà è ñèë, óäåðæèâàþùèõ ñèñòåìó.
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�èñ. 1

�èñ. 2

Ïðîåêöèÿ íàïðÿæåííîñòè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ñèñòåìû íà

êîîðäèíàòó x íàõîäèòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì èç (15)�(18):

g1(x) = −2σg∗
√
β sin(θ1/2) ïðè 0 6 z 6

√
2; (19)

g2(x) = −2σg∗
√
β sin(θ2/2) ïðè

√
2 6 z 6 2. (20)
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Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ðàñ-

ñ÷èòàííîå ïî (19), (20) äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñîñòîÿíèÿ β.
Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, ïðîåêöèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ñèñòåìû òåðïèò

ðàçðûâ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïëîñêîñòü íóëÿ ïîòåíöèàëà, èçìåíÿÿñü â

êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ îò g∗
√
β − 1 äî −g∗

√
β − 1. Ñ ðîñòîì β øèðèíà

ùåëè óìåíüøàåòñÿ, à ñêà÷îê íàïðÿæåííîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

óâåëè÷èâàåòñÿ.

Çàêîíû èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö è äàâëåíèÿ ïî äëèíå ñèñòåìû

íàõîäÿòñÿ èç (3) è âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (7) è èìåþò âèä

p1/p0 = v1/v0 = β(2 cos θ1 − 1) ïðè 0 6 z 6
√
2; (21)

p2/p0 = v2/v0 = β(2 cos θ2 − 1) ïðè
√
2 6 z 6 2. (22)

Èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè ïî äëèíå ñèñòåìû íàõîäèòñÿ èç (5) è

èìååò âèä

n1/n0 = [β(2 cos θ1 − 1)]−1
ïðè 0 6 z 6

√
2; (23)

n2/n0 = [β(2 cos θ2 − 1)]−1
ïðè

√
2 6 z 6 2. (24)

�ðàäèåíò äàâëåíèÿ ÷àñòèö ñèñòåìû âñåãäà íàïðàâëåí ê ïëîñêîñòè

x = 0 è ðàñïðåäåëåí íà äëèíå ñèñòåìû ïî çàêîíó

dp1
dx

= −2σp0
3l

sin θ1
cos(3θ1/2)

ïðè 0 6 z 6
√
2; (25)

dp2
dx

= −2σp0
3l

sin θ2
cos(3θ2/2)

ïðè

√
2 6 z 6 2. (26)

�àñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïîëÿ ïî äëèíå ñèñòåìû èìååò âèä

D1 = g21/8πG = 4βp0 sin
2(θ1/2) ïðè 0 6 z 6

√
2; (27)

D1 = g22/8πG = 4βp0 sin
2(θ2/2) ïðè 0 6 z 6

√
2. (28)

Èç ñîîòíîøåíèé (21) è (27), à òàêæå (22) è (28) âèäíî, ÷òî ñóììà

äàâëåíèé ÷àñòèö è ïîëÿ ñèñòåìû â ëþáîé ïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâà

âçàèìîäåéñòâèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ïîëíîìó äàâëåíèþ ñè-

ñòåìû P = βp0.
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�èñ. 3

Äëÿ ïàðàìåòðà ñîñòîÿíèÿ β = 2 íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çàâèñè-

ìîñòè êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö n/n0 (êðèâûå 1�1), äàâëåíèÿ ïîëÿ D/p0
(êðèâûå 2�2), äàâëåíèÿ ÷àñòèö p/p0 (êðèâûå 3�3) îò ïðèâåäåííîé êî-
îðäèíàòû x/l ñèñòåìû. Èç ðèñóíêà âèäíî âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ (7) è òîò �àêò, ÷òî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñîñòîÿíèÿ

ïîëå âûòàëêèâàåò âåùåñòâî ñèñòåìû íà ãðàíèöû, îáðàçóÿ ó ãðàíèö

îáëàñòè ñ âûñîêîé êîíöåíòðàöèåé ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

�àññìîòðèì ïîâåäåíèå ÷àñòèö ñèñòåìû âáëèçè ïëîñêîñòè âîçâðà-

òà. Ââåäåì äëÿ ýòîãî áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó x̂/l, îòñ÷èòûâàåìóþ
îò ýòîé ïëîñêîñòè ïðîòèâ îñè x:

x̂/l = L/l− x/l. (29)

Ñ ó÷åòîì (29) ïåðåìåííàÿ z ïðèìåò âèä

z = 2− x̂/(lβ3/2). (30)

Ïðåäïîëàãàÿ x̂/l ≪ 1, âûáåðåì èç (15), (16) ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå
âòîðîìó èíòåðâàëó 0 6 z 6

√
2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

y = arccos(z2/2− 1) ≈ arccos[1− 2x̂(lβ3/2)] ≪ 1. (31)

Âûïèñûâàÿ ðàçëîæåíèå äëÿ cos θ2 â òî÷êå π/3,

cos θ2 ≈ 1

2

(
1 +

y√
3

)
,
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ïîëó÷èì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà ñèñòåìû âáëèçè ïëîñêî-

ñòè âîçâðàòà

ϕ2 ≈ ϕ
í

(1− 4
√
βx̂/(3l)). (32)

Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ãðàâèòàöèè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè îäíî-

ðîäíà è íàïðàâëåíà ïî îñè x̂:

ĝ ≈ 4ϕ
í

√
β/(3l) = g∗

√
β. (33)

Èç (33) ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå ãðàâèòèðóþùèõ ÷àñòèö â îáëàñòè âîç-

âðàòà ðàâíîïåðåìåííîå ñ èçìåíåíèåì ìîäóëÿ ñêîðîñòè ïî çàêîíó

v2 = (2ĝx̂)1/2 = 2v0β
1/4
√
x̂/3l, (34)

à çàêîí èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ñèñòåìû èìååò èíòåãðè-

ðóåìóþ îñîáåííîñòü ∼ (x̂)−1/2
:

n = 2j0/
√
2ĝx̂, (35)

÷òî óêàçûâàåò íà êîíå÷íîñòü ÷èñëà ÷àñòèö, óäåðæèâàåìûõ ñèñòåìîé.
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�ÀÇÍÎÂÈÄÍÎÑÒÈ È ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ

Ï�ÈÌÅÍÅÍÈß ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ

ÏÎÄÕÎÄÎÂ Ï�È ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈ

Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ Â ÑËÎÆÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

À. Â. Ñåäîâ

�àññìàòðèâàþòñÿ ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ ìîäè�èêàöèè äåêîìïîçèöèîí-

íîãî ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåìîãî ïðè èäåíòè�èêàöèè ïðîöåññîâ â

ñëîæíûõ ñèñòåìàõ, â ÷àñòíîñòè, ýíåðãåòè÷åñêèõ. Îïðåäåëÿþòñÿ îñîáåííîñòè

èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäûñòîðèè èçìåíåíèÿ ìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ â êàæäîé

èç ìîäè�èêàöèé, äàþòñÿ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ è îáùèå �îðìóëû îöåíêè

òî÷íîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííûé ýòàï â ðàçâèòèè òåîðèè èäåíòè�èêàöèè õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ïðàãìàòè÷íûì âçãëÿäîì íà èìåþùóþñÿ â íàëè÷èè àïðèîð-

íóþ èí�îðìàöèþ îá îáúåêòå êîíòðîëÿ è óñëîâèÿõ åãî �óíêöèîíè-

ðîâàíèÿ [1, 2℄. Àïðèîðè èçâåñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëîæíî-

ãî îáúåêòà èäåíòè�èêàöèè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå óäîâëåòâîðÿåò

ñîâðåìåííûì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ñèñòåìàì êîíòðîëÿ,

èäåíòè�èêàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ, ðàáîòà-

þùèõ â ðàçíîîáðàçíûõ óñëîâèÿõ, êàê ñàìà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

(óðàâíåíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ), òàê è åå ïàðàìåòðû, è äåéñòâóþ-

ùèå âîçìóùåíèÿ (íàïðèìåð, èõ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè) íå

òîëüêî íå èçâåñòíû ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, íî â ðÿäå ñëó÷àåâ èõ

äîñòàòî÷íî ñëîæíî îïðåäåëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî çàðàíåå. Ê òàêèì

îáúåêòàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, îáúåêòû ýëåêòðîïîòðåáëåíèÿ: ýíåð-

ãîñèñòåìû, îáúåäèíåíèÿ, ïðåäïðèÿòèÿ è ò. ï.

Îäíèì èç ïóòåé ó÷åòà ñëîæíîñòè îáúåêòà ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâíûõ äåêîìïîçèöèîííûõ ïîäõîäîâ.

Ïîä òåðìèíîì ¾äåêîìïîçèöèÿ¿ (de
omposition) ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïîíèìàþò ðàçáèåíèå èñõîäíîãî îáú-

åêòà íà áîëåå ïðîñòûå, êàê ïðàâèëî, òîé æå ïðèðîäû, ÷òî è èñõîäíûé

îáúåêò, íî ïðè ýòîì ñîâîêóïíîñòü ýòèõ áîëåå ïðîñòûõ îáúåêòîâ â òîé

èëè èíîé ñòåïåíè ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîìó îáúåêòó [3℄.
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Â ðàìêàõ ñòàòüè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäõîäû è ìåòîäû àäàïòèâ-

íîé ïðîñòðàíñòâåííî-ñòðóêòóðíîé äåêîìïîçèöèè. Ïðîñòðàíñòâåí-

íàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåò ðàçáèåíèå â ïðîñòðàíñòâå

âûõîäíûõ ñèãíàëîâ îáúåêòà, â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèÿ. Ñòðóêòóð-

íàÿ � ïîäðàçóìåâàåò âûäåëåíèå â ìîäåëÿõ ïðîñòûõ ïîäñèñòåì, äî-

ïóñêàþùèõ íåçàâèñèìîå ìîäåëèðîâàíèå.

Â çàâèñèìîñòè îò ïðèíöèïà ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíîãî ïðîöåñ-

ñà ïðåäëàãàåòñÿ äâå ìîäè�èêàöèè äåêîìïîçèöèîííûõ ìåòîäîâ ìîäå-

ëèðîâàíèÿ: ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ. Â îñíîâå âñåõ ìîäè�èêàöèé

ìåòîäîâ ëåæèò îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ

ïî àäàïòèâíî íàñòðàèâàåìîìó áàçèñó â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ òå-

êóùåé èí�îðìàöèè, èçìåðÿåìîé íà îáúåêòå. Ïðè ýòîì ðåàëèçóåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèé äåòåðìèíèðîâàííûé ïîäõîä [2℄.

Äîïóñòèì, ìíîãîìåðíûé îáúåêò â j ìîìåíò âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ
âåêòîðîì Pj = [P1j , P2j , . . . , Pnj ]

T ∈ Rn
äèñêðåòíî-ðàñïðåäåëåííûõ

ïàðàìåòðîâ Pij , i = 1, n. Êðîìå òîãî, èçâåñòíà òåêóùàÿ ïðåäûñòîðèÿ
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà â �îðìå ìàòðèöû

P = [P1, . . . ,PN ] ∈ Rn×N .

Îïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäóþ èç ìîäè�èêàöèé äåêîìïîçèöèîí-

íîãî ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ (ÄÌÌ).

2. Ïðîäîëüíàÿ ìîäè�èêàöèÿ ÄÌÌ

Íàçâàíèå äàííîé ìîäè�èêàöèè îòðàæàåò òî, ÷òî êàæäûé âåê-

òîð äèñêðåòíî-ðàñïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ (ÂÄ�Ï) Pj ìîäåëèðóåò-

ñÿ èíäèâèäóàëüíî, ïðè ýòîì ìîäåëèðóþòñÿ âçàèìîñâÿçè âäîëü âåê-

òîðà èëè ìåæäó îòäåëüíûìè äèñêðåòíî-ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-

ðàìè Pij , i = 1, n â îäíîì âåêòîðå Pj . Òàêîå ìîäåëèðîâàíèå âûÿâ-

ëÿåò îðòîãîíàëüíûå áàçèñíûå �óíêöèè Ui, Ũi, i = 1, n ðàçëîæåíèÿ

êàæäîãî îòäåëüíîãî âåêòîðà Pj , è ýòè áàçèñíûå �óíêöèè îòðàæàþò

óêàçàííûå âçàèìîçàâèñèìîñòè.

Ñîâîêóïíîñòü Ui, Ũi, i = 1, n, ïðåäñòàâëÿþùóþ îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ (ÎÍÁ) óêàçàííûõ áàçèñíûõ �óíêöèé, çàïèøåì â âèäå

ìàòðèö

⌢

U, Û. Ìàòðèöû
⌢

U, Û îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìàòðèöû ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçáðîñà K èëè K̃, ïîñòðîåííûõ

ïî èìåþùåéñÿ â íàëè÷èè ïðåäûñòîðèè P, ñ èñïîëüçîâàíèåì òàê íà-

çûâàåìîé R-òåõíîëîãèè (òåðìèí, ïðèíÿòûé â êîìïîíåíòíîì àíàëè-

çå [4℄). R-òåõíîëîãèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìàòðèö
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K èëè K̃ ðàâíà n × n è îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì îòñ÷åòîâ n â êàæäîì

âåêòîðå Pj èç P. Ôîðìóëû ðàñ÷åòà ìàòðèö ðàçáðîñàK è K̃ ïðè ýòîì

èìåþò âèä:

K = P̂P̂T
/
(N − 1); (1)

K̃ = PPT
/
(N − 1), (2)

ãäå

P̂ = P− [P,P,P, . . . ,P︸ ︷︷ ︸
N ñòîëáöîâ

] (3)

� ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïî ïðåäûñòîðèè P ïóòåì âû÷èòàíèÿ ñðåäíå-

ãî âåêòîðà

P =
1

N

N∑

j=1

Pj (4)

èç êàæäîãî ÂÄ�Ï Pj .

Ìàòðèöû áàçèñíûõ �óíêöèé

⌢

U, Û ïðîäîëüíîé ìîäè�èêàöèè

ÄÌÌ îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ýòîì ïî �îðìóëàì:

⌢

U
T

K
⌢

U = diag(λ1, λ2, λ3, . . . , λn); (5)

ÛT K̃Û = diag(λ̃1, λ̃2, λ̃3, . . . , λ̃n), (6)

ãäå λ1, . . . , λn è λ̃1, . . . , λ̃n � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö K è K̃.

Êàæäûé ñîáñòâåííûé âåêòîð èëè áàçèñíàÿ �óíêöèÿ Ui, Ũi, i =

1, n, ÿâëÿþùàÿñÿ ñòîëáöîì ìàòðèö

⌢

U, Û, òàêæå ñîñòîèò èç n îòñ÷å-

òîâ è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îòñ÷åòîâ îòäåëüíîãî ÂÄ�Ï

Pj . Êàæäàÿ èç âûäåëåííûõ ñîñòàâëÿþùèõUi ÂÄ�Ï Pj ÿâëÿåòñÿ îò-

ðàæåíèåì îòäåëüíûõ íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ âíóòðåííåé ñòðóêòó-

ðû îáúåêòà.Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ

íà îñíîâå àíàëèçà ïðåäûñòîðèè â ïðîñòðàíñòâå âûõîäíûõ ïàðàìåò-

ðîâ îáúåêòà.

Ñîãëàñíî ïðîäîëüíîé ìîäè�èêàöèè ÄÌÌ, îïðåäåëÿåìîé �îðìó-

ëàìè (1)�(6), ðåàëèçóåòñÿ òðåíäîâàÿ ìîäåëü [5℄, è èñïîëüçóåòñÿ îð-

òîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñàìîãî âåêòîðà Pj . Ïðè

ýòîì âåêòîð Pj ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ: äè-

íàìè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ÷àñòè (òðåíäà) PS j è
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ñîñòàâëÿþùåé PD j , îáóñëîâëåííîé äåéñòâèåì ïîìåõ è íåó÷òåííûõ

�àêòîðîâ, â âèäå:

Pj = PSj +PDj = P+
⌢

U∆
⌢

f j +PDj = P+

m∑

i=1

∆fijUi + ξ+PDj ; (7)

Pj = PSj +PDj = Ûf̂j +PDj =

m∑

i=1

f̃ijŨi + ξ +PDj . (8)

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû K ïðè ìîäåëèðîâàíèè íà îñíîâå

ïðîäîëüíîãî ÄÌÌ âîçìîæíî ïðèìåíåíèå áîëåå ïðîñòîé ìîäåëè òè-

ïà (8), õàðàêòåðíîé äëÿ ñëó÷àÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû K̃:

Pj = PSj +PDj = Uf j +PDj =

=

m∑

i=1

Uifij +

n∑

i=m+1

Uifij +PDj =

m∑

i=1

Uifij + ξ +PDj .

Âåëè÷èíà m èëè ïîðÿäîê ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæå-

íèÿ [4, 5℄ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ðàçáðîñà K èëè K̃ âèäà:

∑n
i=m+1 λi∑n
i=1 λi

< 0, 01÷ 0, 05.

Ïðè ýòîì âåêòîð ξ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûå çíà-
÷åíèÿ êîîðäèíàò, êîòîðûå èìåþò ìàëóþ èçìåí÷èâîñòü ìåíåå 1÷5%.
Íàëè÷èå âåêòîðà ξ îáóñëîâëåíî ïîãðåøíîñòüþ, ñâÿçàííîé ñ óìåíü-

øåíèåì ÷èñëà ñëàãàåìûõ äî m â ìîäåëÿõ (7), (8). Êàê ïîêàçàíî â

ðàáîòàõ [4, 5℄, ìîäåëü (7) èìååò íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü ‖ξ‖ ñðå-

äè âñåõ âîçìîæíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé äàííîãî òèïà äëÿ

(PS j −P) ñ m ñîñòàâëÿþùèìè-ñëàãàåìûìè:

ξ = [ξ1, ξ2, . . . , ξn]
T ≈ PSj −P−

m∑

i=1

∆fijUi, ‖ξ‖ → min .

18 Çàêàç �1149

Äàííóþ îñîáåííîñòü ìîäåëè (7) ñâÿçûâàþò ñî ñâîéñòâîì íàèëó÷-

øåé ñàìîâîñïðîèçâîäèìîñòè èëè ïðîãíîçà. Ìîäåëü (8) èìååò íàè-

ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü ‖ξ‖ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ îðòîãîíàëüíûõ

ðàçëîæåíèé äàííîãî òèïà äëÿ PSj ñ m ñîñòàâëÿþùèìè-ñëàãàåìûìè.
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Ïî ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà P îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ êîý��èöèåí-

òîâ ðàçëîæåíèÿ ∆fj èëè f̃j :

∆fj = UTP̂j , f̂j = ŨTPj , j = 1, N.

Èçìåíåíèÿ îòäåëüíûõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ ∆fj èëè f̂j ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû, ïîýòîìó äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êàæäîé èç íèõ ∆f1j , . . . ,∆fmj
èëè f̃1j , . . . ,f̃mj ïðèìåíèìî m îäíîìåðíûõ, íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ

èëè íåëèíåéíûõ ìîäåëåé âèäà:

∆fij = ψi(tj ,∆fij ,Zj); f̃ij = ψi(tj , f̃ij ,Zj), i = 1,m,

ãäå Zj = [z1j , . . . , zrj]
T ∈ Rr

� âåêòîð âõîäíûõ âîçäåéñòâèé íà

îáúåêò. Òàêèì îáðàçîì, îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå îáùåé ìîäåëè íà

íåçàâèñèìûå áîëåå ïðîñòûå, è ðåàëèçóåòñÿ ïðîäîëüíàÿ ìîäè�èêàöèÿ

àäàïòèâíîé äåêîìïîçèöèîííîé ìîäåëè ñëîæíîãî îáúåêòà.

3. Ïîïåðå÷íàÿ ìîäè�èêàöèÿ ÄÌÌ

Äàííàÿ ïîïåðå÷íàÿ ìîäè�èêàöèÿ ÄÌÌ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîñâÿçåé îäíîèìåííûõ i-ûõ äèñêðåòíî-

ðàñïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ âåêòîðà Pj â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ

ýòèõ ïàðàìåòðîâ âî âðåìåíè Pij , j = 1, N . Óñëîâíî âåêòîð ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïðè ýòîì íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî èëè ïîïåðåê êàæäîãî

îòäåëüíîãî ÂÄ�Ï Pj , ïîýòîìó è íàçâàíèå äàííîé ìîäè�èêàöèè

ÄÌÌ � ïîïåðå÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïðè îïèñàíèè äàííîé ìîäè�èêàöèè ÄÌÌ óäîáíî ìàòðèöó

ïðåäûñòîðèè P = [P1, . . . ,PN ] ∈ Rn×N
ðàññìàòðèâàòü êàê ñîñòî-

ÿùóþ íå èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ Pj , à èç âåêòîðîâ-ñòðîê P̃i, i = 1, n,

ò. å. ìîæíî çàïèñàòü P = [P̃1, . . . , P̃n]
T ∈ Rn×N

.

Ïðè ïîïåðå÷íîì ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ èíûå áàçèñíûå îð-

òîãîíàëüíûå �óíêöèè U
(N)
i , Ũ

(N)
i , i = 1, N , ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ

îïòèìàëüíûì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè, ïðè ìèíèìàëüíîì

÷èñëå ýòèõ �óíêöèé âîçìîæíî âîñïðîèçâåäåíèå èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ-

ñòðîê P̃i, i = 1, n çà âðåìÿ ïðåäûñòîðèè.
�àññìîòðåííàÿ æå ðàíåå ïðîäîëüíàÿ ìîäè�èêàöèÿ ÄÌÌ âûÿâ-

ëÿåò áàçèñíûå îðòîãîíàëüíûå �óíêöèè Ui, Ũi, i = 1, n, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ îïòèìàëüíûì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè, ïðè ìèíè-

ìàëüíîì ÷èñëå �óíêöèé âîçìîæíî âîñïðîèçâåäåíèå êàæäîãî ÂÄ�Ï
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Pj èç ïðåäûñòîðèè. Îïòèìàëüíîñòü æå âîñïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

P̃i, i = 1, n èç ïðåäûñòîðèè ïðè ýòîì íå ãàðàíòèðóåòñÿ.

Â ñëó÷àå ïîïåðå÷íîé ìîäè�èêàöèè ÄÌÌ â êà÷åñòâå ìàòðèö áà-

çèñíûõ �óíêöèé èëè ÎÍÁ

⌢

U (N) = [U
(N)
1 ,U

(N)
2 , . . . ,U(N)

m , . . . ,U
(N)
N ],

Û(N) = [Ũ
(N)
1 , Ũ

(N)
2 , . . . , Ũ(N)

m , . . . , Ũ
(N)
N ]

èñïîëüçóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðà êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçáðîñàK(N)

èëè K̃(N)
, ïîñòðîåííûõ ïî èìåþùåéñÿ â íàëè÷èè ïðåäûñòîðèè P =

[P̃1, . . . , P̃n]
T ∈ Rn×N

. Óêàçàííûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îðòîãîíàëüíûõ

�óíêöèé èíîãäà íàçûâàþò Q-òåõíîëîãèåé [4℄. Q-òåõíîëîãèÿ õàðàê-

òåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìàòðèö K(N)
èëè K̃(N)

ïðè ýòîì

ðàâíà N ×N è îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì N ÂÄ�Ï Pj â ïðåäûñòîðèè P.

Îñíîâíûå �îðìóëû ðàñ÷åòà ìàòðèö ðàçáðîñà K(N)
è K̃(N)

ïðè ýòîì

èìåþò âèä:

K(N) =
(P̂(N))T P̂(N)

n− 1
; K̃(N) =

PTP

n− 1
,

ãäå P̂(N) = P− [P
(N)

,P
(N)

,P
(N)

, . . . ,P
(N)

︸ ︷︷ ︸
n

]T � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ

ïî ïðåäûñòîðèè P ïóòåì âû÷èòàíèÿ ñðåäíåãî âåêòîðà

P
(N)

=
1

n

n∑

i=1

P̃i

èç êàæäîãî âåêòîðà-ñòðîêè P̃i ïðåäûñòîðèè P.

Ìàòðèöû

⌢

U (N)
è Û(N)

áàçèñíûõ �óíêöèé U
(N)
j , Ũ

(N)
j , j = 1, N

ÄÌÌ îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ýòîì ïî �îðìóëàì:

(
⌢

U
(N)

)TK (N)
⌢

U
(N)

= diag(λ
(N)
1 , λ

(N)
2 , λ

(N)
3 , . . . , λ

(N)
N ), (9)

(Û(N))TK̃(N)Û(N) = diag(λ̃
(N)
1 , λ̃

(N)
2 , λ̃

(N)
3 , . . . , λ̃

(N)
N ), (10)

ãäå λ
(N)
1 , . . . , λ

(N)
N è λ̃

(N)
1 , . . . , λ̃

(N)
N � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö K(N)

è K̃(N)
.
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Êàæäûé ñîáñòâåííûé âåêòîð èëè áàçèñíàÿ �óíêöèÿ U
(N)
j , Ũ

(N)
j ,

j = 1, N , ÿâëÿþùèåñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèö

⌢

U (N)
è Û(N)

, îïðåäåëÿå-

ìûõ ïî �îðìóëàì (9), (10), òàêæå ñîñòîèò èç N îòñ÷åòîâ è èñïîëü-

çóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ-ñòðîê P̃i ïðåäûñòî-

ðèè P.

Â ïîïåðå÷íîé ìîäè�èêàöèè ÄÌÌ òàêæå êàê è â ïðîäîëüíîé ìî-

äè�èêàöèè ðåàëèçóåòñÿ òðåíäîâàÿ ìîäåëü, íî èñïîëüçóåòñÿ îðòîãî-

íàëüíîå ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ P̃i. Ïðè ýòîì âåêòîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ: äèíàìè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ äåòåðìè-

íèðîâàííîé ÷àñòè (òðåíäà) P̃S i è ñîñòàâëÿþùåé P̃Di, îáóñëîâëåííîé

äåéñòâèåì ïîìåõ è íåó÷òåííûõ �àêòîðîâ:

P̃i = P̃S i + P̃Di = P
(N)

+
⌢

U
(N)

∆
⌢

f
(N)

i + P̃Di =

= P
(N)

+

m∑

j=1

∆f
(N)
ij U

(N)
j + ξ(N)+P̃D i;

(11)

P̃i = P̃S i + P̃Di = Û(N)f̂
(N)
i + P̃Di =

=

m∑

j=1

f̃
(N)
ij Ũ

(N)
j + ξ̃(N)+P̃D i.

(12)

�àñ÷åò êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â ïðåäûäóùèõ �îðìóëàõ (11),

(12) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðåäûñòîðèè P â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíè-

ÿìè:

∆f̂
(N)
i = [∆f

(N)
i1 ,∆f

(N)
i2 , . . . ,∆f

(N)
iN ]T = (

⌢

U
(N)

)T(P̃i −P
(N)

); (13)

f̂
(N)
i = [f̃

(N)
i1 , f̃

(N)
i2 , . . . , f̃

(N)
iN ]T = (Û(N))TP̃i. (14)

Èçìåíåíèÿ îòäåëüíûõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ ∆f̂
(N)
i èëè f̂

(N)
i ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, ïîýòîìó äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êàæäîé èç íèõ ïðèìåíè-

ìû m îäíîìåðíûõ, íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ ìîäåëåé

âèäà:

∆f
(N)
ij = ψ̃j(tj ,∆f

(N)
ij ,Zj); f̃

(N)
ij = ψ̂j(tj , f̃

(N)
ij ,Zj); j = 1,m,

ãäå Zj = [z1j , . . . , zrj]
T ∈ Rr

� âåêòîð âõîäíûõ âîçäåéñòâèé íà îáú-

åêò.
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Ïîðÿäîê ìîäåëè m îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë ìàòðèö ðàçáðîñàK(N)
è K̃(N)

, ïîäîáíîãî èñïîëüçóåìîìó â ïðî-

äîëüíîé ìîäè�èêàöèè.

Âîçìîæíà çàïèñü ìîäåëåé (11), (12) â �îðìå ïîäîáíîé (7), (8),

êîãäà â êà÷åñòâå âûõîäíîé âåëè÷èíû âûñòóïàåò ÂÄ�Ï Pj :

Pj = PSj +PDj = P
(N)

j En×1+(row
j
(
⌢

U
(N)

)∆
⌢

f
(N)

)T+PDj =

= P
(N)

j En×1+

m∑

i=1

row
i
(∆

⌢

f
(N)

)TU
(N)
ji + ξ(N)+PDj;

(15)

Pj = PS j +PD j = (row
j
(Û(N)) f̂ (N))T +PD j =

=

m∑

i=1

row
i
(̂f (N))TŨ

(N)
ji + ξ̃(N)+PD j ,

(16)

ãäå En×1 =


1 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n



T

� åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç n ýëå-

ìåíòîâ; ∆
⌢

f
(N)

=
[
∆

⌢

f
(N)

1 . . . ∆
⌢

f
(N)

n

]
� ìàòðèöà êîý��èöèåí-

òîâ ðàçëîæåíèÿ (13); f̂ (N) = [ f̂
(N)
1 . . . f̂

(N)
n ] � ìàòðèöà êîý��è-

öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (14); row

j
(A) � �óíêöèÿ âûäåëåíèÿ j-îé ñòðîêè

ìàòðèöû A.

Ïîãðåøíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ÂÄ�Ï Pj íà îñíîâå �îðìóë (15),

(16) ïîïåðå÷íîãî ÄÌÌ íåñêîëüêî âûøå, ÷åì ïîãðåøíîñòü ïðè ìî-

äåëèðîâàíèè ïî �îðìóëàì (7), (8) ïðîäîëüíîé ìîäè�èêàöèè. Ýòî

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âûáîð áàçèñíûõ �óíêöèé U
(N)
j , Ũ

(N)
j , j = 1, N

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îïòèìèçàöèè òî÷íîñòè ìîäåëèðîâà-

íèÿ âåêòîðîâ P̃i, à íå ÂÄ�Ï Pj . Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü

ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæåò îöåíèâàòüñÿ ïî �îðìóëàì:

∆ =

√√√√
N∑

i=m+1

λ
(N)
i èëè ∆ =

√√√√
N∑

i=m+1

λ̃
(N)
i .

Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ïîïåðå÷íàÿ ìîäè�èêàöèÿ àäàïòèâíîé

äåêîìïîçèöèîííîé ìîäåëè ñëîæíîãî îáúåêòà.
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4. Îáùèå âûâîäû ïî èñïîëüçîâàíèþ

ìîäè�èêàöèé ÄÌÌ

1) Â ðàññìîòðåííûõ ìîäè�èêàöèÿõ ÄÌÌ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ

�óíêöèé ìîãóò áðàòüñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðà îäíîãî èç äâóõ òèïîâ

ìàòðèö: ìàòðèö öåíòðèðîâàííîãî ðàçáðîñà (ðàññåÿíèÿ)K,K(N)
èëè

ìàòðèö íåöåíòðèðîâàííîãî ðàçáðîñà (ðàññåÿíèÿ) K̃, K̃(N)
âåêòîðîâ

ïðåäûñòîðèè. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïåðâîãî

òèïà ìàòðèö ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ òåîðåòè÷åñêè áîëåå òî÷íûõ

ìîäåëåé, îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ìàòðèö âòîðîãî òèïà ïîçâîëÿåò ðåà-

ëèçîâàòü áîëåå óñòîé÷èâûå ìîäåëè.

2) Ïðè ðåàëèçàöèè ïðîäîëüíîé ìîäè�èêàöèè ÄÌÌ îñíîâíîé àê-

öåíò ïåðåíåñåí íà ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîñâÿçåé ìåæäó îòäåëüíûìè

ïàðàìåòðàìè Pij , i = 1, n âíóòðè ÂÄ�Ï Pj , ò. å., ïî ñóòè, âûÿâëå-

íèå âíóòðåííèõ âçàèìîçàâèñèìîñòåé ñëîæíîãî îáúåêòà, îäíàêî, ó÷åò

âëèÿíèÿ âíåøíèõ �àêòîðîâ ïðè ýòîì îïîñðåäîâàííûé.

3) Ïðåèìóùåñòâîì ïîïåðå÷íîãî ÄÌÌ ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèé ó÷åò âëè-

ÿíèÿ âíåøíèõ �àêòîðîâ, áîëüøàÿ íàãëÿäíîñòü è ëó÷øàÿ èíòåðïðå-

òèðóåìîñòü ýòîãî âëèÿíèÿ, òàê êàê îñíîâíîé àêöåíò ïðè ìîäåëèðîâà-

íèè ïåðåíåñåí íà âûÿâëåíèå âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ÂÄ�Ï

Pj âî âðåìåíè. Ó÷åò âíóòðåííèõ âçàèìîñâÿçåé îáúåêòà ïðè ýòîì îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ îïîñðåäîâàííî.
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Î ÑÓÙÅÑÒÂÅÍÍÎÌ È ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ ÑÏÅÊÒ�Å

ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÝÍÅ��ÈÈ ÄÂÓÕÌÀ�ÍÎÍÍÛÕ

ÑÈÑÒÅÌ Â Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉ ÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÉ

Ï�ÈÌÅÑÍÎÉ ÔÅ��ÎÌÀ�ÍÅÒÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

�ÅÉÇÅÍÁÅ��À Ñ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅÌ

ÁËÈÆÀÉØÈÕ ÑÎÑÅÄÅÉ

Ñ. Ì. Òàøïóëàòîâ

Èññëåäîâàíû ñóùåñòâåííûå è äèñêðåòíûå ñïåêòðû îïåðàòîðà ýíåðãèè äâóõ-

ìàãíîííûõ ñèñòåì â òðåõìåðíîé èçîòðîïíîé �åððîìàãíèòíîé ïðèìåñíîé ìî-

äåëè �åéçåíáåðãà ñ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ñó-

ùåñòâåííûé ñïåêòð ýòîé òðåõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì

÷åòûðåõ îòðåçêîâ è äèñêðåòíûé ñïåêòð ñèñòåìû íà êðàÿõ ñóùåñòâåííîãî

ñïåêòðà òðåõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû ðàçâå ëèøü êîíå÷åí.

Îäíèì èç çàìå÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà

òðåõ÷àñòè÷íîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ ý�-

�åêò Å�èìîâà: åñëè â ñèñòåìå òðåõ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ

ïîìîùüþ ïàðíûõ êîðîòêîäåéñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ, íè îäíà èç òðåõ

äâóõ÷àñòè÷íûõ ïîäñèñòåì íå èìååò ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé (ÑÑ) ñ îò-

ðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé, íî ïî ìåíüøåé ìåðå äâå èç íèõ èìåþò ðåçî-

íàíñ ñ ýíåðãèåé â íóëå, òî ó ýòîé òðåõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû ñóùåñòâó-

åò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òðåõ÷àñòè÷íûõ ÑÑ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãè-

åé, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê íóëþ. Ýòîò ý��åêò âïåðâûå áûë îáíàðóæåí

Â. Í. Å�èìîâûì [1℄. Â ðàáîòàõ [2�3℄ ýòà çàäà÷à èçó÷àëàñü â �èçè÷å-

ñêîì àñïåêòå. Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâà-

íèÿ ý��åêòà Å�èìîâà áûëî ïðîâåäåíî âïåðâûå â ðàáîòå Ä. �. ß�àå-

âà [4℄, à çàòåì â ðàáîòàõ Îâ÷èííèêîâà è Ñèãàëà [5℄, à òàêæå â ðàáîòàõ

Òàìóðà [6℄, Ñîáîëåâà [7℄.

Â ìîäåëÿõ �èçèêè òâåðäîãî òåëà âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå äèñ-

êðåòíûå îïåðàòîðû Øðåäèíãåðà, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåò÷àòûì àíàëî-

ãîì îáû÷íîãî íåïðåðûâíîãî òðåõ÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà.

Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ ñóùåñòâîâàíèå ý��åêòà Å�èìîâà íà �èçè÷å-

ñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [8�10℄.

Â ðàáîòàõ Ñ. Í. Ëàêàåâà è åãî ó÷åíèêîâ èññëåäîâàíû ñóùåñòâîâà-

íèå ý��åêòà Å�èìîâà äëÿ ðåøåò÷àòûõ òðåõ÷àñòè÷íûõ ñèñòåì (áî-
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çîíîâ), âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîìîùüþ ïàðíûõ êîíòàêòíûõ ïîòåí-

öèàëîâ ïðèòÿæåíèÿ ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïîëíîãî êâàçèèì-

ïóëüñà ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [11�14℄).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõìàãíîííàÿ ñèñòåìà â

èçîòðîïíîé ïðèìåñíîé �åððîìàãíèòíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà íà òðåõ-

ìåðíîé ðåøåòêå Z3
ñ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé è èññëå-

äóåòñÿ ñóùåñòâåííûé è äèñêðåòíûé ñïåêòð ñèñòåìû.

�àìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä

H = J
∑

m,τ

( ~Sm ~Sm+τ ) + (J0 − J)
∑

τ

( ~S0
~Sτ ), (1)

ãäå J < 0 è J0 � ïàðàìåòðû áèëèíåéíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñ-

òâèÿ ìåæäó àòîìàìè è ìåæäó àòîìàìè è ïðèìåñÿìè, ñîîòâåòñòâåí-

íî,

~Sm = (Sxm;Sym;S
z
m) � îïåðàòîð àòîìíîãî ñïèíà âåëè÷èíû s = 1/2

â óçëå m, à ïî τ âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì. �à-

ìèëüòîíèàí (1) äåéñòâóåò â ñèììåòðè÷åñêîì �îêîâñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå H . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ0 âåêòîð, íàçûâàåìûé âàêóóìíûì è îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè: S+
mϕ0 = 0, Szmϕ0 = ϕ0

2 , ãäå

||ϕ0|| = 1. Ïîëîæèì S±
m = Sxm ± iSym, ãäå S

+
m è S−

m � ñîîòâåòñòâåí-

íî, îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ìàãíîíà â óçëå m. Âåêòîð
S−
mS

−
n ϕ0 îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû äâóõ ìàãíîíîâ, íàõîäÿùåãî-

ñÿ â óçëàõ m, è n ñî çíà÷åíèåì ñïèíà s = 1/2. Âåêòîðû S−
mS

−
n ϕ0

îáðàçóþò îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó. Ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ýòè

âåêòîðû, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĥ2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî îòíî-

ñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Çàìûêàíèå ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç H2. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

äâóõìàãíîííûõ ñîñòîÿíèé îïåðàòîðà H.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî H2 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà H. Îïåðàòîð H2 = H/H2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîñî-

ïðÿæåííûì îïåðàòîðîì, êîòîðûé ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé ñàìîñî-

ïðÿæåííûé îïåðàòîð H2, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå l2(Z
ν × Zν)

ïî �îðìóëå

(H2f)(p; q) = J
∑

p,q,τ

{
[δp,q+τ + δp+τ,q − 2]f(p; q)− 1

2
δp−τ,qf(p− τ ; q)−

−1

2
δp,q−τf(p; q − τ) +

1

2
f(p; q − τ)− 1

2
δp+τ,qf(p+ τ ; q)+

+
1

2
f(p+ τ ; q) +

1

2
f(p; q + τ) − 1

2
δp;q+τf(p; q + τ)

}
+

1

2
f(p− τ ; q)+
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+(J0 − J)
∑

p,q,τ

{
[δp,τδq,0 + δp,0δq,τ −

1

2
δp,τ −

1

2
δq,τ −

1

2
δp,0−

−1

2
δq,0]f(p; q)−

1

2
δp,0δq,τf(p; 0)−

1

2
δp,τδq,0f(0; q)+

+
1

2
δp,τf(0; q) +

1

2
δq,τf(p; 0)−−1

2
δp,0δq,τf(τ ; q)−

−1

2
δp,τ δq,0f(p; τ) +

1

2
δp,0f(τ ; q) +

1

2
δq,0f(p; τ)

}
,

(2)

ãäå δk,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñàì îïåðàòîð H2 äåéñòâóåò íà âåêòîð

ψ ∈ H2 ïî �îðìóëå

H2 =
∑

p,q,τ

(H2f)(p; q)S
−
p S

−
q ϕ0. (3).

Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ êîì-

ìóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó îïåðàòîðàìè S+
m, S

−
p è Szq .

Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Âåéëÿ, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïåêòðû îïåðà-

òîðîâ H2 è H2 ñîâïàäàþò.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñïåêòðà îïåðàòîðà H2. Ýòî óäîáíî

ñäåëàòü â åãî êâàçèèìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

F : l2(Z
ν × Zν) ⇒ L2(T

ν × T ν).

Çäåñü T ν � ν-ìåðíûé òîð, ñíàáæåííûé íîðìèðîâàííîé ìåðîé Ëåáåãà
dλ : λ(T ν) = 1.

Îïåðàòîð H2 â êâàçèèìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå

L2(T
ν × T ν) äåéñòâóåò ïî �îðìóëå

(H̃2f)(x; y) =

[
−4Jν + 2J

ν∑

i=1

(cosxi + cos yi)

]
f(x; y)−

−ε
∫

Tν

[
ν +

ν∑

i=1

[cos(xi − si)− cosxi − cos si]

]
f(s; y) ds−

−ε
∫

Tν

[
ν +

ν∑

i=1

[cos(yi − ti)− cos yi − cos ti]

]
f(x; t) dt+

+J

∫

Tν

[
4ν−

ν∑

i=1

[cos si+cosxi+cos yi+cos(xi + yi− si)]

]
f(s;x+ y − s) ds+
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+ε

∫

Tν

∫

Tν

{
2ν + 2

ν∑

i=1

[cos(xi − si) + cos(yi − ti)+

+ cos(xi + yi − si − ti)]− cos ti − cos si − cosxi − cos yi−
− cos(xi − si − ti)− cos(yi − si − ti)− cos(xi + yi − ti)−

− cos(xi + yi − si)

}
f(s; t) ds dt, ε = J0 − J.

(4)

1. Îäíîìàãíîí ïðèìåñíîå ñîñòîÿíèå

Èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå �èçèêè ïëåíî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå

ïðèìåíåíèå ïëåíîê â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �èçèêè è òåõíèêè îáó-

ñëîâëèâàþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ëîêàëèçîâàííûõ ïðè-

ìåñíûõ ñîñòîÿíèé (ËÏÑ) ìàãíåòèêîâ.

ËÏÑ â �åððîìàãíåòèêå �åéçåíáåðãà ñ �åððîìàãíèòíîé èëè àíòè-

�åððîìàãíèòíîé ïðèìåñÿìè èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íà-

ïðèìåð, â [15�20℄), ãäå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü ñëó÷àè ëèíåéíîé

èëè êóáè÷åñêîé ðåøåòêè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ëèíåéíîì ñëó÷àå ñó-

ùåñòâóåò äâà òèïà ËÏÑ, à â êóáè÷åñêîé ðåøåòêå � òðè. Â ðàáîòå [21℄

èññëåäóåòñÿ ñïåêòð è ËÏÑ îäíîìàãíîííûõ ñèñòåì â ïðèìåñíîé ìî-

äåëè �åéçåíáåðãà íà ν-ìåðíîé ðåøåòêå Zν . Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðè-

âàëñÿ êàê ñëó÷àé �åððîìàãíåòèêà ñ �åððîìàãíèòíîé ïðèìåñüþ, òàê

è ñëó÷àé �åððîìàãíåòèêà ñ àíòè�åððîìàãíèòíîé ïðèìåñüþ. Ïîêà-

çàíî, ÷òî â ν-ìåðíîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò íå áîëåå òðåõ (áåç ó÷åòà

êðàòíîñòè âûðîæäåíèé èõ ýíåðãèè) ËÏÑ, è íàéäåíî óñëîâèå ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé. Îïðåäåëåíî ìåñòîïîëîæåíèå èõ ýíåðãèè

îòíîñèòåëüíî íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñèñòåìû.

�àìèëüòîíèàí îäíîìàãíîí ïðèìåñíîé ñèñòåìû òàêæå èìååò

âèä (1). Âåêòîð S−
mϕ0 îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îäíîãî ìàãíîíà,

íàõîäÿùåãîñÿ â óçëå m, ñî çíà÷åíèåì ñïèíà s = 1/2. Âåêòîðû S−
mϕ0

îáðàçóþò îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó. Ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ýòè

âåêòîðû, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĥ1. Ýòî ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî îòíî-

ñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Çàìûêàíèå ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç H1. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

îäíîìàãíîííûõ ñîñòîÿíèé îïåðàòîðà H.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî H1 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà H. Îïåðàòîð H1 = H/H1 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìî-

ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì, ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåí-
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íûé îïåðàòîð H1, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå l2(Z
ν) ïî �îðìóëå

(H1f)(p) =
∑

p,τ

[
−Jf(p) + J

2
(f(p+ τ) + f(p− τ))

]
+

+(J0 − J)
∑

p,τ

[(−δp,0 − δp,τ )f(p) + +(δp,τf(0) + δp,0f(τ))],
(5)

ãäå δk,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñàì îïåðàòîð H1 äåéñòâóåò íà âåêòîð

ψ ∈ H1 ïî �îðìóëå

H1ψ =
∑

p

(H1f)(p)S
−
p ϕ0. (6)

Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ êîì-

ìóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó îïåðàòîðàìè S+
m, S

−
p è Szq .

Èñïîëüçóÿ êðèòåðèÿ Âåéëÿ, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïåêòðû îïåðà-

òîðîâ H1 è H1 ñîâïàäàþò.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â èçó÷åíèå ñïåêòðà îïåðàòîðà H1. Ýòî óäîáíî

ñäåëàòü â åãî êâàçèèìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F : l2(Z
ν) ⇒ L2(T

ν). Çäåñü T ν � ν-ìåðíûé
òîð, ñíàáæåííûé íîðìèðîâàííîé ìåðîé Ëåáåãà dλ : λ(T ν) = 1.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü F : H1 ⇒ H̃1 ≡ L2(T
ν) � ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå. Îïåðàòîð H1 ïåðåõîäèò â îïåðàòîð H̃1 = FH1F
−1,

êîòîðûé äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå L2(T
ν) ïî �îðìóëå

(H̃1f)(x) = h(x)f(x) +

∫

Tν

h1(x; t)f(t) dt, (7)

ãäå h(x) = −2Jν + 2J
∑ν
i=1 cosxi, h1(x; t) = −2ε

[
ν +

∑ν
i=1[cos(xi −

ti)− cosxi − cos ti]
]
, çäåñü ε = J0 − J ; x, t ∈ T ν .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3 ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Èçâåñòíî, ÷òî íåïðåðûâíûé

ñïåêòð îïåðàòîðà H1 íå çàâèñèò îò �óíêöèè h(x; t) è çàïîëíÿåò âåñü
îòðåçîê [mν ;Mν ], ãäå mν = minx∈Tν h(x), Mν = maxx∈Tν h(x).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ϕ ∈ L2(T
ν) îïåðàòî-

ðà H̃1, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ z, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
ïðèìåñíûì ñîñòîÿíèåì (ËÏÑ) îïåðàòîðà H̃1, à âåëè÷èíà z � ýíåð-

ãèåé ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.
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Îáîçíà÷èì

∆ν(z) = (1− 2εJν,1(z))(1− 2εJν,2(z))
ν(1 − εJν,3(z))

ν−1, (8)

ãäå

Jν,1(z) =

∫

Tν

(1− cos s1)(ν −
∑ν

i=1 cos si)ds1ds2 . . . dsν
h(s1; s2; . . . ; sν)− z

,

Jν,2(z) =

∫

Tν

sin2 s1ds1ds2 . . . dsν
h(s1; s2; . . . ; sν)− z

,

Jν,3(z) =

∫

Tν

(cos s1 − cos s2)
2ds1ds2 . . . dsν

h(s1; s2; . . . ; sν)− z
.

Ëåììà 1. ×èñëî z = z0 /∈ [mν ;Mν] ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì îïåðàòîðà H̃1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÿâëÿåòñÿ íóëåì

�óíêöèè ∆ν(z), ò. å. ∆ν(z0) = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïàðó (J ; ε) : P = (J ; ε) è

a =

∫

Tν

sin2 s1ds1ds2ds3
3− cos s1 − cos s2 − cos s3

=

∫

Tν

sin2 s1ds1ds2ds3
3 + cos s1 + cos s2 + cos s3

,

b =

∫

Tν

(cos s1 − cos s2)
2ds1ds2ds3

3− cos s1 − cos s2 − cos s3
=

∫

Tν

(cos s1 − cos s2)
2ds1ds2ds3

3 + cos s1 + cos s2 + cos s3
.

ßñíî, ÷òî 0 < a < b < 1 è 2a < b. Òåïåðü ïðè ν = 3 ââåäåì ñëåäóþùèå
ìíîæåñòâà ïàð P :

Q1 = {P : J < 0, 0 < ε 6 −J}, Q2 =
{
P : J < 0,

J

3
< ε < 0

}
,

Q3 =
{
P : J > 0, 0 < ε <

J

3

}
, Q4 = {P : J > 0,−J < ε < 0},

Q5 =
{
P : J < 0,−J 6 ε < −2J

b

}
, Q6 =

{
P : J > 0,

J

3
6 ε <

2J

b

}
,

Q7 =
{
P : J < 0,

2J

b
< ε 6

J

3

}
, Q8 =

{
P : J > 0,−2J

b
< ε 6 −J

a

}
,

Q9 =
{
P : J < 0,−2J

b
6 ε < −J

a

}
, Q10 =

{
P : J > 0,−2J

b
6 ε < −J

a

}
,
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Q11 =
{
P : J < 0,

J

a
< ε 6

2J

b

}
, Q12 =

{
P : J > 0,−J

a
< ε 6 −2J

b

}
,

Q13 =
{
P : J < 0, ε > −J

a

}
, Q14 =

{
P : J > 0, ε >

J

a

}
,

Q15 =
{
P : J < 0, ε 6

J

a

}
, Q16 =

{
P : J > 0, ε 6

−J
a

}
.

Òåîðåìà 1. À. Ïóñòü P ∈ Q1

⋃
Q2

⋃
Q3

⋃
Q4. Òîãäà îïåðàòîð H̃1

íå èìååò ËÏÑ.

Á. Ïóñòü P ∈ Q5

⋃
Q6 (P ∈ Q7

⋃
Q8). Òîãäà îïåðàòîð H̃1 èìååò

åäèíñòâåííîå ËÏÑ ñî çíà÷åíèåì ýíåðãèè z < m3 (z > M3). Óðîâåíü
ýòîé ýíåðãèè íåâûðîæäåí.

Â. Ïóñòü P ∈ Q9

⋃
Q10 (P ∈ Q11

⋃
Q12). Òîãäà îïåðàòîð H̃1 èìååò

ðîâíî äâà ËÏÑ ϕ1 è ϕ2 ñî çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-

íûìè z1 è z2 (z3 è z4), ïðè÷åì zi < m3, i = 1, 2; (zj > M3, j = 3, 4).
Êðîìå òîãî, óðîâåíü z1 (z3) íåâûðîæäåí, à óðîâíè z2 (z4) äâóêðàòíî
âûðîæäåíû.

�. Ïóñòü P ∈ Q13

⋃
Q14 (P ∈ Q15

⋃
Q16). Òîãäà îïåðàòîð H̃1 èìååò

ðîâíî òðè ËÏÑ ϕ1, ϕ2 è ϕ3 ñî çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè ñîîòâåòñòâåííî

ðàâíûìè z1, z2 è z3 ( z4, z5 è (z6), ïðè÷åì zi < m3, i = 1, 2, 3; (zj > M3,

j = 4, 5, 6). Êðîìå òîãî, óðîâåíü z1 (z4) íåâûðîæäåí, óðîâíè z2 (z5)
äâóêðàòíî âûðîæäåíû, à óðîâåíü z3 z6) òðåõêðàòíî âûðîæäåí.

2. Äâóõìàãíîííîå ñîñòîÿíèå

�àìèëüòîíèàí äâóõìàãíîííîé ñèñòåìû èìååò âèä:

H = J
∑

m,τ

(~Sm~Sm+τ ), (9)

ãäå J < 0 � ïàðàìåòðû áèëèíåéíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-

äó áëèæàéøèìè àòîìàìè ðåøåòêè. Îïåðàòîð (9) â êâàçèèìïóëüñíîì

ïðåäñòàâëåíèè â ïðîñòðàíñòâå L2(T
ν × T ν) äåéñòâóåò ïî �îðìóëå

(H̃2f)(x; y) =

[
−4Jν + 2J

ν∑

i=1

(cosxi + cos yi)

]
f(x; y)+

+J

∫

Tν

[
4ν −

ν∑

i=1

[cos si + cosxi + cos yi+

+cos(xi + yi − si)]

]
f(s;x+ y − s)ds.

(10)
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Îïðåäåëåíèå 2. Ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ϕ ∈ L2(T
ν×T ν) îïåðàòî-

ðà H̃2, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ z, íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì
ñîñòîÿíèåì (ÑÑ) îïåðàòîðà H̃2, à âåëè÷èíà z � ýíåðãèåé ýòîãî ñî-

ñòîÿíèÿ.

Ñïåêòð è ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà ýíåðãèè äâóõìàãíîííûõ

ñèñòåì áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ [22�23℄. Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ

èññëåäîâàíèå ñïåêòðà îïåðàòîðà (10) çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì.

Êîíå÷íîñòü èëè áåñêîíå÷íîñòü äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äàííîãî

òðåõ÷àñòè÷íîãî äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà çàâèñèò îò êî-

ëè÷åñòâà äâóõ÷àñòè÷íûõ ïîäñèñòåì, èìåþùèõ òàê íàçûâàåìûé âèð-

òóàëüíûé óðîâåíü íà êðàþ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà òðåõ÷àñòè÷íîé

ñèñòåìû. Äèñêðåòíûé ñïåêòð ñèñòåìû êîíå÷åí, åñëè íà êðàþ ñóùå-

ñòâåííîãî ñïåêòðà ñèñòåìà èìååò âèðòóàëüíûé óðîâåíü òîëüêî îä-

íà äâóõ÷àñòè÷íàÿ ïîäñèñòåìà èëè âèðòóàëüíûõ óðîâíåé âîîáùå íåò

ó äâóõ÷àñòè÷íûõ ïîäñèñòåì. Åñëè æå äâå èëè âñå òðè äâóõ÷àñòè÷-

íûå ïîäñèñòåìû èìåþò âèðòóàëüíûé óðîâåíü íà êðàþ ñóùåñòâåííîãî

ñïåêòðà, òî äèñêðåòíûé ñïåêòð ñèñòåìû áåñêîíå÷åí. Äâóõ÷àñòè÷íûå

ïîäñèñòåìû äàííîé òðåõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû ñîñòîÿò èç äâóõ ïðèìåñ-

íûõ äâóõ÷àñòè÷íûõ ïîäñèñòåì è ñèñòåìû äâóõ ìàãíîíîâ. Îäíîìàã-

íîí ïðèìåñíûå ïîäñèñòåìû íå ðàçëè÷èìû, ïîýòîìó åñëè îäíà èç òà-

êèõ ïîäñèñòåì èìååò âèðòóàëüíûé óðîâåíü, òî äðóãàÿ òàêæå èìååò

âèðòóàëüíûé óðîâåíü íà êðàþ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà òðåõ÷àñòè÷-

íîé ñèñòåìû.

Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèì ñòðóêòóðû ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé òðåõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû, ïîòîì ïðîâåðèì ñêîëüêî

äâóõ÷àñòè÷íûõ ïîäñèñòåì äàííîé ñèñòåìû èìåþò âèðòóàëüíûé óðî-

âåíü íà êðàþ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà.

Ñðàâíèâàÿ �îðìóëû (4) è (7), ëåãêî ìîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî îïåðà-

òîð H̃2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: H̃2 = H̃1

⊗
E+E

⊗
H̃1+K1+K2,

ãäå E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå H̃1. �àññìàòðèâàå-
ìàÿ òðåõ÷àñòè÷íàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé, à â çà-

ìêíóòûõ ñèñòåìàõ èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî êâàçèèì-

ïóëüñà ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ïðèìåñü çàêðåïëåíà â îïðåäåëåííîì

óçëå (â óçëå ñ íîìåðîì m = 0), ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî ïîëíûé êâàçè-

èìïóëüñ òðåõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû è ïîëíûé êâàçèèìïóëüñ äâóõìàã-

íîííîé ïîäñèñòåìû ðàâíû. Òåïåðü, �èêñèðóÿ ïîëíûé êâàçèèìïóëüñ

ñèñòåìû ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìîé èíòåãðàë îïåðàòîðà H̃2 è ïðî-

ñòðàíñòâî H̃2, òàê ÷òî ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë îïå-
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ðàòîðû K1Λ è K2Λ ñòàíîâÿòñÿ êîìïàêòíûìè îïåðàòîðàìè. Ïîýòîìó

ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà H̃2 è îïåðàòîðà H̃1

⊗
E + E

⊗
H̃1

ñîâïàäàþò. Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà H̃1

íå çàâèñèò îò Λ. Ñïåêòð îïåðàòîðà A
⊗
E+E

⊗
B, ãäå A è B ïëîòíî

îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, áûëî èçó÷åíû â

ðàáîòàõ [24�26℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ äàíî ÿâíûå �îðìóëû âûðàæàþùèå

σess.(A
⊗
E + E

⊗
B) ÷åðåç σ(A), σdisc.(A), σ(B) è σdisc.(B). Êðîìå

òîãî, ÿñíî, ÷òî σ(A
⊗
E+E

⊗
B) = {λ+µ : λ ∈ σ(A), µ ∈ σ(B)}. Ìû

óæå èññëåäîâàëè ñïåêòð îïåðàòîðà H̃1. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

âèäíî, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà H̃1 ñîñòîèò èç íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà è

íå áîëåå òðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íåâûðîæäåííîãî, äâóêðàòíî è

òðåõêðàòíî âûðîæäåííûõ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà

îïåðàòîðà H̃1

⊗
E + E

⊗
H̃1.

Òåîðåìà 2. Åñëè 0 < ε < −J èëè

J
3 < ε < 0, òî ñóùåñòâåí-

íûé ñïåêòð îïåðàòîðà H̃2 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî îòðåçêà G1 =
[0;−24J ], ò. å. σess.(H̃2) = [0;−24J ] è äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà

êîíå÷åí.

Òåîðåìà 3. Åñëè

2J
b 6 ε 6 J

3 , òî ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà

H̃2 ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ: σess.(H̃2) = [0;−24J ]
⋃
[z1;−12J + z1] è

â ëåâîì êðàþ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà

H̃2 êîíå÷åí.

Òåîðåìà 4. Åñëè

J
a 6 ε 6 2J

b , òî ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòî-

ðà H̃2 ñîñòîèò èç òðåõ îòðåçêîâ: σess.(H̃2) = [0;−24J ]
⋃
[z1;−12J +

z1]
⋃
[z2;−12J + z2] è â ëåâîì êðàþ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà äèñêðåò-

íûé ñïåêòð îïåðàòîðà H̃2 êîíå÷åí.

Òåîðåìà 5. Åñëè ε 6
J
a , òî ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà

H̃2 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ îòðåçêîâ: σess.(H̃2) = [0;−24J ]
⋃
[z1;−12J +

z1]
⋃
[z2;−12J + z2]

⋃
[z3;−12J + z3] è â ëåâîì êðàþ ñóùåñòâåííîãî

ñïåêòðà äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà H̃2 êîíå÷åí.
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ÓÄÊ 624.073.2

�ÅØÅÍÈÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÌÅÒÎÄÎÌ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Ò. �. Òåäååâ

Ïîëó÷åíî ðåøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåä-

ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìîäåëüíîé çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ êîíñòðóê-

öèé ñ óïðóãèì îñíîâàíèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ öåëåñîîá-

ðàçíî ïåðåðàñïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ áûëè

ñêîíöåíòðèðîâàíû â öåíòðàëüíîé ÷àñòè êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, ÷òî ñóùå-

ñòâåííî ñíèçèò â ðàñ÷åòíûõ ñå÷åíèÿõ èçãèáàþùèå ìîìåíòû è ïîïåðå÷íûå

óñèëèÿ.

Ïðîãíîç ðàçâèòèÿ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â çäàíèÿõ è èí-

æåíåðíûõ ñîîðóæåíèÿõ òðåáóåò ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êîí-

òàêòíîé çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîðóæåíèÿ ñ îñíîâàíèåì. Ïðè ýòîì

äèñêðåòíîå ìîäåëèðîâàíèå îñíîâàíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

(ÌÊÝ) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ â êîíå÷íîì

÷èñëå óçëîâûõ òî÷åê, à ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ïîä÷èíÿþòñÿ çàäàí-

íîìó èíòåðïîëÿöèîííîìó çàêîíó [1�3℄. Ñ ó÷åòîì ýòèõ óñëîâèé íàè-

áîëåå óäîáíûì äëÿ ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è áóäåò êëàññè÷åñêèé

ìåòîä [4℄ Á. Í. Æåìî÷êèíà�À. Ï. Ñèíèöûíà (ÌÆÑ). Îí ïîëíîñòüþ

ñîâìåñòèì ñ äèñêðåòíûìè ìåòîäàìè ðàñ÷åòà îñíîâàíèé è ïîçâîëÿåò

ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûì ïóòåì ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ïðî-

ìûøëåííîãî, ãðàæäàíñêîãî è ãèäðîòåõíè÷åñêîãî ñòðîèòåëüñòâà.

Èçëîæèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïðèìåíèòåëüíî ê

ðàñ÷åòíîé ñõåìå âçàèìîäåéñòâèÿ êîíñòðóêöèè êîíå÷íîé äëèíû ñ îñ-

íîâàíèåì (ðèñ. 1à). Ïðè ýòîì �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ

íàïðÿæåíèé îñíîâàíèÿ P (x) â ñëó÷àå âîçäåéñòâèÿ ñèëîâûõ è âëàæ-
íîñòíûõ íàãðóçîê áóäåò èìåòü, â îáùåì ñëó÷àå, êðèâîëèíåéíûé âèä

(ðèñ. 1á). Òàê êàê îñíîâàíèå ïðåäñòàâëåíî ñîâîêóïíîñòüþ êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü âçàèìîäåéñòâèå êîíñòðóêöèè ñ

îñíîâàíèåì â êîíå÷íîì ÷èñëå êîíòàêòíûõ òî÷åê ñ èíòåðïîëÿöèîí-

íûì ïðåäñòàâëåíèåì �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæå-

íèé P (x) â ìåæóçëîâûõ èíòåðâàëàõ.
Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ïðèíèìàåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àï-

ïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ óñèëèé P (x),
óïðîùàþùàÿ ïîñòðîåíèå ýïþð ñèëîâûõ �àêòîðîâ. Â äàííîé ðàáîòå
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áûëî èñïîëüçîâàíî êàê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå, òàê è ïîëèíîìèàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïîëîæåíèÿìè ÌÆÑ äëÿ ðàñ÷åòà ñòà-

òè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé ñèñòåìû, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 1á, âûáåðåì

ñìåøàííûé ìåòîä. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä, ïðèâåäåííûé

íà ðèñ. 1â. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè íàãðóçîê, ðåøåíèå çà-

äà÷è ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿþòñÿ

ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà êîíòàêòíûõ óñèëèé � Xp, ñîîòâåòñòâóþùèõ

êâàçèñòàòè÷åñêîé çàäà÷å

[δ]Xp +∆p = 0, (1)

ãäå [δ] � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà åäèíè÷íûõ êîý��èöèåíòîâ ñìå-

øàííîãî ìåòîäà; Xp � âåêòîð êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé â îñíîâàíèè;

∆p � âåêòîð ãðóçîâûõ ÷ëåíîâ â êîíñòðóêöèè îò âíåøíåé ñèëîâîé

íàãðóçêè.

P

W (x y,t),

( )X

a) èñõîäíàÿ ñõåìà

0

n-2

1

Œ

P P

P P

á) ìîäåëèðîâàíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé

a

0

0V

n-2

n-2

1

1

Œ

ŒX X X X

a

a

0

â) îñíîâíàÿ ñèñòåìà ÌÆÑ

�èñ. 1. Äèñêðåòèçàöèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è ïî ìåòîäó Á. Í. Æåìî÷êèíà�

À. Ï. Ñèíèöûíà.
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Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû [δ] è
âåêòîðà ãðóçîâûõ ÷ëåíîâ ∆p ïðèâåäåíà â ðàáîòå [4℄.

Íàèáîëåå ñëîæíûì âîïðîñîì â ýòîé ìåòîäèêå ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ

îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè îñíîâàíèÿ. Åñëè

äëÿ îáû÷íûõ ëèíåéíî-äå�îðìèðóåìûõ ñðåä ýòè ïåðåìåùåíèÿ ìîãóò

áûòü íàéäåíû íà îñíîâå ðåøåíèÿ Ôëàìàíà [4℄, òî äëÿ ñòðóêòóðíî-

íåóñòîé÷èâûõ îñíîâàíèè îíè äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà-

÷è ÌÊÝ. Ïðè ýòîì ëåãêî ó÷èòûâàþòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ

îñíîâàíèÿ, åãî íåîäíîñâÿçíîñòü è ãåîëîãè÷åñêîå ñëîæåíèå â îòëè÷èå

îò êëàññè÷åñêîé òðàêòîâêè ÌÆÑ.

Íà âòîðîì ýòàïå ðàñ÷åòà � èç ðåøåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé

[σ]XW +∆W = 0, (2)

ãäå ∆W � âåêòîð ïåðåìåùåíèé êîíòàêòíûõ óçëîâ îñíîâàíèÿ îò ãåî-

ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íàáóõàíèÿ èëè ïðîñàäêè, îïðåäåëÿþòñÿ ñî-

ñòàâëÿþùèå âåêòîðà êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé îñíîâàíèÿ XW .

Ýëåìåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé êîíòàêòíûõ óñèëèé ∆W îïðå-

äåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ÌÊÝ îáùåé çàäà÷è òåîðèè âëàãîóïðóãîñòè

ñòðóêòóðíî-íåóñòîé÷èâûõ îñíîâàíèé [5℄.

Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ïëîñêîé äå�îðìàöèè �èçè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

âëàãîóïðóãîñòè èìåþò ñëåäóþùèé âèä

σ = E(W )[D](ε− ε0), (3)

ãäå σ = {σx, σy, τxy}T � âåêòîð íàïðÿæåíèé, [D] � ìàòðèöà ïðèâå-

äåííûõ êîý��èöèåíòîâ Ëÿìý, ε = {εx, εy, γxy} � âåêòîð äå�îðìà-

öèé, ε0 � âåêòîð âëàæíîñòíûõ äå�îðìàöèé, îïðåäåëÿåìûé èç ñëå-

äóþùåé çàâèñèìîñòè

ε0 = (1 + ν)ψ(W )





βx(σ0x)
βy(σ0y)

0



 = (1 + ν)ψ(W )β(σ0), (4)

ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, β(σ0) � âåêòîð êîý��èöèåíòîâ íàáóõà-

íèÿ èëè ïðîñàäêè, T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Ýêñòðåìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îòûñêàíèÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé

u â ïëîñêîäå�îðìèðîâàííîì îñíîâàíèè ñëåäóþùàÿ: äëÿ äàííîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîëÿ âëàæíîñòè W (x, y, t) â ìîìåíò âðåìåíè t [6℄ íàéòè
ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ìîìåíòó âåêòîð ïåðåìåùåíèé u(x, y) îïðå-
äåëåííûé è íåïðåðûâíûé â çàìêíóòîé îáëàñòè F âìåñòå ñî ñâîèìè
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ïðîèçâîäíûìè, óäîâëåòâîðÿþùèé íà ãðàíèöå S îáëàñòè êèíåìàòè-

÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è ñîîáùàþùèé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè

J(u) =

∫∫ {
E(W )([A]u)T [D](0, 5[A]u− ε0)− uTρ

}
dF −

∑

I

Piδi. (5)

Çäåñü ρ � âåêòîð ìàññîâûõ ñèë; Pi � ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû; δi � ïå-

ðåìåùåíèå òî÷åê ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ñèë; I � ÷èñëî ñèë; [A]� ìàòðèöà

äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ òåîðèè óïðóãî-

ñòè [7℄.

Ïóñòü çàäàííàÿ îáëàñòü F ïðåäñòàâëåíà ñîâîêóïíîñòüþM êîíå÷-

íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèìåì, ÷òî â ïðåäåëàõ îäíîãî ýëåìåíòà å ñïðàâåä-

ëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

u(x, y) = [N ]δe, (6)

ãäå [N ] � ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû ýëåìåíòà, δe � âåêòîð ïåðåìåùå-

íèé óçëîâ ýëåìåíòà. Ïîäñòàâëÿÿ (6) â âûðàæåíèå (5) è ìèíèìèçèðóÿ

äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà, ïîëó÷àåì:

[K]eδe +Rρe +Rε0e − P e = 0, (7)

ãäå

[K]e =

∫∫

Fe

E(W )([A][N ])T [D]([A][N ]) dx dy, (8)

Rε0e = −(1 + ν)

∫∫

Fe

E(W )([A][N ])T [D]β(σ0)ψ(W ) dx dy, (9)

Rρe =

∫∫

Fe

[N ]Tρ dx dy. (10)

Äëÿ âñåé îáëàñòè ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ âêëàäîâ îòäåëüíûõ ýëåìåí-

òîâ, èìååì:

[K]δ +Rρ +Rε0 − P = 0. (11)

Ïîñëå óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì èç ýòîé ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ èòîãîâûé âåêòîð óç-

ëîâûõ ïåðåìåùåíèé δ, âêëþ÷àþùèé è ïåðåìåùåíèÿ êîíòàêòíûõ óç-
ëîâ èç ñèñòåìû (2).
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Îêîí÷àòåëüíûé âåêòîð ðåàêòèâíûõ óñèëèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ñóììà ñîñòàâëÿþùèõ â ðàñ÷åòíûå ìîìåíòû âðåìåíè:

X = Xp +Xw. (12)

Íà îñíîâå èçâåñòíîãî âåêòîðà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êîý��èöè-

åíòû ïîëèíîìîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ êîíòàêòíîå äàâëåíèå P (x), è
ïîñòðîåíû ýïþðû îñíîâíûõ ñèëîâûõ �àêòîðîâ.

Îáùèé àëãîðèòì ðàñ÷åòà êîíñòðóêöèé íà ñòðóêòóðíî-íåóñòîé÷è-

âîì îñíîâàíèè â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííîé ìåòîäèêîé ðàñ÷åòà áóäåò

âêëþ÷àòü â ñåáÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ýòàïû:

1. Íà îñíîâå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è âëàãîïðîâîäíîñòè ïðè

íåïîëíîì âîäîíàñûùåíèè îïðåäåëÿåòñÿ âëàæíîñòíûé ðåæèì îñíî-

âàíèÿ â ðàñ÷åòíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

2. Ïðîèçâîäèòñÿ ñòàòè÷åñêèé ðàñ÷åò çàäàííîé êîíñòðóêöèè è åå

îñíîâàíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð Xp.

3. Ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò îñíîâàíèÿ íà ïðèëîæåííûå ê íåìó ñòà-

òè÷åñêèå íàãðóçêè è âåêòîð Xp. Óñòàíàâëèâàåòñÿ àêòèâíàÿ çîíà ãåî-

ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íàáóõàíèÿ èëè ïðîñàäêè [5℄.

4. Ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ñòðóêòóðíî-íåóñòîé÷èâîãî îñíîâàíèÿ ñ

ó÷åòîì ñòàòè÷åñêèõ íàãðóçîê è ðàñ÷åòíîãî ïîëÿ âëàæíîñòè è îïðå-

äåëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ êîíòàêòíûõ óçëîâ ïîâåðõíîñòè îñíîâàíèÿ.

5. Ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò çàäàííîé êîíñòðóêöèè ñ ó÷åòîì èçâåñò-

íûõ ïåðåìåùåíèé îñíîâàíèÿ. Èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2)

îïðåäåëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé âåêòîð ðåàêöèé îñíîâàíèÿ XW . Ïî-

ñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî çàâèñèìîñòè (12) ïîëó÷àåòñÿ îêîí÷àòåëüíûé

âåêòîð X, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ñîñòàâëÿþùèå �óíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ äàâëåíèé îñíîâàíèÿ P (x) è ñòðîÿòñÿ
ýïþðû ñèëîâûõ �àêòîðîâ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðå-

õîä ê ñëåäóþùåìó ðàñ÷åòíîìó ìîìåíòó âðåìåíè.

Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè áûëà ðåøåíà ìîäåëüíàÿ çà-

äà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàñ÷åò-

íîé êîíñòðóêöèè íà ñëîå îñíîâàíèÿ áåç ó÷åòà ãåîìåõàíè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ íàáóõàíèÿ èëè ïðîñàäêè, íî ñ îñóùåñòâëåíèåì ëîêàëüíîãî

óïëîòíåíèÿ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè óäàðíûì ñïîñîáîì. Äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ëîêàëüíîå óïëîòíå-

íèå çàïîëíÿþò æåñòêèì ìàòåðèàëîì, íàïðèìåð áåòîíîì [8℄. Â öåëîì

ðàçìåðû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè 8 × 20 ì, ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ðàñ÷åò-

íîé ïîëîñû 1× 6 ì. �àñ÷åòíàÿ êîíñòðóêöèÿ íàãðóæåíà ðàñïðåäåëåí-
íîé íàãðóçêîé 100 êÍ/ì2

. Õàðàêòåðèñòèêè ïëèòû: E = 30000 ÌÏà,
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ν = 0, 2, ρ = 2400 êã/ì3
. �àñ÷åòíûå ïîêàçàòåëè óïðóãîãî îñíîâàíèÿ:

E = 30 ÌÏà, ν = 0, 36, ρ = 1800 êã/ì3
.

�åçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2 â ñâÿçè ñ

ñèììåòðèåé äëÿ ÷àñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ïîêàçûâàþò, ÷òî íàëè÷èå

ëîêàëüíî óïëîòíåííîãî ìàññèâà êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî ìåíÿåò

êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé â îñíîâàíèè. Çíà-

÷èòåëüíî óâåëè÷èâàþòñÿ çíà÷åíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé â öåí-

òðàëüíîé ÷àñòè, à èõ êîíöåíòðàöèÿ ïîä êîíñîëüíîé ÷àñòüþ ðåçêî

óìåíüøàåòñÿ (â 2 ðàçà). Ñóùåñòâåííî óìåíüøàþòñÿ òàêæå èçãèáàþ-

ùèå ìîìåíòû â ðàñ÷åòíûõ ñå÷åíèÿõ ðàññìîòðåííîé êîíñòðóêöèè (â

1,8�2 ðàçà).

Р, кН/м Р, кН/м

Х, м 0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.000.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
0.00

5.00

15.00

10.0010.00

a) á)

Р, кН/м

0.00

0.00

5.00

15.00

10.00

0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.003.00

10.00

М, кН. м

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00

0.00

5.00

10.00

â) ã)

Х, мХ, м 0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.003.000.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00

0.00

5.00

10.00

0.00

5.00

10.00

М, кН. м М, кН. м

ä) å)

�èñ. 2. �àñ÷åò êîíñòðóêöèè L = 6 ì ñ ó÷åòîì ëîêàëüíî óïëîòíåííîãî ìàñ-

ñèâà. à), á), â) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ã), ä),

å) � èçãèáàþùèå ìîìåíòû ê ïðèâåäåííûì ñõåìàì; �� ñ ó÷åòîì ëîêàëüíîãî

óïëîòíåíèÿ; - - - áåç ó÷åòà ëîêàëüíîãî óïëîòíåíèÿ.
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ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

ÑÅÉÑÌÈÊÈ Ñ ÏÀÌßÒÜÞ

Æ. Ä. Òóàåâà

�àññìîòðåíà ìíîãîìåðíàÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ îïðåäåëåíèåì �óíê-

öèè ñìåùåíèÿ â ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëàìý ñ ïàìÿòüþ äëÿ

âåðòèêàëüíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Ê çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèé

è äëÿ òàêîé ïîñòàíîâêè äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

�åøåíèå çàäà÷è ïîëó÷åíî â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Â îáëàñòè Ω = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3, x3 > 0, t > 0} ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ìíîãîìåðíàÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à [1℄, ñâÿçàííàÿ ñ îïðåäåëåíèåì

âåêòîð-�óíêöèè ñìåùåíèÿ ãðóíòîâîé òîëùè ïðè çàäàííûõ �óíêöè-

ÿõ ïëîòíîñòè ρ(x2, x3) è ïàìÿòè K(x3, t):

ρ(x2, x3)
∂2ui
∂t2

=

3∑

j=1

∂Tij
∂xj

, i = 1, 2, 3, (2.1)

ui
∣∣
t<0

= 0, (2.2)

T3i
∣∣
x3=+0

= −δ(t)
2
, (2.3)

ãäå Tij(x, t) = σij [u]+
t∫
0

K(x3, t−τ)σij [u] dτ , σij [u] = µ(x)
(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
+

δijλ(x) div u. Ôóíêöèÿ K(x3, t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

K(x3, t) ∈ C2(R+ × [0, T ]), K(x3, 0) = 0,

∂K

∂t
(x3, 0) = 0, T > 0 �èêñèðîâàíî,

(2.4)

ρ0(x3), µ0(x3), λ0(x3) ∈ C2(R+),

λ0(+0) = µ0(+0) = ρ0(+0) = 0.
(2.5)

Ê äàííîé çàäà÷å ïðèìåíèì ìåòîä ðàçëîæåíèé, êîòîðûé, âîîáùå

ãîâîðÿ, ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íî íå îáîñíîâûâàåòñÿ. �å÷ü áóäåò èäòè î
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íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, â ðàìêàõ êîòîðûõ çàäà÷à áóäåò óïðî-

ùåíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ρ(x2, x3) = ρ0(x3) + ρ1(x2, x3),

µ(x) = µ0(x3) + µ1(x), λ(x) = λ0(x3) + λ1(x),

ãäå çíà÷åíèÿ ρ1(x2, x3), µ1(x), λ1(x) ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷å-

íèÿìè ρ0(x3), µ0(x3), λ0(x3). Ïîñëåäíèå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

ρ0(x3), µ0(x3), λ0(x3) ∈ C2(R+),
dρ0
dx3

(+0)=
dµ0

dx3
(+0)=

dλ0
dx3

(+0) = 0.

Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî �óíêöèè µ1(x), λ1(x) òîæäåñòâåííî ðàâíû
íóëþ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïàðàìåòð ìàëîñòè ν òàêèì îáðàçîì,

÷òî ρ(x2, x3) = ρ0(x3) + νρ̃1(x2, x3). �åøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå:

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + . . . , (2.6)

ãäå u1(x, t) = νũ1(x, t). Ïîäñòàâëÿÿ (2.6) â (2.1)�(2.3) è ïðèðàâíèâàÿ
÷ëåíû, ñòîÿùèå ïðè νk, k = 0, 1, ïîëó÷àåì äâå çàäà÷è.

1. Ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé èçîòðîïíîé óïðóãîñòè ñ ïàìÿòüþ.

Ñëó÷àé âåðòèêàëüíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåä

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (íóëåâîå ïðèáëèæåíèå). Îïðåäåëèòü âåê-

òîð-�óíêöèþ u0(x, t) =
(
u01(x, t), u

0
2(x, t), u

0
3(x, t)

)
, óäîâëåòâîðÿþùóþ

â îáëàñòè Ω ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

ρ0(x3)
∂2u0i
∂t2

=

3∑

j=1

∂T 0
ij

∂xj
, i = 1, 2, 3, (2.7)

u0i
∣∣
t<0

= 0, (2.8)

T 0
3i

∣∣
x3=+0

= −δ(t)
2
, (2.9)

ãäå

T 0
ij(x, t) = σij [u

0] +

t∫

0

K(x3, t− τ)σij [u
0] dτ,

σij [u
0] = µ0(x3)

(
∂u0i
∂xj

+
∂u0j
∂xi

)
+ δijλ0(x3) div u

0.
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2. Ïðÿìàÿ çàäà÷à â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ ñèñòåìû

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óïðóãîñòè ñ ïàìÿòüþ

Îïðåäåëèòü âåêòîð-�óíêöèþ u1(x, t) =
(
u11(x, t), u

1
2(x, t), u

1
3(x, t)

)
,

óäîâëåòâîðÿþùóþ â îáëàñòè Ω ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

ρ0(x3)
∂2u1i
∂t2

=

3∑

j=1

∂T 1
ij

∂xj
− ρ1(x2, x3)

∂2u0i
∂t2

, i = 1, 2, 3, (2.10)

u1i
∣∣
t<0

= 0, (2.11)

T 1
3i

∣∣
x3=+0

= 0, (2.12)

ãäå

T 1
ij(x, t) = σij [u

1] +

t∫

0

K(x3, t− τ)σij [u
1] dτ,

σij [u
1] = µ0(x3)

(
∂u1i
∂xj

+
∂u1j
∂xi

)
+ δijλ0(x3) div u

1.

Ïåðåõîä îò (2.1)�(2.3) ê (2.7)�(2.9) è (2.10)�(2.12) îïðàâäàí, åñ-

ëè àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.6) âêëàä

ñëàãàåìûõ ñ ÷ëåíàìè ïðè νk, k = 2, 3, . . . , ïðåíåáðåæèìî ìàë.
Â äàííîé ñòàòüå îãðàíè÷èìñÿ ïîêà èññëåäîâàíèåì çàäà÷è (2.7)�

(2.9). Äëÿ ýòîãî ââåäåì êëàññ �óíêöèé, â êîòîðîì áóäóò îïèñàíû

ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èçîòðîïíîé óïðóãîñòè ñ ïàìÿòüþ.

Ïóñòü �óíêöèÿ ψ(x3) îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

ψ(x3) =

x3∫

0

dξ

ν(ξ)
, ν2(ξ) =

µ0(x)

ρ0(x)
, ïóñòü▽(T ) = {(x3, t) | τ(x3) 6 t 6 T }.

Äëÿ �èêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà T ââåäåì ìíîæåñòâî

âåêòîð-�óíêöèé U(T ):

U(T ) =





u(x, t)
∣∣∣ ∂u∂xk

∈ C
(
(0, T ); W 1

2 (R
2 ×R+)

)
,

∂
∂t

(
∂u
∂xk

)
∈ C

(
(0, T ); W 0

2 (R
2 ×R+)

)
,

∂u
∂xk

∣∣∣
t=+0

= 0, ∂
∂t

(
∂u
∂xk

) ∣∣∣
t=+0

= 0, k = 1, 2.





⋂



300 Òóàåâà Æ. Ä.

⋂{
u(x, t) | u(x1, x2,−x3, t) = u(x1, x2,−x3, t),

u(x, t) ∈ C0,0
x1,x2

(
R2; L2(R × (0, T )) ∩ C2(▽(T ))

) }
.

Â äàëüíåéøåì îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé, íà-

ïðèìåð,

∂u
∂t áóäåì îáîçíà÷àòü ut äëÿ êîìïàêòíîé çàïèñè.

Ëåììà. Ïóñòü T > 0 �èêñèðîâàííîå ÷èñëî, �óíêöèè K(x3, t),
λ0(x3), µ0(x3), ρ0(x3) çàäàíû è óäîâëåòâîðÿþò (2.5), (2.6), ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî K (x3, t) îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ è èìå-

åò îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-

òåëüíî â îáëàñòè R+×[0, T ]. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ïðÿìîé çàäà÷è (2.7)�(2.9) u0(x, t) ∈ U(T ).

Äîêàæåì ïðåäâàðèòåëüíî îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü T > 0 �èêñèðîâàíî, âåêòîð-�óíêöèÿ

V 1(x, t) = (V 1
1 (x, t), V

1
2 (x, t), V

1
3 (x, t)), îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè x ∈

R3, t ∈ [0, T ], ïðèíàäëåæèò C
(
(0, t); W 1

2 (R
3)
)
,

∂V 1

∂t (x, t) ∈ C
(
(0, t);

W 1
2 (R

3)
)
è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì:

ρ0(x3)
∂2V 1

i

∂t2
=

3∑

j=1

∂T ∗
ij

∂xj
, i = 1, 2, 3, (2.13)

V 1
i

∣∣
t<0

= 0, (2.14)

ãäå

T ∗
ij(x, t) = σij [V

1] +

t∫

0

K(x3, t− τ)σij [V
1] dτ,

σij [V
1] = µ0(x3)

(
∂V 1

i

∂xj
+
∂V 1

j

∂xi

)
+ δijλ0(x3) div V

1,

K(x3, t), λ0(x3), µ0(x3), ρ0(x3) çàäàíû è óäîâëåòâîðÿþò (2.5), (2.6),
ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà V 1(x, t) = 0, (x, t) ∈ R3 × [0, T ].
⊳ Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν1i (x, t) = V 1

i (x, t) + K ∗ V 1
i (x, t), òîãäà

V 1
i (x, t) = ν1i (x, t) + R ∗ ν1i (x, t), ãäå R(x3, t) = K(x3, t) +

t∫
0

K(x3, t −
τ)R(x3, τ) dτ [1℄, ïðè÷åì R(x3, t) îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî

è K(x3, t). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà :

max
R+×[0,T ]

|Rt(x3, t)| 6 K.



Ìíîãîìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñåéñìèêè ñ ïàìÿòüþ 301

Â òåðìèíàõ ν1i (x, t) çàïèøåì:

ρ0(x3)
∂2ν1i
∂t2

=

3∑

j=1

∂σij [ν
1]

∂xj
−

t∫

0

Rt(x3, t−τ)(ν1i )τ dτ, i = 1, 2, 3, (2.15)

ν1i
∣∣
t<0

= 0. (2.16)

Ñâåäåì (2.15)�(2.16) ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-

âîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî (ν1i )τ = pi, σ11, σ12, σ12, σ22, σ23, σ33, i =
1, 2, 3 (òåíçîð íàïðÿæåíèé ñèììåòðè÷åí). Îáîçíà÷èì −gi(x3, t) =
t∫
0

Rt(x3, t − τ)pi(x, τ) dτ , p = (p1, p2, p3). Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

ρ0(x3)
∂pi
∂t2

=

3∑

j=1

∂σij
∂xj

+ gi(x, t),

∂σij
∂t

= µ0(x3)

(
∂pi
∂xj

+
∂pj
∂xi

)
+ δijλ0(x3) div p.

(2.17)

Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî [2℄:

ν1i (x, t) = ν1i (x, 0) +

t∫

0

(ν1i )τ (x, τ) dτ. (2.18)

Îáîçíà÷èì Y = (p1, p2, p3, σ11, σ12, σ12, σ22, σ23, σ33) = (Yi)
9
i=1. Òî-

ãäà, êàê èçâåñòíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî [2℄:

‖Y ‖(t) 6 C

t∫

0

eγ(t−τ)‖g‖(τ) dτ,

ãäå C, γ � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò T è ‖Y ‖(t) =
9∑
j=1

∫
R3

Y 2
j (x, t) dx,

‖g‖(t) =
3∑
j=1

∫
R3

g2j (x, t) dx, ‖p‖(t) =
3∑
j=1

∫
R3

p2j(x, t) dx. Òàê êàê ‖Y ‖(t) >
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‖p‖(t), òî ïîëó÷àåì, ÷òî

‖p‖(t) 6 C

t∫

0

eγ(t−τ)
3∑

j=1

∫

R3

g2j (x, t) dx dτ 6

6MC

t∫

0

3∑

j=1

∫

R3

( τ∫

0

Rτ (x3, τ − s)pj(x, s) ds

)2

dx dτ 6

6MCK2T

t∫

0

‖p‖(τ) dτ,

ãäå M � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, îãðàíè÷èâàþùàÿ ñâåðõó çíà÷åíèÿ

âõîäÿùåé â íåðàâåíñòâî ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèè íà îáëàñòè åå

îïðåäåëåíèÿ [0, T ].

Ïî ëåììå �ðîíóîëëà [2℄ çàêëþ÷àåì ñëåäóþùåå, à èìåííî: ‖p‖(t) =
0 ⇒ (ν1i )τ (x, t) = 0. Èç ðàâåíñòâà (2.18) âûòåêàåò, ÷òî (ν1i )τ (x, t) =
ν1i (x, 0) = 0. Â ñèëó V 1

i (x, t) = ν1i (x, t) + R ∗ (ν1i )(x, t) âûâîäèì

V 1
i (x, t) = 0 ∈ R3 × [0, T ]. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ⊲

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü u0(x, t) ∈ U(T ). �àññìîòðèì
ñèñòåìó (2.7) ñ óñëîâèÿìè (2.8), (2.9). Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïðàâóþ è

ëåâóþ ÷àñòü ïî ïåðåìåííîé x1 è ââåäåì îáîçíà÷åíèå w = ∂u0

∂x1
. Òîãäà

äëÿ �óíêöèè w, ïðîäîëæåííîé â îáëàñòü x3 < 0 ÷åòíûì îáðàçîì, ïî-

ëó÷èì ðàâåíñòâà âèäà (2.13), (2.14), ãäå V 1(x, t) = w(x, t). Èñïîëüçóÿ
ðåçóëüòàò óòâåðæäåíèÿ, âèäèì, ÷òî w = 0 ïðè (x, t) ∈ R2×R+×[0, T ].

Àíàëîãè÷íî,

∂u0

∂x2
= 0 ïðè (x, t) ∈ R2 × R+ × [0, T ]. Òàêèì îáðàçîì,

u0(x, t) ∈ U(T ) íå çàâèñèò îò x1 è x2, ò. å. u
0 = u0(x3, t). Ïîýòîìó

çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ u0(x, t) ∈ U(T ) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê çàäà÷ó

îïðåäåëåíèÿ âåêòîð-�óíêöèè u0(x3, t), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû ñî-

îòíîøåíèÿ ïðè x3 > 0:

ρ0(x3)
∂2u0i
∂t2

=
∂

∂x3

(
µ0(x3)

∂u0i
∂x3

)
+

+

t∫

0

K(x3, t− τ)
∂

∂x3

(
µ0(x3)

∂u0i
∂x3

)
dτ, i = 1, 2,
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ρ0(x3)
∂2u03
∂t2

=
∂

∂x3

(
(λ0(x3) + 2µ0(x3))

∂u0i
∂x3

)
,

u0i
∣∣
t<0

= 0, i = 1, 2, 3,

[
µ0(x3)

∂u01
∂x3

+

t∫

0

K(x3, t− τ)µ0(x3)
∂u01
∂x3

dτ

]

x3=+0

= −δ(t)
2
,

[
µ0(x3)

∂u02
∂x3

+

t∫

0

K(x3, t− τ)µ0(x3)
∂u02
∂x3

dτ

]

x3=+0

= 0,

[
(λ(x3)+2µ0(x3))

∂u02
∂x3

+

t∫

0

K(x3, t−τ)(λ(x3)+2µ0(x3))
∂u02
∂x3

dτ

]

x3=+0

=0.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ðàñïà-

äàåòñÿ íà òðè íåçàâèñèìî ðåøàåìûå ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîíåíò

(u01, u
0
2, u

0
3). Ïðè ýòîì äëÿ u02(x3, t), u

0
3(x3, t) ïîëó÷àåì çàäà÷ó ñ íó-

ëåâûìè äàííûìè. Îòñþäà ñëåäóåò, u02(x3, t) ≡ 0, u03(x3, t) ≡ 0. Äëÿ
u01(x3, t) çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ρ0(x3)
∂2u01
∂t2

=
∂

∂x3

(
µ0(x3)

∂u01
∂x3

)
+

+

t∫

0

K(x3, t− τ)
∂

∂x3

(
µ0(x3)

∂u01
∂x3

)
dτ,

(2.19)

u01
∣∣
t<0

= 0, (2.20)

[
µ0(x3)

∂u01
∂x3

+

t∫

0

K(x3, t− τ)
∂u01
∂x3

dτ

]

x3=+0

= −δ(t)
2
. (2.21)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïåðåìåííóþ y = ψ(x3) è îáîçíà÷èì

u0
1(ψ

−1(y),t)
S(y) = V 0(y, t), ν(x3) =

√
µ0(x3)
ρ0(x3)

, S(y) =
√

ν0(+0)ρ0(+0)
ν(τ−1(y))ρ0(τ−1(y)) .

�àâåíñòâà (2.19)�(2.21) ïðèìóò âèä:

∂2V 0

∂t2
=
∂2V 0

∂y2
+q(y)V 0+

t∫

0

K(x3, t−τ)
(
∂2V 0

∂y2
+ q(y)V 0

)
dτ, (2.22)
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V 0
∣∣
t<0

= 0, (2.23)

[
∂V 0

∂y
+

t∫

0

K(x3, t− τ)
∂V 0

∂y
dτ

]

y=+0

= −a0
2
δ(t), (2.24)

q(y) =
S′′(y)

S(y)
− 2

(
S′(y)

S(y)

)2

, a0 =

√
1

µ0(+0)ρ0(+0)
.

Ïóñòü V 0(y, t) + K ∗ V 0(y, t) = Y 0(y, t), V 0(y, t) = Y 0(y, t) + R ∗
Y 0(y, t). Ïåðåïèøåì (2.22)�(2.24) â òåðìèíàõ Y 0(y, t):

∂2Y 0

∂t2
=
∂2Y 0

∂y2
+ q(y)Y 0 − ∂2

∂t2
[R ∗ Y 0], (2.25)

Y 0
∣∣
t<0

= 0, (2.26)

[
∂Y 0

∂y

]

y=+0

= −a0
2
δ(t). (2.27)

�åøåíèå èùåì â âèäå Y 0(y, t) = a0
2 · θ(t − |y|) + Ỹ 0(y, t), ãäå

Ỹ 0(y, t) ∈ C1
(
(0, T ); L2(R)

)
∩ C0

(
(0, T ); W 1

2 (R)
)
. Òîãäà äëÿ íîâîé

�óíêöèè Ỹ 0(y, t) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ:

∂2Ỹ 0

∂t2
=
∂2Ỹ 0

∂y2
+ q(y)

a0
2
θ(t− |y|) + q(y)Ỹ 0−

− ∂2

∂t2

[
a0
2
θ(t− |y|)

t∫

|y|

R(τ−1(y), t− τ) dτ

]
−

− ∂2

∂t2

[ t∫

0

R(τ−1(y), t− τ)Ỹ 0(y, τ) dτ

]
,

(2.28)

Ỹ 0
∣∣
t=+0

= 0,
∂Ỹ 0

∂t

∣∣∣∣
t=+0

= 0, (2.29)

∂Ỹ 0

∂y

∣∣∣∣
y=+0

= 0. (2.30)
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Ïðîäîëæèì q(y) ÷åòíûì îáðàçîì. �åøåíèå çàäà÷è (2.28)�(2.30)

ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ÷åòíîé ïî y �óíêöèè Ỹ 0(y, t), óäî-
âëåòâîðÿþùåé (2.28), (2.29). Äëÿ �èêñèðîâàííîãî T > 0 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ÷åòíîå ïî y ðåøåíèå çàäà÷è (2.28), (2.29). Äîêàæåì

åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ

Ỹ 0
1 (y, t) è Ỹ 0

2 (y, t). Îáîçíà÷èì Y
0
(y, t) = Ỹ 0

1 (y, t) − Ỹ 0
2 (y, t). Òîãäà

äëÿ ââåäåííîé òàêèì îáðàçîì �óíêöèè ïîëó÷àåì çàäà÷ó:

∂2Y
0

∂t2
=
∂2Y

0

∂y2
+ q(y)Y

0 − ∂2

∂t2

[ t∫

0

R(τ−1(y), t− τ)Y
0
(y, τ) dτ

]
,

Y
0
∣∣∣
t=+0

= 0,
∂Y

0

∂t

∣∣∣∣
t=+0

= 0.

Èñïîëüçóÿ ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè [7℄, âûâîäèì:

∥∥∥Y 0
∥∥∥
L2(R)

(t) =

∫

R

(
Y

0
)2

(y, t) dy 6

6 C

t∫

0

(∫

R

[
q(y)Y

0
(y, τ) −

τ∫

0

Rττ (τ
−1(y), τ − s)Y

0
(y, s) ds

]2
dy

)1/2

dτ 6

6 C

t∫

0

(∫

R

[
qY

0
]2
dy +

∫

R

[ τ∫

0

RττY
0
(y, s) ds

]2
dy+

+2

∫

R

qY
0

τ∫

0

Rττ (τ
−1(y), τ − s)Y

0
(y, s) ds dy

)1/2

dτ 6

6 C̃

t∫

0

∥∥Y 0∥∥
L2(R)

dτ + (C + 2C̃)K
√
T

t∫

0

(∫

R

τ∫

0

∣∣Y 0
(y, s)

∣∣2ds dy
)1/2

dτ.

Ïî ëåììå �ðîíóîëëà [2℄

∥∥Y 0∥∥
L2(R)

(t) = 0, çíà÷èò, Y
0
(y, t) = 0

â îáëàñòè R × [0, T ]. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî ðåøåíèé Ỹ 0
1 (y, t) è

Ỹ 0
2 (y, t) â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.

20 Çàêàç �1149

Çàìåòèì, ÷òî Ỹ 0(y, t) = 0 ïðè t < |y|. Ýòî òàêæå ñëåäóåò èç ýíåð-
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ãåòè÷åñêèõ îöåíîê. Ñëåäîâàòåëüíî,

Y 0(y, t) = θ(t− |y|)
[a0
2

+ Ỹ 0(y, t)
]
.

Äëÿ �óíêöèè Ỹ 0(y, t) ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êî-
òîðîå è çàêàí÷èâàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (2.7)�(2.9):

Ỹ 0(y, t) = θ(t− |y|)
[ y+t

2∫

y−t
2

t−|ξ−y|∫

|ξ|

(
q(ξ) −Rt(τ

−1(ξ), t− |y − ξ| − τ)
)
×

×
(a0
2

+ Ỹ 0(ξ, τ)
)
dτ dξ

]
.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó, ëåãêî äî-

êàçûâàåòñÿ, ÷òî Ỹ 0(y, t) ∈ C2(t > |y|). Èç èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Ỹ 0(y, t)
∣∣∣
t=|y|

= 0, çíà÷èò, �óíêöèÿ V 0(y, t) =

Y 0(y, t) + R ∗ Y 0(y, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(t > |y|) è V 0(y, t) =

θ(t− |y|)
[
a0
2 + Ṽ 0(y, t)

]
, Ṽ 0(y, t) ∈ C2(t > |y|). ⊲

Ëèòåðàòóðà

1. Âëàäèìèðîâ Â. Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.�Ì.: Íàóêà, 1967.�

436 ñ.

2. Ìèçîõàòà Ñ. Òåîðèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.�Ì.: Ìèð, 1977.�

504 ñ.

Òóàåâà Æàííà Äìèòðèåâíà

�åî�èçè÷åñêèé öåíòð ýêñïåðèìåíòàëüíîé

äèàãíîñòèêè ÂÍÖ �ÀÍ;

Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ

�îññèÿ, 362027, Âëàäèêàâêàç, óë. Ìàðêóñà, 22

E-mail: jannatuaeva�inbox.ru



ÓÄÊ 539.3, 612.76

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

ÏÓËÜÑÎÂÎ�Î ÄÂÈÆÅÍÈß Ê�ÎÂÈ

Â À�ÒÅ�ÈÀËÜÍÎÌ ÑÎÑÓÄÅ Ñ Ó×ÅÒÎÌ

ÂÈÍÒÎÂÎÉ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÈÈ Å�Î ÑÒÅÍÊÈ

1

Þ. À. Óñòèíîâ

Îïèñûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ êðîâè â àðòåðèàëüíîì ñîñó-

äå âî âðåìÿ ñèñòîëû ñ ó÷åòîì âèíòîâîé àíèçîòðîïèè åãî ñòåíêè. Ïðèâîäÿòñÿ

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà îñíîâíûõ ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê êðîâè è

ñòåíêè ñîñóäà è ñðàâíåíèÿ èõ âåëè÷èí ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Â [1, ðàçä. 2℄ ïðîâîäèòñÿ ïîäðîáíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç äâèæå-

íèÿ êðîâè â àðòåðèàëüíîì ñîñóäå íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,

â êîòîðîé ñòåíêà ñîñóäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îðòîòðîïíàÿ öèëèí-

äðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà (áåçìîìåíòíàÿ òåîðèÿ), à êðîâü � êàê âÿçêàÿ

æèäêîñòü, äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè

Íàâüå�Ñòîêñà. Â ýòîì æå ðàçäåëå, à òàêæå â ðàçäåëå 3 èìååòñÿ çíà-

÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ññûëîê ñ êîììåíòàðèÿìè íà áîëåå ðàííèå èñ-

ñëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ îäíîìåðíîé è ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëåé.

Â [2℄ àíîíñèðîâàíî îòêðûòèå ¾...ÿâëåíèå îáðàçîâàíèÿ çàêðó÷åí-

íîãî ïîòîêà áèîëîãè÷åñêèõ ñðåä â òðàíñïîðòíûõ êàíàëàõ ÷åëîâåêà è

æèâîòíûõ íà ïðèìåðå ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé, ïèùåâàðèòåëüíîé è ìî-

÷åâûäåëèòåëüíûõ ñèñòåì..., îáóñëîâëåííîå âîçíèêíîâåíèåì çà ñ÷åò

òðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó äâèæåíèþ äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ êàñà-

òåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñðåäû ñ âîëíîé ñêðó÷èâà-

íèÿ, âîçáóæäàåìîé â ñòåíêå êàíàëà ñîêðàùåíèåì ñïèðàëüíî îðèåí-

òèðîâàííûõ ìûøå÷íûõ è ýëàñòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ¿.

Íèæå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ

àâòîðîì çà ïåðèîä 2003�2008 ãã., ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ìî-

äåëèðîâàíèåì ïóëüñîâîãî äâèæåíèÿ êðîâè â àðòåðèàëüíîì ñîñóäå ñ

ó÷åòîì âèíòîâîé àíèçîòðîïèè åãî ñòåíêè.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Þæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èí-

ñòèòóòà Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍ è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 07-01-00254à.
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Î ñòðóêòóðå ñòåíêè

àðòåðèàëüíîãî êðîâåíîñíîãî ñîñóäà

Íàêîïëåííûé îáøèðíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë [1, 9℄ ïîç-

âîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñòåíêè àðòåðèàëüíûõ ñîñóäîâ, êàê ìíîãîñëîé-

íûå àíèçîòðîïíûå îáîëî÷êè. Ñîãëàñíî ýòèì ðàáîòàì ñòåíêè âñåõ àð-

òåðèé èìåþò ñõîäíîå ñòðîåíèå è ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ìàòå-

ðèàëîâ. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìàòåðèàëàìè â ñòåíêàõ ñîñóäîâ ðàç-

íûõ îòäåëàõ ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ ðàçëè÷íû. Â [9℄ âûäåëåíû

òðè îñíîâíûõ òèïà àðòåðèàëüíûõ ñîñóäîâ: ýëàñòè÷åñêîãî, ñìåøàííî-

ãî è ìûøå÷íîãî. Òðàäèöèîííî ñòåíêà äåëèòñÿ íà òðè ñëîÿ: âíóòðåí-

íþþ (èíòèìà), ñðåäíþþ (ìåäèÿ) è íàðóæíóþ (àäâåíòèöèÿ). Ïðèíÿòî

ñ÷èòàòü, ÷òî âëèÿíèå èíòèìû è àäâåíòèöèè íà ìåõàíè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà ñòåíêè íåçíà÷èòåëüíû, â ñèëó ÷åãî óïðóãèå ñâîéñòâà îáîëî÷êè

îïðåäåëÿþòñÿ ìåäèåé. Ìåäèÿ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà êîíöåíòðè÷å-

ñêèõ ñëîåâ óïðóãîé òêàíè: ýëàñòèíà è ìûøå÷íîé òêàíè, îïëåòåííûõ

òîí÷àéøèìè âîëîêíàìè êîëëàãåíà. Ïîëîñòè ìåæäó ñëîÿìè çàïîëíå-

íû ðàçëè÷íûìè ãóá÷àòûìè òêàíÿìè è æèäêîñòüþ. Îòíîñèòåëüíàÿ

êîíöåíòðàöèÿ ìûøå÷íîé òêàíè è ýëàñòèíà îïðåäåëÿåò òèï ñîñóäà.

Ñîãëàñíî [1℄ âñå ìåëêèå àðòåðèàëüíûå ñîñóäû îòíîñÿòñÿ ê ìûøå÷-

íîìó òèïó. Ñðåäíèé ñëîé ýòèõ ñîñóäîâ ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç

ñïèðàëüíî ðàñïîëîæåííûõ ãëàäêîìûøå÷íûõ êëåòîê, ðàçìåùåííûõ

òàêæå â âèäå ñëîåâ ñ íåçíà÷èòåëüíûì êîëè÷åñòâîì êîëëàãåíà è ýëà-

ñòèíà. Ñîãëàñíî [9℄ ê ýòîìó æå òèïó îòíîñÿòñÿ âñå àðòåðèè ãîëîâíî-

ãî ìîçãà, à òàêæå ïîäâçäîøíàÿ, ïîâåðõíîñòíàÿ âèñî÷íàÿ, ïëå÷åâàÿ

è ðÿä äðóãèõ àðòåðèé. Óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì âîëîêîí è ïðî-

äîëüíîé îñüþ ñîñóäà ðàâåí ïðèìåðíî 300�500. Íà ýëàñòèí, êîëëàãåí
è ìûøå÷íóþ òêàíü ïðèõîäèòñÿ îêîëî 50% ìàòåðèàëà ñòåíêè.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåðèàë ñòåíêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîì-

ïîçèò, óïðóãèå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïåðå÷èñëåííûìè âû-

øå åãî êîìïîíåíòàìè, èõ âçàèìíîé êîíöåíòðàöèåé è ãåîìåòðèåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ îá óïðóãèõ ñâîéñòâàõ îòäåëüíûõ

êîìïîíåíò [1℄.

Ýëàñòèí � íåëèíåéíî óïðóãèé ìàòåðèàë ñ ìîäóëåì Þíãà ïðè-

ìåðíî E = 300 êÍ/ì

2
äëÿ äå�îðìàöèé äî 40%. Êîëëàãåí � áîëåå

æåñòêèé ìàòåðèàë ñ ìîäóëåì Þíãà ðàâíûì, ïðèìåðíî, 106 êÍ/ì2
.

Ìîäóëü Þíãà ãëàäêèõ ìûøö ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò �èçèîëîãè-

÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ è ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ 100�1200 êÍ/ì

2
.

Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ïðèâåäåííûì â [9℄, óïðóãèå

ñâîéñòâà ñîñóäîâ èçìåíÿþòñÿ ñ âîçðàñòîì.
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Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

äëÿ îáîëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé

Ñòåíêó ñîñóäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê òîíêóþ öèëèíäðè÷åñêóþ

îáîëî÷êó. Ó ñîñóäîâ ìûøå÷íîãî òèïà óïðóãèå ñâîéñòâà ñòåíêè äîëæ-

íû îáëàäàòü âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé. Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ öè-

ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé ïðèâåäåíû â [5�8℄.

Ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ íèæå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îíè ïîëó÷åíû íà

îñíîâå ãèïîòåç Êèðãî�à�Ëÿâà â ðàìêàõ áåçìîìåíòíîé òåîðèè.

Àðòåðèàëüíûé ñîñóä áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê öèëèíäðè÷åñêàÿ

îáîëî÷êó òîëùèíîé h è ðàäèóñîì ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè a. Ñ

öåíòðîì òîðöà îáîëî÷êè ñâÿæåì äåêàðòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

Ox1x2x3 è ââåäåì âèíòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, θ, z, êîòîðàÿ ñâÿ-
çàíà ñ äåêàðòîâîé ñîîòíîøåíèÿìè

x1 = r cos(θ + τz), x2 = r sin(θ + τz), x3 = z, (1)

ãäå aτ = tgα, α � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé âèíòîâîé ìûøå÷íîé ñïè-

ðàëè, ðàñïîëîæåííîé íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñòåíêè, è îñüþ ñî-

ñóäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàë ñòåíêè � îðòîòðîïíûé è â áàçèñå

Ôðåíå âèíòîâîé ñïèðàëè

e1 = n, e2 = b, e3 = t,

ãäå n, b, t � îðòû ãëàâíîé íîðìàëè, áèíîðìàëè è êàñàòåëüíîé ñîîò-

âåòñòâåííî, åãî ñâîéñòâà îïðåäåëåíû òåõíè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè [10℄

E1, E2, E3, G12, G13, G23, ν12, ν13, ν23, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò äî-
ïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè

ν12E2 = ν21E1, ν13E3 = ν31E1, ν23E3 = ν32E2,

âûòåêàþùèìè èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè óäåëüíîé

ýíåðãèè äå�îðìàöèè.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê áàçèñó âèíòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îñíîâíûå

ñîîòíîøåíèÿ áåçìîìåíòíîé òåîðèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

1) îáîáùåííûé çàêîí �óêà, ñâÿçûâàþùèé óñèëèÿ ñ äå�îðìàöèÿ-

ìè

Tθθ/h = g11eθθ + g12ezz + g13eθz,

Tzz/h = g12eθθ + g22ezz + g23eθz,

Tθz/h = g13eθθ + g23ezz + g33eθz.

(2)
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g11 =
[
E2 + x2(2ν32E2 + 4G23 − 4G23ν23ν32) + x4E3

]
/g0,

g12 =
[
ν32E2 + x2(E2 + 4G23 − 4G23ν23ν32) + x4ν23E3

]
/g0,

g22 =
[
E3 + x2(4G23 − 4G23ν23 + 2ν32E2ν23) + x4E2

]
/g0,

g13 = x[E2(1− ν32)− 2G23(1 − ν23ν32)+

+ x2(E3 − ν32E2 − 2G23 + 2G23ν23ν32)]/g0,

g23 = x[−2G23(1− ν23ν32) + E3(1 − ν23)+

+ x2(−E2 − ν32E2 − 2G23 + 2G23 − 2G23ν23ν32)]/g0,

g33 = [(1− ν23ν32)G23(1− x2)2 + x2(E2 − ν23E2 + E3 − ν32E3)]/g0,

g0 = (1 + x2)2(1− ν23ν32).

2) êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèé

eθθ = ur/a, ezz = ∂zuz, 2eθz = ∂zuθ, (3)

ãäå ur, uθ, uz � ñìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.

3) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áåçìîìåíòíîé òåîðèè

−Tθθ
a

+
T 0
θz

a

∂uθ
∂z

+ T 0
z

∂2ur
∂z2

− hρ0
∂2ur
∂t2

+ qr = 0,

∂Tzz
∂z

− hρ0
∂2uz
∂t2

+ qz = 0,

∂Tθz
∂z

− T 0
θz

a

∂ur
∂z

− T 0
θ

uθ
a2

− hρ0
∂2uθ
∂t2

+ qθ = 0.

(4)

Çäåñü ρ0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè, T 0
θ , T

0
r , T

0
θz � óñèëèÿ

ïðåäâàðèòåëüíî-íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïóëüñîâîãî äâèæåíèÿ

êðîâè â àðòåðèàëüíûõ ñîñóäàõ

Â ïðåäëàãàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîëåáàíèÿ ñòåíêè ñîñóäà

îïèñûâàþòñÿ âûøå ïðèâåäåííûìè óðàâíåíèÿìè, à äâèæåíèå êðîâè �

ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [11℄.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ñòåíêå ñîñóäà âûïîëíÿþòñÿ êèíåìàòè÷å-

ñêèå óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ

∂tur = vr, ∂tuθ = vθ, ∂tuz = vz , (5)
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à ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ñòåíêó ñîñóäà âûðàæàåòñÿ òåì,

÷òî â óðàâíåíèÿõ (4) ïðè r = a

qr = p−2ρν∂rvr, qz = −ρν(∂rvz+∂zvr), qθ = −ρν(∂rvθ−vθ/r). (6)

Çäåñü vr, vz, vθ � ðàäèàëüíàÿ, îñåâàÿ è òàíãåöèàëüíàÿ êîìïîíåí-

òû âåêòîðà ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå, ∂t, ∂r, ∂z, ∂θ � ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì.

�åøåíèå ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ îòûñêèâàòü â âèäå

uj = Uje
i(kζ−ωt), vj(ξ, ζ, t) = Vj(ξ)e

i(kζ−ωt),

p = a−1ρνX1e
i(kζ−ωt), ξ = r/a, ζ = z/a,

ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, j = 1 ∼ r, j = 2 ∼ z, j = 3 ∼ θ. Íà
îñíîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

∂rp = 0,

Vz(ξ, k) =
ik

β2
X1 +

J0(βξ)

J0(β)
X2,

Vr(ξ, k) =
k2

2β2
ξX1 −

ikJ1(βξ)

βJ0(β)
X2,

Vθ(ξ, k) =
J1(βξ)

J1(β)
X3, β2 = iγ2 − k2, γ2 = a2ω/ν.

(8)

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü êðîâè, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, X1, X2,

X3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à àìïëèòóäû ñìåùåíèé Uj ñâÿçàíû
ñ ýòèìè ïîñòîÿííûìè óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ

Ur = iω−1Vr(1, k), Uz = iω−1Vz(1, k), Uθ = iω−1Vθ,k(1). (9)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷êè (4) ñîâìåñòíî ñ ñîîòíîøåíèÿìè

(5)�(9) ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-

ìå óðàâíåíèé

dij(k, ω)Xj = 0, i, j = 1 . . . 3 (10)

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé, ïðèðàâíåííûé íóëþ, ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèîí-

íûì óðàâíåíèåì.

Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â [5�8℄, ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà-

÷åíèÿõ âîëíîâîãî ÷èñëà k ýòî óðàâíåíèå èìååò øåñòü êîìïëåêñíûõ
êîðíåé

k±s , k+s = ks, k−s = −ks, Re ks > 0, s = 1, 2, 3.
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Êàæäîìó êîðíþ îòâå÷àþò ýëåìåíòàðíûå âîëíû (ìîäû) äàâëåíèÿ,

ïîëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòè è ñìåùåíèé ñòåíêè

p±s = X±
1se

i(±ksζ−ωt), v±js = Vj(ξ,±ks)ei(±ksζ−ωt),
u±js = iVj(1,±ks)ei(±ksζ−ωt)/ω.

Àìïëèòóäû ñêîðîñòåé ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîéX2 = X2s,X3 = X3s

â âûðàæåíèÿ (8).

Â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ Xjs � ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû

(10), êîòîðûå äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ s îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî

ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé Cs.
Â [7℄ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè �àçîâûõ

ñêîðîñòåé c±s = ±aω/Re ks, êîý��èöèåíòîâ çàòóõàíèÿ Ks = Im ks,
êîý��èöèåíòîâ êîîðäèíàò ñêîðîñòåé

njs =
Vj(1, ks)

Vs
, Vs =

√
V1(1, ks)2 + V2(1, ks)2 + V3(1, ks)2,

îò ïàðàìåòðà α íà ÷àñòîòå ïóëüñà f = 2 �ö (ω = 4π).
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé çàäà÷è, ìîäåëèðó-

þùåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â àðòåðèàëüíîì

ñîñóäå, ïîðîæäåííîãî ñèñòîëîé.

Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T = 2π/ω1 ïå-

ðèîä ñåðäå÷íîãî öèêëà, ãäå ω1 � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ïóëüñà. Ñîñóä áó-

äåì ìîäåëèðîâàòü ïîëóáåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êîé. Çà-

äàäèì íà âõîäå z = 0 ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

z = 0 : p0 = ptm + p̃(η), Vz(1, 0, η) = Vθ(1, 0, η) = 0, (11)

ãäå ptm � äàâëåíèå íà âõîäå â ñîñóä ïðè çàêðûòîì êëàïàíå; p̃(η)� èç-

áûòî÷íîå äàâëåíèå, ïîðîæäàåìîå ñèñòîëîé è îòêðûâàþùåå êëàïàí;

η = ω1t � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ; ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòåé

îòâå÷àþò óñëîâèÿì ïðèëèïàíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ñèñòîëà � ïðîöåññ, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñæà-

òèå ëåâîãî æåëóäî÷êà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îòêðûâàåòñÿ ñåðäå÷íûé

êëàïàí è êðîâü ïîñòóïàåò â âîñõîäÿùóþ àîðòó. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü

ñèñòîëû ïðèìåðíî ðàâíî T/3− T/2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηc = 2ǫ âðåìåííîé îòðåçîê ñèñòîëû è ïðèìåì

ñëåäóþùèé çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ

f = η2(η − ηc)
2, 0 6 η 6 ηc,

f = 0, ηc 6 η 6 2π.
(12)
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Âûáðàííûé çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â �îðìå (12) ñîîòâåòñòâó-

åò ãðà�èêó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 1.12 â [1℄.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (12) â âèäå îò-

ðåçêà ðÿäà Ôóðüå. Èìååì

pN = pst + P Re

[
N∑

n=1

fn exp
−in(η−ε)

]
, p0 = ptm + Pf0, (13)

ãäå Pf0 = pmax − p0, pmax � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ âî

âðåìÿ ñèñòîëû, fn, n = 0 . . .N êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè f ,
êîòîðûå ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

f0 =
1

2π

ε∫

−ε

(ε2 − η
′2)2dη′, fn =

1

π

ε∫

−ε

(ε2 − η
′2)2 cosnη′dη′.

�åøåíèå áóäåì îòûñêèâàòü â âèäå

p = p0 + p1aζ +Re

[
N∑

n=1

3∑

s=1

CnsX1ns exp
iφns

]
,

vz = v0z +Re

[
N∑

n=1

3∑

s=1

CnsVzns exp
iφns

]
,

vθ = v0θ +Re

[
N∑

n=1

3∑

s=1

Cn,sVθns exp
iφns

]
.

(14)

Çäåñü kns � êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, îòâå÷àþùèå çíà÷åíè-

ÿì ω = nω1, φns = knsζ − nη; Vzns, Vθns ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ïîäñòà-

íîâêè â âûðàæåíèÿ (8) k = kns, Xj = Xjns, ãäå Xjns � ÷àñòíûå

ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (10), îòâå÷àþùèå çíà-

÷åíèÿì ω = nω1, k = kns; Cns � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå

îïðåäåëÿþòñÿ ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (11); v0z , v
0
θ �

êîîðäèíàòû ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ. Èçâåñòíî [11℄, ÷òî

v0z =
a2p1
4ρν

(1− ξ2)

ðåøåíèå Ïóàçåëÿ, â êîòîðîì p1 � ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî

òå÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó â ìîìåíò îòêðûòèÿ êëàïàíà ñðåäíåå çíà÷åíèå
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ñêîðîñòè vz ðàâíî íóëþ (ðàñõîä ðàâåí íóëþ), òî çíà÷åíèå p1 ìîæíî
îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ

1∫

0

vzξdξ = 0, z = 0, τ = 0. (15)

�åøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ v0θ , óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ïðè ξ = 0 è

èìååò âèä

v0θ = C(ξ − 1/ξ). (16)

Ïîñòîÿííàÿ C âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óäåëüíûé ìîìåíò êîëè÷åñòâà Mz

äâèæåíèÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé

Mz = 2πρa3
1∫

0

v0θξ
2dξ = −1

2
πρa3C.

Çàìå÷àíèå 1. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé [1,

ðàçä. 1.2.4℄ ïîêàçûâàþò, ÷òî â îêðåñòíîñòè îñè ñîñóäà ïðî�èëü ñêî-

ðîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïëîñêèì, ÷òî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî åñëè

íà âõîäå â àîðòó â ìîìåíò îòêðûòèÿ êëàïàíà ñóùåñòâóåò âèõðåâîå

ðåøåíèå 
 vθ âèäà (16), òî îíî çà ñ÷åò íåëèíåéíûõ êîíâåêòèâíûõ

÷ëåíîâ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ïðåîáðàçóåòñÿ â òå÷åíèå òèïà Ïóà-

çåéëÿ. Ïîýòîìó ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ïðèíèìàëîñü v0θ = 0.
Â [1℄ ñîäåðæèòñÿ îáøèðíûé ìàòåðèàë, èëëþñòðèðóþùèé íåñòà-

öèîíàðíîå ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ, êàê

äàâëåíèÿ, ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, ìàêñèìàëüíûõ è ñðåäíèõ çíà÷åíèé

ñêîðîñòåé è äð. ×àñòü íàêîïëåííîãî ìàòåðèàëà, ïîëó÷åííîãî íà îñíî-

âå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ñîäåðæèòñÿ â òàáëèöå 1, äðóãàÿ

÷àñòü èëëþñòðèðóåòñÿ ãðà�èêàìè â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìîíîãðà-

�èè. Íàêîïëåííûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë ïîçâîëÿåò èññëåäî-

âàòü âîçìîæíîñòè òîé èëè èíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Íà îñíîâå

ýòîé êîíöåïöèè ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü

íèæå. Îäíàêî, ïîëíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â äàííîé

ìîäåëè â èçâåñòíîé àâòîðàì ëèòåðàòóðå íå îáíàðóæåíî (äà åãî, ïî-

âèäèìîìó, è íå ñóùåñòâóåò). Ïîýòîìó, ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ áðàëèñü èç òàáëèöû

1. Òàê, íàïðèìåð, èç ýòîé òàáëèöû âûáèðàëèñü çíà÷åíèÿ a, h, E3, à

âÿçêîñòü ν ðàññ÷èòûâàëàñü ïî ïðèâîäèìûì â òàáëèöå çíà÷åíèÿì ÷è-

ñåë �åéíîëüäñà äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîñóäîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ
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çíà÷åíèé gij , àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò òðè ìî-

äóëÿ óïðóãîñòè, îäèí èç ìîäóëåé (E3) áðàëñÿ èç òàáëèöû, îñòàëüíûå

ïàðàìåòðû âûáèðàëèñü ýâðèñòè÷åñêè è âàðüèðîâàëèñü. Ïîäáîð ñî-

ïðîâîæäàëñÿ êîíòðîëåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîé îïðå-

äåëåííîñòè ìàòðèöû (gij).

Òàáëèöà 1

Çàâèñèìîñòè �àçîâûõ ñêîðîñòåé

è êîý��èöèåíòîâ çàòóõàíèÿ îò ÷àñòîòû

0 c1 c2 c3 K110
−3 K210

−3 K310
−3

1 17, 64 7, 47 3, 94 1, 07 1, 61 0, 856
2 18, 86 7, 94 3, 98 1, 60 2, 55 1, 16
3 19, 47 8, 17 4, 00 2, 02 3, 29 1, 39
4 19, 87 8, 33 4, 01 2, 37 3, 92 1, 58
5 20, 14 8, 44 4, 02 2, 68 4, 47 1, 76
6 20, 36 8, 52 4, 02 2, 96 4, 98 1, 91
7 20, 52 8, 58 4, 03 3, 23 5, 45 2, 05
8 20, 67 8, 64 4, 03 3, 47 5, 89 5, 89

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ-

÷åòîâ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñîñóäà (àîðòà ñîáà-

êè) è êðîâè: a = 0, 73 · 10−2
ì, h = 0, 6 · 10−3

ì, E3 = 4, 905 ·
102 êÍ/ì2

(ñîãëàñíî [1℄ èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ E3 = 3− 7 · 102 êÍ/ì2
),

E2 = 0, 833 · E3, G = E3/4, ν32 = 0, 45, ν23 = 0, 54, ρ0 = 115 êã/ì3
,

ν = 4 · 10−6
ì

2
/
, ρ = 102 êã/ì3

, α = π/6, êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ïóëüñà
ω1 = 4πc−1

(2 �ö).

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñèñòîëû ïðèíèìàëîñü ðàâíûì 1/3 ñåðäå÷-

íîãî öèêëà, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî η = 2ε = 2π/3. Ïðè ðàçëîæåíèè

�óíêöèè f â ðÿä Ôóðüå áðàëîñü äåâÿòü ÷ëåíîâ ðÿäà (N = 8). Ïðè
ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè íà îòðåçêå

0 6 η 6 2π ìåíåå 0, 01.
Ïðè âûáîðå çíà÷åíèé ptm = 10664, 47 Í/ì2

, P = 6660, 99 Í/ì2

èëè, ñîîòâåòñòâåííî ptm = 80 òîð (ìì ð.ñ.), P = 50 òîð, îðèåíòèðî-
âàëèñü íà ðèñ 1.12 êíèãè [1℄. Ïðè ýòîì, ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ñòàöèî-

íàðíîãî òå÷åíèÿ, îïðåäåëåííûé èç óñëîâèÿ (15), ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

p1 = 98, 1 Í/ì3
.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êàæäîé �èêñèðîâàííîé ÷àñòîòå îòâå÷à-

åò òðè âîëíû (s = 1 . . . 3). Íèæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè

òåðìèíàìè [7℄.
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1) Êâàçè-ïðîäîëüíîé ìîäîé áóäåì íàçûâàòü òàêóþ âîëíó, êîòî-

ðàÿ ïðè α = 0 (âèíòîâàÿ àíèçîòðîïèÿ îòñóòñòâóåò) ïðåâðàùàåòñÿ

â ÷èñòî ïðîäîëüíóþ. �àçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè, îòâå÷àþùèå ýòîé

ìîäå áóäåì ñíàáæàòü èíäåêñîì s = 1.

2) Êâàçè-êðóòèëüíîé ìîäîé áóäåì íàçûâàòü âîëíó, êîòîðàÿ ïðè

α = 0 ïðåâðàùàþòñÿ â ÷èñòî êðóòèëüíóþ. Ýòîé ìîäå íèæå áóäå

îòâå÷àòü èíäåêñ s = 2.

3) Òðåòüþ ìîäó (s = 3) áóäåì íàçûâàòü âîëíîé äàâëåíèÿ èëè

ïóëüñîâîé âîëíîé, ïîñêîëüêó ýòà ìîäà âûïîëíÿåò �óíêöèþ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ äàâëåíèÿ. Â òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ �àçîâûõ

ñêîðîñòåé csn = anω1/Re(ksn) è êîý��èöèåíòîâ çàòóõàíèÿ Ksn =
Im(ksn), îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ìîäàì (s = 1, 2, 3) è ãàðìîíèêàì

(n = 1 . . .N). Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî â âûáðàííîì äèàïàçîíå ÷àñòîò,

îòâå÷àþùåìó Ôóðüå-ðàçëîæåíèþ �óíêöèè f , �àçîâûå ñêîðîñòè âñåõ
òèïîâ âîëí ìàëî èçìåíÿþòñÿ, à �àçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû äàâëåíèÿ

�àêòè÷åñêè ïîñòîÿííà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàííàÿ íà âõîäå â ñîñóä

�îðìà äàâëåíèÿ äîëæíà ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî ñòâîëó ñîñóäà, ñîõðà-

íÿÿ ñâîþ �îðìó ñ íåçíà÷èòåëüíûì óìåíüøåíèåì àìïëèòóäû (â ñèëó

ìàëîñòè êîý��èöèåíòîâ çàòóõàíèÿ).

Çàòóõàíèå æå â äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ

òîëüêî âÿçêîñòüþ æèäêîñòè. Íà ðèñ. 1 ïðèâîäÿòñÿ ãðà�èêè, èëëþ-

ñòðèðóþùèå çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò âðåìåíè íà âðåìåííîì îòðåç-

êå, ðàâíîì îäíîìó öèêëó, â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ z = const. Êðè-
âàÿ 1 îòâå÷àåò z = 0, êðèâàÿ 2 � z = 10a = 0, 073 ì, êðèâàÿ 3 �

z = 50a = 0, 365 ì.

Çàìå÷àíèå 2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëèíà ïðÿìîëèíåéíîãî

ó÷àñòêà àîðòû ñîáàêè ðàâíà ïðèìåðíî 3 ñì [1℄.

Ïîýòîìó âûáîð ñå÷åíèé z = const áûë ïðîäèêòîâàí ñëåäóþùè-

ìè äâóìÿ ñîîáðàæåíèÿìè: íàãëÿäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü îòñóòñòâèå

äèñïåðñèè è ñòåïåíü çàòóõàíèÿ.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íàáëþäàåìûå â êîíöå ñèñòîëû

âñïëåñêè íà ýêñïåðèìåíòàëüíî îòñíÿòûõ ãðà�èêàõ äàâëåíèÿ (¾äè-

êðîòè÷åñêèé çóáåö¿), êàê ñêàçàíî â [1℄, óêàçûâàåò íà çàêðûòèå êëà-

ïàíà, ÷òî â äàííîé ìîäåëè íå ó÷èòûâàåòñÿ. Êðîìå òîãî, âñïëåñê ìî-

æåò áûòü ïîðîæäåí îòðàæåííûìè âîëíàìè îò ãðàíèöå ïåðåõîäà ïðÿ-

ìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà àîðòû â êðèâîëèíåéíûé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

ó÷åñòü, ÷òî âûáðàííûé âðåìåííîé îòðåçîê ñèñòîëû tc = 0, 666 ñ, �à-
çîâàÿ ñêîðîñòü ñàìîé ìåäëåííîé âîëíû äàâëåíèÿ c3 = 4 ì/ñ, òî îáùåå
âðåìÿ ïðîáåãà ïðÿìîé è îáðàòíîé âîëíû ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà

àîðòû áóäåò ðàâíûì tp = 0, 015 ñ. Ñëåäîâàòåëüíî, çà îòðåçîê âðåìå-
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íè tc ìîæåò ïðîèçîéòè 44 ïåðåîòðàæåíèÿ, êîòîðûå äàæå ïðè íåçíà-
÷èòåëüíîì çíà÷åíèè êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ ìîãóò ÿâèòüñÿ ïðè-

÷èíîé ïîÿâëåíèÿ ¾äèêðîòè÷åñêèîãî çóáöà¿.

�èñóíîê 2 îòðàæàåò ïîâåäåíèå âî âðåìåíè ðàñõîäà Q â ðàçëè÷-

íûõ ñå÷åíèÿõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàñ÷åòíûå ãðà�èêè äîñòàòî÷-

íî õîðîøî îòâå÷àþò ýêñïåðèìåíòàëüíî îòñíÿòûì êðèâûì ðàñõîäà,

èçîáðàæåííûì íà ðèñ 1.16 [1℄.

�èñ. 1. �èñ. 2.

�èñóíîê 3 èëëþñòðèðóåò ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè vz ïî ñå÷åíèþ
ñîñóäà z = 3a â ìîìåíòû âðåìåíè t1 = 1/ω1 ≃ 0, 8c. Êðèâàÿ 1 îòâå÷à-
åò òðåõìîäîâîé òåîðèè, êðèâàÿ 2� îäíîìîäîâîé (âîëíå äàâëåíèÿ).

�èñóíîê 4 èëëþñòðèðóåò ïîâåäåíèå âî âðåìåíè ñêîðîñòåé ñòåíêè

ñîñóäà Vzc (êðèâàÿ 1) è Vθc â ñå÷åíèè z = 3a. Äëÿ âûáðàííîãî çíà÷å-
íèÿ α = π/6 îòíîøåíèå max |Vzc|/max |Vθc| ≃ 3, äëÿ α = π/100 ýòî
îòíîøåíèå ðàâíî ïðèìåðíî 10.

�èñ. 3. �èñ. 4.
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè èç òàáëèöû (1)

[1℄ ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà: ñðåäíåå ïî ñå÷åíèþ è ïî

âðåìåíè ñêîðîñòè vss = 0, 163 ì/
 ïîïàäàåò â âèëêó ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ çíà÷åíèé 0, 1�0, 4 ì/ñ, ðàññ÷èòàííîå ïèêîâîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè
íà îñè ðàâíîå ïðèìåðíî 1,6 ì/ñ ïîïàäàåò â âèëêó 0, 4�2, 9 ì/ñ.

Îïèñàííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îïèðàëèñü íà òðåõìîäîâóþ òåî-

ðèþ. Ïàðàëëåëüíî áûëè ïðîâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû îñíîâíûõ

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ êðîâè (äàâëåíèÿ, ãðà-

äèåíòà äàâëåíèÿ, ðàñõîäà, ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ïî ñå÷åíèþ è

äð.) ïî îäíîìîäîâîé òåîðèè, ñîãëàñíî êîòîðîé ðàñïðîñòðàíåíèå äàâ-

ëåíèÿ è ñðåäíåé ïî ñå÷åíèþ ñêîðîñòè âäîëü îñè ñîñóäà îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè

∂2zp− c−2
0 ∂2t p = 0, ρ∂tv = −∂zp

Ïðîâåäåííûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå

ãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ ñîâïàäåíèÿ

îïèñûâàþòñÿ îäíîìîäîâîé òåîðèåé. Îòëè÷èå íàáëþäàåòñÿ òîëüêî â

ðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòåé âáëèçè ñòåíêè ñîñóäà.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû àíàëèçà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ñòåíêè. Òàêîé àíàëèç ïîëåçåí, â ÷àñòíîñòè äëÿ ïîíèìàíèÿ íåîá-

õîäèìîñòè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàòÿæåíèÿ, êîòîðîå ïðèñóùå ìíîãèì

àðòåðèàëüíûì ñîñóäàì.

Êðàòêî îïèøåì ñõåìó, íà îñíîâå êîòîðîé ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû

íàïðÿæåíèé.

Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé â âèäå îòðåçêîâ ðÿäîâ Ôóðüå ïî-

ëó÷àëèñü ïóòåì ïîäñòàíîâîê (14) → (5) → (3) → (2).

�èñóíîê 5 èëëþñòðèðóåò ïîâåäåíèå âî âðåìåíè ïðè z = 10a è

α = 300 íàïðÿæåíèé σzz (êðèâàÿ 1), σθθ (êðèâàÿ 2), σzθ (êðèâàÿ

3). Êðèâàÿ 1 íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèå ïðåäâà-

ðèòåëüíîãî íàòÿæåíèÿ â ñòåíêå ñîñóäà âî âðåìÿ ñèñòîëû âîçíèêàåò

ïðîäîëüíîå ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèå. Ìîæåò ëè ñæàòèå âîâðåìÿ ñè-

ñòîëû ïðèâåñòè ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòåíêè ñîñóäà? Ýòîò âîïðîñ

îñòàåòñÿ îòêðûòûì è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. Òåì

íå ìåíå, ïðåäâàðèòåëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ ñóùåñòâåííî

óìåíüøàþò âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ. Â ðàññìîò-

ðåííîì ñëó÷àå äëÿ òîãî, ÷òîáû íà âñåì ïåðèîäå ñåðäå÷íîãî öèêëà

âûïîëíÿëîñü óñëîâèå σzz > 0 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû T 0
z > 1, 5·103 êãñ/ì2

.
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Çàêëþ÷åíèå

�àññìîòðåííàÿ ìîäåëü ïóëüñîâîãî äâèæåíèÿ êðîâè â ïîëóáåñêî-

íå÷íîì àðòåðèàëüíîì ñîñóäå, ó÷èòûâàþùàÿ âèíòîâóþ àíèçîòðîïèþ

åãî ñòåíêè, åñòåñòâåííî äàëåêà îò ñîâåðøåíñòâà. Âìåñòå ñ òåì, ïðî-

âåäåííûå íà åå îñíîâå ðàñ÷åòû è ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñ ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîêàçàë, ÷òî îíà ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ

òî÷íîñòè îòðàæàåò ïîâåäåíèå îñíîâíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàê-

òåðèñòèê ïðè ðàçâèòèè äâèæåíèÿ. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íà âõî-

äå â ñîñóä çàäàâàëèñü òîëüêî äàâëåíèå è óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêå

ñîñóäà â ñòåíêó ñåðäöà, ÷òî â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ýêâèâàëåíòíî

îáðàùåíèþ â íîëü ïðîäîëüíîé è êðóòèëüíûõ ñêîðîñòåé íà ãðàíè-

öå îòâåðñòèÿ. Îñòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè òàêèå, êàê ðàñõîä, ñðåä-

íÿÿ è ïèêîâàÿ ñêîðîñòü, íàïðÿæåíèÿ â ñòåíêè ñîñóäà îïðåäåëÿëèñü

íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ õàðàêòå-

ðèñòèê ïîïàëè â âèëêó ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûõ çíà÷åíèé [1℄.

Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû âëèÿíèå âèíòîâîé àíèçîòðîïèè íà ýòè ïàðà-

ìåòðû â âûáðàííîì äëÿ àíàëèçà ñîñóäå îêàçàëîñü íåçíà÷èòåëüíûì.

Ýòî âëèÿíèå íà ñêîðîñòè ñóùåñòâåííî òîëüêî â îêðåñòíîñòè ñòåíêè

ñîñóäà. Îäíàêî �óíêöèè àðòåðèàëüíûõ ñîñóäîâ ñâîäÿòñÿ íå òîëü-

êî ê ïåðåíîñó êðîâè. Îíè âûïîëíÿþò åùå îäíó, íå ìåíåå âàæíóþ

�óíêöèþ � ñêâîçü èõ ñòåíêè îñóùåñòâëÿåòñÿ äîñòàâêà êèñëîðîäà è

ëåêàðñòâåííûõ âåùåñòâ. Ïîâèäèìîìó, ðàñïðåäåëåíèå ìûøå÷íûõ âî-

ëîêîí â âèäå âèíòîâûõ ñïèðàëåé îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà

ïðîíèöàåìîñòü è ìàññî-ïåðåíîñ ïðè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ â ñòåí-

êå ñîñóäà. Êðîìå òîãî ìûøå÷íàÿ òêàíü â ñòåíêå ñîñóäà âûïîëíÿåò

åùå îäíó âàæíóþ �óíêöèþ � �óíêöèþ ¾ðàñïðåäåëåííîãî ñåðäöà¿

[2, 12, 13℄, îñóùåñòâëÿÿ äîïîëíèòåëüíóþ ¾ïîäêà÷êó¿ â ïåðè�åðèé-

íîé ÷àñòè êðîâåíîñíîé ñèñòåìû.
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1

Þ. Ñ. Ôåäÿåâ

Ñòàâèòñÿ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé äâóìåðíàÿ çàäà÷à ýâîëþöèè ãðàíèöû ðàçäåëà

æèäêîñòåé ðàçëè÷íûõ âÿçêîñòåé è ïëîòíîñòåé â êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîì ñëîå

ãðóíòà. Èññëåäîâàíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ è

äè��åðåíöèàëüíûõ (èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé). Ïðåäëàãàåò-

ñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì äâóìåðíóþ ëèíåéíóþ �èëü-

òðàöèþ æèäêîñòè ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè µ è ïëîòíîñòè ρ â òîí-

êîì íåîäíîðîäíîì è íåäå�îðìèðóåìîì ñëîå ïðîâîäèìîñòè P (M) =
K(M)H(M). ÇäåñüM � òî÷êà â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ñëîÿ, K(M) �
êîý��èöèåíò ïðîíèöàåìîñòè ñëîÿ, H(M) � åãî òîëùèíà. Ïðîâîäè-

ìîñòü P (M) > 0 ìîäåëèðóåòñÿ íåïðåðûâíîé ñ ïåðâûìè ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè �óíêöèåé êîîðäèíàò. Íà åäèíèöó ìàññû æèäêîñòè

äåéñòâóåò ïîòåíöèàëüíàÿ ìàññîâàÿ ñèëà

~F (M, t) = −∇Π(M, t), ãäå
∇ � äâóìåðíûé îïåðàòîð �àìèëüòîíà, Π � ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñè-

ëû, t � âðåìÿ. Äâèæåíèå æèäêîñòè âûçâàíî èñòî÷íèêàìè è ñòîêàìè

òå÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ïîëÿ ñêîðîñòåé. Îíè

ìîäåëèðóþò ðàáîòó ñîâåðøåííûõ íàãíåòàòåëüíûõ è ýêñïëóàòàöèîí-

íûõ ñêâàæèí.

21 Çàêàç �1149

Âûáåðåì â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ñëîÿ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäè-

íàò Oxy. Ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè âñþäó â îáëàñòè òå÷åíèÿ D, çà
èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé [1℄:

∂

∂x

(
vy(M, t)

K(M)

)
− ∂

∂y

(
vx(M, t)

K(M)

)
= 0,

∂

∂x

(
H(M)vx(M, t)

)
+
∂

∂y

(
H(M)vy(M, t)

)
= 0, M ∈ D.

(1)

Óðàâíåíèÿ (1) çàïèñàíû â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 06-01-96303.
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Ïóñòü íåïîäâèæíàÿ ãëàäêàÿ ãðàíèöà Γ äåëèò îáëàñòü �èëüòðà-

öèè D íà îáëàñòè D1 è D2, â êîòîðûõ ñëîé õàðàêòåðèçóþòñÿ ïðî-

âîäèìîñòÿìè P1 è P2. Ïîëàãàåì, ÷òî Pν = kνP (kν � ïîñòîÿííûå),

ν = 1, 2. Ñêà÷îê ïðîâîäèìîñòè íà ãðàíèöå Γ îáóñëîâëåí èçìåíåíèåì

êîý��èöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè (òîëùèíà ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

�óíêöèåé).

Â îáëàñòè �èëüòðàöèè D òàêæå ïðèñóòñòâóåò èçìåíÿþùàÿñÿ îá-

ëàñòü Dt, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé Γt, â êîòîðîé äâèæåòñÿ æèäêîñòü

âÿçêîñòè µ2 è ïëîòíîñòè ρ2. Âíå îáëàñòè Dt íàõîäèòñÿ æèäêîñòü

âÿçêîñòè µ1 è ïëîòíîñòè ρ1. Ïîëàãàåì, ÷òî êðèâàÿ Γt èçìåíÿåòñÿ
òàê, ÷òî îíà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé (áåç ñàìîïå-

ðåñå÷åíèé) è ïðèíàäëåæèò êëàññó Ëÿïóíîâà.

Îáëàñòü �èëüòðàöèè ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà ýêâèïîòåíöèàëüíîé

ãðàíèöåé L1 èëè íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé L2. Â îáëàñòè òå÷åíèÿ

D òàêæå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü ñèíãóëÿðíàÿ ëèíèÿ. Åñëè ïðîâîäè-

ìîñòü ñëîÿ íà íåé îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, îáîçíà÷èì åå L01.

Êîãäà æå ïðîâîäèìîñòü ñëîÿ íà ñèíãóëÿðíîé ëèíèè îáðàùàåòñÿ â

íóëü, îáîçíà÷èì åå L02. Îíà ñëóæèò ãðàíèöåé îáëàñòè D, íà êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà äàâëåíèÿ èëè íåïðîíèöàåìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîä îáëàñòüþ òå÷åíèÿ D ïîíèìàåòñÿ D = D1 ∪ D2.

Îáîçíà÷èì C = Γ ∪ Γt, L = L1 ∪ L2 è L0 = L01 ∪ L02. Íà ëèíèÿõ Γ,
Γt, L è L0 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ [1℄.

Íà íåïîäâèæíîé ãðàíèöå Γ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè
ðàñõîäà æèäêîñòè è íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ, êîòîðûå äëÿ íîðìàëü-

íîé è êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè èìåþò âèä:

v+n (M, t) = v−n (M, t), v+τ (M, t)/k1 = v−τ (M, t)/k2, M ∈ Γ. (2)

Çäåñü è äàëåå ¾+¿ (¾−¿) îáîçíà÷åíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ âåëè÷èí ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöå ñî ñòîðîíû íîðìàëè ~n
(èëè ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû). Âåêòîð íîðìàëè ~n íàïðàâëåí â îá-
ëàñòü D1. Âåêòîð êàñàòåëüíîé ~τ çäåñü è äàëåå îáðàçóåò ñ íîðìàëüþ
ïðàâîâèíòîâóþ ñèñòåìó.

Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè äâèæåíèè îäíà æèäêîñòü ïîëíîñòüþ çàìåùà-

åò äðóãóþ (¾ïîðøíåâîå¿ âûòåñíåíèå) è êàïèëëÿðíûå ñèëû ïðåíåáðå-

æèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëàìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ.

Òîãäà íà ïîäâèæíîé ãðàíèöå Γt âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíî-
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ñòè ðàñõîäà æèäêîñòè è íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ:

v+n (M, t) = v−n (M, t),

µ1v
+
τ (M, t)− µ2v

−
τ (M, t) = (ρ2 − ρ1)K(M)

∂Π(M, t)

∂τM
, M ∈ Γt.

(3)

Çäåñü íîðìàëü íàïðàâëåíà íàðóæó îáëàñòè Dt.

Êîãäà îáëàñòü �èëüòðàöèè D îãðàíè÷èâàåò êðèâàÿ L, òî íà íåé
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà äàâëåíèÿ (ãðàíèöà L1) èëè óñëî-

âèå íåïðîíèöàåìîñòè (ãðàíèöà L2):

vτ (M, t) = 0, M ∈ L1; vn(M, t) = 0, M ∈ L2. (4)

Åñëè îáëàñòü �èëüòðàöèè D ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíóþ ëèíèþ L0,

òî íà íåé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà äàâëåíèÿ (ãðàíèöà L01)

èëè óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ðàñõîäà æèäêîñòè (ãðàíèöà L02):

vτ (M, t) = 0, M ∈ L01; H(M)vn(M, t) = 0, M ∈ L02. (5)

Ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt îïèñûâàåì ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì

~rM = ~rM (t, σ), ãäå ~rM � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M , σ�ïàðàìåòð. Â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîëîæåíèå ïîäâèæíîé ãðàíèöû

èçâåñòíî:

ïðè t = 0 ~rM = ~r0(σ), M ∈ Γ0. (6)

Ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè t > 0
îïðåäåëÿåòñÿ èç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ åå äâèæåíèÿ [1℄:

d~rM
dt

=
~v+(M, t) + ~v−(M, t)

2
, M ∈ Γt. (7)

Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ãðàíèö Γ (k1 = k2 = 1) è Γt
(µ1 = µ2 = 1, ρ1 = ρ2 = 1) (ãðàíèöû L è L0 ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü)

èçâåñòíî íåâîçìóùåííîå ïîëå ñêîðîñòåé ~v0(M, t). Ýòî ïîëå ñêîðîñòåé
ó÷èòûâàåò íàëè÷èå îñîáûõ òî÷åê òå÷åíèÿ â îáëàñòè �èëüòðàöèè. Åñ-

ëè ïîëîæåíèå îñîáûõ òî÷åê çàäàíî, à èõ ìîùíîñòè ìîãóò ìåíÿòüñÿ

ñî âðåìåíåì, òî íåâîçìóùåííîå ïîëå ñêîðîñòåé èìååò âèä

~v0(M, t) =
s∑

i=1

qi(t)~Fi(M,M0i), (8)

ãäå s� ÷èñëî èñòî÷íèêîâ (ñòîêîâ), qi(t)� èõ ìîùíîñòè. Âèä �óíê-

öèé

~Fi(M,M0i) çàâèñèò îò çàêîíà èçìåíåíèÿ ïðîâîäèìîñòè ñëîÿ. Îíè
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èìåþò ñèíãóëÿðíîñòü òèïà 1/|~rM − ~rM0i
| â òî÷êàõ íàõîæäåíèÿ îñî-

áåííîñòåé M0i.

Íåâîçìóùåííîå ïîëå ñêîðîñòåé (8) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíè-

ÿì (1), óñëîâèÿì (4) íà ãðàíèöå L è óñëîâèÿì (5) íà ñèíãóëÿðíîé

ëèíèè L0. Ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíîå ïîëå ñêîðîñòåé ñëåäóþùèì îáðà-

çîì

~v(M, t) = ~v0(M, t) + ~V (M, t), (9)

ãäå

~V (M, t)� ñêîðîñòü âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî íàëè÷èåì ãðà-

íèö Γ è Γt.
Ñêîðîñòü âîçìóùåíèÿ

~V (M, t) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíè-
ÿì (1) è âûòåêàþùèì èç (2)�(5) ñ ó÷åòîì (9) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

V +
n (M, t) = V −

n (M, t),

(1− λk)V
+
τ (M, t)− (1 + λk)V

−
τ (M, t) = 2λkv0τ (M, t), M ∈ Γ;

(10)

V +
n (M, t) = V −

n (M, t), (1− λµ)V
+
τ (M, t)− (1 + λµ)V

−
τ (M, t) =

= 2

[
λµv0τ (M, t) + αK(M)

∂Π(M, t)

∂τM

]
, M ∈ Γt;

(11)

Vτ (M, t) = 0, M ∈ L1; Vn(M, t) = 0, M ∈ L2; (12)

Vτ (M, t) = 0, M ∈ L01; H(M)Vn(M, t) = 0, M ∈ L02, (13)

ãäå ïàðàìåòð λk = (k1 − k2)/(k1 + k2), λµ = (µ2 − µ1)/(µ2 + µ1), α =
(ρ2 − ρ1)/(µ2 + µ1). Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ñêîðîñòü ~v0(M, t) íåïðåðûâíà
íà êîíòóðå C (~v+

0 (M, t) = ~v−
0 (M, t) = ~v0(M, t), M ∈ C). Ïàðàìåòð

λk ∈ (−1, 1) è λµ ∈ (−1, 1).
Åñëè îáëàñòü D ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, òî ïîòðå-

áóåì çàòóõàíèÿ ñêîðîñòè âîçìóùåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

V (M, t) → 0 ïðè ρ(M,C) → ∞, (14)

ãäå ρ(M,C)� ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé M è êîíòóðîì C.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt (7) 
 ó÷åòîì (9) ïðèìåò âèä:

d~rM
dt

= ~v0(M, t) +
1

2

[
~V +(M, t) + ~V −(M, t)

]
, M ∈ Γt. (15)

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå çàäà÷è ýâîëþöèè ãðàíèöû Γt ñâî-
äèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñêîðîñòè âîçìóùåíèÿ

~V (M, t), óäîâëåòâîðÿþùåé



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ãðàíèöû 325

óðàâíåíèÿì (1), óñëîâèÿì (10)�(14) è èíòåãðèðîâàíèè äè��åðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ (15) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (6).

Câåäåíèå çàäà÷è ê ñèñòåìå óðàâíåíèé. Ïîëàãàåì, ÷òî êðè-

âûå Γ è Γt â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ìîäåëèðîâàòü êðèâûìè
êëàññà Ëÿïóíîâà. Áóäåì èñêàòü ñêîðîñòü âîçìóùåíèÿ

~V (M, t) â âèäå
ïîòåíöèàëà âèõðåâîãî ñëîÿ [1℄, ðàñïðåäåëåííîãî ñ ïëîòíîñòüþ g(N, t)
íà Γ è f(N, t) íà Γt:

~V (M, t) =

∫

Γ

g(N, t)~V ∗
B (M,N)dℓN+

+

∫

Γt

f(N, t)~V ∗
B (M,N)dℓN , M ∈ D \ C.

(16)

Çäåñü

~V ∗
B (M,N) = ~VB(M,N)/K(N), ~VB(M,N) � ñêîðîñòü â òî÷êå

M îò íîðìèðîâàííîãî âèõðÿ, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå N . Åñëè îá-

ëàñòü D îãðàíè÷èâàåò ëèíèÿ L, òî âûáèðàåì ñêîðîñòü

~VB(M,N) òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (4), à ïðè íàëè÷èè ñèíãóëÿðíîé ëèíèè

L0 � óñëîâèÿ (5).

Ñêîðîñòü âîçìóùåíèÿ (16) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (14). Ïðîäîë-

æàÿ ñêîðîñòü

~V (M, t) íà ãðàíèöó Γ è Γt ïîëó÷àåì åå ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ [2℄:

~V ±(M, t) = ~V (M, t)± γ(M, t)

2
~τM , M ∈ C. (17)

Çäåñü ïîä

~V (M, t) ïîíèìàåòñÿ ïðÿìîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè âîçìóùå-

íèÿ (16) íà êîíòóðå C, γ(M, t)� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåé íà

ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ýòîãî êîíòóðà.

Ïîäñòàâëÿÿ (17) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (10) è (11), ïîëó÷àåì ñèñòå-

ìó äâóõ íåîäíîðîäíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà òèïà

Ôðåäãîëüìà:

g(M, t)− 2λkVτ (M, t) = 2λkv0τ (M, t), M ∈ Γ, (18)

f(M, t)− 2λµVτ (M, t) = 2[λµv0τ (M, t)+

+αK(M)∇Π(M, t) · ~τM ], M ∈ Γt,
(19)

ãäå îáîçíà÷åíî Vτ (M, t) = ~V (M, t) · ~τM è v0τ (M, t) = ~v0(M, t) · ~τM .
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Ïîäñòàâëÿÿ (17) â (15) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt:

d~rM
dt

= ~v0(M, t) + ~V (M, t), M ∈ Γt, (20)

ãäå

~V (M, t)�ïðÿìîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè (16).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû Γt â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ýâîëþöèîííîé çàäà÷è äëÿ ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé (18) � (20) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (6).

Åñëè íåîáõîäèìî íàéòè òîëüêî ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt, òî ìîæíî
óìåíüøèòü ÷èñëî óðàâíåíèé â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå. Äëÿ ýòîãî èñêëþ-

÷èì f(M, t) èç óðàâíåíèÿ (20). Óìíîæèâ (20) ñêàëÿðíî íà åäèíè÷íûé
âåêòîð êàñàòåëüíîé ~τM â òî÷êåM ãðàíèöû Γt è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå
(19), ïîëó÷èì

f(M, t) = 2

[
λµ
d~rM
dt

+ αK(M)∇Π(M, t)

]
· ~τM , M ∈ Γt. (21)

Ó÷èòûâàÿ (20) è (21), íàõîäèì âåêòîðíîå èíòåãðî-äè��åðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt:

d~rM
dt

− 2

∫

Γt

[
λµ
d~rN
dt

+ αK(N)∇Π(N, t)

]
· ~τN ~V ∗

B (M,N) dℓN−

−
∫

Γ

g(N, t)~V ∗
B (M,N) dℓN = ~v0(M, t), M ∈ Γt.

(22)

Ïîäñòàâèâ (21) â (18) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ ïëîòíîñòè g(M, t):

g(M, t)− 4λk

∫

Γt

[
λµ
d~rN
dt

+ αK(N)∇Π(N, t)

]
· ~τNV ∗

Bτ (M,N) dℓN−

−2λk

∫

Γ

g(N, t)V ∗
Bτ (M,N) dℓN = 2λkv0τ (M, t), M ∈ Γ.

(23)
Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt ñâîäèò-

ñÿ ê ðåøåíèþ ýâîëþöèîííîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíîãî (22) è èíòåãðàëüíîãî (23) óðàâíåíèé ïðè íà-

÷àëüíîì óñëîâèè (6).
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�åøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è óïðîùàåòñÿ, åñëè ãðàíèöà Γ èìå-

åò êàíîíè÷åñêèé âèä (ïðÿìàÿ, îêðóæíîñòü). Â ýòîì ñëó÷àå èíîãäà

óäàåòñÿ âûáðàòü íåâîçìóùåííîå ïîëå ñêîðîñòåé ~v0(M, t) è ñêîðîñòü

âèõðÿ

~VB(M,N) òàêèì îáðàçîì, ÷òî óñëîâèÿ (2) íà ãðàíèöå Γ âû-

ïîëíÿþòñÿ. Òîãäà ñëåäóåò ïîëîæèòü g(M, t) = 0 è íåîáõîäèìîñòü â

óðàâíåíèÿõ (18) è (23) îòïàäàåò, à èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt (22) ïðèíèìàåò âèä

d~rM
dt

− 2

∫

Γt

[
λµ
d~rN
dt

+ αK(N)∇Π(N, t)

]
· ~τN ~V ∗

B (M,N) dℓN =

= ~v0(M, t), M ∈ Γt.

(24)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ãðàíèöû Γ (λk = 0) èíòåãðî-
äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt èìååò òîò æå

âèä (24). Â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ íàõîæäåíèå ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû Γt â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñâîäèòñÿ ê ýâîëþöèîííîé çàäà÷å äëÿ èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (24) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (6) [3℄.

Åñëè ìàññîâûå ñèëû ïðåíåáðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ãèäðî-

äèíàìè÷åñêèìè ñèëàìè äàâëåíèÿ (íàïîðíàÿ �èëüòðàöèÿ), òî â çàïè-

ñàííûõ óðàâíåíèÿõ ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû

ðàâåí íóëþ (Π(N, t) = 0). Ýâîëþöèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé â

êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîì ãðóíòå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èññëåäîâàëàñü â ðà-

áîòå [4℄.

�åøåíèå çàäà÷è. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ðåøàëèñü ÷èñëåííî

íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé [5℄. Ïîëàãàåì, ÷òî ïî-

ëîæåíèå ãðàíèöû Γ çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê EΓ = {(ξk, ηk), k =
1, 2, . . . ,m}. Ïîäâèæíàÿ ãðàíèöà Γt â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè tp, p =
0, 1, . . ., çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê EpΓt

= {(xpi , y
p
i ), i = 1, 2, . . . , n}.

Òîãäà íà÷àëüíîå óñëîâèå (6) ïðèìåò âèä:

ïðè t = 0 Γ0 : {(x0i , y0i ), i = 1, 2, . . . , n}. (25)

Çàïèøåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèé (18), (19). Äëÿ

ýòîãî çàìåíèì ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì öåíòðàëüíûìè ðàçíî-

ñòÿìè, à èíòåãðàëû ïî �îðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Òàê êàê â (18)

èíòåãðàë ïî ãðàíèöå Γ, à â (19) ïî ãðàíèöå Γt ïîíèìàþòñÿ â ñìûñ-

ëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè, òî â ñóììå, àïïðîêñèìèðóþùåé ýòè

èíòåãðàëû, ñëåäóåò âûáðîñèòü òî÷êó â êîòîðîé çàïèñûâàåòñÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó n + m ëè-
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íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîòíîñòè âèõ-

ðåâîãî ñëîÿ â ìîìåíò âðåìåíè tp äëÿ òî÷åê EΓ è EpΓt
:

gpk − 2λk



m∑

l=1
l 6=k

gpl V
∗
Bτkl∆ℓl +

n∑

j=1

fpj V
∗
Bτkj∆ℓ

p
j


 = 2λkv

p
0τk,

k = 1, 2, . . . ,m,

(26)

fpi − 2λµ



m∑

l=1

gpl V
∗
Bτil∆ℓl +

n∑

j=1
j 6=i

fpj V
∗
Bτij∆ℓ

p
j


 =

= 2 [λµv
p
0τi + αKi∇Πpi · ~τ

p
i ] , i = 1, 2, . . . , n.

(27)

Çäåñü gpk = g(ξk, ηk, tp), f
p
i = f(xpi , y

p
i , tp), Ki = K(xpi , y

p
i ), Πpi =

Π(xpi , y
p
i , tp), vp0τk = ~v0(ξk, ηk, tp) · ~τk, vp0τi = ~v0(x

p
i , y

p
i , tp) · ~τpi ,

V ∗
Bτkl = ~V ∗

B (ξk, ηk, ξl, ηl) · ~τk, V ∗
Bτkj = ~V ∗

B (ξk, ηk, x
p
j , y

p
j ) · ~τk, V ∗

Bτil =
~V ∗
B (x

p
i , y

p
i , ξl, ηl) · ~τ

p
i , V

∗
Bτij =

~V ∗
B (x

p
i , y

p
i , x

p
j , y

p
j ) · ~τ

p
i ,

τxk =
∆ℓk+1

∆ℓk +∆ℓk+1

ξk − ξk−1

∆ℓk
+

∆ℓk
∆ℓk +∆ℓk+1

ξk+1 − ξk
∆ℓk+1

,

τyk =
∆ℓk+1

∆ℓk +∆ℓk+1

ηk − ηk−1

∆ℓk
+

∆ℓk
∆ℓk +∆ℓk+1

ηk+1 − ηk
∆ℓk+1

,

∆ℓk =
√
(ξk − ξk−1)2 + (ηk − ηk−1)2,

τpxi =
∆ℓpi+1

∆ℓpi +∆ℓi+1

xpi − xpi−1

∆ℓpi
+

∆ℓpi
∆ℓpi +∆ℓpi+1

xpi+1 − xpi
∆ℓpi+1

,

τpyi =
∆ℓpi+1

∆ℓpi +∆ℓi+1

ypi − ypi−1

∆ℓpi
+

∆ℓpi
∆ℓpi +∆ℓpi+1

ypi+1 − ypi
∆ℓpi+1

,

∆ℓpi =
√
(xpi − xpi−1)

2 + (ypi − ypi−1)
2.

Äëÿ çàìêíóòûõ ãðàíèö Γ è Γt ñëåäóåò ïîëîæèòü ξ0 = ξm, η0 = ηm,
ξ1 = ξm+1, η0 = ηm+1, x

p
0 = xpn, y

p
0 = ypn, x

p
1 = xpn+1, y

p
1 = ypn+1.

�åøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (26) è (27), íàõîäèì ïëîòíîñòè âèõðåâîãî

ñëîÿ gpk, k = 1, 2, . . . ,m è fpi , i = 1, 2, . . . , n â ìîìåíò âðåìåíè tp. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû Γt â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè

tp+1 çàìåíèì â (20) ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ïðàâûìè ðàçíîñòÿìè, à
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èíòåãðàëû àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â (27):

~r p+1
i = ~r pi +


~v

p
0i +

m∑

l=1

gpl
~V ∗
Bil∆ℓl +

n∑

j=1
j 6=i

fpj
~V ∗
Bij∆ℓ

p
j


∆tp+1,

i = 1, 2, . . . , n.

(28)

Çäåñü ∆tp+1 = tp+1 − tp, ~r
p
i = (xpi , y

p
i ), ~v

p
0i = ~v0(x

p
i , y

p
i , tp),

~V ∗
Bil =

~V ∗
B (x

p
i , y

p
i , ξl, ηl),

~V ∗
Bij = ~V ∗

B (x
p
i , y

p
i , x

p
j , y

p
j ). Ñîâìåñòíî ðåøàÿ óðàâíå-

íèÿ (26)�(28) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (25) ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt â ìîìåíòû âðåìåíè tp, p = 1, 2, . . .

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ýâîëþöèþ ãðàíèöû

ðàçäåëà æèäêîñòåé ðàçëè÷íûõ âÿçêîñòåé è ïëîòíîñòåé â êóñî÷íî-

íåîäíîðîäíûõ ñëîÿõ ãðóíòà. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ìîíèòî-

ðèíãå çàãðÿçíåíèÿ, ýêñïëóàòàöèè íå�òåíîñíûõ (âîäîíîñíûõ) ïëà-

ñòîâ ãðóíòà ñëîæíîé ãåîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Êîíêðåòíûå ïðèìå-

ðû ýâîëþöèè ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [1,

4, 6, 7℄.
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ÓÄÊ 517.95

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å

ÄËß ÍÀ��ÓÆÅÍÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÒÈÏÀ

Ê. Ó. Õóáèåâ

Â ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà äîêàçàíà òåîðåìà

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé çàäà÷è ñ èíòåãðàëü-

íûì óñëîâèåì.

�àññìîòðèì íàãðóæåííîå [1℄ óðàâíåíèå ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñ-

êîãî òèïà

∂2u

∂x2
− ∂2−H(y)u

∂y2−H(y)
= λ0u(x−H(−y)y, 0) (1)

â îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé îòðåçêà-
ìè AA0, BB0, A0B0 ïðÿìûõ x = 0,
x = 1, y = h > 0 ñîîòâåòñòâåííî,

è õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (1)

AC : x + y = 0, BC : x− y = 1;
λ0 = sign y · λ2(x−H(−y)y),
H(y) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà.

×åðåç Ω+
è Ω−

îáîçíà÷èì ïàðà-

áîëè÷åñêóþ è ãèïåðáîëè÷åñêóþ

÷àñòè ñìåøàííîé îáëàñòè Ω ñîîò-

âåòñòâåííî, à ÷åðåç I � èíòåðâàë

0 < x < 1 ïðÿìîé y = 0.
�åãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ (1) íàçîâåì �óíêöèþ

u(x, y) ∈ C(Ω) ∩C1(Ω) ∩ C2(Ω\I), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1)

â Ω+ ∪ Ω−.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìîíîòîí-

íîñòè M [2℄, åñëè äëÿ ëþáûõ x è y èç ]0, 1[

ϕ(x) ∈ C1]0, 1], ϕ(x) > 0,

1∫

0

ϕ(x) dx <∞,

ϕ(x) > ϕ(y), ϕ′(x) < ϕ′(y), ∀ x < y.
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Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå u(x, y) óðàâíå-
íèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì:

u(0, y) = ρ1(y), u(1, y) = ρ2(y), 0 6 y 6 h, (2)

u(x/2,−x/2) +
1∫

0

K(x, ξ)u(ξ, 0)dξ = ψ(x), 0 6 x 6 1, (3)

ãäå ρ1(y), ρ2(y), ψ(x), K(x, ξ) � çàäàííûå �óíêöèè.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà. Åñëè ρ1(y), ρ2(y) ∈ C[0, h] � �óíêöèè, íåïðåðûâíûå â

çàìûêàíèè îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ, ψ(x) ∈ C[0, 1]∩C2(0, 1); λ(x) 6= 0,
íåïðåðûâíà â Ω è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà â îáëàñòè Ω+

;

�óíêöèÿK(x, ξ) ïðåäñòàâèìà â âèäåK(x, ξ) = γ(ξ)+sign(x−ξ)ϕ(|x−
ξ|), ãäå ϕ′(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþM, γ(t), ϕ′′(t) ∈ L[0, 1], òî çàäà÷à
(1)�(3) èìååò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

⊳ Îáîçíà÷èì u(x, 0) = τ(x), x ∈ I, uy(x, 0) = ν(x), x ∈ I, òîãäà
τ(x) ∈ C(I) ∩ C1(I), ν(x) ∈ C(I), τ(0) = ρ1(0), τ(1) = ρ2(0).

Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (1) ê ïðåäåëó ïðè y → +0, ïîëó÷èì �óíê-

öèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå, ïðèíåñåííîå èç ïàðàáîëè÷åñêîé ÷àñòè Ω+

ñìåøàííîé îáëàñòè Ω :

τ ′′(x) − λ2(x)τ(x) − ν(x) = 0. (4)

Â îáëàñòè Ω−
äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè λ(x) 6= 0 �óíêöèîíàëüíîå

ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå [3℄

τ ′(x) +
x

2
λ2(x)τ(x) − ν(x) = 2ψ′

0(x), (5)

ãäå ψ0(x) = u[θ0(x)] = ψ(x)−
1∫
0

K(x, ξ)τ(ξ) dξ.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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Ïóñòü ψ(x) = ρ1(x) = ρ2(x) ≡ 0. Óìíîæàÿ ñîîòíîøåíèå (4) íà

�óíêöèþ τ(x) è èíòåãðèðóÿ îò 0 äî 1, ïîëó÷èì

1∫

0

τ(ξ)
[
τ ′′(ξ) − λ2(ξ)τ(ξ) − ν(ξ)

]
dξ =

= −
1∫

0

τ(ξ)ν(ξ) dξ +

1∫

0

([1
2
τ2(ξ)

]′′
−
[
τ ′(ξ)

]2
− λ2(ξ)τ2(ξ)

)
dξ =

= −
1∫

0

τ(ξ)ν(ξ)dξ −
1∫

0

(
[τ ′(ξ)]2 + λ2(ξ)τ2(ξ)

)
dξ = 0.

1∫

0

τ(ξ)ν(ξ)dξ = −
1∫

0

(
[τ ′(ξ)]2 + λ2(ξ)τ2(ξ)

)
dξ 6 0.

�àññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë

1∫
0

τ(ξ)ν(ξ) dξ, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-

íèå (5). Âûðàæàÿ ν(x) èç (5) è ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë, ïîëó÷èì

1∫

0

τ(ξ)ν(ξ)dξ =

1∫

0

τ(ξ)
[
τ ′(ξ) +

ξ

2
λ2(ξ)τ(ξ) − 2ψ′

0(ξ)
]
dξ =

=
1

2

1∫

0

[
τ2(ξ)

]′
dξ +

1

2

1∫

0

ξλ2(ξ)τ2(ξ) dξ + 2

1∫

0

τ(ξ)

1∫

0

Kξ(ξ, t)τ(t) dt dξ =

=
1

2
[τ2(1)−τ2(0)]+ 1

2

1∫

0

ξλ2(ξ)τ2(ξ)dξ+2

1∫

0

1∫

0

Kξ(ξ, t)τ(ξ)τ(t) dt dξ = (6)

=
1

2

1∫

0

ξλ2(ξ)τ2(ξ) dξ + 2

1∫

0

1∫

0

Kξ(ξ, t)τ(ξ)τ(t) dt dξ =

=
1

2

1∫

0

ξλ2(ξ)τ2(ξ)dξ + 2

1∫

0

1∫

0

ϕ′(|ξ − t|)τ(ξ)τ(t) dt dξ.



334 Õóáèåâ Ê. Ó.

Òàê êàê �óíêöèÿ ϕ′(|x− ξ|) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþM, òî

1∫

0

1∫

0

ϕ′(|ξ − t|)τ(ξ)τ(t) dt dξ > 0,

1∫

0

τ(ξ)ν(ξ) dξ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

1∫
0

τ(ξ)ν(ξ) dξ = 0, à îòñþäà è

èç (6) ñëåäóåò, ÷òî τ(x) ≡ 0, èç ÷åãî íåòðóäíî çàêëþ÷èòü åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3).

Äîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå ν(x) èç (5) â (4), ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå

τ ′′(x)− τ ′(x) − x+ 2

2
λ2(x)τ(x) = −2ψ′

0(x). (7)

�åøàÿ êðàåâóþ çàäà÷ó

τ(0) = ρ1(0), τ(1) = ρ2(0) (8)

äëÿ óðàâíåíèÿ (7), ïîëó÷èì

τ(x) = −2

1∫

0

G(x, ξ)ψ′
0(ξ) dξ +Gξ(x, 1)ρ2(0)−Gξ(x, 0)ρ1(0), (9)

ãäå G(x, ξ) � �óíêöèÿ �ðèíà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè [4℄

a) â ïðîìåæóòêàõ 0 6 x < ξ, ξ < x 6 1 íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâî-
èìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ,

ñîïðÿæåííîìó ñ óðàâíåíèåì (7), êðîìå òîãî, ïðè êàæäîì �èêñèðî-

âàííîì ξ, 0 < ξ < 1, óäîâëåòâîðÿåò êàê �óíêöèÿ îò x îäíîðîäíûì

êðàåâûì óñëîâèÿì (8);

á) â òî÷êå ξ = x êàê �óíêöèÿ ξ ñàìà íåïðåðûâíà, à åå ïåðâàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ïî x èìååò ñêà÷îê, ïðè÷åì Gx(x, x−0)−Gx(x, x+0) = 1.
Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå �óíêöèè ψ′

0(x) â (9), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

τ(x) +

1∫

0

Q(x, ξ)τ(ξ) dξ = f(x), (10)
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ãäå f(x) = Gξ(x, 1)ρ2(0) − Gξ(x, 0)ρ1(0) − 2
1∫
0

G(x, ξ)ψ′(ξ) dξ,

Q(x, ξ) = 2
1∫
0

G(x, t)Kt(t, ξ) dt = 2
1∫
0

G(x, t)ϕ′(|t− ξ|) dt.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà �óíêöèé, âõîäÿùèõ â ÿäðî Q(x, ξ) è ïðàâóþ
÷àñòü f(x) óðàâíåíèÿ (10), ïîëó÷èì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, ðåøåíèå êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ââèäó åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ �óíêöèè τ(x) ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ðàñïàäà-
åòñÿ íà ïåðâóþ çàäà÷ó Äàðáó â îáëàñòè Ω−

è ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

â îáëàñòè Ω+
. ⊲
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ÎÁ ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ

ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

È Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÌ �ÅØÅÍÈÈ

ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

Ø. Ñ. Õóáåæòû

�àññìàòðèâàåòñÿ îäèí ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ. Óêà-

çûâàåòñÿ î ïðèìåíåíèè ìåòîäà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îöåíèâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü,

ãäå ïîñòîÿííûå âû÷èñëÿþòñÿ ý��åêòèâíî.

�àññìîòðèì ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë

S(ϕ, t0) ≡
1

πi

∫

L

ϕ(t)

t− t0
dt (t0 ∈ L), (1)

ãäå L � íåêîòîðûé ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð, çàäàííûé â êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèåì t = t(s) îòíîñèòåëüíî äóãîâîé àáñ-

öèññû s (a 6 s 6 b), à ϕ(t) çàäàííàÿ íà L �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ �åëüäåðà íà L. Çàïèñü t0 ∈ L îçíà÷àåò, ÷òî t0 åñòü ïðîèç-
âîëüíàÿ òî÷êà êîíòóðà L.

Ñ÷èòàÿ íàòóðàëüíîå n ïðîèçâîëüíî çàäàííûì, ðàçäåëèì îòðåçîê

[a, b] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè

sσ = a+
b− a

n
σ, σ = 0, 1, . . . , n− 1.

Äàëåå, çàäàâàÿñü �èêñèðîâàííûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì m, êàæ-
äûé èç ñåãìåíòîâ [sσ, sσ+1] ðàçäåëèì íà m ÷àñòåé òî÷êàìè

sσk = sσ + hxk, σ = 0, 1, . . . , n− 1, k = 0, 1, . . . ,m− 1
(
h =

b− a

n

)
,

ãäå {xk}m−1
k=0 � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà òî÷åê, çàäàííûõ íà îòðåçêå [0, 1]

è îáîçíà÷èì

τσ = t(sσ), tσk = t(sσk)
(
σ = 0, 1, . . . , n− 1, k = 0, 1, . . . ,m− 1

)
.
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Î÷åâèäíî ïðè ýòîì, ÷òî åñëè îäíîâðåìåííî x0 = 0, xm−1 = 1, òî

tσm−1 = tσ+1,0 = τσ+1 (σ = 0, 1, . . . , n− 1).

Òàê êàê L � çàìêíóòûé êîíòóð, òî î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî

tn−1,m−1 = tn0 = τn = τ0. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ñåòêå òî÷åê sσk
íà îòðåçêå [a, b] (èëè, èíà÷å, ëþáîé çàäàííîé ñèñòåìå òî÷åê {xk}m−1

k=0

íà îòðåçêå [0, 1]) îòîáðàæåíèå t = t(s) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âïîëíå
îïðåäåëåííóþ ñåòêó òî÷åê {tσk} íà êîíòóðå L.

Ïîñëå ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ωσ(t) =

m−1∏

k=0

(t− tσk) (σ = 0, 1, . . . , n− 1, k = 0, 1, . . . ,m− 1),

Lσ(ϕ; t) =

m−1∑

k=0

ωσ(t)

(t− tσk)ω′
σ(tσk)

ϕ(tσk) (σ = 0, 1, . . . , n− 1),

pσk =
1

πi

∫

τστσ+1

ωσ(t)

(t− tσk)ω′
σ(tσk)

dt,

(σ = 0, 1, . . . , n− 1, k = 0, 1, . . . ,m− 1).

Ïóñòü t0 ∈ τντν+1(0 6 ν 6 n− 1). Ïîñòðîèì íà L îïåðàòîð �óíê-

öèþ Φn(ϕ, t, t0) [1℄, ïîëàãàÿ, ïðè t ∈ τστσ+1

Φn(ϕ; t, t0)=ϕ(t0)+

m−1∑

k=0

ωσ(t)

(t− tσk)ω′
σ(tσk)

t− t0
t0 − tσk

[Lν(ϕ; t0)−ϕ(tσk)]. (2)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Φn(ϕ; t, t0) ≡ ϕ(t), åñëè ϕ(t) ëþáîé ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè 6 m− 1.

Ïîëàãàÿ òåïåðü ϕ(t) ≈ Φn(ϕ; t, t0), ïîëó÷èì

1

πi

∫

L

ϕ(t)

t− t0
dt ≈ ϕ(t0) +

n−1∑

σ=0

m−1∑

k=0

pσk
t0 − tσk

[Lν(ϕ; t0)− ϕ(tσk)].

22 Çàêàç �1149

Äàëåå, ïîëîæèâ

Sn(ϕ; t0) =

n−1∑

σ=0

m−1∑

k=0

{
( 1n + λσ(t0))ων(t0)

(t0 − tνk)ω′
ν(tνk)

ϕ(tνk)−
pσk

t0 − tσk
ϕ(tσk)

}
, (3)
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λσ(t0) =

m−1∑

k=0

pσk
t0 − tσk

,

ïðè ëþáîì t0 ∈ τντν+1 çà ïðèáëèæåíèå ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðà-

ëó S(ϕ, t0) ïðèìåì âûðàæåíèå Sn(ϕ; t0), ðàâíîå Snν(ϕ; t0) ïðè t0 ∈
τντν+1 (ν = 0, 1, . . . , n − 1). ßñíî, ÷òî Sn(ϕ, t0) òî÷íî ðàâíÿåòñÿ

S(ϕ; t0), êîãäà ϕ(t) ïðåäñòàâëÿåò ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

6 m− 1.
Èçâåñòíî, ÷òî [2℄, åñëè ϕ(t) èìååò íà L íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-

íûå (r − 1)-ãî ïîðÿäêà è ïðîèçâîäíàÿ r-ãî ïîðÿäêà óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ �åëüäåðà, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|S(ϕ, t0)− Sn(ϕ; t0) < (C1 lnn+ C2)
1

nr+α
, (4)

ãäå α (0 < α 6 1) � ïîêàçàòåëü �åëüäåðà �óíêöèè ϕ(r)
, C1, C2 �

íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò n.
Ìû ïîñòàâèëè öåëüþ îöåíèòü êîý��èöèåíòû C1, C2 ý��åêòèâíî

÷åðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíû.

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ðàçíîñòü S(ϕ, t0)− Sn(ϕ; t0) â âèäå

S(ϕ, t0)− Sn(ϕ; t0) =
1

πi

∫

L

ϕ(t)− Φ̃n(ϕ, t, t0)

t− t0
dt =

=
1

πi

∫

L−γ

δn(ϕ, t, t0)

t− t0
dt+

∑

σ=ν±1,ν

1

πi

∫

τστσ+1

ϕ(t) − Φ̃n(ϕ, t, t0)

t− t0
dt.

Çäåñü Φ̃n(ϕ, t, t0) îòëè÷àåòñÿ îò Φn(ϕ, t, t0) òåì, ÷òî çäåñü âìåñòî ϕ(t0)
èìååì ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ïîñòðîåííûé ïî çíà-

÷åíèÿì ϕ â óçëàõ {tνk}, à δn(ϕ, t, t0) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

δn(ϕ, t, t0) = ϕ(t) − ωσ(t)

ωσ(t0)
ϕ(t0) +

ωσ(t)

ωσ(t0)
Rν(ϕ; t0)−

−
m−1∑

k=0

ωσ(t)(t− t0)

(t− tσk)ω′
σ(tσk)(tσk − t0)

ϕ(tσk),

ãäå Rν(ϕ, t0) îáîçíà÷àåò îñòàòîê óêàçàííîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ [3℄.
Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíÿåòñÿ íóëþ, åñëè ϕ(t) ìíîãî÷ëåí ñòå-

ïåíè 6 m − 1. Íî è Rν(ϕ, t0) ðàâíÿåòñÿ íóëþ äëÿ òàêèõ �óíêöèé.



Îá àïïðîêñèìàöèè íåêîòîðûõ ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ 339

Ïîýòîìó, åñëè ðàçëîæèì ϕ(t) â ðÿä Òåéëîðà [3℄ è ó÷òåì ñâîéñòâà

δn(ϕ; t, t0), ïîëó÷èì

δn(ϕ; t, t0) =
1

(r − 1)!

{ ∫

τσt

(t− u)r−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τσ)]du−

− ωσ(t)

ωσ(t0)

∫

τσt0

(t0 − u)r−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τσ)]du+

+
ωσ(t)

ωσ(t0)

m−1∑

k=0

ων(t0)

(t0 − tνk)ω′
ν(tνk)

[ ∫

τνt0

(t0−u)r−1[ϕ(r)(u)−ϕ(r)(τν)]du−

−
∫

τνtνk

(tνk − u)r−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τν)]du

]
−

−
m−1∑

k=0

ωσ(t)(t − t0)

(t0 − tσk)ω′
σ(tσk)(tσk − t0)

∫

τσtσk

(tσk − u)r−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τσ)]du

}
.

�àññìîòðèì îòäåëüíî êàæäîå ñëàãàåìîå óêàçàííîãî âûðàæåíèÿ.

Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì âûðàæåíèå

P = max
t,t0∈L

∣∣∣s− s0
t− t0

∣∣∣,

ãäå ïîä s− s0 ïîíèìàåòñÿ íàèìåíüøàÿ äóãà ìåæäó òî÷êàìè t, t0.
Èçâåñòíî, ÷òî [4℄

0 <
1

P
<

|t− t0|
|s− s0|

6 1.

Òåïåðü îöåíèì

ωσ(t)
ωσ(t0)

(σ 6= ν ± 1, ν) ïî ìîäóëþ.
∣∣∣∣∣
ωσ(t)

ωσ(t0)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

(t− tσ0)(t− tσ1) . . . (t− tσm−1)

(t0 − tσ0)(t0 − tσ1) . . . (t0 − tσm−1)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

t−tσ0

s−sσ0
· t−tσ1

s−sσ1
· · · t−tσm−1

s−sσm−1
(s− sσ0) · · · (s− sσm−1)

t0−tσ0

s0−sσ0
· t0−tσ1

s0−sσ1
· · · t0−tσm−1

s0−sσm−1
(s0 − sσ0) · · · (s0 − sσm−1)

∣∣∣∣∣.

Ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà

|s− sσk| 6 h, |s0 − sσk| > |ν − σ − 1|h,
|s0 − s| 6 |ν + 1− σ|h èëè |s0 − s| 6 |σ + 1− ν|h,
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ïîëó÷èì

∣∣∣∣
ωσ(t)

ωσ(t0)

∣∣∣∣ 6
{

Pm

|ν−σ−1|m , ïðè σ < ν,
Pm

|σ−ν−1|m , ïðè σ > ν.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü

∣∣∣∣
ωσ(t)

ωσ(t0)

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∫

τσt0

(t0 − u)τ−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τσ)]du

∣∣∣∣∣∣
6

6

{ |ν+1−σ|r+α

|ν−σ−1|m PmH
(r)
ϕ hr+α, ïðè σ < ν,

|σ+1−ν|r+α

|σ−ν−1|m PmH
(r)
ϕ hr+α, ïðè σ > ν.

Íî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

|ν + 1− σ|r+α
|ν − σ − 1|m 6 3r+α,

|σ + 1− ν|r+α
|σ − ν − 1|m 6 3r+α.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ýòîãî ñëàãàåìîãî ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣∣∣
ωσ(t)

ωσ(t0)

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∫

τσt0

(t0 − u)τ−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τσ)]du

∣∣∣∣∣∣
6 3r+αH(r)

ϕ Pmhr+α,

ãäå H
(r)
ϕ � ïîñòîÿííàÿ â óñëîâèè �åëüäåðà äëÿ �óíêöèè ϕ(r)

.

Òåïåðü ðàññìîòðèì

m−1∑

k=0

ων(t0)

(t0 − tνk)ω′
ν(tνk)

∫

τνt0

(t0 − u)r−1
(
ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τν)

)
du.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêîé

|sνk − sνj | = |sν + xkh− sν − xjh| = |xk − xj |h > min
k

|xk+1 − xk|h,

ïîëó÷èì ∣∣∣∣∣
ων(t0)

(t0 − tνk)ω′
ν(tνk)

∣∣∣∣∣ 6
Pm−1

min
k

|xk+1 − xk|m−1
.
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Èòàê,

∣∣∣∣
ωσ(t)

ωσ(t0)

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
m−1∑

k=0

ων(t0)

(t0 − tνk)ω′
ν(tνk)

[ ∫

τνt0

(t0 − u)r−1
(
ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τν)

)
du−

−
∫

τνtνk

(tνk − u)r−1
(
ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τν)

)
du

]∣∣∣∣∣ 6

6
2mPm−1

min
k

|xk+1 − xk|m−1
hr+αH(r)

ϕ

Pm

|ν − σ − 1|m 6
2mP 2m−1hr+αH

(r)
ϕ

min
k

|xk+1 − xk|m−1
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ

∣∣∣∣∣
m−1∑

k=0

ωσ(t)(t − t0)

(t− tσk)ω′
σ(tσk)(tσk − t0)

∫

τσtσk

(tσk − u)r−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τσ)]du

∣∣∣∣∣ 6

6
mPmhr+αH

(r)
ϕ

min
k

(xk+1 − xk)m−1

∣∣∣∣∣
ν + 1− σ

ν − σ − 1

∣∣∣∣∣ 6
3mPmhr+αH

(r)
ϕ

min
k

(xk+1 − xk)m−1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îêîí÷àòåëüíî ìîæíî íàïèñàòü

|δn(ϕ; t, t0)| 6
1

(r − 1)!
hr+αH(r)×

×
[
1 + 3r+αPm +

2mP 2m−1

min(xk+1 − xk)m−1
+

3mPm

min
k

(xk+1 − xk)m−1

]
=

C1

nr+α
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â ðàññìàòðèâàåìûé ñèíãóëÿðíûé èíòå-

ãðàë, ïîëó÷èì

∫

L−γ

∣∣∣∣
δn(ϕ; t1, t0)

t− t0

∣∣∣∣ |dt| 6 max |δn(ϕ; t0, t1)|
∫

L−γ

∣∣∣∣
dt

t− t0

∣∣∣∣ 6

6
C1P

nr+α

∫

L−γ

ds

|s− s0|
=
C1P

nr+α
ln

(s0 − a)(b− s0)

(s0 − sν−1)(sν+2 − s0)
.

Îöåíèì òåïåðü ëîãàðè�ìè÷åñêèé ÷ëåí. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì

î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà

νh 6 s0 − a 6 (ν + 1)h, (n− ν − 1)h 6 b− s0 6 h(n− ν),

h 6 s0 − sν−1 6 2h, h 6 sν+2 − s0 6 2h,
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îòêóäà

ν(n− ν − 1)

4
6

(s0 − a)(b − s0)

(s0 − sν−1)(sν+2 − s0)
6 (ν + 1)(n− ν),

(ν + 1)(n− ν) 6
(n+ 1)2

4
,

ν(n− ν + 1)

4
6

(n+ 1)2

4
.

Òàêèì îáðàçîì,

∣∣∣∣∣ ln
(s0 − a)(b − s0)

(s0 − sν−1)(sν+2 − s0)

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣ ln (n+ 1)2

4

∣∣∣ = 2 ln
n+ 1

2
(n > 2).

Äàëåå, â

1

πi

∫

γ

ϕ(t)− Φ̃n(ϕ; t, t0)

t− t0
dt =

∑

σ=ν±1,ν

1

πi

∫

τστσ+1

ϕ(t)

t− t0
dt− Lν(ϕ; t0)

1

πi

∫

τν−1τν+2

dt

t− t0
−

−
∑

σ=ν±1,ν

m−1∑

k=0

pσk
t0 − tσk

m−1∑

k0=0
k0 6=k

ων(t0)

(t0 − tνk0)ω
′
ν(tνk0)

[ϕ(tνk0)− ϕ(tνk)]

ðàçëîæèì ϕ(t) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè t0. Òîãäà

1

πi

∫

γ

ϕ(t)− Φ̃n(ϕ; t, t0)

t− t0
dt =

1

(r − 1)!

{ ∑

σ=ν±1,ν

1

πi

∫

τστσ+1

dt

t− t0
×

×
∫

τ0t

(t− u)r−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τν)]du−
m−1∑

k=0

ων(t0)

(t0 − tνk)ω′
ν(tνk)

×

×
∫

t0tνk

(tνk − u)r−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τν)]du
1

πi

∫

τν−1τν+2

dt

t− t0
−

−
∑

σ=ν±1,ν

m−1∑

k=0

pσk
t0 − tσk

m−1∑

k0=0
k0 6=k

ων(t0)

(t0−tνk0)ω′
ν(tνk0)

[ ∫

t0tνk0

(tνk0 − u)r−1[ϕ(r)(u)−

−ϕ(r)(τν)]du −
∫

t0tνk

(tνk − u)r−1[ϕ(r)(u)− ϕ(r)(τν)]du

]}
.
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Èñïîëüçóÿ, äàëåå, íåðàâåíñòâà

|pσk| 6
Pm−1h

πmin
k

(xk+1 − xk)m−1
,

|t0 − tν−1,k| >
h

P
min
k

(xk+1 − xk), |t0 − tν+1,k| >
h

P
min
k

(xk+1 − xk),

∣∣∣ 1
πi

∫

γ

dt

t− t0

∣∣∣ 6 1 +
1

π
ln 2P 2,

ïîëó÷èì

∣∣∣∣∣
1

πi

∫

γ

ϕ(t)− Φ̃n(ϕ; t, t0)

t− t0
dt

∣∣∣∣∣ 6

6
1

nr+α
(b − a)r+αH

(r)
ϕ

(r − 1)!

[
3

π
+

mPm−1

min
k

(xk+1 − xk)m−1
×

×
(
1 +

1

π
ln 2p2

)
+

6m(m− 1)P 2m−12r+α

πmin
k

(xk+1 − xk)2m−2

]
=

C2

nr+α
.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü

|Sϕ− Snϕ| 6
1

nr+α
(C1 lnn+ C2),

ãäå

C1 =
(b − a)r+αH

(r)
ϕ P

π(r − 1)!

[
1 + 3r+αPm +

2mP 2m−1

min
k

(xk+1 − xk)m−1
+

+
3mP 2m

min
k

(xk+1 − xk)m−1

]
,

(5)

C2 =
(b− a)r+αH

(r)
ϕ

π(r − 1)!

[
3 +

mPm−1

min
k

(xk+1 − xk)m−1
(π+ln 2P 2)+

+
6m(m− 1)P 2m−12r+α

min
k

(xk+1 − xk)2m−2

] (6)
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�àññìîòðèì òåïåðü ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå [4℄

a(t)ϕ(t) +
b(t)

πi

∫

L

ϕ(τ)

τ − t
dτ +

1

πi

∫

L

k(t, τ)ϕ(τ) dτ = f(t),

ãäå L � çàìêíóòûé ãëàäêèé êîíòóð, à a(t), b(t), k(t, τ), f(t) çàäàííûå
íà L �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ �åëüäåðà, a2(t)− b2(t) 6= 0
íèãäå íà L.

Ïðèìåíèâ ê ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó (3), à ê

ðåãóëÿðíîé ÷àñòè îáû÷íóþ êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó

1

πi

∫

L

k(t, τ)ϕ(τ)dτ ≈
n−1∑

σ=0

m−1∑

k=0

pσkk(t, tσk)ϕ(tσk),

ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå

a(t)ϕn(t) + b(t)Sn(ϕn, t) +

n−1∑

σ=0

m−1∑

k=0

pσkk(t, tσk)ϕn(tσk) = f(t). (6′)

Ýòî óðàâíåíèå, åñëè ïðèäàâàòü ïàðàìåòðó t çíà÷åíèÿ èç ìíîæå-
ñòâà {tνj} (ν = 0, 1, . . . , n−1; j = 0, 1, . . . ,m−1) ïîðîæäàåò ñëåäóþ-
ùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ϕn
â òî÷êàõ tνj

a(tνj)ϕn(tνj)+b(tνj)Sn(ϕn, tνj)+

+

n−1∑

σ=0

m−1∑

k=0

pσkk(tνj , tσk)ϕn(tσk) = f(tνj).
(7)

Èññëåäîâàíèå î ðàçðåøèìîñòè ïîñëåäíåé ñèñòåìû ìîæåò áûòü

ïðîâåäåíî ñ ïðèìåíåíèåì îáùèõ ìåòîäîâ �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

�àññìîòðèì ïîäðîáíî îöåíêó ïîãðåøíîñòè óêàçàííîãî ìåòîäà.

Íàøà öåëü ïîëó÷èòü ý��åêòèâíûå îöåíêè, ò. å. òàêèå îöåíêè, ãäå

ïîñòîÿííûå áóäóò âûðàæåíû ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è, êàê ýòî

ñäåëàíî äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [5℄.

Îòìåòèì, ÷òî ýòó çàäà÷ó íàì íå óäàëîñü ðåøèòü â îáùåì ñëó÷àå.

Ìû çäåñü ïðèâîäèì åå ðåøåíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîý��èöèåíòû

a(t), b(t) äàííîãî óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííûå è a(t) + b(t) = 1.
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Ñèñòåìó (7) ïåðåïèøåì â âèäå

ϕn(tνj)+b(tνj)Sn(ϕn−ϕn(tνj), tνj)+

+

n−1∑

σ=0

m−1∑

k=0

pσkk(tνj , tσk)ϕn(tσk) = f(tνj)
(8)

(ν = 0, 1, . . . , n−1; j = 0, 1, . . . ,m−1).

Ñîãëàñíî �îðìóëå Êðàìåðà

ϕn(tνj) =

n−1∑
σ=0

m−1∑
k=0

∆νjσkf(tσk)

∆n

(
ν = 0, 1, . . . , n− 1

j = 0, 1, . . . ,m− 1

)
, (9)

ãäå ∆n � îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (8).

Äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ â �îðìóëàõ (9) ñëåäóåò f(tσk) çàìåíèòü
÷åðåç f(tσk) + ρn(tσk), òîãäà

ϕ(tνj) =

n−1∑
σ=0

m−1∑
k=0

∆νjσk [f(tσk) + ρn(tσk)]

∆n
. (10)

Ñðàâíèâàÿ ñ (9), ïîëó÷àåì

|ϕ(tνj)− ϕn(tνj)| =
∣∣∣∣∣

n−1∑
σ=0

m−1∑
k=0

∆νjσkρn(tσk)

∆n

∣∣∣∣∣ 6 ρB, (11)

ãäå ÷åðåç B îáîçíà÷åíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà îòíîøåíèÿ

n−1∑
σ=0

m−1∑
k=0

|∆νjσk |/|∆n|.
Îöåíêà (11) ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî óäîáíîé, òàê êàê òðåáóþùèåñÿ

äëÿ ýòîé îöåíêè âåëè÷èíû ∆νjσk è ∆n äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ êîãäà

ïðîèçâîäèòñÿ �àêòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8). Îñòàåòñÿ

åùå óêàçàòü ïðåäåë ïîãðåøíîñòè, êîòîðóþ ìû äîïóñêàåì â îñòàëü-

íûõ òî÷êàõ, ïîëüçóÿñü äëÿ ϕn(t) åñòåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèîííîé

�îðìóëîé (6′). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

ϕn(t) = f(t)− b(t)Sn(ϕn − ϕn(t)), t)−
n−1∑

σ=0

m−1∑

k=0

pσkk(t, tσk)ϕn(tσk).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷íîå çíà÷åíèå ϕ(t) åñòü

ϕ(t) = f(t)− b(t)Sn(ϕ− ϕ(t)), t) −
n−1∑

σ=0

m−1∑

k=0

pσkk(t, tσk)ϕ(tσk) + ρn(t),

ãäå |ρn(t)| 6 ρ.
Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîé è âîñïîëüçîâàâøèñü (11),

ïîëó÷èì

|ϕ(t)− ϕn(t)| 6 |b(t)||Sn(ϕ− ϕ(t)), t) − Sn(ϕn − ϕn(t), t)|+

+
n−1∑

σ=0

m−1∑

k=0

|pσk||k(t, tσk)||ϕ(tσk)− ϕn(tσk)|+ |ρn(t)|.
(12)

Â �îðìóëå (12) ρn(t) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ϕ(t) è åå ïðîèçâîäíûå. Îò
ýòîãî íåäîñòàòêà îöåíêè (12) ìîæíî, îäíàêî èçáàâèòüñÿ ñëåäóþùèì

ïóòåì.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðåãóëÿöèè Êàðëåìàíà�Âåêóà [4℄

ϕ(t) = Rf −Rkϕ,

ãäå

Rf ≡ a(t)

a2(t)− b2(t)
f(t)− b(t)

a2(t)− b2(t)
· z(t)
πi

∫

L

f(τ)

z(τ)(τ − t)
dτ,

kϕ ≡ 1

πi

∫

L

k(t, τ)ϕ(τ)dτ.

Òàê êàê a(t) è b(t) ïîñòîÿííûå, òî �óíêöèÿ z(t) òîæå ïîñòîÿííà è
ρn(t) = Sϕ− Snϕ+ kϕ− knϕ îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

|ρn(t)| 6 B1‖ϕ(r)(t)‖+B2‖[k(t, τ)ϕ(τ)](r)τ ‖ =

= B1‖ϕ(r)‖+B2‖k(r)τ (t, τ)ϕ(τ) + C1
2k

(r−1)
τ (t, τ)ϕ(τ)+

+ . . .+ Cr−1
r k′τ (t, τ)ϕ

(r−1)(τ) + k(t, τ)ϕ(r)(τ)‖,
ãäå B1, B2 ïîñòîÿííûå, C

j
r = r!/j!(r − j)!.

Èç

ϕ(t) =
a(t)

a2(t)− b2(t)
f(t)− b(t)

a2(t)− b2(t)

1

πi

∫
f(τ)

τ − t
dτ−

− 1

πi

∫

L

[ a(t)

a2(τ) − b2(τ)
k(t, τ)− b(τ)

a2(τ) − b2(τ)

1

πi

∫

L

k(t1, τ)dt1
t1 − t

]
ϕ(τ)dτ
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ïðîäè��åðåíöèðîâàâ r ðàç ïîëó÷àåì

ϕ(r) = [Rf ](r) − 1

πi

∫

L

dr

dtr
N(t, τ)ϕ(τ)dτ,

îòêóäà

|ϕ(r)(t)| 6 C1r + C2rH
0(b − a), C1r = max

∣∣∣[Rf(t)](r)
∣∣∣,

C2r = max
∣∣∣ d

r

dtr
N(t, τ)

∣∣∣ (b− a)

π
, M (r) = max

∣∣∣ d
r

dtr
k(t, τ)

∣∣∣.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

|ρn(t)| 6 B1{C1r + C2rH
(0)(b− a)}+B2{M (r)H(0)+

+C1
rM

(r−1)(C11 + C21H
(0)(b− a)) + . . .+

+Cr−1
r M1(C1r−1 + C2r−1H

(0)(b − a))+

+M (0)(C1r + C2rH
(0)(b − a))} = B1C1r +B2C

1
rM

(r−1)C11 + . . .+

B2C
r−1
r M (1)C1r−1 +B2M

(0)C1r + (B1C2r +B2C
1
rC21M

(r−1) + . . .+

+B2C
r−1
r M (1)C2r−1 +B2M

(0)C2r)H
(0)(b− a) = Pr +QrH

(0).

Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûì íåðàâåíñòâîì, îöåíêó (12) ìîæåì ïåðå-

ïèñàòü òàê

|ϕ(t) − ϕn(t)| 6 |b(t)||Sn|Bρ+M (0)(b − a)Bρ+ (Pr +QrH
(0)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S âåðõíþþ ãðàíèöó ìîäóëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøå-

íèÿ ϕn(t), òîãäà ìîæíî íàïèñàòü

|ϕ(t)| 6 S + (|b(t)||Sn|B +BM (0)(b− a) + 1)(Pr +QrH
(0)), (13)

H(0)
6
S + Pr(|b(t)||Sn|B +M (0)(b− a)B + 1)

1− (|b(t)||Sn|B +BM (0)(b− a) + 1)Qr
. (14)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííîé îöåíêîé H(0)
èç íåðàâåíñòâ (13)

è (14) ìîæåì ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó |ϕ(t)−ϕn(t)| òî÷íîñòè
ïðèáëèæåíèÿ, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò ëèøü èçâåñòíûå âåëè÷èíû.

Çäåñü îñòàëîñü åùå îöåíèòü |Sn|. Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

|Sn| 6 1 +
8nm2Pm

min
k

(xk+1 − xk)m−1
. (15)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåòñÿ

îöåíêà äëÿ ïîãðåøíîñòè |ϕ(t) − ϕn(t)|, ãäå ïîñòîÿííûå âûðàæåíû
÷åðåç èñõîäíûå äàííûå.
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Ñ. À. Öèóí÷èê

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ çàäà÷à. Äëÿ íåå ñòðî-

èòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ïðèâîäèòñÿ åå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî

ïðîöåññà Íüþòîíà è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ìíîãèå çàäà÷è åñòåñòâîçíàíèÿ ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ íåëîêàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè

ñ íåëèíåéíûì âõîæäåíèåì íåèçâåñòíîé �óíêöèè. Â äàííîé ðàáîòå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-

÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=

∂

∂x

([
1 +

τ∫

0

(
∂u

∂x

)2

dτ

]
∂u

∂x

)
+ f(x, t).

Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò êàê ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîíèêíî-

âåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåùåñòâî ïðè óñëîâèè íàãðåâà òåëà [1℄.

�àçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áûëà èññëåäîâàíà â ðàáî-

òàõ [1, 2℄. Â ðàáîòå [3℄ èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé, ÿâëÿ-

þùèõñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (1). Â îñíîâå óêàçàííûõ âûøå ðàáîò

ëåæàò ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ìåòîäà �àëåðêèíà äëÿ ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé [6℄ (Ôàýäî��àëåðêèíà). Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå áàçèñ-

íûõ �óíêöèé áåðóòñÿ íåêîòîðûå �óíêöèè ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè,

�àêò ñóùåñòâîâàíèÿ êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ, íî òî÷íîãî âûðàæåíèÿ

ïîëó÷èòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ñè-

òóàöèè âîïðîñ îá èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà �àëåðêèíà äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà (1) îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì â îáëàñòè D = ((x, t) : 0 <
x < 1, 0 < t 6 T ) çàäà÷ó

∂u

∂t
=

∂

∂x

([
1 +

τ∫

0

(
∂u

∂x

)2

dτ

]
∂u

∂x

)
+ f(x, t), (1)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 1,

u(0, t) = µ1(t), u(1, t) = µ2(t), 0 6 t 6 T.
(2)
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2. Ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ çàäà÷è (1), (2). Äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ïîñòðîèì íåÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó.

Ââåäåì â çàìêíóòîé îáëàñòè D = ((x, t) : 0 6 x 6 1, 0 6 t 6 T )
ðàâíîìåðíóþ ñåòêó

ωhτ = ωh × ωτ = {(ih, jτ), i = 0, 1, . . . , N, j = 1, . . . j0},
ωh = {xi = ih, i = 0, 1, . . . , N}, ωτ = {tj = jτ, j = 1, . . . , j0}.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1):

∂u

∂t
=

∂

∂x




t∫

0

(
∂u

∂x

)2

dτ


 ∂u

∂x
+


1 +

t∫

0

(
∂u

∂x

)2

dτ


 ∂2u

∂x2
+ f(x, t),

∂u

∂t
= 2

∂u

∂x

t∫

0

∂u

∂x

∂2u

∂x2
dτ +

∂2u

∂x2


1 +

t∫

0

(
∂u

∂x

)2

dτ


 + f(x, t). (3)

Çàìåíèì ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (3) èõ ðàçíîñòíûìè

àíàëîãàìè [4℄

∂u(xi, tj)

∂t
∼ ujt,i =

uji − uj−1
i

τ
,
∂u(xi, tj)

∂x
∼ ujx,i =

uji+1 − uji
h

,

∂2u(xi, tj)

∂x2
∼ ujxx,i =

uji+1 − 2uji + uji−1

h2
,

ïîëó÷èì

uj
t,i

= 2ujx,i

j∑

k=1

tk∫

tk−1

ujx,iu
j
xx,idτ + ujxx,i


1 +

j∑

k=1

tk∫

tk−1

(
ujx,i

)2
dτ


+f j,

uj
t,i

= 2ujx,i




tj∫

tj−1

ujx,iu
j
xx,idτ +

j−1∑

k=1

tk∫

tk−1

ujx,iu
j
xx,idτ


+

+ujxx,i




tj∫

tj−1

(
ujx,i

)2
dτ + 1 +

j−1∑

k=1

tk∫

tk−1

(
ujx,i

)2
dτ


 + f ji .

(4)
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Äàëåå, çàìåíÿÿ â (4) èíòåãðàëû ïî �îðìóëå òðàïåöèé

j∑

k=1

tk∫

tk−1

v(τ)dτ =
tj − tj−1

2
(v0 + vj) + (tj − tj−1)

j−1∑

k=1

vk,

èìååì

uj
t,i

= 2ujx,i

(
τ

2
ujx,iu

j
xx,i +

τ

2

[
u0x,iu

0
xx,i + 2

j−1∑

k=1

ukx,iu
k
xx,i

])
+

+ujxx,i

(
τ

2

(
ujx,i

)2
+ 1 +

τ

2

[
(
u0x,i

)2
+ 2

j−1∑

k=1

(
ukx,i

)2
])

+ f ji ,

uj
t,i

= 2ujx,i

(τ
2
ujx,iu

j
xx,i + S1

j
i

)
+ ujxx,i

(
τ

2

(
ujx,i

)2
+ S2

j
i

)
+ f ji ,

ãäå S1
j
i = τ/2

(
u0x,iu

0
xx,i + 2

∑j−1
k=1 u

k
x,iu

k
xx,i

)
, S2

j
i = 1 + τ/2

( (
u0x,i

)2
+

2
∑j−1
k=1

(
ukx,i

)2 )
, S1

1
i = S2

1
i = 0.

Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ (2) àïïðîêñèìèðóåì òî÷íî

u(xi, 0) = ϕ(xi), u(0, tj) = µj1, u(1, tj) = µj2.

Â èòîãå äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷å (1), (2) ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ðàçíîñòíóþ ñõåìó:

yj
t,i

− 3

2
τ
(
yjx,i

)2
yjxx,i − 2yjx,iS1

j
i − yjxx,iS2

j
i − f ji = 0,

i = 1, 2, . . . , N − 1, j = 1, 2, . . . , j0,
(5)

y0i = ϕ(xi), i = 0, 2, . . . , N,

yj0 = µ(0, tj), yjN = µ(1, tj), j = 1, 2, . . . , j0,
(6)

ãäå S1
j
i = τ/2

(
y0x,iy

0
xx,i + 2

∑j−1
k=1 y

k
x,iy

k
xx,i

)
, S2

j
i = 1 + τ/2

( (
y0x,i
)2

+

2
∑j−1
k=1

(
ykx,i
)2 )

, S1
1
i = S2

1
i = 0.

�àçíîñòíàÿ ñõåìà (5), (6) àïïðîêñèìèðóåò äè��åðåíöèàëüíóþ çà-

äà÷ó (1), (2) ñ ïîðÿäêîì O(h+ τ).



352 Öèóí÷èê Ñ. À.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè yi íà j-ì ñëîå èìååì íåëè-

íåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F (y) = f, (7)

ãäå F ji = yj
t
− 3/2τ

(
yjx
)2
yjxx − 2yjxS

j
1 − yjxxS

j
2 − f j.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7) áóäåì èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûé ïðî-

öåññ Íüþòîíà [5℄

F ′(vk)vk+1 = f − F (vk) + F ′(vk)vk.

Íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðèöû F ′(y)

∂Fi
∂yi−1

= −3
τ

2h2
(
yjx
)2 − 1

h2
Sj2,

∂Fi
∂yi

=
1

τ
+

1

h
2Sj1 +

2

h2
Sj2 +

3

2
τ

(
2

h
yjxy

j
xx + (yjx)

2 2

h2

)
,

∂Fi
∂yi+1

= − 2

h
Sj1 −

3

2
τ

(
2

h
yjxy

j
xx +

1

h2
(yjx)

2

)
− 1

h2
Sj2.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäèì îò (9) ê ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî yk+1
i ñè-

ñòåìå óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé:

∂Fi
∂yi−1

yk+1
i−1 +

∂Fi
∂yi+1

yk+1
i +

∂Fi
∂yi+1

yk+1
i+1 = −Di, i = 2, . . . , N − 1, (8)

∂F1

∂y1
yk+1
1 +

∂F1

∂y2
yk+1
2 = −D1, (9)

∂FN−1

∂yN−2
yk+1
n−2 +

∂FN−1

∂yN−1
yk+1
n−1 = −DN−1, (10)

ãäå Di = −fi + (F (y))i − (F ′(y))i.
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (8)�(10) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðî-

ãîíêè.

�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè h = 0, 4, τ = 0, 0001 äëÿ çàäà÷è

∂u

∂t
=

∂

∂x




1 +

τ∫

0

(
∂u

∂x

)2

dτ


 ∂u

∂x


 + 2t(1− 12x2)− 2,

0 < x < 1, 0 < t 6 T,

u(x, 0) = x2, 0 6 x 6 1, u(0, t) = t2, u(1, t) = 1 + t2, 0 6 t 6 T

ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1.
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Î ×ÈÑËÅÍÍÎÌ �ÅØÅÍÈÈ ÎÄÍÎÉ

ÍÅÑÀÌÎÑÎÏ�ßÆÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

È. Ä. Öîïàíîâ

Â ðàáîòå ïîëó÷åíî óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îäíîãî èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåñàìîñîïðÿæåííûìè êðàåâûìè óñëîâè-

ÿìè. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà �àëåðêèíà-Ïåòðîâà.

Ââåäåíèå

Ïóñòü äàíî èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

−y′′(x) + q(x)y(x) +

1∫

0

K(x, ξ)y(ξ) dξ = f(x), 0 < x < 1, (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y(0) = 0, y′(0) = y′(1). (2)

Â ñèëó òîãî, ÷òî äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð T, îïðåäåëÿåìûé
ðàâåíñòâàìè

Ty = −y′′, 0 < x < 1, y(0) = 0, y′(0) = y′(1), (3)

íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�

(2) ìåòîäàìè òèïà �àëåðêèíà òåîðèÿ, èçëîæåííàÿ â êëàññè÷åñêèõ

ìîíîãðà�èÿõ [4℄ è [5℄, íåïðèìåíèìà.

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (3) èçó÷åíû â ðàáîòå [3℄. Â

÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòð σ(T ) îïåðàòîðà T ñîñòîèò èç ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk = (2kπ)2 (k = 0, 1, 2, . . .),
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ �óíê-

öèé: ϕ0(x) = x, ϕ2k−1(x) = sin(2πkx), ϕ2k(x) = x cos(2πkx) (k ∈ N).
Ïðè÷åì, Tϕ2k−1 = λkϕ2k−1, Tϕ2k = λkϕ2k + pkϕ2k−1, pk = 4kπ.
Ò. å. ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 = 0 ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñîáñòâåí-

íàÿ �óíêöèÿ ϕ0, à êàæäîìó íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk
(k ∈ N) ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñîáñòâåííàÿ ϕ2k−1 è îäíà ïðèñîåäèíåííàÿ

�óíêöèÿ ϕ2k.
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Äëÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è T ∗y = −y′′, y′(1) = 0, y(0) = y(1), èìååì
ψ0 = 2, ψ2k−1(x) = 4(1 − x) sin(2πkx), ψ2k = 4x cos(2πkx), k ∈ N,
ãäå T ∗ψ2k = λkψ2k, T

∗ψ2k−1 = λkψ2k−1 + pkψ2k, pk = 4kπ, k ∈ N,
ò. å. ÷åðåç ψ2k−1 îáîçíà÷åí ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð, à ÷åðåç ψ2k �

ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk.
Ïðè òàêîé íóìåðàöèè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè

(ϕi, ψj) = δij . Ñïðàâåäëèâà [3℄

Òåîðåìà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé ϕ0, ϕ2k−1, ϕ2k (k ∈ N)
îáðàçóåò áàçèñ â L2(0, 1), ò. å. äëÿ ëþáîãî f ∈ L2(0, 1) âåðíî ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ïî íîðìå ðÿäà:

f =
∞∑

j=0

(f, ψj)ϕj ,

è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû îöåíêè

r‖f‖2L2
6

∞∑

k=0

|(f, ψk)|2 6 R‖f‖2L2
, ãäå R = 16, r = 3/4.

Ñîãëàñíî [2℄, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà {ϕi}∞i=0 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì

�èññà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1), ò. å. ñóùåñòâóåò îãðàíè-
÷åííûé îáðàòèìûé îïåðàòîð J íà L2(0, 1) è íåêîòîðûé îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ {ei}∞i=0 òàêîé, ÷òî ϕi = Jei, ψj = (J−1)∗ej äëÿ âñåõ
i, j = 0, 1, 2, . . .

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà T, îêàçûâàåòñÿ âîç-
ìîæíûì ïîëó÷èòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷è (1)�(2), à òàêæå äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà �àëåðêèíà�

Ïåòðîâà äëÿ åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

1. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1)�(2)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ïðåäñòàâèì èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå â îïåðàòîðíîé �îðìå:

Ty + (Q +K)y = f. (4)

Òàê êàê λ = −1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì T , òî îïåðà-
òîð T + E èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé. Èìååì

T +Q +K = (E + (Q− E +K)(T + E)−1)(T + E).
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Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííàÿ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà T +Q+K ñâî-

äèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà

(E + (Q − E +K)(T + E)−1)−1.

Òàê êàê (T +E)−1
� èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì,

òî äëÿ ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì �óíêöèé q(x) è K(x, t) îïåðàòîð
(Q − E +K)(T + E)−1

áóäåò èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì �èëüáåðòà�

Øìèäòà ñ ÿäðîì

K̃(x, ξ) = q̃(x)G(x, ξ) +

1∫

0

K(x, t)G(t, ξ) dt,

ãäå q̃(x) = q(x)− 1, G(x, ξ) � �óíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà (T + E)−1
:

G(x, ξ)=
1

∆

{
(ex − e−x)(e1−ξ + e−1+ξ), 0 6 x 6 ξ,

(ex − e−x)(e1−ξ + e−1+ξ) + ∆
2 (e

ξ−x − ex−ξ), ξ 6 x 6 b,

ãäå ∆ = 2(e+ e−1 − 2). Èçâåñòíî [1, ñ. 219℄, ÷òî îïåðàòîðû

V y =

x∫

0

K̃(x, t)y(t) dt, Wy =

1∫

x

K̃(x, t)y(t) dt

ÿâëÿþòñÿ âîëüòåððîâûìè îïåðàòîðàìè èç êëàññà �èëüáåðòà�Øìèä-

òà. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå ‖•‖2 äëÿ îïåðàòîðíîé íîðìû �èëüáåðòà�

Øìèäòà, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà [1℄

‖V k‖ 6
‖V ‖k2√
k!
,

îáåñïå÷èâàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà (E + V )−1 =
∑∞

k=0 V
k
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖(E + V )−1W‖ < 1, ò. å.
îáðàòèì îïåðàòîð E+(E+V )−1W , òî îïåðàòîð T +Q+K îáðàòèì.

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

E+ (Q−E+K)(T+ E)−1=E+V +W =(E+ V )(E+ (E+V )−1W ). ⊲

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ‖(E + V )−1W‖ < 1 èñïîëüçóåì íåðàâåí-

ñòâî Êàðëåìàíà äëÿ ðåçîëüâåíòû âîëüòåððîâà îïåðàòîðà èç êëàññà

�èëüáåðòà�Øìèäòà [1℄:

‖(E + V )−1‖ 6 e
1
2 (1+‖V ‖2

2).
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Ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííîé ëåììû, âåðíà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòîì �óíêöèè q(x) è
K(x, t) òàêîâû, ÷òî

|q̃(x)|+ |K(x, t)| <
√
2(e− 1)3(e + 1)

6e2
∀ t, x ∈ [0, 1].

Òîãäà îïåðàòîð T+Q+K èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, ò. å. çàäà÷à

(1)�(2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
⊳ Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ �óíêöèè �ðèíà âû-

ïîëíåíà îöåíêà

|G(x, ξ)| 6 2e2

(e− 1)3(e + 1)
∀ t, ξ ∈ [0, 1].

Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

‖V ‖22 =

1∫

0

x∫

0

∣∣∣∣q̃(x)G(x, ξ) +
1∫

0

K(x, t)G(t, ξ) dt

∣∣∣∣
2

dξ dx <
1

9
,

‖W‖2 6
1∫

0

1∫

x

∣∣∣∣q̃(x)G(x, ξ) +
1∫

0

K(x, t)G(t, ξ) dt

∣∣∣∣
2

dξ dx <
1

9
,

÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

‖(E + V )−1W‖ 6 e
1
2 (1+‖V ‖2

2)‖W‖ < 1. ⊲

2. Ìåòîäû Áóáíîâà��àëåðêèíà è �àëåðêèíà�Ïåòðîâà

Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå DA, ïëîò-

íîì â íåêîòîðîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , è
ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

Au− f = 0. (5)

Ìåòîä Áóáíîâà��àëåðêèíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûáèðàåòñÿ ñèñòåìà

âåêòîðîâ {ek}∞k=1 ⊂ D(A), íàçûâàåìàÿ êîîðäèíàòíîé, è ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå

un =

n∑

k=1

a
(n)
k ek. (6)
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè un â (5), ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

Aun − f = ̺n,

ãäå ýëåìåíò ̺n íàçûâàþò íåâÿçêîé.

Êîý��èöèåíòû a
(n)
k îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ¾ìàëîñòè¿ íåâÿç-

êè: íåâÿçêà äîëæíà áûòü îðòîãîíàëüíà â H ýëåìåíòàì e1, e2, . . . , en.
Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñò-

íûìè a
(n)
k :

n∑

k=1

(Aek, ej)a
(n)
k = (f, ej), j = 1, 2, . . . , n.

Â ìåòîäå �àëåðêèíà�Ïåòðîâà èñïîëüçóþòñÿ äâå êîîðäèíàòíûå ñè-

ñòåìû. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå un =
∑n

k=1 a
(n)
k ϕk, íî

ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåâÿçêà áûëà îðòîãîíàëüíà ýëåìåíòàì

âòîðîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû ψ1, ψ2, . . . , ψn. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåò-

ñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ a
(n)
k :

n∑

k=1

(Aϕk, ψj)a
(n)
k = (f, ψj), j = 1, 2, . . . , n.

Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Áóáíîâà��àëåðêèíà ðàññìàòðèâàåòñÿ, ñîãëàñ-

íî [5℄, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïåðàòîð A â óðàâíåíèè (5) èìååò âèä

A = A0 +K0,

ãäå A0 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H îïåðàòîð, ò. å. ñóùåñòâóåò γ = const > 0 òàêîé, ÷òî (A0u, u) >

γ‖u‖2 äëÿ âñåõ u ∈ D(A0). Îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà K0 ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî D(K0) ⊃ D(A0).
Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà A0 èìååò

ñìûñë ýíåðãåòè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è, ñîîòâåòñòâåííî,

ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà [5℄

(u, v)A0

def
= (A0u, v), ‖u‖A0

def
= (u, v)

1/2
A0
.

Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå D(A0), ïîïîëíåííîå ïî ýíåðãåòè÷åñêîé

íîðìå, ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Áóäåì îáîçíà÷àòü
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åãî H0. Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ïîïîëíåíèå ìîæíî ïðîèçâåñòè çà ñ÷åò ýëå-

ìåíòîâ èç H ; ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ H0 áóäåò ñîâïà-

äàòü ñ D(A
1/2
0 ). Òàêèì îáðàçîì, H0 = D(A

1/2
0 ) ⊂ H . Ïðè ýòîì äëÿ

âñåõ u, v ∈ H0 èìååì (u, v)A0 = (A
1/2
0 u,A

1/2
0 v), ‖u‖A0 = ‖A1/2

0 u‖.
Çàïèøåì (5) â âèäå

A0u+K0u = f.

Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ìåòîäà Áóáíîâà��àëåðêèíà äàåòñÿ òåîðåìîé

Ñ. �. Ìèõëèíà [4, 5℄

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñèñòåìà êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé îáëàäàåò

ñâîéñòâàìè:

1) ek ∈ D(A0) äëÿ âñåõ k;
2) âåêòîðû e1, e2, . . . , en ëèíåéíî íåçàâèñèìû äëÿ âñåõ n;
3) êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà ïîëíà â H0.

Òîãäà ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5), ïîñòðîåííûå ïî ìå-
òîäó Áóáíîâà��àëåðêèíà, ñõîäÿòñÿ ïî ýíåðãèè îïåðàòîðà A0 ê òî÷íî-

ìó ðåøåíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

I. Óðàâíåíèå Au = f èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â H0;

II. Îïåðàòîð L = A−1
0 K0 âïîëíå íåïðåðûâåí â H0.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé ñè-

ñòåìû ìîæíî âçÿòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A0.

Ëåììà 2. Ïóñòü {ek}∞k=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H , ñî-
ñòàâëåííûé èç âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A0. Òîãäà ñè-

ñòåìà {ek}∞k=1 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå H0.

⊳ Ïóñòü Ln � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ {ek}nk=1. Äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî dn
def
= infh∈Ln

‖A1/2
0 y −A

1/2
0 h‖ → 0 ïðè n→ ∞.

Òàê êàê A
1/2
0 : Ln → Ln � áèåêöèÿ, à ñèñòåìà {ek}∞k=1 � îðòî-

íîðìèðîâàííûé áàçèñ â H , òî

dn = inf
h∈Ln

∥∥A1/2
0 y − h

∥∥ =

∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

(
A

1/2
0 y, ek

)
ek

∥∥∥∥.

Òàêèì îáðàçîì, dn → 0 ïðè n→ ∞. ⊲

3. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà �àëåðêèíà�Ïåòðîâà

�àññìîòðèì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ìåòîäà �àëåðêèíà�Ïåòðîâà äëÿ

çàäà÷è (1)�(2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Â ñèëó ñâîéñòâà áàçèñíîñòè, èìååì
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äëÿ âñåõ x ∈ D(T )

Tx =
∞∑

k=1

[(x, T ∗ψ2k−1)ϕ2k−1 + (x, T ∗ψ2k)ϕ2k] =

=

∞∑

k=1

λk [(x, ψ2k−1)ϕ2k−1 + (x, ψ2k)ϕ2k] +

∞∑

k=1

pk(x, ψ2k)ϕ2k−1.

Ò. å. îïåðàòîð T ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ îïåðàòîðîâ S è

N : T = S +N , ãäå

Sx =
∞∑

k=1

λk[(x, ψ2k−1)ϕ2k−1+(x, ψ2k)ϕ2k], Nx =
∞∑

k=1

pk(x, ψ2k)ϕ2k−1.

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî σ(S) = σ(T ). Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð N íå

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, íî âåðíà

Ëåììà 3. Îïåðàòîð Rz(S)N ïðè ëþáîì z < 0 ìîæåò áûòü ïðî-
äîëæåí äî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî íà âñåì ïðîñòðàí-

ñòâå.

⊳ Èìååì äëÿ âñåõ x ∈ H

Rz(Nx) =

∞∑

k=1

pk(x, ψ2k)ϕ2k−1

λk − z
. (7)

Òîãäà

‖Rz(S)(Nx)‖2 =

∥∥∥∥
∞∑

k=1

pk(x, ψ2k)

λk − z
ϕ2k−1

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥
∞∑

k=1

pk(x, ψ2k)

λk − z
Je2k−1

∥∥∥∥
2

6

6 ‖J‖2
∥∥∥∥

∞∑

k=1

pk(x, ψ2k)

λk − z
e2k−1

∥∥∥∥
2

= ‖J‖2
∞∑

k=1

p2k|(x, ψ2k)|2
|λk − z|2 6

6 ‖J‖2
∞∑

k=1

|(x, ψ2k)|2.

Îòñþäà ïîëó÷èì

‖Rz(S)(Nx)‖2 6 ‖J‖2R‖x‖2 ∀x ∈ D(T ),

ò. å. îïåðàòîð Rz(S)N íåïðåðûâåí íà âñþäó ïëîòíîì â H ìíîæåñòâå

D(T ). Ñëåäîâàòåëüíî, îí ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí êàê îãðàíè÷åííûé
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îïåðàòîð íà âñå ïðîñòðàíñòâî H . Âîçâðàùàÿñü ê �îðìóëå (7) è ðàñ-
ñìàòðèâàÿ òåìè æå ìåòîäàìè îñòàòêè ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè, ëåãêî

ïîëó÷èòü, ÷òî îïåðàòîð Rz(S)N ñêîëü óãîäíî òî÷íî ìîæåò áûòü ïðè-

áëèæåí êîíå÷íîìåðíûì îïåðàòîðîì, ò. å. îí êîìïàêòåí. ⊲

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-

ñòè â L2(0, 1) çàäà÷è (1)�(2). Òîãäà, åñëè â êà÷åñòâå ñèñòåì êîîð-

äèíàòíûõ �óíêöèé ìåòîäà �àëåðêèíà�Ïåòðîâà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è (1)�(2) âûáðàòü êîðíåâûå âåêòîðû îïåðàòîðà (3) è ñîïðÿæåí-
íîãî îïåðàòîðà T ∗

, òî ìåòîä �àëåðêèíà�Ïåòðîâà ñõîäèòñÿ.

⊳ Èñïîëüçóÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïå-

ðàòîð S̃ = J−1SJ+E. Âñïîìèíàÿ, ÷òî ϕk = Jek, ψk = J∗−1ek, èìååì:

Sy =

∞∑

k=1

λk
[
(y, J∗−1e2k−1)Je2k−1 + (y, J∗−1e2k)Je2k

]
=

=

∞∑

k=1

λk
[
(J−1y, e2k−1)Je2k−1 + (J−1y, e2k)Je2k

]
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå u = J−1y. Òîãäà èìååì:

J−1SJu =

∞∑

k=1

λk
[
(u, e2k−1)e2k−1 + (u, e2k)e2k

]
,

ò. å. S̃ = J−1SJ + E =
∑∞

k=0 λ̃k( · , ek)ek, ãäå λ̃0 = λ0 + 1 = 1, λ̃k =
λk + 1, k ∈ N.

Îïåðàòîð S̃ � ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé

îïåðàòîð â H , òàê êàê (S̃x, x) > ‖x‖2. Ïóñòü y∗ � òî÷íîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (4) (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèí-

ñòâåííî). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ïðè çàìåíå y = Ju ýê-

âèâàëåíòíà óðàâíåíèþ

(J−1SJ + J−1NJ + J−1QJ + J−1KJ)u = J−1f,

ò. å.

(S̃ +B)u = f̃ , (8)

ãäå

B = J−1NJ + J−1(Q+K − E)J, f̃ = J−1f.

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (8) â ñèëó åãî ïîñòðîåíèÿ ðàâ-

íîñèëüíà îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (4). Ïóñòü

u∗ = J−1y∗ � òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8).
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Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìå Ñ. �. Ìèõëèíà, ñõîäèìîñòü

ìåòîäà Áóáíîâà��àëåðêèíà äëÿ çàäà÷è (8), åñëè â êà÷åñòâå A0 è

K0 ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâåííî S̃ è B, ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà êîì-
ïàêòíîñòüþ îïåðàòîðà S̃−1B â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå H0 =

D(S̃
1/2
0 ) ⊂ H = L2(0, 1), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò [5, ñ. 430℄ èç åãî

êîìïàêòíîñòè â H . Òàê êàê

S̃−1B = S̃−1J−1NJ + S̃−1J−1(Q +K − E)J,

òî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü êîìïàêòíîñòü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Èìååì

S̃−1J−1NJ = J−1(S +E)−1NJ, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíîñòü îïåðà-

òîðà S̃−1J−1NJ ñëåäóåò èç ëåììû 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Áóáíîâà��àëåðêèíà îòíîñèòåëüíî êîîðäè-

íàòíûõ �óíêöèé {ek}∞k=0 äëÿ óðàâíåíèÿ (8) ñõîäèòñÿ ïî ýíåðãåòè÷å-

ñêîé íîðìå ‖ • ‖S̃ :

un =

n∑

k=0

a
(n)
k ek −−−−→

n→∞
u∗, (9)

ãäå a
(n)
k � ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

ìàòðèöåé èç ýëåìåíòîâ ((S̃+B)ek, ej) è ïðàâûìè ÷àñòÿìè (J−1f, ej),
k, j = 1, 2, . . . , n.

�àññìîòðèì òåïåðü äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è (4) ìåòîä �àëåðêèíà�

Ïåòðîâà ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé {ϕk}∞k=0, {ψk}∞k=0. Ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå çäåñü èùåòñÿ â âèäå

yn =

n∑

k=1

c
(n)
k ϕk,

ãäå êîý��èöèåíòû c
(n)
k ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

n∑

k=1

c
(n)
k ((T +Q+K)ϕk, ψj) = (f, ψj), j = 1, 2, . . . , n.

Òàê êàê ϕk = Jek, ψj = J∗−1ej è J−1(T + Q + K)J = S̃ + B, òî

êîý��èöèåíòû c
(n)
k , íàéäåííûå ìåòîäîì �àëåðêèíà�Ïåòðîâà äëÿ èñ-

õîäíîé çàäà÷è (1)�(2), ñîâïàäàþò ñ êîý��èöèåíòàìè a
(n)
j , íàéäåííû-

ìè ìåòîäîì Áóáíîâà��àëåðêèíà äëÿ çàäà÷è (8). Ò. å. (9) ìû ìîæåì
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ïåðåïèñàòü â âèäå

un =

n∑

k=1

c
(n)
k ek −−−−→

n→∞
u∗ = J−1y∗.

Íî òàê êàê (S̃x, x) > ‖x‖2, òî ïîñëåäíèé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñïðà-

âåäëèâ è îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé íîðìû â L2(0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

n∑

k=1

c
(n)
k ϕk =

n∑

k=1

c
(n)
k Jek = J

(
n∑

k=1

c
(n)
k ek

)
−−−−→
n→∞

J(J−1y∗) = y∗. ⊲
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�ÀÑ×ÅÒ ÈÌÏÓËÜÑÍÎ�Î �ÅÆÈÌÀ

ÂÅÍÒÈËßÖÈÈ ÒÓÏÈÊÎÂÎÉ ÂÛ�ÀÁÎÒÊÈ

À. Â. ×óïèí

Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äàí àíàëèç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòî-

äà ðàçäåëåííûõ ïîòîêîâ ïðè ïóëüñèðóþùåì ðåæèìå øàõòíîé âåíòèëÿöèè.

Ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ìîäåëåé òóðáó-

ëåíòíîñòè ïðè ïîñòàíîâêå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà: k − ε è SST.

Ââåäåíèå

Âîïðîñû âåíòèëÿöèè ãîðíûõ âûðàáîòîê èìåþò îñîáåííîå çíà÷å-

íèå äëÿ áåçîïàñíîñòè ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé è ïðåäîòâðàùåíèÿ

òåõíîãåííûõ êàòàñòðî�. Ñ ðàçâèòèåì âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ

ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ àýðî-

ëîãèè ãîðíûõ âûðàáîòîê âñå ÷àùå èñïîëüçóþò ìåòîäû ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñîçäàþòñÿ ïàêåòû ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïðî-

ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðîäóêöèè íà ðûíêå ñïåöè-

àëèçèðîâàííûõ ïðîãðàìì íàïðàâëåíà íà ðåøåíèå âîïðîñîâ óïðàâ-

ëåíèÿ ïîæàðíîé áåçîïàñíîñòüþ. Â ýòèõ ïàêåòàõ îñíîâíîå âíèìàíèå

óäåëåíî âîïðîñàì îïòèìèçàöèè ïîñòðîåíèÿ âåíòèëÿöèîííûõ ñåòåé:

ðàñïðåäåëåíèþ âîçäóõà â ñåòè âûðàáîòîê, ðàñ÷åòó ñîïðîòèâëåíèÿ íà

ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ è ò. ä.

Âàæíåéøåé çàäà÷åé àýðîëîãèè øàõò ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå óñëîâèé

ïîçâîëÿþùèõ çà ìàêñèìàëüíî êîðîòêèé ñðîê ðàçðóøèòü ëîêàëüíûå

ñêîïëåíèÿ âðåäíûõ è âçðûâîîïàñíûõ âåùåñòâ. Â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òåõíîëîãè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ðåøåíèÿ

ýòîé çàäà÷è. Îäíèì èç òàêèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïóëüñèðóþùèé ðå-

æèì øàõòíîé âåíòèëÿöèè. Åãî ïðèìåíåíèå îïèñàíî Ê. Ç. Óøàêî-

âûì [1℄.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ýêñïåðèìåíòàõ, îïèñàííûõ Ê. Ç. Óøàêîâûì [1℄, ïðîâîäèëîñü

ðàçðóøåíèå èñêóññòâåííûõ ñëîåâûõ ñêîïëåíèé ìåòàíà. Ýêñïåðèìåí-

òû ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ïóëü-

ñàöèé âîçäóøíîãî ïîòîêà, ïðè êîòîðîé êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé
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äè��óçèè èìååò ìàêñèìóì, à âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ ñëîåâûõ ñêîïëåíèé

ìèíèìàëüíî. Â îäíîì èç ýêñïåðèìåíòîâ ìàêñèìàëüíàÿ êîíöåíòðà-

öèÿ ãàçà â ñêîïëåíèÿõ äîñòèãàëà 6, 5%. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå âûðà-
áîòêè ñîñòàâëÿëî 7, 5 ì3

. Âîçäóõ ïîäàâàëñÿ ñ ïîìîùüþ ïóëüñàòîðà

ðàáîòàþùåãî ñ ÷àñòîòàìè îò 4 äî 12 ñ−1
. Îïòèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ïóëü-

ñàöèé â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà ñîñòàâèëà 7 ñ−1
. Äëÿ èññëåäîâàíèé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, àäåêâàò-

íî îïèñûâàþùåé ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ñëîåâûõ ñêîïëåíèé. Ñ åå ïîìî-

ùüþ ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü îïòèìàëüíûé ðåæèì ïðîâåòðèâàíèÿ âû-

ðàáîòîê ðàçëè÷íîé êîí�èãóðàöèè, êàê â øòàòíîé, òàê è â àâàðèéíîé

ñèòóàöèè. �àíåå áûëà îïèñàíà òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ïðîâåòðèâàíèÿ òó-

ïèêîâîé âûðàáîòêè íàãíåòàòåëüíûì ñïîñîáîì ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïî-

òîêîâ âîçäóõà [2℄. Ïðè òàêîì ìåòîäå ïðîâåòðèâàíèÿ îäíà ÷àñòü ïî-

òîêà ñâåæåãî âîçäóõà ïîäàåòñÿ ê ãðóäè çàáîÿ äëÿ âûòåñíåíèÿ îáëàêà

âçðûâíûõ ãàçîâ èç çîíû âûáðîñà, à äðóãàÿ ñáðàñûâàåòñÿ íà ãðàíè-

öå ýòîé çîíû äëÿ ñîçäàíèÿ âîçäóøíîé çàâåñû è ðàçðåæåíèÿ âûòàë-

êèâàåìîãî îáëàêà äî áåçîïàñíîé êîíöåíòðàöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáî-

òå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýòîé æå ìîäåëè ïðîâåòðèâàíèÿ

òóïèêîâîé âûðàáîòêè äëÿ ñëó÷àÿ ïîäà÷è âîçäóõà â ïóëüñèðóþùåì

ðåæèìå. Âîñïðîèçâåäåì ñõåìó ìîäåëè.

�èñ. 1. Ñõåìà òóïèêîâîé âûðàáîòêè. 1 � âûðàáîòêà, 2 � òðóáîïðîâîä â

ðàáî÷åé çîíå çàáîÿ d = 0, 2 ì, 3 � âîçäóõîïðîâîä d = 0, 4 ì, 4 � îòêðûòûé

òîðåö òðóáîïðîâîäà d = 0, 2 ì, 5 � îêíî äëÿ ñáðîñà îñíîâíîé ÷àñòè ïîòîêà

âîçäóõà íà ãðàíèöå çîí øèðèíîé 0, 05 ì.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-

íèå ìåòàíà ïî âñåìó îáúåìó âûðàáîòêè ñ êîíöåíòðàöèåé C = 5%, à
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü âîçäóõà âî âñåì îáúåìå âûðàáîòêè ïðèðàâíåíà

íóëþ. Ïîäà÷à ÷èñòîãî âîçäóõà ïðîèçâîäèëàñü ÷åðåç òîðåö òðóáîïðî-

âîäà è îêíî âîçäóõîâîäà. Ñêîðîñòü ïîñòóïàþùåãî âîçäóõà, ïî àíà-

ëîãèè ñ ýêñïåðèìåíòîì, çàäàâàëàñü ñòóïåí÷àòîé �óíêöèåé ñî çíà÷å-

íèÿìè 0 è 70 ì/ñ. ×àñòîòà ïóëüñàöèé ïðè ðàñ÷åòå ñîñòàâèëà 8 ñ

−1
.
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Ïîäà÷à âîçäóõà ïðîèçâîäèëàñü â ïðîòèâî�àçå òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû âîçäóõ ïîñòóïàë ëèáî ÷åðåç òîðåö òðóáîïðîâîäà, ëèáî ÷åðåç îêíî

âîçäóõîâîäà. Ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò ïåðâûõ 10 ñåêóíä òå÷åíèÿ. Øàã ïî

âðåìåíè âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà îäèí ïåðèîä ïóëüñàöèè

ïðèõîäèëîñü 36 âðåìåííûõ øàãîâ.

2. Ìîäåëè òå÷åíèÿ

�àñ÷åò ïóëüñèðóþùåãî ðåæèìà ïðîèçâåäåí ñ ïðèìåíåíèåì äâóõ

ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè k − ε è SST. Ìîäåëü k − ε ââîäèò â ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, îñðåäíåííûõ ïî �åéíîëüäñó, äâå

ïåðåìåííûå k � êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òóðáóëåíòíîñòè, èìåþùóþ

ðàçìåðíîñòü ì

2/ñ2, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ñëó÷àéíûõ îò-
êëîíåíèé ñêîðîñòè òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà îò ñðåäíåé ñêîðîñòè è ε �
ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè. Ýòà ïåðåìåííàÿ èìå-

åò ðàçìåðíîñòü ì

2/ñ3. Ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå

âîçäóõà èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+∇(ρU) = 0. (1)

Óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ:

ρ
∂Ui

∂t
+ ρUj

∂Ui

∂xj
= − ∂p′

∂xj
+
∂τij
∂xj

+Bi, (2)

ãäå τij = µeff

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)
, B � ñóììà ñèë, µeff � ý��åêòèâíàÿ

òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü, p′ ïðèâåäåííîå äàâëåíèå, èìåþùåå âèä:

p′ = p+
2

3
ρk. (3)

Ý��åêòèâíàÿ òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü:

µeff = µ+ µt, (4)

ãäå µt � òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü.

Â ìîäåëè k−ε òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òóð-
áóëåíòíîñòè è ñêîðîñòü äèññèïàöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

µt = Cµρ
k2

ε
, (5)
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ãäå Cµ = 0,09 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Çíà÷åíèÿ k è ε âûðàæàþòñÿ èç
óðàâíåíèé ïåðåíîñà:

∂ρk

∂t
+∇(ρU k) = ∇

[(
µ+

µt
σk

)
∇k
]
+ Pk − ρε, (6)

∂ρε

∂t
+∇(ρU ε) = ∇

[(
µ+

µt
σε

)
∇ε
]
+
ε

k
(Cε1Pk − Cε2ρε), (7)

ãäå Cε1 = 1.45, Cε2 = 1.9, σk = 1.0, σε = 1.3 êîíñòàíòû. Pk ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ ñèë ïëàâó÷åñòè è âÿçêîñòè.

Âòîðàÿ èñïîëüçîâàííàÿ äëÿ âû÷èñëåíèé ìîäåëü SST ÿâëÿåòñÿ ìî-

äè�èêàöèåé ìîäåëè k−ε, îïèñàííîé â ðàáîòå [1℄. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòà
ìîäåëü äàåò áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà íà÷àëüíûõ ñòàäèé òå-

÷åíèÿ è òå÷åíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïîòîêàìè ïðè íåáëàãîïðèÿòíûõ

ãðàäèåíòàõ äàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíî ïîëå ñêîðîñòè,

äàâëåíèÿ è êîíöåíòðàöèè ìåòàíà. Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû ìåòîäîì

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

3. �åçóëüòàòû

Êàðòèíà òå÷åíèÿ ïðè ðàñ÷åòå ñ ïðèìåíåíèåì k−ε è SST ìîäåëåé

òóðáóëåíòíîñòè ïîäîáíà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îòìå÷àåòñÿ îáðàçîâàíèå

îáëàñòåé ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè ìåòàíà. Íà ðèñóíêå 2 ïðåä-

ñòàâëåíî èçìåíåíèå âî âðåìåíè ñîäåðæàíèÿ ìåòàíà â âåðòèêàëüíîì

ñå÷åíèè âûðàáîòêè íà óðîâíå y = 0, 4 ì. Äëÿ íàãëÿäíîñòè âåðòè-

êàëüíûé ìàñøòàá ñå÷åíèÿ óâåëè÷åí â òðè ðàçà. Íà ðèñóíêå èçîá-

ðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå ìåòàíà äëÿ ïÿòè ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ïåðâîå

(âåðõíåå) ñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó âðåìåíè 0,0 ñ. Ïîñëåäóþ-

ùèå îòîáðàæàþò ðàñïðåäåëåíèå ìåòàíà â ñå÷åíèè ÷åðåç èíòåðâàëû

âðåìåíè ðàâíûå 2,5 ñ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ çàïå÷àòëåí ìîìåíò âûáðîñà

ïîðöèè âîçäóõà èç îòêðûòîãî òîðöà òðóáîïðîâîäà. Íà ðèñóíêå âèä-

íà îáëàñòü òðóáîïðîâîäà, îáîçíà÷åííàÿ ÷åðíûì öâåòîì. Òåìíî ñå-

ðûì öâåòîì âûäåëåíû îáëàñòè ñ ñîäåðæàíèåì ãàçà ìåíåå 3%. Áåëûé
öâåò ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòÿì ñ ïîâûøåííûì ñîäåðæàíèåì ìåòàíà,

ïðåâûøàþùèì 6%. Ïèêîâîå çíà÷åíèå ñîäåðæàíèÿ äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ
â ñðåäíåì êîëåáëåòñÿ íà óðîâíå 15%. Îíî ëîêàëèçóåòñÿ â îáëàñòÿõ,
ãäå ãðàäèåíòû äàâëåíèÿ ìàêñèìàëüíû: âáëèçè òîðöà òðóáîïðîâîäà

è îêíà âîçäóõîâîäà â ìîìåíò âûáðîñà âîçäóõà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè

ìîäåëè SST, ðàçáðîñ ïèêîâîé êîíöåíòðàöèè îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ áîëüøå.
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�èñ. 2.Ñå÷åíèå âûðàáîòêè y = 0, 4. Ñâåðõó âíèç: ñå÷åíèå â ìîìåíòû âðåìåíè

0, 0; 2, 5; 5, 0; 7, 5; 10, 0 ñåê.

Íàèáîëåå àêòèâíî íåáîëüøèå ïî ðàçìåðó çîíû ñ ïîâûøåííûì ñî-

äåðæàíèåì ìåòàíà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü òðóáîïðîâîäà. Îíè ñëè-

âàþòñÿ â ñðåäíåé ÷àñòè òðóáîïðîâîäà è îáðàçóþò ïîñòåïåííî óâå-

ëè÷èâàþùóþñÿ îáëàñòü ñ êîíöåíòðàöèåé C > 6%. Íà ðèñóíêàõ 3 è
4 ïðèâåäåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ ñóììàðíîãî îáúåìà îáëàñòåé ïîâû-

øåííîãî ñîäåðæàíèÿ ìåòàíà âî âðåìåíè. Îáùèé îáúåì âûðàáîòêè v0
(çà âû÷åòîì îáëàñòè òðóáîïðîâîäà) ñîñòàâëÿåò 476 ì

3
.

Ñðåäíåå ñîäåðæàíèå ãàçà, äîñòèãíóòîå â âûðàáîòêå çà 10 ñåêóíä

ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè k − ε ñîñòàâëÿåò 4, 61%, à ïðè èñïîëü-

çîâàíèè ìîäåëè SST îíî ñîñòàâëÿåò 4, 63%. Ïóëüñèðóþùèé ðåæèì

âåíòèëÿöèè èñïîëüçóþò äëÿ ðàçðóøåíèÿ ñëîåâûõ ñêîïëåíèé ãàçà,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé âîçãîðàíèé è âçðûâîâ â øàõòàõ. Îä-

íàêî ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû îáíàðóæèâàþò, ÷òî ïóëüñèðóþùèé

ðåæèì ïðè ïîî÷åðåäíîì âäóâå âîçäóõà ñ òîðöà òðóáîïðîâîäà è îêíà

ñáðîñà, ðàñïîëîæåííîãî íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò òîðöà

ïðèâîäèò òàêæå ê îáðàçîâàíèþ íîâûõ ëîêàëüíûõ ñêîïëåíèé ìåòàíà.

�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äâóõ ìîäåëåé òóðáóëåíò-
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íîñòè äîâîëüíî áëèçêè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè k−ε îáúåì çîí ñ

ïîâûøåííîé êîíöåíòðàöèåé ìåòàíà âîçðàñòàåò ïðàêòè÷åñêè ëèíåé-

íî. Ìîäåëü SST îáíàðóæèâàåò ñòóïåí÷àòîå âîçðàñòàíèå ñóììàðíîãî

îáúåìà çàíèìàåìîãî çîíàìè, â êîòîðûõ C > 6%. Íà îñíîâàíèè ïðî-
âåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåöåëåñîîáðàçíîñòè ïî-

î÷åðåäíîãî ââîäà ïîòîêà âîçäóõà â äâóõ äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ äðóã

îò äðóãà ñå÷åíèÿõ òðóáîïðîâîäà.

�èñ. 3. Èçìåíåíèå îáúåìà îáëàñòè ñ êîíöåíòðàöèåé ìåòàíà > 6%. Ìî-

äåëü k − ε.

�èñ. 4. Èçìåíåíèå îáúåìà îáëàñòè ñ êîíöåíòðàöèåé ìåòàíà > 6%. Ìî-

äåëü SST.

24 Çàêàç �1149
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ÇÀÄÀ×À ÄÈ�ÈÕËÅ ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎ�Î

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÎÉ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

1

Á. È. Ý�åíäèåâ

�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷è Êîøè è çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îáûê-

íîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîíòèíóàëüíîé

ïðîèçâîäíîé. Hàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå.

1. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

u′′(x)− λD
[α,β]
0x u(x) = f(x), x ∈ (0, 1), (1)

ãäå D
[α,β]
0x u(x) =

∫ β
α
Dγ

0xu(x)dγ � êîíòèíóàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñåã-

ìåíòíîãî ïîðÿäêà [α, β], Dγ
0x � îïåðàòîð èíòåãðî-äè��åðåíöèðîâà-

íèÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà γ [1, 
. 9℄; α, β = const, 0 < α < β < 1,
λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð.

Çàäà÷à Êîøè è çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè α = 1,
β = 2 áûëè ðåøåíû À. Ì. Íàõóøåâûì [1, 
. 145℄.

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-

íèÿ (1), íàéäåíî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ óðàâíåíèÿ (1) è äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1)

ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, êðîìå,

áûòü ìîæåò, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé.

�åãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â èíòåðâàëå (0, 1) íàçîâåì
�óíêöèþ u = u(x), ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó C1[0, 1]∩C2 (0, 1) è óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ (0, 1).

2. Çàäà÷à Êîøè. Ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíå-

íèÿ (1):

Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u = u(x) óðàâíåíèÿ (1) â èíòåðâàëå
(0, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u(0) = u0, u′(0) = ũ0, (2)

ãäå u0, ũ0 = const .

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 06-01-96625-p_þã_à.
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Ïóñòü u(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíå-

íèÿ (1) ïðèìåíèì îïåðàòîð D−2
0x . Òîãäà ïîëó÷èì

u(x)− λD
[α−2,β−2]
0x u(x) =

x∫

0

f(t)(x− t) dt+ ũ0x+ u0,

èëè

u(x)−λ
x∫

0

ν(x − t, α− 2, β − 2)u(t) dt=

x∫

0

f(t)(x− t) dt+ ũ0x+u0, (3)

ãäå [2, 
. 137℄

ν(x, δ, σ) =

σ∫

δ

x−t−1

Γ(−t) dt, δ < σ < 0. (4)

Ñîîòíîøåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñ ÿäðîì ν(x − t, α− 2, β − 2).
Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü

(f ∗ g)(x) =
x∫

0

f (t)g (x− t) dt.

Ââåäåì îïðåäåëåíèå �óíêöèè νn (x, δ, σ):

νn (x, δ, σ) = ν (x, δ, σ) ∗ νn−1 (x, δ, σ) .

Îáîçíà÷èì ν0 (x, δ, σ) = ν (x, δ, σ).
Äëÿ �óíêöèè νn(x, α − 2, β − 2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣νn−1(x, α − 2, β − 2)
∣∣ 6 Γn(2− β − ε)

Γ[n(2− β − ε)]
xn(2−β−ε)−1, n ∈ N, (5)

ãäå ε � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Îáðàùàÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3), ïîëó÷èì

u(x) =

x∫

0

f(t)(x− t) dt+ũ0x+ u0+

+λ

x∫

0

R(x− t, λ)

t∫

0

f(ξ)(t− ξ) dξ dt+λ

x∫

0

R(x− t, λ)(ũ0t+ u0) dt,

(6)
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ãäå

R(x, λ) =
∞∑

n=0

λnνn(x, α − 2, β − 2). (7)

Â ñèëó îöåíêè (5) �óíêöèÿ R(x, λ) åñòü öåëàÿ �óíêöèÿ λ.

�àâåíñòâî (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

u(x) = u0Gx(x, λ) + ũ0G(x, λ) + λ

x∫

0

G(x − t, λ)f(t) dt, (8)

ãäå

G(x, λ) = x+ λ

x∫

0

(x− t)R(t, λ) dt. (9)

Ôîðìóëà (8) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

3. �ðàíè÷íàÿ çàäà÷à. Ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ (1).

Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u = u(x) óðàâíåíèÿ (1) â èíòåðâàëå
(0, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u(0) = u0, u(1) = u1, (10)

ãäå u0, u1 = const .

Âûïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè. Èç ðàâåíñòâà (8) ïðè x = 1, ó÷èòûâàÿ âòîðîå óñëîâèå çàäà÷è
Äèðèõëå (10), èìååì

u1 = u0Gx(1, λ) + u′(0)G(1, λ) + λ

1∫

0

G(1 − t, λ)f(t) dt. (11)

Â òî÷êàõ λ, â êîòîðûõ G(1, λ) 6= 0, íàéäåì íåèçâåñòíîå u′(0) èç
ñîîòíîøåíèÿ (11)

u′(0) =
1

G(1, λ)

[
u1 − u0Gx(1, λ)− λ

1∫

0

G(1 − t, λ)f(t) dt

]
. (12)
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå u′(0) â �îðìóëó (8), ïîëó÷èì ðåøå-

íèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1)

u(x) = u0Gx(x, λ) + λ

x∫

0

G(x− t, λ)f(t) dt+

+
G(x, λ)

G(1, λ)

[
u1 − u0Gx(1, λ)− λ

1∫

0

G(1 − t, λ)f(t) dt

]
.

(13)

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà

Òåîðåìà. �ðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàçðåøèìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà G(1, λ) 6= 0.

Èçâåñòíî, ÷òî [3, 
. 74℄ öåëàÿ �óíêöèÿ ìîæåò èìåòü ëèøü ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî íóëåé, ïðè÷åì ïðåäåëüíîé òî÷êîé ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâ-

ëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â ñèëó

ðàâåíñòâ (5), (7) è (9) �óíêöèÿ G(1, λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî ïåðåìåí-

íîé λ. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ G(1, λ) ìîæåò èìååò ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî íóëåé, à, çíà÷èò, çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàçðåøèìà

ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, êðîìå áûòü ìîæåò,

íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà åãî çíà÷åíèé.
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