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?�����	+ �����V���8$��G3 I ����� �_��� ��� �'(') � ��� �	� � $�� � �H��� � �	� 3 $ � � ����� �'& ��� �
��� (	�	� � .\P � Q /��K� �	� � � � .U��� ��� + � � ���������	� � B�+ � �|�(�CB"1 � �5+ ��� � ��� ���+3 �'(') � 3
��� �	����� �'&�� +,�������+3 �¨) �	�	� �	� �	��� �	&NH ) ���=�	�51"1���������-������CB	� � ��&������	����������5+,��� � ���7�W!

dP

dt
=
[
αK(PD − P ) + µ(IB + µ1Ė − P )

] (
1 − P 2

)
,

& �|�Ë���8$��G3 I ����� �_��� B
P

+,���+3�� �	� 3 �=�	���8$���� � ��� �	� −1
� �

1
/ $�����$���+�$ � 3� �`I � � �(�CB	����� �����'$������+3

P
� �����'$��8H � ^�� � � ��� ��&7� � ���	� � �%���8$��G3 I �������'a

Yd� � � � �'(') � ��� � �%� $��	�'$������ � �	� 3 � ��� ����+@�5�������Q�0$���� � � � �5�����4H � � ��������� 3
H ) ��# � ��&.�|� �_��� ��. Z /�� �	� ����-�� � �(�CB	�����
�����'$������+3

P
� ^.�|� ��� ��&7� � ���	� � �

���8$��G3 I �������'a'/ � � � � � ���7�|����-��4H �V��������&N7Ë�����4H � & ) � ��� �	&NH ) ��. � � ��� ��+,���
t
� �	����+�3 Y �#�U�;�	������-�& �	����+,�����%$��������5+ � � �	� 3 � �	����+,� � 3�- Z �
U+��� �����%��� ��� + � � ������� ��+ � �����	+ � �'(') � ��� � � ����3����43�� �	� 3 �#������� � ��+�/

� � ���"��� &��Ë� & ) � ��� �	����� � �&�����+3������ � �������H���8H � ���51 � �5+ � -�� � ������� $ �	� � 3���0/Y$ �_��� &N$��8H ) ���?���.�	��� � �����D7Ë�+3+3 ���51 � �5+ � -��+3�#7� ����� � ��������&	� �	� 3
$ � 3
��� � 3���� � .

IB
/ � �	� � ���R3 ���'& �	� � � � �J� ������+ � $�� �_� ��/�$ � �5&�$���������+]� � � � 3

&�� � � ���5+ ���'&�$�� � 3 � �	� ���	����� -�� � ������+¿-���� � � � +�/ � $����;�|�(�43�� �	� 30/�� �_� � � � 3
� � +n�����+3�������+ ) 2���P � Q �

Ė
� � � � � �_��� BU����+,���������+3 � ���;�|���;�|&N7Ë�.� �'&��

$ �	� ��� ( �5�����+3��
K

� ��� -���� � ���CB	� �_��� B5/�#7� ����� � ��������&NH ) �R3�&�� � �	���4B ��� � � 3
& ����� � ��� ��� �_��� � �'(') � ��� ����/ � � � � � � � � � � �CB �'(') � ��� ���}�#� ���'( �CH��|��������+
� &�� $��5�����	+ � �'(') �D$������+3 � ��# � � �5+��

PD
� & ��� � � � ������/+� �	� � ���R3 �	����� 3

( � � �H��� � �	� 3 � �'(') � ��� �	� � ���	�	� �	� �	��� ����� � � &�� ��&#�CB � &�������+ ��� � �5+ �	+ ���
(1 − P 2)

� +,� �`I � � �(�CB5/ �'( � � $���$������8H ) ��. ����+,���������������8$��G3 I ����� �_��� ��O$����;�|�(�	�J# ±1
�

U+�����5+ �'( ����� � +�/,+,� $����;�Y$ � �	� & � ��+�/,$ � � ��� ���8$��G3 I ����� �_��� B � �'( 3
) � ��� �	� �����+34H ���	� ��� � ��������� �	� ��&#�CB � &���� � .w� � �5+,�"/ � � �;�|��. ��� ����� ��� 3
1 � �5+ � -����0$ � �5&�$�� ��+ � . ���.�	��� �	5.� � � � + ��$�� � ���R3 � � � &�� -��+30/�� �	� � ����� �
��� � � ��&N$�� �_��� � � ��� I � ��� �;�J�8H � � � �5+ � � ���	����.%&�� � �	���4B����8$��G3 I ����� �_��� � ������+3������ �	� ��� � �������+3 �	� ��&#�CB � &���� � .�� � �5+,� �'(') � ��� ����$����;�Y$ � �	� & � 3
� �	� 3%$�� � $ � ��-�� � �����CB	����+ ��� -���� � ���CB	� �_��� � �

�K��+,����������� ��� -���� � ���CB	� �_��� � �'(') � ��� ��� � $�� � �H��� � �	� 3V&������	����������+ P TTQ !
dK

dt
=
[
KS(S2 +E2) −KKe

−γK+γ1KP 2 −D2KD

]
K2
(
1 −K2

)
,

& �|�
S

� &�� � �	���4B:$ � ��� � ��$�� � � �'&�� �;�	��� ��� ��� �'(') � ��� �����
D

� �	�(����$�������/
� $�� � �H���8H ) �R3 �����+3������3��&#�CB � &���� �'(') � ��� ������� ��� -���� � ���CB	� �_��� B5/#�5�J� � 3
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� � + � �5&�$�� � $��������5+ � ��+ �R3:$ �_��� � 3���� � .��
KS

/
KK

/
γ
/
γ1

/
KD

� � � � ��� � � 3
� � �
X �_� � � �CB���&����8$��G3 I ����� �_��� B�+ �`I � � $��������5+ � � B ������$ � � �`I � � �(�CB	�����

� ��� � �	� ����-�� � �(�CB	����� �����'$������+30/	� $�� ��� � � ��� ��� �_��� B�+ �`I � � ( � � B � � �CB 3� � $ � � �`I � � �(�CB	� � . � � � � � � � + � �	� & � ��+ � +U� � $ � �CB�� � ��� �4+,� �`I � � �(�CB
P 2�_+,� ��� �

P
/0$ � � $����;�Y$ � �	� & � � � &�+,���4B'7Ë������� ��� -���� � ���CB	� �_��� �0$����}�	� ��� 3� � +�&�� � �	�������8$��G3 I ����� �_��� � ���.�#����� � �5+ � �	� � �'&�� 3����43�� �	� 3 � ���}� � � 3

��� ��&7� � ���	� � . ����� �|� ��� ��&7� � ���	� � . �

 �43 � �'&�� $ � �'( � ��� -���� � ���CB	� �_��� B}����+,���+3��	� � BU��$����;�|�(�	�J#

[0; 1]
�

&������	���������C���	�;�|����+,� �`I � � �(�CB
K2(1 −K2)

�� ��� ��� + � � ������� ��+ � +�&������	���������O$������ � � � �	� & � ��+ � � � $�� � �H��� � � �����+3 3
����� $ � ��� � ��$�� � � � . �	�51"1���������-���� -���� �2&�� � �	�+3 ( �	� &��_���_��� � 3����+3 & ��� IU3�J� ����� ��� -���� � ���CB	� �_��� B � � � � � � � � �	� & � ��+ � � � $�� � �H��� � � $ �_��� �D$������ � �
� ��� I ������� ��� -���� � ���CB	� �_��� � �@� ��$���������+U�	����+,����� � U���� � B	� � �	� & � ��+ � ��#7� 3
����� � ��������&	� � &�+,���4B'7Ë������� ��� -���� � ���CB	� �_��� �:$ � � �����+3�������+ ��&#�CB � &���� �
22��$����;�Y$ � �	� & � ��+�/	$ � � �����+3������ 5.� � � � + �����

E
��� ��� -������CB	����� $�� � 3

-�� ��� � �������5&�$47?�5+ �'( ����� � +N#7� ����� � ��������&	� �	� 3"&�� � �	����+ � ���;�|���;�|&N7Ë�.� �'&��
$ �	� ��� ( �5�����+3 � X � �'& � � �.��� � ��� � B ����+,���������+3 5 � �'&�� &�� � �	�+3�-��(�5� ���	�'( ����� 3
� �N� � � $ � �CB�� � ��� ������+ ��� � � � ��� ��$�� � ����#2+,� � � � � �O$�� �'& � � �#�\P �#�]Q / � ���	�;�|� 3
������+ ���.� �	� � ����# �8$���� � ������#�$����;�Y$ � � �`I ������. � � ��� (	�	� � � � $ � �CB�� � ��� 3
���h�J� ������� ��� ���;�|���;�|&N7Ë�.� � + � � # � �|�5�U�,� � $�& ( ������� ) �.�	�������R3 �@� � � �+3 3
�H�	� ���+3 � ������� $ � �����Nb &D& � P �	� Q /�� �	� � �����&�8$4$�� � � � �5+ ��� � ��� ��� ��������.�� � .
1�&�����-�����. � � � 5�1"1K��-������ � �	+ �0/W��� .7�|��������+ ��$ � +,� � � �|& �����5+,���4B'7?��#�������|��� � � �5!

E = 0,03t+ 1,95.

 �43Ë&�+,���4B'7Ë�����+3
�����+3����+3
���51C�43�-����
� � $ � �CB�� � ��� ������� �����'$������+3 � ���;� 3
���;�|&N7Ë�.� �'&�� � � # � �J� ( �3��� �	� ��� � ����� �O$�� �`I � � � $�� � +,&Ë+ �����5+,&�+,&
�#� ��� 3
�	� �	� �	��� �	&NH ) ��. &�� � �
X ���;�Y$ � �	� & ��� �_� B5/�$ � � � � ��$���������$�� �'& � � �.����&	��+ �'&�� $������ � �J� Y � �5� �JZ��� (	�V��� #���� �+3�� � 3
��������.�����.N� �_��� 5.� � � � + �����0/���� (	�Ë� ���;�|���;�|&N7Ë�.� � .?� � 3

# � � � �_��� � & ��� + ��� � �5+,&�+ �%$������.�
�	��� &�� �J�%$ �_� �5�U���'$����	�:$�� �'& � � �.����&	� 3
+ �'&�� $������ � �J� � �#� � ��+ ���'$�������� � 3�� &���� $���� � �=$ �_� �5�;�|����+ � �5&�$�� �5����+,� 3
��������� � ���;�|���;�|&N7Ë�.� �'&�� � � # � �J�
�8$4$�� � � � �5+ ��� � ����� �_� B $�� ��� (	� � � .0!

E = −0,0006t2 + 0,03t+ 3,75.

� ���'$����5�6$�� �'& � � �.����&	��+ �'&�� $������ � �J�0$��������5+ ��� �_� B5/E$ � � �����'$������+3
� ���;�|���;�|&N7Ë�.� �'&�� � � # � �J�Q��$�� � ���.� � �|����� �	� ��� &�� $ � �	����+,����� ���D$���� 3
���H�	��� �



� � Ä�ÉBÄ�ÆZÛJÄ�������� Ô ��Ä�Ã0ÆZÀ�Æ	��Ê	Ç_Â
��� Ò � Ô�� Ü�ÉBÄ�ÆZÛJÄ�
�� � �
X � ��� � ��$�� � � � � ���_��� � 3������ �'(') � ��� ���

S
( &.�|��+�#7� ����� � ������� � ��� � B�$�� � 3

-���� � � + 5(�5�.� � � ��� � ��/ $ � ���|��� I �����8H ) �5+ $������83 ) &NH $�� � � �4H � U+��� I �������������+,���������+3 ��5.� � � � + �����	/�����+,������������$ � ��� � ��$�� � � � . � � � &�� -���� ( & 3�|��+�$�� �'& � � �.��� � ��� � B � $ � + �') B'H ��������.�� � .�1�&�����-����0!
S = 0,31t+ 31,1.


 �43 � $����;�|�(�5�����+3]� � 5�1"1K��-������ � � �k� � $ � �CB�� � ������� � BO�J� �������=S"�.�����J�
-���� � ����P ��� Q $ � &�� � �	�4H�$ � ���|��� I ����$�� � � ���6^'( �	�����R3�� �_��� �+3]a���� � ������� 3
� � ����� � �_��� ��. � � � .��V�;�|����� -���� �#� 3������ �4B �#���Nb _�� � 3 ( �4B �����Nb &D& � /Y$����;� 3
$ � �	� & �R30/q$ � � � ����� �'& ��$����R3 �	�����	+ ����� ��� #���� �+3�� �	� 3 � ���43���� � $�& ( �������
) �.�	�������R3 �@� � � �+3 3 �H�	� ���+3 �

��� � +,� � �'&�� /J��� ��� + � � ��������� � 3?��� ����� � � /�� �'& �J� $ � ���|��� I ��� $������83 ) ��.
$�� � � ��� �#� $�� �'& � � �.����&	��+,��. $������ � � � �_��� � & � � � ��� � � ) �����+3 � �05 � � + � �5& 3
$�� �K� � $ � �CB���&	��+ � �C�	����� I �������C�5+,��� � ���7�W!

S = 40 − 255

t+ 29
.


 �43�& � � $��������+3Q� � 5�1"1K��-������ � � ��+ � �|�(��� ( �3� �2� �|�(�	� � � $����;�Y$ � � � 3
I ������� ��� � +�/�$ � � &�� � �	���4BË���8$��G3 I ����� �_��� � �'(') � ��� ��� $�� � $ � ��-�� � �����5���� � ����$�� ��� �	& � �	+ � & ( ��. ��� � �"X ��� � � $ � �CB�� � ��� �����Q�J� ������# � � � ����$�� ��� �	�
� �	+ � & ( ��. ��� �w��� � ������� � � �������,� � $�& ( ������� ) �.�	�������R3 �@� � � �+3 3 �H�	� ���+3�#� ������� _ �����	� &D& � $ � � �'( ��� ��� � �5�;�|&NH ) ���U�����'$������+3u� � 5�1"1K��-������ � � �5!
µ = 0,003125

�
IB = −0,1
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µ1 = 0,1
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�
KS = 0,0174

�
KK = 7,5

�
γ = 1

�
γ1 = 0,1

�
D = 0,088

�
KD = 75.

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

1

2

��������	
� 6,7PX�>F;'>F;'='>«R�?<IJ=' '>FAFG�H�:�AP:BX�?<C��B='O'AFG�HEH�S���
«Y�� ¢ R'L'='H�:Z��eZ©�=�LJ:<AF '>FG�;J:Z�
;J:<K'L���Q¨>F;';'?BAFG�[ ¢ R'L'='H�:Z�"¥�©ªh



��Ø�Ä�Å'Ê Ü�É<Ø_Ü�È_À_Á�Â���Ø_Ü�Ý<À�Ü���É<Ü �_Ç�Ü<×�Ç_À�Ä�Ã*Ç�Ê	Ç�Ü ��� Æ<É<Å�ÛJÄ �
� � ��� � ��� $����;� ��� �����5�����j����+,�����������h� � ����$�� ��� ��� � �	+ � & ( ��. ��� � �������� & � $ � �����	� & � / �	� ��� � ����� � � � � � ����$�� ��� �	& � �	+ � & ( ��. ��� �=�#� ������� & � �

��� � $�� � ���R3����8$��G3 I ����� �_��� B5/ �	� ��� � �������R3 � ���?�����'$������4H � ������� & � ���7� 3
� � /�$ � � ���������R3?����+,���������+3Ë���8$��G3 I ����� �_��� � $����
���	�;�|����� � ."� � �5+ ��� � �����
&.� � ���5� � � � ��� � �(�CB	� �"� $�� � �H��� � � ����+,�����������5� � ����$�� ��� ��� � �	+ � & ( ��. ��� � �#�
��� ��� + � � ������� ��+,��.%$������ � � �

� ������� (	�	� � �����R3%+ � �|�(�CB � $�� � �H��� � � ����+,����������� ���_��� � 3����+3 �'(') � ��� ���
$���� �	�	� & �	��� ����� �#�	+,� � ����# ��� � ����������+ � � �4X ��� ��� ����+@�5��������+ � �|&#�43���� 3
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Y $���� �	�	� & �	��� �����N1������ � + � & ��� � � 3� � � ��$ �_��� � 3�������#�+ � & ��� � � � Z �

H2
� ���8$��G3 I ����� �_��� B $ � �430/ ��� �;�J� ��� �'&��

���	+ � & ����$������ �_��� B'H�1������ � + � & ��� � ��� � �
�6$ �_��� � 3�������#4+ � & ��� � � � �
2 � & ��� � � � � $ � �5�����	+ � & ����$������ �_��� � � $�� � �H��� � �	� 3 � � ��� ��+ � .2&������	��� 3

����.
2 ��� � �	�(���	��!
rotH = 0; divB = 0; B = µ0H

�
D0
�
D2;

B = µ0(H +M)
�
D1; B = µCTH

�
D3; B = 0

�
D4.

(1)

4
D

3
D

������� 	
� JqAFR'='7�X5:<TF;'='G�;'?BOVAF='AFG�>PX�\ 8JH<C�]�K'?<IJ­WAF;'?BO�M9IJ>FR'G�L'=' '>FAFR�?BOUX5:<¬E=';'\�A
K'?BAFG�?P�';';'\«X�=UX5:<TF;'='GB:BX�=�A�K'?<IJ\«X2L'?BG�?BL'?�X*h

D0

; ?B�<I :<AFG�[�A
µ = µ0 � D1

;
?B�<I :<AFG�['^|7P:<;��'GB:Z�NK'?BAFG�?P�';';'\«X X5:<TF;'='G�?�X

� D2

; ?B�<I :<AFG�[�HB?B798'C�¬E;'?BTF?U7P:<7F?BLJ:¢
µ = µ0

©
� D3

; ?B�<I :<AFG�['^�7P:<;��'GB:Z�UAF>FL�8J>F ';'='R�?�X ¢
µ = µ

©
� D4

;bHB;'>F¬E;�����?B�<YI :<AFG�[�M9IJ>FR'G�L'=' '>FAFR�?BO�X5:<¬E=';'\
� D ���

;v?B�<I :<AFG�=_^*7P:<;��'G�\0>�K'L'?BHB?P8J;'='R�:BX�=2?B�<Y
X�?BG�R'=�AFGB:<G�?BLJ:¨A�G�?BR�:BX�=

� Γ0

^
Γ1

^
Γ2

^
Γ3

; TFLJ:<;'='�'\�?B�<I :<AFG�>FO
� n

; ;'?BLJX5:ZIJ=�R
TFLJ:<;'='�J:BX*h
� � & ��� ����-��J#N�����;�|�(�	� � ���;�

Γ0
/
Γ1

/
Γ2
Y ��� � �q� Z � � �5+ ���CB	����� ���_��� ��� 3�434H ) ����+ � & ��� � � � . ���7�|&7��-���� � ��� � � � �(�CB	����� ���_��� �����434H ) ���4���8$��G3 3
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B+
n = B−

n , H+
τ = H−

τ .
� � & ��� ����-����

3

�5+,����+
B(3)

τ = 0. (2)
��$�� � �H���R30/5$ � � � � � � ��# �'( �	� ��� 3�#

divB = 0
/|+ � & ��� � � � � $ � �5�"&.� �'( 3

� � #7� ����� � ������� � ��� � B �	�.� � � ������+ + � & ��� � ����+ $ �	� ����-������ � + � $ � + �') B'H
���	�	� � � 7Ë������.

B = rotA
�

divA = 0
�

U �'& �J� � � ��� ��+,& Y � Z ���43 �'( � ��� � $������ � . + �87?�����
(Hδτ = Hδτ = 0)+ �`I � � �#�8$�� � � � B
� � �5�;�|&NH ) ��+U���7�|�	!

∆A = 0
�
Di, i = 0, . . . , 3. (3)

�0��� ����$������"& � � � ���+3 Y � Z $��������5+ �8H � ���7�2���
Γ0 : A(0) = A(1), − 1

µ0
· ∂A

(0)

∂n
= − 1

µ0
· ∂A

(1)

∂n
−M (0)

τ ,

Γ1 : A(1) = A(2), − 1

µ0
· ∂A

(1)

∂n
−M (1)

τ = − 1

µ0
· ∂A

(2)

∂n
,

Γ2 : A(2) = A(3), − 1

µ0
· ∂A

(2)

∂n
= − 1

µCT

· ∂A
(3)

∂n
,

Γ3 : − 1

µ0
· ∂A

(3)

∂n
= 0,

(4)

& �|�
M

(i)
τ

� $�� � �.��-��+3����	+ � & ����$������ �_��� �
M

��� ��� � � � �(�CB	��&NH
Γ0
Y
i = 0

Z /��� (	�
Γ1
Y
i = 1

Z �
X ������.7�|��+ � �'( �	� ��� 3�#

D0
/
D1

/
D2,

� ��������.�� � . � ���;� � . �	� �	�51"1�������� 3
-������CB	����#U&������	��������. � $�� ��� ����+ �:$�� � ���.� � �|����+ � Y K Z ����� � � & �����CB	����+
&������	�������+35+ � $ � + �') B'H �_� � � �	� � . ��� � � & �����CB	� � .�1 � �5+,&#�5���0������� �

� � �5+,&#�	���0������� ���43 �'( �	� ��� �
D0
�5+,��� � �

A(0)(P0) =
1

2π

∫

Γ0

[
∂A(0)

∂nQ

(Q) ln
1

rP0Q

−A(0)(Q)
∂

∂nQ

(
ln

1

rP0Q

)]
dΓ, (5)

& �|�
P0

� � � $�����/<$������������5� I � ) �R3 �'( �	� ��� �
D0

/
Q

� � � $�����/6�5� I � ) �R3
��� & ��� ����-��

Γ0
�

� ��� ����+ ��� � � $���&
P0
� � � $����

P
/ �5� I � ) ��.¿���

Γ0
/ $ � �5&�$��5+n��� � � 3

& �����CB	� � ��&������	���������	/ � �83����H���8H ) ���¨���.���.�	� ��� �����3�����'$������+3
A(0) � ∂A(0)

∂nQ��� & ��� ����-��
Γ0

πA(0)(P )−
∫

Γ0

[
∂A(0)

∂nQ

(Q) ln
1

rPQ

−A(0)(Q)
∂

∂nQ

(
ln

1

rPQ

)]
dΓ = 0. (6)
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������� �'& ��$�� � $ � �5&�$��5+k��� � � & �����CB	�����N&������	�������+3 ���43 �'( �	� ��� ��.

D1�
D2

�
X ������.7�|��+w�	$ �_��� � � �����4H]�	� � ����� � � � . + � � ��+ � � ��$�� � � � .�+ � �|�(��� �#� 3�J�'$�� � ��&.�|��+ $����5+,���+3 � BC���43U���D7Ë�����+3
��� � � & �����CB	����#Ë&������	��������.O2 � � �

X � ��� � ��+ & ��� ����-�� �'( �	� ��� ��.
Γ0

/
Γ1

/
Γ2
& ��� ����$�����+ � 5(�5��+,��� � �	+ � � �	�J3

���.�.���	+ �:$��G35+,��# � U � $���� � � ��� � ��� -������	� ( ������+}� & � � +,� � ����$�� � ����#N-���� 3
� ���J# & ��� ����$�����# 5(�5��+,��� � � � � � � � � +,���&�	�(����$������ � � ∂A

∂n

���
Γ0

/
Γ1

/
Γ2�8$4$�� � � � �5+ ����&	��+U��& ��� $�� � 3 $ �_��� � 3�������+ �%1�&�����-��+35+ � �� ���.��&#�CB � � � � � $�� � � �����R3?�	�!7Ë� $�� � -��;�|&�����$ � �.� � �43�� � $���� ( ��� I ����� ��#�	+,����� � B=��� � � & �����CB	�����V&������	�������+3 � � ��� ��+ �	+ � ��� & � ( ������$�� � ����#%&������ 3

��������. � � �8$����5+,���0/�&������	��������� Y � Z �#�	+,�����5+ � �5�;�|&NH ) ��. � � ��� ��+ � .

πAm +

NΓ0∑

k=1

cmkAk −
NΓ0∑

k=1

dmkqk = 0, m = 1, 2, . . . , NΓ0 , (7)

& �|�
cmk =

∫
Γ(k)

∂
∂nQ

(
ln 1

rPmQ

)
dΓ

/
dmk =

∫
Γ(k) ln 1

rPmQ
dΓ

/
NΓ0

� � � 3
����$�� ��� � �@& ��� ����$�����#=5(�5��+,��� � � � ���

Γ0
�
qk = ∂A(0)

∂nQ

���
k
3ª� + & ��� ����$ 3

� � +05(�5��+,��� � �
Γ(k) � Pm

� � � $����K� � ��� � ��� -����
m
3 &�� & ��� ����$�� �'&�� 5(�5��+,��� 3

� �
Γ(m) � Am

�
Ak

� �����'$�������� � �����43���� �'&�� + � & ��� � � �'&�� $ �	� ����-������	�
���	�	� �	� �	��� �	����� � ���O5(�5��+,��� � �J#

Γ(m) � Γ(k) �� � 5�1"1K��-������ � �
cmk

�
dmk

�	��$�� � �434H �	� 3 � $ � + �') B'Hn�������|��� � &�� 3
����#%1 � �5+,&#� ���'& ��� � ��� ����+�3�&7�(�	�	+ � �

������� �'& ��$�� � �8$4$�� � � � �5+ ����&NH �	� 3 � � ��� ��+ �	+ � ��� & � ( ������$�� � ����#N&������ 3
��������. � �|��& & ���K��� � � & �����CB	������&������	�������+3 �

) � � � ��&N$�� �_��� B � � ��� ��+ &������	��������.0/��8$4$�� � � � �5+ ����&NH ) ��#���� � � & �����CB 3
�����@&������	�������+30/7�4& � � � ����. Y T Z /N3����43�� �	� 3 �	� � ����� � � � .�+ � � ��+ � � ��$�� � � � .
+ � �|�(�CB'HË/+$ � �5&�$������ � .%��� �_� � � �	��+,� � � �J� & ��� ����$�����#%5(�5��+,��� � � � �


 �43����D7Ë�����+3�&7�����#� ��� � . ��� � � ��&N$�� �_��� �Ë&������	��������. ���_��� �����5����� $�� � 3
& ���	+�+ ������3����H���������	��

��������
����J� � ���;�|������� ����� b��

) -��(�CB'HL$�� � �	�������#$����������CB	� �_��� �#$����;��� �`I ����� � . + � � ��+ � � ��$�� � � � .
+ � �|�(���O�O� � ��+ �`I � �_��� ��$������ � ��$�� � � �'&�� $����5+,���������+3w��� ��� + �	� ������� �'&��
+,� � � �J�V���#�������#� -���� ( �3� � $�� � �	�;�|��� ��� �����	��������� $ � �5&�$���������#������'$�������.�	�.� � � ��� �'&�� + � & ��� � � �'&�� $ �	� ����-������	� �2� &�� $�� � ���.� � �|����# � � ������� � ��$�� 3
� ���5+ ���D7Ë��������+ Y ��� � �	� Z �
U0� ��� ��� � ��� ����� $�� �'& ���	+�+,�]�	�!$ � �5����� � $�& � ��+ � ���������#� �#���J�'$�� ��� �B3

$�� � ��+ � & ��� � � �'&�� $ � �43V+ � & ��� � � � . � � ��� ��+,� � + �����5+ ���CB	����+6$ � �5��+%��� �B3
� � 3����+3%$����

µCT = ∞ Y ��� � �CK Z �
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��©
������� � � �qLJ:<HB;'>F;'='>�:<;J:ZIJ='G�=' '>FAFR'=�] ¢ R'L'='H�:Z�VeZ©5=�K'?<I'C� '>F;';'\*]�AWK'?�X�?BDE[B­�LJ:<79Y
LJ:<�B?BGB:<;';'?BOUK'L'?BTFLJ:BX5X�\ ¢ R'L'='H�:Z��¥�©�7F;J:P '>F;'='OUHB>FR'G�?BL';'?BTF?VX5:<TF;'='G�;'?BTF?"K'?BG�>F;�Y
�'=J:ZI : ¢ :�©*=@>FTF?�K'L'?B='7FHB?P8J;'\*] ¢ ��©ªh

r = r1
h
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�K� � �5����� � �E���D7Ë�������Z$ � �5&�$���� � $���� � �5�;�|&NH ) ��# �����'$������+3�# $�� ���	+,� �J3

� � �5!
r0 = 3 · 10−3 +�/ r1 = 7, 5 · 10−3 +�/ r2 = 10 · 10−3 +�/ M = 106 � / + �� �

Γ2
$ � �	� & ��� �_� B

A = 0
/ � ��� �����%$��������5+ ��� �_� B5/�$ � �

µCT = ∞ �

��������� � �q>F '>F;'='>¨X5:<TF;'='G�;'?BO�AF='AFG�>PX�\2�B>FAFKJ:<7F?BHB?BO J*�"��� ¢ G�>FAFG�?BH�:Z�@7P:Z8 :P J:�©ªh
X � �5&�$���������� ���.��&#�CB � � � � $ � �.� � �434H � �	��$�� � ��� � B � $ � + �') B'H Y � Z

+ � & ��� � ����. $ �	� ����-������N��� � � �CB�� � ��� & ��� ����-��J# �'( �	� ��� ��.0/ � � �=� � �	��& �J3
����������# � � $����J# �

�,�.��&#�CB � � � �b��� � $�� � � �5/N$ � �5&�$���������� � $ � + �') B'H�$����;���	� & � ��+ � .:$�� � 3
& ���	+�+,�"/��5+,�DH � # � � � 7Ë&NH � # � �	�5+ �_��� B � ���.��&#�CB � � � �	+ �����D7Ë������. � � ��� � 3�	��# �#���J�'$0/N$ � �5&�$���������# � ������� � ��$�� � ��� �

�,�D7Ë�������V&7�����#� ������# �	�!7Ë�K�#���J�'$ � $ � + �') B'H�$������ � �����ZA#A $ � ��� 3�#��� � /'$ � � $����5+,����������� 2�� ��� ��� ( &	� � $ �_��� � � �����+3 � � � � � � $�� � � � +�&7�(� � �
$����5+,����� � ��� �	��� $ � �G37�	��� (	� �CB'7Ë�	/�$���+�$���� � � $ � �CB�� � ��� �����%2 � � �
X ���;��� �`I �������R3	$�� �'& ���	+�+ �6$ � �.� � �43�� � �	�!$ � �5��� � B���� � $�� � + � & ��� �J3

����# � � ��� ��+ � 2 X 2 � + �����5+ ���CB	����+ �
�#� � ��� � �	+ �U+ �87?����� �'&�� �	����+,�����0/
$ � �5&�$�� � B}�����'$������+3O��#w+ � & ��� � ����# $ �	� ����-������ � �5/����8$��G3 I ����� �_��� ��.O�
+ � & ��� � ����#=���7�|&7��-���.0/_��� �'( # � �	�5+,��# ���43N��� � $�� � �"��� (	� $���#Ë#7� ����� � ����� 3
��� ��� � X ���;��� �`I �������R3�+,� � � �	������+ �`I � �6( � � B � � $ � �CB�� � ��� ����� ���43 � $ 3
� �5+ ���#� -���� � � � ��� ��&7��-���� + � & ��� � � � . � � ��� ��+,� � 2 X 2 $ � �	� ( ��� ������+
$�� ���	+,� � ���	+ �
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X5:�8J?BK'?<IJ;��'>FG�A·��C�LJ:<HB;'>F;'='>PX48J='M,MWC�7F='=VAER�?B;'HB>FR'G�='HB;'\«X4A9I :<T9:<>PX�\«X*^	7P:<HB='A·��Y
DE=JX�?BG¨AFR�?BL'?BAFG�=�Q�=�8JR�?BAFG�=_h 
E?BR�:<7F\0H�:<>FG�A·�@LJ:<7FL'>F¬E=JX�?BAFG�[�HE�'>9IJ?�XU;J:P J:ZIJ[B;'?<YR'LJ:<>FHB?BO�7P:Z8 :P '=�H�?BTFLJ:<;'=' '>F;';'?BO"?B�<I :<AFG�=�A,IJ='K'¬E='�'>FHB?BO"TFLJ:<;'='�'>FO_h

O ���2n|j �_p�r,n5o|�0p0;_p_mEp	�Ws
X & ��� B

Ω ∈ R3 � �'& ��� ����$��������R3 �'( �	� ��� B � ���4$47?��-��.� � . & ��� ����-���.
Γ
/

v(x, t) = (v1(x, t), v2(x, t), v3(x, t))
� � � � � �_��� B I �7�	� �_��� �0/

p(x, t)
� �J��� 3�5�������	/

c(x, t)
� � � ��-���� � ��� -��+3%$����5+,� � � �

� � ��� + � � ������� � �	� 3 � �5�;�|&NH ) �R3 � � ��� ��+ �U&������	��������.0!
ατ

∂v

∂t
= div

(
αµµ(c)∇v + (αν div v − p)I

)
+ F, (1.1)

∂p

∂t
+ αp div v = 0, (1.2)

v(x, t) = 0
$����

x ∈ Γ, v(x, 0) = 0, (1.3)

∂c

∂t
+ v∇c = D∆c, (1.4)

∂c(x, t)

∂n
= 0
$����

x ∈ Γ, c(x, 0) = c0(x), (1.5)

& �|�
n
� �;�	������$�����. �	�.� � � �=�	���D7Ë����.�� � �5+ �����=�

Γ
/
D

� � � 5�1"1K��-������ ��	�51"1�&7�.���0/
µ(c)

� ( �.��������+,�������R3 �83��.� �_��� B5/
I
� �;�	������$����R32+ � � ����-�� �

� ��W�j r,n5o|r,nC�wy,lG;	��k,{��_p��
�����	��
���
��	�������	� �V&�����-����

v(x, t)
/
p(x, t)

�
c(x, t)

�������H���8H �	� 3
�'(	�'(') ��������+ ���D7Ë��������+U�#���J�'$��

(1.1)
_ Y �	� � Z � �'( �	� ��� �

ΩT = Ω × (0, T )
/

� � ���
� Z ∂p

∂t
∈ L2(ΩT )

/
v ∈ W

1,0
2 (ΩT )

/
c ∈ L∞(ΩT )

⋂
W

1,0
2 (ΩT )

�



K�� � Ø	Ç���ÆZÀ�Ê Ü Ò � Ñ �
� Z $ � $ � � � � H��|& � �'( �	� ��� �

ΩT

�	�!$ � �5����� � &������	���������V�������������H�	� � 3
��� � Y �	� � Z �
K Z 1�&�����-����

v
/
p
�
c
&.� � ���5� � � � �G34H � ��� � � & �����CB	����+ � �`I �|� ��� ���	+

∫

ΩT

(
ατv

∂ϕ

∂t
− αµµ(c)∇v : ∇ϕ− αν div v div ϕ+

+p div ϕ+ F · ϕ
)
dx dt = 0

(2.1)

���43 $�� � ���.� � �CB	� � . & �	���	� � . �	�.� � � � 3 1�&�����-����
ϕ(x, t)

/*�����	� � .���&#�CH ���
& ��� ����-��

Γ
�6$����

t = T
/

∫

ΩT

(
− c

∂ξ

∂t
+ v∇cξ +D∇c · ∇ξ

)
dx dt =

∫

Ω

c0(x)ξ(x, 0) dx (2.2)

∀ ξ ∈ Ċ
∞(ΩT ) : ξ(x, T ) = 0.

� �|� � B � � $ � �CB���&	� �	� 3 �'(	� �����'$��������	!
A : B ≡ tr(ABT )

/
A
�
B

� ������� 3
��� � �����"+ � � ����-�� � �V&�����-�� � �����CB	����� $�� �_��� ��� � ��� ��� �'(	� �����'$��8H �	� 3 � ���0/�����%5 � � $������+3 � � �	P � Qª�
F�l�n5y,l�~�p O �����������
	���
�������


Γ � 	���
������������ ��� ������� � ���!�#"�$ 
������
Ω ∈ R

3 ��� $ �%�&���'� $ ��(�)*���%��� ��� ( � �+�,��-+� � �����#.0/
µ(c) ∈ C

2(0,+∞)
/

|µ|(1)ΩT
< ν0

−1, 0 < ν0 6 µ(c) 6 1
ν0
, 0 6 c0(x) 6 1, c0(x) ∈ Ċ∞(Ω),∫

ΩT
|F|2 dx dt = F 2 < ∞; αp

/
ατ

/
αµ

/
αν 1 ( ��$%� 2 �3��� $ �#��45��� � 	���
�����6��������45��( � ��� � ������45��7

0 < αν <
1

ν0
, 0 < αp <

1

ν0
, 0 < αµ <

1

ν0
, 0 < ατ <

1

ν0
.

8 � 	,9:
0�&
 9:
;�;

(1.1) < (1.5)

��=>���&� �#"#�#"�? ����� � �@�:��)A�����%�B�C9 $ ���%��	 � ��(;��
#6
�+�'9 $ ���#4 � �%����D��:7

max
0<t<T

∫

Ω

(
ατ |u|2 +

1

αp

p2
)
dx+ αν

∫

ΩT

(div u)2 dx dt+

+αµ

∫

Ω

|∇u|2 dx dt 6M2(ν0, T )F 2,

(2.3)

0 6 c(x, t) 6 max c0(x) 6 1, (2.4)	,9E�
M 1 D � �3����
��3��
�/��&
��#�3�'� ? 
��F� ��$ �#D �C� � ν0 �

T G



Ó
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� ��9�j u,n|~�nCE'p���l	k,{|rW}�l6;_p_mEp	�Ws
� ���J���	�5+v+,� �`I � ��� � �

M
� �5�;�|&NH ) �5+ �'( ����� � +

M = {c̄ ∈ C(ΩT ) |
0 6 c̄ 6 1}. X & ��� B c̄ ∈ M.

� $����;�|�(���5+b1�&�����-��4H
u(x, t)

����� ���D7Ë��������#���J�'$�� Y �	� � Z _ Y �	� K Z�� 1�&�����-�����.
µ(c̄)

!

ατ

∂u

∂t
= div

(
αµµ(c̄)∇u + (αν div u− p) I

)
+ F, (3.1)

∂p

∂t
+ αp div u = 0, (3.2)

u(x, t) = 0
$����

x ∈ Γ, u(x, 0) = 0. (3.3)

�����	��
���
��	������� � �V&�����-����
u(x, t)

�
p(x, t)

�������H���8H �	� 3 �'(	�'(') ��� 3
����+ ���D7Ë��������+ �#���J�'$�� Y K�� � Z _ Y K�� K Z � �'( �	� ��� �

ΩT

/�� � ���
� Z ∂p

∂t
∈ L2(ΩT )

/
u ∈ W

1,0
2 (ΩT )

�� Z $ � $ � � � � H��|& � �'( �	� ��� �
ΩT

�	�!$ � �5����� � &������	���������V�������������H�	� � 3
��� � Y K�� � Z �
K Z 1�&�����-����

u
�
p
&.� � ���5� � � � �G34H � ��� � � & �����CB	� � +,& � �`I �|� ��� �	&

∫

ΩT

(
ατu · ∂ϕ

∂t
− αµµ(c)∇u : ∇ϕ− αν div u div ϕ+

+p div ϕ+ F · ϕ
)
dx dt = 0

(3.4)

���43 $�� � ���.� � �CB	� � . & �	���	� � . �	�.� � � � 3 1�&�����-����
ϕ(x, t)

/*�����	� � .���&#�CH ���
& ��� ����-��

Γ
�6$����

t = T
�

V�l�~�~�p O ��� $ �CD�
 2 9 � 	 ��� ��D����;� � ��
���� � 	 � c̄ ∈ M
�,� ? �&���������&� �'93����6

�����+����� � � �#"#�#"�? ����� � � �:��)A�����%� �&
 9:
;���
(3.1) < (3.3)

�C9 $ ���%��	 � ��(;��
��+�'9:6
$ ����
 � �%����D�


max
0<t<T

∫

Ω

(
ατ |u|2 +

1

αp

p2
)
dx+ αν

∫

ΩT

(div u)2 dx dt+

+αµ

∫

Ω

|∇u|2 dx dt 6M2(ν0, T )F 2.

(3.5)



K8T � Ø	Ç���ÆZÀ�Ê Ü Ò � Ñ �
C
X � �CB���&83 � B � �`I �|� ��� � � + Y K�� T Z � �	����� I �R3 �4����+

divu
� � ��� � B	��+

� �	� & � ��+ � +}���"&������	�������+3%�������������H�	� �_��� � Y K�� � Z /5+ �`I ��+U�#�8$�� � � � B
1

2

d

dt

∫

Ω

(
ατ |u|2 +

1

αp

p2
)
dx+ αν

∫

Ω

(div u)2 dx+

+αµ

∫

Ω

µ(c̄)|∇u|2 dx =

∫

Ω

F · u dx

X � � ��� � � & ������&	��+�$ �_� �5�;�|�����������	��� ��� � �U�	� � � �
T,

&�$ � ��+=$����;�Y$ � � �`I � 3
�����

0 < ν0 6 µ(c) 6
1
ν0
,
�O$������	&NH�$�� ��� B � -������5+ � $ � + �') B'H ���������	��� 3

��� ���U� � 7?� �
ε
!

1

2
max
0<t<T

∫

Ω

(
ατ |u|2 +

1

αp

p2
)
dx+ αν

∫

ΩT

(div u)2 dx dt+

+αµν0

∫

Ω

|∇u|2 dx dt 6 1

2ε

∫

ΩT

|F|2 dx dt+
εT

2
max
0<t<T

∫

Ω

|u|2 dx, ∀ ε>0.

X � � �`I �5+
ε = ατ

2T

/ � �'& �J� $ � �5&�$��5+ � -�������&

max
0<t<T

∫

Ω

(
ατ |u|2 +

1

αp

p2
)
dx + αν

∫

ΩT

(div u)2 dx dt+

+αµ

∫

Ω

|∇u|2 dx dt 6M2(ν0, T )F 2.

�¨� � � -�������� $ � �.� � �43�� � � � �����#� � B � & ) � ��� � � ��� �����h� �;�	��� ��� �	����� �_��� B
�'(	�'(') ����� �'&�� ���D7Ë�����+3�+,� � � � � + �����5������������/:$ � �|� �'( � � �u���(� �`I �������
+ �`I � � ��� . � �0/����8$����5+,���0/��	P � / � � �	� Qª�

B
X & ��� B

N
� � � �5+ ��� � ��� ��� � ��$�� �_��� ��� � ��� � ��� � � �5+ � .0!

(
‖u‖N

)2
= max

0<t<T

∫

Ω

(
ατ |u|2 +

1

αp

p2
)
dx+

+αν

∫

ΩT

(div u)2 dx dt + αµ

∫

Ω

|∇u|2 dx dt.
(3.6)

� � ���5&C�5��+�+,� � � $����;�|�(�5��� � $������ � � �
A : M → N

� ��� � .0/�$ � �
u = A(c̄).
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V�l�~�~�p � ��� (%�,��
�� � � A 1 �%��(;�:�,�%4B�#��4 �:G
C
X & ��� B

u1 = A(c̄1)
/
u2 = A(c̄2)

/
u = u1−u2

/
c̄ = c̄1−c̄2

/
p = p1−p2.U �'& �J� ���43�������� �_��� �

u
�5+,����+�!

ατ

∂u

∂t
= div

(
αµµ(c̄1)∇u1 − αµµ(c̄2)∇u2

)
+ div

(
(αν div u− p)I

)
,

µ(c̄1)∇u1−µ(c̄2)∇u2 = µ(c̄1)∇u1−µ(c̄1)∇u2+µ(c̄1)∇u2−µ(c̄2)∇u2 =

= µ(c̄1)∇u + (µ(c̄1) − µ(c̄2))∇u2.

U+�����5+ �'( ����� � +�/
u
� ��� B �'(	�'(') ����� � �����D7Ë������� � �5�;�|&NH ) ��. �#���J�'$��0!

ατ

∂u

∂t
= div

(
αµµ(c̄1)∇u + (αν div u− p)I

)
+

+αµ div ((µ(c̄1) − µ(c̄2))∇u2),
(3.7)

∂p

∂t
+ αp div u = 0,

u(x, t) = 0
$����

x ∈ Γ, u(x, 0) = 0.

�@+,� �`I �5+ &������	��������� Y K�� b Z ���Ë1�&�����-��4H
u
��$�� � ��� � � & ������&	��+@$ �Ë�'( �	� 3

��� �
Ω :

ατ

∫

Ω

∂u

∂t
u dx−αµ

∫

Ω

div
(
µ(c̄1)∇u

)
u dx−

∫

Ω

div
(
(αν div u− p)I

)
u dx=

= αµ

∫

Ω

div
(
(µ(c̄1) − µ(c̄2))∇u2

)
u dx.

���!$ � �5�+3+3 ��� � � & ����� � ��� ����� $ � $�� ��� 35+}� �	�������.���
div u

����&������	��� 3
���+3��������������H�	� �_��� �0/��5+,����+�!

max
0<t<T

∫

Ω

(
ατ |u|2 +

1

αp

p2
)
dx+ 2αν

∫

Ω

(div u)2 dx dt+

+2αµ

∫

Ω

µ(c̄1)|∇u|2dx dt=−2αµ

∫

ΩT

(
µ(c̄1)−µ(c̄2)

)
(∇u2 :∇u) dx dt.

(3.8)



K	� � Ø	Ç���ÆZÀ�Ê Ü Ò � Ñ �
� -������5+ � �D$����4B�$������	&NHb$�� ��� B Y ��� � Z /G$ � �CB���&83 � B �'& ��� ����$������ �_��� B'H�$�� � 3���.� � �|� � .

µ′(c̄),
���������	��� ��� � � + ���(�CB��|�����
�����������	��� ��� � � + � � 7?� �

ε
!

∣∣∣∣− 2αµ

∫

Ω

(
µ(c̄1)−µ(c̄2)

)
(∇u2 : ∇u) dx dt

∣∣∣∣6
2αµ

ν0

∫

ΩT

∣∣c̄∇u2 : ∇u
∣∣ dx dt6

6
2αµ

ν0

√√√√
∫

ΩT

|c̄∇u2|2 dx dt
√√√√
∫

ΩT

|∇u|2 dx dt 6

6
2αµ

ν0

(
ε

2

∫

ΩT

|∇u|2 dx dt+
1

2ε

∫

ΩT

|c̄∇u2|2 dx dt
)
.

S"�.�	&NH $�� ��� B Y ��� � Z�� -������5+ � ������& Y &�$�� � �H���R3
0 < ν0 6 µ(c)

Z �	����� I � 3
������+
max
0<t<T

∫

Ω

(
ατ |u|2 +

1

αp

p2
)
dx+αν

∫

Ω

(div u)2 dx dt+αµν0

∫

Ω

|∇u|2 dx dt,

$ � � �`I �5+
ε =

ν2
0

2

�=� �_� $ � �CB���&	��+ � 3 � -������ � . Y ��� � Z ���43 |∇u2|
�'X � �5&�$�� ��+�!

(‖u‖N)
2
6M2

1 (ν0, T )F 2

∫

ΩT

|c̄|2 dx dt = M2
1 (ν0, T )F 2 (‖c̄‖2,ΩT

)
2
6

6M2
1 (ν0, T )F 2|ΩT |

(
max
ΩT

|c̄|
)2

= M2

(
ν0, T, F, |Ω|

) (
|c̄|(0)ΩT

)2
.

U+�����5+ �'( ����� � +�/ ‖u‖N 6 const |c̄|(0)ΩT
,
$ � � �=���5��$�� � ���D$��������H�	� �_��� B � $�� 3

��� � � ���
A. B

X � �5&�$��������R3 � �����5+ �'( ����� � + 1�&�����-��+3
u
/	� �	�'(') � &�� � � �G30/���� 3����43 3

� �	� 3 � �_��� � � � $�� � & �	���	� � .0/ $ � 5 � � +,& $���� ( �����.�5+���� ��� �.��� � � � ���5+ �Ë& � ���;� 3
�������+35+ �0!
wh(x, t) = Mh(u(x, t)) =

=
1

h4

T∫

0

η

( |t− τ |
h

)(∫

Ω

η

( |x− y|
h

)
u(y, τ) dy

)
dτ,

& �|�
η(s) ∈ C(0,∞)

� $�� � ���R3N��� �	� ����-�� � �(�CB	���R3�1�&�����-��+30/ ∫∞
0
η(s) ds =

const; η(s) = 0,
� � ���

s > 1,
∫ T

0

∫
R3 η(|t|)η(|x|) dx dt = 1.

�V&�����-����
wh3����434H �	� 3 & �	���	���5+ �0/*1K����� � ����+ � � $����

h → 0
�����	� � +,����� �%� # � �C3 �	� 3�

u
�
�CH (	� . ��� � �'&�� �	��& � ����������.%$ � � �'( �	� ��� �

Ω′
T ⊂ ΩT .
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ch(x, t)
�����%���D7Ë������� �#���J�'$��0!

∂ch
∂t

+ wh∇ch = D∆ch, (3.9)

∂ch(x, t)

∂n
= 0
$����

x ∈ Γ, ch(x, 0) = c0(x). (3.10)

� ���J�'$�� Y K�� � Z _ Y K�� �#� Z /(�����K�#���J�'$�� ��& �	���	���5+ � � � 5�1"1K��-������ � �	+ �0/(�5+,� 3
� ��( � � � � ����$�� � �	�51"1���������-�����&	��+ � �¨�;�	��� ��� �	����� � �����D7Ë�������

ch(x, t),
���43� �	� � � �'&��U� $������	�;������� $�������-��4$�+ ��� � �5+,&�+ �

0 6 ch(x, t) 6 max c0(x) 6 1. (3.11)

U+�����5+ �'( ����� � +�/7���43 ��� I � � .�1K��� � ��� � ��� ��� � .21�&�����-����
u ∈ N

� & 3
) � ��� �	&	� � �;�	��� ��� �	�������R3 1�&�����-��+3

c̄h ∈ M,
� � � � � $����;�|�(�5��� � $������ � � �

B : N → M,
� ��� � .4$ � �

ch = B(u).
V�l�~�~�p � ��� (%�,��
�� � � B 1 �%��(;�:�,�%4B�#��4 �:G
C
X & ��� B

w1 = Mh(u1)
/
w2 = Mh(u2)

/
w = w1 −w2

/
c1 = B(u1)

/
c2 = B(u2)

Y ���7�|�.� �
h
���43 ����� � � �_��� � � $�& � ��� ��+ Z /

c = c1 − c2
�

U �'& �J�U������� �_��� B
c
3����43�� �	� 3%���D7Ë��������+ ���'$����CB	� � 3 ����� �.� � .=�#���J�'$��0!
∂c

∂t
+ w1∇c = D∆c−∇c2w, (3.12)

∂c

∂n
= 0
$����

x ∈ Γ, c(x, 0) = 0.

�@+,� �`I �5+ Y K�� ��� Z ���
c
�%$�� � ��� � � & ������&	��+�$ ���'( �	� ��� �

Ω

1

2

d

dt

∫

Ω

c2 dx+D

∫

Ω

|∇c|2 dx =

∫

Ω

c2

2
div w1 dx−

∫

Ω

cw · ∇c2 dx. (3.13)

X � $ �_��� � � �����4HË/ | div w1| 6 N1(h), |∇c2| 6 N1(h).
� -������5+ $ �_� �5�;�|�����

� �	� & � ��+ � �
∣∣∣∣
∫

Ω

cw · ∇c2 dx
∣∣∣∣ 6

√√√√
∫

Ω

|c∇c2|2 dx
√√√√
∫

Ω

|w|2 dx 6

6
√
N1(h)

√√√√
∫

Ω

c2 dx

√√√√
∫

Ω

|w|2 dx 6 N2(h)
1

2

(∫

Ω

c2 dx+

∫

Ω

|w|2 dx
)
.
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� (	� �����'$��5+

y =
∫
Ω c

2 dx,
� �'& �J� ��� Y K�� � K Z + �`I � � �#�8$�� � � � BË���������	��� ��� � �

dy

dt
6 N2(h)

(
y +

∫

Ω

|w|2 dx
)
.

� �_� $ � �CB�� � �����'7?� � B"���������	��� ��� � � + �0� � ��& � ���	��P � / � �0�	��� Q /N$ � �5&�$�� ��+�!
max
0<t<T

∫

Ω

c2 dx 6 const

∫

ΩT

|w|2 dx dt,

�����
‖c‖2,ΩT

6 const ‖w‖2,ΩT
. (3.14)

� � �'( � $ � �5&�$�� � B � -�������& Y ��� �DT Z ���43 |c|(0), �'( ��� � �5+ � 3 �Q�5��+�+,� K�� K ���P � / � ���_� Qª� � ���87Ë��+ � �5&�$�� �
c(x, t) ∈ W

4,2
2 ,

� � � �
l = 2, r = 0, s = 0, n = 3,

λ = 0,

|c|(0)ΩT
6 b1δ

3
2 〈〈c〉〉(4)2,ΩT

+ b2δ
− 5

2 ‖c‖2,ΩT
≡ Aδ

3
2 +Bδ−

5
2 ≡ f(δ).

�V&�����-��+3
f(δ)

� �_��� � & � � � + �����5+,&�+ �0$����
δ =

(
5B
3A

) 1
4 ,
�05 � � + � �5&�$�� �

f(δ) = b3A
5
8B

3
8
�
|c|(0)ΩT

6 b4

(
〈〈c〉〉(4)2,ΩT

) 5
8

(‖c‖2,ΩT
)

3
8 .

� � � ��$�� � �(�CB	� � $ � �5&�$�� ��+ � -�������&
|c|(0)ΩT

6 b5‖c‖2,ΩT
6 b6‖w‖2,ΩT

6 b7‖u‖2,ΩT
.

U+�����5+ �'( ����� � +�/ |c|(0)ΩT
6 const ‖u‖2,ΩT

,
$ � � � � �����'$�� � � ���D$��������H�	� �_��� B

� $������ � � ���
B. B� $����;�|�(���5+ � �D$����4B � $������ � � �

Φ : M → M,

ch = Φ(c̄) = B (A(c̄)) .

V�l�~�~�p�� ��� (%�,��
�� � � Φ
��=>���&� �%��( � 93�#� 2 ����. � � ��D�� G

C
� $������ � � �

Φ
���D$��������H�	��� ����� � &N$����4$ � �.��-��+3"���D$��������H�	����# � $������ 3

� � � � � � � � �5��� � �'&�� /5+ �`I � � � � �����#� � B5/�$ � ��� � �'$ � �5���"���D$��������H�	��� � 
 �43
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� � �����#� � �(�CB ��� ��� � �_� $ � �CB���&	��+ � 3 � � � ����+ � . ����-��(�	� ��� � +�/,$ � � +,� �`I � 3
��� � �

M
���D$��������H�	����#�1�&�����-���.0/ � $����;�|�(�5��������#?�

M
/�� � +�$���� � � ��� �'& �J�� � � �CB�� �"� �'& �J��/�� �'& �J�K� # � �C3 ) ���3�

M
1�&�����-����������	� � +,����� ���'& ��� ����$�� 3

��� �%�����	� �_��� �D$������ � ���D$��������H�	��� �� ���87Ë��.Q�#���J�'$��?���43 1K��� � ��� � ��� ��� �'&��
h > 0

1�&�����-����
ch(x, t)

$ �
$ �_��� � � �����4H �'( �	���J�8H � �'& ��� ����$���������+ ��$�� � ���.� � �|����+ ��$ �

x
��$ �

t
/

$ � 5 � � +,&
∣∣ch(x′, t)−ch(x′′, t)

∣∣ 6 ∂ch(x∗, t)

∂xj
|x′j−x′′j | 6 const |x′−x′′| (j = 1, 2, 3),

∣∣ch(x, t′) − ch(x, t′′)
∣∣ 6 ∂ch(x, t∗)

∂t
|t′ − t′′| 6 const |t′ − t′′|,

� � � � 1�&�����-����
ch(x, t)

�����	� �_��� �D$������ � ���D$��������H�	��� $ �
x
� $ �

t
� � ��� 3

� � +,�������R3 �'& ��� ����$������ �_��� B � $��.���7�|��� � U+�����5+ �'( ����� � +�/ � $������ � � �
Φ
�CH 3

(	� � �'& ��� ����$������ � �"+,� �`I � ��� � � $������.� � �	� � � � � +�$���� � � � �	/ � � � � 3����43�� �	� 3�'$ � �5�������D$��������H�	����+ �
22� �`I � ��� � �

M
3����43�� �	� 3 �	�!$�&7���5��+ � 
Ë��. ��� ��� � �(�CB	� � /8$�& ��� B

c1 ∈ M�
c2 ∈ M

� � � ��� + �	� ���5+ �	� ���.� � �0/ ��� �;�	���+34H ) ��.
c1
�
c2
!

cα(x, t) = αc1(x, t) + (1 − α) c2(x, t), α ∈ [0, 1].
U+��� �����

0 6 cα 6 α · 1 + (1 − α) · 1 = 1,
� � �	� � B �	� ���.� � � ��� �|��� I � �	� 3�

M
�� � �H�	�!7Ë� � �����#� ��� � �Z$ � �.� � �43�� � $����5+,����� � B � � $������ � � ��&

Φ : M→M$�������-��4$����D$ � �	��� I � � . � � $������ �'&.�|�����\P T / � �4T5�	� Qª�
B� � ���0/ � & ) � ��� �	&	� � ���D$ � �	��� I ���R3 � � $���� � $������ � � ���

Φ
/ �'(	� �����'$��5+

���
ch

/
ch = Φ(ch),�6$�& ��� B

uh = A(ch)
� U �'& �J�

ch
3����43�� �	� 3%���D7Ë��������+ �#���J�'$��

ατ

∂uh

∂t
= div

(
αµµ(ch)∇uh + (αν div uh − ph)I

)
+ F, (3.15)

∂ph
∂t

+ αp div uh = 0, (3.16)

∂ch
∂t

+Mh(uh) · ∇ch = D∆ch, (3.17)

uh(x, t) = 0
$����

x ∈ Γ, uh(x, 0) = 0, (3.18)

∂ch(x, t)

∂n
= 0
$����

x ∈ Γ, ch(x, 0) = c0(x), (3.19)
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& �|� Y K�� �Rb Z $ � ���5+ � � �	� 3 ����� ��� � � & �����CB	� � � � �`I �|� ��� � � !

∫

ΩT

(
− ch

∂ξ

∂t
+Mh(uh)∇chξ +D∇ch · ∇ξ

)
dx dt =

=

∫

Ω

c0(x)ξ(x, 0) dx ∀ ξ ∈ Ċ
∞(ΩT ) : ξ(x, T ) = 0.

(3.20)

� ����y,l mEl	k,{|rW}O�wu,l_y,lG*|n	m
X & ��� B

h → 0
� � -�������� Y K�� � Z � Y K�� �	� Z �	������� ���.�#����� � �5+ �N�	�

h
� X ��� 3�|�(�CB	����. $�������# � ���V&������	�������+3�# Y K�� �'� Z � Y K�� ��� ZW� $��.���7�|��� � � -�������� Y K�� � Z

$ � �.� � �43�� � ���6$ �_� �5�;� � ��� � �(�CB	� �_��� � {uh}
�	� ( ��� � B0$ � �Y$ �_� �5�;� � ��� � �(�CB 3

� �_��� B � ����&NHË/�$ � �

uh ⇀ u
� �	� (	� �

W
1,0
2 (ΩT ), uh → u

� ���CB	� � �
L2(ΩT ),

∇uh ⇀ ∇u
� �	� (	� �

L2(ΩT ), ph ⇀ p
� �	� (	� �

L2(ΩT ),

div uh ⇀ div u
� �	� (	� �

L2(ΩT ),
∂ph
∂t

⇀
∂p

∂t

� �	� (	� �
L2(ΩT ).

������� �'& ��$�� � /H���@$ �_� �5�;� � ��� � �(�CB	� �_��� � {ch}
�	� ( ����� ��+ $ � �Y$ �_� �5�;� � ��� 3

� �(�CB	� �_��� B � ����&NHË/�$ � �

ch ⇀ c
� �	� (	� �

L2(ΩT ),

µ(ch) ⇀ µ(c)
� �	� (	� �

L2(ΩT ).
� � �'( � $ � �5&�$�� � B � -�������& ���43 ∇ch

/q&�+,� �`I �5+ Y K�� �Rb Z ���
ch
�0$�� � ��� � � 3

& ������&	��+ $ �
Ω

1

2

d

dt

∫

Ω

c2h dx+

∫

Ω

chMh(uh) · ∇ch dx = D

∫

Ω

|∇ch|2 dx. (4.1)

��$�� � �H���R3 Y K�� �	� Z / � -������5+ � � � � � � � �	� & � ��+ � �
∫

Ω

chMh(uh) · ∇ch dx 6

∫

Ω

Mh(uh) · ∇ch dx 6

6

√√√√
∫

Ω

|Mh(uh)|2 dx
√√√√
∫

Ω

|∇ch|2 dx 6 const ‖uh‖2,Ω · ‖∇ch‖2,Ω 6

6
ε

2

(
‖∇ch‖2,Ω

)2
+

1

2ε

(
‖uh‖2,Ω

)2
.
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X � � �`I �5+
ε = D

�%$�� � ��� � � & ������&	��+ Y ��� ��� Z $ �
t
/4$ � �5&�$��5+

D
(
‖∇ch‖2,ΩT

)2
6

1

2

(
‖ch‖2,ΩT

)2
+
D

2

(
‖∇ch‖2,ΩT

)2
+

1

2D

(
‖uh‖2,ΩT

)2
,

�	� ��&.�J�
(
‖∇ch‖2,ΩT

)2
6 const

(
‖uh‖2,ΩT

)2
�0/ � �5�;� � ��� � �(�CB	� � /

∇ch ⇀ ∇c � �	� (	� �
L2(ΩT ).� &������	�����������	�51"1�&7�.��� � � �`I � �_��� B � � �CB�� � � � �|� � + � �	� & � ��+ � +�!

∫

ΩT

ξMh(uh) · ∇ch dx dt ≡ Ih,

$ �_� � � �CB���& �'( � ��� +,� �`I � � �(�43 � � � &�� ���47�B � �	� (	�4� # � �C3 �	� 3 � �K� � � � . ��� �
& � ���;�|��������. �5+,����+�!

Mh(u) → u
� ���CB	� � �

L2(ΩT ),

‖Mh(uh)‖2,ΩT
6 const ‖uh‖2,ΩT

.
X � 5 � � +,&

Ih =

∫

ΩT

ξ(Mh(uh) −Mh(u)) · ∇ch dx dt+

+

∫

ΩT

ξ
(
Mh(u) − u

)
· ∇ch dx dt+

∫

ΩT

ξu · ∇ch dx dt ≡ I1 + I2 + I3,

|I1| 6 max
x,t

|ξ| ‖∇ch‖2,ΩT
‖Mh(uh − u)‖2,ΩT

6 const ‖uh − u‖2,ΩT
→ 0,

h→ 0,

|I2| 6 const ‖Mh(u) − u‖2,ΩT
→ 0, h→ 0,

� � � ��$�� � �(�CB	� � $ � �5&�$�� ��+
Ih →

∫

ΩT

ξu · ∇c dx dt.

�K� ���.��&#�CB � � � � � 5 � �'&�� $�� ��� & ���	1 � �n� � �����#� ������# �5��+�+ � �5�;�|&	� �
& � �	��� I �|������� � � � ����+,� �	�
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��:�h £ K'L'>98JAFGB:<H<IJ>F;';'?�X�8J?BR�I :Z8J>�7P:Z8 :P J:�V¨:BX���:�^|HV?BGZIJ=' '='>�?BGËR�I :<AFAF=' '>FAFR�?BTF?
A9I'C� J:Z��LJ:<AFAPX�?BG�L'>F;J:�;'>"G�?<IJ[BR�?�A�C� '>FG�?�X ;J:ZIJ=' '=��%CNQ�=�8JR�?BAFG�=�X�?<IJ>FR�CZI'�'L�Y
;'?BOVH<�'7FR�?BAFG�=_^	;'?�=VX5:<TF;'='G�;'?BO_^_G<h >Bh	R�?B;'>F ';'?BO8M9IJ>FR'G�L'=' '>FAFR�?BO�K'L'?BHB?P8J=JX�?BAFG�=_h
�,?<I :<T9:<>FG�A·�_^� 'G�?�;J:�AF='AFG�>PX�C";J:<R�I :Z8J\0H�:<>FG�A·��AFGB:<�'='?B;J:<L';'?B>�?P8J;'?BL'?P8J;'?B>�TF?BL'=�Y
7F?B;'GB:ZIJ[B;'?B>¨X5:<TF;'='G�;'?B>EK'?<IJ>Bh

�2n|j �_p�r,n5o|�0p�;_p_mEp	�Ws ��� � ��� + � � ������� � �	� 3�$�� �_� ���R3 ��������.����R3?�#���J�'$��
�����'(_��� �	��������# � � �5� ( � ���+3�# � 3 I �(� � . � �|� � � � �|� � . �83��.� � .V��� �JI �5+ � ��+ � .
I �7�	� �_��� � ( � � � � ����$�� � . & �5& ( ����� & ��� ����$�� ) ��. � ������&�&�+ � + � � � � � ��� ��+,&
����� �`I ��� ����� � -�� � ��� ��� � � &�� ����� � � � ���CB	� � �"+ � & ��� � � � � $ � �5� $ �_��� � 3���� � .
���8$��G3 I ����� �_��� �

H0 = (H0, 0, 0)
�

),( txz x=

z
n

x
n

z
h

x
h

z

0H

��������	
� S¨='7F=' '>FAFR�:Z��K'?BAFGB:<;'?BHBR�:�7P:Z8 :P '=_h
) � ��� ��+,& � �	� ���	����� � $ � +,� ) � ��+���� ���.� � ��+,& ) ����� � .L$ � �	���_#�� �_��� �

I �7�	� �_��� �0/ �_� B
Oz

���8$��������43���+ �	��� � �������CB	� � ���	���_# � � �	� ���	����� � &%$�� � 3
1K���43 � � �5���

ζ(x, t)
( &.�|��+ �	�	� $�� � �H��� � B �	� &�� � �	�+3

z = 0
�
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� � ��+,& ) ��������+ � & ��� � � �'&�� $ � �430/ � �83��#� ��� � � � �	��� I ��������+ I �7�	� �_��� �0/

�'(	� �����'$��5+�$������.�
h(x, z, t)

� ( &.�|��+ �������H��� � B ���7�|&�-���� � ��� ������+�+ � &�3
��� � ����+ $ � �5��+ �¨) � ��� ��+ � &������	��������. + � & ��� � � � . & �7�|� � �	�����	+ �����}���43
� ���;�|�k�5+,��� � ���7��P � / TTQ !

ρ
∂v

∂t
= − gradp+ vρ∆V − ρgz0 + µ rotH ×H,

∂H

∂t
= rot(V ×H) + νm∆H,

divH = 0, div V = 0.
X �����D$��47Ë��+�5 � & � � ��� ��+,& ��1 � �5+,�	!

ρ
∂v

∂t
= − grad(p+ ρgz − pa) + vρ∆V + µ rotH ×H,

∂H

∂t
= rot(V ×H) + νm∆H,

divH = 0, div V = 0.
� �|� � B5/

H = H0 +h
� ���8$��G3 I ����� �_��� B�+ � & ��� � � �'&�� $ � �430/

ρ
� $�� �	�J3

� �_��� B I �7�	� �_��� �0/
p
� & �7�|� � �	�����	+ ��$�� � � � �K�J�����5�������	/

pa
� � � + �_� 1���� 3

� � ���J�����5�������	/
ρgz

� � �_#��5+,�;� � � � �J�����5�������	/
νm = σE

µ

� + � & ��� � ���R3
�83��.� �_��� B5/

σE
� 5(�5�.� � ����$�� � ���R3@$�� � ����-�� ��+ �_��� B I �7�	� �_��� �0/

V
� � � � 3

� �_��� B�$�� ��� ��- I �7�	� �_��� �0/
g
� & � � � ��������� � ���5� � 3 I � ��� �0/

µ
� + � & ��� � ���R3

$�� � ����-�� ��+ �_��� B I �7�	� �_��� � �
S �����#� ������&	��+ $ �_� �5�;�|�4H H � � ��� ��+,&	/�&�$�� � �H���R30/�$ � �

H = (H0 + hx, 0, hz),

H1 = (H1,0 + h1,x, 0, hz),

V = (Vx, 0, Vz).
� �|� � B ���7�|�.� � � �	� � �_� � �	� 3 � ������&�&�+,& �
� �8$��47Ë��+�$�� � �.��-����

(H · ∇)V
!

(
H · ∇

)
V ox =

(
H0 + hx

)∂Vx
∂x

+ hz
∂Vx
∂z

= H0
∂Vx
∂x

,

(H · ∇)V oz = (H0 + hx)
∂Vz
∂x

+ hz
∂Vx
∂z

= H0
∂Vz
∂x

.
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(V · ∇)H
/4$ � �5&�$��5+�!

(V · ∇)Hox = 0,

(V · ∇)Hoz = 0.
U+��� I � � $��.���7�|� � /�$ � �

∆H = ∆hx · x0 + ∆hz · z0.

���5���K�5+,����+
divH = 0 → ∂hx

∂x
+
∂hz
∂z

= 0,

div V = 0 → ∂Vx
∂x

+
∂Vz
∂z

= 0.

��$�� � �H���R321 � �5+,&#�5&
rot(V ×H) = (H · ∇)ν − (ν · ∇)H

�%$ � �	� & �R3
p∗ = p+ ρgz − pa

/4$����7�|��+ � � � ��� ��+,�	!
ρ
∂Vx
∂t

= −∂p
∗

∂x
+ νρ∆Vx,

ρ
∂Vz
∂t

= −∂p
∗

∂z
+ νρ∆Vz +H0

(
∂hz
∂x

− ∂hx
∂z

)
,

∂hx
∂x

+
∂hz
∂z

= 0,

∂Vx
∂x

+
∂Vz
∂z

= 0,

∂hx
∂t

= H0
∂Vx
∂x

+ νm∆hx,

∂hz
∂t

= H0
∂Vz
∂x

+ νm∆hz.

�2n|j �_p�r,n5o|�0p%�Wy,p�l_o|}O*��|jJk�n5o|s�� � ) &�$�� � � + � �'&�� /J$ � � � � �	���D7Ë����+
$�� �_��� ��� � ��� �	�	/ ����� � � �'(	� �|� � .�$ � �	���_#�� �_��� B'HO� � ��+,& ) �����+3O5(�5�.� � � � + � &�3
��� � � �'&�� $ � �43 � � � I ��� &.� � ���5� � � � �G3 � B�&������	�������+35+ 2 ��� � �	�(���	��/4$ � �5& 3
$�� ��+ � ��� & ��� ����$�����#4& � � � ���+34��� � � �'(	� �|� � .�$ � �	���_#�� �_��� � Y ) X Z !

�	� ���D$��������H�	� �_��� B $ � �5����#�� � �5+ ���CB	����#Ë���8$��G3 I ������.O$���� $�������# � �|�
$������.� ) X !

−p∗ + ρgz + 2νρ
∂Vz
∂z

+ µH0(h1x − hx) = 0.
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νρ

(
∂Vx
∂z

+
∂Vz
∂x

)
+

(
hz −H0

∂ζ

∂x

)
(hx − h1x) = 0.

K�� � �5�.� � � � + � & ��� � � � ��& � � � �����U�����	��� ��� ����� � �5+ ���CB	����# � � +�$ � ����� ����7�|&�-���� � ��� ��� �'&�� + � & ��� � � �'&�� $ � �43%��� ) X �#�8$��47Ë� �	� 3 � ���7�|�	!
h1x −H10

∂ζ

∂x
= hz −H0

∂ζ

∂x
.

� � � ��$�� � �(�CB	� � / � � ��� ��+ �U&������	��������.%$����5+,� � ���7�W!
ρ
∂Vx
∂t

= −∂p
∗

∂x
+ νρ∆Vx,

ρ
∂Vz
∂t

= −∂p
∗

∂z
+ νρ∆Vz +H0

(
∂hz
∂x

− ∂hx
∂z

)
,

∂hx
∂x

+
∂hz
∂z

= 0,

∂Vx
∂x

− ∂Vz
∂z

= 0,

∂hx
∂t

= H0
∂Vx
∂x

+ νm∆hx,

∂hz
∂t

= H0
∂Vz
∂x

+ νm∆hz.

) ����� �.�	��+ ��& � � � ���+35+ �4���U���.� � ��+,& ) ����� � . ) X / � � � � $����
z = 0

/

h1z −H10
∂ζ

∂x
= hz −H0

∂ζ

∂x
,

νρ

(
∂Vx
∂z

+
∂Vz
∂x

)
+

(
hz −H0

∂ζ

∂x

)
(hx − h1x) = 0,

−p∗ + ρgζ + 2νρ
∂Vz
∂z

+ µH0(h1x − hx) = 0.

� �	+,� � �5+�/'$ � ��� �5&�$�� .
Rm = ∞ /

Rg <∞ /'��� ��� + �	� ����� ��P � Q /�� � �5&�$�� .
Rg = ∞ /

Rm <∞ ����&�$���� �	P K]Qª�
��l�� l_rWs,l ;_p_mEp	�Ws � � $�& � ���R3 ��� � �7�J� � � ��&NH $�� � -��;�|&���&6$�������# � �J� �

( �.��������+,��������+ $�������+,��������+ �%������� � �������R30/7�����%5 � � $������+3 � � � � � � �����



� Ä�Ý<À_Ç�Å'Ü�Ý<Ç	×�Ø_Ü<×�Ç_À�Ä�Ã*Ç_È�Æ<É<Ê	Ä � �BÄB×�Ä<È�Ä���Ä�Ã � Ä T+b

� � �'(	� �|����#}� � �5� ( � ����.0/,���D7Ë�����+3 ���7�J�
f = F (z)eσt−ix / & �|�21�&�����-����

F (z)
$����;� ��� �����434H �Ë���'(	� . ���	�	� �	� �	��� �	&NH ) ���C�	+�$���� � &.�|�w� � ��+,& ) ������.0/

$�����# � �	�5+U��&������	�������4H�7Ë� ��� �'&�� $ � �G37�	����!
(
2Z ′′ − Z − ZIV

)( σ

Rm
+

σ

Rg

)
+

+
1

Rm Rg

(
ZV I − 3ZIV + 3Z ′′ − Z

)
+
(
σ2 +A

)
(Z ′′ − Z) = 0,

& �|�
Rm

/
Rg

� & �7�|� � �	�����	+ ��$�� � � � � � + � & ��� � � � � $�� � �	� �,��.�� � �CB�� � �
���	�	� �	� �	��� �	����� � /

A
� $�� � � � �H�CB 1K�	����� �

����� �.�	���@& � � � ���+3%$���� �'( ������&NH �	� 3 � ���7�|&q!
σ2Z ′(0) + Z(0) +A

[
Z ′(0) + Z(0)

]
− 1

Rm

(
σ
[
Z ′′′(0) − Z(0)

]
+

+
1

σ

[
Z ′′(0) − Z(0)

])
− 1

Rg

(
σZ ′′′(0) − 3σZ ′(0)

)
+

+
1

Rm Rg

[(
ZV (0) − Z ′′′(0)

)
+ 3
(
Z ′′′(0) − Z ′(0)

)]
= 0,

− 1

Rm

(
ZIV (0) − Z(0)

)
+ σ

(
Z ′′(0) + Z(0)

)
= 0,

Z ′′(0) − Z(0) = 0.
� (') �������D7Ë������� $������	�;�|����� �'&�� �	�!7Ë� � 
Ë� �5+,��� �N��� ��&7� � &���&

Z(z) = C1e
k1z + C2e

k2z + C3e
k3z.

� �|� � B5/
k1 = 1,

k2 =

√

1 +
σ(Rg + Rm)

2
+

√
σ2(Rg + Rm)2

4
− (σ2 +A) Rg Rm,

k3 =

√

1 +
σ(Rg + Rm)

2
−
√
σ2(Rg + Rm)2

4
− (σ2 +A) Rg Rm,

� �	� ( ����� � �	� 3 � �
�	� � �'B � � ���+30/����43 � �	� � � � .
Re(kj) > 0

�
�@� � ���5� � � � �G3+3 & ��� ����$�����+ & � � � ���+35+b��� ) X +,� $����7�|��+ �Q��������. 3

� � . � �|� � � � �|� � . ��� & � ( ������$�� � � � . � � ��� ��+,��&������	��������. �	� � �_� � � �(�CB	� �
C1

/
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C2

/
C3

� X � �+3 � � � /�$ � � 5 � � � � ��� ��+ �&�5+,��� � ��� � �����������CB	� � �E���D7Ë������� ���47�B� � � + � �5&�$�� �	/�� �'& �J�Ë��� � $����;�|�(��� � �(�CBU� ��� B���&#�CB �
� $����;�|�(��� � �(�CB � � ��� ��+,�

∆(σ,Rg,Rm, A) =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
,

& �|�
a11 = 2, a12 = 1 + k2, a13 = 1 + k3, a21 = 0,

a22 = (1 + k22)

(
1 − k22

Rm
+ σ

)
− σ(1 + k2),

a23 = (1 + k23)

(
1 − k23

Rm
+ σ

)
− σ(1 + k3),

a31 = −
(

6

Rm Rg
+ 2σ

(
2

Rg
+

1

Rm

)
+ σ2 − 1

)
,

a32 = φ2 + ψ2 − (σ2 − 1), a32 = φ3 + ψ3 − (σ2 − 1).
� �|� � B

φ2 =
k52 − 4k32 − 3

Rg Rm
, φ3 =

k53 − 4k33 − 3

Rg Rm
,

ψ2 = −σ
(
k32 + 3

Rg
+
k32
Rg

+
k32σ

2 + (k22 − 1)

Rmσ2

)
,

ψ3 = −σ
(
k33 + 3

Rg
+
k33
Rg

+
k33σ

2 + (k23 − 1)

Rmσ2

)
.

U �'& �J����� � �����H���R3 � $����;�|�(��� � �(�CB!$�����# � �	�5+ �5�	� � $���� � � � ��� � +,&@&������ 3
�������4H

∆(σ,Rg,Rm, A) = 0
/+���43 � $����;�|�(�5�����+3

σ
/ � �	� � � � � �����7�|& � &��

& � � + � �;�	� �_��� �%��� $������ � �	� �	� 3 �� � � � ��.Ë��� (	�	� �)P � Q S �	+ (@�'( ��� � ��� �	���5+ � ��������� � � / $ � � $�����& � � � ������#� � &_#7� ���+3Q�	��� I �����+3 ��� ( � � � � ����$�� �_��� � Y
z− > ∞ Z /�$ � �5&�$�� � �	� 3Q�	� �B3����� � ����. � $��.� � �0/�� $����4����� �`I ������� � ��� (	� ��� ���+3 ���47�B �'& ��� ����$������ �_��� �� � ��+,& ) ������. � � $�� � 7Ë� � . � � $��.���7�|� � /W$ � � �	� � �'B � $�� � 7Ë� �'&�� � $��.� � ���

$ � �5&�$�� ��+�/ $����;�Y$ � � �`I ���5/�$ � �
Re(kj) = 0

/
j = 2, 3

/ � � � �
kj = ipj

/
pj ∈ R

�
U �'& �J��/ � $��.���7�|� � /7�5+,����+�!

σcj = −
1 + p2j

2

(
1

Rm
+

1

Rg

)
+ (−1)j

√(
1 + p2j

)2

4

(
1

Rg
− 1

Rm

)2

−A.
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Y + � & ��� � � �'&�� Z $ � �43]a	P �#�]Qª�

H
r

H
r

H
r

H
r

ω1

r
r2

Vr(r)

ω2

Hφ

������� 	
� �|]�>PX5:<G�=' '>FAFR�?B>0='7F?B�BLJ:ZQ¨>F;'='>«G�>F '>F;'=��¨APX5:<7FR'=�X�>9Q�8'CE8JH<C'X���R'L�C�T·IJ\«X�=
�'=�IJ=';�8JLJ:BX�=_h
� � ���5& �#��� � ��� ^��_+ � � �`I ����� �_��� �]a¿+ � & ��� � ����# � ��� � �	��#k��������. �

$�� � -�� ��� �H�	��� I �����+3 I �7�	� �_��� ��$�� � ��� � .7�|� � ��# �|��1 � �5+ � -��+30/���/������'$�� � /
$ � 3���� �	� 3 $ � ���5� I � ) �R3 � $����;�|�(�5�����4H � ����& I ���R3 Y ��� � �����CB	���R3 Z � � +�$ � 3
����� � ��2 X

H̃φ(r̃)
P � / K / TTQª� 
 �43 � $�� � � ���+3O�	��� I �����+3w� �_� $ � �CB���&	��+ � 3

� � ��� ��+ � . -��������7�|����$�� � ����# � �	� ���	����� � / �_� B
Oz
� �	� � � � . ��� �_+,� ��� �5+ � �
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Oz
/ ( &.�|& ��� �`I �|� ��� �	������� � ��� � +,� � �'&�� / ( &.�|��+ � $�� � � � B5/�$ � �

I �7�	� �_��� B �	��� I � �	� 3�$ � � � ��-���� � ����$�� � ���5+ � ����& I � �_��� 35+ � -���� � ���	+ �
��� �_� �

Oz
� $ � � � � ���5& � �5+�+,� � ����� � ��$������+3 #7� ����� � ����� ��� ����� � &�� ����#����� � 3 �Ë�	� � �	� ���	����� � �

φ
� U �'& �J� ( &.�|� � !

Ṽr = Ṽz = 0, Ṽφ = Ṽ (r̃).
� �8$��47Ë��+ ���43 � $�� � � ��� � . +,��#7� ����$�� � � � . � � ��� ��+,� $ � �5��&NH � � ��� ��+,&

&������	��������.62 �	
n�U������+,��������#%$�������+,��������#�P � / ��� Qª�
�������	�������+3 �5+�$�&#�CB ��� � Y � � ����$�� ��� ���?�	��� I �����+3 Z�� &�$�� � � +=$ � �7�|��� � 3

+ �	� � ������# � ��� �?�J� ��� � + � �5&�$�� � $����5+,& � ���7�
−
Ṽ 2
φ

r̃
= −1

ρ

dP̃

dr̃
− µ

ρ
H̃φ

dH̃φ

dr̃
, (1)

0 =
µ

ρ
H̃r

dH̃φ

dr̃
+ ν

(
d2Ṽφ
dr̃2

+
1

r̃

dṼφ
dr̃

− 1

r̃2
Ṽφ

)
; (2)

&������	���������@�������������H�	� �_��� �
dṼr
dr̃

+
Ṽr
r̃

= 0;
&������	��������� �	�	� & �	��� ���+32+ � & ��� � ����# �#� �G37� � �

dH̃r

dr̃
+
H̃r

r̃
= 0; (3)

&������	�������+3 ���7�|&7��-����
Ṽr
dH̃r

dr̃
= H̃r

dṼr
dr̃

+ νm

(
d2H̃r

r̃2 + 1
r̃
dH̃r

dr̃

− 1

r̃2
H̃r

)
, (4)

Ṽr
dH̃φ

dr̃
= H̃r

dṼφ
dr̃

+ νm


 d2H̃φ

r̃2 + 1
r̃

dH̃φ

dr̃

− 1

r̃2
H̃φ


 , (5)

& �|�H� ���'& �	� � ��� ���'(') �D$������+3 � ��+ � 2 �	
 � � $�& ) ��������+ � �����	��� ��� �	��+ � &�3
��� � ����#	$�� � ����-�� ��+ �_��� ��. � $�� � 7Ë� � . � ���;�|�n�}������&�&�+ ��/ � � � �

µmedia =
µvacuum = µ

P � / � Q /
ν
� � � 5�1"1K��-������ � ��������+ � � ��$�� � � � . �83��.� �_��� � I �7� 3� �_��� �0/

νm = 1
σµ

� + � & ��� � ���R3=�83��.� �_��� B5/
σ
� 5(�5�.� � � � $�� � � � �|� �_��� B5/

ρ
�

$�� �	� � �_��� B5/
P̃

� ��� ( � � � $�� � �5�J�����5������� �
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���.���.�	� ��� ����� 1�&�����-���� &.� � ���5� � � � �G34H � � �5�;�|&NH ) �5+ & ��� ����$�����+
Y ����� �.�	��+ Z & � � � ���+35+�!

νρ

(
dṼ (rj)

dr̃
− Ṽ (rj)

rj

)
= λ̃j

(
Vj − Ṽ (rj)

)
, Vj = ωjrj , j = 1, 2. (6)

�¨� � �V� ��� BO^������	+,����� � ���'a�& � � � ���+3V� �`XU�`X � � � � ����P �	� / ��� / ���]Q /�������� 3��� ��+,����& � � � ���+35+ � �'(	�'(') ����� �'&�� $�� �_� �����CB����H��� ���+30/ � � � 5�1"1K��-������ � � 3
+ �=�	���D7Ë��� &��"� �������+3

λ̃j
� �"+,�DH ) ��� � 3O5.� � $������5+,��� � � �J�8H �V� $����4B (	� �CB 3

7?���������'$������+3
λ̃j

/'$ � � ��$ �_� �5& I ��� ���_� � � ��� ������+����43�7?��� � � �'&�� � � $ � �CB 3� � ��� ���+34& � � � ���+3:$��������4$�� ���+30/ �	� �	��$��8H ) � &��U� �5&�$��8H
λ̃j = ∞ �

� �5�.� � � � + � & ��� � �����V& � � � ���+3:$����5+,��+ � � �5�;�|&NH ) ��+U���7�|�
H̃φ(rj) = hj , (7)

& �|�x�	�(����$������
hj

� $����;�|�(�434H �	� 3j�	�(����$������	+ � $ � �	���_#�� �_��� ����# � � 3� � �5/ � �.��& ) ��# $ � & ��� ����-��	+ �����;�|�(�	�=^ I �7�	� �_��� B 3 7?�4$]a ��^ I �7�	� �_��� B 3
$ � �Y7?�4$������]a\P ��� Qª�
X ������.7�|��+ � ( �.��������+,��������+ $�������+,��������+L$ � 1 � �5+,&#�	�	+�!

r̃ = r1r
/

r̃ ∈ (1, 1 + δ)
/
δ = (r2−r1)

(r1)

/
Ṽφ = U1V

/
P̃ = ρU2

c p
/
Uc = r1ω1

/
H̃φ =

H0Hφ

/
H̃r = H0Hr

/ & �|�
H0

� #7� ����� � �������R3 �	�(����$������U���8$��G3 I ����� �_��� �
+ � & ��� � � �'&�� $ � �430/ � $����;�|�(�43���+ �R3%& � � � ���+35+ �%��� (	�	� �b&7�(�	� � �������+3 �

) � �	���47Ë����� �@� $��.���7�|� � /'$ � � �#���J�'$��5� ( �.��������+,����� � + ���7�|�3�5+,��� � ���7�
1

Rg

(
V ′′ +

1

r
V ′ − 1

r2
V

)
= −AlHrH

′
φ, (8)

1

Rm

(
H ′′

φ +
1

r
H ′

φ − 1

r2
Hφ

)
= −HrV

′, (9)

dp

dr
=
V 2

r
−Al

d

dr

(
H2

φ

2

)
, (10)

& �|�
Hr = CH

r

/
CH

� �#���J� � � $ � & � � � ���4HY�#���J�'$����
Rg = U1r1

ν

� & �7� 3
� � �	�����	+ ��$�� � � � �N$�� � � � �,��.�� � �CB�� � ���

Rm = U1r1
νm

� + � & ��� � � � �4$�� � � �
�,��.�� � �CB�� � ���

Al =
µH2

0

ρU2
1

� $�� � � � �H�CB 1K�	�����U�����b$�� � � � + � & ��� � � �'&���J�����5�����+30/�$����;� ��� �����434H ) ��� ���'(	� . �	� � � 7Ë�������4#7� ����� � ����� �'&�� + � & ��� �J3
� �'&�� �J�����5�����+3h� #7� ����� � ����� � +,& & �7�|� � �	�����	+ ��$�� � � � +,&U�J�����5�����4HË/��#�
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-��;�|&��������D7Ë�����+3 � � ��� ��+,� � � � �	� �	� 3 �����D7Ë�����4H ���47�BN&������	��������. Y � Z _
Y � Z /���&������	��������� Y �#� Z,� �5& I � � $ �_� �5�!5 � �'&�� ���43 � $����;�|�(�5�����+3 & �����	����� � �
& �7�|� � �	�����	+ ��$�� � � �'&�� �J�����5�����+3 �

) �	�	� �	� �	��� �	����� �O& ��� ����$�������& � � � ���+3%$��������5+ �8H � 1 � �5+,&q!
(
dV

dr
− V

r

) ∣∣∣∣
r=rj

= Rgλj (VTj − V (rj)) , (11)

& �|�
λj =

λ̃j

ρU1

� ( �.��������+,���������K� � 5�1"1K��-������ � �k�	���D7Ë��� &���� �������+3 �
� � �%I � ��� � � � �	� 3 & � � � ���+3 Y b Z / � � � &�� ���7� ��� #���� �+3�� �	� 3 � � � �5+,&#��� 3

� � �����Ë+ � & ��� � �'& �7�|� � �	�����	+ ��$�� � � � .%+ � �|�(�CB	� � . �#���J�'$��%� �+XU�4X � � � � ����/
� �����5+ �'( ����� � +�/7�#���	���47Ë����� �

��l�� l_rWs,l
P /4\ ;_p_mEp	�Ws �2l_��y,n5oqp
���	�;�|��+ ���43w����� � � �_��� � �'(	� �����'$�������. ��������.�����.O�	�51"1���������-������CB 3

����. � $������ � � � � �4$�� � .��5�����
L = d2

dr2
+ 1

r
d
dr

− 1
r2

� �'(	� �����'$��5+b$������.�
a = RgAlCH

/
b = RmCH

� U �'& �J� � � ��� ��+ � Y � Z _ Y � Z $������D$��47Ë� �	� 3 � �5�;�|& 3
H ) �5+ �'( ����� � +�!

 L · V = −a
r

dHφ

dr
, (12)

 L ·Hφ = − b
r

dV

dr
(13)

��& ��� ����$�����+ ��& � � � ���+35+ � Y b Z � Y �	� Z �
�,�D7Ë������� � ) � �	� 3 �=���7�|�

Hφ = Arα, V = Brβ . (14)
X � � ��� �����43+3 � Y ��� Z _ Y � K Z /N$ � �5&�$��5+ �����	��� ��� ���

A [α (α− 1) + α− 1] rα−2 = −aβrβ−2B,

B [β (β − 1) + β − 1] rβ−2 = −bαrα−2A,
� �`I �|� ��� �	����� � &.� � ���5� � � � �G34H ) ��� � 30/������w���7�|� � / � � �CB�� � $����

α = β
/

� �'& �J�
(
α2 − 1

)
A+ aαB = 0, (15)

αbA+
(
α2 − 1

)
B = 0. (16)

� �����R3}��������.����R3 � �|� � � � �|���R3U��� & � ( ������$�� � ���R3 � � ��� ��+ � Y �'� Z _ Y ��� Z

�	� � �_� � � �(�CB	� � �v� �n�5+,��� � ��� � �����������CB	� � �4���D7Ë������� � � �CB�� � $���� ��� 3
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�	��� ��� �	����&#�CH���� � $����;�|�(��� � �(�430/��
�5+,����� � !
(
α2 − 1

)2 − abα2 = 0,
$ � � $������ � �	� � � ( ���������|��� � � � +,&�&������	�������4Hk���436$ � �����#� � �(�5��.

α4 − (2 + ab)α2 + 1 = 0,
�	� ��&.�J�

α2 = 1 +
ab

2
±
√
ab+

a2b2

4
.

�@� �'( � � ���	� ��� � � � $ � + �'& � � �(�CB	��&NH $�������+,������&NH
γ = ab

2

/ � �'& �J�:$���� 3
# � �	�5+U��1 � �5+,&#�5�

(
α2
)
1,2

= 1 + γ ±
√
γ2 + 2γ,

$�����$���+�/��5� & � � ���7�|� � B5/�$ � � (
α2
)
1,2

> 0
����	�;�C3 �U��� ��� + �	� ���������

αp =

√
1 + γ +

√
γ2 + 2γ, αm =

√
1 + γ −

√
γ2 + 2γ,

$����;� ��� �����5+U� � ����� � �5�;�|&NH ) �5+ �'( ����� � +
α1,2 = ±αp

/
α3,4 = ±αm

�� ���.��&#�CB � � � �����D7Ë������� � � ��� ��+,� Y ��� Z _ Y � K Z $��������5+ � � � ���7�W!
V = B1r

αp +B2r
−αp +B3r

αm +B4r
−αm , (17)

Hφ = A1r
αp +A2r

−αp +A3r
αm +A4r

−αm . (18)� $��.���7�|��� � �83��DB�+,� I �|&U� � 5�1"1K��-������ � �	+ �
Aj = kjBj

/ � �	� � ���R3 �
&�$�� � � + �'(	� �����'$�������.

k1 =
aαp

1 − α2
p

, k2 =
aαp

α2
p − 1

, k3 =
aαm

1 − α2
m

, k4 =
aαm

α2
m − 1� � �'&�� /�$ � �

k2 = −k1 = −kp
/
k4 = −k3 = −km

/C$ � �.� � �43�� � $������D$�� � � � B
1 � �5+,&#�5& Y � � Z � ���7�|�

Hφ = kpB1r
αp − kpB2r

−αp + kmB3r
αm − kmB4r

−αm . (19)


���5���N-��(�5� ���	�'( ������� � $����;� ��� ����� � B & ��� ����$������4& � � � ���+3 Y b Z � Y �	� Z

� �5�;�|&NH ) �5+ �'( ����� � +
V ′(1) − V (1) = K1 (1 − V (1)) , (20)

V ′(1 + δ) − V (1 + δ) = K2 (VT2 − V (1 + δ)) , (21)

Hφ(1) = h1, (22)

Hφ(1 + δ) = h2, (23)
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r
�CX �����	�;�|��+U�;�|� � BU��� �'( # � �	�5+ � ����43 $ �_� �5�;�|&NH ) ��# �	��$�� � �5������. �	����� I ������� ���43 $�� � ���.� � �|� � . � � � � �_��� �

V ′ = αpB1r
αp−1 − αpB2r

−αp−1 + αmB3r
αm−1 − αmB4r

−αm−1. (24)

X � � ��� �����43+3 Y �Rb Z / Y �#� Z � Y �RT Z � & ��� ����$�������& � � � ���+3 Y ��� Z _ Y �8K Z /<$ � 3�5&�$��5+ � �5�;�|&NH ) &NH � � ��� ��+,& &������	��������. ���43 � $����;�|�(�5������.Q� � 5�1"1K��-�� 3
��� � � �

Bj

b11B1 + b12B2 + b13B3 + b14B4 = K1, (25)

b21B1 + b22B2 + b23B3 + b24B4 = K2VT2, (26)

b31B1 + b32B2 + b33B3 + b34B4 = h1, (27)

b41B1 + b42B2 + b43B3 + b44B4 = h2, (28)

& �|�
b11 = αp − 1 +K1, b12 = − (αp + 1 −K1) , b13 = αm − 1 +K1,

b14 = −(αm+ 1−K1), b21 = αp(1 + δ)αp−1− (1 + δ)αp +K2(1+ δ)αp ,

b22 = −αp (1 + δ)
−αp−1 − (1 + δ)

−αp +K2 (1 + δ)
−αp ,

b23 = αm (1 + δ)
αm−1 − (1 + δ)

αm +K2 (1 + δ)
αm ,

b24 = −αm (1 + δ)−αm−1 − (1 + δ)−αm +K2 (1 + δ)−αm ,

b31 = kp, b32 = −kp, b33 = km, b34 = −km, b41 = kp (1 + δ)
αp ,

b42 = −kp (1 + δ)
−αp , b43 = km (1 + δ)

αm , b44 = −km (1 + δ)
−αm .
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/
γ
/
VT2

/
K1
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z = x+ iy
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i2 = −1
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Γ = ∂D

� & ��� ����-�� ����& & �
D
�
D = D∪Γ
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A(z), B(z) ∈ Ls(D)
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s > 2
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∂z̄w +A(z)w +B(z)w̄ = 0, (1)
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w = w(z) = u(z)+iv(z)
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ϕ ∈ L1(Γ)
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ϕ = ϕ(eis) ≡

ϕ(s)
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f(I)|I |

∫

I

|ϕ− ϕI | ds = ‖ϕ‖∗,f <∞,
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��	������� � ) �5�;�|&83[P T / � �@� ���]Q / ( &.�|��+ &�� � � ��� � B5/*$ � � 1�&���� 3

-��+3
Φ(z)

/ � ������� � ��$�� � ���R3 �
D
/"$������������5� I � � ���	� ��� &

BMOAf

/�� � ���
Φ(z)

$������������5� I � � ���	� ��� &��C� ���	�
H2
�4�������.��� � � � �(�CB	����� $����;�|�(�CB	����������'$������+3

Φ(eis) ≡ Φ(s)
���

Γ
$������������5� I � � ���	� ��� &

BMOf
�

�����	��
���
��	������� � ��&.�|��+ &�� � � ��� � B5/	$ � � ���D7Ë�������
w(z)

� � ��� ��+,� Y � Z
$������������5� I � � ���	� ��� &

BMOf (A,B)
/,� � ���

w(z) ∈ H2(A,B)
� � &�� ��� 3��� � � � �(�CB	����� $����;�|�(�CB	����� �����'$������+3

w(t)
���

Γ
$������������5� I � � ���	� ��� &

BMOf
�

X ���
A = B ≡ 0

�5+,����+ &�� � � + � �51�����.����	� ���
BMOAf

��� � $����;�|�(�5� 3
���+3 K��

( � ���
f ≡ 1

/ ( &.�|��+ � � $ � �CB�� � ��� � B �'(	� �����'$��������
BMO1 = BMO

�
� � ���

f = ln−1 1
r

/ ( &.�|��+u� � $ � �CB�� � ��� � B �'(	� �����'$������+3
BMOf = LMO

/
‖ · ‖∗,f = ‖ · ‖l

� � $��.���7�|� � /
LMO ⊂ BMO

�
�K�.�	� ��� � � P � _ b / � �����8K]Q /,$ � �

LMO ∩ L∞(Γ)
� ��� B +,&#�CB � �4$�������� � � �

$�� �_��� ��� � ��� ���
BMO

/ � � � � + ��� � �5+ ���CB	� � 7?��� � � � ��+,� �`I � ��� � � 1�&���� 3
-���.0/«&�+,� �`I ����������� � �	� � ������� ��� B����D$��������H�	����.Q��������.�����. � $������ � � ����

BMO
�
BMO

�
F�l�n5y,l�~�p O Y P � Q Z ��� � � 2 �&����� � H∞(A,B)

� � � �3= ���
‖w‖H∞

= sup
z∈D

|w(z)| (2)

��� $ �%�&���'�C9E� � �����#�3��� $ �#��4 = " 
���
�- � �#4 = (;� � ������
��3����� � = G�� 9E�&���C������. 9��
9:
 $ ��� w(eiθ) ≡ w(t)

/
t ∈ Γ

/ 1 �%��D�
�� 
���� $ �#��45�C(;�:�'9E� $ �#��45�A� ��
;�������+�
w(z)

��

Γ

(;�%�
z → t G) �5�;�|&83 P � / � �+T7� / T�� Q / �'(	� �����'$��5+

TDf(z) ≡ Tf(z) = − 1

π

∫∫

D

f(ζ)

ζ − z
dξ dη, f(z) ∈ Lq(D), q > 1. (3)
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�'K

X & ��� B
κ > 0

� -��(� � ��$�� � � � �q) �5�;�|&83 P � / � �	���'K]Q / �'(	� �����'$��5+
Tκf(z) = − 1

π

∫∫

D

(
f(ζ)

ζ − z
+
z2κ+1f(ζ)

1 − ζz

)
dξ dη, ζ = ξ + iη. (4)

��� +,� � �5+�/5$ � �
Re {t−κTκf(t)} = 0

$����
t ∈ Γ

�
U+��� I � ( &.�|��+ ��� ��� + � � ������� � B � �5�;�|&NH ) ��� � $������ � � ���"!

Tnf(z) = − 1

π

∫∫

D

f(ζ)

[
1

ζ − z
− P (z, ζ, z1, . . . , zn)

]
dξ dη, (5)

& �|�
P (z, ζ, z1, . . . , zn) =

=

n∑

k=1

(z − z1) · · · (z − zk−1)(z − zk+1) · · · (z − zn)

(zk − z1) · · · (zk − zk−1)(zk − zk+1) · · · (zk − zn)
· 1

ζ − zk
,

ζ = ξ + iη
/
z1, . . . zn ∈ D

�6$ � $�� ��� � �����(����$���� �

Tκ,nf(z) = − 1

π

∫∫

D

[
f(ζ)

ζ − z
+
z2κ+1f(ζ)

1 − ζz

]
dξ dη−

− 1

π

∫∫

D

2κ+1∑

k=1

P ′
k(z, z1, . . . , z2κ+1)

f(ζ)

ζ − z̄k
dξ dη+

+
1

π

∫∫

D

2κ+1∑

k=1

P ′′
k (z, z1, . . . , z2κ+1)

f(ζ)

ζ − zk
dξ dη,

(6)

& �|�
P ′
k(z, z1, . . . , z2κ+1) =

=
(1 − zz̄1) · · · (1 − zz̄k−1)(1 − zz̄k+1) · · · (1 − zz̄2κ+1)

(z̄k − z̄1) · · · (z̄k − z̄k−1)(z̄k − z̄k+1) · · · (z̄k − z̄2κ+1)
,

P ′′
k (z, z1, . . . , z2κ+1) =

=
(z − z1) · · · (z − zk−1)(z − zk+1) · · · (z − z2κ+1)

(zk − z1) · · · (zk − zk−1)(zk − zk+1) · · · (zk − z2κ+1)
,

ζ = ξ + iη
/
zk, k = 1, 2κ + 1

/ � $�� � ���.� � �CB	�����6$ � $�� ��� � �����(����$������
� � $���� � � � � &����

Γ
/
κ > 0

� -��(� � �"$�� � � � �
��� +,� � �5+�/�$ � �

Tnf(zk) = 0
/
k = 1, n

�
Re{z−κTκ,nf(z)} = 0

$����
z ∈ Γ

�
Tκ,nf(zk) = 0

/
k = 1, 2κ + 1

�
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F�l�n5y,l�~�p � � � � � 2 �&����� � LMO(A,B)
� � � �3= ���

‖w‖LMO =
1

2π

∫

Γ

|w(t)| |dt| + ‖w‖l (7)

��� $ �%�&���'� 9E� � �����#�3��� $ �#��4 = " 
���
�- � �#4 = (;� � ������
��3����� � = G
F�l�n5y,l�~�p � ���B� $ � w(z) ∈ LMO(A,B)

/@� � ��=>���&� =>�&��� � � �#� ��� � )A� 6
���%�

w(z) + T (Aw +Bw̄)(z) = Φ(z), Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt, (8)

� � ����D����+� Φ(z) ∈ LMOA G
�B� $ � Φ(z) 1 (;� � ��� � ��$ �#��
�� 	 ��$%� = � � � ��
�� � ����D����+�0D $ 
���� 
 LMOA

/
� � � �#� ��� � )A�����%� =

(8) � 93� � � ��
;��� � � (;�:�'9E� $ �%�&���'� �:��)A�����%�
w(z)

���3����� 6
=@4

(1)
D $ 
���� 
 LMO(A,B)

� � � �3=:� $ 
 (8)
������
���
�� $ ����
;�&� (

�+� ? �&����6
�+������4 � ) $ ���%� � ��4 � ��� � = � � � ����= " 
���
�- � �#4 - (;� � ������
��3����� LMO(A,B)�
LMOA G
�"k�l mEj ��o|s,l O ���B� $ � w(z) ∈ LMO(A,B)

/�� �
‖T (Aw +Bw̄)(t)‖LMO 6 const ‖w‖LMO, t ∈ Γ, (9)

	,9E�
T (Aw+Bw̄)(t) 1 (;�:�'9E� $ �#��45� � ��
;�������+� (;�%�

z → t ∈ Γ
( � �%��D�
�� 
#6

��� $ �#��4 = (��3����= �#4>��
 2 �����+�
T (Aw + Bw̄)(z)

/�
 D � �3����
��3��
 �%� �&
��#�3���3�
� � w G (

� �,� ? �&����� � ��
������F��
�D��+- (;�:�'9E� $ �#��4 - � ��
;������� � ��= G [8]) G
F�l�n5y,l�~�p � ���B� $ � w(z) ∈ LMO(A,B)

/@� � ��=>���&� =>�&��� � � �#� ��� � )A� 6
���%�

w(z) + Tn(Aw +Bw̄)(z) = Φ(z), (10)� � ����D����+� Φ(z) ∈ LMOA G
�B� $ � Φ(z) 1 (;� � ��� � ��$ �#��
�� 	 ��$%� = � � � ��
�� � ����D����+�0D $ 
���� 
 LMOA

/
� � � �#� ��� � )A�����%� =

(10) � 93� � � ��
;��� � � (;�:�'9E� $ �%�&���'� �:��)A�����%�
w(z)���3����� =@4

(1)
D $ 
���� 
 LMO(A,B)

� � � �3=:� $ 
 (10)
������
���
�� $ ����
#6�&�

(
�+� ? �&�����+������4 � ) $ ���%� � ��4 � ��� � = � � � ����= " 
���
�- � �#4 - (;� � ������
��3�����

LMO(A,B)
�
LMOA G

F�l�n5y,l�~�p��<���B� $ � w(z) ∈ LMO(A,B)
/@� � ��=>���&� =>�&��� � � �#� ��� � )A� 6

���%�
w(z) + Tκ,n(Aw +Bw̄) = Φ(z), (11)
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�_�

	,9E�
Φ(z) ∈ LMOA

� ( � �+��� ����. 9�� ��

Γ

Re
{
t−κw(t)

}
= Re

{
t−κΦ(t)

}
, t ∈ Γ. (12)

�B� $ � Φ(z) ∈ LMOA
/ � � � �#� ��� � )A�����%� =

(11) � 93� � � ��
;��� �F� (;�:�'9E� 6
$ �%�&���'� � ����D����+� w(z) ∈ LMO(A,B)

/ ��9 � � $ �&��� � ����. ? 
�� ��

Γ

��� $%� 6�#��.
(12)

� � � �3=:� $ 
 (11)
������
���
�� $ ����
;�&� (

�+� ? �&�����+������4 � ) $ ���%� � ��4 ���� � = � � � ����= " 
���
�- � �#4 - (;� � ������
��3����� LMO(A,B)
�
LMOA G

����� ����� ����� �	� �
[8]
� � �����#� � � /B$ � ��� � � ����+,� K _ � � $������	�;�������	�"/�� � ���

LMO(A,B)
�
LMOA

�#�	+,����� � B����
H∞(A,B)

�
H∞

�� � �83��.� � 5 � �5+ � & � �	��� I �|�����+3�# � � � ����+ K _ � $�� �_��� ��� � ��� ���
LMO(A,B)

�
LMOA

+ �`I � � �#�	+,����� � B ���
LMO(A,B) ∩ H∞(A,B)�

LMOA ∩H∞
�

9�j u,n|~�nCE'p���l	k,{|rW}�l�j oql mEl_rWsWt

V�l�~�~�p O � �B� $ � w(z) ∈ BMO(A,B) 1 �:��)A�����%�>�;��
��#�%�����+�
(1)

/%� ���=>���&�0=>�&��� � (;�:�'9@����
�� $ �����%� ( �#"#�#"�? ������
�� � � �3=:� $ 
�� � )*�
)

1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)w(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)w(ζ) dζ̄ =





w(z), z ∈ D,
1
2w(z), z ∈ Γ,

0, z /∈ D,

(13)

	,9E�

Ω1(z, ζ) =
1

ζ − z
+O

(
|ζ − z|− 2

s

)
, Ω2(z, ζ) = O

(
|ζ − z|− 2

s

)
, (14)

�#"#�#"�? ������45� �#9���
	� � )*� �;��
��#�%�����+�
(1) [2, c. 179]

/
Ω1(z, ζ),Ω2(z, ζ)∈

Cα, α = s
(s−2)

/�( � D�
 2 9 ��� (%�,�:� =>����� ��� z / ζ (;�%�
z 6= ζ G

����� ����� ����� � � X ���
A = B ≡ 0 Ω1(z, ζ) = 1

ζ−z

/
Ω2(z, ζ) ≡ 0� 1 � �5+,&#�	� Y � K Z $����.�	��� ) � � �	� 3}��1 � �5+,&#�5& � � 7?�Q���43 &�� � � + � �51�����#

1�&�����-���. �
V�l�~�~�p � P � Q � �B� $ � w(z) ∈ BMO(A,B) 1 �:��)A�����%�>�;��
��#�%�����+�

(1)
/

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt, (15)
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� �

w(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)Φ(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)Φ(ζ) dζ̄ ≡ K Φ(z). (16)

� " ��
���� � /+�&� $ � Φ(z) 1 	 ��$%� = � � � ��
��C�
D � ����D����+�AD $ 
���� 
 BMOA

/
� � (16) 1 �:��)A�����%�5�;��
��#�%�����+�

(1)
D $ 
���� 
 BMO(A,B)

�F��=>���&�A=>�&��� �(;�:�'9@����
�� $ �����%� (15) G
V�l�~�~�p � � � (%�,��
�� � � K

�&����� �%��(;�:�,�%4B�#��4 � � (%�,��
�� � � ���
LMO

�
LMO(A,B) G

C
X ������# � �C3Q� Y �Rb Z � $����;�|�(�5&	$����

z → t ∈ Γ
$ � ���.��� � � � �(�CB	����+

$�& � 35+�/4$ � �5&�$��5+:P � Q
w(t) = ±ϕ(t) + K ϕ(t).

U+���O����� � ��� & &#�43�������.O��� � � & �����CB	����. � $������ � � � � 37�|� � + � � 7?� ���� � � & �����CB	����. � $������ � � � � 37�|� � + ���"� �	� (	� . �_���'( ����� �_��� B'H �'& ��� ����$�������
LMO

P � / �#�]Q / �	�	� H��J� � ��� Y �DT Z $ � �5&�$�� ��+ & � �	��� I �|�������K�5��+�+,� �
B

\ n5�0p+;_p���l	k,{qj ��oqp�n|j r,n5o|rW}O* y,lG;	��k,{��_p���n5o

C ����� ��� ��� ��
	��
��
� � � � � �	����� � � U � /,$ � �[Y b Z 3����43�� �	� 3 � � �5+ � .
���

LMO(A,B)
� � $��.���7�|� � �

22� �`I � ��� � �
LMO

� � � �5+ � .

‖ϕ‖LMO =
1

2π
‖ϕ‖L1(Γ) + ‖ϕ‖l

3����43�� �	� 3 ( � ���J# � �	��+	$�� �_��� ��� � ��� � � + P � Qª�
X & ��� B {wn(z)}∞n=1

� 1�&��7�J�	+,��� � ���CB	���R3 $ �_� �5�;� � ��� � �(�CB	� �_��� BH��� � � 3
+,� Y b Z ���D7Ë������.�&������	�������+3 Y � Z � �¨� � $ �_� �5�;� � ��� � �(�CB	� �_��� B � # � �	� �	� 3V����� 3
� � +,����� � �	��& � ���

D
�%���D7Ë�����4H

w(z)
&������	�������+3 Y � Z P � Q !

w(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)ϕ(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)ϕ(ζ) dζ ≡ K ϕ(z), (17)

& �|�
ϕ(ζ) = lim

n→∞
wn(ζ)

/
ζ ∈ Γ

�+$����;�|�(�6$ � ���5+ � � �	� 3 �U� � �5+,�
LMO

�
Ω1
�

Ω2
� 37�|���U&������	�������+3 Y � Z P � / � �0�Rb��]Qª�
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�Nb

U+��� �����
ϕ(ζ) ∈LMO⊂L2(Γ)

/01�&�����-��+3
w(z) = K ϕ(z)∈H2(A,B)� � ���	�	� �	� �	��� ����� � ��� ��� & I �|�����+35+ � � � �����#� � �(�CB ��� ��� � � � ����+,� � ���\P � Q

ϕ(ζ)
� ���.��� � � � �(�CB	����� $����;�|�(�CB	�����K�����'$������+3�1�&�����-����

w(z)
���

Γ
�

� � ���0/ ‖w(z) − wn(z)‖LMO → 0
�
B

C ����� ��� ��� ��
	��
��
� � � � � �	����� � � � � �	��� I �|������� � � � ����+,�Q� � �5&�$�� �
BMO

� � �����#� � � ��P � Qª�
( � ���

w(z) ∈ LMO(A,B)
/	��� �'& ��� ����$������ �_��� � ��� � � & �����	� � �4$��N� � 3

7?� �
LMO

Y�� + � �5��+�+,& K Z �5+,����+
Φ(z) ∈ LMOA

�
‖Φ‖LMO 6 const ‖w‖LMO, (18)

& �|�K� � � ��� � � � � �	�
w

���K�#����� � � � �
( � ���

Φ(z)
� $�� � ���.� � �CB	���R3�1�&�����-��+3
���

LMOA
/���� Y ��� Z �
�5��+�+,� K
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,
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& �|�
u(r)
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√
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A = (xj − xj−1)

2
+ (yj − yj−1)

2
,

B = (xj − xj−1) (xj−1 − x) + (yj − yj−1) (yj−1 − y) ,

C = (xj − x)
2

+ (yj − y)
2
,

r =

√
(xj − x)2 + (yj − y)2.
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σj
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N∑

j=1

(
D

1 − C0
ψj( � i) + µp,kϕj( � i)

)
σj =

= t( � i)
dC

dT
− D

1 − C0

∂U0( � i)

∂n
− µp,kU0( � i), i = 1, N

(8)
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t( � i) −

dT
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U( � i)
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+ ���'( � � $���$�� � B5� � +�1 � � � � � � � ��+�$������ � &���� � � ���_��� � 3������ ��� � $�� �`X � 5 � � +,&� � ��������� � � �#���J�'$������ � $�� � � � ��+�$������ � &���� �'&�� $ � �43 �'( &7��� ��$ � �	���_#�� �_��� �
��� � $�� $����k� � �;�|��. ��� ����� ��� ����# �����.����# � ��+�$������ � &�� � 2 � �|�(�CB �'( &7���
$����;� ��� �����43�� �	� 3}����� & � � +,� � ����$�� � ����. �'(�� �.� � / ���_��� �����5��������.}���:$�� �_�B3����#*/�-��������7�|����$�� � ����# � � 1�������$�� � ����#4+,� �'&��_� � � .�����# $������ � � �Ë�����(����$ 3
����#%+ � � ��������� � � �

� � �CB'7?��� ��� � � $����5+,���+3���+,��#w+ � � ��������� � � �	$������ � + $���� ( ��� I �������
+ �`I � �Ë� $�� � � � B
��� �	� � � $�����+ �0/7� �#����� � �5+ �_��� B ��#�� � 5�1"1K��-������ � � � � �D$ 3� � $�� � � � �|� �_��� �

λ
�	�2� ��+�$������ � &���� + �`I � � �8$4$�� � � � �5+ ��� � ��� � B ��������. 3

� � .�1�&�����-�����.
λ = λ0(1 + β∆T ) (∆T = T − T0),

& �|�
λ0

� � � 5�1"1K��-������ �2� �D$�� � $�� � � � �|� �_��� �0$���� � ��+�$������ � &����
T = T0

/
β

� � � 5�1"1K��-������ � $�� � $ � ��-�� � �����CB	� �_��� �0/ � $����;�|�(�43���+,��.U���:5.� � $������ 3
+,��� � � ��¿��� ��� � 3 ) ��.4��� (	�	� �5����&�$�� � �	� 34��� ��� � -�� � ��� ������.:$�� � -�� ����� �D$�� �	�'( 3
+,����� � � � ��� ��+,��^ ��� � $�� 3ª�'( &7�'B 3ª� ����& I �8H ) �R3 � ���;�J�4a � &�$�� � � + ��������. 3
� � . �#����� � �5+ �_��� � � � 5�1"1K��-������ � � � � �D$�� � $�� � � � �|� �_��� � �'( &7��� �	��� ��+�$�� 3
��� � &���� � � � ��� + �	� ���5+�+,� �'&��_� � � .�����. $�� �_� ����.�$������ � �����#� �'( &7��� � X & ��� B
T̂i(xi, t)

� � ��+�$������ � &����
i
3 &���� � � 36$������ � ��/

T̂c
� � ��+�$������ � &���� � ����& I � 3

H ) ��. � ���;�|�"/
Ti(xi, t) = T̂i(xi, t) − T̂c

� �	� � �_� � � �(�CB	���R3 � ��+�$������ � &����
i
3 &��%� � � 3 $������ � ��/

i = 1, . . . , n
�W) � ��� ��+ �%&������	��������. � �D$�� � $�� � � � �|� �_��� �
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�'( +,������/7�5+,��� �N� �5�;�|&NH ) ��. ���7�

ci(Ti)ρi(Ti)
∂Ti
∂t

=
∂

∂xi

(
λi(Ti)

∂Ti
∂xi

)
,

i = 1, . . . , n, li−1 < xi < li,

(1)

& �|�
ci

� &.�|�(�CB	���R3 � �D$�� � ��+ � �_��� B4+ � � ���������	��/
ρi

� $�� �	� � �_��� B4+ � � ����� 3���	��/
λi

� � � 5�1"1K��-������ � � �D$�� � $�� � � � �|� �_��� �0/
li−1

/
li

� & ��� ����-��
i
3 &��

� � � 3 �
�0��� ����$������"& � � � ���+30!
� �	��& � �������+3+3 $ � �	���_#�� �_��� B�$������ � �@+ � � ��������� � �@��� & ���.��� � �	� 3 � �D$�� � 3�	��+ $ �	� � � � + ��� � $���$�� �	� � �_��� �

q :

λ1(T1)
∂T1
∂x1

(0, t) + q(t) = 0; (2)

� ���?�	���D7Ë����.%$ � �	���_#�� �_��� � �'( &7����$�� � � � # � �	� �Ë� �D$�� �	�'( +,��� �@� ����& 3
I �8H ) ��. � ���;� � .%$ � �#��� � ��&4� B'H � � ���

λn(Tn)
∂Tn
∂xn

(ln, t) + αTn(ln, t) = 0; (3)

� +,� I �|& � � � 35+ �%�����#� �'( &7���:$����;�Y$ � �	� & � � �	� 3 �7�|�#���CB	����. � � � � ��� � /� �	� � ����. �	����� I � � �	� 34& � � � ���+35+ � ��� $��G3 I �����+3%��� ��� �H���J#
Ti−1(li−1, t) = Ti(li−1, t), i = 2, . . . , n, (4)

λi−1(Ti−1)
∂Ti−1

∂xi−1
(li−1, t) = λi(Ti)

∂Ti
∂xi

(li−1, t), i = 2, . . . , n. (5)

� �'$����CB	�����@& � � � ���+3
Ti(xi, 0) = fi(xi). (6)

��&.�|��+@$����;�Y$ � �	� & � � B5/_$ � �
λi(Ti)

��������.�� � �#����� � � �Ë�	�V� ��+�$������ � &����
λi = λ0i(1 + βiTi), (7)

& �|�
λ0i

� � � 5�1"1K��-������ ��� �D$�� � $�� � � � �|� �_��� �
i
3 &��V� � � 3O$���� � ��+�$������ � &����

� ����& I �8H ) ��. � ���;�|� �,) � ��� ��+ � Y � Z $��������D$ �_��� � 3���� � +
λi

���(��������.����R30/���43�����&N$�� �') �����+3�+ �`I � � $����5+,����� � B�$���� �'( ����� � ��� �����@�K���_# &�� 1 �

θi =
1

λ0i

Ti∫

0

λi(Ti)dTi = Ti +
βi
2
T 2
i .
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∂θi
∂t

= ai(θi)
∂2θi
∂x2i

. (8)

��� +,� � �5+�/ $ � � ���43�+,� �'& ��#V+,� � ����� � �5� � �D$�� � �#� ) � � ����#Ë+ � � ��������� � �
� ��+�$������ � &�� � $�� � � � �|� �_��� B

ai
��� �#����� � � � �	� � ��+�$������ � &����"/ �0$ � 5 � � +,&

( &.�|��+ � $�� � � � B����5���43 ��� I � �'&��U� � � 3%$ �_��� � 3���� � . �
����� �.�	���%& � � � ���+3=$ �_� �5�6$���� �'( ����� � ��� ���+3 �K���_# &�� 1 � ( &.�|& � �5+,� � B���7�

λ01
∂θ1
∂x1

(0, t) + q(t) = 0, (9)

λ0n
∂θn
∂xn

(ln, t) + α

√
1 + 2βnθn(ln, t) − 1

βn
= 0, (10)

√
1 + 2βi−1θi−1(li−1, t) − 1

βi−1
=

√
1 + 2βiθi(li−1, t) − 1

βi
, (11)

λ0i−1
∂θi−1

∂xi−1
(li−1, t) = λ0i

∂θi
∂xi

(li−1, t). (12)

� � ���5& � �'&�� /�$ � �
βnθn(ln, t)

( �����.� � � � / � � � Y �#� Z + �`I � � � $�� � � � B
√

1+2βnθn(ln,t)−1

βn
≈ θn(ln, t)

�������	��� ��� � �	Y �#� Z $����5+,� � ��������.�����. ���7�
λ0n

∂θn
∂xn

(ln, t) + α θn(ln, t) = 0. (13)

�������.�
R(T )

�'(	� �����'$��5+ � &�+�+ � ��� � � � �D$�� � � � � ��� $�� �	� �����5������� $������ � �
$���� � ��+�$������ � &����

T

R(T ) =

n∑

i=1

li − li−1

λi(T )
.

U �'& �J� 5.�����������5��� � ����. � � 5�1"1K��-������ ��� �D$�� � $�� � � � �|� �_��� � � � � &�� $������ � �
λ(T ) =

ln
R(T )

.

� � $ � �CB���&83�1 � �5+,&#�5&�U0��.�� � ����/R$ � �5&�$��5+
λ(T ) = λ0 +β0T+O(T 2) ≈

λ0(1+βT )
/ & �|�

λ0
� 5.�����������5��� � ����. � � 5�1"1K��-������ �@� �D$�� � $�� � � � �|� �_��� �

$���� � ��+�$������ � &���� � ����& I �8H ) ��. � ���;�|�"/
β

� � ���;�|����� �����'$�������� � � 5�1 3
1K��-������ � � �

βi
� �w�J���CB	����.47Ë��+ �%1 � �5+,&#�	�J# Y b Z!( &.�|��+ � $�� � � � B

βi = β
/

$ � � �J� � � � � ��+ �`I � �_��� B
�#�	+,����� � B Y �	� Z ���?��������.������"& � � � ���+3
θi−1(li−1, t) = θi(li−1, t). (14)
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+ � Y � Z,� ����� �.�	��+ ��& � � � ���+35+ � Y � Z / Y ��� Z _ Y �DT Z �U���'$����CB	����+ ��& � � � ���+35+ �

θi(xi, 0) = fi(xi) +
βf2

i (xi)

2
. (15)

�,�D7Ë�������:5 � � . ����� �.� � .Q�#���J�'$�� ���J# � �	� �	� 3 +,� � � � � + �V&��4B	� � ���7�|�
�G37�J�

θi(xi, t) = Ai(t)xi +Bi(t) +

∞∑

k=1

Ck(t)Mik sin

(
µkxi√
ai

+ ϕik

)
,

i = 1, . . . , n.

(16)

� �|� � B
An(t) =

−q(t)
λ0n

, Bn(t) = q(t)

(
1

α
+

ln
λ0n

)
, Ai(t) =

−q(t)
λ0i

,

Bi(t) = q(t)

(
1

α
+

ln
λ0n

+

n−1∑

k=i

lk

(
1

λ0k
− 1

λ0,k+1

))
, i = 1, . . . , n− 1.

( � ���
q(t) ∈ C([0;∞)) ∩ C1((0;∞))

�
fi(xi) ∈ L2([li−1; li])

/ � � 1 � �5+,& 3�	� Y ��� Z �J� � � ���D7Ë������� �#���J�'$�� Y � Z / Y � Z / Y ��� Z _ Y �'� Z � ���7�|�4�G37�J��/ � # � �C3 3
) � &��_� 3k�

L2([li−1; li])
�����	� � +,����� � $ �

t ∈ [0;M ]
�
M > 0

P � Qª��) � �B3
� ��+ � ���'(_��� �	��������# 1�&�����-���. ���	�	� �	� �	��� �	&NH ) ��. � �|� � � � �|� � .[�#���J�'$��
{Mik sin(µkxi√

ai
+ϕik)}i=1,...,n, k∈N

/'3����43�� �	� 3�$ � �5� � . � � � �'&�� �����CB	� � . � � 3
��� ��+ � . �

L2([0; ln])
P � Q / ���'(_��� �	����������$�� � �	�

µk

���J# � �C3 �	� 3 � ��� I �K����� �
��� (	�	� ��P K]Q ��� � � ��� ��+,� &������	��������. � U �'& �J�

Ti(xi, t) =

√
1 + 2βθi − 1

β

�J� � � $���� ( ��� I ����� � �"���D7Ë�������K�#���J�'$�� Y � Z _ Y � Z �

 �43 �8$�� �'( � -�����+ � �|�(��� ( �3�6$�� � �	�;�|�����G37�#5.� � $������5+,��� � � � � �w����� 3

+ � � ��$�� � � � .?���	+,������� ��� �5�;� � ������� � B � ���U+ � �|�(���
�.�5+,����. �'( &7��� $���� � ��+ 3
$������ � &���� −5◦ / −10◦ / −15◦C

� � � I �|���%$+3 � B + ����& ��� ���5+ ����� � B0$ � ��� 3�#� ���+3 � ��+�$������ � &����]� �`I � � $�� �	� � �_��� B � �D$�� � � �'&�� $ �	� � ���4�����(����$�����#
&�$�� ��� � � � ��� � $�� �«) �|��& &�� . ��� � � � ���"/ ( �3��� $�� � �	�;�|��������� � $�� � � ����+,� 3
�������+3�� � �	����+,����� � ��+�$������ � &����k� �`I � ��� � $�� � $ � + �') B'H�$ �_��� � � ����� � .
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 �43 �����CH ��� ��� -����6$������	�;�|��+�$����5+,������� � $�� � �
����+,���������+3 � ��+�$������ 3
� &���� � �_��� $�� � . $�� ��� � ��� � $�� �	� �	����+,�����=$���� � � �;�|��. ��� ����� ��� �'( &7�'B
�����.����# � ��+�$������ � &�� � � ��� �5�;� � �����	� � B�+ � �|�(�CB �'( &7���0/��	���_# � �	� � � � . ��� 3
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?BG�HBL'>PX�>F;'="HB?B798J>FO'AFG�HB=��"G�>PX�K'>FLJ:<GBC�L'\

−10◦C
h�e-; 8 :<;';'\0>¨G�>PX�K'>FLJ:<GBC�L'\�^JK'?<Y

I'C� '>F;';'\0>�MFR�AFK'>FL'=JX�>F;'GB:ZIJ[B;'\«X%K�C�G�>PX
�
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K�IJ?BG�;'?BAFG�=�G�>FK�IJ?BHB?BTF?�K'?BG�?BR�:
q(t) = −0, 059t2 + 3, 33t + 114

HBG�H<X
2
h
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q(t) = −0, 059t2 + 3, 33t+ 114
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( ��� ��� ����� -���� Z � U �'& �J�N��� � $����;�|�(�5�������Ë$�� ��� � � �5�;�|&	� � ���'$�� � B � $������ � .�	� � -��4$��������n� � � ( ����-��	/��5+,�DH ) ��. �����5+,���4B'7Ë&NH ^'������+,����� �_��� BCa'/ � � � �����&�$�� ��+,&NH �
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Si

�
Bj

�
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∂2w

∂t2
+ F1(t)ε± + F2(t)ε2 = a2

∂2w

∂x2
, (1)
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∣∣∣
x=0

+ F1(t)ε± + F2(t)ε2 =
EF

m

∂w

∂x

∣∣∣
x=0

,

w
∣∣
t=0

= Φ11(x),
∂w

∂t

∣∣∣
t=0

= Φ22(x),

w
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x=`(t)

= 0, (2)

`(t) = `0 + `1(t)ε±, `1(t) =

t∫

0

ψ(τ) dτ. (3)

� �|� � B
w(x, t) = ξ(t) − x− u(x, t) − 1

2

ρg

E

[
`2(t) − x2

]
−
(mg
EF

+ 1
) [
`(t) − x

]
,

u(x, t)
� � +,� ) ������� � ��$������+3

x
� � �_� � �2+ � +,��� � �	����+,�����

t
�
ρ
/
F
/
E

�
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t
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ξ(t)
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ε±ψ(t)
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ε± = ε > 0
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ε± = −ε < 0
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ε = V∗

a

/
V∗
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√
E
ρ
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a � V∗
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ε < 1
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F1(t)
/
F2(t)

/
Φ11(x)

/
Φ22(x)
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�4�G37�
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wk(x, t)εk.
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xi(tj) = ihj

/ & �|�
tj = j∆t

/
∆t

� 7
� & ��� � � & ��� 3
� � ��� ���+3�$ � �	����+,�����0/

j
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i = 0, 1, . . . , N
/
hj =

`(tj)
N
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� �,
 �43 � �����	�������+3U� � �5+�$ � �	� ��$�� � � �'&�� � $�� � �5����� �'&�� ��� � � & ����� � ��� 3
���+36$�� � �	�;�|����� ��� � $�� � ��$���� � �5�;�|&NH ) ��# �����'$������+3�#�$�� ���	+,� � � � �5!

F = 4,41 · 10−6π
+ 2, E = 1011 �q�J+

, ρ = 5197
� & �J+ 3, (4)

`0 = 50
+
, ϕ1(x) =

g

E

(ρ
2
x2 +

m

F
x
)
, ϕ2(x) = 0,

d`

dt
= Kt.
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F =




f1,1 f1,2 . . . f1,n
f2,1 f2,2 . . . f2,n��� ��� � � � ���
fN,1 fN,2 . . . fN,n


 =




F1

F2���
FN


 . (1)
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���_��� �����434H ) ��#

Fj [i] = Fdj [i] + εj [i].
� �|� � B

Fdj [i]
� �|� � ���5+ ������� � ��� �����R3 ���_��� �����434H ) �R3�$�� � -�� ��� �}��� 3

+,���������+3�$�������+,����� � . � � �	����+,�����0/H�#����� � 3 ) �R3 �	� ��� (	� �CB'7 �'&�� $�� � �	��	���D7Ë����# Yd� ��+�$������ � &�����/J����� � �(�CB	� �_��� B � �	� � � �'&�� �	����+,����� � & � � �0/J�|���4B
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�	�	� �5� I ����� � B
� � �����CB	�����C����+,���������+3 � � & �����	����������������#%+ � � 7 � � ( �J# �
O � ��y,p���r,n|~�p�j ���_p4?5rW}O� p�r,p�k,s�;C� U0���5+ ����^������ � � � + � � 7 � � ( ����.� ���������'aU�'$������	��� ( �3�k���	�;�|��� )�� 2 �����	�U� �#� � � & � P � Qª� � � � �'&�� �����CB 3

����+ ����� � � � + � � 7 � � ( ����+ �����(� �`I ��������+�$�� �_��� ��� � ��� ���
L2(R)

�������H��� 3
� �	� 3@$ �_� �5�;� � ��� � �(�CB	� �_��� B �#�	+ ����& � ��#*/+��� �`I ��������# �|��& & � �|��& & �6$ � � 3
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Pj (f) =
∑

k∈Z
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∑
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• � �_����� � ������������� ��+21�&�����-��4H

f(x)
/�� � $ � �CB���&830/�� � ��+ �`I � � ����+,������� 3

�����	/�� � 5�1"1K��-������ � �b�����(� �`I �����+30!
f (x) ≈

∑

k∈Z

a−N,kϕ−N,k (x)+

+
∑

k∈Z

d−N,kψ−N,k (x) + . . .+
∑

k∈Z

d−1,kψ−1,k (x).

���5& ( �����N�����(� �`I �����+3
N
�	� ( ����� � �	� 3 � � # � �C3 ��� �_���'( ����� �_��� ��. � � � 3����� � � �'&���� � & �����	��/+$ � ���5� I � ) � &�� � ����������& �

�K� 1 � �5+,&#� Y � Z � Y K Z2� �5�;�|&	� � /�$ � � �	��$�� � �5�������}� � 5�1"1K��-������ � � ��	��.����5� �J3 �����(� �`I �����+3"1�&�����-����
f(x)

� ��� ( &	� � �	��$�� � �5�����+3 (	� �CB'7 �'&�� � � 3����$�� ��� ���
��� � � & ����� � � � ��� �'( # � �	�5+ � . � � $�� �_��� B'H �q) �5�;�|&	� �U� ��� I �"&�$�� 3
� �H��� � B5/W$ � � $���� (	� �CB'7 � +b&�� � �	���4���������D7Ë�����+3

j
� �_� � � �(��� 1�&�����-���.

ϕj,k(x)
�
ψj,k(x)

��� � � � �83 �	� 3Ë+ ���5��+ ��$ � �G37�	���
1/2j � 
 �43Ë���D7Ë�����+3�5 � � .�#���J�'$�� )�� 2 �����	��P � Q $����;��� �`I ��� ��� &�� ��� � + ( � ��� � �'&�� �	��.����5� �J3 $���� �'( ��� 3� � ��� ���+3 Y ��� � �����|����.
��� &�� ��� � + Z /8$ � �.� � �434H ) ��. �	��$�� � �43 � BK� � 5�1"1K��-�� 3

��� � � �	��.����5� �J3 �����(� �`I �����+3 ( �.�?��� � � & ����� � ��� ���+30/J� � $ � �CB���&83 ��� & � ( ����� 3
$�� � ����� � $������ -�������� �_� � � �	� � �	��� � ��� �

� �:.�k�E	n5yWsW��~ ?5}�j ��y,nCE	n oqlG�Wo5k�l_���ZuWy,l�nY?5y,p+;_n5oqp�rWsWt"� X ���;�Y$ � 3� �`I �5+�/@$ � � +,�_����� ��+������(� �`I ������� 1�&�����-����
f(x)

���43v���.� �	� � � �'&��
&�� � �	�+3����������D7Ë�����+3

j
/ � � � � ����� ��+ � � 5�1"1K��-������ � �

cA0 = {aj,k}
��X � 3�5&�$��5+�1 � �5+,&#�5�]���43}�	��$�� � �5�����+3}� � 5�1"1K��-������ � � �

cA1 = {aj−1,k}
�

cD1 = {dj−1,k}
� 
 �43@5 � �'&�� �	�������.�5+ ( ���.� � �����N1�&�����-����

ϕj−1,k(x)
�

ψj−1,k(x)
$������.� ( ���.� � �����"1�&�����-����

ϕj,k(x)
$�� �_��� ��� � ��� ���

Vj
!

ϕj−1,k (x) =
∑

n

hnϕj,2k+n (x) , ψj−1,k (x) =
∑

n

gnϕj,2k+n (x) ,

& �|� {hn}n∈Z

� {gn}n∈Z
� �5+�$�&#�CB � �����@1�&�����-���� �	� ���������K�	� � ����� � ����#

1K���CB � � � �
H(ω)

�
G(ω)

P � Qª� U �'& �J� $ � �5&�$�� ��+�!
aj−1,k =

(
f, ϕj−1,k

)
=
(
f,
∑

n

hnϕj,2k+n

)
=

=

∫

R

f (x)
∑

n

hnϕj,2k+n (x) dx =
∑

n

∫

R

f (x)hnϕj,2k+n (x) dx =

=
∑

n

hn

∫

R

f (x)ϕj,2k+n (x) dx =
∑

n

hnaj,2k+n.
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X � � � � �C3 � ����� �'& ��$������V��� ��� & I �|�����+30/C$ � �5&�$�� ��+¿1 � �5+,&#�5&����43 �	��$�� �B3�5�����+3 � � 5�1"1K��-������ � � �

cD1 = {dj−1,k}
!

dj−1,k = (f, ψj−1,k) =
(
f,
∑

n

gnϕj,2k+n

)
=
∑

n

gnaj,2k+n.

� � �5&�$�� �K�	� ) � ��� �	��������# �5+�$�&#�CB � ����#�1�&�����-���. �	� ��������� $ � �5&�$�� ��+�!
aj−1,k =

∑

n

hnaj,2k+n, dj−1,k =
∑

n

gnaj,2k+n.

X & ��� B
H̃(ω)

�
G̃(ω)

�����������CB	������1K���CB � ��� � �5+�$�&#�CB � ����+ �U1�&�����-�� 3
35+ � �	� ���������

h̃n = h−n

/
g̃n = g−n

� U �'& �J� � � 5�1"1K��-������ � �b�����(� �`I �����+3
cA1 = {aj−1,k}

�
cD1 = {dj−1,k}

�	��$�� � �434H �	� 3}� ���7�|� � �	��� � ��� + � �B3
� �����

cA0 = {aj,k}
$������ � ���'$����CB	����#Q� � 5�1"1K��-������ � � � � �����������CB	����+ �

1K���CB � ���	+ �
h̃n
�
g̃n
� � � $����J#

2k
!

aj−1,k =
∑

n

h̃naj,2k−n, dj−1,k =
∑

n

g̃naj,2k−n.

X �_� �5�;�|�����&�	����� I �����+3U�����	� �_� ���CB	��� �	��$�� � �5�����4H � �	��� � ���=� � � � ��#
� � $����J#*/������2$�� � ����#*/ � ��� �2����$�� � ����#*/ � $ �_� �5�;�|&NH ) �5+ &.�J���5��������+ � � 3
5�1"1K��-������ � � �

aj−1,k
/ & �|�

k
� ����$�� � � � � �

� �8$����5+,���0/��#���J���	�5+ � 3 ��� (	� � � + � � 5�1"1K��-������ � � � {hn}
1K���CB � ���

+ � � 7 � � ( ����&NH ) ��.w1�&�����-���� 
 �'( �D7?� � $ � �G37�	����!
h0 = 0, 4830

�
h1 =

0, 8365
�
h2 = 0, 2241

�
h3 = −0, 1294

� U �'& �J�0$ � �5&�$�� ��+�!
h̃0 = 0, 4830

�

h̃−1 = 0, 8365
�
h̃−2 = 0, 2241

�
h̃−3 = −0, 1294

�����$�� � �5�����������'$����CB	����# � � 5�1"1K��-������ � � �
cA0 = {aj,k}

� ���7�|� ��� 3
� � & ����� � �

aj,k =
∫
R
f(x)ϕj,k(x) dx

3����43�� �	� 3 � ��&.� � ��+ � � . �#���J�'$���.���+ � 3
I � � ��� �'( � � $���$�� � BU��� �'( # � �	�5+ � . � � $�� �_��� �6$���� (	� �CB'7?��#=�����'$������+3�#

j
�

) & ) � ��� �	&	� � ��� � � � �CB�� � +,� � � � � � � $����;�|�(�5�����+3 ���'$����CB	����# � � 5�1"1K��-�� 3
��� � � � � � �|����� � /7� � �5&�$�� �	/7� �'& �J�?� ���������.����&	��+ �R3%1�&�����-��+3 �#���J� ����+ � �B3
� ��� � +k�����'$�������.

f [n]
/
n ∈ Z

/�� ���'$�� ��� �	�����'$����CB	����# � � 5�1"1K��-������ � � �
$�� �') �=� � � &�� ��� 3 � B � �	+ �}�����'$������+3 1�&�����-����0/ � � � �

aj,k = f [k]
� U+��� � .

$ � �5# � �6$����5+,���+3�� �	� 3 � A ����� � � � ������� � � � � � ��� ����� �
� � Pvp���yWsW�Wr,p�t�;_p�uWs,j {�?5}�j ��y,nCE	n oqlG�Wo5k�l_� uWy,l�nY?5y,p+;_n5oqp�rWsWt"�

X & ��� B
F = (f1, f2, f3, . . . , fN)T

� � � & �����«/<$ � ���5� I � ) ��. �	��.����5� � � ��� 3������& � U �'& �J� �	�.� � � � 39��� � � ( ��- � � 5�1"1K��-������ � � ��$��G35+ �'&�� �	��.����5� � $���� �'( 3
����� � ��� ���+3 � $����;�|�(�43�� �	� 3 ������+ � � ����$�� � � $�� � ���.�	�;�|�������

C = W · F �
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2 � � ����-�� �	��.����5� � $���� �'( ����� � ��� ���+3

W
�5+,��� �N� �5�;�|&NH ) &NH ( � � $���&NH

��� ��&7� � &���&
W =((MAL), (MDL), (MDL−1), · · · , (MD2), (MD1))T ,

& �|�
MAL

� + � � ����-�� ������+,����� �_��� � N
2L × N

/ � �5& I � ) �R3 ���43 �	��$�� � �5�����+3� � 5�1"1K��-������ � � �=�8$4$�� � � � �5+ � -����%&�� � �	�+3
L
/
N

� ��������� � � & �����	��/4$ � � 3�5� I � ) � &�� �����(� �`I �����4H �
MDj

� + � � ����-�� ���43 �	��$�� � �5�����+3 � � 5�1"1K� 3
-������ � � �K�|� � �������#� -����U&�� � �	����.

j = 1, L
/��5+,�DH ) ����������+,����� �_��� � N

2j ×N���	�	� �	� �	��� �	����� � �
� � ��� + �	� ���5+�1 � �5+ ��� � ��� ������+ � � ����-��

MAL
��) �'& �	� � � � ��� � �����|� � +,&��� &�� ��� � +,&#2 �����	��/J� � 5�1"1K��-������ � �]�8$4$�� � � � �5+ � -�����&�� � �	�+3

L
�	��$�� �B3�434H �	� 3
$����
$ � + �') � � $������ -���� � �	��� � ��� � � 5�1"1K��-������ � � �=�8$4$�� � � � �5+ � 3

-����Ë&�� � �	�+3
L−1

� �5+�$�&#�CB � � � .�1�&�����-�����. �	� ���������
h̃n

/�� � 5�1"1K��-������ � �
&�� � �	�+3

L − 1
�	��$�� � �434H �	� 30$ � � � 5�1"1K��-������ � �	+w&�� � �	�+3

L − 2
� � � � �

� � 5�1"1K��-������ � � &�� � �	�+3 � �	��$�� � �434H �	� 3%$ � � � 5�1"1K��-������ � �	+ &�� � �	�+3 ������ Y ����� ( �3� � $������+3 � � ��� ����� Z $ �U�	�	� $�� � �	+ � � & �����	�
F
� U �'& �J�U+ � � ��� 3

-�� N
2 ×N

���43 �	��$�� � �5�����+3 � � 5�1"1K��-������ � � �?�8$4$�� � � � �5+ � -����4&�� � �	�+3 ��5+,��� � ���7�

TA1 =




afilter1,1
afilter1,3

· · ·
afilter1,N−1


 ,

& �|�
afilter1,i

� ��� � � ����/ ��� �|��� I � ) �R3 1�&�����-��4H �	� ���������
h̃n

/@���43O�	� 3
$�� � �5�����+3 � � 5�1"1K��-������ � � �8$4$�� � � � �5+ � -����

a1,i
/ � � � � ���43 �	��$�� � �5�����+3

� �	��� � ���=� � � $����
fi
Y����'& �	� � � � ( � ��� � � +,& ��� &�� ��� � +,& �	��$�� � �5�����+3=� � 5�1 3

1K��-������ � � � Z /
i = 2k + 1

/
k = 0, N2 − 1

�
� �8$����5+,���0/

afilter1,3 = (0 0 h̃0 h̃−1 h̃−2 h̃−3 0 . . . 0)︸ ︷︷ ︸
N

�

� (	�'(') �R3�$������	�;�|������&NHc� � � ��� ��&7��-��4H ���=$�� � ���.� � �CB	����. &�� � �	���4B
�����(� �`I �����+3

j
/ $ � �5&�$�� ��+ + � � ����-�&

TAj

������+,����� �_��� � N
2j × N

2j−1

���43�	��$�� � �5�����+3 � � 5�1"1K��-������ � � � �8$4$�� � � � �5+ � -���� &�� � �	�+3
j
��� �_� � � ��� ������ � 5�1"1K��-������ � � � �8$4$�� � � � �5+ � -����%&�� � �	�+3

j − 1
!

TAj =




afilterj,1
afilterj,3

· · ·
afilterj, N

2j−1 −1


 ,

& �|�
afilterj,i

� ��� � � ����/ ��� �|��� I � ) �R3 � � 5�1"1K��-������ � �¿1K���CB � ����/����43��	� 3
$�� � �5�����+3O� � 5�1"1K��-������ � � �8$4$�� � � � �5+ � -����

aj,i
/ � � � � ���43O�	��$�� � �5�����+3

� �	��� � ��� � � � $����
aj−1,i

/
j = 1, L

/
i = 2k + 1

/
k = 0, N

2j − 1
�
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U+�����5+ �'( ����� � +�/*+ � � ����-��

MAL

���43Q�	��$�� � �5�����+3Q� � 5�1"1K��-������ � � ��8$4$�� � � � �5+ � -����Ë&�� � �	�+3
L
$ � �	�.� � � ��& �	�	� $�� � � � � � & �����	�

F
� $����;�|�(�43�� �J3

� 3 �
���7�|� � �5�;�|&NH ) � &�� $�� � ���.�	�;�|�����+3%+ � � ����-0!
MAL = TAL · TAL−1 ×

. . .×TA2·TA1
� � ����+,����� �_��� B�+ � � ����-��

MAL

� $����;�|�(�43�� �	� 3 � �5�;�|&NH ) �5+
�'( ����� � +

(
N

2L
× N

2L−1

)
×
(

N

2L−1
× N

2L−2

)
× . . .×

×
(
N

4
× N

2

)
×
(
N

2
×N

)
=

(
N

2L
×N

)
.

2 � � ����-��
MDj

� $����;�|�(�434H �	� 3 � ����� �'& ��$�� �
MAL

�
� � # � �C3?����������+,����� �_��� ��+ � � ����-��

MAL

/ �����	� � .
( N
2L ×N)

/ � �5�;�|&	� � /
$ � � ���43O� ���������#� � � & �����	�

F
�'$�� �	� B � � &�� � �	�+3 ���������D7Ë�����+3

L
��� �'( 3

# � �	�5+ � /�$ � �'( �v� � ����$�� ��� � ���	�	� $�� � � �
F
( �3� � ����� � ����+

2L
/ & �|�

L
�

+ ��� � �5+ ���CB	����.%&�� � �	���4B������(� �`I �����+3 �
) �5�;�|&	� ���	� +,� � � � B5/«$ � � � � �83��.� � � � ����$�� �_��� B'H � � & �����	�

F
� � ����� 3��� � � $�� �'( �5��+ � �	��$�� � �5�����+3 � � 5�1"1K��-������ � � � �	��.����5� � $���� �'( ����� � ��� ���+3

��� & ��� ����-��J# ��� � ���������	��/ � ���O����� � �	��� � ��& �5+�$�&#�CB � � � .¿1�&�����-���� �	�J3������������� �'( # � �	�5+ � �	�!$ � �5��� � B � ���.���.�	� ��� ����+ �}�����'$������+35+ � � � & �����	� �� � �5&�$�� �N+ � � ����$�� �'&�� $���� �'( ����� � ��� ���+3 + �`I � � � � $ � �5��� � B � � & ����� $�� 3
��� � �	��$�� � ���0/�$ � � $������	�;�|� � �%-���������$�� � � � +,& $�������� �_� & � � 5�1"1K��-������ � � �
1�&�����-���� �	� ���������

afilterj, N

2j−1 −1 =
(
h̃−2 h̃−3 0 . . . 0 0 h̃0 h̃−1

)

︸ ︷︷ ︸
N

2j−1

,

��� (	� � �_� $ � �CB�� � ��� � B � 341K���CB � ���	+ �0/ � $���-������CB	� �N� � � � ��� ��&7��� � ��� ������+ ����43 � � ����$�����# ��� � ��������� � �\P � / K]Qª�
2 � � ����-��	$���� �'( ����� � ��� ���+3

W
/"$ � �5&�$��������R3 � $����5+,������������+�1K���CB 3

� � � � � � � �'&�� �����CB	����#K�	��.����5� � � ��
 �'( �D7?� 3����43�� �	� 3 � � � �'&�� �����CB	� � .0/ � � � ��	�!$ � �5�+3�� �	� 3%�����	��� ��� � �
W T ·W = E

����.� � � � 39��� � � ( ��-
� � 5�1"1K��-������ � � � $��G35+ �'&�� �	��.����5� � $���� �'( ����� � ��� ���+3
C = W · F �5+,��� �N� �5�;�|&NH ) &NH ��� ��&7� � &���&

C =
(
aL,1, . . . , aL, N

2L
, dL,1, . . . , dL, N

2L
, . . . , d1,1, . . . , d1,N2

)T
.

� ����+,����� �_��� B
C

�����	��� (∑L
m=1

N
2m + N

2L

)
×1

/ � � � �
N×1

�J) �5�;� � ��� � �(�CB	� � /
+ � � ����$�� � �
�	��.����5� � $���� �'( ����� � ��� ����� $����;� ��� �����43�� �4���'(	� . � � � �'&�� �����CB 3
� � �����.��� ( � � � $�� � � $���� �'( ����� � ��� ����� �
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� �_����� � � � ���5�������=� � # � �|� �'&��2� � & �����	�6$ � � � 5�1"1K��-������ � �	+b�����(� �`I � 3

���+3 � � ���5& � � � �'&�� �����CB	� �_��� �
W
�	��$�� � �43�� �	� 3�&�+,� �`I ��������+w��� � ��� � �B3

$ � ����� � ��� ����&NH + � � ����-�&
W T : F = W T · C �

X �����	�;�|��+ $����5+,��� $����5+,���������+3 + � � ����$�� �'&�� �	��.����5� � $���� �'( ����� � ��� 3
���+3�� �J� ������+	5(�5�.� � � � $ �	� ��� ( �5�����+3�5������ &��	�'(�� �.� � � � � � ��� + �	� ���5+

Fj
��	�.� � � � ������+,����� �_��� B'H

96 × 1
/�3����434H ) ��. � 3 � �|���5+ ��� ��� � � ( - � � + � �J3

����-�� Y � Z � � � 5�1"1K��-������ � �Y�	��.����5� � $���� �'( ����� � ��� ���+3 Y � � 5�1"1K��-������ � ��8$4$�� � � � �5+ � -����
cA3

� � � 5�1"1K��-������ � �O�|� � �������#� -����
cDj

/
j = 1, 3

Z /+$ � 3�5&�$����������:$����=$ � + �') �U�	��.����5� � � ��
 �'( �D7?�}� � � � �'&�� $ � �G37�	��� ��� �'( ��� 3
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���.� � � �
Fj

�_+,� ��� � ��� � & ����� � +
A3

/�� �_����� � � � ���5��������+#$ � � � 5�1"1K��-�� 3
��� � �	+}�8$4$�� � � � �5+ � -����

cA3
/7� � ��� I � � � & �����5�

Dj

/�� �_����� � � � ���5���������!$ �� � 5�1"1K��-������ � �	+
cDj

/
j = 1, 3

��� �'( ��� I ����� ������� � �|���
�<� 9�lG�Wo5k�l_�¿uWy,l�nY?5y,p+;_n5oqp�rWs,lws ~�l_��n	m E�k�p�o|rW}O* �0n|~@u,n5r,l_rW�

o ;_p_mEp	�,l ~�n	mEl	k,sWy,n5oqp�rWsWt o|y,l�~�l_rWrW}O*�y*t|mEn5o��Jk�l_�W��y,n5u,n5��y,lN?��
k�l_rWsWt"� X & ��� B

C = W · F � + � � ����-�� � � 5�1"1K��-������ � � � �	��.����5� �J3
$���� �'( ����� � ��� ���+3 +,� �'&�� +,����� �'&�� �	�.� � � ���

F
� ��� � �C3 �	� 3=$ � �+3 � �+3h� � ��� 3

����� -�� � ��� � .4+ � � ����-��k�	��.����5� �J3 � � 5�1"1K��-������ � � �
KVC = CT ·C � � � ��� 3����� -�� � ��� � .�+ � � ����-���$�� � -�� ��� �

KVF = F T · F �
��� � ��&.�|� � $ � �����#� � B5/�$ � �

KVC = CT · C = (W · F )
T · (W · F ) =

= F T ·W T ·W · F = F T · E · F = F T · F = KVF .
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KVC = (W · F )
T · (W · F ) =

= (MAL · F )
T · (MAL · F ) + (MDL · F )

T · (MDL · F ) + . . .+

+ (MD2 · F )T · (MD2 · F ) + (MD1 · F )T · (MD1 · F ) =

= KVAL
+KVDL

+ . . .+KVD2 +KVD1 = KVF .



� ��� � � �	����� I �������Ë+ �`I � � ��� � ���4$���� � ��� � ��� � B ������$�� ��� �	� � � �V����� 3� �`I ������� � � ��� ����� -�� � ��� � . + � � ����-�� +,� �'&�� +,����� �'&�� �	�.� � � ���
F
� � � � 3� � .Q��� � ���4$���� � � -���� � �	� & � ��+ � �	/6�	��$�� � �43���+ � ��$ � � � 5�1"1K��-������ � �	+ �8$ 3

$�� � � � �5+ � -����
MAL ·F / ��� �|��� I � � ���51 � �5+ � -��4H � �����.� � $�� ��� �	� ����# ��� 3

��� �����434H ) ��#?� � ��� ����� -�� � ��� � .�+ � � ����-��
KVF

/ � �	� & � ��+,���
(MDj · F )T ·

(MDj · F )
�	�!$ � �5�+34H � $ � � �_��� � � �¨�����(� �`I ���������	� ��� � � $�� ��� �	� � � .V$�� ��� �

� $��.� � ��� � � ��� ����� -�� � ��� � .4+ � � ����-�� �
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 �43Y��� I � � .n���b+ � � ����-

KVAL

/
KVDj

/
j = 1, L

� $������	�;�������	�
� �5�;�|&NH ) ���}�	����� I �����+3 P � Q !

KVAL
= VAL

· ΛAL
· V T

AL
, . . . ,KVDj

=

VDj
·ΛDj

·V T
Dj
,
& �|� � �5+ � � � � +

V•
�'(	� �����'$������ + � � ����-�� ���'(_��� �	��������#C�	�.� 3

� � � � � ���	�	� �	� �	��� �	&NH ) ��#}� � ��� ����� -�� � ������#�+ � � ����-0/
Λ•

� �	��� &�� �����CB 3
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�����"+ � � ����-�� ���'(_��� �	��������#N$�� � �(� ���7�J�

Λ• =




λ1• 0 0 . . . 0
0 λ2• 0 . . . 0
0 0 λ3• . . . 0��� ��� ��� � � � ���
0 0 0 . . . λn•



.

22� � � � & �	���	����# � � +�$ � ����� � $����5+,���+3�� �	� 3?���43 �	� 3����5�����+3
�K��� I � � +��� � �	� & � ��+,��# � � ��� ����� -�� � ��� � . + � � ����-��
KVF

+,���4B'7Ë� &�� � � ����$�� ��� ���
���'(_��� �	��������#@$�� � �(�?� ���'(_��� �	��������#K�	�.� � � � � �5/���� �'( # � �	�5+,��#H���43 � �_����� � 3
� � ���5�����+34��� �@� ��� ( &	��+ � . � � $�� �_��� B'H �+X ���%5 � � + ���'(_��� �	���������5�	�.� � � ����/
���	�	� �	� �	��� �	&NH ) ���"����� (	� �CB'7?�5+ ���'(_��� �	��������+ $�� � �	�	+�/�#7� ����� � ��������&NH ��|� � ���5+ ������� � ��� ����&NH ���_��� �����434H ) &NH � � & �����	��/@�2�����5+,���4B'7?�5+ � ��� � 3
#7� ��� ��$�� � ��&NH �


 �43 ��� I � �'&�� ��� � �	� & � ��+,��#
KVAL

/
KVDj

� � ��� ����� -�� � ��� � .N+ � � ��� 3
-��

KVF
�	��$�� � �434H �	� 3�� � �	����+ � � ����-��"!

K̃V AL
= VAL

· Λ̃AL
· V T

AL
,

K̃V Dj
= VDj

· Λ̃Dj
· V T

Dj
,

& �|�

Λ̃• =




λ1• 0 · · · 0 0 · · · 0
0 λ2• · · · 0 0 · · · 0��� ��� � � �

0 0 · · · 0
0 0 0 λm• 0 · · · 0
0 0 0 0 0 · · · 0��� ��� ��� ��� ��� � � �

0
0 0 0 0 0 0 0




.

�K� � � �
m

� $����;�|�(�43�� �	� 3%$ � 1 � �5+,&#�5�	!
n∑

i=m+1

λi

n∑
i=1

λi

6 0, 05.

U+��� I � 5�1"1��.� � ���	����+ +,� � � � � + ���43 �	� (	� ����$�� � �	�
m
3����43�� �	� 3 � ��� 3����� � � � � �_��� ��& ( �H��� ���+3 ���'(_��� �	��������# $�� � �(�

λi
Y � � ����$�����#�������� �_��� ��.
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λ′i = λi+1 − λi
Z � ��5 � � + � �5&�$�� �

m
� $����;�|�(�43�� �	� 3%$ � 1 � �5+,&#�5�

λ′i > 0.05 · λ′1, m = max (i) . (4)

U+�����5+ �'( ����� � +�/�� � ��� ����� -�� � �����R3�+ � � ����-��5�|� � ���5+ ������� � ��� ��� � . ��� 3
��� �����434H ) ��.�+,� �'&�� +,����� �'&�� �	�.� � � ���

F
� $����;�|�(�43�� �	� 36$ � 1 � �5+,&#�5�

K̃V F = K̃V AL
+ K̃V DL

+ . . .+ K̃V D1 .

X �_� �5�%5 � �'&�� $�� � -�� ��� + � �|�(����� � ��� ���+3 � � �a�����CH�$�� � ��� �5�;�|&NH ) ����|��. ��� ���+3 �
� Z ����$�� � �5��������+ � � ����-�� ���'(_��� �	��������# �	�.� � � � � �

ṼF
� ���'(_��� �	��������#

$�� � �(�
Λ̃F

� � ��� ����� -�� � ��� � .4+ � � ����-��
K̃V F

�
� Z ����$�� � �5��������$ � + � � ����-�� ˜̃

VF
/ ��� �|��� I � ) ��. +,���4B'7Ë���h� � ����$�� 3

��� � �
m

���'(_��� �	��������# �	�.� � � � � � Y����	�	� �	� �	��� �	&NH ) ��#w����� (	� �CB'7?�5+ ���'( 3
��� �	��������+ $�� � �	�	+¿+ � � ����-��

Λ̃F

Z /|+ � � ����-���� � �	��#6$�������+,��������#
P
/5#7� 3

����� � ��������&NH ) ��.2+,� �'&�� +,��������. �	�.� � � �
F
!

P = F · ˜̃VF ,

P =




p1,1 p1,2 . . . p1,m
p2,1 p2,2 . . . p2,m��� ��� � � � ���
pN,1 pN,2 . . . pN,m


 .

K Z@� $����;�|�(�5�������?�����'$�������.#$�������+,��������#
pN+1,j

/
j = 1,m

��� �_� � � �	�
$�� �'& � � ������# + � �|�(�5��.0/ $ � �5&�$���������#@$ � �J� ������+ $����;�|� ��� � ����� $�� � -�� �B3
� ��$ �	� ��� ( �5�����+3 � �	���D7Ë����#41 ��� � � � � � �+X ������+,���������

pi,j
��� I � � . ��� � � 3���

Pi

���.� � �����(����� � ��� ����� +,� I �|& ���'(	� .0/�$ � � $ � �.� � �43�� � + � �|�(����� � ��� � B��� I �|��. �	�.� � � � 39��� � � ( ��-
Pj

���.�#����� � �5+ �U�	� �|��& & ��# �	�.� � � � 39��� � � ( - � � �
T Z � �_����� � � � ���5������� � � & �����	�

F
$ � 1 � �5+,&#�5�

F ≈ P · ˜̃VF
T � � 7?� ( ���

� �_� $�� � ���.�	�;�|�����+3 � � & �����	��$����65 � � + �����	���
ε = F − P · ˜̃VF

T �
�,�.��&#�CB � � � � $�� � �5��������#65.� � $������5+,��� � � � $ � �����#�����0/�$ � � � � + ( ������� � 3��� �����K�	��.����5� � � ���������#�
��+,� � � �J� & �	���	����# � � +�$ � ����� � ���432�����(����$�����#

� � & ����� � �
F
$������ � �	� � � &7�	�(����$������4H � ���;�|���.�������|��� � ��$�� �'&�� �����'$������+3

� 7?� ( ��� � �_� $�� � ���.�	�;�|�����+3
ε
��� � / T _ � / �

%
/|� � $����05 � � + + ��� � �5+ ���CB	� � �
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max(ε)
&�+,���4B'7
� � �	� 3%��� T _ � K

%
� ��5.� � $������5+,��� � �J#:$����5+,���+3 3��� � B � � � �'&�� �����CB	�����?�	��.����5� � ��
 �'( �D7?� � � � � �'&�� $ � �G37�	��� ��-���������$�� 3

� � � �:$ � � � � ��������� � � & �����	����� & ��� ����-��J#U�	� (	� �����
F
� ��� (	� �����

F
����� 3

+,��� � +
96 × 48

��� �|��� I ���	� � & � � $������ & ���	1K������5(�5�.� � � � $ �	� ��� ( �5�����+30/
�	� � �_� 3 ) ��� � 3 ����� (	� $��5+Q�|�+35+ ���;�|�(��� �
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Определение формы
частицы (по Рейсту)

Все
три размера
совпадают

Частица
приближается
к  сферической
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Частица
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U������	��-�� � ������.N+,� � � �N��� � $�� � ��$������ �_��� �K���7�|�.� � � $ �	� ��� ( � � �(�CB � ����#
-���� � ������� � ����&	� �	� 3Ë��� ��� � � � ��� ��$�� � �������J� �������	/R$������83��#� ���������Ë���'$����5&��� � ��-�&
�	� ( ��� ��� �'&�� $������ � �J� �GX ����5 � � +Q� & � � ������&	� �	� 3 � �Ë�'(_��� � 3 � �(�CB 3
��� � � /J$ � � � � ��$�������� � �	+ �'&�� $������ � �J��$�������������$���� �#�	+,� � � � . ���51C�43�-����
$�� � � � # � �	� � $������ � ��$�� � ���¿���D$��������H�	����. � �_��� -������ $ �	� ��� ( � � �(�CB � � � .� � ���.����� � �v���.�	� &�� �|� � +�$ � � �`I ������� � �������H��� � �	� 3 � �	� /�� � � �#�J# � �	� � �
+ � & ���.���U$�� ��� � � $ � ��&N$�� � � $ � ����+,� �'& & � � � �5���!5.� � � � +,����+ 3����43�� �	� 3O$ � 3��&N$�� � �(�CB5/J� �	� � ����. �#����&N$�� � � �	� � B%��� �'( # � �	�5+,��.2��� (	� � � � ��� � � � �%��� 3
$����5�:$������ � �J��/�$ � ����-������Y�	��� �_� ��� ���.�����'$�� � �(�CB	� � � � $��.���7�|� � /W$ � � �
& � � � ���+3�#
���51C�43�-���� �	�	� 5 � � � ��� � �������K�|����� I � � +	$��	� ��� ( &.�|& �V� -������ 3��� � �	� 3:$ � ������� � +,& �

� ( �H��� � �(�CB5/ ��� �	���47
� � � $ � ��&N$���� ��� �'( # � �	�5+,��# � � ��� � � � � & � �5& &
m

����� � � ��$�������� � �|� �'&�� $������ � �J��/����8$����5+,��� +,� � 3�-�� � � � I �|��.b�����	/
$ � ��&N$��R3N���.����. ��� � �7�J� � � ����.%��� (	� �0/ � � �#�	+,��$�� � � /�$ � � � &�� -������Ë&7�	�(��� 3
$����	� � BO$ ��� �����	�������4H � $����;�|���|& ) �5+ ����� � +U� ���	�	� �	� �	��� ����� �"���	�	� � � 3
7Ë��������+

Ni = Ni−1 ·
(
1 + H

m

) � Y � �|� � B
i = 1, 2, . . . ,m

� � � +,���6$ � ��&N$����� � ��$�������� � �|� �'&�� $������ � �J� � Z ) � �	���47
�R3@$ � ��&N$���&	/ �'( �H��� � �(�CB ��� I �|��.
����� ���8$�� � �������.����&	� � -�����& $ �	� ��� ( � � �(�CB � � � . � � ���.����� $ �2��� ������� H

m

� �
���	�	� �	� �	��� ����� � 5 � �5+h�#��� � � ���51C�43�-�� � ��� �'&�� � �_��� ��-���� �	� & �437�	� �4� �5� 3�|&NH ) �5+ �'( ����� � +�!

N(n) = N0

(
1 +

H

m

)mn

, (1)



� K�� Ò Æ<Ã0ÆZÀ�Ü�Û Í � ��� Ô ��Ü ��Ü�Û Í � Ñ �
& �|� � �83��DBU+,� I �|&%� � + �������CB	� � . Y

H
Z �65�1"1��.� � ���	� � . Y

h
Z���� �������	+ � ��� 3

1C�43�-����0/ � $����;�|�(�43�� �	� 3 ��� ���	�	� � � 7Ë�����+3
N0

(
1 +

H

m

)mn

= N0(1 + h)n.

��� ��&.�J�
h =

(
1 +

H

m

)m

− 1; H = m( m
√

1 + h− 1). (2)

X ����5 � � +�/�� � ���
m > 1

/ � � 5�1"1��.� � ���	���R3 ��� �������}� � ���5&O�#��� � ���
� � �`I ����#:$�� � -���� � � � � � � & �J� ( &.�|� �O(	� �CB'7Ë�@� � + �������CB	� � . �
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$ �	� ��� ( � � �(�CB � � �'&�� ���������
$������ � �	� � � ��� �'( # � �	�5+ �_��� � � $�� � � � B=^

m
a �

���	�	� � � 7Ë������� Y � ZU� $����4B (	� �CB'7?�5+ Y �}��$����;�|�(�5� � ( � � � � ����$�� �@(	� �CB 3
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lim
m→∞

N0

(
1 + H

m

)mn /�$ � � $������ � �	� � � ���	�	� � � 7Ë�����4H
N(n) = N0 · eHn. (3)
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N0e

Hn = N0(1 + h)n
� �5+,��� � ���7�W!
H = ln(1 + h); h = eH − 1.
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h
/ �

H
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h
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h = h(t)
�
H = H(t)

� �@5 � � + � �5&�$�� �
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N(n) = N0 · e
n∫
0

H(t) dt
.
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X =
h

H
− 1.
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NΣ =
N0(eH − 1)

H
; X =

(eH − 1)

H
− 1.
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NΣ =

N0h

ln(1 + h)
; X =

h

ln(1 + h)
− 1.
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�,;'H�:<L'[ a�h aBfB¥ a�h aBf ¥�^ ¦ _ > eB^ ¥�>Bc a�^ ¥ _ g a�^ ¥�>
S¨>FHBLJ:ZIJ[ a�^ a<¦�g a�^ a<¦�= a�^ >Bg a�^ >B¥B¥ a�^ ¥<¦�= a�^ ¥B¥�e
�":<L'G a�^ aBf�> a�^ aBf�e a�^ ¥BcBc a�^ ¥BfB¥ a�^ ¥Ba�e a�^ ePg�>
�WK'L'>9IJ[ a�^ f�> _ a�^ ¦�c�e a�^ ¥�e/= a�^ ePcBf a�^ ePg�= a�^ e/=�e
�":<O a�^ a�> a�^ aB¥Bc a�^ eBePc a�^ eBeP¥ a�^ ePg�e a�^ ePfBf
6,­W;'[ a�^ a�eP¥ a�^ a�eP¥ a�^ ePc�e a�^ e/= _ a�^ a _ a�^ ePcBc
6,­«IJ[ a�^ aBaBf a�^ aBaBf a�^ ePaBf a�^ ePa�e a�^ a _ a�^ ¥B¥<¦
�WHBT9C�AFG a�^ aBa _ a�^ aBa _ a�^ aBgBf a�^ aBg�> a�^ a<¦ a�^ ¥Bf
�q>F;'GZ�'�BL'[ a�^ a�eBe a�^ a�eBe a�^ eBe _ a�^ ePaBc a�^ aBg a�^ ¥�>

WR'GZ�'�BL'[ a�^ a�> _ a�^ a�><¦ a�^ ¥B¥Bc a�^ ¥BaBf a�^ e _ a�^ ePc _
�,?P�'�BL'[ a�^ aBgBc a�^ aBg _ a�^ ¥Bf�e a�^ ¥�>B¥ a�^ eF¦ a�^ ePf<¦

E>FR�:<�BL'[ a�^ eP¥�e a�^ eBeF¦ a�^ ¥ _ ¥ a�^ ¥B¥ _ a�^ ePf a�^ eP¥ _

ePcBc<¦ ePcBc _ ePcBcBf
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 g 
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$��5+¿$������.�
� � 5�1"1K��-������ � �u�|��+�$51K��� � ��� ���+3 � I � ��� � �_��� � �%���8$��������5� 3
����� ���	�	� �	� �	��� �	&NH ) ��# �_� ��.�$������.�

bXs

/
bYs

/
bZs

�
cXs

/
cYs

/
cZs

�
X ���;�Y$ � �	� & ��� �_� B � ��� I �	/�$ � � ��� I �|��.=�|��+�$51���� �%&N$���& & ��.:5(�5��+,��� �

���K� �_� $��������5+ �8H � �	��� ) � � �(�CB	����#�� � �;�|��. ��� ����. �
� ��� ���7�	�5+�/(�J� �����R3"��� � $�� � ���R3 � #_��+ � ���	�	� �	� �	��� �	&	� � � � ��+ � � � ��� ��&7� 3

� ���	����+ � #_��+ �	+ $ � �	�	� � ���%+ � ��$�� �'&�� &7�(�	�U+ �87?��� ( � ��� ( � ��� �'&��Ë� �4$�� �
U+���0/	� � ���U&N$���& & �R3�$ � �	�	� � �������H�5+,��� � �|��+�$51���� � �5/ � � $��������5+ � � �	� 30/

$ � � � � � �����'$������+3 �	� ��� �4$�� -����������	��� ��&#�CH
bXs

= 0
/
bYs

= 0
/
bZs

= 0
�

( � ���h� � � +,& I � ��� �������CB	���R3¿+ �87?�����}�5+,��� � &N$���& & &NH $ � �	�	� � ��& + � 3
3 � ����� � � �'&��N� �4$���/ � � � ���	�	� �	� �	��� �	&NH ) ����5(�5��+,��� � � I � ��� � �_��� � + �'& & �
( � � BU�����	���b��&#�CHË/���� � +,�

cXs
6= 0

/
cYs

6= 0
/
cZs

6= 0
�

� � # � �|� � . �@��� � $�� � �J# � �5& I � �@� �5�;�|&NH ) �R3�$ � �5&�$��������R3 ��P K]Q � � ��� ��+ ��	�51"1���������-������CB	����#N&������	��������.0/��5+,�DH ) �R3 ���7�W!
Mζ̈ + 8bzζ̇ + 8czζ = U1(t)ω2 sinωt,

Jzγ̈ + 8(byε
2
1 + bxη

2
1)γ̇ + 8(cyε

2
1 + cxη

2
1)γ = U2(t)ω2Jx cosωt,

Mε̈+ 8bxε̇+ 8cxε = 0,

Jyβ̈ + 8(bxζ
2
1 + bzε

2
1)β̇ + 8(cxζ

2
1 + czε

2
1)β = U2(t)ω2Jx sinωt,

Mη̈ + 8byη̇ + 8cyε = U1(t)ω2 cosωt,

Jxα̈+ 8(bzη
2
1 + byζ

2
1 ) α̇+ 8(czη

2
1 + cyζ

2
1 )α = 0.

(1)

� �|� �	� �4$������ $������ � �	/�� � � � � �	/�$�� � �	��� � � � �
$+3 � � �"&������	�������+3 � � # � � 3
� � . � � ��� ��+,� Y � Z0� $�� � �H���8H � �	����& I �|��������� � �5&�$�� .�������� � �5� ( � ���+3 $ � � 3�	� � � �'&�� ����&������	� � �	�D7Ë����� �'&�� ( � � ��� ��� �������CB	� � . + �87?����� �Ë� �|� � . ��� � 3
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��������. �	� �	��$��8H �U� �5&�$��R35+ � � �'(	� �|����#=� � �5� ( � ����. �

� � ��� + � � ������� ��+ �R3 �#���J�'$�� � � � �	� �	� 3 �2���J# �`I �|�����4Hu�	��� � 3 � � �_��� ����#
#7� ����� � ����� ��� ��� �	��� I �����+3 ( � � ��� � �'(	�'(') ��������# � �	� ���	����� � � ��#6$���� 3�	��# $�� � ���.� � �|����# � $����=� � �5� ( � ���+3�#*/��	�H�.��� ������# � �5&�$�� .�����+ � �	� ��� � 3
�������+35+ �4���'$����CB	����# �J� ������#*/��Ë��� ��� + � � ������� ��+ � + �	�����	+ ��$�� � � � +	$�� � 3
-�� ��� � �� �J� ��� � . � � ��� ��+,��&������	��������. Y � ZW� �5&�$�� .�������1�&�����-����

U1(t)
�
U2(t)3����434H �	� 3 & �	���	���5+ �0/��K�����'$�� � / (	� �CB'7?��� ��� � �@� � � ��� � ��$�� � ����#=� � $�� �_��� �5/

� �83��#� ������# � � ��� �5�;� � ��� ������+ � � � . ��� �&����&�$�� ��+ �'&�� ���D7Ë�����+30/'+ �`I � � ��� �B3
� + � � ������� � B � �����	��-�� � ������+ �2+,� � � �J�	+ � � � � ����� ��������.�����# �'( �H��� � �	��� 3
����# �	�51"1���������-������CB	����#�&������	��������. � $ �_��� � 3�������+ �}� � 5�1"1K��-������ � � 3
+ � �

��$�� � �H���R3 $ �_��� � 3�� ��� � � $�� ���	+,� � � � �5/ �'(') ���%���D7Ë������� � ��� � B	� &�� ���
&������	��������. � � ��� ��+,� Y � Z /��5+,��� ��� �5�;�|&NH ) ��. ���7�W!

ε(t) = e−
4bx
M

t

(
C1 cos

2
√

2cxM − 4b2x
M

t+ C2 sin
2
√

2cxM − 4b2x
M

t

)
,

& �|�
C1

/
C2

� $�� � ���.� � �CB	�����"$ �_��� � 3�������� � ������� �'& ��$�����."���.��&#�CB � � � �5+,� 3
� � +,� ��� � ���43 �'(') � &�� ���D7Ë�����+3 7Ë� ��� �'&�� &������	�������+3 � � � # � �|� � . � � ��� � 3
+,� Y � Z !

α(t) = e−
4(bzη2

1+byζ21)

Jx
t

(
C1 cos

√
p20 − n2 · t

2
+ C2 sin

√
p20 − n2 · t

2

)
,

& �|�
n =

4(bzη
2
1+byζ

2
1 )

Jx
,
�
p20 =

8(czη
2
1+cytζ

2
1 )

Jx
.

� � �'( � ��� . � � �	��� � 3 � � �_��� ������#7� ����� � ����� ��� ����� �'(') ��#����D7Ë������.
��� � �|� � � � �|����#U�	�51"1���������-������CB	����# &������	��������.h� � � ��� ��+,� Y � Z � �_��� � 3
� � $�� � ����� � B�+ � � ��+ � � ��$�� � � � � �`I �7�J� ����� $������ � .V$�� ��� �

P (t)
&������	�������+30/��� � � � � �����(�43�-�� � ����&NH 1�&�����-��4H

Kp

/�� � ��� I � �_� � � �	����� �	��� � 3 � � �_��� �����
#7� ����� � ����� ��� ����� � �|� � . �������#�������#� -���.4���'$����CB	����# �J� ������#�P � Q � �5&�$�� . 3
� �'&�� � � �;�|��. ��� ���+3 �
X ����� � �	/.� � � � � �	/�$�� � �	��� � � ��� $+3 � � �¨��� � �|� � � � �|�����@�	�51"1���������-������CB 3

�����4&������	�������+3}� � � ��� ��+,� Y � ZV� �|� �	� �4$����Y�U� �'(') ��+ ���7�|� �	� & �437�C3 �
� ���0!

ẍ(t) + αẋ(t) + cx(t) = P (t),
& �|�

P (t)
� � �5&�$�� .�� � �C� � �;�|��. ��� ����� �
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P (t) = U1(t)ω2 sinωt
� ��� B:$�� � 3���.�	�;�|������� ��� � -�� � ��� ��� � . � �5&�$�� .�� � . 1�&�����-���.

U1(t)
������� � �5&�$�� .���&NH

ω2 sinωt
Y � ����� �'& ��$�� � ���43}�|��& & ��# &������	��������.U�	����& I �|��������#}� � �5� ( � 3

����. Z �
X �������J# �`I �|������� �'(') � &�� ���D7Ë�����+3

x(t)
&������	�������+3 �	����& I �|��������#� � �5� ( � ����. � � $ � �CB���&	��+w+,� � � � � $��.� � �����CB	� �'&�� �����(� �`I �����+3#$������ � .2$�� 3

��� �
P (t)

�=���7�|� ��� � � ��&N$�� �_��� � & � �5+ � ����$�� � ����#�1�&�����-���. �#���J� ��� � .%$�� 3
��� �	� �

ωk
� �������.�

p
�'(	� �����'$��5+ ���'(_��� �	������&NH $�� ��� �	� &�� � �5� ( � ����. � � ��� � 3

+,� �
��$�� � �H���R3 � �|� �	� �4$�� �_��� B &������	��������.w�	����& I �|��������#w� � �5� ( � ����.w����7�J�
��#:$������	��#4$�� ��� ��.

P (t)
/5+ �`I � � ��� . � �0!

� Z $�� ��� �	� ��&NH #7� ����� � ����� ��� ����&�� � � � + �'&�� ���D7Ë�����+3
Fx(iω)

/� Z � &���� $��.� � �����CB	��&NH�1�&�����-��4H
Sx(ω) = |Fx(iω)|Sp(ω)

/
K Z $�� ��� �	� ��&NH #7� ����� � ����� ��� ����& � � � � �_��� �

ẍ′(t)
( � � ���U� �#���J� ��� � +

���8$��������5�������0/��	� � $���� � ��.
Dx(t)

�
Dẍ(t).

�C� ����� � ��� $ � �5&�$���������#2���	+ �
1 � �5+,&#� ���	�	� �	� �	��� �	&NH ) ��# ���D7Ë������. � ���7�|� � �(�CB ��� �	&	� � � ���������	� � +,��� 3
� �_��� � � $��.� � ��� � � �5� ( � ����.6$����
$ �_��� � 3���� � .%$�� �	� � �_��� � � � �;�|��. ��� ���+3 � ��5+,����� � / � � ��� ��+ � & � ��������� � � � � �5� ( � ���+3 � $�� ��� �	� �	+ �0/ ( �����.���5+ �h�w���
���'(_��� �	����� � . $�� ��� �	� � � ��� �'(	� � �	� / �_� �	� ( �43�� � � � �5� ( � ���+3U�	� ��� � � . $�� 3
��� �	� � �
X �����	�;�|��+]� � �'&�� �	�������.��&#�CB � � � �[���43 �	� � $���� � ���0/E���D7Ë�����+3

x(t)
�

� &���� � � � �_��� �
ẋ(t)

&������	�������+3 � $������ � .4$�� ��� B'H
P (t)

�
� �8$����5+,���0/_$�� ��� �	� ���R3�#7� ����� � ����� ��� ����� � � � � + �'&�� ���D7Ë�����+3

x = η(t)$+3 � �'&�� &������	�������+3 � � ��� ��+,� Y � Z / �	� �	��$��8H ) � &�� $������ � .w$�� ��� �
P (t) =

U1(t)ω2 cosωt,
( &.�|� � �����	����!

Fx(iω) =
1

c−Mω2 + iαω
.

) $��.� � �����CB	���R3�1�&�����-��+3
� � � � + �'&�� ���D7Ë�����+3
Sx(ω) = |Fx(iω)|Sp(ω)

/
& �|�

Sp(ω)
� � $��.� � �����CB	���R3�1�&�����-��+3 � � ��+,& ) �����+3 � �¨� � $ � �.� � �43�� � ��� . 3

� � �	� � $���� � �4H����D7Ë�����+3
Dx

$ � 1 � �5+,&#�5�	!

Dx =

∞∫

0

Sx(ω) dω =

∞∫

0

|Fx(iω)|2Sp(ω) dω =

=
S0

c2

ω0∫

0

dω

(1 − ω2

p2 )2 + ( 2n
p

)2 ω2

p2

=
S0p

c2

ω0
p∫

0

dz

(1 − z2)2 + ( 2n
p

)2z2
.
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f(z)
��� 5(�5��+,��� � � ������� �|� � 3

( �0/+$ � �5&�$��5+�!
1

(1 − z2)2 + ( 2n
p

)2z2
=

=
1

4
√

1 − γ2

(
z + 2

√
1 − γ2

z2 + 2z
√

1 − γ2 + 1
− z − 2

√
1 − γ2

z2 − 2z
√
−γ2 + 1

)
,

& �|�K�	�(����$������
γ = n

p
=

by
√

2√
cyM

.
� � � ��$�� � �(�CB	� � $ � �5&�$��5+ � �5�;�|&NH ) ��.����.��&#�CB � � � ���43 �	� � $���� � ��� ��� 3

7Ë�����+30!

Dx =
S0p

c2

[
1

8
√

1 − γ2
ln
s2 + 2s

√
1 − γ2 + 1

s2 − 2s
√

1 − γ2 + 1
+

+
1

4γ

(
arctg

s+
√

1 − γ2

γ
+ arctg

s−
√

1 − γ2

γ

)]
,

& �|�K�	�(����$������
s = ω0

p
= ω0

√
M

2
√

2cy
, γ =

by
√
2√

cyM
.

� � $ � �CB���&83�$ �_� �5�;�|�4H H 1 � �5+,&#�5&w�	� � $���� � ���
Dx

���D7Ë�����+30/ �	� ��� 3
I �8H ) &NH[�#����� � �5+ �_��� B �	� � $���� � ��� �	���	� � � 7Ë�����+3

s = ω0

p

$�� ��� �	� �
ω0� ���.�#� � $��.� � ���U� � ��+,& ) �����+3w��� &�$�� ��� ���

0 6 ω 6 ω0
� ���'(_��� �	����� � .

$�� ��� �	� �
p

� � ��� ��+,� $���� �J� ������# �����'$������+3�#
γ = n

p

Yd�	� � � 7Ë�����+3
n�

p
Z /�+ �`I � � $ �_��� � � � � B � #_��+,& & ���	1K�����K�	� � $���� � ���

Dx

� � � � + �'&�� ���D7Ë� 3
���+3 �

� ��� � �5�;�|&	� � ��� $ � �	�;�|�����+3 �	� � $���� � ���
Dx

/ � ���}� � ����� ��� � � �@& �	��� 3
����+ �'( ����� � +u�#� � $�� � � � �5� ( � ����. � � ��� ��+,� � $�� ��� �	� �	+ �0/ ( �����.���5+ � �
���'(_��� �	����� � .w$�� ��� �	� �

p
� � ��� ��+,�"!

ω → p
/Z$�����$���+ $���� ��� �'& ��� ����$���� 3

� � + � $��.� � ��� Yd� � � � $����
ω0 → ∞ Z�� ��� �_��� � � �	� 3 �'& ��� ����$������ � . �	�(����$�� 3

� � . �
� � .7�|��+ � �D$����4B}�	� � $���� � �4H � � � � �_��� �w� � � � + �'&�� ���D7Ë�����+3

Dẋ

/3� �B3
$ � �CB���&83%1 � �5+,&#�5&����7�J��!

Dẋ =

∞∫

0

Sẋ(ω) dω =

∞∫

0

|Fẋ(iω)|2Sp(ω) dω =

∞∫

0

ω2Sx(ω) dx.



�DT7� Ö�Æ<Å�Ç�É<Ü�Û Í � � � Ô�Ñ Ù�Æ � Ç_À Ò � Î � Ô Ö�Æ<Å�Ç�É<Ü�Û ��� Í �
� $�& � ���R3=���43 ����� � � �_��� � ���(� �`I �����+3%$�� � +,� I & � � $������K�	��$�� � �5�����+30/

$ � �5&�$��5+ � � �'&�� �	��.4���.��&#�CB � � � !
Dẋ =

S0p
3
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[
1

4γ

(
arctg
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√

1 − γ2

γ
+ arctg
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√

1 − γ2

γ

)
−

− 1

8
√

1 − γ2
ln
s2 + 2s

√
1 − γ2 + 1

s2 − 2s
√

1 − γ2 + 1

]
,

& �|�K�	�(����$������
s = ω0

p
= ω0

√
M

2
√

2cy
, γ =

by
√
2√

cyM
.
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) � &�� ���7�J��P bRQ !
∂2u

∂t2
+A

∂2u

∂t∂x
+B

∂2u

∂x2
+ C

∂u

∂t
+D

∂u

∂x
+Eu = f(x, t)

(0 6 t <∞, −∞ < x <∞),

(1.1)

& �|�
A(x, t)

/
B(x, t)

� � $�& � ���8H � ���D$��������H�	�����@$�� ��� ������$�� � ���.� � �|�����H� �� � � � �'&�� $ � �G37�	����/
C(x, t)

/
D(x, t)

� � $�& � ���8H � ���D$��������H�	����� $�� ��� �����
$�� � ���.� � �|����� � � $������ �'&�� $ � �G37�	����/��

E(x, t)
�
f(x, t)

� & � B����D$��������H� 3
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



u(x, 0) = ϕ(x),

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= F (x),

A2 − 4B > 0,

(1.2)

& �|�
ϕ(x)

�
F (x)

� �#���J� ��������1�&�����-���� Y
ϕ(x)

� � $�& � ��� � � $�� � ���.� � �|��&NH Z �
( � ��� � ���	�	� � � 7Ë�������
∂

∂t

(
∂u

∂t
+A1

∂u

∂x
+B1u

)
+ C1

∂

∂x

(
∂u

∂t
+A1

∂u

∂x
+B1u

)
+

+D1

(
∂u

∂t
+A1

∂u

∂x
+E∗

1u

)
= f,

(1.3)

& �|�
A1 =

1

2

(
A−

√
A2 − 4B

)
, B1 =

−D + CA1 + ∂A1

∂t
+ C1

∂A1

∂x

A1 − C1
,

C1 =
1

2

(
A+

√
A2 − 4B

)
, D1 =

D − ∂A1

∂t
− C1

∂A1

∂x
− CC1

A1 − C1
,

D1E
∗
1 = E − ∂B1

∂t
− C1

∂B1

∂x
,�	�!$ � �5��� � BN&7�����#� ����&NH � $������ -��4HË/ � & ��&N$4$���� � ��� � B5/ � � $����7�|��+O��&������ 3

�������4H Y �	� � Z �|) �|��& &�� . ��� � � � ���"/ Y �	� K Z � ��� B � � ��� ��+ �U&������	��������.




∂u

∂t
+A1

∂u

∂x
+B1u = v,

∂v

∂t
+ C1

∂v

∂x
+D1v = D1(B1 −E∗

1 )u+ f

(1.4)

�	� � �_� � � �(�CB	� � 1�&�����-���.
u
�
v
�5) � ��� ��+ � Y �	� T ZE� � �`I ���R30/'$ � 5 � � +,& ���_��� � 3���5+Q�|��& & &NHË/45.�����������5��� � ��&NH � � ��� ��+,&





∂u

∂t
+A1

∂u

∂x
+
[
B1 − lD1(B1 −E∗

1 )
]
u = ρ,

∂v

∂t
+ C1

∂v

∂x
+
(
D1 −

1

l

)
v = f − ρ

l
,

lD1

(
B1 −E∗

1

)
u+ ρ = v,

(1.5)

� � ���
ρ
&.� � ���5� � � � �G3�� �Ë� ��� � B	��+,&N&������	�������4HË/��

l
� ���.� �	� � � � �����D7Ë�������

���(��������.�� �'&�� &������	�������+3 P ��/ �]Q
∂l

∂t
−D1(B1 −E∗

1 ) l2 + (B1 −D1) l + 1 = 0 ( l|t=0 = 1). (1.6)
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ρ
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u = e
−

t∫
0

[B1−lD1(B1−E∗
1 )]dt

(
u0(τ) +

t∫

0

ρe

t∫
0

[B1−lD1(B1−E∗
1 )]dt

dt

)
, (1.7)

v = e
−

t∫
0
(D1− 1

l )dt

v0(σ) +

t∫

0

(
f − ρ

l

)
e

t∫
0
(D1− 1

l )dt
dt


 , (1.8)

& �|�
u0(τ)

�
v0(σ)

� ���.���.�	� ��� �����U1�&�����-����0/
dτ = µ(dx − A1dt)

/
dσ =

µ̃(dx− C1dt)
�

( � ���
l
&.� � ���5� � � � �G3�� � &������	�������4H Y �	� � Z / � � �5+,��� � +,� ��� �2� �`I �|� ���J3�	����� � �@�����	��� ��� � � !

1

l
e

t∫
0
(D− 1

l )dt
= e

t∫
0

[B1−lD1(B1−E∗
1 )]dt

, (1.6)1� � ���5&4$�� &���Y �	� b Z � Y �	� � Z $��������5+ �8H � ���7�

u = e
−

t∫
0

[B1−lD1(B1−E∗
1 )]dt(

u0(τ) + φ
)
, (1.7)1

v = e
−

t∫
0

[B1−lD1(B1−E∗
1 )]dt 1

l

(
v0(σ) +

t∫

0

fe

t∫
0
(D1− 1

l )dt
dt− φ

)
, (1.8)1

& �|��$������.�
φ
�'(	� �����'$���� �

φ =

t∫

0

ρ e

t∫
0

[B1−lD1(B1−E∗
1 )]dt

dt. (1.9)

X � � ��� �������������'$������+3
u
�
v
� � ��� � B	��&������	��������� � � ��� ��+,� Y �	� � Z / �	�J3

� �_� � � �(�CB	� � 1�&�����-����
φ
$ � �5&�$��5+ &������	���������

∂φ

∂t
+
[
lD1(B1 −E∗

1 ) +
1

l

]
φ = L, (1.10)

& �|�
L =

1

l

(
v0(σ) +

t∫

0

fe

t∫
0
(D1− 1

l )dt
dt

)
− lD1(B1 −E∗

1 )u0(τ). (1.10)1
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φ
� �5�;�|&	� � !

φ = e
−

t∫
0
(lD1(B1−E∗

1 )+
1
l )dt
(
C(x) +

t∫

0

Le

t∫
0
(lD1(B1−E∗

1 )+
1
l )dt

dt

)
.

� � / ���'& �	� � � � Y �	� � Z $����
t = 0

�	����� �
φ = 0

/�$ � 5 � � +,& �#$ �_� �5�;�|����.
1 � �5+,&#�5�5���43 �CH (	�'&��

x
� � $�& � ��� ��+

C(x) = 0
�0/ � �5�;� � ��� � �(�CB	� � /

φ = e
−

t∫
0
(lD1(B1−E∗

1 )+
1
l )dt

t∫

0

Le

t∫
0
(lD1(B1−E∗

1 )+
1
l )dt

dt. (1.11)

�¨� � 1 � �5+,&#�	� �'( � � $���$������ � � �	�!$ � �5���5+ �_��� B � ��� � B	� &�� &������	��� 3
���+3 Y �	� � Z �6$ � �.� � �43�� �Ë� $����;�|�(��� � B

ρ
/

ρ = e
−

t∫
0

[B1−lD1(B1−E∗
1 )]dt ∂φ

∂t
.

�¨� �5+u� � �����#� ���65.�����������5��� � � �_��� B � � ��� ��+ Y �	� � Z � Y �	� T Z � � � ��� �	� 3
$ � �5���5+ �_��� � Y �	� T ZE� �5�;�|&	� � �	�!$ � �5���5+ �_��� B ���	�	� � � 7Ë�����+3 Y �	� K Z /������0/�$ � �
� � I � � �	+ � �	/�&������	�������+3 Y �	� � Z �
U+�����5+ �'( ����� � +�/

u
�U�����.�	������& � � .�1 � �5+,�K�5+,��� � ���7�W!

u(τ, t) = e
−

t∫
0

[B1−lD1(B1−E∗
1 )]dt

[
u0(τ)+

+e
−

t∫
0
(lD1(B1−E∗

1 )+
1
l )dt

t∫

0

Le

t∫
0
(lD1(B1−E∗

1 )+
1
l )dt

dt

]
,

(1.12)
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L
�	����� I � � �	� 34$������.�

(1.10)1
�

�K� $������ �'&�� ���'$����CB	� �'&�� & � � � ���+3 Y �	� � Z $����
t = 0

���J# � �	�5+�!
u0(τ) =

ϕ(x)
�
� � �'( � $������	&NH�$�� ��� B � �|�(�	� � B%1�&�����-�����. �	�

τ
/6�#�	+,��$�� ��+�/q$ � � $����

t = 0
���
dx = 1

µ
dτ

� �5�;�|&	� �
x =

∫
dτ
µ

= x(τ)
�

) �5�;� � ��� � �(�CB	� � /
u0(τ) = ϕ[x(τ)]. (1.13)
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u
�#����� � � ���	�

t
�
τ
3��	� � �4X � 5 � � +,&

du

dt
=
∂u

∂t
− µA1

∂u

∂τ
,
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��
& �|� ∂u

∂t
= −[B1 − lD1(B1 −E∗

1 )]u+ e−
∫

t

0
[B1−lD1(B1−E∗

1 )]dt ∂φ
∂t
,

∂u

∂τ
= − ∂

∂τ

t∫

0

[B1 − lD1(B1 −E∗
1 )]dt · u+

+e
−

t∫
0

[B1−lD1(B1−E∗
1 )]dt

(
u′0(τ) +

∂φ

∂τ

)
,

�
φ
� ��� B Y �	� �	� Z � ���	� H��J� � � � � � �@& � � � ����� Y �	� � Z $��������5+ � � � ���7�W!

F (x) = L− µA1ϕ
′(τ) − µA1

∂φ

∂τ

$����
t = 0.

� � ���5&�$�� � ���.� � �CB	� �_��� �%1�&�����-����
v0(σ)

�5� & � � $ � �����#� � B5/�$ � �
F (x) + µϕ′(τ)A1 −

v0(σ)

l
+D1(B1 −E∗

1 )u0(τ) = 0.

) �5�;� � ��� � �(�CB	� � /
v0(σ) = l2D1(B1 −E∗

1 )ϕ(τ(σ)) + lF (σ) + lµA1
dϕ

dσ
. (1.14)

U+�����5+ �'( ����� � +�/Y$ � � ��� �����43+3 �%$������	&NH�$�� ��� B
(1.10)1

�_+,� ��� � ���.��� 3�	� ��� ����# 1�&�����-���.
u0(σ)

�
v0(σ)

��# ���	�	� �	� �	��� �	&NH ) ���Q�����'$������+3 ���
Y �	� � K Z � Y �	� �DT Z /_+,��$ � �5&�$��5+ � � $�� � �����D7Ë��������&������	�������+3 Y �	� � Z � � �|����� �
���	+ � � � $�& ) ��� � /�$ � �

l
�#���J� ��� �

� �!�4p�y,p��W��l_yWs,j ��sW�,l�j �0n|l �*y,p�o|r,l_rWs,l�� O �����`���K�.�	� ��� � � /q$ � � �CH 3
(	� �3��������.�� � ��&������	���������H�"$�� ��� ����#O$�� � ���.� � �|����#
� � � � �'&�� $ � �G37�	��� ��� 3
$�� � � �`I �J� � �	� 34���(��������.�����+ &������	����������+ $������ �'&�� $ � �G37�	���\P � Q !

∂l

∂σ
+Al2 +Bl + C = 0

(
l = l(σ, τ)

)
, (2.1)

�����.��� ������+ � .��5��� � + #7� ����� � ����� ��� ��$�� � ���5+�/ ���	�	� �	� �	��� �	&NH ) �5+ &N$ � +�3 3
��& � � +,&���������.�� � +,&4&������	�������4HË/

l
� � � � � + �R3�1�&�����-��+30/

A
/
B
/
C

� �#� 3�J� �������@1�&�����-���� � Y ��� � Z��	� � �_� � �	� 3 � ���	� ��� &U� ������� � � �4&�$�� � �H���R30/_$ � �
λ = −B±

√
B2−4AC
2A (B2 − 4AC > 0).

� � � � � $�& � ��� � � $����;� ��� �����5��������P � Q !
∂

∂σ
ln
∣∣∣ l− λ1
l− λ2

∣∣∣+
1

l − λ1

∂λ1
∂σ

− 1

l − λ2

∂λ2
∂σ

= −A(λ1 − λ2), (2.2)

���43 � �	� � � �'&�� �5+,��� � +,� ��� �N� �5�;�|&NH ) ���K�	� � B_+ �?��� I � � � $ � � �`I ������� �
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e−
∫
Aλ1dσ

∫
Aα

∂λ1
∂σ

e
∫
Aλ1dσdσ−

−e−
∫
Aλ2dσ

∫
Aα

∂λ2
∂σ

e
∫
Aλ2dσdσ = Aα(λ1 − λ2),

(2.3)

& �|�
α
� ���.���.�	� ��� ����/ � � 1 � �5+,&#�5�




l − λ1 =
λ1 − λ2

∆
e−

∫
Aλ1dσ

∫
Aα

∂λ1
∂σ

e
∫
Aλ1dσdσ,

l − λ2 =
λ1 − λ2

∆
e−

∫
Aλ2dσ

∫
Aα

∂λ2
∂σ

e
∫
Aλ2dσdσ,

(2.4)

∆ = e−
∫
Aλ2dσ

∫
Aα

∂λ2
∂σ

e
∫
Aλ2dσdσ − e−

∫
Aλ1dσ

∫
Aα

∂λ1
∂σ

e
∫
Aλ1dσ dσ,

�'( ��� ) �8H � Y ��� � Z � � �`I �|� ��� � � P � Qª� 
 � �����#� � �(�CB ��� � ��� �5�;�|&	� � ���D$ �_� ���;� 3
��� �	����� � $ � � ��� � � � ��� � .41 � �5+,&#� Y ��� T Z � Y ��� � Z � 

���5���	/���� � � & �����5�"!

u =

∫
Aα

∂λ1
∂σ

e
∫
Aλ1dσdσ, v =

∫
Aα

∂λ2
∂σ

e
∫
Aλ2dσdσ, (2.5)

� �	� � ����� ��� �|��� I � �	� 3 � Y ��� K Z /|����������� Y
λ1 6= λ2

Z / $ � 5 � � +,& Y ��� K Z + �`I ��+
$����;� ��� ����� � B ����� � � ��� ��+,&q!





∂u

∂σ
− 1

λ1 − λ2

∂λ1
∂σ

u = − 1

λ1 − λ2

∂λ1
∂σ

e
∫
A(λ1−λ2)dσv,

∂v

∂σ
+

1

λ1 − λ2

∂λ2
∂σ

v =
1

λ1 − λ2

∂λ2
∂σ

e−
∫
A(λ1−λ2)dσu.

(2.6)

� �U� ��� � � �`I ���R30/+$ � 5 � � +,& ���_��� �����43���+Q�|��& & &NHË/ (	� �5����&N$�� �') ������&NH




∂u

∂σ
− 1

λ1 − λ2

(
∂λ1
∂σ

+ l∗
∂λ2
∂σ

e−
∫
A(λ1−λ2)dσ

)
u = ρ,

∂v

∂σ
+

1

λ1 − λ2

(
∂λ2
∂σ

+
1

l∗
∂λ1
∂σ

e−
∫
A(λ1−λ2)dσ

)
v = −ρ

l
,

l∗

λ1 − λ2

∂λ2
∂σ

e−
∫
A(λ1−λ2)dσu+ ρ =

= − 1

λ1 − λ2

∂λ1
∂σ

e
∫
A(λ1−λ2)dσv

(2.7)
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ρ
� ���D7Ë������� � ��� � B	� &�� &������	�������+30/6�

l∗
�

���.� �	� � � � �@���D7Ë�������"���(��������.�� �'&�� &������	�������+3
∂l∗

∂σ
−

∂λ2

∂σ

λ1 − λ2
e−

∫
A(λ1−λ2)dσl∗2−

− 1

λ1 − λ2

∂(λ1 + λ2)

∂σ
l∗ −

∂λ1

∂σ

λ1 − λ2
e
∫
A(λ1−λ2)dσ = 0.

(2.8)

U+�����5+ �'( ����� � +�/W� � ��� Y ��� K Z &.� � ���5� � � � �G3�� � / � � 1 � �5+,&#�5� Y ��� T ZË�'( 3
��� ) �8H � &������	��������� Y ��� � Z � � �`I �|� ��� � � /�� ��Y ��� K Z � � � & �J��&.� � ���5� � � � �G3�� � /
� � ���2&.� � ���5� � � � �G3�� �U� � ��� ��+ � Y ��� b Z / & �|�

l∗
� ���.� �	� � � � �"���D7Ë�������V&������ 3

�������+3 Y ��� � Z �
� �Ëi2j	jJk�l mEn5oqp�rWs,l �*y,p�o|r,l_rWsWt � � � � �`���������	��������� Y ��� � Z ������� � -��

$����;� ��� �����43�� �	� 3 � ���7�|�
∂l∗

∂σ
+A1l

∗2 +B1l
∗ + C1 = 0, (3.1)

& �|�
A1 = −

∂λ2

∂σ

λ1 − λ2
e−

∫
A(λ1−λ2)dσ, B1 = − 1

λ1 − λ2

∂(λ1 + λ2)

∂σ
,

C1 = −
∂λ1

∂σ

λ1 − λ2
e
∫
A(λ1−λ2)dσ.

�������.�
λ∗

�'(	� �����'$��5+
λ∗ =

−B1±
√

B2
1−4A1C1

2A1
(B2

1 − 4A1C1 > 0).U+��� I � ����� � �O$ �	� /�&������	��������� Y K�� � Z + �`I � � �#�8$�� � � � B5!
∂

∂σ
ln
∣∣∣ l

∗ − λ∗1
l∗ − λ∗2

∣∣∣+
1

l∗ − λ∗1

∂λ∗1
∂σ

− 1

l∗ − λ∗2

∂λ∗2
∂σ

= −A(λ∗1 − λ∗2). (3.2)
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e−

∫
A1λ

∗
1dσ

∫
A1α

∗ ∂λ
∗
1

∂σ
e
∫
A1λ

∗
1dσdσ−

−e−
∫
A1λ

∗
2dσ

∫
A1α

∗ ∂λ
∗
2

∂σ
e
∫
A1λ

∗
2dσdσ = A1α

∗(λ∗1 − λ∗2),

(3.3)

& �|�
α∗ � ���.���.�	� ��� ����/ � � 1 � �5+,&#�5�"!




l∗ − λ∗1 =
λ∗1 − λ∗2

∆∗ e−
∫
A1λ

∗
1dσ

∫
A1α

∗ ∂λ
∗
1

∂σ
e
∫
A1λ

∗
1dσdσ,

l∗ − λ∗2 =
λ∗1 − λ∗2

∆∗ e−
∫
A1λ

∗
2dσ

∫
A1α

∗ ∂λ
∗
2

∂σ
e
∫
A1λ

∗
2dσdσ,

(3.4)
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∆∗ = e−
∫
A1λ

∗
2dσ

∫
A1α

∗ ∂λ
∗
2

∂σ
e
∫
A1λ

∗
2dσdσ−

− e−
∫
A1λ

∗
1dσ

∫
A1α

∗ ∂λ
∗
1

∂σ
e
∫
A1λ

∗
1dσdσ,
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� � � Y K�� K Z &������	���������
e−

∫
A1λ

∗
2dσ

∫
A1α

∗ ∂λ
∗
1

∂σ
e
∫
A1λ

∗
1dσdσ−

−e−
∫
A1λ

∗
1dσ

∫
A1α

∗ ∂λ
∗
2

∂σ
e
∫
A1λ

∗
2dσdσ = −A1α

∗(λ∗1 − λ∗2) γ,

(3.5)

& �|�
γ =

∂λ∗
1

∂σ
∂λ∗

2

∂σ

(
e
∫
A1(λ

∗
1−λ∗

2)dσ −
∫ ∂λ∗

2

∂σ
e−

∫
A1(λ

∗
1−λ∗

2)dσ

λ∗1 − λ∗2
dσ

)
.

��� � �_� � � �(�CB	� �@� � ��� ��+,� Y K�� K Z � Y K�� � Z«� $������	�;��������� � �5�;�|&NH ) �R3 � � � ����+ � �
F�l�n5y,l�~�p<� �B� $ � �%����� �+�&������45� ���3����	���
 $ 4 /@� � 9E�,� 2 
 ? �%�&�'� �

(3.3)
�

(3.5)
/ � (;�:�'9E� $ ����4 � �#� ���+�&�������+����� �

∫
A1α

∗ ∂λ
∗

∂σ
e
∫
A1λ

∗dσdσ =

=




e
∫

re
−

∫
A1λ∗

1dσ
−e

−
∫

A1λ∗
2dσ

λ∗
1
−λ∗

2

∂λ∗
2

∂σ
e
∫

A1λ∗
2dσdσ

,
D � 	,9:
 λ∗ = λ∗2,

e
−

∫
re

−
∫

A1λ∗
2dσ

−e
−

∫
A1λ∗

1dσ

r(λ∗
1
−λ∗

2
)γ

∂λ∗
1

∂σ
e
∫

A1λ∗
1dσdσ

,
D � 	,9:
 λ∗ = λ∗1,

(3.6)

	,9E�
r 1 �:��)A�����%���%� $ ���%� � � � 	 � �;��
��#�%�����+�

∂r

∂σ
+
e−

∫
A1(λ

∗
1−λ∗

2)dσ ∂λ∗
2

∂σ

λ∗1 − λ∗2
r2−

−γ
∂λ∗

2

∂σ
− e

∫
A1(λ

∗
1−λ∗

2)dσ ∂λ∗
1

∂σ

(λ∗1 − λ∗2)γ
r −

∂λ∗
1

∂σ

(λ∗1 − λ∗2)γ
= 0,

(3.7)

� � (3.6)
���3����� =:� ��
��+���3�����

(3.3)
�

(3.5) �#" ��
 ? 
;�&�5� � � 2 9E�&����� �+G
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∂r

∂σ
+A∗r2 +B∗r + C∗ = 0, (3.8)
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A∗ =
e−

∫
A1(λ

∗
1−λ∗

2)dσ

λ∗1 − λ∗2

∂λ∗2
∂σ

, B∗ = −γ
∂λ2

∂σ
− e

∫
A1(λ

∗
1−λ∗

2)dσ ∂λ∗
1

∂σ

(λ∗1 − λ∗2)γ
,

C∗ = −
∂λ1

∂σ

(λ∗1 − λ∗2)γ
,� $ �	� � +}� � ��� I ��+ � � � ����+,& �

X ��� �'( ����� � ��� �����5���7�J�
r =

1∫
A∗dσ − v1

, (3.9)

&������	��������� Y K�� � Z $������.� � �	� � �����������D7?�5+ � +,&����	� ��� &q!
∂v1
∂σ

−
(
B∗+2C∗

∫
A∗dσ

)
v1+C∗v21 +

(
B∗+C∗

∫
A∗dσ

)∫
A∗dσ = 0.

U+��� ����� �U����+ � � �'(	� �|����.4$��5���������	���%��&#�CHË/

B∗ + C∗
∫
A∗dσ = 0, (3.9)1

� �_��� ���'7Ë��� � 3 ���	�	� � � 7Ë������� �	� � �_� � �	� 3 � ���	� ��� &4��������&#�����0/
∂v1
∂σ

+ C∗v21 − C∗
∫
A∗dσv1 = 0,

��� � �	� � � �'&���� ������& ���J# � �	�5+
v1
Y �Q�	�!$ � �5���5+ �_��� �

(3.9)1
& ( � I �J� ��+ � 3

���D$ �_� ���;� ��� �	����� � .0$�� � �	����� � . Z � � � /*� � ���
r
� ���D7Ë������� Y K�� � Z / � �����	�	�J3

� � 7Ë�������	/
e
−

∫
re

−
∫

A1λ∗
2dσ

−e
−

∫
A1λ∗

1dσ

r(λ∗
1−λ∗

2)γ

∂λ∗
1

∂σ
e
∫

A1λ∗
1dσdσ

=

= re
∫

re
−

∫
A1λ∗

1dσ
−e

−
∫

A1λ∗
2dσ

λ∗
1
−λ∗

2

∂λ∗
2

∂σ
e
∫

A1λ∗
2dσdσ

(3.10)

� ��� B � �`I �|� ��� � � P � Qª�4X ������.7�|��+ � �D$����4B=��&N$ � +�3���& � � . �	�!7Ë� � � � ����+,� �� �����	��� ��� � ��Y K�� K Z $ � � ��� �����5+ �����'$��������?��� � � & ����� � � ���'& �	� � � � 1 � � 3
+,&#�5� Y K�� � Z /+$ � �5&�$��5+�!

e−
∫
A1λ

∗
1dσe

−
∫

re
−

∫
A1λ∗

2dσ
−e

−
∫

A1λ∗
1dσ

r(λ∗
1
−λ∗

2
)γ

∂λ∗
1

∂σ
e
∫

A1λ∗
1dσdσ−

−e−
∫
A1λ

∗
2dσe

∫
re

−
∫

A1λ∗
1dσ

−e
−

∫
A1λ∗

2dσ

λ∗
1
−λ∗

2

∂λ∗
2

∂σ
e
∫

A1λ∗
2dσdσ

= A1α
∗(λ∗1 − λ∗2).
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re−
∫
A1λ

∗
1dσ − e−

∫
A1λ

∗
2dσ

λ∗1 − λ∗2
e
∫

re
−

∫
A1λ∗

1dσ
−e

−
∫

A1λ∗
2dσ

λ∗
1
−λ∗

2

∂λ∗
2

∂σ
e
∫

A1λ∗
2dσdσ

= Aα.

� ( ��$�� ��� �������	��� ��� ���@&�+,� �`I �5+ ��� ∂λ∗
2

∂σ
e
∫
A1λ

∗
2dσ
� � $������ � .U$�� ��� �O$���� 3

+,��+}� � �	���5+ � ����� Y K�� � Z /�� �'& �J�
λ = λ2

� � $��.���7�|� � /'$����7�|��+}� � �`I �|� ��� �	&
∂

∂σ
e
∫

re
−

∫
A1λ∗

1dσ
−e

−
∫

A1λ∗
2dσ

λ∗
1−λ∗

2

∂λ∗
2

∂σ
e
∫

A1λ∗
2dσdσ

=

=
∂

∂σ
e
∫

re
−

∫
A1λ∗

1dσ
−e

−
∫

A1λ∗
2dσ

λ∗
1
−λ∗

2

∂λ∗
2

∂σ
e
∫

A1λ∗
2dσdσ

.

������� �'& ��$�� � & ��� � ������������� � �	� 35�	�!$ � �5���5+ �_��� B Y K�� � Z � � � � � � ��� (	� ����� �_� B �
U+�����5+ �'( ����� � +�/�&������	��������� Y K�� K Z &.� � ���5� � � � �G3�� � �51 � �5+,&#�	�	+ � Y K�� T Z

&.� � ���5� � � � �G3�� � � &������	��������� Y K�� � Z /J����� &������	��������� Y K�� � Z�Y $ � ��� �`I � � � 3
+ � �	/'&������	��������� Y K�� � Z Z � � � ���3�	�!$ � �5���5+ �_��� � Y K�� � Z«� �5�;�|&	� �@� �`I �|� ��� �	��� 3
� � �������	��� ��� � �

1

l∗
e
∫

1
λ1−λ2

( ∂λ2
∂σ

+ 1
l∗

∂λ1
∂σ

e
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσ =

= e−
∫

1
λ1−λ2

( ∂λ1
∂σ

+l∗
∂λ2
∂σ

e−
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσ ,

(3.11)

� �	� � ����+U� �_� $ � �CB���&	��+ � 3 �J���CB'7Ë� �
� ���V�Wo|sWoqp�k�l_rW��r,n|j ��{�j s,j ��l�~

(2.6)
s

(2.7)
� ) � ��� ��+,& Y ��� � Z¨���_��� � 3���5+ ���"&������	�������+3 Y ��� K Z /��	�!$ � �5���5+ �_��� B � �	� � � �'&�� �J� � � �	�!$ � �5���5+ �_��� B

&������	�������+3 Y ��� � Z � � �\Y ��� � Z $ � ���J� � �	� 3�����&�$������4H P �]Qª� 
Ë��. ��� ��� � �(�CB	� � /����
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u
�
v
�5+,����+ ���	�	� �	� �	��� �	����� � !

u = e
∫

1
λ1−λ2

( ∂λ1
∂σ

+l∗
∂λ2
∂σ

e−
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσ×

×
(
u0 +

∫
ρe−

∫
1

λ1−λ2
( ∂λ1

∂σ
+l∗

∂λ2
∂σ

e−
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσdσ

)
,

v = e
−

∫
1

λ1−λ2
( ∂λ2

∂σ
+ 1

l∗
∂λ1
∂σ

e−
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσ×

×
(
v0 −

∫
ρ

l∗
e
∫

1
λ1−λ2

( ∂λ2
∂σ

+ 1
l∗

∂λ1
∂σ

e
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσdσ

)
,



�'�RT � Ü�È_Ç�ÆZÛ � ��
��
& �|�

u0
�
v0
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Φ =

∫
ρe−

∫
1

λ1−λ2
( ∂λ1

∂σ
+l∗

∂λ2
∂σ

e−
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσdσ, (4.1)

�����'$������+3
u
�
v
� � � �	� � � $����;� ��� �����434H �	� 3 � ���




u = e

∫
1

λ1−λ2
( ∂λ1

∂σ
+l∗

∂λ2
∂σ

e−
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσ(u0 + Φ),

v =
1

l∗
e
∫

1
λ1−λ2

( ∂λ1
∂σ

+l∗
∂λ2
∂σ

e−
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσ(v0 − Φ).
(4.2)

�@��� � � �	� 3�&.� � ���5� � � � ��� � B � ��� � B	��+,&Ë&������	�������4H � � ��� ��+,� Y ��� b Z � ( � ����	��� ��� �%1 � �5+,&#�5� Y T5� � Z � � ��� � B	��&������	��������� Y ��� b Z / � & ��&N$4$���� � ��� � B �	� � � 3
� � � �(�CB	� � ���.���.�	� ��� � � . 1�&�����-����

Φ
/ � � $ �_� �5��$������+3 � �+3 �'(	� �����'$�������.0/

$����7�|��+ � �	�51"1���������-������CB	� � +,&�&������	�������4H
∂Φ

∂σ
+M0Φ = L0, (4.3)

& �|�
M0 =

l∗

λ1 − λ2

∂λ2
∂σ

e−
∫
A(λ1−λ2) dσ +

1

l∗(λ1 − λ2)

∂λ1
∂σ

e
∫
A(λ1−λ2) dσ,

L0 = −
(

l∗

λ1 − λ2

∂λ2
∂σ

e−
∫
A(λ1−λ2) dσu0+

+
1

l∗(λ1 − λ2)

∂λ1
∂σ

e
∫
A(λ1−λ2) dσv0

)
,

���K� �	� � � �'&�� ���43
Φ
�5+,����+�!

Φ = e−
∫
M0dσ

(
Φ0 +

∫
L0e

∫
M0dσdσ

)
(Φ0 = const), (4.4)

�
� � �5�;� �#������.0/���� �_� � � ��� ����� Y T5� � Z / � ������&N���J# � �	�5+
ρ
/

ρ =
∂Φ

∂σ
e
∫

1
λ1−λ2

( ∂λ1
∂σ

+l∗
∂λ2
∂σ

e−
∫

A(λ1−λ2)dσ)dσ , (4.5)

& �|� $ � � ∂Φ
∂σ
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