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Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü îá îïåðàòîðàõ Ýéëåðà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà,
äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå H(Ω) âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ íà
îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ CN . Îíî íàäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ Ω.
Ýòèì îïåðàòîðàì ïîñâÿùåíî íåñêîëüêî ñòàòåé Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà.
Îíè òåñíî ñâÿçàíû ñ îïåðàòîðàìè ñâåðòêè, â ÷àñòíîñòè,
äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â H(Ω), â èññëåäîâàíèå êîòîðûõ
áîëüøîé âêëàä âíåñëè Þ.Ô. Êîðîáåéíèê è Â.Â. Íàïàëêîâ.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû Ýéëåðà äâóõ âèäîâ:

Ea(f)(t) :=
∑
β∈NN

0

aβt
βf (β)(t) (1)

è

Eθ,a(f) :=
∑
β∈NN

0

aβθ
β(f), (2)

ãäå

θβ := θβ1

1 · · · θ
βN

N , θj(f)(t) := tj
∂f

∂tj
(t),

aβ ∈ C, β ∈ NN0 , N0 := N ∪ {0}.

Áîëüøåé ÷àñòüþ äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ ðåøàëàñü çàäà÷à îá èõ
êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè è ñþðúåêòèâíîñòè.
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Â ñòàòüÿõ1, 2, 3, 4 (ïðè N = 1) è â 5, 6 (ïðè N ≥ 1) èçó÷àëèñü
îïåðàòîðû âèäà (1).
Â 7, 8 èññëåäîâàíû îïåðàòîðû Ýéëåðà ñ ïðåäñòàâëåíèåì (2).

1H.T. Davis. The Euler Di�erential Equation of In�nite Order // Amer. Math.
Monthly. 1925. V. 32. � 5. 223�233.

2Þ.Ô. Êîðîáåéíèê, Þ.Ì. Äîíñêîâ. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. 1969. � 11. 44�52.

3Þ.Ô. Êîðîáåéíèê. Î ïðèìåíèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà // Ñèá. ìàòåì. æóðíàë. 1969. Ò. 10. � 3. 549�564.

4Ñ.Ñ. Ëèí÷óê. Äèàãîíàëüíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ // Àêòóàëüíûå âîïðîñû òåîðèè ôóíêöèé. Èçä-âî ÐÃÓ,
Ðîñòîâ-íà-Äîíó. 1987. 118�121.

5R. Ishimura. Existence locale de solutions holomorphes pour les équations
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Îïåðàòîðû Ýéëåðà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâàõ
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Â äîêëàäå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
ñâÿçè äâóõ ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ îïåðàòîðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå 14.
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Ïóñòü
C∗ := C\{0}.

Èòîãîâàÿ òåîðåìà î äåéñòâèè îïåðàòîðîâ â ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðîñòðàíñòâàõ:

Òåîðåìà

(i) Åñëè lim
|β|→∞

(β!|aβ |)1/|β| = 0, òî îïåðàòîðû Ea, Eθ,a ëèíåéíû è

íåïðåðûâíû â H(Ω) äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω â
CN .
(ii) Åñëè lim sup

|β|→∞
(β!|aβ |)1/|β| < +∞, òî îïåðàòîðû Ea, Eθ,a ëèíåéíû è

íåïðåðûâíû â H(CN ), Eθ,a � è â H((C∗)N ).
(iii) Åñëè lim sup

|β|→∞
(β!|aβ |)1/|β| < 1, òî îïåðàòîð Ea ëèíåéíî è

íåïðåðûâíî äåéñòâóåò â H((C∗)N ).
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Çàìå÷àíèå. Îïåðàòîðû Ea è Eθ,a (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ íà
êîýôôèöèåíòû) ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè àäàìàðîâñêîãî òèïà â H(Ω),
ò.å. âñå ìîíîìû fβ(t) = tβ , β ∈ NN0 , ÿâëÿþòñÿ èõ ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè:

Ea(fβ) =

β!
∑

0≤γ≤β

aγ
(β − γ)!

 fβ , Eθ,a(fβ) = a(β)fβ .
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Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû â òåðìèíàõ ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé

Ïóñòü Exp(CN ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ ôóíêöèé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà â CN , òî åñòü âñåõ öåëûõ â CN ôóíêöèé
òàêèõ, ÷òî

∃σ,C > 0 : |f(z)| ≤ Ceσ|z|, z ∈ CN ;

Exp({0}) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà 0, òî åñòü òàêèõ öåëûõ â CN ôóíêöèé, ÷òî

∀ε > 0 ∃C > 0 : |f(z)| ≤ Ceε|z|, z ∈ CN .

Ââåäåì ôóíêöèþ a(t) =
∑
β≥0

aβt
β .

Èçâåñòíî, ÷òî
óñëîâèå lim sup

|β|→∞
(β!|aβ |)1/|β| < +∞ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

a ∈ Exp(CN );

óñëîâèå lim
|β|→∞

(β!|aβ |)1/|β| = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî a ∈ Exp({0}).
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ÑÂßÇÜ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ (1) è (2)

Îïðåäåëèì ìíîãîìåðíûå óáûâàþùèå ôàêòîðèàëû

(t)β := (t1)β1
· · · (tN )βN

, t ∈ CN , β ∈ NN0 ,

ãäå

(z)n := z(z − 1) · · · (z − n+ 1), n ∈ N, (z)0 := 1, z ∈ C.

Äëÿ β, γ ∈ NN0 , γ ≤ β, ïîëîæèì

s(β, γ) :=

N∏
j=1

s(βj , γj), S(β, γ) :=

N∏
j=1

S(βj , γj),

ãäå s(n, k), ñîîòâ., S(n, k), äëÿ k, n ∈ N0, k ≤ n, � ÷èñëî Ñòèðëèíãà
ïåðâîãî, ñîîòâ., âòîðîãî, ðîäà. Çàïèñü γ ≤ β îçíà÷àåò, ÷òî γj ≤ βj ,
1 ≤ j ≤ N .
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Ýòè ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè.
Îäíî èç îïðåäåëåíèé èñïîëüçóåò óáûâàþùèå ôàêòîðèàëû; ÷èñëà
Ñòèðëèíãà çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(z)n =

n∑
k=0

s(n, k)zk, zn =

n∑
k=0

S(n, k)(z)k, n ∈ N0, z ∈ C.

Äëÿ âñåõ t ∈ CN , β ∈ NN0

(t)β =
∑

0≤γ≤β

s(β, γ)tγ , tβ =
∑

0≤γ≤β

S(β, γ)(t)γ .

×èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà S(n, k) � ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
ðàçáèòü ìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ íà k íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ;
|s(n, k)| � ýòî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ñ k öèêëàìè.
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Èç èçâåñòíûõ ðàâåíñòâ äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé ñëåäóåò

Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω â CN , âñåõ β ∈ NN0 ,
f ∈ H(Ω), t ∈ Ω

θβ(f)(t) =
∑

0≤γ≤β

S(β, γ)tγf (γ)(t), tβf (β)(t) =
∑

0≤γ≤β

s(β, γ)θγ(f)(t).
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Èñïîëüçóþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òàêèå ñâîéñòâà ÷èñåë Ñòèðëèíãà, ïðè
N = 1 èçâåñòíûå 15, 16.

Ëåììà

(i) Äëÿ ëþáûõ β, γ ∈ NN0 , γ ≤ β,∑
γ≤ν≤β

s(β, ν)S(ν, γ) =
∑

γ≤ν≤β

S(β, ν)s(ν, γ) = δγ,β

(δγ,β � ñèìâîë Êðîíåêåðà).
(ii) S(β, γ) ≤ Cγβγβ−γ , β, γ ∈ NN0 , γ ≤ β.
(iii) |s(β, γ)| ≤ Cγβ

β!
γ! , β, γ ∈ NN0 , γ ≤ β.

(iv) Äëÿ ëþáûõ t ∈ CN , γ ∈ NN0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∑
β≥γ

S(β, γ)
tβ

β!
=

(et1 − 1)γ1 · · · (etN − 1)γN

γ!
.

15Äæ. Ðèîðäàí. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðíûé àíàëèç. Ì.: èçä�âî ÈË. 1963.
16L. Comtet. Advances combinatories: the art of �nite and in�nite expansions.

Dordrecht, Boston: D. Reider Pub. Co. 1974.
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Ïóñòü a ∈ Exp(CN ), a(t) =
∑

β∈NN
0

aβt
β , t ∈ CN .

Äëÿ àíàëèçà ñâÿçè îïåðàòîðîâ Ýéëåðà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà
ïîíàäîáÿòñÿ àññîöèèðîâàííûå ðÿäû

ã(t) :=
∑
β∈NN

0

aβ · (t)β ,

â(t) :=
∑
γ∈NN

0

∑
β≥γ

S(β, γ)aβ

 tγ , t ∈ CN .

Ïåðâûé ðÿä � ýòî ìíîãîìåðíûé âàðèàíò ðÿäà Íüþòîíà. Äëÿ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé îí èçó÷àëñÿ, íàïðèìåð,
â17,18, 19.

17È.È. Èáðàãèìîâ, Ì.Â. Êåëäûø. Îá èíòåðïîëÿöèè öåëûõ ôóíêöèé // Ìàòåì.
ñá. 1947. Ò. 42. � 2. 283�291.

18À.Î. Ãåëüôîíä. Èñ÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ì.: ÃÈÔÌË. 1959.
19À.Ô. Ëåîíòüåâ. Öåëûå ôóíêöèè. Ðÿäû ýêñïîíåíò. Ì.: Íàóêà. 1983.
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Êëþ÷åâûìè ÿâëÿþòñÿ òàêèå ñîîòíîøåíèÿ.

Ëåììà

(i) Åñëè a ∈ Exp(CN ), òî â ∈ Exp(CN ).

(ii) Åñëè lim sup
|β|→∞

(β!|aβ |)1/|β| < 1, òî ã ∈ Exp(CN ) è a = ̂̃a.
(iii) Åñëè lim sup

|β|→∞
(β!|aβ |)1/|β| < log 2, òî lim sup

|β|→∞
(β!|âβ |)1/|β| < 1 è

a = ̂̃a = ˜̂a.
(iv) Åñëè a ∈ Exp({0}), òî ã, â ∈ Exp({0}) è a = ̂̃a = ˜̂a.
Ïðèìåð. Ïóñòü a(t) = 2〈1,t〉 = 2t1 · · · 2tN . Òîãäà äëÿ t ∈ CN

â(t) =
∑
γ∈NN

0

∑
β≥γ

S(β, γ)
(log 2)|β|

β!

 tγ

=
∑
γ∈NN

0

(
elog 2 − 1

)|γ|
γ!

tγ =
∑
γ∈NN

0

tγ

γ!
= e〈1,t〉.

Ñ.Í. Ìåëèõîâ Îïåðàòîðû Ýéëåðà â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé



Èíòåðïðåòàöèÿ ïîñðåäñòâîì ðÿäà Íüþòîíà

Óòâåðæäåíèÿ (iii), (iv) â ëåììå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ
ïðåäñòàâèìîñòè öåëîé ôóíêöèè åå ðÿäîì Íüþòîíà.
Äëÿ öåëîé â CN ôóíêöèè a ââåäåì ÷èñëà

∆γ(a) :=
∑

0≤ν≤γ

(−1)γ−νCγ−νγ a(ν), γ ∈ NN0 .

Ïðè N = 1 îíè ñîâïàäàþò ñ êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ ïîðÿäêà γ ôóíêöèè
a â òî÷êå 0.

Ïóñòü lim sup
|β|→∞

(β!|aβ |)1/|β| < log 2. Òîãäà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ˜̂a è
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

1

γ!
∆γ(a) = âγ , γ ∈ NN0 ,

ãäå âγ � òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû â.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ¾ïðÿìûå¿ ðàâåíñòâà äëÿ
S(β, γ), 0 ≤ γ ≤ β:

S(β, γ) =
1

γ!

∑
0≤ν≤γ

(−1)γ−νCγ−νγ νβ

(îíè âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé ïðè N = 1).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî a = ˜̂a â ëåììå (iii), (iv) îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèÿ a ðàçëîæèìà â ñâîé ðÿä Íüþòîíà.
Ïðè N = 1 ýòî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìà 5.1120).

Îòñþäà âûòåêàåò àíàëîã òåîðåìû Ïîëèà:

Ñëåäñòâèå

Åñëè lim sup
|β|→∞

(β!|aβ |)1/|β| < log 2 è a(NN0 ) ⊂ Z, òî ôóíêöèÿ a �

ìíîãî÷ëåí.

20À.Ô. Ëåîíòüåâ. Öåëûå ôóíêöèè. Ðÿäû ýêñïîíåíò. Ì.: Íàóêà. 1983.
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Òåîðåìà

(i) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè a ∈ Exp({0}), âñÿêîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà Ω â CN â H(Ω) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà Ea = Eθ,ã è
Eθ,a = Eâ.
(ii) Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè a ∈ Exp(CN ) â H(CN ) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî Eθ,a = Eâ.
(iii) Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè a ∈ Exp(CN ) ñóùåñòâóåò c ∈ Exp(CN ),
äëÿ êîòîðîãî Ea = Eθ,c â H(CN ).
(iv) Åñëè lim sup

|β|→∞
(β!|aβ |)1/|β| < 1, òî Ea = Eθ,ã â H(CN ).

(v) Åñëè lim sup
|β|→∞

(β!|aβ |)1/|β| < 1, òî Ea = Eθ,ã â H((C∗)N ). Åñëè

lim sup
|β|→∞

(β!|aβ |)1/|β| < log 2, òî Eθ,a = Eâ â H((C∗)N ).
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Ìíîãîìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû Âèãåðòà�Ëî

Ïðèâåäåì îäèí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãîìåðíîé
âåðñèåé òåîðåìû Âèãåðòà�Ëî (òåîðåìà 1.3.221) è äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîãî èñïîëüçóåò ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà

(òåîðåìà Âèãåðòà�Ëî) Ôóíêöèÿ h(t) =
∞∑
n=0

hnt
n, ãîëîìîðôíàÿ â

îêðåñòíîñòè íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé îò 1
t−1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ a ∈ Exp({0}) òàêàÿ, ÷òî hn = a(n)
äëÿ âñåõ n ∈ N0.

21Ë. Áèáåðáàõ. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå. Ì.: Íàóêà. 1967.
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Îòìåòèì ôàêò äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé t, ïî ñóòè,
ñîäåðæàùèéñÿ â ï. 2 ñòàòüè 22:

Ôóíêöèÿ f(t) ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 è ãîëîìîðôíî
ïðîäîëæàåòñÿ â C\{1} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ 1

t f
(
1
t

)
ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè è ãîëîìîðôíî

ïðîäîëæàåòñÿ â C\{1}. Çíà÷èò, åñëè g(t) =
∞∑
n=0

g(n)(0)
n! tn ÿâëÿåòñÿ

íåíóëåâîé öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà â C, òî ôóíêöèÿ
g0(t) =

∞∑
n=0

g(n)(0)tn öåëàÿ îò 1
t−1 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà g ñîâïàäàåò ñ {1}.

22Þ.Ô. Êîðîáåéíèê, Þ.Ì. Äîíñêîâ. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà // Èçâ. âûñø. ó÷åáí. çàâåä., Ìàò. 1969:11, 44�52 (1969)
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Ïîýòîìó òåîðåìó Âèãåðòà�Ëî ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:
ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà íåíóëåâîé öåëîé ôóíêöèè g
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñîâïàäàåò ñ {1} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ a ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà 0, äëÿ êîòîðîé
a(n) = g(n)(0) äëÿ âñåõ n ∈ N0. Âñëåäñòâèå ýòîãî òåîðåìó íèæå
ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì òåîðåìû Âèãåðòà�Ëî. Íèæå
H(CN )′ � òîïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿæåííîå ê H(CN ) ïðîñòðàíñòâî;
F : H(CN )′ → Exp(CN ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà:

F(ϕ)(t) := ϕz(e
〈z,t〉), ϕ ∈ H(CN )′, t ∈ CN .
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Èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå:
Êîìïàêò K â CN ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì êîìïàêòîì ôóíêöèîíàëà
ψ ∈ H(CN )′, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U êîìïàêòà K ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ C > 0, äëÿ êîòîðîé

|ψ(f)| ≤ C sup
z∈U
|f(z)|, f ∈ H(CN ).

Òåîðåìà

Äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî ôóíêöèîíàëà ϕ ∈ H(CN )′ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
(i) {1} ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì ϕ.
(ii) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ a ∈ Exp({0}) òàêàÿ, ÷òî a(β) = (F(ϕ))(β)(0)
äëÿ ëþáîãî β ∈ NN0 .
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Èíúåêòèâíîñòü, ñþðúåêòèâíîñòü Eθ,a: ÷àñòíûé ñëó÷àé

Ïðè N = 3, m ≥ 3 ðàññìîòðèì îïåðàòîð êîíå÷íîãî ïîðÿäêà Eθ,a äëÿ

a(t) = (t1 + 1)m + (t2 + 1)m − (t3 + 1)m.

Ïîñêîëüêó Eθ,a(fβ) = a(β)fβ , β ∈ N3
0, òî èíúåêòèâíîñòü Eθ,a â H(Ω),

åñëè Ω � îáëàñòü â CN , ñîäåðæàùàÿ 0, ðàâíîñèëüíà ñïðàâåäëèâîñòè
âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà (äëÿ ïîêàçàòåëÿ m), ò.å. ýòîò îïåðàòîð
èíúåêòèâåí (ýòî íàáëþäåíèå Ï. Äîìàíñêîãî, Ì. Ëàíãåíáðóõà è Ä.
Ôîãòà).

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîëíîé îáëàñòè
Ðåéíõàðòà Ω ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 îïåðàòîð Eθ,a � èçîìîðôèçì H(Ω).

Ñ.Í. Ìåëèõîâ Îïåðàòîðû Ýéëåðà â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå !
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