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Òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Çàäà÷à Êîøè

ut(x, t) = uxx(x, t), u(x, 0) = f(x).

Çäåñü (x, t) ∈ R× [0,+∞) èëè (x, t) ∈ R× [0, T ], T > 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (ïðè t > 0 è íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ) äà¼ò
èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ïóàññîíà

u(x, t) =
1√
4πt

+∞∫
−∞

exp

(
− (x− s)2

4t

)
f(s) ds.

Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À. À.
Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ó÷åá. ïîñîáèå. Èçä-âî ÌÃÓ. Ì. 1999.
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Òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Çàäà÷à Êîøè

ut(x, t) = uxx(x, t), u(x, 0) = f(x).

Ôîðìóëà Êîâàëåâñêîé

u(x, t) =

∞∑
n=0

tn

n!
f (2n)(x).

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû òðåáóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ
äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f(x), íî ýòîãî åù¼ íå äîñòàòî÷íî.
Êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû Êîâàëåâñêîé ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå
ïðè âûáîðå íåêîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé f(x) ðÿä áóäåò
ðàñõîäèòüñÿ âñþäó ïðè t 6= 0.

Ý. Ãóðñà. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Òîì òðåòèé. ×àñòü I. Áåñêîíå÷íî áëèçêèå
èíòåãðàëû. Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. ÃÒÒÈ. Ì.�Ë. 1933.

Ñ.Â. Êîâàëåâñêàÿ. Íàó÷íûå ðàáîòû (ðåä. è êîììåíò. ÷ë.-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ
Ï.ß. Ïîëóáàðèíîâîé-Êî÷èíîé). ÀÍ ÑÑÑÐ. Ì. 1948.
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Òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ ïðè x ∈ R, äîïóñêàåò
àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå äî öåëîé ôóíêöèè f(z) ñ îöåíêîé

|f(z)| 6 C exp(σ |z|), z ∈ C, ãäå C > 0, σ > 0.

Òîãäà ðÿä Êîâàëåâñêîé

u(x, t) =

∞∑
n=0

tn

n!
f (2n)(x)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå â ïëîñêîñòè
(x, t). Îïðåäåë¼ííàÿ òàê ôóíêöèÿ u(x, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó
C∞(R× R) è äà¼ò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè âñåõ (x, t) ∈ R× R.
Áîëåå òîãî, u(x, t) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïî x ∈ R è ïî t ∈ R,
à òàêæå ïî ñîâîêóïíîñòè ýòèõ ïåðåìåííûõ.

È.Â. Òèõîíîâ, Â. Á. Øåðñòþêîâ, Å.Ä. Ïèñàðåíêîâà.
Ôîðìóëà Êîâàëåâñêîé â çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè è èõ ïðèëîæåíèÿ: ìåæâóçîâñêèé ñáîðíèê íàó÷íûõ
òðóäîâ. Âûï. 26. Èçä-âî ÑìîëÃÓ. Ñìîëåíñê. 2025. Ñ. 279�286.

Âëàäèìèð Áîðèñîâè÷ Øåðñòþêîâ Îöåíêè ïðîèçâîäíûõ öåëûõ ôóíêöèé



Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Ïóñòü f(x) = P (x) � àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì
íåêîòîðîé ñòåïåíè d ∈ N. Òîãäà

u(x, t) =

bd/2c∑
n=0

tn

n!
P (2n)(x), (x, t) ∈ R× R.

Çäåñü bd/2c � ïîë (öåëàÿ ÷àñòü) ÷èñëà d/2.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü f(x) = exp(µx) ñ ïîêàçàòåëåì µ ∈ C. Òîãäà

u(x, t) = exp(µx+ µ2t), (x, t) ∈ R× R.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü f(x) = P (x) exp(µx) � êâàçèïîëèíîì,
ãäå d = degP (x), µ ∈ C. Òîãäà ïðè âñåõ (x, t) ∈ R× R èìååì

u(x, t) = exp(µx+ µ2t)

d∑
k=0

P (k)(x)

bk/2c∑
j=0

(2µ)k−2j

j ! (k − 2j)!
tk−j .
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Òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à (ϕ ∈ C2(R) è T > 0 çàäàíû )

ut(x, t) = uxx(x, t),
1

T

T∫
0

u(x, t) dt = ϕ(x).

Ðàçðåøàþùàÿ ôîðìóëà

Ôîðìóëà Ïóàññîíà, â êîòîðîé íàäî âçÿòü

f(x) =

+∞∫
−∞

gT (x− s)ϕ(s) ds− T ϕ ′′(x), x ∈ R,

ñî ñïåöèàëüíîé ôóíêöèåé Ãðèíà

gT (x) ≡ 1

2π

+∞∫
−∞

T s2

exp(T s2)− 1
exp(isx) ds, x ∈ R.
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Òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut(x, t) = uxx(x, t),
1

T

T∫
0

u(x, t) dt = ϕ(x).

Òåîðåìà. Ïóñòü ϕ ∈ C2(R), ïðè÷¼ì

|ϕ(x)| 6M0 exp(σ |x|), |ϕ ′′(x)| 6M2 exp(σ |x|), x ∈ R,

ãäå M0,M2 > 0 è 0 6 σ <
√
π/T . Òîãäà íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à èìååò

ðåøåíèå u(x, t), ïîïàäàþùåå â ýêñïîíåíöèàëüíûé êëàññ

|u(x, t)| 6M exp(σ|x|), (x, t) ∈ R× [0, T ].

Ýòî ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ðàçðåøàþùåé ôîðìóëîé (ñì. ïðåäûäóùèé
ñëàéä), è äðóãèõ ðåøåíèé â óêàçàííîì êëàññå íåò.

À.Þ. Ïîïîâ, È. Â. Òèõîíîâ.
Ýêñïîíåíöèàëüíûå êëàññû ðàçðåøèìîñòè â çàäà÷å òåïëîïðîâîäíîñòè
ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ñðåäíåãî ïî âðåìåíè. Ìàòåì. ñá. Ò. 196. � 9. C. 71�102 (2005).
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Òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ìîäåëüíàÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à

ut(x, t) = uxx(x, t),

1∫
0

u(x, t) dt = ϕ(x).

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x), îïðåäåë¼ííàÿ ïðè x ∈ R, äîïóñêàåò
àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå äî öåëîé ôóíêöèè ϕ(z), ñ îöåíêîé

|ϕ(z)| 6 C exp(σ |z|), z ∈ C, ãäå C > 0, 0 < σ <
√

2π.

Òîãäà ðÿä

u(x, t) =

∞∑
n=0

Bn(t)

n!
ϕ(2n)(x).

ïî ïîëèíîìàì Áåðíóëëè Bn(t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî
íà ëþáîì êîìïàêòå â ïëîñêîñòè (x, t). Ôóíêöèÿ u(x, t) ïðèíàäëåæèò
êëàññó C∞(R× R) è äà¼ò ðåøåíèå ìîäåëüíîé íåëîêàëüíîé çàäà÷è
ïðè âñåõ (x, t) ∈ R× R. Áîëåå òîãî, u(x, t) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
ïî x ∈ R è ïî t ∈ R, à òàêæå ïî ñîâîêóïíîñòè ýòèõ ïåðåìåííûõ.
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Îñíîâíîé âîïðîñ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (È. Â. Òèõîíîâ)

Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|f(z)| 6 C exp (σ|z|) , z ∈ C,

|f(x)| 6 C exp (α|x|) , x ∈ R,

ñ êîíñòàíòàìè C > 0 è 0 < α 6 σ < +∞.

×òî ìîæíî ñêàçàòü îá îöåíêàõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ
f (n)(x), âçÿòûõ íà âåùåñòâåííîé îñè?

Â ¾ïðåäåëüíîì¿ ñëó÷àå α = 0, êîãäà âòîðàÿ îöåíêà îçíà÷àåò
îãðàíè÷åííîñòü öåëîé ôóíêöèè f(z) íà ìíîæåñòâå R, îòâåò õîðîøî
èçâåñòåí è äà¼òñÿ êëàññè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì Áåðíøòåéíà

|f (n)(x)| 6 Cσn, x ∈ R,

äëÿ ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà n ∈ N.
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Àñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|f(z)| 6 C exp (σ|z|) , z ∈ C,

|f(x)| 6 C exp (αx) , x ∈ R,

ñ êîíñòàíòàìè C > 0 è 0 < α 6 σ < +∞.

×òî ìîæíî ñêàçàòü îá îöåíêàõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ f (n)(x) ?

Â ýòîé ¾àñèììåòðè÷íîé¿ çàäà÷å îòâåò äàâíî èçâåñòåí (Á. ß. Ëåâèí)

|f (n)(x)| 6 Cσn exp (αx) , n ∈ N, x ∈ R.

Òî÷íîñòü îöåíêè äåìîíñòðèðóåò ïðèìåð

f(z) = C exp
(
(α+ i

√
σ2 − α2 )z

)
.

Ïðè α = σ > 0, ñîãëàñíî îäíîé òåîðåìå Â. À. Ìàð÷åíêî,
â ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ïîïàäàþò òîëüêî ôóíêöèè âèäà
f(z) = c exp (σz), ãäå c ∈ C, 0 6 |c| 6 C.
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Îñíîâíîé âîïðîñ

Óïðîù¼ííûé îòâåò íà èñõîäíûé âîïðîñ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|f(z)| 6 C exp (σ|z|) , z ∈ C,

|f(x)| 6 C exp (α|x|) , x ∈ R,

ñ êîíñòàíòàìè C > 0 è 0 < α 6 σ < +∞. Òîãäà

|f (n)(x)|
n!

6 C
(σe
n

)n
exp (α|x|) , x ∈ R,

äëÿ ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà n ∈ N.
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Âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ

Çàôèêñèðóåì ÷èñëà σ > 0 è 0 < α 6 σ. Ïîëîæèì

θ0 ≡ arccos
α

σ
, 0 6 θ0 <

π

2
,

è ââåä¼ì ôóíêöèþ h(θ) = h(θ;σ, α) íà îòðåçêå θ ∈ [−π, π] ôîðìóëîé

h(θ) =


σ cos(θ0 − |θ|), |θ| 6 θ0,

σ, θ0 6 |θ| 6 π − θ0,
−σ cos(θ0 + |θ|), π − θ0 6 |θ| 6 π,

ñ õàðàêòåðíûìè çíà÷åíèÿìè

h(0) = h(±π) = α

Ïðè α = σ > 0 î÷åâèäíî èìååì h(θ) ≡ σ äëÿ âñåõ θ ∈ [−π, π].
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Ãðàôèê ôóíêöèè h(θ)

Ðèñ.: Ãðàôèê ôóíêöèè h(θ) = h(θ;σ, α) ïðè 0 < α < σ.
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Êîìïàêò D = D(σ, α)

Ôóíêöèÿ h(θ) ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé êîìïàêòà D = D(σ, α).
Ïðè α = σ > 0 êîìïàêò D îáðàùàåòñÿ â êðóã |z| 6 σ. Ïî îïðåäåëåíèþ

h(θ) ≡ max
ζ∈D

Re
(
ζe−iθ

)
= max

ζ∈D

(
r cos(ϕ− θ)

)
,

ãäå r = |ζ|, ϕ = arg ζ, ñ ïåðåìåííîé θ ∈ [−π, π].

Ðèñ.: Êîìïàêò D = D(σ, α) ïðè 0 < α < σ.
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Êîìïëåêñíàÿ îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

Äëÿ òîãî æå êîìïàêòà D = D(σ, α) ââåä¼ì êîìïëåêñíóþ îïîðíóþ
ôóíêöèþ (ôóíêöèþ Ìèíêîâñêîãî) H(z) = H(z;σ, α), ïîëàãàÿ

H(z) = h(θ) |z|, ãäå θ = arg z ∈ [−π, π].

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

H(z) = H(−z) = H(z̄) = H(−z̄), z ∈ C,

H(0) = 0, H(z) > 0, z ∈ C \ {0} ,
H(x) = α |x|, x ∈ R,

H(z) = max
ζ∈D

Re (ζ z̄) , z ∈ C,

H(z1 + z2) 6 H(z1) +H(z2), z1, z2 ∈ C.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|f(z)| 6 C exp (σ|z|) , z ∈ C,

|f(x)| 6 C exp (α|x|) , x ∈ R,

ñ êîíñòàíòàìè C > 0 è 0 < α 6 σ < +∞. Òîãäà

|f (n)(x)|
n!

6 C
(σe
n

)n
µn(σ, α) expH(z), z ∈ C,

ïðè ëþáîì n ∈ N. Çäåñü

µn(σ, α) =
2

π

 arccos(α/σ)∫
0

e−n(1−cos θ) dθ + arcsin(α/σ)

 , n ∈ N,

ïðè÷¼ì 0 < µn(σ, α) 6 1 äëÿ âñåõ 0 < α 6 σ è n ∈ N.
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Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå α = σ > 0 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé âïîëíå
çàêîí÷åííûé ðåçóëüòàò, äîïîëíÿþùèé òåîðåìû 1, 2.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

|f(z)| 6 C exp (σ|z|) , z ∈ C,

ñ êîíñòàíòàìè C > 0 è σ > 0. Òîãäà

|f (n)(z)|
n!

6 C
(σe
n

)n
exp (σ|z|) , z ∈ C,

è, êàê ñëåäñòâèå,

|f (n)(x)|
n!

6 C
(σe
n

)n
exp (σ|x|) , x ∈ R,

äëÿ ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà n ∈ N. Ïðèâåä¼ííûå îöåíêè
ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷øàåìûìè.
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Ïðèìåð À.Þ. Ïîïîâà

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ∈ N ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

fn(z) = C
(σe
n

)n
zn.

Îöåíêà
|fn(z)| 6 C exp (σ|z|) , z ∈ C,

çäåñü âûïîëíåíà: ÿñíî, ÷òî |fn(0)| = 0 < C, à ïðè z 6= 0 èìååì

|z|−n |fn(z)| = C
(σe
n

)n
= C min

r>0

(
r−n exp(σr)

)
6 C |z|−n exp (σ|z|) ,

îòêóäà è ñëåäóåò íóæíîå. Îäíîâðåìåííî

f
(n)
n (z)

n!
≡ C (σe/n)

n
,

ò. å. ïðè ôèêñèðîâàííîì n ∈ N íà äàííîì ïðèìåðå ñîîòíîøåíèÿ èç
òåîðåìû 3 îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äðóãèìè
ñëîâàìè, êîýôôèöèåíò (σe/n)n â îöåíêàõ ïðîèçâîäíûõ íåëüçÿ
çàìåíèòü ìåíüøèì çíà÷åíèåì.
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Êëþ÷åâàÿ ëåììà

Ëåììà. Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|f(z)| 6 C exp (σ|z|) , z ∈ C,

|f(x)| 6 C exp (α|x|) , x ∈ R,

ñ êîíñòàíòàìè C > 0 è 0 < α 6 σ < +∞. Òîãäà

|f(z)| 6 C expH(z), z ∈ C,

ãäå H(z) = H(z;σ, α) � êîìïëåêñíàÿ îïîðíàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëîãî
êîìïàêòà D = D(σ, α).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèíöèïå Ôðàãìåíà�Ëèíäåë¼ôà.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2:

èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè +

êëþ÷åâàÿ ëåììà +

ñóááàääèòèâíîñòü ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî H(z;σ, α) +

ïðåîáðàçîâàíèå èíòåãðàëà, âûðàæàþùåãî ìíîæèòåëü µn(σ, α)

Òåîðåìà 2 óòî÷íÿåò îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
Á. ß. Ëåâèíà è Þ.È. Ëþáàðñêîãî (1975)

Á. ß. Ëåâèí, Þ.È. Ëþáàðñêèé.
Èíòåðïîëÿöèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ
è ñâÿçàííûå ñ íåþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ýêñïîíåíò.
Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. Ò. 30. � 3. C. 657�702 (1975).
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ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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