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Öåíòðàëüíîé òåîðåìîé â òåîðèè ðÿäîâ ýêñïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà À. Ô. Ëåîíòüåâà.
Òåîðåìà ([1], [òåîðåìà 5.3.2]) Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü

íà ïëîñêîñòè. Òîãäà èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn}, çàâèñÿùàÿ òîëüêî
îò îáëàñòè D, òàêàÿ, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ F (z), àíàëèòè÷åñêóþ â îáëàñòè
D, ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä

F (z) =

∞∑
n=1

ane
λnz, z ∈ D,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç îáëàñòè D.
Íà÷èíàÿ ñ 1970-õ ãîäîâ â òåîðèè ðÿäîâ ýêñïîíåíò ñòàëè àêòèâíî ïðèìåíÿòü-

ñÿ ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ñòàëî âîçìîæíûì èçó÷åíèå âîïðîñîâ
ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè ýêñïîíåíò ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ H(D), ãäå H(D) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â
âûïóêëîé îáëàñòè D ⊂ C (ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ
èç D). Áîëüøåé ÷àñòüþ èçó÷àëèñü ïðîåêòèâíûå ïðåäåëû âåñîâûõ íîðìèðîâàí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ âèäà

H(D,ψ) =

{
f(z) ∈ H(D) : ∥f∥ := sup

z∈D
|f(z)|e−ψ(z) <∞

}
,

ãäå D � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ψ � íåîò-
ðèöàòåëüíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé îáëàñòè.

Õàðàêòåðíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè èçëîæåíû â ðàáîòå [2]. Äàëåå
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì èç ýòîé ðàáîòû. Ñèñòåìà
ýëåìåíòîâ en, n ∈ N, â ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðåä-
ñòàâëÿþùåé, åñëè ëþáîé ýëåìåíò ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ðÿäà

x =
∑
n∈N

xnen,

ñõîäÿùåãîñÿ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X. Åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ýòî
ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííîå, òî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ áàçèñîì.
Åñëè ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, òî íåêîòîðàÿ ÷àñòü ýëå-
ìåíòîâ ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü óäàëåíà, à îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïðîäîëæàåò
áûòü ïðåäñòàâëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâå X, òî åñòü ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû, íå
ÿâëÿþùèåñÿ áàçèñîì, îáëàäàþò íåêîòîðîé èçáûòî÷íîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, â
çàäà÷å î ïîñòðîåíèè ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé âî-
ïðîñ îá îöåíêå ñòåïåíè èçáûòî÷íîñòè ñèñòåìû.

Ïðåäñòàâëåíèå ðÿäàìè ýêñïîíåíò â ëîêàëüíî âûïóêëîì íåíîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå âïåðâûå ðàññìîòðåíî, âèäèìî, â ðàáîòå [3] äëÿ ïðîñòðàíñòâà ôóíê-
öèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå è èìåþùèõ îïðåäåëåííûé
ðîñò âáëèçè ãðàíèöû. Â ðàáîòå [4] äîêàçàíû àíàëèòè÷åñêèå ôàêòû äëÿ îáîá-
ùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3] íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè.

Âñëåäñòâèå ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà â ïðîáëåìå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò ÿâíûì îáðàçîì âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî ýòà çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà äâå àíàëèòè÷åñêèå çàäà÷è:
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1. êîíñòðóêöèÿ öåëûõ ôóíêöèé ñ çàäàííûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè;
2. îïèñàíèå ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ëàïëàñà.

Â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ íàèáîëåå òîíêîé íåíîð-
ìèðîâàííîé òîïîëîãèåé ýòà ñõåìà ðåàëèçîâàíà â ðàáîòå [5]. Çäåñü ìû èìååì â
âèäó ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè äîñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà äëÿ ëîêàëüíî âû-
ïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé, ââåäåííîãî â ðàáîòå [6].

Ïåðâàÿ èç äâóõ àíàëèòè÷åñêèõ çàäà÷, óïîìÿíóòûõ âûøå, â äîñòàòî÷íî îá-
ùåì âèäå ðåøåíà â ðàáîòå [7]. Â ðàáîòå [8] ïðèâåäåíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è,
áîëåå àäàïòèðîâàííîå ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäà äîñòàòî÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå ñòåïåíè èçáûòî÷íîñòè ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì
ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ [9]-[?].

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåðîâ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, äîïóñêàþùèõ áàçèñû èç ýêñïîíåíò, èçâåñòíî íåìíîãî. Â ðàáîòå [12] èñ-
ñëåäîâàíû ýêñïîíåíöèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Ñìèðíîâà â
ïðîèçâîëüíîì âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå, à â ðàáîòå [13] äîêàçàíî ñóùåñòâî-
âàíèå áàçèñîâ Ðèññà èç ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà íà âûïóêëûõ
ìíîãîóãîëüíèêàõ. Áëèçêèå âîïðîñû î áåçóñëîâíûõ áàçèñàõ âîñïðîèçâîäÿùèõ
ÿäåð â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà
ðàññìàòðèâàþòñÿ â [15].

Â òî æå âðåìÿ, â ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà íà âûïóêëîé îáëàñòè, ãðàíèöà
êîòîðîé ñîäåðæèò òî÷êó, â êîòîðîé êðèâèçíà êîíå÷íà è îòëè÷íà îò íóëÿ, áåç-
óñëîâíûõ áàçèñîâ èç ýêñïîíåíò íå ñóùåñòâóåò ([?]).

Êîðîòêî îïèøåì ñîäåðæàíèå äàííîé ñòàòüè.
Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : C −→ R ÷åðåç P(φ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî

öåëûõ ôóíêöèé F (λ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|F (λ)| = o(eφ(λ)), |λ| −→ ∞.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì íîðìó

∥F∥ = sup
λ∈C

|F (λ)|e−φ(λ).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
A) ìíîæåñòâî Dφ = {z ∈ C : eλz ∈ P(φ)} èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü D̊φ;

B) ñåìåéñòâî ýêñïîíåíò Σφ = {eλz, z ∈ D̊φ} ïîëíî â ïðîñòðàíñòâå P(φ);
÷åðåç E(φ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà ëèíåéíûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå P(φ). Â ïðîñòðàíñòâå E(φ) ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íàâåäåííàÿ èç P∗(φ) íîðìà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ v íà ïëîñêîñòè äëÿ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë a, α ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò (a, α)-óñëîâèþ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå

(1) |v(z1)− v(z2)| ≤ a(|z1|+ 1)α|z1 − z2|, z1 ∈ C, z2 ∈ B
(
z1, (|z1|+ 1)−α

)
.

Â ïðîñòðàíñòâàõ

Epr(φ) = {f ∈ H(D̊φ) : f
(n) ∈ E(φ), n ∈ N ∪ {0}}

Eind(φ) = {f (n) : f ∈ E(φ), n ∈ N ∪ {0}}
ââîäÿòñÿ åñòåñòâåííûå òîïîëîãèè, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîåêòèâíîãî è èíäóêòèâ-
íîãî ïðåäåëà.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü φ � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî òèïà ïðè ïî-
ðÿäêå ρ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì A), B) è (a, α)-óñëîâèþ ïðè íåêîòîðûõ
a, α ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà òî÷åê Λ = (λk)

∞
k=1 òàê, ÷òî ñèñòåìà

ýêñïîíåíò {eλkz, k ∈ N} ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâå Eind (φ),
òî åñòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Eind (φ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà

f(z) =

∞∑
k=1

fke
λkz, z ∈ D̊φ,

ñõîäÿùåãîñÿ â òîïîëîãèè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì, åñëè èç ìíîæå-
ñòâà ïîêàçàòåëåé óäàëèòü ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, òî îñòàâøàÿñÿ
ñèñòåìà ýêñïîíåíò òàêæå áóäåò ïðåäñòàâëÿþùåé. Ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîãî
áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ïîêàçàòåëåé îñòàâøàÿñÿ ñèñòåìà óæå íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäñòàâëÿþùåé.

Íåîãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíóþ íåóáûâàþùóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ
m(t), t ≥ 0, m(0) = 0, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

sup
t>0

(m(2t)−m(t)) ≤ 1

áóäåì íàçûâàòü ìåäëåííî ðàñòóùåé. Ñ êàæäîé ìåäëåííî ðàñòóùåé ôóíêöè-
åé ñâÿæåì àññîöèèðîâàííóþ ôóíêöèþ ñêà÷êîâ: îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Rn, rn ïî ôîðìóëàì

m(R0) = 1, m(Rn+1)−m(Rn) = 1, n = 0, 1, 2, . . . ,∫ Rn+1

Rn

ln tdm(t) = ln rn, n = 0, 1, 2, . . . .

Àññîöèèðîâàííîé ñ m(t) ôóíêöèåé ñêà÷êîâ íàçîâåì ôóíêöèþ m0(t), t ≥ 0,
(m0(0) = 0) ñ åäèíè÷íûìè ñêà÷êàìè â òî÷êàõ rn, n = 0, 1, 2, . . . Èç îïðåäåëåíèÿ
ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

|m(t)−m0(t)| ≤ 1, t ≥ 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü φ � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ïëîñêîñòè êîíå÷íîãî
òèïà ïðè ïîðÿäêå ρ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì A), B) è (a, α)-óñëîâèþ ïðè
íåêîòîðûõ a, α ≥ 0.

Ïóñòü, äàëåå, ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ m(t), t > 0, ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî
ðàñòóùåé, m0(t) � àññîöèèðîâàííàÿ ñ íåé ôóíêöèÿ ñêà÷êîâ. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ñèñòåìà ïîêàçàòåëåé Λ = {λk, k ∈ N} òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà ýêñïîíåíò
{ezλk , k ∈ N} ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâå Epr(φ), òî åñòü
ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Epr(φ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ðÿäà

f(z) =

∞∑
k=1

fke
zλk ,

ñõîäÿùåãîñÿ â òîïîëîãèè ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ E(φ−n), n ∈ N.
Åñëè èç ñèñòåìû ïîêàçàòåëåé Λ óäàëèòü ïîäìíîæåñòâî Λ1 = {ηk, k ∈ N},
ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ η(t) êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

m0(t)− η(t) −→ +∞,

òî ñèñòåìà ýêñïîíåíò {ezλk , λk ∈ Λ \ Λ1} îñòàåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùåé. Åñëè
æå |m0(t)− η(t)| ≤ C <∞, t ≥ 0, òî îñòàâøàÿñÿ ñèñòåìà ýêñïîíåíò óæå íå
áóäåò ïðåäñòàâëÿþùåé.
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