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Â ðàáîòå èçëîæåí ðÿä íà÷àëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòî-

äîâ, êîòîðóþ òàêæå íàçûâàþò òåîðèåé âîçìóùåíèé, ðàçîáðàíû íåêîòîðûå

ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ

îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà (â ÷àñòíîñòè, ìåòîä Ëàïëàñà è ìåòîä ñòà-

öèîíàðíîé �àçû), à òàêæå ðàññìîòðåíû îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùèå îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà, è ïîêàçàíî, êàê ñòðî-

èòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èõ ðåøåíèé â ñëó÷àå ðåãóëÿðíî âîçìóùåí-

íûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ âîçìóùåíèé, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, ìåòîä

Ëàïëàñà, ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçû, àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ðå-

ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷.

Ââåäåíèå

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ê íàì ïðèøëè îò Íüþòîíà.

Îãðîìíîå çíà÷åíèå ýòîãî åãî èçîáðåòåíèÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äè�-

�åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñëóæàò ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ìíî-

ãèõ ïðîöåññîâ åñòåñòâîçíàíèÿ. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèè

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñíîâíûå óñèëèÿ ìàòåìàòèêîâ áû-

ëè íàöåëåíû íà ïîèñêè èõ òî÷íûõ ðåøåíèé. Îäíàêî ïîçæå âûÿñ-

íèëîñü, ÷òî íàõîæäåíèå �îðìóë òî÷íûõ ðåøåíèé, âûðàæåííûõ ÷å-

ðåç äàííûå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, âîçìîæíî ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíî

ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó âñå áîëåå àêòóàëüíûì ñòàíîâèëñÿ âîïðîñ

î ïðèáëèæåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâà êëàññà: ÷èñëåííûå

è àñèìïòîòè÷åñêèå. Çäåñü ðå÷ü ïîéäåò îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ.

Â äàííîì ìèíèêóðñå ëåêöèé èçëîæåí ðÿä íà÷àëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè

àñèìòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êîòîðóþ òàêæå íàçûâàþò òåîðèåé âîçìó-

ùåíèé, ðàçîáðàíû íåêîòîðûå ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðàçëîæåíèé èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà,
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à òàêæå ðàññìîòðåíû îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,

çàâèñÿùèå îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà, è ïîêàçàíî, êàê ñòðîèòü

àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èõ ðåøåíèé.

Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ ìû èñïîëüçîâàëè êíèãè [1�5℄ è äð.

Ëåêöèÿ 1.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è íåêîòîðûå ïðèìåðû

Â ïåðâîé ëåêöèè áóäóò èçëîæåíû âàæíûå íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ

òåîðèè âîçìóùåíèé (àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ) è ïðèâåäåíû íåêî-

òîðûå ïðèìåðû àñèìïòîòè÷åñêèõ çàäà÷.

1.1. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âíà÷àëå ìû ïî-

ãîâîðèì î òåîðèè âîçìóùåíèé. Ìàòåìàòèêè ïîñòîÿííî ñòðåìÿòñÿ

ðàñøèðèòü êðóã çàäà÷, êîòîðûå îíè ìîãóò ðåøèòü (õîòÿ áû ïðèáëè-

æåííî)

1

è èññëåäîâàòü, à ïîòîìó ïûòàþòñÿ ðàñøèðèòü íàáîð ìåòîäîâ

ý��åêòèâíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ

çàäà÷. Îäíî èç âàæíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé, â êîòîðîì

ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû òàêîãî ðîäà, íîñèò íàçâàíèå: òåîðèÿ âîçìóùå-

íèé, èëè àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû. Îñíîâíàÿ èäåÿ òåîðèè âîçìóùå-

íèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè ìû çíàåì êàê ðåøàåòñÿ è/èëè èññëå-

äóåòñÿ íåêîòîðàÿ çàäà÷à � íàçîâåì åå íåâîçìóùåííîé, òî åñòåñòâåí-

íî ïîïûòàòüñÿ ðàçðàáîòàòü ìåòîäû ý��åêòèâíîãî ïðèáëèæåííîãî

2

ðåøåíèÿ è/èëè èññëåäîâàíèÿ â êàêîì-òî ñìûñëå áëèçêèõ � âîçìó-

ùåííûõ çàäà÷. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòó èäåþ íà ïðîñòåéøèõ ïðèìå-

ðàõ.

Ïðèìåð 1.1. Ïåðâûé ïðèìåð îòíîñèòñÿ ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÓ). �àññìîòðèì ÑËÓ

Ax = b (1.1)

ñ âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé A ïîðÿäêà n è âåêòîðîì

b ∈ R
n
. Åñëè |A| 6= 0, òî ÑËÓ (1.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà (x =

A−1b), è åå ðåøåíèå ý��åêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ, ñêàæåì, ìåòîäîì

�àóññà. �àññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî áëèçêèõ ñèñòåì âèäà

(A+ εB)y = b, (1.2)

1

Íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (ñêàæåì, àëãåáðàè÷åñêîãî èëè äè��åðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ) óäàåòñÿ, êàê èçâåñòíî, â èñêëþ÷èòåëüíî ðåäêèõ ñëó÷àÿõ.

2

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ � ïðåæäå âñåãî, çäåñü ìû èìååì ââè-

äó äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà: ÷èñëåííûå è àñèìï-

òîòè÷åñêèå. Â äàííîé ðàáîòå ðå÷ü èäåò îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ.
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ãäå B � âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à ε � ìàëûé

âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð (|ε| ≪ 1). Êàæäàÿ ñèñòåìà (1.2) � âîçìó-

ùåííàÿ ïî îòíîøåíèþ ê íåâîçìóùåííîé ñèñòåìå (1.1). Èç îäíîçíà÷-

íîé ðàçðåøèìîñòè ÑËÓ (1.1) (÷òî ýêâèâàëåíòíî îáðàòèìîñòè ìàò-

ðèöû A) ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ÑËÓ (1.2), ïðè÷åì åå

ðåøåíèå âåùåñòâåííî è èìååò âèä:

y =

∞
∑

k=0

εk(A−1B)kA−1b. (1.3)

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû (÷àñòè÷íûå ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ

ðÿäà (1.3))

yn =

n
∑

k=0

εk(A−1B)kA−1b, n = 1, 2, . . . , (1.4)

ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1.2). Òåì ñàìûì ðà-

âåíñòâà (1.3), (1.4) îïèñûâàþò ïðîñòåéøóþ ïðîöåäóðó (ìåòîä) ý�-

�åêòèâíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è (1.2).

Ïðèìåð 1.2. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x5 + εx4 − 1 = 0, |ε| ≪ 1. (1.5)

Ýòî âîçìóùåííàÿ çàäà÷à. Ïîëàãàÿ â (1.5) ε = 0 ïðèäåì ê íåâîçìó-

ùåííîé çàäà÷å

y5 − 1 = 0. (1.6)

Óðàâíåíèå (1.6) èìååò êîðåíü y0 = 13. Ïîïûòàåìñÿ íàéòè áëèçêèé

ê 1 êîðåíü xε óðàâíåíèÿ (1.5). Ïîëîæèì

xε = 1 + a1ε+O(ε2), ε→ 0. (1.7)

Ïîäñòàâèâ (1.7) â (1.5), ïîëó÷èì

(

1 + a1ε+O(ε2)
)5

+ ε
(

1 + a1ε+O(ε2)
)4

− 1 = 0. (1.8)

ðàñêðûâàÿ â (1.8) ñêîáêè, ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå è ïðèðàâíèâàÿ â ïî-

ëó÷åííîì ðàâåíñòâå êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, íàé-
äåì:

ε0 : 1− 1 = 0,

3

Âñå ðàññóæäåíèÿ â ýòîì ïðèìåðå ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî èç ïÿòè êîð-

íåé (1.17).
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ε1 : 5a1 + 1 = 0,

ò. å. a1 = − 1
5 . Îòñþäà ñîãëàñíî (1.7)

xε ≈ 1−
1

5
ε+O(ε2), ε→ 0. (1.9)

Èòàê, èñïîëüçóÿ ìåòîä (1.7), ìû ïðèáëèæåííî ðåøèëè âîçìóùåííóþ

çàäà÷ó (1.5). Ôîðìóëó (1.9), ïîëó÷åííóþ �îðìàëüíî, íåòðóäíî îáîñ-

íîâàòü.

�åçóëüòàò âòîðîãî ïðèìåðà ñïðàâåäëèâ è â ñëåäóþùåé áîëåå îá-

ùåé ñèòóàöèè. �àññìîòðèì âîçìóùåííîå óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîãî

ïîðÿäêà n

xn + P1(ε)x
n−1 + . . .+ Pn(ε) = 0, |ε| ≪ 1, (1.10)

ãäå Pi(ε), i = 1, 2, . . . , n, � ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû îò ε, à òàêæå

íåâîçìóùåííîå óðàâíåíèå

yn + P1(0)y
n−1 + . . .+ Pn(0) = 0. (1.11)

Ïóñòü y0 � ïðîñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (1.11). Òîãäà óðàâíåíèå (1.10)

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè y0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå xε, ïðè÷åì
äëÿ ëþáîãî k ∈ N

xε = y0 + εy1 + . . .+ εkyk +O(εk+1), ε→ 0,

ãäå êîý��èöèåíòû y1, . . . , yk ý��åêòèâíî íàõîäÿòñÿ.
Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðîå îòíîñèò-

ñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì ëþáîé ïðèðîäû.

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð àíàëèòè÷åñêèõ (íå

÷èñëåííûõ) ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è êà÷åñòâåííîãî èññëå-

äîâàíèÿ çàäà÷ � èõ íàçûâàþò âîçìóùåííûìè � áëèçêèõ â îïðåäå-

ëåííîì ñìûñëå ê íåêîòîðûì ý��åêòèâíî ðåøàåìûì (àíàëèòè÷åñêè

èëè ÷èñëåííî) è óæå èññëåäîâàííûì íåâîçìóùåííûì çàäà÷àì. Ïðè

ýòîì ðåøàåòñÿ âîïðîñ î áëèçîñòè ðåøåíèé âîçìóùåííîé è íåâîçìó-

ùåííîé çàäà÷.

Óêàçàííûå ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé ÷àñòî íàçûâàþò àñèìïòî-

òè÷åñêèìè, à èññëåäîâàíèå èëè ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è ñ ïî-

ìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ � àñèìïòîòè÷åñêèì àíàëèçîì. �å-

øåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ
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ìåòîäîâ íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêèì èíòåãðèðîâàíèåì ýòîãî óðàâíå-

íèÿ. Îäíèì èç ïðèçíàêîâ âîçìóùåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â

íåé ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, êàê â ñèñòåìå (1.2) èëè óðàâíåíèÿõ (1.5),

(1.10), òîãäà íåâîçìóùåííàÿ çàäà÷à ÷àñòî ïîëó÷àåòñÿ èç âîçìóùåí-

íîé ïðè ε = 0 (ñì. (1.1), (1.6), (1.11)).
Ìû íà÷àëè ïàðàãðà� ñ äâóõ òðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå ðå-

øàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Îòìå-

òèì òåïåðü íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è è ìåòîäû òåîðèè âîçìó-

ùåíèé.

Ïðèìåð 1.3 (Çàäà÷à òðåõ òåë). Îïèøåì ýòó çàäà÷ó äëÿ òåë: Ëó-

íà, Çåìëÿ, Ñîëíöå. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè îð-

áèòû Çåìëè ïðè âðàùåíèè åå âîêðóã Ñîëíöà ñ ó÷åòîì âîçäåéñòâèÿ

(ïðèòÿæåíèÿ) íà Çåìëþ Ëóíû. Â íåé ðîëü ìàëîãî ïàðàìåòðà îáû÷íî

èãðàåò îòíîøåíèå ìàññ Ëóíû è Çåìëè.

Ïðèìåð 1.4 (Ìåòîä Êðûëîâà � Áîãîëþáîâà). Òàê íàçûâàþò èç-

âåñòíûé ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ

d2x

dt2
+ ω2x = εf

(

x,
dx

dt

)

(ω = const, f � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, ε � ìàëûé ïàðàìåòð), îïèñûâàþ-

ùåãî íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Ïðèìåð 1.5 (Ìåòîä óñðåäíåíèÿ). Ýòî èçâåñòíûé ìåòîä àñèìïòî-

òè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε â òàê íàçûâàåìîé ñòàíäàðò-

íîé �îðìå (ïî òåðìèíàëîãèè îäíîãî èç ñîçäàòåëåé ýòîãî ìåòîäà �

Í. Í. Áîãîëþáîâà):

dxs
dt

= εfs(t, x1, . . . , xn), s = 1, 2, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè çàäà÷è ñîäåðæàòåëüíû ëèøü òîãäà, êîãäà ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ íà áîëüøèõ âðåìåííûõ ó÷àñòêàõ: t = O
(

ε−1
)

, ε → 0
(òàê îíè è ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåìàõ). Ïðè ýòîì

íåâîçìóùåííûå çàäà÷è ïîëó÷àþòñÿ èç âîçìóùåííûõ íå â ðåçóëüòàòå

�îðìàëüíîé çàìåíû ε = 0, à áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì.

Ïðèìåð 1.6 (Òåîðèÿ âîçìóùåíèé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå). Ýòà

òåîðèÿ �îðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ëè-

íåéíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà âèäà

H = H0 + εH1.
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Çäåñü ε � ìàëûé ïàðàìåòð è èçâåñòíî ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà H0, ò. å. èçâåñòíà ïîë-

íàÿ ñèñòåìà åãî ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ϕ
(0)
n è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ
(0)
n , n = 1, 2, . . . Âîçìóùåííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò

â íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðà-

òîðà H .

Âûøå ìû èçëîæèëè ïîíÿòèå òåîðèè âîçìóùåíèé, îïèðàþùååñÿ

íà ïîíÿòèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â äî-

âîëüíî îáùåì âèäå. Îäíàêî ÷àñòî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ òåîðèè

âîçìóùåíèé, âîçìóùåííîé çàäà÷è è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èçëà-

ãàþòñÿ â áîëåå êîíêðåòíîé �îðìå. Èìåííî, âîçìóùåííîé çàäà÷åé

íàçûâàþò ëþáóþ çàäà÷ó, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà ε (ñêàëÿðíîãî

èëè âåêòîðíîãî), êîòîðûé íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ε = ε0. Òåîðèåé âîçìóùåíèé íàçû-

âàþò íàáîð àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ íàõîäèòü îáúåê-

òû (íàïðèìåð, �óíêöèè èëè âåêòîð��óíêöèè), àïïðîêñèìèðóþùèå

ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è ñ òî÷íîñòüþ äî o
(

|ε − ε0|
k
)

, ε → ε0,
ïðè êîíêðåòíîì èëè ïðîèçâîëüíîì íåîòðèöàòåëüíîì ïîêàçàòåëå k.
Ïðè ýòîì ê ìåòîäàì òåîðèè âîçìóùåíèé îòíîñÿò òàêæå ìåòîäû êà-

÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ (íàïðèìåð, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðå-

øåíèé) óêàçàííûõ âîçìóùåííûõ çàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî ïðè êîíå÷íîì

çíà÷åíèè ε0 çàìåíà µ = ε − ε0 ïîçâîëÿåò îò çàâèñÿùåé îò ε âîçìó-
ùåííîé çàäà÷è ïåðåéòè ê çàäà÷å ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì µ. Åñëè æå

ε0 = ∞ � ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ïàðàìåòð ε ñêàëÿðíûé, � òî âîçìó-

ùåííàÿ çàäà÷à çàâèñèò îò áîëüøîãî ïàðàìåòðà. Îòìåòèì åùå, ÷òî

íåâîçìóùåííûå çàäà÷è íåðåäêî íàçûâàþò âûðîæäåííûìè.

Ïîãîâîðèì òåïåðü îá î÷åíü âàæíîé â àíàëèçå O, o-ñèìâîëèêå.
Â àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ñèìâîëû O, o è ∼,
ââåäåííûå Áàõìàíîì è Ëàíäàó. Äàäèì îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñèìâîëîâ

è ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðàâèëà ðàáîòû ñ íèìè.

Ïóñòü A� êàêîå-ëèáî ìíîæåñòâî ÷èñëîâîé ïðÿìîé èëè êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè, a � íåêîòîðàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà,

êîòîðàÿ ìîæåò åìó è íå ïðèíàäëåæàòü, è, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü

a = ∞. Äàëåå ÷àñòî ïîä A ìîæíî ïîíèìàòü òàê íàçûâàåìóþ ïðîêî-

ëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ò. å. íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè,

èç êîòîðîé ñàìà òî÷êà a èñêëþ÷åíà (ãîâîðÿò åùå: ¾îêðåñòíîñòü ñ

âûêîëîòîé òî÷êîé a¿).
Ïóñòü ϕ(x) è ψ(x) � �óíêöèè, îïðåäåëåííûå íà A è ïðèíèìàþ-

ùèå âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ.
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Ôîðìóëà

ϕ = O(ψ), x→ a (1.12)

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòü U òî÷êè a è êîíñòàíòà c,
÷òî ïðè âñåõ x ∈ U ∩ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ϕ(x)| 6 c|ψ(x)|. (1.13)

Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (1.13) äëÿ x ∈ U âìåñòî (1.12) ïè-

øóò

ϕ = O(ψ), x ∈ U.

Ôîðìóëà

ϕ = o(ψ), x→ a (1.14)

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uε òî÷-

êè a, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Uε ∩ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ϕ(x)| 6 ε|ψ(x)|. (1.15)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè U0 òî÷êè a
ψ(x) 6= 0, x ∈ U0 ∩A, (1.16)

ñîîòíîøåíèå (1.12) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè

∣

∣

∣

ϕ(x)

ψ(x)

∣

∣

∣
ïðè x→ a, a ñîîòíîøåíèå (1.15) � óñëîâèþ

lim
x→a

ϕ(x)

ψ(x)
= 0.

Åñëè ïðè óñëîâèè (1.15) ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
x→a

ϕ(x)

ψ(x)
= 1, (1.17)

òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ýêâèâàëåíòíû ïðè x→ a è ïè-
øóò

ϕ ∼ ψ, x→ a. (1.18)

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1.14) è (1.15) âçàèìíî èñêëþ÷àþò äðóã

äðóãà. Êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (1.12),

ïðè÷åì áîëåå òîíêèì, íåæåëè (1.12).
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Ñîîòíîøåíèÿ (1.12), (1.14) è (1.18) íàçûâàþò ñîîòíîøåíèÿìè ïî-

ðÿäêà. Îíè íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà �óíê-

öèè ϕ è ψ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè èëè áåñêîíå÷íî áîëüøèìè

ïðè x→ a. Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (1.14) â ïåðâîì ñëó÷àå ãî-

âîðÿò, ÷òî ϕ(x) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì
ψ(x), à âî âòîðîì � ÷òî ψ(x) åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà, ÷åì ϕ(x). Ñîîòíîøåíèÿ ïîðÿäêà (1.12), (1.14), (1.18)

íàçûâàþò òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàâåíñòâàìè èëè àñèìïòîòè÷å-

ñêèìè �îðìóëàìè, à èíîãäà � àñèìïòîòè÷åñêèìè îöåíêàìè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñîîòíîøåíèé ïîðÿäêà â ñëó÷àå âå-

ùåñòâåííûõ �óíêöèé (ε, x ∈ R) (a = 0, a = ∞):

sin ε = O(ε), sin ε = o(1), th ε = O(ε), ctg ε = o(ε−3/2), ε→ 0,

cosx = o(x), 1− e1/x ∼ −
1

x
, x→ ∞.

Îáîçíà÷åíèÿ o(ψ) è O(ψ) ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

êëàññîâ �óíêöèé ψ ñî ñâîéñòâàìè (1.12) è (1.14) ñîîòâåòñòâåííî, èëè

æå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé èç ýòèõ êëàññîâ. Íàïðè-

ìåð, àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

o(ψ) = O(ψ), x→ a (1.19)

îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ ϕ èç êëàññà o(ψ) (ò. å. âûïîëíåíî (1.14))
ïðèíàäëåæèò è êëàññó O(ψ) (ò. å. âûïîëíåíî (1.13)). Àñèìïòîòè÷å-

ñêàÿ �îðìóëà

o(ψ) + o(ψ) = o(ψ), x→ a,

îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà ϕ1 + ϕ2 �óíêöèé ϕ1 è ϕ2 èç êëàññà o(ψ) ïðè-
íàäëåæèò òîìó æå êëàññó.

Òåïåðü ðå÷ü ïîéäåò ñîáñòâåííî îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòÿõ. Ïóñòü A, x, a èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â � 2.3. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå A �óíêöèé ϕn, n = 1, 2, . . . , íà-
çûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîé, èëè êàëèáðîâî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ïðè x→ a â A, åñëè ϕn+1 = o(ϕn) ïðè x→ a, n = 1, 2, . . .
Â äàëüíåéøåì, äëÿ ïðîñòîòû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ �óíê-

öèÿ ϕn àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè âñåõ x ∈ A èç íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè u0 òî÷êè a, èñêëþ÷àÿ ñàìó ýòó òî÷êó, îòëè÷-

íà îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn,

n = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
x→a

ϕn(x)

ϕn+1(x)
= 0, n = 1, 2, . . .
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Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé, îãðàíè÷èâøèñü ðàññìîòðåíèåì âåùåñòâåííûõ �óíêöèé:

{(x− a)n}, x→ a; {x−n}, x→ ∞;

{x−λn}, x→ ∞ è {xne−λn}, x→ ∞,

ãäå λn+1 > λn äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, {(ln ε)−n}, ε → 0; {(sin ε)n},
ε→ 0; {(ctg ε)−n}, ε→ 0.

Çäåñü è íèæå ÷åðåç {ϕn} ìû îáîçíà÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíêöèé ϕn, n = 1, 2, . . .
Åñëè ìû èìååì àñèìïòîòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ñ ïîìî-

ùüþ ñâîéñòâ o, O-ñèìâîëîâ, ìîæåì ïîëó÷àòü íîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðîñòûå ðåçóëüòàòû òàêî-

ãî ðîäà.

Òåîðåìà 1.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) Åñëè {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè x → a
â A, òî ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé.

2) Åñëè {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè x → a
â A è α > 0, òî {|ϕn|

α} òàêæå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ïðè x→ a â A.

3) Åñëè {ϕn} è {ψn} � àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïðè x→ a â A, òî è {ϕnψn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðè x→ a â A.
4) Ïóñòü {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè x→ a

â A, è αn,i, n = 1, 2, . . . , k ∈ N � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå,

÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî αn+1,i 6 αn,i; è ïóñòü ψn =
∑k

i=0 αn,i|ϕn+i|, n = 1, 2, . . . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψn} ÿâëÿ-

åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïðè x→ a â A.
Äâå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn} è {ψn} íàçûâàþò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðè x→ a, åñëè ϕn = O(ψn), ψn = O(ϕn), x→ a.
Åñëè îäíà èç ýêâèâàëåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àñèìïòîòè÷å-

ñêàÿ, òî è äðóãàÿ � àñèìïòîòè÷åñêàÿ. Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñëå-

äóþùåé öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé:

ψn+1 = O(ϕn+1) = O (o(ϕn)) = O (o (O(ψn))) = o(ψn), x→ a.

Åñëè äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn} ñîîòíîøå-

íèå ϕn+1 = o(ϕn), x → a âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî n, òî {ϕn} íà-

çûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ðàâíîìåðíîé ïî n.
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Åñëè ϕn çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ è ñîîòíîøåíèå ϕn+1 = o(ϕn), x → a
âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî ïàðàìåòðàì, òî {ϕn} íàçûâàþò àñèìïòî-
òè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ðàâíîìåðíîé ïî ïàðàìåòðàì.

1.2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. Ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíûõ

è ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé.

Ïóñòü {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè x → a
â A, à f(x) � �óíêöèÿ, çàäàííàÿ â A. Ôîðìàëüíûé ðÿä

∞
∑

n=1

anϕn(x), (1.20)

ãäå an � ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì �óíê-

öèè f(x) ïî àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn} ïðè x → a,
åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N

f(x)−

N
∑

n=1

anϕn(x) = o(ϕN ), x→ a. (1.21)

Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò

f(x) ∼

∞
∑

n=1

anϕn(x), x→ a, (1.22)

è ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ �óíêöèè f(x) èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàç-
ëîæåíèå (1.22). Êîíñòàíòû an íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ôîðìàëüíûé ðÿä (1.20) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.21) íàçûâàþò

àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì, àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì è àñèìïòî-

òèêîé �óíêöèè f(x).
Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä ìîæåò ñõîäèòüñÿ (â îáû÷íîì ñìûñëå), à ìî-

æåò è ðàñõîäèòüñÿ. Ïðèâåäåì äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1.7. �àññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

(1 + ε)−1 ∼

∞
∑

n=0

(−1)nεn, ε→ 0.

Òîò �àêò, ÷òî çäåñü ìû èìååì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, ñëå-

äóåò èç �îðìóëû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðÿäà Òåéëîðà, à ïðè ïîëîæè-

òåëüíûõ ε òàêæå èç òåîðåìû îá îñòàòêå ðÿäà Ëåéáíèöà. Äàííûé

àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ ïðè |ε| < 1.



Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ÎÄÓ 11

Ïðèìåð 1.8. �àññìîòðèì èíòåãðàë

f(x) =

∞
∫

0

e−t

1 + xt
dt, 0 < x < 1.

Ìíîãîêðàòíî èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

f(x) = 1− x

∞
∫

0

e−t

(1 + xt)2
dt = 1− x+ 2x2

∞
∫

0

e−t

(1 + xt)3
dt = · · · =

=
N
∑

n=0

(−1)nn!xn + (−1)N+1(N + 1)!xN+1

∞
∫

0

e−t

(1 + xt)N+2
dt.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë åñòü O(1) ïðè x→ 0, òàê ÷òî

f(x) ∼

∞
∑

n=0

(−1)nn!xn, x→ 0. (1.23)

Ïðè ýòîì ðÿä (1.23), î÷åâèäíî,ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ íåíóëåâûõ x.
Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) çàâèñèò îò êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ è ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-

íèå (1.22). Åñëè ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå ïîðÿäêà (1.21) ÿâëÿåòñÿ ðàâ-

íîìåðíûì ïî ïàðàìåòðàì, òî è ðàçëîæåíèå (1.22) íàçûâàþò ðàâíî-

ìåðíûì ïî ýòèì ïàðàìåòðàì.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðè x→ a â A è äëÿ �óíêöèè f(x), çàäàííîé â A èìååò ìåñòî àñèìï-

òîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (1.22), òî êîý��èöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé

aN = lim
x→a















f(x)−
N−1
∑

n=1
anϕn(x)

ϕN (x)















, N = 1, 2, . . . (1.24)

⊳ Ñîîòíîøåíèå (1.22) îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (1.21). Ñëåäîâà-

òåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
x→a

f(x)−
N−1
∑

n=1
anϕn(x)− aNϕN (x)

ϕN (x)
= 0, (1.25)

èç êîòîðîãî âûòåêàåò (1.24). ⊲
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Âûøå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ çàäàííîé àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {ϕn(x)}, x→ a, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (1.22)

äàííîé �óíêöèè f(x) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îä-

íà è òà æå �óíêöèÿ f(x) ìîæåò ðàçëàãàòüñÿ â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿ-
äû ïî ðàçëè÷íûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì. Ïðè ýòîì

äàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò íå áûòü ýêâèâàëåíòíûìè.

Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

(1 + x)−1 ∼
∞
∑

n=0

(−1)nxn, x→ 0,

(1 + x)−1 ∼

∞
∑

n=0

(1− x)x2n, x→ 0,

(1 + x)−1 ∼
∞
∑

n=0

(−1)n(x2 − x+ 1)x3n, x→ 0.

Çäåñü �óíêöèÿ f(x) = (1 + x)−1
ðàçëîæåíà ïî òðåì àñèìïòîòè÷å-

ñêèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì: {xn}, {(x−1)x2n} è {(x2−x+1)x3n}, êî-
òîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ýòè òðè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäà

ñõîäÿòñÿ ïðè |x| < 1. Èíîãäà æå áûâàåò è òàê, ÷òî íåêîòîðûå àñèìï-
òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè ñõîäÿòñÿ, à íåêîòîðûå � ðàñõîäÿò-

ñÿ. Îòìåòèì åùå îäèí àñïåêò âî âçàèìîîòíîøåíèè �óíêöèé è èõ

àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä (äàæå ñõîäÿùèéñÿ!) ñâîþ ñóììó (�óíê-

öèþ) îïðåäåëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, �óíêöèè

(1 + x)−1,
1 + e−2x

1 + x
,

1

1− e−
√
x + x

ïðè x→ ∞ èìåþò îäíî è òî æå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

∞
∑

n=1

(−1)n−1x−n.

Çàäà÷è òåîðèè âîçìóùåíèé ðàçáèâàþò íà äâà êëàññà � ðåãóëÿð-

íî âîçìóùåííûå è ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå çàäà÷è. Ê ðåãóëÿðíî

âîçìóùåííûì çàäà÷àì îòíîñÿò òå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèÿ âîç-

ìóùåííîé è íåâîçìóùåííîé çàäà÷ àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêè. Ïîñëåä-

íåå îçíà÷àåò, ÷òî íîðìà ðàçíîñòè ýòèõ ðåøåíèé ñêîëü óãîäíî ìà-

ëà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè íàçûâàþò
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çàäà÷è, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûìè. Ïðèâåäåí-

íûå ïîíÿòèÿ ìîæíî ýëåìåíòàðíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà êâàäðàòíîì

óðàâíåíèè, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε.
Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé �îðìóëû, âûðàæäàþùåé êîðíè êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ ÷åðåç äèñêðèìèíàíò, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â òåõ ñëó÷à-

ÿõ, êîãäà êîý��èöèåíò ïðè x èëè ñâîáîäíûé ÷ëåí ìàë ïðè ìàëûõ ε
(íàïðèìåð, ðàâåí ε), à ñòàðøèé êîý��èöèåíò îò ε íå çàâèñèò, òî

óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíî âîçìóùåííóþ çàäà÷ó; åñëè

æå íàîáîðîò � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìàë (íàïðèìåð, ðàâåí ε), òî
èìååì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ çàäà÷ó. Òîëüêî ÷òî ââåäåííûå ïîíÿ-

òèÿ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü è íà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíè-

ÿõ. Â ãë. 3 ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì êëàññ ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûõ

çàäà÷ Êîøè, èìåþùèõ âèä (3.1)�(3.2) (ñì. íèæå). Åñëè æå ëåâóþ

÷àñòü (ïðîèçâîäíóþ) äîìíîæèòü íà ε, òî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à Êîøè

áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, òå-

ïåðü ïðè ε = 0 óðàâíåíèå óæå íå áóäåò äè��åðåíöèàëüíûì, à ïîòî-
ìó åãî ðåøåíèå íå îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3.2).

Çíà÷èò îá àñèìïòîòè÷åñêîé áëèçîñòè ðåøåíèé âîçìóùåííîé è íåâîç-

ìóùåííîé çàäà÷ äàæå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ãîâîðèòü íå ïðè-

õîäèòñÿ.

Ïðèìåð 1.9. �àññìîòðèì ïðîñòåøóþ çàäà÷ó Êîøè

dx

dt
= εx, x(0) = 1,

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîëîæèâ â íåé ε = 0, ïîëó÷èì íåâîçìó-

ùåííóþ çàäà÷ó

dx

dt
= 0, x(0) = 1.

Âûïèñàâ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷, ìû âèäèì, ÷òî èõ ðàçíîñòü ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t. Òàê ÷òî äàííàÿ
çàäà÷à Êîøè ðåãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ.

Ïðèìåð 1.10. �àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè

ε
dx

dt
= x, x(0) = 1,

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîëîæèâ â íåé ε = 0, ïîëó÷èì íåâîçìó-

ùåííóþ çàäà÷ó

x = 0.
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�àçíîñòü ðåøåíèé âîçìóùåííîé è íåâîçìóùåííîé çàäà÷ íå ÿâ-

ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìàëîé âåëè÷èíîé � îíà ïðè âñåõ t íå ìåíåå
åäèíèöû. Çíà÷èò ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîì ïðèìåðå çàäà÷à Êîøè ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé.

Ëåêöèÿ 2.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëîâ

Â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèåìû ïîñòðîå-

íèÿ àñèìïòîòèê èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Ýòîò âî-

ïðîñ âàæåí óæå ïîòîìó, ÷òî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé (ñì. Ëåêöèþ 3) î÷åíü ÷àñòî íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå èçâåñò-

íûõ �óíêöèé, íî ìîãóò áûòü âûðàæåíû ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëîâ îò

ïîñëåäíèõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû, ïîäèíòåãðàëüíûå

�óíêöèè â êîòîðûõ çàâèñÿò îò ìàëîãî èëè áîëüøîãî ïàðàìåòðà, è

ïîçíàêîìèìñÿ ñî ñëåäóþùèìè ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ èõ àñèìïòîòèê:

ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè, ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì, ìåòîä Ëàïëàñà è ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçû.

2.1. �àçëîæåíèå ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè. Ýòîò ìåòîä

ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2.1. �àññìîòðèì èíòåãðàë

I(ε) =

1
∫

0

cos εx2 dx (2.1)

ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü åãî àñèìïòîòèêó
ïðè ε→ 0.

�àçëîæèì ïîäèíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ â ðÿä Ìàêëîðåíà:

cos εx2 = 1−
ε2x4

2!
+
ε4x8

4!
+ . . . =

∞
∑

n=0

(−1)n(εx2)2n

(2n)!
≡

≡

N
∑

n=0

(−1)n(εx2)2n

(2n)!
+RN (x, ε).

(2.2)

Çäåñü ñèìâîëîì RN (x, ε) îáîçíà÷èì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìó-

ëå (2.2). Ñõîäèìîñòü ðÿäà (2.2) èññëåäóåì ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Äà-
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ëàìáåðà:

lim
n→∞

(n+ 1)-ûé ÷ëåí

n-ûé ÷ëåí
= lim

n→∞

(−1)n+1(εx2)2n+2

(2n+ 2)!

(2n)!

(−1)n(εx2)2n
=

= lim
n→∞

−(εx2)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (2.2) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ εx2, ïðè-
÷åì ðàçëîæåíèå ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî εx2 6 M0 = const > 0.
Ïîñêîëüêó â �îðìóëå (2.1) |x| 6 1, à ε ìàëî, òî

|RN (x, ε)| 6

∞
∑

n=N+1

(εx2)2n

(2n)!
6 ε2N+2

∞
∑

n=N+1

x4n

(2n)!
= O(ε2N+2), ε→ 0,

ðàâíîìåðíî ïî |x| 6 1. Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî ïîñëåäíèé ðÿä ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà. Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü (2.2) â

èíòåãðàë (2.1) è ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì

I(ε) =
N
∑

n=0

(−1)nε2n

(2n)!(4n+ 1)
+O(ε2N+2), ε→ 0.

Èç ïîñëåäíåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà I(ε) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε:

I(ε) ∼

∞
∑

n=0

(−1)nε2n

(2n)!(4n+ 1)
, ε→ 0. (2.3)

Â ñèëó ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ðÿä (2.3) ñõîäèòñÿ íå òîëüêî

àñèìïòîòè÷åñêè, íî è â îáû÷íîì ñìûñëå, òàê ÷òî çíàê ¾∼ ¿ â �îð-

ìóëå (2.3) ìîæíî çàìåíèòü íà çíàê ¾=¿.

2.2. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ýòîò ìåòîä òàêæå ïðîèëëþ-

ñòðèðóåì íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 2.2. Ïîñòðîèì àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà

I(ω) =

∞
∫

ω

e−t

t
dt, (2.4)

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ω.
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Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, êîòîðàÿ,

êàê èçâåñòíî, îñíîâàíà íà ðàâåíñòâå

d(uv) = u dv + v du.

Çäåñü u è v � �óíêöèè, çàâèñÿùèå îò t ∈ [t1, t2], òî èíòåãðèðóÿ

ýòî ðàâåíñòâî è èñïîëüçóÿ �îðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà, ïîëó÷èì

�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

t2
∫

t1

u dv = uv
∣

∣

t2

t1
−

t2
∫

t1

v du.

Â ðàâåíñòâå (2.4) ïîëîæèì

u =
1

t
, dv = e−t dt.

Òîãäà du = − 1
t2 dt, v = −e−t

. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

∞
∫

ω

e−t

t
dt = −

e−t

t

∣

∣

∣

∣

∞

ω

−

∞
∫

ω

e−t

t2
dt =

e−ω

ω
−

∞
∫

ω

e−t

t2
dt.

Ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðîäîëæèì â òîì æå äóõå:

u =
1

t2
, dv = e−tdt.

Òîãäà

∞
∫

ω

e−t

t2
dt = −

e−t

t2

∣

∣

∣

∣

∞

ω

− 2

∞
∫

ω

e−t

t3
dt,

òàê ÷òî

∞
∫

ω

e−t

t2
dt =

e−ω

ω2
− 2

∞
∫

ω

e−t

t3
dt. (2.5)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (2.5) â ðàâåíñòâî (2.8) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

∞
∫

ω

e−t

t
dt =

e−ω

ω
−
e−ω

ω2
+ 2

∞
∫

ω

e−t

t3
dt.
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Ïðîäîëæàÿ èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì è âûáèðàÿ íà êàæäîì øàãå

e−tdt = dv, ïðèäåì ê �îðìóëå

∞
∫

ω

e−t

t
dt =

e−ω

ω
−
e−ω

ω2
+

2!e−ω

ω3
−

3!e−ω

ω4
+ . . .+

+(−1)N+1 (N − 1)!e−ω

ωN
+ (−1)N+2N !

∞
∫

ω

e−t

tN+1
dt.

(2.6)

Ïîñêîëüêó t > ω, òî 1
tn+1 6

1
ωn+1 , à ïîñêîëüêó

∞
∫

ω

e−t

tN+1
dt 6

1

ωN+1

∞
∫

ω

e−tdt =
e−ω

ωN+1
= o(ω−Ne−ω), ω → ∞. (2.7)

Èç (2.6)�(2.7) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà I(ω)
ïî àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ω−ne−ω}∞n=1:

I(ω) ∼ e−ω
∞
∑

n=1

(−1)n−1(n− 1)!

ωn
. (2.8)

Îòìåòèì, ÷òî ðÿä (2.8) ðàñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó

lim
n→∞

n− ûé ÷ëåí

(n+ 1)− ûé ÷ëåí

= lim
n→∞

−n

ω
= −∞.

Îäíàêî èç �îðìóë (2.6)�(2.8) ñëåäóåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì N
îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè (2.6) ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìà-

ëûì çà ñ÷åò âûáîðà äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ω. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ âàæíåéøåé õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿ-

äîâ.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè âçÿòü u = e−t
, dv = dt

t2 è àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì äåéñòâîâàòü äàëüøå, òî àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà I(ω) ïðè

ω → ∞ ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ.

Ïðèìåð 2.3. �àññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë

I(ω) =

∞
∫

0

e−t

ω + 2t
dt
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ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ω. Ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïî-

ñòðîèì åãî àñèìïòîòèêó ïðè ω → ∞.

Íåòóðäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà u = e−t
, v = (ω + 2t)−1

íå

ïðèâåäåò ê öåëè. Ïîýòîìó ïîëîæèì

u = (ω + 2t)−1, dv = e−t dt, (2.9)

îòêóäà íàéäåì

du = −2(ω + 2t)−2dt, v = −e−t. (2.10)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2.9),(2.10) ïî �îðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-

ñòÿì íàõîäèì

I(ω) = −2(ω + 2t)−1e−t
∣

∣

∞

0
− 2

∞
∫

0

(ω + 2t)−2e−t dt =

=
2

ω
− 2

∞
∫

0

(ω + 2t)−2e−t dt.

(2.11)

Ïðèìåíèì ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-

ñòÿì, ïîëàãàÿ

u = (ω + 2t)−2, dv = e−tdt,

îòêóäà

du = −4(ω + 2t)−3dt, v = −e−t.
∞
∫

0

(ω + 2t)−2e−tdt = −(ω + 2t)−2e−t
∣

∣

∞

0
− 4

∞
∫

0

(ω + 2t)−3e−t dt. (2.12)

Èç ðàâåíñòâ (2.11), (2.12) íàõîäèì

I(ω) =
2

ω
−

2

ω2
+ 8

∞
∫

0

(ω + 2t)−3e−t dt.

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì n ðàç, ïðèäåì ê ðàçëî-

æåíèþ

I(ω) =
2

ω
−

2

ω2
+

222!

ω3
−

233!

ω4
+ . . .+

+
(−1)n−12n−1(n− 1)!

ωn
+ (−1)n2nn!

∞
∫

0

e−t

(ω + 2t)n+1
dt.

(2.13)
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Äëÿ îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ðàâåíñòâå (2.13) âîñïîëüçóåìñÿ ñëå-

äóþùèì ñïðàâåäëèâûì ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ω è t íåðàâåíñòâîì:

(ω + 2t)−n−1 < ω−n−1.

Èç ÷åãî ñëåäóåò îöåíêà

∞
∫

0

e−t

(ω + 2t)n+1
dt < ω−n−1.

Òàêèì îáðàçîì

I(ω) =
N
∑

n=1

(−1)n−12n−1(n− 1)!

ωn
+ o(ω−N ), ω → ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà:

I(ω) ∼
∞
∑

n=1

(−1)n−12n−1(n− 1)!

ωn
, ω → ∞. (2.14)

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä (2.14), êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ðàñõîäèòñÿ,íî

ïðè �èêñèðîâàííîì N îñòàòî÷íûé ÷ëåí ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìà-

ëûì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ω.

2.3. Ìåòîä Ëàïëàñà. Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì ðàññìàòðèâàòü

èíòåãðàë

F (λ) =

b
∫

a

φ(t)eλh(t) dt, −∞ < a < b <∞, (2.15)

ãäå �óíêöèè φ(t) è h(t) ñêîëü óãîäíî ãëàäêèå íà îòðåçêå t ∈ [a, b], à
ïàðàìåòð λ→ ∞. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ h(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ âåùåñòâåí-
íîé, à �óíêöèÿ φ(t) ìîæåò áûòü è êîìïëåêñíîé. Èíòåãðàë (2.15) íà-
çûâàþò èíòåãðàëîì Ëàïëàñà.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë F (λ) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ íåðåãóëÿð-

íûì îáðàçîì, ò. å. òî÷êà λ = ∞ ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ñóùåñòâåííî îñî-

áîé òî÷êîé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ F (λ) íå ðàçëàãàåòñÿ â
ðÿä ïî ñòåïåíÿì λ−1

ïðè λ→ ∞.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå èíòåãðàëà Ëàïëà-

ñà (2.15). Èçâåñòíî, ÷òî îíà çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ �óíêöèè h(t), à
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òî÷íåå îò òîãî, â êàêîé òî÷êå c ∈ [a, b] äîñòèãàåòñÿ åå ìàêñèìóì: íà
êîíöå îòðåçêà [a, b] èëè â åãî âíóòðåííåé òî÷êå. �ðóáî ãîâîðÿ, â ïåð-

âîì ñëó÷àå F (λ) ∼ λ−1eλh(c), à âî âòîðîì F (λ) ∼ λ−
1
2 eλh(c), λ→ ∞.

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì òåîðåìó îá àñèìïòîòèêå F (λ) ïðè λ → ∞ â

òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìóì ïîêàçàòåëÿ h(t) äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü �óíêöèÿ h(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì: òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìàêñèìóìà h(t) è
h′(a) < 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà:

F (λ) ∼ −eλh(a)
∞
∑

k=1

1

λk
φk−1(a)

h′(a)
, λ→ ∞, (2.16)

ãäå

φ0(t) = φ(t), φk+1(t) =
−d

dt

(

φk(t)

h′(t)

)

.

⊳ Ïóñòü σ è γ ñòîëü ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ÷òî ïðè

t ∈ [a, a+ σ] h′(t) < 0, à ïðè t ∈ [a+ σ, b] h(t) < h(a)− γ. Ïîëîæèì

F (λ) = F1(λ) + F2(λ), (2.17)

ãäå

F1(λ) =

a+σ
∫

a

φ(t)eλh(t) dt, F2(λ) =

b
∫

a+σ

φ(t)eλh(t) dt.

Òîãäà ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M > 0

|F2(λ)| 6Meλh(a)e−γλ. (2.18)

Àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà F1(λ) ïîñòðîèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

÷àñòÿì:

F1(λ) =
1

λ

a+σ
∫

a

φ(t)

h′(t)
d(eλh(t)) =

=
1

λ

φ(t)

h′(t)
eλh(t)

∣

∣

∣

∣

a+σ

a

−
1

λ

a+σ
∫

a

d

dt

(

φ(t)

h′(t)

)

eλh(t) dt =

= −
1

λ

φ(a)

h′(a)
eλh(t) +

1

λ2

a+σ
∫

a

φ1(t)

h′(t)
d(eλh(t)) +O

(

eλh(t)
)

e−γλ,
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ãäå

φ1(t) = −
d

dt

(

φ(t)

h′(t)

)

.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è äàëåå, ïðèäåì ê

ñîîòíîøåíèþ:

F1(λ) = −eλh(a)
n
∑

k=1

1

λk
φk−1(a)

h′(a)
+

+
1

λn

a+σ
∫

a

φn(t)e
λh(t) dt+O

(

eλh(a)
)

e−γλ,

(2.19)

ãäå φk(t) � �óíêöèè îïðåäåëåííûå ïðè �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.1.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.17)�(2.19) âûòåêàåò (2.16). ⊲

Çàìå÷àíèå 2.1. Òîò ñëó÷àé, êîãäà åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìàêñè-

ìóìà �óíêöèè u(t) ÿâëÿåòñÿ t = b, èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð 2.4. �àññìîòðèì èíòåãðàë

F (λ) =

1
∫

0

e−λt cos5 t dt, (2.20)

çàâèñÿùèé îò áîëüøîãî ïàðàìåòðà λ. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òðè ïåð-

âûõ ÷ëåíà àñèìïòîòèêè F (λ) ïî ñòåïåíÿì λ−1
ïðè λ→ ∞.

Èíòåãðàë (2.20) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ëàïëàñà, äëÿ êîòîðîãî èìå-

åò ìåñòî òåîðåìà 2.1. Îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè åãî àñèìïòîòèêè ìû

íå áóäåì îïèðàòüñÿ íà ýòó òåîðåìó, à ïîñòðîèì àñèìïòîòèêó F (λ)
íåïîñðåäñòâåííî, ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Â (2.20) ïîëîæèì

u = cos5 t, dv = e−λt dt,

òàê ÷òî

du = −5 cos4 t sin t, v = −
e−λt

λ
.
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Ñîãëàñíî ìåòîäó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì

F (λ) = −
e−λt

λ
cos5 t

∣

∣

∣

∣

1

0

−
5

λ

1
∫

0

e−λt cos4 t sin t dt =

= −
e−λ

λ
cos5 1 +

1

λ
−

5

λ

1
∫

0

e−λt cos4 t sin t dt ≡

≡ −
e−λ

λ
cos5 1 +

1

λ
−

5

λ
J(λ).

(2.21)

Èíòåãðàë J(λ) îïÿòü èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, ïîëàãàÿ

u = cos4 t sin t, dv = e−λt,

òàê ÷òî

du = −4 cos3 t sin2 t+ cos5 t, v = −
e−λt

λ
.

Òîãäà

J(λ) = −
e−λt

λ
cos4 t sin t

∣

∣

∣

∣

1

0

+
1

λ

1
∫

0

e−λt
(

cos5 t− 4 cos3 t sin2 t
)

dt =

=
e−λ

λ
+

1

λ

1
∫

0

e−λt
(

cos5 t− 4 cos3 t sin2 t
)

dt.

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.21) íàéäåííîå âûðàæåíèå J(λ), ïîëó÷èì

F (λ) = −
eλ

λ
cos5 1 +

1

λ
−

5e−λ

λ2
−

5

λ2

1
∫

0

e−λt(cos5 t− 4 cos3 t sin2 t) dt.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë îïÿòü íàõîäèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-

ñòÿì, ïîëàãàÿ

u = cos5 t− 4 cos3 t sin2 t = cos5 t− sin2 2t cos t,

dv = e−λt dt,
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òàê ÷òî

du = −5 cos4 t sin t− 2 sin 4t cos t+ sin2 2t sin t,

v = −
1

λ
e−λt.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ìû ïðèäåì ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ðà-

âåíñòâó

F (λ) =
1

λ
−

5

λ3
+O(λ−4), λ→ ∞.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî �óíêöèÿ e−λ
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé îòíîñè-

òåëüíî λ−n
ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, êîãäà λ→ ∞.

2.4. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçû. Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðî-

äîëæèì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò áîëüøîãî ïàðàìåò-

ðà íåðåãóëÿðíûì îáðàçîì. Ýòè èíòåãðàëû, êàê è â ïðåäûäóùåì

ïàðàãðà�å, èìåþò âèä (2.15), íî òåïåðü, â îòëè÷èå îò § 2.3, �óíê-
öèÿ h(t) ïðèíèìàåò íå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à ÷èñòî ìíèìûå, ò.å.
h(t) = iS(t), ãäå S(t) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ

�óíêöèÿ. Òàê ÷òî áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòèêè èíòåãðàëîâ

F (λ) =

b
∫

a

φ(t)eiλS(t) dt, λ→ ∞. (2.22)

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å õàðàêòåð àñèìïòîòèêè çà-

âèñåë îò ïîëîæåíèÿ íà [a, b] òî÷êè t, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñè-

ìóì �óíêöèè h(t). Òåïåðü ñèòóàöèÿ èíàÿ: àñèìïòîòèêà ñâÿçàíà ñ

îòñóòñòâèåì èëè íàëè÷èåì ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, ò. å. òî÷åê â êîòî-

ðûõ S′(t) = 0, t ∈ [a, b]. Â ïåðâîì ñëó÷àå F (λ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê

λ−1
, à âî âòîðîì � êàê λ−

1
2
. Ìû ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó

äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü â �îðìóëå (2.21) S′(t) 6= 0, t ∈ [a, b]. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà âèäà

F (λ) ∼

∞
∑

k=1

λ−k
[

Ake
iλS(A) +Bke

iλS(b)
]

, λ→ ∞, (2.23)

ãäå êîý��èöèåíòû Ak ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè çíà÷å-

íèé �óíêöèè φ(t) è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà k − 1 â òî÷êå a, à
êîý��èöèåíòû Bk � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé �óíêöèé φ(t)
è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà k − 1, âû÷èñëåííûõ â òî÷åê b.
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⊳ Èñïîëüçóåì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

F (λ)=

b
∫

a

φ(t)

iλS′(t)
d
(

eiλS(t)
)

=
φ(t)eiλS(t)

iλS′(t)

∣

∣

∣

∣

∣

b

a

−

b
∫

a

(

φ(t)

iλS′(t)

)′

eiλS(t) dt =

=
φ(b)

iλS′(b)
eiλS(b) −

φ(a)

iλS′(a)
eiλS(a) +

1

iλ

b
∫

a

φ1(t) e
iλS(t) dt,

ãäå

φ1(t) =

(

−φ(t)

S′(t)

)′

.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è F (λ)
(ñì. (2.22)); çäåñü òîëüêî âìåñòî φ(t) âûñòóïàåò φ1(t). Èíòåãðèðóÿ
åãî ïî ÷àñòÿì, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ýòó æå ïðîöåäóðó

ê âíîâü âîçíèêàþùèì èíòåãðàëàì, ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

F (λ) =

n
∑

k=1

[

φk−1(b)

(iλ)kS′(b)
eiλS(b) −

φk−1(a)

(iλ)kS′(a)
eiλS(a)

]

+Rn(λ), (2.24)

ãäå

Rn(λ) =
1

(iλ)n

b
∫

a

φn+1(t)e
iλS(t) dt,

φ0(t) = φ(t), φk+1 =

(

−
φk(t)

S′(t)

)′

.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò îöåíêà:

|Rn(t)| 6
1

λn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

φn+1(t)e
iλS(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
Mn

λn+1
, Mn = const > 0. (2.25)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.24), (2.25) âûòåêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-

íèå (2.23). ⊲
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Ëåêöèÿ 3.

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

Â ýòîé ëåêöèè ñîáðàíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíõì óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì,

íàöåëåííûå íà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ðåãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé

äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé.

3.1. �åãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Ñ�îðìóëèðóåì êëàññè÷åñêóþ òåî-

ðåìó î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè

îò ïàðàìåòðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû m äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-

ãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ. Òàêèå ñèñòåìû

íàçûâàþò íîðìàëüíûìè ñèñòåìàìè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïàðàìåòð äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ñêàëÿðíûì.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü íîðìàëüíîé ñèñòåìû äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= f(x, t, ε), (3.1)

ãäå x è f � m-ìåðíûå âåêòîð-�óíêöèè, ε � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, óäî-

âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) Âåêòîð-�óíêöèÿ f(x, t, ε) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìêíó-
òîì ìíîæåñòâå

Π ≡
{

|t− t0| 6 a, ‖x− x0‖ 6 b, |ε| 6 d
}

,

ãäå a, b, d � �èêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à t0 è x
0
� çà-

äàííûå ÷èñëî è âåêòîð (x0 ∈ R
m) è ïóñòü ïðè âñåõ (t, x, ε) ∈ Π ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà ‖f(x, t, ε)‖ 6M , ãäåM > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

2) f(x, t, ε) óäîâëåòâîðÿåò â Π ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà

ïî x
‖f(x2, t, ε)− f(x1, t, ε)‖ 6 L‖x2 − x1‖,

ãäå ïîñòîÿííàÿ L > 0 íå çàâèñèò îò x, t, ε. Òîãäà çàäà÷à Êîøè äëÿ

ñèñòåìû (3.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t0, ε) = x0, (3.2)

èìååò íà ñåãìåíòå |t − t0| 6 h = min(a, b/M) åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå x(t, ε), êîòîðîå íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t, ε ïðè
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|t− t0| 6 h, |ε| 6 d. Ïðè ýòîì lim
ε→0

‖x(t, ε) − x(t, 0)‖ = 0 ðàâíîìåðíî-

ìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ [t0 − h, t0 + h].
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (3.1), (3.2) ÿâëÿåòñÿ ðåãó-

ëÿðíî âîçìóùåííîé.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðå÷ü èäåò î âîçìîæíîñòè äè��åðåíöèðî-

âàòü ðåøåíèå x(t, ε) çàäà÷è (3.1), (3.2) ïî ïàðàìåòðó ε.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü äàííûå çàäà÷è (3.1), (3.2) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1 è, êðîìå òîãî, âåêòîð-�óíêöèÿ f(x, t, ε) íà

ìíîæåñòâå Π îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x è ïî ε.
Òîãäà ðåøåíèÿ x(t, ε) çàäà÷è (3.1), (3.2) îïðåäåëåííîå è íåïðåðûâ-

íîå ïî òåîðåìå 3.1 íà ìíîæåñòâå D ≡ {|t − t0| 6 h, |ε| < d}, èìååò
íåïðåðûâíóþ â D ïðîèçâîäíóþ

∂x
∂ε (t, ε), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è

ẏ =
∂f

∂x
(x(t, ε), t, ε)y +

∂f

∂ε
(x(t, ε), t, ε), (3.3)

y(t0, ε) = 0. (3.4)

Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) óðàâíåíèå (3.3) íàçûâàþò óðàâíåíèåì â âà-

ðèàöèÿõ; îíî ïîëó÷àåòñÿ �îðìàëüíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì óðàâ-

íåíèÿ (3.1) ïî ε. Ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå (3.4) òàêæå

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò �îðìàëüíîãî äè��åðåíöèðî-

âàíèÿ ïî ε íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (3.2).

Ïðèìåð 3.1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó ε ïðè ε = 0 ðå-

øåíèÿ ϕ(t, ε) çàäà÷è Êîøè

ẋ+ x2 − 2εt−1 = 0, x(1, ε) = 1

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 1.
�åøåíèå. Ïî òåîðåìå 3.2 y(t, ε) = ∂ϕ

∂ε (t, ε) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

â âàðèàöèÿõ

ẏ + 2ϕ(t, ε)y − 2t−1 = 0

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(1, ε) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ �óíêöèÿ ψ(t) = y(t, 0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì çàäà÷è Êîøè

ẏ + 2ϕ(t, 0)y − 2t−1 = 0, y(1) = 0.

Ïîñêîëüêó ϕ(t, 0) � ðåøåíèå çàäà÷è

ẋ+ x2 = 0, x(1) = 1,
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òî ϕ(t, 0) = t−1
. Çíà÷èò �óíêöèÿ ψ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

ẏ − 2t−1(y − 1) = 0, y(1) = 0,

òàê ÷òî ψ(t) = 1− t−2
.

Â òåîðåìå 3.2 ðå÷ü èäåò î ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè (3.1), (3.2) ïî ïàðàìåòðó. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîñâÿùåíà äè�-

�åðåíöèðîâàíèþ ýòîãî ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ëþáîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü f(x, t, ε) ñèñòåìû (3.1) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 3.1 è, êðîìå òîãî, íà ìíîæåñòâå Π ñó-

ùåñòâóþò âñåâîçìîæíûå åå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå (âêëþ÷àÿ è

ñìåøàííûå) ïî êîîðäèíàòàì x è ε äî ïîðÿäêà m > 1. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò íåïðåðûâíûå â D ïðîèçâîäíûå

∂kx
∂εk

(t, ε), k 6 m, ãäå x(t, ε) �
ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (3.2).

3.2. Àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ÎÄÓ.Ïåðåéäåì ê âî-

ïðîñó î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ x(t, ε) çàäà÷è Êîøè (3.1),
(3.2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ f(x, t, ε) èìååò íà ìíîæå-
ñòâå Π íåïðåðûâíûå (ïî ñîâîêóïíîñòè x, t, ε) ïðîèçâîäíûå ïî x è ε
ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà. Àñèìïòîòèêó áóäåì èñêàòü â âèäå

�îðìàëüíîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε:

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + . . .+ εkxk(t) + . . . (3.5)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî êîý��èöèåíòîâ xi(t) ïðàâóþ ÷àñòü (3.5) ïîä-

ñòàâèì â (3.1), ïðåäâàðèòåëüíî ðàçëîæèâ âåêòîð��óíêöèþ f â ðÿä

Òåéëîðà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðâîé è òðåòüåé ïåðåìåííûõ ñ öåíòîì â

òî÷êå (x0(t), t, 0):

d

dt
(x0(t) + εx1(t) + . . .+ εkxk(t) + . . .) =

= f(x0(t), t, 0) + ε
∂f

∂x
(x0(t), t, 0)x1 + f1(t) ε+ . . .+

+ εk
(

∂f

∂x
(x0(t), t, 0)xk + fk(t)

)

+ . . .

(3.6)

Çäåñü

∂f
∂x � ìàòðèöà ßêîáè ïî ïåðåìåííûì x, ýëåìåíòû êîòîðîé

âû÷èñëåíû â òî÷êå (x0(t), t, 0), f1(t) � ïðîèçâîäíàÿ

∂f
∂ε , âû÷èñëåííàÿ

â òîé æå òî÷êå, à âåêòîð��óíêöèè fk(t) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîð-

�óíêöèè xi(t), i = 0, 1, . . . , k − 1. �àçëîæåíèå (3.5) ïîäñòàâèì òàêæå
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â ðàâåíñòâî (3.2). Ïîëó÷èì

x0(t0) + εx1(t0) + . . .+ εkxk(t0) + . . . = x0. (3.7)

Ïðèðàâíèâàÿ â ðàâåíñòâàõ (3.1), (3.2) êîý��èöèåíòû ïðè îäèíà-

êîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïðèäåì ê ðåêóðåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷:

dx0
dt

= f(x0, t, 0), x0(t0) = x0, (3.8)

dx1
dt

=
∂f

∂x
(x0, t, 0)x1 +

∂f

∂ε
(x0, t, 0), x1(0) = 0, . . . (3.9)

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé öåïî÷êå çàäà÷ åäèíñòâåííîé íåëèíåéíîé çà-

äà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à (3.8) êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ âûðîæäåííîé çàäà-

÷åé.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïóñòü â (3.1) âåêòîð-�óíêöèè x è f � ñêàëÿð-

íûå. Òîãäà ðåçóëüòàò �îðìàëüíîé ïîäñòàíîâêè (3.5) â (3.1) ñ ïîñëå-

äóþùèì ðàçëîæåíèåì f â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì (x0, t, 0) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:

f(x0, t, 0) +
∂f

∂x
(x0, t, 0)(εx1 + . . .) +

∂f

∂ε
(x0, t, 0)ε+ . . .+

+
1

n!

(

(εx1 + . . .)
∂

∂x
+ ε

∂

∂ε

)n

f(x0, t, 0) + . . .

(3.10)

Òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü ëåêöèé çàêîí÷èì ñëåäóþùåé èçâåñòíîé òåî-

ðåìîé.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3 è ðåøå-

íèå âûðîæäåííîé çàäà÷è (3.8) îïðåäåëåíî íà âðåìåííîì ó÷àñòêå

J : |t− t0| 6 a. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (3.2) ïðè t ∈ J ðàçëàãàåò-

ñÿ ïî �îðìóëå Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ε äî ïîðÿäêà εm âêëþ÷èòåëüíî:

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + . . .+ εmxm(t) + o(εm), ε→ 0, (3.11)

ãäå âåêòîð-�óíêöèè x0(t), x1(t) è ò. ä. ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çà-

äà÷ (3.8), (3.9) è ò. ä. ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (3.5), ïîñòðîåííûé óêàçàííûì

âûøå ñïîñîáîì, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòèêîé ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), (3.2).
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Ïðèìåð 3.2. �àññìîòðèì çàäà÷ó

dx

dt
= εx+ 2, x(0) = 0,

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîñòðîèòü íåñêîëüêî ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè

ðåøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ε.
Àñèìïòîòèêó áóäåì ñòðîèòü â âèäå ðÿäà (3.5):

x(t) ∼ x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + . . .

Ïîäñòàâèì ýòîò ðÿä â íàøè óðàâíåíèå è íà÷àëüíîå óñëîâèå è ïðèðàâ-

íÿåì êîý��èöèåíòû â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-

íÿõ ε. Ïîëó÷èì öåïî÷êó çàäà÷:

ε0 :
dx0
dt

= 2, x0(0) = 0,

ε1 :
dx1
dt

= −x0, x1(0) = 0,

ε2 :
dx2
dt

= −x1, x2(0) = 0,

. . .

Îòñþäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:

x0(t) = 2t, x1(t) = t2, x2(t) =
t3

3
, . . .

Òàêèì îáðàçîì àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååò

âèä

x(t) ∼ 2t− εt2 + ε
t3

3
+ . . .

Ïðèìåð 3.3. Ïîëó÷èòü ñïðàâåäëèâóþ íà îòðåçêå [0, T ] àñèìïòî-
òè÷åñêóþ �îðìóëó ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì O(ε2), ε→ 0, äëÿ ðåøåíèÿ
x(t, ε) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ �èêêàòè

dx

dt
= a(t)x+ b(t) + εc(t)x3, t ∈ [0, T ], x(0) = 0, (3.12)

ãäå a, b, c � íåïðåðûâíûå �óíêöèè íà [0, T ].
�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (3.5):

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + . . . (3.13)
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Ïîäñòàâëÿÿ (3.13) â ðàâåíñòâà (3.12) è ïðèðàâíèâàÿ â ïîëó÷åííûõ

ðàâåíñòâàõ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïðèäåì ê ñëå-

äóþùèì çàäà÷àì äëÿ x0 è x1:

dx0
dt

= a(t)x0 + b(t), x0(0) = 0, (3.14)

dx1
dt

= a(t)x1 + c(t)x30, x1(0) = 0. (3.15)

�åøåíèå çàäà÷è (3.14) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

x0(t) =

t
∫

0

b(τ)e

t∫

τ

a(s) ds
dτ, t ∈ [0, T ], (3.16)

à ðåøåíèå çàäà÷è (3.15) � ïî àíàëîãè÷íîé �îðìóëå

x1(t) =

t
∫

0

(τ)





τ
∫

0

b(s)e

τ∫

s

a(s) ds
ds





3

e

t∫

τ

a(s) ds
dτ, t ∈ [0, T ]. (3.17)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) +O(ε2), t ∈ [0, T ], ε→ 0, (3.18)

ãäå x0(t) è x1(t) çàäàíû �îðìóëàìè (3.16) è (3.17) ñîîòâåòñòâåííî.

�àíåå ìû äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàëè, ÷òî ïàðàìåòð âõîäèò òîëüêî

â äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Îïèñàííàÿ âûøå òåîðèÿ ëåãêî ïå-

ðåíîñèòñÿ è íà òîò ñëó÷àé, êîãäà îí ðåãóëÿðíûì îáðàçîì âõîäèò è â

íà÷àëüíûå äàííûå. Ïîä ðåãóëÿðíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ äè��åðåíöèðó-

åìîñòü äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà íà÷àëüíûõ äàííûõ ïî ε.

Ïðèìåð 3.4. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì O(ε3), ε→ 0, ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

dx

dt
=
t

x
− 2εt2, t ∈ [1, T ], x(1) = 1−

ε

2
+
ε2

8
(3.19)

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 1.
�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (3.5):

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + . . . (3.20)
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�àçëîæåíèå (3.20) ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâà (3.19) è ïðèðàâíÿåì â ïî-

ëó÷åííûõ ðàâåíñòâàõ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε,
âïëîòü äî âòîðîé ñòåïåíè. Ïîëó÷èì

x′0 + εx′1 + ε2x′2 + . . . =
t

x0 + εx1 + ε2x′2 + . . .
− 2εt2,

x0(1) + εx1(1) + ε2x2(1) + . . . = 1−
ε

2
−
ε2

8
.

Òîãäà

ïðè ε0: x′0 = t
x0
, x0(1) = 1,

ïðè ε1: x′1 = − tx1

x2
0

− 2t2, x1(1) = − 1
2 ,

ïðè ε2: x′2 = − tx2

x2
0

+
tx2

1

x3
0

, x2(1) =
1
8 .

Îòñþäà íàõîäèì

x0 = t, x1 = −
t3

2
, x2 =

1

12t
+
t5

24
.

Òàêèì îáðàçîì,

x(t, ε) = t− ε
t3

2
+ ε2

(

1

12t
+
t3

24

)

+O(ε3).

Çàìå÷àíèå 3.2. Â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðåëè øèðîêèé

êëàññ ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷. Ñóùåñòâóåò òàêæå èçâåñòíûé

êëàññ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷, â ñèñòåìû ÎÄÓ êîòîðûõ âõî-

äÿò óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ñîìíîæèòåëåì (ïàðàìåòðîì) ïðè ñòàðøåé

ïðîèçâîäíîé. Òàêèå çàäà÷è ãëóáîêî èçó÷åíû èçâåñòíûìè ìàòåìàòè-

êàìè À. Í. Òèõîíîâûì è À. Á. Âàñèëüåâîé. Â ýòîì êðàòêîì êóðñå ìû

íå ìîæåì ãîâîðèòü î íèõ ïîäðîáíî. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè ïîñòðî-

åíèè àñèìïòîòèê èõ ðåøåíèé èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû

äâóõ âèäîâ: îäèí èç íèõ (ðåãóëÿðíûé) èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî

è â ñëó÷àå ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷, à âòîðîé (åãî íàçûâàþò

¾ïîãðàíè÷íûì ðÿäîì¿), ÿâëÿÿñü òàêæå ðÿäîì ïî ñòåïåíÿì ε, èìå-
åò êîý��èöèåíòû, êîòîðûå òîæå çàâèñÿò îò ε, ïðè÷åì ñïåöèàëüíûì

îáðàçîì.

È ïîñëåäíåå. Â òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèìé ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ äâà âèäà àñèìïòîòèê ðåøåíèé � àñèìïòîòèêè ïî ïàðàìåò-

ðó (òîëüêî î òàêèõ ìû çäåñü è ãîâîðèëè) è àñèìïòîòèêè ïî íåçàâè-

ñèìîé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, â çàäà÷å íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè

èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñè-

ìîé ïåðåìåííîé.
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Óïðàæíåíèÿ ê Ëåêöèè 3

Â çàäà÷àõ 1�3 íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò ðåøåíèÿ äàííîãî äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 1 ïî

ïàðàìåòðó ε ïðè ε = 0:

1. x′ = εt+ 1
2x , x(1) = 1− 2ε.

2. x′ = x− t+ εte2x, x(1) = 2ε.

3. ẍ = x sin ẋ+ sinx2, x(0) = ε, ẋ(0) = ε2.

Â çàäà÷àõ 4�5 íàéòè ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè t = 1 ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ε äî ε2 âêëþ÷èòåëüíî:

3. x′ = 5εt+ 1
2x , x(1) = 1− ε.

4. ẍ = 2x− 2x3, x(0) = 1, ẋ(0) = ε.
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ASYMPTOTIC METHODS IN THE THEORY

OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

Levenshtam V. B.

The paper presents a number of initial 
on
epts of the theory of asymptoti


methods, whi
h is also 
alled perturbation theory, analyzes some te
hniques for


onstru
ting asymptoti
 expansions of integrals depending on the asymptoti


parameter (in parti
ular, the Lapla
e method and the stationary phase method),

and also 
onsiders ordinary di�erential equations depending on the asymptoti


parameter, and shows, how to 
onstru
t asymptoti
 expansions of their solutions

in the 
ase of regularly perturbed problems.

Key words: perturbation theory, asymptoti
 methods, Lapla
e method,

stationary phase method, asymptoti
 integration of regularly perturbed

problems.


