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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ ÐÅÄÀÊÒÎÐÀ ÑÅÐÈÈ

Èíòåãðàöèîííûå ïðîöåññû, èíèöèèðîâàííûå ñîçäàíèåì â ðàìêàõ
ïðèîðèòåòíîãî íàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà ¾Îáðàçîâàíèå¿ ôåäåðàëüíîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî ïðîôåññè-
îíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ¾Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò¿, ïîðî-
äèëè èäåþ îáúåäèíåíèÿ âåäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ôóíäàìåí-
òàëüíîé ìàòåìàòèêè, ðàáîòàþùèõ íà Þãå Ðîññèè, â ðàìêàõ îäíîãî
àêàäåìè÷åñêîãî èíñòèòóòà è èíòåãðèðîâàòü äåÿòåëüíîñòü ïîñëåäíå-
ãî ñ äåÿòåëüíîñòüþ Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà. Îíà áû-
ëà ïîääåðæàíà ðóêîâîäñòâîì Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà,
Äàãåñòàíñêîãî, Âëàäèêàâêàçñêîãî è Þæíîãî íàó÷íûõ öåíòðîâ Ðîñ-
ñèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ áûëè ïðèíÿòû
Áþðî Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ, à çàòåì è Ïðåçèäèóìîì
ÐÀÍ. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ðåøåíèé Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
è èíôîðìàòèêè Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ áûë ïåðå-
èìåíîâàí â Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ, â ÞÔÓ
ñîçäàíû è óñïåøíî ðàáîòàþò íàó÷íûå ëàáîðàòîðèè Þæíîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî èíñòèòóòà, à â ÞÌÈ ôîðìèðóåòñÿ áàçîâàÿ êàôåäðà Þæ-
íîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.

Äðóãàÿ èíòåãðàöèîííàÿ èäåÿ, ñïîñîáñòâóþùàÿ ðàñøèðåíèþ è
óãëóáëåíèþ íàó÷íûõ êîíòàêòîâ ìàòåìàòèêîâ ðåãèîíà ñ ðîññèéñêè-
ìè è çàðóáåæíûìè êîëëåãàìè � èçäàòåëüñêèé ïðîåêò ¾Èòîãè íàó-
êè. Þæíûé ôåäåðàëüíûé îêðóã¿ � áûëà ïðåäëîæåíà çàñëóæåííûì
äåÿòåëåì íàóêè ÐÔ ïðîôåññîðîì Þ. Ô. Êîðîáåéíèêîì. Â 2008 ã.
Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåí-
òðà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê è ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è
êîìïüþòåðíûõ íàóê Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, â ðàìêàõ
íà÷àâøåãîñÿ òåñíîãî íàó÷íîãî ñîòðóäíè÷åñòâà, ïðèñòóïèëè ê îñó-
ùåñòâëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ÷àñòè ýòîãî ïðîåêòà. Â õîäå ðàáîòû
áûëî ïðèçíàíî öåëåñîîáðàçíûì èçäàíèå äâóõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñå-
ðèé: ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðóì¿ è ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîíîãðàôèÿ¿.
Òàêîé ïîäõîä íå òîëüêî äàñò áîëåå ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñîñòîÿ-
íèè ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â Þæíîì ôåäåðàëüíîì îêðóãå,
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íî è ïðèâåäåò ê îæèâëåíèþ íàó÷íûõ ñâÿçåé, àêòèâèçàöèè ìàòåìàòè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, â öåëîì ïîñëóæèò óêðåïëåíèþ ïîçèöèé ôóí-
äàìåíòàëüíîé íàóêè â ðåãèîíå.

Â ñåðèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðóì¿ ïóáëèêóþòñÿ ìàòåðèàëû ðàç-
ëè÷íûõ ðåãèîíàëüíûõ, ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ ôîðóìîâ (êîí-
ôåðåíöèé, ñèìïîçèóìîâ, ñåìèíàðîâ è ò. ï.), îñâåùàþùèå íîâåéøèå
äîñòèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè, ê êîòîðûì òàê èëè èíà÷å ïðè-
÷àñòíû ìàòåìàòèêè Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà. Ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè èçäàíî òðè òîìà ýòîé ñåðèè.

Â ñåðèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîíîãðàôèÿ¿ áóäóò ïðåäñòàâëåíû ìî-
íîãðàôèè ïî ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, îòðà-
æàþùèå âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû äåÿòåëüíîñòè íàó÷íûõ øêîë, èòîãè
çíà÷èòåëüíûõ öèêëîâ èññëåäîâàíèé ìàòåìàòèêîâ Þãà Ðîññèè è èõ
êîëëåã.

Íàñòîÿùåå èçäàíèå, îòêðûâàþùåå ñåðèþ, ïîñâÿùåíî òåîðèè
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì, ðàçëè÷íûì èõ îáîáùåíèÿì è ïðèëîæåíè-
ÿì â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ àíàëèçà. Êíèãà îòðàæàåò äåÿòåëüíîñòü
íàó÷íîé øêîëû ïðîôåññîðà Þ. Ô. Êîðîáåéíèêà, çàðîäèâøåéñÿ â
1960-õ ãã. â ñòåíàõ Ðîñòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è ïî
ñåé äåíü ïîëüçóþùåéñÿ çàñëóæåííûì ïðèçíàíèåì âî âñåì ìèðå.
Â íåé ñîáðàíî áîëüøîå ÷èñëî ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ è ïóáëèêó-
åìûõ â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ òðèäöàòè ïÿòè ëåò â äåñÿòêàõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ èçäàíèé. Óêàçàíû íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé,
ôîðìóëèðóþòñÿ íåðåøåííûå çàäà÷è. Îáèëèå ïðåäñòàâëåííîãî ìà-
òåðèàëà è øèðîòà èñïîëüçóåìîãî èíñòðóìåíòàðèÿ èç êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà îáóñëîâèëè æåñòêèé ñòèëü èç-
ëîæåíèÿ, íîñÿùèé ìåñòàìè õàðàêòåð ðàçâåðíóòîãî îáçîðà. Â òî æå
âðåìÿ, åå ââîäíóþ ÷àñòü (ïåðâûå äâå ãëàâû) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñïåöèàëüíûé êóðñ ïî òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå ñ êîìïëåêñíûìè
ïîêàçàòåëÿìè.

À. Ã. Êóñðàåâ



ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ ÀÂÒÎÐÀ

Â Ðîñòîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà
åãî âîçíèêíîâåíèÿ è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, îáúåêòîì ïðèñòàëüíî-
ãî âíèìàíèÿ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ áûëà òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-
öèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ðàáîòà ïî ýòîé òåìàòèêå, íà÷àòàÿ â
ÐÃÓ, ïî-âèäèìîìó, Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêèì, áûëà ïðîäîëæåíà
åãî ó÷åíèêàìè (Ì. Ã. Õàïëàíîâûì, Ñ. ß. Àëüïåðîì, À. Â. Áàòû-
ðåâûì è äð.). Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû 50-õ ãã. XX âåêà, â ýòó
ðàáîòó àêòèâíî âêëþ÷èëñÿ àâòîð äàííîé êíèãè (â ïðîøëîì äèïëîì-
íèê Ñ. ß. Àëüïåðà è àñïèðàíò Ì. Ã. Õàïëàíîâà), à â ïîñëåäóþùåì �
åãî ó÷åíèêè è ïîñëåäîâàòåëè. Ïðåäñòàâèòåëè ñîçäàííîãî íà êàôåäðå
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÐÃÓ íàó÷íîãî êîëëåêòèâà èíòåðåñîâàëèñü
ãëàâíûì îáðàçîì äâóìÿ äîñòàòî÷íî îáøèðíûìè è ñëîæíûìè ïðî-
áëåìàìè:

1) ðàçðåøèìîñòüþ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé (óðàâíåíèé ñâåðòêè è òèïà ñâåðòêè,
èíòåãðàëüíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿä-
êà, óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ò. ä.); ïîñòðîåíèåì ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé è èññëåäîâàíèåì îáùèõ ñâîéñòâ
èõ (òî÷íûõ) ðåøåíèé;

2) ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ (â îñíîâíîì, íåáàíà-
õîâûõ) ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ (à ïîçäíåå è áåñêîíå÷íî-äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé â âèäå ðÿäîâ ïî ñèñòåìàì, îáîáùàþùèì óæå
õîðîøî èçâåñòíûå áàçèñû.

Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ àâòîðà è åãî ó÷åíèêîâ ïî âòîðîé ïðîáëåìå
èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàëàñü òåîðèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ è àáñîëþòíî
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì.

Èññëåäîâàíèÿ ïî îáåèì ýòèì ïðîáëåìàì ïðîâîäèëèñü ìåòîäàìè,
îñíîâàííûìè íà ïðèâëå÷åíèè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ; íîðìàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîåêòèâíûõ è èíäóêòèâíûõ
ïðåäåëàõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ; òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé âïîëíå ðå-
ãóëÿðíîãî ðîñòà è ò. ä.).
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Ïðè ýòîì îñíîâíûì ¾ðàáî÷èì¿ èíñòðóìåíòîì ïðè èññëåäîâàíèè
ýòèõ ïðîáëåì áûë àïïàðàò îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ ðÿäîâ ýêñïî-
íåíò, êîòîðûå òåïåðü ÷àñòî íàçûâàþò ðÿäàìè Äèðèõëå. Íàø èíòåðåñ
ê òàêèì ðÿäàì ñèëüíî âîçðîñ ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ìîíîãðàôèè âûäàþ-
ùåãîñÿ ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà À. Ô. Ëåîíòüåâà ¾Ðÿäû ýêñïîíåíò¿,
ïîñâÿùåííîé, â îñíîâíîì, èçëîæåíèþ åãî ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëü-
òàòîâ î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé îáëàñòè
G, ðÿäàìè ýêñïîíåíò, ñõîäÿùèìèñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî âíóò-
ðè G. Èìåííî ýòè èññëåäîâàíèÿ À. Ô. Ëåîíòüåâà, ïóáëèêîâàâøèå-
ñÿ ïåðâîíà÷àëüíî â ñîâåòñêèõ öåíòðàëüíûõ æóðíàëàõ â 60�70-å ãã.
XX âåêà, ïîñëóæèëè òîë÷êîì ê ââåäåíèþ àâòîðîì ïîíÿòèÿ àáñîëþò-
íî ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì (â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñèñòåì ýêñïîíåíò),
à â äàëüíåéøåì � ðàçëè÷íûõ èõ îáîáùåíèé. Õîòÿ â èññëåäîâàíèÿõ
ðîñòîâ÷àí ðÿäû ýêñïîíåíò èñïîëüçîâàëèñü ãëàâíûì îáðàçîì êàê ðà-
áî÷èé èíñòðóìåíò, à ñèñòåìû ýêñïîíåíò � êàê ìîäåëüíûå ñèñòåìû
ïðè èçó÷åíèè áîëåå îáùèõ îáúåêòîâ, òåì íå ìåíåå èìè áûëî îïóá-
ëèêîâàíî è íåñêîëüêî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàçëè÷íûì àñïåêòàì ñîá-
ñòâåííî òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå (â ïåðâóþ î÷åðåäü, êðèòåðèÿì ñõî-
äèìîñòè òàêèõ ðÿäîâ â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
ðàñïðåäåëåíèþ çíà÷åíèé èõ ÷àñòíûõ ñóìì, àíàëèòè÷åñêîìó ïðîäîë-
æåíèþ ñóììû ðÿäà è ò. ä.). Âîîáùå èçëîæåíèå ëþáîé ÷àñòè èññëå-
äîâàíèé ïî âûøåóêàçàííûì ïðîáëåìàì íåâîçìîæíî áåç ïðèâëå÷å-
íèÿ äîñòàòî÷íîãî áîëüøîãî íàáîðà ñâåäåíèé ïî òåîðèè ðÿäîâ ýêñïî-
íåíò.

Èìåííî ïîýòîìó â ïðåäëàãàåìîé ÷èòàòåëþ êíèãå ïåðâûå äâå ãëà-
âû, èìåþùèå äî íåêîòîðîé ñòåïåíè âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð, ïî-
ñâÿùåíû ðÿäàì ýêñïîíåíò, à îñíîâíîå ñîäåðæàíèå êíèãè (åå ïîñëåä-
íèå òðè ãëàâû) ñîñòàâëÿåò òåîðèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì, èõ ðàç-
ëè÷íûå îáîáùåíèÿ, à òàêæå èõ ïðèëîæåíèÿ â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ
àíàëèçà. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèìûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïðè-
ìåíÿþòñÿ ê êîíêðåòíûì ñèòóàöèÿì, ñâÿçàííûì ñ ðÿäàìè ýêñïîíåíò
è ÷àùå âñåãî ê ¾ìîäåëüíîìó¿ ïðîñòðàíñòâó Ôðåøå A(G) ôóíêöèé,
àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé îáëàñòè G.

Îñòàíîâèìñÿ íåìíîãî ïîäðîáíåå íà ñîäåðæàíèè êíèãè, ñîñòîÿùåé
èç ïÿòè ãëàâ, ïðåäìåòíîãî óêàçàòåëÿ (óêàçàòåëÿ îñíîâíûõ òåðìèíîâ
è îáîçíà÷åíèé) è îãëàâëåíèÿ. Êàæäàÿ ãëàâà äåëèòñÿ íà ðàçäåëû, à
òå, â ñâîþ î÷åðåäü, íà ïóíêòû.

Êíèãó ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè ÷àñòè. Ïåðâóþ èç íèõ,
âêëþ÷àþùóþ äâå ïåðâûå ãëàâû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíå-
íèå ê ãëàâàì II è III óæå óïîìèíàâøåéñÿ ìîíîãðàôèè À. Ô. Ëåîí-
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òüåâà. Â ýòîé ÷àñòè êíèãè èçëîæåíû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ñâåäåíèÿ,
íåîáõîäèìûå äëÿ íàøèõ öåëåé, èç òåîðèè îáùèõ ðÿäîâ Äèðèõëå

∞∑
n=1

aneλnz, an ∈ C, λn ∈ C, n = 1, 2, . . . (1)

Â ðàçäåëàõ 1.1�1.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîìåðíûå ðÿäû ýêñïî-
íåíò ∞∑

n=1

an exp〈λn, z〉p , an ∈ C, n > 1, (2)

ãäå z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp, λn = (λn,1, . . . , λn,p) ∈ Cp, p > 1;

〈λn, z〉p =
p∑

k=1

zkλn,k, n = 1, 2, . . .

Â ÷àñòíîñòè, â ðàçäåëå 1.1 îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ðÿäà (2), ñâÿçàííûå ñ åãî ïðîñòîé è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòüþ,
à òàêæå ñ îãðàíè÷åííîñòüþ åãî îáùåãî ÷ëåíà. Îñíîâíûå ïðèâîäè-
ìûå ðåçóëüòàòû (òåîðåìû 1.2�1.12) ÿâëÿþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íîâûìè
è ïîëó÷åíû àâòîðîì. Òåîðåìà 1.13 ïðèíàäëåæèò åãî ó÷åíèêó Ëå Õàé
Õîþ. Äàëåå, â ðàçäåëå 1.2 ìåòîä õàðàêòåðèçàöèè ïîëíîé îáëàñòè ðÿ-
äà (1), ðàçâèòûé Ã. Ë. Ëóíöåì â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè, ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ðÿä (2).

Â íåáîëüøîì ðàçäåëå 1.3 ââîäèòñÿ íåñêîëüêî èíîé, ÷åì (2), êëàññ
ìíîãîìåðíûõ ðÿäîâ Äèðèõëå è êðàòêî îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå åãî
ñâîéñòâà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 1.4 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà àâòîðà 1.22,
ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì îäíîé òåîðåìû Ïîëèà èç åãî ñòàòüè [170].
Îíà äàåò êðèòåðèé (â òåðìèíàõ ðàçðåøèìîñòè îïðåäåëåííîé èíòåð-
ïîëÿöèîííîé çàäà÷è â íåêîòîðîì ïîäêëàññå öåëûõ ôóíêöèé ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà) àíàëèòè÷åñêîé ïðîäîëæèìîñòè ñóììû ðÿäà (1),
çàäàííîé ïåðâîíà÷àëüíî (â âèäå ðÿäà (1)) â êàêîé-ëèáî âûïóêëîé
îáëàñòè G0, âî âñþ ïîëíóþ âåéåðøòðàññîâó îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ
ýòîé ôóíêöèè. Çäåñü æå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû äëÿ
ìíîãîìåðíîãî ðÿäà (2).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò (äîâîëüíî áîëüøîé) ðàçäåë ïî ñâîåìó
ñîäåðæàíèþ ñòîèò íåñêîëüêî îñîáíÿêîì â ïåðâîé ãëàâå (äà è, ïîæà-
ëóé, âî âñåé êíèãå). Ïîýòîìó òå ÷èòàòåëè, êîòîðûå èíòåðåñóþòñÿ, â
îñíîâíîì, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñèñòåìàìè, ìîãóò ïðè ïåðâîì ÷òåíèè
êíèãè åãî ïðîïóñòèòü.
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Âî âòîðîé ãëàâå â ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå (ËÂÏ) H
èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü îáùåãî ðÿäà

∞∑

k=1

ckuk, ck ∈ C, uk ∈ H. (3)

Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäÿòñÿ (îòäåëüíî) äîâîëüíî ïðîñòûå íåîáõîäè-
ìûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (3) â ËÂÏ H è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
åãî àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè â ïîëíîì îòäåëèìîì ËÂÏ (ÏÎËÂÏ) H.
Ñ èõ ïîìîùüþ âûâîäÿòñÿ êðèòåðèè ñõîäèìîñòè (ïðîñòîé è àáñîëþò-
íîé) ðÿäîâ (1) è (2) â ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ôðåøå
àíàëèòè÷åñêèõ è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ðàçäåë 2.2 ïîñâÿùåí óñëîâèÿì àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (3) â
èíäóêòèâíûõ ïðåäåëàõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå ñ íåêîòîðûìè äîïîëíè-
òåëüíûìè ñâîéñòâàìè (Y ) è (Y0).

Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàíåå ïî÷òè íå èçó÷àâøèéñÿ êëàññ
ðÿäîâ (2), ó êîòîðûõ ïîêàçàòåëè λk ïðèíàäëåæàò êàêîìó-ëèáî îãðà-
íè÷åííîìó ìíîæåñòâó F èç Cp, p > 1. Ââîäÿòñÿ EF -ïðàâèëüíûå ËÂÏ
H è äëÿ íèõ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿä (2) ñ ïîêàçàòåëÿìè λk èç F àá-
ñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑∞
k=1 |ak| < ∞.

Âî âòîðîé, ñàìîé áîëüøîé ÷àñòè êíèãè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ãëàâ
(III, IV), èçó÷àþòñÿ ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû è ðàçëè÷íûå èõ îáîá-
ùåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ X = {xn}∞n=1

ËÂÏ H íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Φ = C èëè Φ = R íàçûâàåòñÿ ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé (ÏÑ) â ËÂÏ H, åñëè êàæäûé ýëåìåíò x ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü (íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì) â âèäå ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ â H ðÿäà x =

∑∞
n=1 cnxn ñ êîýôôè-

öèåíòàìè cn èç Φ. Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X â ÏÎËÂÏ H íàçû-
âàåòñÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé (ÀÏÑ) â H, åñëè ëþáîé
ýëåìåíò x èç H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà x =

∑∞
n=1 dnxn,

dn ∈ Φ, àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â H.
Â ðàçäåëå 3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ââåäåííûé àâòîðîì â 1975 ã. äî-

âîëüíî îáùèé êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ, íàçâàííûé èì
A-ïðåäñòàâëÿþùèìè ñèñòåìàìè (A-ÏÑ) è ñîäåðæàùèé â êà÷åñòâå
÷àñòíûõ ïîäêëàññîâ ïðåäñòàâëÿþùèå è àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèå
ñèñòåìû (ÏÑ è ÀÏÑ). Ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèìåðû A-ÏÑ è èñ-
ñëåäóåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü A-ÏÑ ïðè åå îáùåì ëèíåéíîì ïðåîáðàçî-
âàíèè. Â ðàçäåëàõ 3.2�3.4 è 3.6 îáùèå ðåçóëüòàòû î ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ A-ÏÑ, èçëîæåííûå â ðàçäåëå 3.1, ïðèìåíÿþòñÿ ê òàêîé,
íåñêîëüêî áîëåå êîíêðåòíîé, çàäà÷å. Ïóñòü Qj , j = 1, 2, � êàêîå-ëèáî
ìíîæåñòâî èç Cp èëè èç Rp è E(Qj) � ÏÎËÂÏ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-
íûõ (â êàêîì-òî ñìûñëå) íà Qj . Ïóñòü, äàëåå, X = (xk)k∈Ω � A-ÏÑ
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â H1, à T � íåïðåðûâíûé (èç H1 â H2) ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ñïðà-
øèâàåòñÿ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ TX := {Txk}k∈Ω � A-ÏÑ â H2.

Â ðàçäåëàõ 3.2�3.4 ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â íåêîòîðûõ êîíêðåò-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ H1. Òàê, â 3.2 H1 = Lp(Q), ãäå
p > 1, Q � êîìïàêò â Rm, m > 1, è îñíîâíîé ðåçóëüòàò çäåñü � òåî-
ðåìà 3.6; â ðàçäåëå 3.3 H1 = Wn+1

p [−π, π], à èòîãîâûé ðåçóëüòàò �
òåîðåìà 3.10. Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ýòèõ ðàçäåëàõ H1 � B-ïðî-
ñòðàíñòâî. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 3.4 H1 = C∞[a, b] � ïðîñòðàíñòâî
Ôðåøå âñåõ áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ íà ñåãìåíòå [a, b] ôóí-
êöèé. Â ýòèõ æå ðàçäåëàõ îïèñûâàþòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîé-
ñòâà (íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ïîëíîòû, áàçèñíîñòè è ò. ä.) ñèñòåìû
EN

θ := (exp ikθx)|k|>N , ãäå N > 0 è k = ±N,±(N + 1), . . .
Â ðàçäåëå 3.5 ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ ñâîáîäíàÿ A-ÏÑ, ò. å. A-ÏÑ â

H, îñòàþùàÿñÿ òàêîâîé ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå â ÏÎËÂÏ H ëþáîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî-
ãî, ÷òî ëþáàÿ A-ÏÑ ýêñïîíåíò â ÏÎËÂÏ H îïðåäåëåííîé ïðèðîäû
ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé (îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà 3.5 � òåîðåìà 3.13),
à òàêæå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ÏÑ èëè ÀÏÑ ýêñïîíåíò â òàêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ H îñòàåòñÿ ÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ) â H è ïîñëå óäà-
ëåíèÿ èç äàæå áåñêîíå÷íîé (íî äîñòàòî÷íî ðåäêîé â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå) åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (òåîðåìû 3.14, 3.15 è èõ ñëåä-
ñòâèÿ). Ïîëó÷åííûå îáùèå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê ðÿäó êîíêðåò-
íûõ ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ è áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé.

Â ðàçäåëå 3.6 T ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì îïåðàòîðîì òèïà ñâåðòêè,
à H1 è H2 � ïðîñòðàíñòâàìè Ôðåøå âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ
â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ èç Cm, m > 1. Çäåñü æå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ
ïðîäîëæàåìûõ è óíèâåðñàëüíî ïðîäîëæàåìûõ A-ÏÑ è ñðàâíèâàåòñÿ
õàðàêòåð ïðîäîëæèìîñòè ó ïîëíûõ ñèñòåì, áàçèñîâ è ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ñèñòåì.

Â ðàçäåëå 3.7 îïèñûâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó íàëè÷èåì õîòÿ áû îä-
íîé ÀÏÑ ýêñïîíåíò ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè â ïðîñòðàíñòâå
C∞[F ] âñåõ ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà òîëñòîì
êîìïàêòå F èç Rm (ò. å. êîìïàêòå, ñîâïàäàþùåì ñ çàìûêàíèåì ñâî-
åé âíóòðåííîñòè) è âîçìîæíîñòüþ ïðîäîëæåíèÿ ïî Óèòíè êàæäîé
ôóíêöèè èç C∞[F ] â ïðîñòðàíñòâî C∞[Rm] (îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
çäåñü � òåîðåìû 3.20 è 3.21).

Â ðàçäåëå 3.8 ðàññìàòðèâàþòñÿ âåñüìà îáùèå êëàññû âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ â îáëàñòè
èëè íà êîìïàêòå èç Rm, m > 1 (ýòè êëàññû áûëè ââåäåíû â ðàáî-
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òå [85]), è äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷-
íûå òåì, ÷òî ðàíåå, â ðàçäåëå 3.7, áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ ïðîñòðàíñòâ
ôóíêöèé C∞[F ] è C∞(G) (ïîñëåäíåå � ýòî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,
áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ â îáëàñòè G). Îäíàêî òåîðåìû 3.28
è 3.29 äàííîãî ðàçäåëà ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà àíàëîãèÿ ñïðàâåäëèâà
ëèøü äî îïðåäåëåííûõ ïðåäåëîâ. Íàêîíåö, â òåîðåìå 3.16 äàåòñÿ (â
îäíîìåðíîé ñèòóàöèè) îïèñàíèå ñòðóêòóðû ïðîèçâîëüíîé ÏÑ èëè
ÀÏÑ â H.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ãëàâû 3 âíà÷àëå èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå
îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà, ââåäåííûå â ðàáîòå [130] (÷åòûðå ñè-
òóàöèè äâîéñòâåííîñòè è ðàçëè÷íûå àñïåêòû ðàçðåøèìîñòè îáùåé
ïðîáëåìû ìîìåíòîâ). Íà èõ îñíîâå ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà 3.30,
â êîòîðîé ïðèâîäÿòñÿ àáñòðàêòíûå êðèòåðèè òîãî, ÷òî äàííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ X èç ÏÎËÂÏ H ÿâëÿåòñÿ A-ÏÑ èëè
A-áàçèñîì â çàìûêàíèè ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè èëè âî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå H.

×òîáû ïðèäàòü ýòèì êðèòåðèÿì ôîðìó, áîëåå óäîáíóþ äëÿ
ïðèìåíåíèé ê êîíêðåòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì, ïðè-
âëåêàåòñÿ îáùàÿ òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè â ËÂÏ. Â ñâîþ î÷åðåäü,
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé òåîðèè íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó-
÷èòü ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà, ñîïðÿæåííîãî ê ââåäåííîìó ðàíåå
â ï. 3.1.5 îïåðàòîðó ïðåäñòàâëåíèÿ LX

A , à òàêæå ïðîñòðàíñòâà, ñî-
ïðÿæåííîãî ê ¾êîîðäèíàòíîìó¿ ïðîñòðàíñòâó (A, τ), îïðåäåëåííîìó
òàì æå. Ïîñëå òîãî, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷åíû
â ï. 3.9.3, óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùàÿ èç òåîðå-
ìû 3.30 òåîðåìà 3.31, òàêæå äàþùàÿ (â áîëåå óäîáíûõ äëÿ èñïîëüçî-
âàíèÿ òåðìèíàõ) êðèòåðèè, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ X � A-ÏÑ èëè
A-áàçèñ â H. Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà 3.9 òåîðåìà 3.31 ïðèìåíÿåòñÿ ê
ñèñòåìàì ýêñïîíåíò â íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì, äðóãîå �
ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå è, íàêîíåö, òðåòüå � ñèëüíûì ñîïðÿæåííûì
ê ðåôëåêñèâíîìó ïðîñòðàíñòâó Ôðåøå.

Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ñèñòåì. Íàèáîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çäåñü àáñîëþòíî ïðåä-
ñòàâëÿþùèì ñåìåéñòâàì � ÀÏÑì (íå îáÿçàòåëüíî ñ÷åòíûì), ÿâëÿþ-
ùèìñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ñèñòåì. Â ðàçäåëàõ 4.1 è 4.2 âûâîäÿòñÿ òðè òèïà êðèòåðèåâ
òîãî, ÷òî çàäàííîå ñåìåéñòâî XΛ = {xα}α∈Λ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑì â ÏÎËÂÏ H. Ïåðâûé èç íèõ, âåñüìà ïðîñòîé ïî
ôîðìóëèðîâêå (òåîðåìû 4.1, 4.2), ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü íåêîòîðûå
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ñâîéñòâà ÀÏÑì è ñòðîèòü ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå ïðèìåðû òàêèõ ñå-
ìåéñòâ. Îäíàêî åãî òðóäíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè âîïðîñà î òîì,
áóäåò ëè êàêîå-ëèáî çàäàííîå ñåìåéñòâî XΛ ÀÏÑì â H. Â ñâÿçè ñ
ýòèì îïèñûâàåòñÿ êðèòåðèé èíîãî ðîäà (òåîðåìà 4.3), ïðèãîäíûé äëÿ
ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå è îñíîâàííûé íà âçÿòîì èç ñòàòüè [54] ïîíÿòèè
ñòðîãîé XΛ-òîïîëîãèè. Ïîêàçûâàåòñÿ â ðÿäå êîíêðåòíûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ ñèòóàöèé, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòîãî êðèòåðèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü
óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ òîãî, ÷òîáû íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ýêñïî-
íåíò áûëî ÀÏÑì â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå H (òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû
ïîäîáíîãî ðîäà � ýòî òåîðåìû 4.21 è 4.24 èç ðàçäåëà 4.4).

Íàêîíåö, íàèáîëåå ïîäðîáíî îñâåùàåòñÿ â ýòèõ ðàçäåëàõ òðåòèé
êëàññ êðèòåðèåâ òîãî, ÷òî äàííîå ñåìåéñòâî XΛ ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑì â
ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå H. Êàê è â ãëàâå 3, ýòè êðèòåðèè ïîëó÷àþòñÿ
ñ ïîìîùüþ îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè â ËÂÏ. Èòîãîâûé ðåçóëü-
òàò â ýòîì íàïðàâëåíèè � òåîðåìà 4.7, ïðè÷åì â åå ôîðìóëèðîâêå
ó÷àñòâóþò òàêèå ââåäåííûå ðàíåå àâòîðîì ïîíÿòèÿ, êàê XΛ-ðåàëè-
çàöèÿ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà H ′ è λ-äîñòàòî÷íîñòü ìíîæåñòâà
XΛ. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñåìåéñòâî XΛ ñåïàðà-
áåëüíî, ò. å. â íåì èìååòñÿ ñ÷åòíîå ïëîòíîå â XΛ ïîäìíîæåñòâî (â
÷àñòíîñòè, òåîðåìà 4.8 ñâÿçûâàåò ñâîéñòâî XΛ áûòü ÀÏÑì â H ñ
íàëè÷èåì â XΛ, â ñëó÷àå åãî ñåïàðàáåëüíîñòè, íåêîòîðîé ÀÏÑ). Â
êîíöå ðàçäåëà 4.1 (ï. 4.1.12) îïèñûâàþòñÿ òàêæå (áîëåå êðàòêî, ÷åì
â ãëàâå 3 äëÿ ÀÏÑ) íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñâîáîäíûõ è ïðîäîëæàåìûõ
ÀÏÑì (òåîðåìû 4.14 è 4.15).

Òåîðåìà 4.7 è åå ìîäèôèêàöèè, ïðèâåäåííûå â ðàçäåëàõ 4.1 è 4.2,
èñïîëüçóþòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà EΛ = (exp〈λα, z〉p)α∈Λ) � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå A(G) ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ
â âûïóêëîé îáëàñòè G èç Cp, à òàêæå â áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâàõ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (òåîðåìà 4.18).

Â ðàçäåëå 4.3 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.7 ñòðîÿòñÿ êîíêðåòíûå ÀÏÑ
ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå A(G) ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóê-
ëîé îáëàñòè G (òèïè÷íûé ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà � òåîðåìà 4.19).
Â ýòîì æå ðàçäåëå îáùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 4.1 è 4.2, ïðè-
ìåíÿþòñÿ åùå ê äâóì ïðîñòðàíñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïåð-
âîå èç íèõ � ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà,
îïðåäåëÿåìûõ ñâîèì èíäèêàòîðîì, à âòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì
ïðåäåëîì âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé
îáëàñòè G, õàðàêòåð ðîñòà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì
âåñîì (ïîëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â òåî-
ðåìàõ 4.19�4.24).
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Â ðàçäåëå 4.5 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåãî ñå-
ìåéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîá-
ùåíèåì ÀÏÑì ýëåìåíòîâ, è (âåñüìà êðàòêî) îïèñûâàþòñÿ íåêîòî-
ðûå åãî ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì ÀÏÑì
è ÀÏÑ ýëåìåíòîâ.

Ðàçäåë 4.6 ïîñâÿùåí äðóãîìó îáîáùåíèþ A-ÏÑ, à èìåííî, A-
ïðåäñòàâëÿþùèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïîäïðîñòðàíñòâ (A-ÏÑÏÏ).
Îáùèå ñâîéñòâà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî÷òè íå îïèñûâàþòñÿ
ââèäó áîëüøîé àíàëîãèè ñ èçëîæåííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè, à îñ-
íîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ïðåäñòàâëÿþùèì è àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿ-
þùèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïîäïðîñòðàíñòâ (ÏÑÏÏ è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ÀÏÑÏÏ) èç ýêñïîíåíò è êâàçèýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå ôóíê-
öèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé îáëàñòè G èç C. Â ýòîì æå ðàçäåëå,
â ï. 4.4.6 ðàññìîòðåíû {Hn}∞n=1-ïðåäñòàâèòåëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
ÏÎËÂÏ H (êðàòêî, {Hn}∞n=1-ÏÏÏ) è àáñîëþòíî ïðåäñòàâèòåëüíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà � {Hn}∞n=1-ÀÏÏÏ). Íàïðèìåð, ïîäïðîñòðàíñòâî
H0 ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ {Hn}∞n=1-ÀÏÏÏ (çäåñü {Hn}∞n=1 �
çàôèêñèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ H), åñëè èç
òîãî, ÷òî {H0 ∩ Hn}∞n=1 � ÀÏÑÏÏ â H0, ñëåäóåò, ÷òî {Hn}∞n=1 �
ÀÏÑÏÏ â H. Ýòè äâà êëàññà ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì
ïðåäñòàâèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ ÏÑ è ÀÏÑ, ââåäåííûì â îá-
çîðíîé ñòàòüå [47]. Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîé ÷àñòè ðàçäåëîâ çàñëóæèâàåò
îïðåäåëåííîãî âíèìàíèÿ òåîðåìà 4.30, â êîòîðîé óêàçàíî äîâîëü-
íî îáùåå ñâîéñòâî ïîäïðîñòðàíñòâà H0 èç H (à èìåííî, åãî ñâåð-
òî÷íàÿ ïîëíîòà), ïðè íàëè÷èè êîòîðîãî H0 ÿâëÿåòñÿ {Hn}∞n=1-ÏÏÏ
è {Hn}∞n=1-ÀÏÏ ïðîñòðàíñòâà A(G) (çäåñü {Hn}∞n=1 � ïðîèçâîëü-
íî çàôèêñèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
A(G), èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ).

Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ïóíêòå 4.6.8, ñòîÿò â ðàçäåëå 4.6
íåñêîëüêî îñîáíÿêîì, òàê êàê â íèõ èññëåäóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ÏÑ
è ÀÏÑ â ¾ìîäåëüíîì¿ ïðîñòðàíñòâå A(G) è ÏÑÏÏ è ÀÏÑÏÏ â ïðî-
ñòðàíñòâå Ôðåøå Hr(G) (G ⊂ C) (âåùåñòâåííîçíà÷íûõ) ãàðìîíè÷å-
ñêèõ â îáëàñòè G ôóíêöèé, êîòîðûå äî ýòîãî â êíèãå íå ðàññìàòðè-
âàëèñü. Ïðèâåäåííûå â ýòîì ïóíêòå òåîðåìû 4.31 è 4.32, âçÿòûå èç
ñòàòüè [89], ÿâëÿþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ïåðâûìè ðåçóëüòàòàìè â ýòîì
íàïðàâëåíèè. Çäåñü æå îòìå÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñïåöèôè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ïðîñòðàíñòâà Hr(G), çàòðóäíÿþùèå ïðèìåíåíèå ê íåìó îáùåé
òåîðèè äâîéñòâåííîñòè â ËÂÏ, êîòîðàÿ ïîñòîÿííî èñïîëüçóåòñÿ â
äàííîé êíèãå.
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Â ðàçäåëå 4.7 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ââåäåííûå ðàíåå êëàññû ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ñèñòåì è èõ îáîáùåíèé, à òàêæå êðàòêî îïèñûâàþòñÿ äðóãèå
òèïû ÏÑ, êîòîðûå íå óêëàäûâàþòñÿ â îáùóþ ñõåìó A-ÏÑ, èçëîæåí-
íóþ â íà÷àëå ãëàâû 3.

Â ïîñëåäíèõ ðàçäåëàõ 4.8 è 4.9 ãëàâû 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà
êëàññà ïðåäñòàâëÿþùèõ ñåìåéñòâ, êîòîðûå íà âçãëÿä àâòîðà, èìåþò
îïðåäåëåííûå ¾ïðàâà íà ñóùåñòâîâàíèå¿. Â ÷àñòíîñòè, â ðàçäåëå 4.8
ââîäèòñÿ êëàññ ñåìåéñòâ (Ã-ïðåäñòàâëÿþùèå ñåìåéñòâà èëè, êîðîò-
êî, Ã-ÏÑì), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíî îïèñàííîãî â ðàçäåëå 4.1 êëàññà àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ñåìåéñòâ (ÀÏñì). Îí îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è ïîñëåäíèé, ñ
òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ¾îáðàçóþùåå¿ êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî
Ã ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ A2(XΛ,H), íî âëî-
æåíî íåïðåðûâíî â A2(XΛ,H), τ2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà Ã-ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñåìåéñòâà â ýòîì ðàçäåëå îïèñàí îäèí ÷àñòíûé ïîäêëàññ
Ã-Ïñì, êîòîðûé áûë, ïî-âèäèìîìó, ââåäåí Ìàçóðîì è Îðëè÷åì åùå
â íà÷àëå 30-õ ãã. ïðîøëîãî âåêà.

Íàêîíåö, â ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé ïî îáúåìó òðåòüåé ÷àñòè
êíèãè, âêëþ÷àþùåé îäíó 5-óþ ãëàâó, èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëî-
æåíèÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíò è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì â êîìïëåêñíîì
àíàëèçå è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ.

Âûáîð ïðåäñòàâëåííîãî çäåñü ìàòåðèàëà îïðåäåëÿåòñÿ íàó÷íûìè
èíòåðåñàìè àâòîðà. Ðàçóìååòñÿ, ïðèâåäåííûå â ãëàâå V ðåçóëüòàòû
ñîñòàâëÿþò ëèøü íåçíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü âñåõ ïðèëîæåíèé ðÿäîâ ýêñ-
ïîíåíò è ÀÏÑ èç ýêñïîíåíò ê ðàçëè÷íûì ïðîáëåìàì ñîâðåìåííîãî
àíàëèçà.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ëèíåéíûå
ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ â êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, óæå âñòðå÷àâøèåñÿ â ðàçäåëàõ 4.2�4.4. Â ýòèõ ðàçäåëàõ
áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé èç ðàññìîòðåí-
íûõ â íèõ ïðîñòðàíñòâ ñõîäÿùèìèñÿ (èëè àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ)
ïî òîïîëîãèè ðÿäàìè ýêñïîíåíò, ÷òî ïîçâîëèëî â ðàçäåëå 5.1 ïîñòðî-
èòü êîíñòðóêòèâíî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé.
Ïðè ýòîì ëèíåéíûå îïåðàòîðû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ, íå ÿâëÿþòñÿ
çäåñü, êàê ïðàâèëî, îïåðàòîðàìè, íåïðåðûâíûìè íà âñåì ôóíêöèî-
íàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü
â äàííîé ñèòóàöèè ñòàíäàðòíîãî ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó îïåðàòî-
ðó è ïðèâëå÷åíèþ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ â ËÂÏ.
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Îáùèì äëÿ ðàçäåëîâ 5.2 è 5.3 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàññìîòðåííûå â
íèõ çàäà÷è (äîâîëüíî îáùàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïðîáëåìà è çàäà÷à
Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî
ïîðÿäêà) ðåøàþòñÿ êîíñòðóêòèâíî, ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ ýêñïîíåíò (1)
ñ íàäëåæàùèì îáðàçîì ïîäîáðàííûìè ïîêàçàòåëÿìè λn è ñ êîýôôè-
öèåíòàìè an, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ îäíîé òåîðåìû Ïîëèà î
ðàçðåøèìîñòè òàêèõ ñèñòåì.

Â äîâîëüíî áîëüøîì ðàçäåëå 5.4 èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâàõ [1, h(φ)) è [1, h(φ)] âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì < h(φ) (ñîîòâåòñòâåííî, 6 h(φ)) èíòåðïî-
ëÿöèîííîé çàäà÷è y(λn) = bn, n = 1, 2, . . . Êàê íåîäíîêðàòíî ïîêàçû-
âàåòñÿ â ýòîé êíèãå, êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ïîäîáíîé çàäà÷è äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà b(bn)∞n=1 èç îïðåäåëåííîãî ïðîñòðàíñòâà E ÷èñëî-
âûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è êðèòåðèåì òîãî,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêñïîíåíò EΛ := (exp λkz)
áóäåò àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå A(G) (ñî-
îòâåòñòâåííî, H(Ḡ)) âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ (èëè ëîêàëüíî àíàëèòè÷å-
ñêèõ) â G (íà Ḡ) ôóíêöèé. Çäåñü G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîð-
íîé ôóíêöèåé h(−φ). Ñâîåîáðàçèå äàííîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî E åå ðàçðåøèìîñòè ñîñòîèò èç
âñåõ òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé b{bk}∞k=1, êîòîðûå, âî-ïåðâûõ, óäîâëå-
òâîðÿþò åñòåñòâåííîìó òðåáîâàíèþ

lb := lim
[

1
|λn| ln |bn| − h(arg λn)

]
< 0

(ñîîòâåòñòâåííî, lb 6 0), à âî-âòîðûõ, ¾îðòîãîíàëüíû¿ ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {dk}∞k=1 êîýôôèöèåíòîâ ëþáîãî àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â
A(G) (ñîîòâåòñòâåííî, â H(Ḡ)) íåòðèâèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ íóëÿ ïî
ñèñòåìå EΛ:

∑∞
k=1 bkdk = 0, åñëè ðÿä

∑∞
k=1 dkeλkz ñõîäèòñÿ àáñîëþò-

íî â A(G) (ñîîòâåòñòâåííî, â H(Ḡ)) è ñóììà åãî ðàâíà íóëþ â G
(íà Ḡ). Çàäà÷è ïîäîáíîãî ðîäà, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàííûå ñ
àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèìè ñèñòåìàìè èç îáû÷íûõ èëè îáîáùåí-
íûõ ýêñïîíåíò, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïî÷òè íå èññëåäîâàëèñü; àâ-
òîð íàäååòñÿ, ÷òî ýòîò ïðîáåë ÷àñòè÷íî âîñïîëíåí â äàííîì ðàçäåëå
(à òàêæå â ðàáîòàõ [45, 47, 150, 158]).

Â ðàçäåëå 5.5 ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ âèäà (1) âûÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïè-
àëüíîå ðàçëè÷èå â õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè ãðàíè÷íîé ãëàäêîñòè ðå-
øåíèÿ îò ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íî-
ãî ïîðÿäêîâ.
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Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå 5.6, ïî÷òè âñå ñîäåðæàíèå êîòîðîãî âçÿòî
èç íåäàâíî îïóáëèêîâàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ àâòîðà [109], â âåñüìà
ñæàòîé ôîðìå îïèñûâàþòñÿ äðóãèå, íå çàòðîíóòûå äî ýòîãî â äàííîé
ìîíîãðàôèè, íî, âîçìîæíî, íàèáîëåå èíòåðåñíûå (ñ òî÷êè çðåíèÿ àâ-
òîðà) ïðèìåíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì ýêñïîíåíò � òàêèå, êàê
ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ ñâåðòêè, õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâà âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøå-
íèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè è ò. ä.

Îïðåäåëåííàÿ êîíñïåêòèâíîñòü èçëîæåíèÿ â ýòîì ðàçäåëå îáú-
ÿñíÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, òåì, ÷òî ïî÷òè âñå ïðèâåäåííûå â íåì
ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â äîñòóïíûõ ÷èòàòåëþ ñòàòüÿõ àâòîðà è åãî
ó÷åíèêîâ, îïóáëèêîâàííûõ â öåíòðàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíà-
ëàõ. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëíîãî èçëîæåíèÿ ïðèâåäåííûõ â 5.6 ðåçóëü-
òàòîâ ïðèøëîñü áû óâåëè÷èòü îáúåì êíèãè ÷óòü ëè íå âäâîå, ÷òî â
íàñòîÿùåå âðåìÿ àâòîðó, ïîæàëóé, óæå íå ïîä ñèëó.

Âîçìîæíî, ÷òî â íåäàëåêîì áóäóùåì ïîäîáíàÿ ìîíîãðàôèÿ áóäåò
ñîçäàíà (íàäåþñü, ïðåæäå âñåãî óñèëèÿìè ìîèõ ó÷åíèêîâ è ïðåäñòà-
âèòåëÿìè óôèìñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû). Ñëåäóåò òàêæå îòìå-
òèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå â êíèãå ðåçóëüòàòû ñîïðîâîæäàþòñÿ ññûë-
êàìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîèñòî÷íèêè. Ïîýòîìó, åñëè êòî-ëèáî
èç ÷èòàòåëåé çàèíòåðåñóåòñÿ êàêèì-ëèáî ðåçóëüòàòîì, íåäîñòàòî÷-
íî ïîäðîáíî îñâåùåííûì â äàííîé êíèãå, îí ìîæåò ïðè æåëàíèè
îáðàòèòüñÿ ê óêàçàííîìó ïåðâîèñòî÷íèêó. Âìåñòå ñ òåì çíà÷èòåëü-
íàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæàùèõ àâòîðó ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíà â êíèãå
âïåðâûå. Ýòî îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ê ðàçäåëàì 1.1, 2.1, 2.3, 3.1 (÷à-
ñòè÷íî), 3.5 è íåêîòîðûì äðóãèì.

Îñâîåíèå ìàòåðèàëà, èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè,
ïðåäïîëàãàåò çíàíèå ó ÷èòàòåëÿ îáùèõ óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, à òàêæå íåêîòîðûõ ñâåäåíèé ïî òåîðèè ðÿäîâ
Äèðèõëå è öåëûõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, èçëîæåííûõ â ïåðâûõ äâóõ
ãëàâàõ ìîíîãðàôèè [100]). Æåëàòåëüíî òàêæå èìåòü õîòÿ áû îáùåå
ïðåäñòàâëåíèå î íåêîòîðûõ áîëåå ñïåöèàëüíûõ ðàçäåëàõ ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà (â ÷àñòíîñòè, îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè â ëî-
êàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå) â îáú-
åìå èçäàííûõ ó íàñ èçâåñòíûõ ðóêîâîäñòâ [123, 125, 143].

Äàííàÿ êíèãà ïî ñâîåìó õàðàêòåðó ÿâëÿåòñÿ êàê áû ïðîìåæóòî÷-
íîé ìåæäó îáû÷íîé ìîíîãðàôèåé, â êîòîðîé âñå èçëàãàåìûå ðåçóëü-
òàòû ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè, è äîñòàòî÷íî ðàçâåð-
íóòûì îáçîðîì, ìíîãèå ðåçóëüòàòû â êîòîðîì íå äîêàçûâàþòñÿ, à
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ëèøü ôîðìóëèðóþòñÿ. Òàê êàê â íåé íàøëà îòðàæåíèå çíà÷èòåëü-
íàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ïî äàííîé òåìàòèêå, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì è
åãî ó÷åíèêàìè â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ òðèäöàòè ëåò, à òàêæå ðåçóëüòà-
òû äðóãèõ àâòîðîâ, òî îíà ìîæåò ïîñëóæèòü ñâîåãî ðîäà ñïðàâî÷íûì
ïîñîáèåì äëÿ âñåõ ïðåïîäàâàòåëåé è íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, èçó÷àþ-
ùèõ ðÿäû ýêñïîíåíò è ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé â âèäå ðàçëè÷íûõ
ðÿäîâ â îáùèõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ èëè êîíêðåòíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îíà ìîæåò áûòü ïîëåçíîé (õîòÿ
áû áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â íåé ðÿäà ïîñòàâëåííûõ è åùå íåðåøåííûõ
çàäà÷) è òåì ïðåïîäàâàòåëÿì è íàó÷íûì ñîòðóäíèêàì (îñîáåííî ìî-
ëîäûì, â ÷àñòíîñòè, ìàãèñòðàì è àñïèðàíòàì, âîçìîæíî, åùå ÷åò-
êî íå îïðåäåëèâøèì ñâîè íàó÷íûå èíòåðåñû), êîòîðûå çàíèìàþòñÿ
êîìïëåêñíûì è ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì, à òàêæå ñìåæíûìè ðàç-
äåëàìè ìàòåìàòèêè.

Íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè ñîçäàíèÿ íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè.
Ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò ïîä íàçâàíèåì ¾Ðÿäû ýêñïîíåíò è ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñèñòåìû¿ ñîñòîÿë èç ÷åòûðåõ ãëàâ è áûë âûïîëíåí ïî
âíóòðåííåìó ãðàíòó ÞÔÓ ê èþëþ 2008 ã. (� Ê-08-Ò-15/16, 16-2).
Ïîñëå ýòîãî àâòîð ïðîäîëæàë ðàáîòó ïî äàííîé ïðîáëåìàòèêå è â
êîíöå íîÿáðÿ 2008 ã. ïðåäñòàâèë ìîíîãðàôèþ íà âíóòðèèíñòèòóò-
ñêèé êîíêóðñ Þæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÀÍ, â êîòîðîì
îí ðàáîòàåò ñ 2004 ã. Â íåé áûëè ñóùåñòâåííî ïåðåðàáîòàíû è äî-
ïîëíåíû âñå ÷åòûðå ãëàâû ïåðâîíà÷àëüíîãî âàðèàíòà è, êðîìå òîãî,
äîáàâëåíà íîâàÿ ãëàâà, ïîñâÿùåííàÿ îáîáùåíèÿì ïðåäñòàâëÿþùèõ
ñèñòåì. Ñòàâ îäíèì èç ïîáåäèòåëåé êîíêóðñà, àâòîð ïðîäîëæèë ðà-
áîòó ïî íàïèñàíèþ ìîíîãðàôèè, âûáðîñèâ ïîëíîñòüþ ïåðâóþ ãëàâó,
èìåâøóþñÿ â ïåðâîì âàðèàíòå êíèãè, âíîâü ïåðåðàáîòàë ìàòåðèàë
îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ ãëàâ, çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèë èõ ñîäåðæàíèå è
ïåðåðàñïðåäåëèë ìàòåðèàë ïî íîâûì ãëàâàì. Êîíå÷íûì èòîãîì çà-
âåðøåííîé â àïðåëå 2009 ã. ðàáîòû è ñòàëà íàñòîÿùàÿ êíèãà.

Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ áëàãîäàðíîñòü Î. À. Èâàíîâîé è Å. Â. Øè-
ðÿåâîé çà êîìïüþòåðíûé íàáîð ýòîé íå ñëèøêîì àêêóðàòíî íàïèñàí-
íîé êíèãè, ñâîåìó ó÷åíèêó Þðèþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Êèðþòåíêî çà
íåëåãêèé òðóä ïî åå ðåäàêòèðîâàíèþ, à òàêæå Àíàòîëèþ Ãåîðãèåâè-
÷ó Êóñðàåâó çà âíèìàíèå è ïîääåðæêó íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû
íàä ìîíîãðàôèåé. Îí òàêæå âûðàæàåò çàðàíåå áëàãîäàðíîñòü òåì
áóäóùèì ÷èòàòåëÿì ýòîé êíèãè, êîòîðûå íàéäóò îãðåõè â åå èçëî-
æåíèè èëè íåòî÷íîñòè è ïðîáåëû â öèòèðîâàíèè è ñîîáùàò îá ýòîìó
àâòîðó ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå (ïî àäðåñó kor@math.rsu.ru).

Þ. Ô. Êîðîáåéíèê, ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó



ÃËÀÂÀ 1

ÐßÄÛ ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ Ñ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÌÈ
ÏÎÊÀÇÀÒÅËßÌÈ

1.1. Îáùèå ñâîéñòâà ðÿäîâ. Òåîðåìû î âûïóêëîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîìåðíûå ðÿäû ýêñïîíåíò ñ
êîìïëåêñíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñëåäóþùåãî âèäà

∞∑

k=1

ake〈λk,z〉p , z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp. (1.1)

Çäåñü p > 1, ak ∈ C, λk ∈ Cp, λk = (λ1,k, . . . , λp,k), λs,k ∈ C,
s = 1, . . . , p, k = 1, 2, . . . , 〈λk, z〉p :=

∑p
s=1 λs,kzs, k = 1, 2, . . .

1.1.1. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü n > 1, Ak > 0, 0 6 γk 6 1 ïðè k = 1, . . . , n è
ïóñòü

∑n
k=1 γk = 1. Òîãäà

n∏

k=1

(Ak)γk 6
n∑

k=1

Ak. (1.2)

C Ïðè n = 1 γn = 1 è íåðàâåíñòâî (1.2) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.
Ïóñòü òåïåðü n = 2. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (1.2) î÷åâèäíûì îá-
ðàçîì âûïîëíÿåòñÿ, åñëè A1 = A2 èëè åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü äàëåå,
÷òî A1 6= A2 è Ak 6= 0, k = 1, 2. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíê-
öèþ

ψ(x) := (A1)x · (A2)1−x,

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ íà îòðåçêå [0, 1]. Èìååì

ψ′(x) = (A1)x(A2)1−x ln
A1

A2
∀x ∈ [0, 1].
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ßñíî, ÷òî ψ′(x) > 0 íà [0, 1], åñëè A1 > A2; ψ′(x) < 0, åñëè A1 < A2.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ψ(0) = A2 6 ψ(x) 6 ψ(1) = A1 íà [0, 1], à âî âòîðîì
A2 = ψ(0) > ψ(x) > ψ(1) = A1 íà [0, 1]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ψ(x) 6
A1 + A2 íà [0, 1] è íåðàâåíñòâî (1.2) äîêàçàíî ïðè n = 2.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n > 1 ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîëíîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ïî n). Äîïóñòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.2) ñïðà-
âåäëèâî ïðè 1 6 n 6 N , è ïîêàæåì, ÷òî îíî òîãäà âåðíî è ïðè
n = N + 1. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè γN+1 = 1, òî γk = 0,
k = 1, . . . , N , è â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (1.2) ïðèíèìàåò òàêîé
âèä: AN+1 6

∑N+1
k=1 Ak.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (1.2) âåðíî. Ïóñòü òå-
ïåðü 0 6 γN+1 < 1. Òîãäà

∑N
k=1 γk = 1 − γN+1,

∑N
k=1

γk

(1−γN+1)
= 1 è

ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
N∏

k=1

(Ak)
γk

(1−γN+1) 6
N∑

k=1

Ak, ò. å.
[ N∏

k=1

(Ak)γk

] 1
(1−γN+1)

6
N∑

k=1

Ak,

èëè
[ N∏

k=1

(Ak)γk(AN+1)γN+1

] 1
(1−γN+1)

6
( N∑

k=1

Ak

)
·
(
AN+1

) γN+1
1−γN+1 =

=
[( N∑

k=1

Ak

)(1−γN+1)

·
(
AN+1

)γN+1
] 1

1−γN+1

.

Íî ïî äîêàçàííîìó (ïðè n = 2)
( N∑

k=1

Ak

)(1−γN+1)

·
(
AN+1

)γN+1

6
N+1∑

k=1

Ak.

Îòñþäà [ N+1∏

k=1

(Ak)γk

] 1
(1−γN+1)

6
( N+1∑

k=1

Ak

) 1
(1−γN+1)

,

è íåðàâåíñòâî (1.2) ïðè n = N + 1 ñïðàâåäëèâî. B
Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ñëåäóþùåé ëåììû äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà

T èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) è ëþáîãî d > 0
ââåäåì ìíîæåñòâî (T )d := {z ∈ T : ρ(z, ∂T ) > d}, ãäå ∂T � ãðàíèöà
T � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà T . Êàê õîðî-
øî èçâåñòíî, ìíîæåñòâî ∂T çàìêíóòî. Êðîìå òîãî, (T )0 = intT �
ñîâîêóïíîñòü âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê T .
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Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî (T )d îòêðûòî ïðè ëþáîì d > 0. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü z0 ∈ (T )d; òîãäà ρ(z0, ∂T ) = d + 2h, ãäå h > 0.
Ïîëîæèì K(z0, δ) := {z ∈ E : ρ(z0, z) 6 δ}.

Åñëè z1 ∈ K(z0, h) è η ∈ ∂T , òî ρ(z0, η) 6 ρ(z0, z1) + ρ(z1, η).
Îòñþäà

ρ(z1, η) > ρ(z0, η)− ρ(z0, z1) > ρ(z0, ∂T )− h = d + h > d.

Òàê êàê η � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ∂T , òî

ρ(z1, ∂T ) = min
{
ρ(z, η) : η ∈ ∂T

}
> d + h > d, z1 ∈ (T )d.

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, E = Cp, òî Cp � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ
ìåòðèêîé ρ̃(z, w) :=

[∑p
k=1 |zk − wk|2

]1/2, ýêâèâàëåíòíîé ìåòðèêå

ρ(z, w) := |z − w|p =
p∑

k=1

|wk − zk|.

Îòìåòèì åùå îäíî èçâåñòíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà T .
Ëåììà 1.2. Ïóñòü T � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì íîð-

ìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E ñ íîðìîé ‖ · ‖0. Òîãäà äëÿ âñåõ d > 0
ìíîæåñòâî (T )d òàêæå âûïóêëî.

C Â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà íàïîìíèì, ÷òî E ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ëèíåéíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé

ρ(x, y) = ‖x− y‖ = ρ(x− y, 0).

Ïóñòü xj ∈ (T )d, j = 1, 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî h > 0 òàêîå,
÷òî ρ(xj , ∂T ) > d + 2h, j = 1, 2. Âîçüìåì ëþáîå ÷èñëî α èç (0, 1) è
ïîëîæèì yα = αx1 + (1−α)x2. Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç
çàìêíóòîãî êðóãà

K(yα, d + h) := {y ∈ E : ‖y − yα‖ 6 d + h}.
Òîãäà w = yα + vα, ãäå ‖vα‖ 6 d + h. Ñëåäîâàòåëüíî,

w = α(x1 + vα) + (1− α)(x2 + vα) = αw1 + (1− α)w2.

Ïðè ýòîì ‖wj−xj‖ = ‖vα‖ 6 d+h è wj ∈ K(xj , d + h) ⊆ T , j = 1, 2. Â
ñèëó âûïóêëîñòè T , w ∈ T . Òàêèì îáðàçîì, K(yα, d + h) ⊆ T , îòêóäà
ρ(yα, ∂T ) > d + h > d è yα ∈ (T )d. B
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1.1.2. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ := (λk)∞k=1 â Cp :
• ïî÷òè íåâûðîæäåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî ïðè

âñåõ n > N λn 6= 0,
• íåâûðîæäåííîé, åñëè lim

n→∞
|λn|p > 0.

Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β := (βn)∞n=1, βn ∈ C, n = 1, 2, . . . ,
ëþáîé ïî÷òè íåâûðîæäåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = (λk)∞k=1 è ïðî-
èçâîëüíîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà Q ïîëîæèì

γQ(β, Λ) := lim
n→∞

[
ln |βn|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
.

Çäåñü è äàëåå ψ(λn) =
{

λn

|λn|p

}∞
n=1

è äëÿ ëþáîãî z èç Cp

HQ(z) = max
[
<e 〈z, w〉p : w ∈ Q

]
= |z|pHQ

(
z

|z|p

)

� îïîðíàÿ ôóíêöèÿ Q. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâî G â Cp

îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Concom(G) ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìïàê-
òîâ èç G.

Ëåììà 1.3. Åñëè G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, L ∈ [0,+∞) è Λ �
ïî÷òè íåâûðîæäåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ðàâíîñèëüíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

1) γQ(β, Λ) < −L ïðè ëþáîì Q ∈ Concom(G)L;
2) γQ(β, Λ) 6 −L ïðè ëþáîì Q ∈ Concom(G)L.
C Î÷åâèäíî, ÷òî 1) ⇒ 2). Ïóñòü òåïåðü ñïðàâåäëèâî óòâåðæäå-

íèå 2) è ïóñòü Q0 ∈ Concom(G)L. Òîãäà ρ(Q0, ∂G) = L+2h, ãäå h > 0.
Åñëè Q1 := Q0 + Kp(0, h), òî Q1 ∈ Concom(G)L, è ïîòîìó

−L > γQ1(β, Λ) = γQ0(β, Λ) + h.

Îòñþäà γQ0(β, Λ) 6 −L− h < −L è óòâåðæäåíèå 1) âåðíî. B
Õàðàêòåðèñòèêà γQ0(β, Λ) è ïîíÿòèå ïî÷òè íåâûðîæäåííîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóþòñÿ â ï. 1.1.5 (â òåîðåìå 1.6 è åå ñëåä-
ñòâèÿõ). Ïîêà æå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Λ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê èç Cp.

Òåîðåìà 1.1. Ìíîæåñòâî A âñåõ òî÷åê àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
ðÿäà (1.1) âûïóêëî, à ñàì ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(intA).



1.1. Îáùèå ñâîéñòâà ðÿäîâ. Òåîðåìû î âûïóêëîñòè 23

C Ïóñòü D̃α := αD1 + (1 − α)D2, ãäå Dj := (z1,j , . . . , zp,j) ∈ A,
j = 1, 2, α ∈ (0, 1). Èìååì ïðè ëþáîì m > 1

τm :=
∣∣am exp〈λm, D̃α〉p

∣∣ =

=
∣∣∣∣am exp

p∑

l=1

λl,mzl,1

∣∣∣∣
α

·
∣∣∣∣am exp

p∑

l=1

λl,mzl,2

∣∣∣∣
1−α

6

6
∣∣am exp〈λm, D1〉p

∣∣ +
∣∣am exp〈λm, D2〉p

∣∣

(çäåñü èñïîëüçîâàíà ëåììà 1.1 ïðè n = 2). Òàê êàê Dj ∈ A ïðè
j = 1, 2, òî

∑∞
m=1 τm < +∞ è D̃α ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A

âûïóêëî.
×òîáû äîêàçàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, çàôèêñèðóåì âíà-

÷àëå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 èç intA è íàéäåì q òî÷åê (q > 2)
zk(z1,k, . . . , zp,k) èç intA òàêèõ, ÷òî z0 ∈ intB0, B0 ⊂ A, ãäå B0 �
âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê (ñèìïëåêñ) ñ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ

S0 :=
{

v(v1, . . . , vp) : vj =
q∑

s=1

µszj,s, j = 1, 2, . . . , p;

0 6 µs 6 1, 1 6 s 6 q;
q∑

s=1

µs = 1
}

.

(1.3)

Åñëè m > 1, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì v ∈ S0

〈λm, v〉p =
p∑

l=1

λl,mvl =
p∑

l=1

λl,m

q∑
s=1

µszl,s =
q∑

s=1

µs

p∑

l=1

λl,mzl,s,

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

βm := |am| ·max{| exp〈λm, v〉p| : v ∈ S0} =

= |am| ·max
{ q∏

s=1

∣∣∣∣ exp
p∑

l=1

λl,mzl,s

∣∣∣∣
µs

: 0 6 µs 6 1,

q∑
s=1

µs = 1
}

.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (1.2)

βm 6 |am|
q∑

s=1

∣∣∣∣ exp
p∑

l=1

λl,mzl,s

∣∣∣∣ = |am|
∣∣∣∣

q∑
s=1

exp〈λm, zs〉p
∣∣∣∣ 6

6
q∑

s=1

|am| | exp〈λm, zs〉p|.
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Òàê êàê zs ∈ A ïðè s = 1, 2, . . . , q, òî
∑∞

m=1 βm < +∞.
Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî δ > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû

Kp(z0, δ) ⊂ intB0.

Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

|am|max
{
| exp〈λm, z〉p| : z ∈ Kp(z0, δ)

}
6 βm ∀m > 1,

è ðÿä
∑∞

m=1 |am| | exp〈λm, z〉p| ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Kp(z0, δ).
Îñòàåòñÿ òîëüêî ïðèìåíèòü ëåììó Ãåéíå � Áîðåëÿ è óñòàíîâèòü, ÷òî
ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå èç intA. B

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1.1 â îäíîìåðíîì ñëó÷àå áûëà äîêàçàíà
âïåðâûå Õèëëå [155].

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè G � ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp,
òî ðàâíîñèëüíû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â êàæäîé òî÷êå G;
2) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G).
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â îêðåñòíî-

ñòè êàêîé-ëèáî òî÷êè z0 èç Cp. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ îá-
ëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.1), ñîäåðæàùàÿ òî÷êó z0. Ýòà
îáëàñòü T âûïóêëà (à èìåííî, T = (A)0).

Â äàëüíåéøåì ìàêñèìàëüíàÿ îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿ-
äà (1.1) îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì abc (1.1).

1.1.3. Ââåäåì åùå òðè ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìûå ðÿäîì (1.1):

B(2) := {z ∈ Cp : sup
n>1

|an|
∣∣e〈λn,z〉p ∣∣ < +∞};

B(0) := {z ∈ Cp : lim
n→∞

|an|
∣∣e〈λn,z〉p ∣∣ = 0};

Cn := {z ∈ C : ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â òî÷êå z}.

Î÷åâèäíî, ÷òî A ⊆ Cn ⊆ B(0) ⊆ B(2).
Òåîðåìà 1.2. Ìíîæåñòâî B(2) âûïóêëî.
C Ïóñòü α ∈ (0, 1), zj ∈ B(2), j = 1, 2. Òîãäà

∃ d < +∞ : sup
n>1

|an|
∣∣e〈λn,zj〉p ∣∣ 6 d, j = 1, 2.
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Åñëè z̃α := αz1 + (1− α)z2 è m > 1, òî ïî ëåììå 1.1
∣∣am exp〈z̃α, λm〉p

∣∣ =

=
∣∣am exp α〈λm, z1〉p

∣∣ · ∣∣ exp(1− α)〈λm, z2〉p
∣∣ =

=
∣∣∣ame〈λm,z1〉p

∣∣∣
α

·
∣∣∣ame〈λm,z2〉p

∣∣∣
1−α

6

6 |am|
∣∣ exp〈λm, z1〉p

∣∣ +
∣∣am exp〈λm, z2〉p

∣∣ 6 2d.

Îòñþäà sup
m>1

|ame〈λm,z̃α〉p | 6 2d < +∞ è z̃α ∈ B(2). B

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 1.3. Ìíîæåñòâî B(0) âûïóêëî.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Cn âñåõ òî÷åê ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.1)

ñîäåðæèò âûïóêëîå ìíîæåñòâî A è, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèòñÿ â
âûïóêëîì ìíîæåñòâå B(0). Íà ïðèìåðàõ ìîæíî, îäíàêî, ïîêàçàòü,
÷òî äàæå â ñëó÷àå p = 1 ìíîæåñòâà Cn è intCn ìîãóò îêàçàòüñÿ
íåâûïóêëûìè.

Èç òåîðåìû, êîòîðàÿ áóäåò ñåé÷àñ äîêàçàíà, ñëåäóåò, ÷òî ïîäîá-
íàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà, åñëè ÷èñëà |λm|p ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîç-
ðàñòàíèè m äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê +∞.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü ïîêàçàòåëè {λn} ðÿäà (1.1) òàêîâû, ÷òî

L := lim
n→∞

ln n

|λn|p < +∞. (1.4)

Òîãäà
(B(2))L ⊆ A. (1.5)

C Ïóñòü z0 = (z1,0, . . . , zp,0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç âûïóêëîé
îáëàñòè (B(2))L. Òîãäà ñóùåñòâóåò h > 0 òàêîå, ÷òî ρ(z0, ∂B(2)) =
L + 2h è K(z0, L + h) ⊂ int(B(2)).

Íàéäåì (çàìêíóòûé) ñèìïëåêñ B0 ñ ãðàíèöåé S0 âèäà (1.3) òà-
êîé, ÷òî K(z0, L + h) ⊂ intB0; B0 ⊂ intB(2). Çàìåòèì, ÷òî ïî ëåì-
ìàì 1.2 è 1.3 (B(2))L è intB0 � âûïóêëûå îáëàñòè â Cp. Èñïîëü-
çóÿ, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1, ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäó-
ëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì ïðè âñåõ z ∈ K(z0, L + h) è
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m > 1:

|am exp〈λm, z〉p| 6 max
{|am exp〈λm, v〉p| : v ∈ S0

}
=

= max
{∣∣∣am exp

〈
λm,

q∑
s=1

µszs

〉
p

∣∣∣ : 0 6 µs 6 1,

q∑
s=1

µs = 1
}

=

= max
{ q∏

s=1

|am exp〈λm, zs〉p|µs : µs > 0;
q∑

s=1

µs = 1, 1 6 s 6 q

}
.

Ïî ëåììå 1.1 ïðè âñåõ m > 1 è z ∈ K(z0, L + h)

|am exp〈λm, z〉p| 6
q∑

s=1

|am| | exp〈λm, zs〉p| 6 Tq < +∞.

Âîçüìåì òåïåðü äëÿ ëþáîãî m > 1 òî÷êó z̃m = (z̃1,m, . . . , z̃p,m) òàêóþ,
÷òî

(z̃m)j = z̃j,m = zj,0 + (L + h) e−i argλj,m ∀ j 6 m.

Òîãäà z̃m ∈ K(z0, L + h) è ïðè ëþáîì m > 1

Tq > |am exp〈λm, z̃m〉p| =
= |am exp〈λm, z0〉p| | exp〈λm, z̃m − z0〉p| =

= e(L+h)|λm|p · |am exp〈λm, z0〉p|.

Îòñþäà |am exp〈λm, z0〉p| 6 Tqe
−(L+h)|λm|p , m > 1.

Â ñèëó óñëîâèÿ (1.4) ñóùåñòâóåò N1 < +∞ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
m > N1 |λm|p > (L + h

2 )−1 ln m. Íî òîãäà äëÿ òåõ æå m

|am| | exp〈λm, z0〉p| 6 Tq(m)−
(L+h)

(L+h/2) =: βm,

∞∑
m=1

βm < +∞. B

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à (B(2))L � îá-
ëàñòü, òî ñîîòíîøåíèå (1.5) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî (B(2))L ⊆ intA.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè óñëîâèè (1.4) (Cn)L ⊆ (B(0))L ⊆ (B(2))L ⊆ A.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
n→∞

ln n

|λn|p = 0. (1.6)
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Òîãäà
intCn = intB(0) = intB(2) = int A. (1.7)

C Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óñëîâèè (1.6)

(Cn)0 ⊆ (B(0))0 ⊆ (B(2))0 ⊆ intA.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñåãäà

intA ⊆ intCn = (Cn)0 ⊆ (B(0))0 ⊆ (B(2))0,

îòêóäà è ñëåäóþò ðàâåíñòâà (1.7). B
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ïîêàçàòåëè ðÿäà (1.1) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ (1.6) è ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp. Òîãäà
ëþáîå èç äâóõ ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé 1), 2) ñëåäñòâèÿ 1 òåîðå-
ìû 1.1 ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç òàêèõ óòâåðæäåíèé:

3) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå G;
4) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â A(G).
Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 2, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò

îêàçàòüñÿ íåñïðàâåäëèâûìè, åñëè óñëîâèå (1.6) çàìåíèòü ÷óòü ìå-
íåå æåñòêèì: lim

n→∞
ln n
|λn|p 6 η, êàêèì áû ìàëûì íè áûëî ÷èñëî η èç

(0, +∞). Óáåäèìñÿ â ýòîì íà ïðèìåðå, îãðàíè÷èâøèñü ðàäè ïðîñòî-
òû èçëîæåíèÿ îäíîìåðíîé ñèòóàöèåé. Ðàññìîòðèì ðÿä

∑∞
n=1

(−1)n−1

(n)z/η .
Çäåñü äëÿ âñåõ n > 1

λn =
1
η

ln n; lim
n→∞

ln n

λn
= η (p = 1).

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [131, c. 328]), äëÿ ýòîãî ðÿäà c = 0,
a = η; intCn = {z : <e z > 0}; intA = {z : <e z > η} è intCn 6=
intA (òî÷íåå, intA � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî intCn). Â ýòîì æå
ïðèìåðå ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì è ñëåäñòâèå 3.

1.1.4. Îòìåòèì åùå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ B(0) è B(2),
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåáåçûíòåðåñíûìè.

Òåîðåìà 1.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
ame〈λm,z〉p}∞

m=1
ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíà â intB(2) è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m → +∞ â ïðîñòðàí-
ñòâå A(int B(0)).

C 1. Ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò âûïóêëîé îáëàñòè (B(2))0.
¾Ïîãðóçèì¿ åãî, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.4, â ñèìïëåêñ B0
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òàê, ÷òî Q ⊆ B0 ⊆ (B(2))0. Ïóñòü S0 � ãðàíèöà (1.3) ñèìïëåêñà B0.
Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ïðè ëþáûõ m > 1 è z ∈ Q

|am|
∣∣e〈λm,z〉∣∣ 6 max

z∈S0
|am|

∣∣e〈λm,z〉p ∣∣ =

= max
{ q∏

s=1

|am exp〈λm, zs〉p|µs : 0 6 µs 6 1,

q∑
s=1

µs = 1
}

6

6
q∑

s=1

|am|| exp〈λm, zs〉p| 6 T (Q) < +∞.

Ïðè ýòîì ÷èñëî T (Q) íå çàâèñèò îò íîìåðà m > 1 è îò òî÷êè z èç Q.
Òàêèì îáðàçîì, sup

{|am||e〈λm,z〉p | : m > 1, z ∈ Q
}

6 T (Q) < +∞
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
am exp〈λm,z〉p}∞

m=1
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â

intB(2), ò. å. îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå A(intB(2)).
2. Ïóñòü òåïåðü Q � ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé êîìïàêò â (B(0))0.

Êàê è ïðåæäå, ïîãðóçèì åãî â ñèìïëåêñ B0 ñ ãðàíèöåé S0 âèäà (1.3)
òàê, ÷òîáû Q ⊆ B0 ⊆ intB(0). Òîãäà äëÿ âñåõ m > 1 è z ∈ Q

|am|
∣∣e〈λm,z〉p ∣∣ 6

q∑
s=1

|am|
∣∣e〈λm,zs〉p ∣∣.

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíî ìàëîå ε > 0 è äëÿ êàæäîãî s = 1, 2, . . . , q
íàéäåì íîìåð Ns òàêîé, ÷òî

|am|
∣∣e〈λm,z〉p∣∣ <

ε

(q + 1)
∀m > Ns.

Ïóñòü N0 := max{Ns : 1 6 s 6 q}. Òîãäà

|am|
∣∣e〈λm,z〉p ∣∣ < ε ∀m > N0, ∀ z ∈ Q,

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ame〈λm,z〉p}∞m=1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî òîïîëî-
ãèè A(int B0)). B

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, p > 1. Òîãäà:
1) åñëè supm>1

∣∣ame〈λm,z〉p ∣∣ < +∞ äëÿ ëþáîãî z ∈ G, òî{
ame〈λm,z〉p}∞

m=1
� îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â A(G);

2) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
ame〈λm,z〉p}∞

m=1
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

ïîòî÷å÷íî âî âñåé îáëàñòè G, òî îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â A(G).
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1.1.5. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ B(0) è
B(2), ñâÿçàííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà (1.1). Íàïîìíèì âíà÷àëå,
÷òî ñèìâîë Concom T îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ âûïóêëûõ êîì-
ïàêòîâ âûïóêëîãî æå ìíîæåñòâà T . Â òåîðåìå 1.6 è åå ñëåäñòâèÿõ
{λm}∞m=1 � ïî÷òè íåâûðîæäåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 1.6. Åñëè Q ∈ Concom(B(0))0, òî

γQ := lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
< 0, (1.8)

ãäå ψ(λn) :=
{

λj,n

|λn|p

}p

j=1
.

C Âíà÷àëå äîêàæåì áîëåå ñëàáîå íåðàâåíñòâî

γQ 6 0 ∀Q ∈ Concom(B(0))0. (1.9)

Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå Q0 ∈
Concom(B(0))0, ÷òî γQ0 > 0.

Òîãäà íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ nk ↑
+∞ òàêàÿ, ÷òî ïðè k = 1, 2, . . .

ln |ank
|

|λm|p + HQ0(ψ(λnk
)) >

γQ0

2
. (1.10)

C äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 1.5 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ane〈λn,z〉p}∞n=1

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà Q0 è ïîòîìó äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1)
ñóùåñòâóåò íîìåð N1 = N1(ε) òàêîé, ÷òî

ln |am|
|λm|p + HQ0(ψ(λm)) <

ln ε

|λm|p < 0 <
γQ0

2
∀m > N1. (1.11)

ßñíî, ÷òî íåðàâåíñòâà (1.10) è (1.11) íåñîâìåñòèìû ïðè âñåõ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðàõ m è k. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçû-
âàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (1.9). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî (B(0))0 � âûïóêëàÿ îáëàñòü, è ñîñëàòüñÿ
íà ëåììó 1.3. B

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü L ∈ [0, +∞). Òîãäà

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
< −L ∀Q ∈ Concom(B(0))L. (1.12)
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C Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Q3 ∈ Concom(B(0))L è d1 = ρ(Q3, ∂B(0)),
òî d1 = L + 2h1, ãäå h1 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

Q4 := Q3 + Kp(0, L + h) ∈ Concom(B(0))0.

Ïî òåîðåìå 1.6 0 > γQ4 = γQ3 +L+h, îòêóäà γQ3 < −L−h < −L. B
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè {ane〈λn,z〉p}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîòî-

÷å÷íî ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ â âûïóêëîé îáëàñòè G, òî

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
< −L

ïðè âñåõ L ∈ [0,+∞) è Q ∈ Concom((G)L).
Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü ïîêàçàòåëè {λn} ðÿäà (1.1) òàêîâû, ÷òî

lim
n→∞

|λn|p = ∞ . (1.13)

Òîãäà

γQ := lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
< 0 ∀Q ∈ Concom(B(2))0. (1.14)

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è òåîðåìà 1.5. Èìåí-
íî, âíà÷àëå ïîêàçûâàåì, ÷òî γQ 6 0 äëÿ âñåõ Q ∈ Concom(B(2))0, à
çàòåì ññûëàåìñÿ íà ëåììó 1.3 (ïðè L = 0).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.13) è L ∈ [0,+∞), òî

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
< −L ∀Q ∈ Concom((B(2))L). (1.15)

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ïîêàçàòåëè {λn} ðÿäà (1.1) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (1.13) è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an exp〈λn, z〉p}∞n=1 ïîòî-
÷å÷íî îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé âûïóêëîé îáëàñòè G. Òîãäà

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
< −L ∀Q ∈ Concom((G)L).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè âñåõ Q ∈ ConcomG lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
< 0

(çäåñü ó÷òåíî, ÷òî (G)0 = G).
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1.1.6. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò, âûòåêàþùèé íåïîñðåäñòâåííî èç òåî-
ðåìû 1.6 è îòíîñÿùèéñÿ ê îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.1).

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü ïîêàçàòåëè {λn}∞n=1 ðÿäà (1.1) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ

lim
n→∞

|λn|p > 0. (1.16)

Ïóñòü, äàëåå, ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî â íåêîòîðîé âûïóêëîé
îáëàñòè G. Òîãäà

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
< 0 ∀Q ∈ ConcomG. (1.17)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè åå
ïðåäïîëîæåíèÿõ G ⊆ B(0), è ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.6.

1.1.7. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ îáðàùåíèåì (ïðè îä-
íîì äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè) ñëåäñòâèÿ 1 òåîðåìû 1.7.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü ïîêàçàòåëè {λn}∞n=1 ðÿäà (1.1) òàêîâû, ÷òî

lim
n→∞

ln n

|λn|p =: L < +∞. (1.18)

Ïóñòü, äàëåå, âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
6 −L ∀Q ∈ Concom(B(2))L. (1.19)

Òîãäà (B(2))L ⊆ A0 := int A.
C Ïóñòü Q0 ∈ Concom(B(2))L. Ïî òåîðåìå 1.5 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ane〈λn,z>p}∞n=1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà êîìïàêòå

Q1 := Q0 + Kp(0, L + δ)

èç âûïóêëîé îáëàñòè (B(2))δ/2, ãäå ρ(Q0, ∂B(2)) = L + 2δ, δ > 0. Ïî-
ýòîìó

∃M ∈ (1, +∞) : |am exp〈λm, z〉p| 6 M ∀m > 1, ∀ z ∈ Q1.

Îòñþäà (äëÿ òåõ æå m è z) ln |am| + |λm|pHQ1(ψ(λm)) 6 ln M èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, ln |am|+ |λm|p(L+ δ)+ |λm|pHQ0(ψ(λm)) 6 ln M. Íî
òîãäà äëÿ âñåõ m > 1 è z ∈ Q0

|ame〈λm,z〉p | 6 |am| exp
[|λm|pHQ0(ψ(λm))

]
6 Me−(L+δ)|λm|p .
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Â ñèëó óñëîâèé (1.18), (1.19) ñóùåñòâóåò íîìåð N1 < +∞ òàêîé, ÷òî
ïðè ëþáûõ m > N1 è z ∈ Q0

∣∣ame〈λm,z〉p ∣∣ 6 Me−(L+δ)|λm|p <
M

(m)
L+δ

L+δ/2

=: γm,

∞∑
m=1

γm < +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, Q0 ⊂ A è (B(2))L ⊂ A. Òàê êàê A è (B(2))L � âûïóê-
ëûå ìíîæåñòâà, ïðè÷åì (B(2))L � îáëàñòü, òî èç ïîñëåäíåãî âêëþ-
÷åíèÿ ïîëó÷àåì:

(B(2))L ⊆ intA = A0. B

Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü ïîêàçàòåëè {λk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ (1.18) è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ane〈λn,z〉p}∞n=1 ïîòî÷å÷íî
îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé âûïóêëîé îáëàñòè G. Ïóñòü, íàêîíåö, ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

[
1

|λn|p ln |an|+ HQ(ψ(λn))
]

6 −L ∀Q ∈ Concom(G)L.

Òîãäà (G)L ⊆ A.
C Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

G ⊆ B(2), è ïîâòîðèòü áóêâàëüíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.8 ñ òîé
ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî òåîðåìû 1.5 ïðèõîäèòñÿ ññûëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå
ýòîé òåîðåìû. B

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
n→∞

ln n

|λn|p = 0 (1.20)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
ane〈λn,z〉p}∞

n=1
ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åíà â íåêî-

òîðîé âûïóêëîé îáëàñòè G. Ïóñòü, íàêîíåö, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-
íèå

lim
n→∞

[
1

|λn|p ln |an|+ HQ(ψ(λn))
]

6 0 ∀Q ∈ ConcomG. (1.21)

Òîãäà G ⊆ intA = A0.
Ñôîðìóëèðóåì åùå îäèí ðåçóëüòàò, âûòåêàþùèé èç òåîðåì 1.5�

1.10.
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Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp. Òîãäà:
a) åñëè ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî â G è âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå (1.16) òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1.21);
b) îáðàòíî, åñëè ïîêàçàòåëè {λn} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.20),

à êîýôôèöèåíòû {an} ðÿäà (1.1) òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå (1.21), òî G ⊆ (A)0.

Çàìå÷àíèå. Â óòâåðæäåíèè a) òåîðåìû 1.11 óñëîâèå (1.16) ìîæ-
íî çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì ïðåäïîëîæåíèåì î ïî÷òè íåâûðîæäåííî-
ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λn} â Cp.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp è ïóñòü âûïîë-
íåíî óñëîâèå (1.20). Òîãäà ðàâíîñèëüíû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî â G;
2) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â A(G);
3) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G);
4) âûïîëíåíî óñëîâèå (1.21).
1.1.8. Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà âûïóêëàÿ îáëàñòü G îãðà-

íè÷åíà. Ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî O ∈ G. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ
ê ðàññìàòðèâàåìîìó çàìåíîé ïåðåìåííîé w = z+(−z0), ò. å. ñäâèãîì
íà −z0, ãäå z0 � ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà G, è ïåðåõî-
äîì ê îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G1 = G + (−z0), ñîäåðæàùåé
íà÷àëî êîîðäèíàò.

Åñëè O ∈ G, òî ñèñòåìà êîìïàêòîâ èç ConcomG âèäà {αG : α ∈
[0, 1)} áóäåò îïðåäåëÿþùåé â òîì ñìûñëå, ÷òî

∀Q ∈ ConcomG ∃α0 ∈ [0, 1) : Q ⊂ α0G.

Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.21). Òîãäà, â ÷àñòíîñòè,

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + αHG(ψ(λn))

]
6 0 ∀α ∈ [0, 1)

(ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óñëîâèå (1.16) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ). Òîãäà

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HG(ψ(λn))

]
6 lim

n→∞

[
ln |an|
|λn|p + αHG(ψ(λn))

]
+

+ lim
n→∞

(1− α)HG(ψ(λn)) 6 (1− α)D0,

ãäå D0 := sup{HG(z) : |z|p 6 1}, D0 < +∞. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè
α ↑ 1, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HG(ψ(λn))

]
6 0. (1.22)
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Ïóñòü, îáðàòíî, âûïîëíåíî óñëîâèå (1.22). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
α ∈ [0, 1)

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + αHG(ψ(λn))

]
6

6 (−1 + α) lim
n→∞

HG(ψ(λn)) 6 d0(−1 + α) < 0,

ãäå d0 := inf{HG(z) : |z|p 6 1} > 0, òàê êàê O ∈ G. Îòñþäà

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + αHG(ψ(λn))

]
< 0 ∀α ∈ [0, 1).

Íî òîãäà lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p + HQ(ψ(λn))

]
6 0 ïðè ëþáîì Q ∈ ConcomG

è âûïîëíåíî óñëîâèå (1.21). Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ (1.16) ñîîòíîøåíèÿ (1.21) è (1.22) ðàâíîñèëüíû. Ïîýòîìó òåîðå-
ìó 1.11 ìîæíî äîïîëíèòü, ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1.10, òàêèì
ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp

è O ∈ G. Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.16) è ðÿä (1.1) ñõîäèò-
ñÿ ïîòî÷å÷íî â G èëè ïî òîïîëîãèè A(G), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå (1.22). Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.20) è (1.22), òî
ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G).

È çäåñü ïðåäïîëîæåíèå î âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.16) ìîæíî çà-
ìåíèòü áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn}
áûëà ïî÷òè íåâûðîæäåííîé â Cp. Êðîìå òîãî, îò ïðåäïîëîæåíèÿ
0 ∈ G ìîæíî èçáàâèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû z = w + z0,
ãäå z0 � ïðîèçâîëüíî âçÿòàÿ òî÷êà G, à w � íîâàÿ íåçàâèñèìàÿ ïå-
ðåìåííàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîé çàìåíå îáùèé âèä ðÿäà (1.1) è
åãî ïîêàçàòåëè λk íå ìåíÿþòñÿ.

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò èìååòñÿ ôàêòè÷åñêè â ðàáîòå [160, ïðåäëî-
æåíèÿ 15, 16 è èõ ñëåäñòâèÿ], êîòîðîé ïðåäøåñòâîâàë ðÿä ñòàòåé
(ñì., íàïðèìåð, [41, 68]), ñîäåðæàùèõ ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé òåîðåìû
(êàê ïðàâèëî, ïðè áîëåå æåñòêèõ èñõîäíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ). Òàê, â
ðàáîòå [41] äîêàçàíî â ñëó÷àå p = 1, ÷òî åñëè |λn|1 := |λn| → +∞ ïðè
n →∞, òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1.22). Òàì æå (è ñíîâà â ñëó÷àå
p = 1) óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.20) è (1.22), òî
ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G). Ïðè ýòîì (â îáîèõ ðåçóëüòà-
òàõ) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C,
ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò.
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Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí ïîçäíåå â ñòàòüå [164] Ëå
Õàé Õîÿ, ïîëó÷èâøåãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.13. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp,
p > 1. Òîãäà, åñëè |λn|p → +∞ ïðè n → +∞ è ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â
A(G), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1.22). Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (1.20) è (1.22), òî ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G).

Ñðàâíèâàÿ ýòó òåîðåìó ñ òåîðåìîé 1.12, âèäèì, ÷òî îáðàòíûå
óòâåðæäåíèÿ â íèõ ñîâïàäàþò, à ïðÿìîå óòâåðæäåíèå â òåîðåìå 1.12
ïîëó÷åíî ïðè ìåíåå æåñòêîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè.

Òåîðåìû 1.2�1.11 ÿâëÿþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íîâûìè.

1.2. Îïèñàíèå ïîëíîé îáëàñòè
àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.1)

1.2.1. Ðåçóëüòàòû èç ðàçäåëà 1.1 ïîçâîëÿþò îõàðàêòåðèçîâàòü
ïîëíóþ îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè A0 = abc (1.1) ðÿäà (1.1).

Åñëè z0 ∈ A0, òî z0 ∈ ConcomA0, è ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ (1.16) ïî òåîðåìå 1.8 lim

n→∞

[
ln |an|
|λn|p + H{z0}(ψ(λn))

]
< 0. Ïðè ýòîì

H{z0}(ψ(λn)) = <e
p∑

k=1

zk,0
λk,n

|λn|p =
1

|λn|p<e 〈z0, λn〉p ∀n > N.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì BΛ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê z èç Cp òàêèõ, ÷òî

lim
n→∞

1
|λn|p

[
ln |an|+ <e 〈z, λn〉p

]
< 0. (1.23)

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ìíîæåñòâî BΛ âûïóêëî è îòêðûòî. Êàê
áûëî òîëüêî ÷òî îòìå÷åíî, A0 ⊆ BΛ.

Ïóñòü, îáðàòíî, z1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà BΛ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
h > 0 òàêîå, ÷òî

lim
n→∞

[
ln |an|
|λn|p +

<e 〈z1, λn〉p
|λn|p

]
6 −2h.

Ïóñòü Kp(0, h) + z1 =: V1. Èìååì äëÿ ëþáîãî α ∈ S1 := {w ∈ Cp :
|w|p = 1}:

HV1(α) = <e 〈z1, α〉+ h,
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îòêóäà ïðè âñåõ n > N1

ln |an|
|λn|p +HV1(ψ(λn)) 6 ln |an|

|λn|p +h+
<e 〈z1, λn〉p
|λn|p 6 −3

2
h+h = −h

2
< 0.

Åñëè ïîêàçàòåëè {λn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.20), òî ïî ïóíê-
òó b) òåîðåìû 1.11, ïðèìåíåííîìó ê G = (V1)0, ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî â A((V1)0) è ïîäàâíî ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â òî÷êå z. Îò-
ñþäà BΛ ⊆ A0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.14. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.20), òî ìíîæåñòâî
A0 ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ BΛ òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.23).

Ïîëó÷åííîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà A0 = abc (1.1) íå ñëèøêîì ýô-
ôåêòèâíî. ×òîáû îïðåäåëèòü îáëàñòü A0, æåëàòåëüíî íàéòè åå îïîð-
íóþ ôóíêöèþ HA0(z). Ýòî è áóäåò ñäåëàíî â äàííîì ðàçäåëå ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäà, ðàçðàáîòàííîãî Ã. Ë. Ëóíöåì â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè
(p = 1) â ñòàòüÿõ [105, 106].

Ïåðåä òåì, êàê ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-
çóëüòàòû, ïðèâåäåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðå-
äåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ëþáûõ α = (α1, . . . , αp) ∈ S1 è δ > 0
ïîëîæèì

lΛ(α; δ) := lim
n→∞

{
ln |an|
|λn|p :

∣∣∣∣
λk,n

|λn|p − αk

∣∣∣∣ 6 δ, k = 1, . . . , p

}
;

lΛ(α) := lim
δ↓0

lΛ(α; δ).

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ α0 = (α1,0, . . . , αp,0) è δ0 > 0 èìååòñÿ ðàçâå
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîêàçàòåëåé λn òàêèõ, ÷òî

∣∣∣ λk,n

|λn|p − αk,0

∣∣∣ 6 δ0,
k = 1, . . . , p, òî ïîëàãàåì lΛ(α0) = −∞. ßñíî, ÷òî lΛ(α, δ) > lΛ(α)
ïðè ëþáûõ δ > 0 è α ∈ S1. Êðîìå òîãî, åñëè lΛ(α1) > −∞, òî
α1 ∈ Λ′, ãäå Λ′ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà
Λ =

{
λn

|λn|p : n = 1, 2, . . .
}

èç S1.
Òåîðåìà 1.15. Ïóñòü òî÷êà z0 ∈ Cp òàêîâà, ÷òî

∃α0 ∈ S1 : <e 〈α0, z0〉p > −lΛ(α0). (1.24)

Òîãäà ðÿä (1.1) ðàñõîäèòñÿ â ýòîé òî÷êå.
C Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî α0 /∈ Λ′. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè Kp(α0, γ) íàéäåòñÿ íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷èñåë λn

|λn|p è
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â ýòîì ñëó÷àå lΛ(α0) = −∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.24).
Èòàê, â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α0 ∈ Λ′.
Íî òîãäà íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà µ è τ òàêèå, ÷òî åñëè
|α− α0|p < τ , òî

<e 〈α, z0〉p > − lΛ(α0, τ) + µ.

Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî lΛ(α0, τ) = +∞. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåò-
ñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
{mn}∞n=1 òàêàÿ, ÷òî ïðè k = 1, 2, . . . , p

∣∣∣∣
λk,mn

|λmn
|p − αk,0

∣∣∣∣ 6 τ è ln |amn
|

|λmn
|p > n, n = 1, . . .

Îòñþäà |amn exp〈λmn , z0〉p| > exp |λmn |p(n − |z0|p) > 1 ïðè n >
N(z0) è ðÿä (1.1) ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå z0.

Ïóñòü òåïåðü −∞ < lΛ(α0, τ) < +∞. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíî ìà-
ëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë
(nl)∞l=1 òàêàÿ, ÷òî

nl ↑ +∞, |anl
| > exp[lΛ(α0, τ)− ε] · |λnl

|p,∣∣∣∣
λk,nl

|λnl
|p − α0,k

∣∣∣∣ 6 τ, k = 1, 2, . . . , p.

Îòñþäà

|anl
| · | exp〈λnl

, z0〉p| = |anl
| · exp |λnl

|p
〈

λnl

|λnl
|p , z0

〉

p

>

> exp |λnl
|p[lλ(α0, τ)− ε− lΛ(α0, τ) + µ] = exp |λnl

|p(µ− ε).

Åñëè â êà÷åñòâå ε âçÿòü ëþáîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà (0, µ], òî

|anl
|| exp〈λnl

, z0〉p| > 1 ∀ l > 1,

è ðÿä
∑∞

n=1 an exp〈λn, z0〉p ðàñõîäèòñÿ, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû. B

Ïîëîæèì åùå TΛ := {z ∈ Cp : <e 〈α, z〉p < −lΛ(α) ∀α ∈ Λ′}.
ßñíî, ÷òî TΛ ⊇ MΛ := {z ∈ Cp : <e 〈α, z〉p < −lΛ(α) ∀α ∈ S1}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè α0 ∈ S1 \ Λ′, òî lΛ(α0) = −∞ , è íåðà-
âåíñòâî <e 〈α0, z〉p < −lΛ(α0) = +∞ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ z èç Cp.
Ïîýòîìó TΛ = MΛ.
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Òåîðåìà 1.16. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.20), òî ðÿä (1.1) ñõî-
äèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå èç TΛ.

C Ïóñòü z � ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç TΛ. Çàôèê-
ñèðóåì êàêóþ-ëèáî òî÷êó α = (α1, . . . , αp) èç Λ′. Òîãäà

∃h > 0 : <e 〈α, z〉p < −lΛ(α)− h.

Òàê êàê lΛ(α) = lim
δ↓0

lΛ(α, δ), òî íàéäåòñÿ ÷èñëî δ0 > 0 òàêîå, ÷òî

−lΛ(α) < −lΛ(α, δ) +
h

3
∀ δ ∈ (0, δ0).

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî δ èç (0, δ0). Òàê êàê ôóíêöèÿ ψ(β) :=
<e 〈β, z〉p íåïðåðûâíà íà S1 ïî β (ïðè, íàïîìèíàåì, çàôèêñèðîâàí-
íîì z èç TΛ), òî ìîæíî íàéòè ÷èñëî η > 0 òàêîå, ÷òî

<e 〈β, z〉p < −lΛ(α, δ)− h

3
,

åñëè β = (β1, . . . , βp) ∈ S1 è |βk − αk| < η, k = 1, 2, . . . , p. Ïðè ýòîì
÷èñëî η ìîæíî âñåãäà âûáðàòü òàê, ÷òî 0 < η < δ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä
∑

n∈N1

|an|| exp〈λn, z〉p|, (1.25)

ãäå N1 = N1(η) � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > 1 òàêèõ,
÷òî

∣∣∣ λk,n

|λn|p − αk

∣∣∣ < η ïðè k = 1, . . . , p. Åñëè n ∈ N1 è n > N0(η, h), òî

ln |an| < |λn|p
[
lΛ(α, η) +

h

6

]
6 |λn|p

[
lΛ(α, δ) +

h

6

]

(çäåñü ó÷òåíî, ÷òî η ∈ (0, δ)). Ïîýòîìó äëÿ òåõ æå n

|an| exp〈λn, z〉p < exp |λn|p
[
−h

3
+

h

6

]
= exp

(
−h

6
|λn|p

)
= γn.

Â ñèëó óñëîâèÿ (1.20) ðÿä
∑∞

n=1 γn, à ïîòîìó è ðÿä (1.25), ñõîäèòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ S1 \ Λ′ ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü v(α): |βk − αk| < η = η(α), k = 1, 2, . . . , p, òàêàÿ, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä (1.25) ñõîäèòñÿ. Åñëè æå α ∈ S1, íî α /∈ Λ′,
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òî äëÿ íåêîòîðîãî η0 > 0 íàéäåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
λn òàêèõ, ÷òî

∣∣∣ λk,n

|λn|p − αk

∣∣∣ < η0. Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (1.25) ïðè ëþáîì
η ∈ (0, η0) âûðîæäàåòñÿ â êîíå÷íóþ ñóììó.

Èòàê, äëÿ ëþáîé òî÷êè α èç S1 èìååòñÿ åå (îòêðûòàÿ) ñôåðè-
÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü v(α) = {β ∈ Cp : |βk − αk| < η = η(α)} òàêàÿ,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé åé ðÿä (1.25) ñõîäèòñÿ. Ïðèâëå÷åíèå ëåììû
Ãåéíå � Áîðåëÿ ïîçâîëÿåò íåìåäëåííî óñòàíîâèòü àáñîëþòíóþ ñõî-
äèìîñòü âñåãî ðÿäà (1.1) â òî÷êå z. B

1.2.2. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîïîëíÿåò òåîðåìó 1.15.
Òåîðåìà 1.17. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ z0 ∈ Cp è α0 ∈ S1

<e 〈α0, z0〉p > −lΛ(α0),

òî ðÿä (1.1) íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.
C Ïóñòü d > 0. Ðàññìîòðèì øàð Kp(z0, d). Òî÷êà z̃ = (z̃1, . . . , z̃p),

ó êîòîðîé z̃k = zk,0 + d exp(−i arg αk,0) ïðè k = 1, 2, . . . , p, ïðèíàäëå-
æèò Kp(z0, d), ïðè÷åì

<e 〈α0, z̃0〉p = <e 〈α0, z0〉p + d

p∑

k=1

|αk,0| > −lΛ(α0).

Ïî òåîðåìå 1.15 ðÿä (1.1) ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå z̃. B
Ðàññìîòðèì âûïóêëîå ìíîæåñòâî

MΛ =
⋂

|α|p=1

{
z ∈ Cp : <e 〈α, z〉p 6 −lΛ(α)

}
.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ìíîæåñòâî ∂MΛ âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê MΛ

ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ òåõ òî÷åê z1 èç MΛ, äëÿ êàæäîé èç êî-
òîðûõ

∃α1 ∈ S1, α1 = α1(z1) : <e 〈α1, z1〉p = −lΛ(α1).

Äàëåå, intMΛ =
⋂
|α|p=1{z ∈ Cp : <e 〈α, z〉p < −lΛ(α)} ⊆ TΛ.

Ïî òåîðåìå 1.16 ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â TΛ, åñëè âûïîë-
íåíî óñëîâèå (1.20). Òîãäà intMΛ ⊆ abc (1.1). Êðîìå òîãî ïî òåî-
ðåìå 1.17 íè îäíà ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà MΛ íå ìîæåò ïðè-
íàäëåæàòü abc (1.1), òàê êàê â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè íàéäåòñÿ òî÷-
êà z2 è α1 ∈ S1 òàêèå, ÷òî <e 〈α1, z2〉p > −lΛ(α1). Ñëåäîâàòåëüíî,
intMΛ = abc (1.1) è âåðíà
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Òåîðåìà 1.18. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.20), òî ìàêñèìàëü-
íàÿ îáëàñòü abc (1.1) àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.1) ñîâïàäàåò ñ
âûïóêëîé îáëàñòüþ

intMΛ = int
{ ⋂

α∈S1

[
z ∈ Cp : <e 〈α, z〉p 6 −lΛ(α)

]}
=

=
⋂

α∈S1

[
z ∈ Cp : <e 〈α, z〉p < −lΛ(α)

]

(= BΛ (ïî òåîðåìå 1.14) = TΛ).
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.18, abc (1.1) ñîâïàäàåò ñ âû-

ïóêëîé îáëàñòüþ intMΛ = TΛ, îïîðíàÿ ôóíêöèÿ Hint MΛ(α) êîòîðîé
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ HMΛ 6 −lΛ(α) ïðè ëþáîì α ∈ S1.

Â ðàáîòå [17] íà ñ. 69 ïðèâåäåíû (áåç äîêàçàòåëüñòâà) óòâåðæäå-
íèÿ î òîì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.20) abc (1.1)= BΛ = intMΛ

è ÷òî ðÿä (1.1) ðàñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå, âíåøíåé ê MΛ. Àâòîð
ñòàòüè [17] îòìå÷àåò, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì,
ðàçâèòûì â [106] â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, òàê-
æå îñíîâàííîì íà ðàáîòå [106], äàíî ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ ñ íåêîòîðûìè óòî÷íåíèÿìè è äîïîëíåíèÿìè (íàïðèìåð,
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.16 èñïîëüçîâàíî ìíîæåñòâî Λ′, âîîá-
ùå îòñóòñòâóþùåå â [17]).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè p = 1 â ðàáîòàõ [105, 106] îïèñàíû äâà âûïóê-
ëûõ ìíîæåñòâà F1 è F2 òàêèõ, ÷òî (F1)0 ⊆ abc (1.1)⊆ (F2)0. Ýòîò
ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ïðåäïîëîæåíèè lim

n→∞
ln n
|λn|p = H < +∞, î÷åâèä-

íî, ìåíåå æåñòêîì, ÷åì óñëîâèå (1.20). Ïðè ýòîì, åñëè H 6= 0, òî,
âîîáùå ãîâîðÿ, F1 6= F2. Ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íîãî õàðàêòåðà ìîæíî
ïîëó÷èòü è â ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè, íî ìû óæå íå áóäåì îñòàíàâëè-
âàòüñÿ çäåñü íà ýòîì. Æåëàþùèå îçíàêîìèòüñÿ ñ ýòèìè îäíîìåðíû-
ìè ðåçóëüòàòàìè Ã. Ë. Ëóíöà èç ñòàòüè [106], ìîãóò ñäåëàòü ýòî ïî
èõ èçëîæåíèþ â ìîíîãðàôèè À. Ô. Ëåîíòüåâà [100, ãë. III, � 1, ï. 2].

1.2.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.20) è ïóñòü ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ
â íåêîòîðîé âûïóêëîé îáëàñòè G ⊂ Cp ñ îïîðíîé ôóíêöèåé HG(α).
Òîãäà G ⊆ abc (1.1) = intMΛ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî α ∈ S1

HG(α) 6 −lΛ(α). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òàêîìó:

HG(α) 6 −lΛ(α) ∀α ∈ Λ′,

òàê êàê lΛ(α) = −∞, åñëè α ∈ S1 \ Λ′.
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Ïîëîæèì äëÿ âñåõ α èç S1

G(α) := {z ∈ Cp : <e 〈α, z〉p < HG(α)}.
Òàê êàê <e 〈α, z〉p < HG(α) ïðè ëþáûõ α ∈ G è α ∈ S1 è

TΛ = {z ∈ Cp : <e 〈α, z〉p < −lΛ(α) ∀α ∈ S1} =
= {z ∈ Cp : <e 〈α, z〉p < −lΛ(α) ∀α ∈ Λ′},

òî G ⊆ G[Λ′] :=
⋂

α∈Λ′ G(α) ⊆ TΛ = abc (1.1).
Ñëåäóÿ [144], íàçîâåì G[Λ′] ïîëÿðíîé îáîëî÷êîé îáëàñòè G îòíî-

ñèòåëüíî Λ′ . Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà ïðÿìî ñëåäóåò àíàëîã
íåêîòîðûõ òåîðåì îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè, ïîëó÷åííûõ ÿïîíñêèìè ìàòåìàòèêàìè
(ñì. [144, ñëåäñòâèå 3.2; 172, òåîðåìà 3.3]).

Òåîðåìà 1.19. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.20) è ðÿä (1.1) ñõî-
äèòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè G èç Cp, p > 1. Òîãäà ýòîò ðÿä àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå ïîëÿðíîé îáîëî÷êè G[Λ′] îáëàñòè G îòíîñè-
òåëüíî Λ′.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó òåîðåìû 1.12�1.18 èìåþòñÿ
â åãî ñòàòüå [160]. Êðîìå òîãî, îäíîìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû 1.12 áûë
ðàíåå ïîëó÷åí â ðàáîòå [41].

1.2.4. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàç-
äåëà, êîòîðûå ïðèãîäÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Ïðåäâàðèòåëüíî óñëîâèì-
ñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {λk}∞k=1 òî÷åê λk èç Cp îáîçíà-
÷àòü ñèìâîëîì EΛ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {exp〈λk, z〉p}∞k=1, à ñèìâîëîì
A1(EΛ, A(G)) (ñîîòâåòñòâåííî, ñèìâîëîì A2(EΛ, A(G)) � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {dk}∞k=1

òàêèõ, ÷òî ðÿä âèäà (1.1) ñõîäèòñÿ (ñîîòâåòñòâåííî, àáñîëþòíî ñõî-
äèòñÿ) â A(G). Ïðè j = 1, 2 ÷åðåç M j

Λ(A(G)) îáîçíà÷èì ìíîæå-
ñòâî âñåõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Aj(EΛ, A(G)), ò. å. âñåõ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {bk}∞k=1, äëÿ êîòîðûõ {bkdk}∞k=1 ∈
Aj(EΛ, A(G)), åñëè {dk}∞k=1 ∈ Aj(EΛ, A(G)).

Òåîðåìà 1.20. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü G èç Cp

ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk}∞k=1 òî-
÷åê λk èç Cp óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.20). Òîãäà ïðè j = 1, 2 ïðîñò-
ðàíñòâî Aj(EΛ, A(G)) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì TG,Λ âñåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé {ak}∞k=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.22), à ïðîñòðàíñ-
òâî M j

Λ(A(G)) � ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
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{bk}∞k=1, äëÿ êîòîðûõ

lim
k→∞

1
|λk|p ln |bk| 6 0. (1.26)

C Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.20, îòíîñÿùååñÿ ê îïèñàíèþ
ïðîñòðàíñòâ Aj(EΛ, A(G)), j = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì
òåîðåìû 1.12. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk}∞k=1 óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.26), à {ak}∞k=1 � ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç ìíîæåñòâà A := A1(EΛ, A(G)) = A2(EΛ, A(G)), òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {bkak}∞k=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.22) è ïîòîìó ïðèíàäëå-
æèò ïðîñòðàíñòâó A.

Ïóñòü òåïåðü {bk}∞k=1 ∈ M1
Λ(A(G)). Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {εk}∞k=1 òàêóþ, ÷òî εk ↓ 0, è ïîëîæèì äëÿ âñåõ
k > 1

ãk = exp
[−HG(ψ(λk)) · |λk|p + εk|λk|p

]
.

Î÷åâèäíî, ÷òî {ãk}∞k=1 ∈ A. Ïðè ýòîì

lim
k→∞

1
|λk|p ln |bkãk| = lim

k→∞

[
ln |bk|
|λk|p −HG(ψ(λk) + εk)

]
=

= lim
k→∞

[
1

|λk|p ln |bk| −HG(ψ(λk))
]

.

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ {bk}∞k=1 ∈ M1
Λ(G), òî {bkãk}∞k=1 ∈ A è ïî-

òîìó

0 > lim
k→∞

[
1

|λk|p ln |bkãk|+ HG(ψ(λk))
]

=

= lim
k→∞

1
|λk|p ln |bk|+ lim

k→∞

[
1

|λk|p ln |ãk|+ HG(ψ(λk))
]

=

= lim
k→∞

1
|λk|p ln |bk|.

Àíàëîãè÷íî, åñëè {bk}∞k=1 ∈M2
Λ(G), òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.26). B

1.2.5. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êî-
îðäèíàò âûïóêëàÿ îáëàñòü G â Cp ñ îïîðíîé ôóíêöèåé HG(ψ(λ)) íå
îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åíà â Cp. Ïóñòü {Gn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ îáëàñòåé â Cp òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ n > 1

0 ∈ Gn ⊆ Ḡn ⊆ Gn+1 ⊂ G =
∞⋃

m=1

Gm.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=1 òî÷åê λk èç Cp óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.20). Òàê êàê ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ èëè àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ â A(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðè âñåõ n > 1 ñõîäèò-
ñÿ (ñîîòâåòñòâåííî, àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ) â A(Gn), òî èç òåîðåìû 1.12
ïîëó÷àåì:

A1
G(EΛ, A(G)) = A2

G(EΛ, A(G)) = AG :=

:=
{

a = (ak)∞k=1 ∈ CN : ∀m > 1 lim
s→∞

[
ln |as|
|λs|p + HGm(ψ(λs))

]
6 0

}
.

Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ñîâîêóïíîñòü MΛ(A(G)) âñåõ
ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïðîñòðàíñòâà AG ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

D :=
{
{bk}∞k=1 ∈ CN : ∀m2 > 1 ∃m1 > 1

∣∣∣

lim
n→∞

[
ln |bn|
|λn|p + HGm2

(ψ(λn))−HGm1
(ψ(λn))

]
6 0

}
.

Ðàâåíñòâî D = MΛ(A(G)) íåòðóäíî âûâåñòè (ñ÷èòàÿ âûïîëíåí-
íûì óñëîâèå (1.20)) èç áîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [6, ñ. 8�9].
Îíî ñëåäóåò òàêæå èç ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ íèæå, â ðàç-
äåëå 1.3. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèå D ⊆ MΛ(A(G)) óñòàíàâëèâàåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíî.

Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè G � ëþáàÿ ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäè-
íàò âûïóêëàÿ (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííàÿ) îáëàñòü â Cp, p > 1,
ñ îïîðíîé ôóíêöèåé HG(z), òî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èç ïï. 1.1.1�
1.1.3, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî

A1
G(EΛ, A(G)) = A2

G(EΛ, A(G)) = BΛ
G,

ãäå
BΛ

G =
{

a = (ak)∞k=1 : ∀α ∈ S1 `Λ(α) 6 e−HG(α)
}

,

à µ = {µn}∞n=1 ∈ MΛ(A(G)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà `µ(α) 6 1 äëÿ
ëþáîãî α ∈ S1, åñëè HG(α) < +∞, è `µ(α) < +∞, åñëè HG(α) = +∞.
Íå îñòàíàâëèâàÿñü çäåñü íà äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ óòâåðæäåíèé, îò-
ìåòèì òîëüêî, ÷òî â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííûå
ïðåäñòàâëåíèÿ Aj

G(EΛ, A(G)), j = 1, 2, è MΛ(A(G)) áûëè ðàíåå ïîëó-
÷åíû äðóãèì ìåòîäîì â [6, ñ. 16].
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1.3. Äðóãîé êëàññ ìíîãîìåðíûõ ðÿäîâ ýêñïîíåíò

1.3.1. Äî ñèõ ïîð â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü ðÿäû (1.1).
Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ âñòðå÷àþòñÿ ðÿäû ýêñïîíåíò âèäà

∞∑

k1,k2,...,kp=1

dk1,...,kp exp
p∑

j=1

µ
(j)
kj

zj ; µ
(j)
kj
∈ C, j = 1, 2, . . . , p. (1.27)

Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, òàêèå ðÿäû èçó÷àëèñü â ðàáîòå [104].
Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà îäèí ðåçóëüòàò èç ýòîé ñòàòüè.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 [104, ëåììà 1]. Åñëè ðÿä (1.27) ñõîäèòñÿ â
ïîëèöèëèíäè÷åñêîé îáëàñòè D = D1 × · · · × Dp, ãäå Dj � âûïóê-
ëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé ôóíêöèåé hj(−ψ), ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî
êîîðäèíàò, è åñëè |µk|p →∞ ïðè |k|p :=

∑p
j=1 kj →∞, òî

lim
ln |dk1,...,kp |+ h(µk)

|µk|p 6 0, (1.28)

ãäå µk = (µ(1)
k , . . . , µ

(p)
kp

), h(ζ) := sup
z∈D

〈z, ζ〉p =
∑p

j=1 |ζs|hs(arg ζs).
Îáðàòíî, åñëè êîýôôèöèåíòû ðÿäà (1.27) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ (1.28) è åñëè
lim

|k|p→∞
ln |k|p
|µk|p = 0, (1.29)

òî ðÿä (1.27) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(D).
Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.29), òî ðàâíîñèëüíû òà-

êèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ðÿä (1.27) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî â D;
2) ðÿä (1.27) ñõîäèòñÿ â A(D);
3) ðÿä (1.27) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(D).
Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñì. â [104, ñ. 460�461].
1.3.2. Ïîçäíåå êðèòåðèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.27) â

ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ (â îñíîâíîì öåëûõ) ôóí-
êöèé áûëè àíîíñèðîâàíû â ñòàòüå [20]. Ìû íå ïðèâîäèì çäåñü ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ â îñíîâíîì (êðîìå îãðàíè÷åíèÿ íà îáùèé îáúåì êíèãè)
ïîòîìó, ÷òî ðÿä (1.27) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå T (G) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè G, G ⊆ Cp, ñ òîïîëî-
ãèåé, ìàæîðèðóþùåé òîïîëîãèþ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè â G, òîãäà
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è òîëüêî òîãäà, êîãäà â T (G) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ðÿä âèäà (1.1), ê
êîòîðîìó ðÿä (1.27) ñâîäèòñÿ ïîñëå íàäëåæàùåé ïåðåíóìåðàöèè åãî
÷ëåíîâ. Ýòó ïåðåíóìåðàöèþ ìîæíî îñóùåñòâèòü õîòÿ áû ñïîñîáîì,
óêàçàííûì ïðè p = 2 â [70] è ïðè p > 2 â [9]1. Èìåííî, êàæäî-
ìó òåêóùåìó èíäåêñó ñóììèðîâàíèÿ (k1, . . . , kp), ãäå 1 6 kj < ∞,
j = 1, 2, . . . , p, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííûé íîìåð
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m}∞m=1 òàêèì ïóòåì. Âíà÷àëå ðàñïîëàãàåì
ïîñëåäîâàòåëüíî áîëüøèå ãðóïïû èíäåêñîâ (k1, . . . , kp) ïî ïîðÿäêó
âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà |k|p =

∑p
s=1 ks. Äàëåå, âíóòðè êàæäîé òàêîé áîëü-

øîé ãðóïïû (ñ îäèíàêîâûì |k|p) ðàñïîëàãàåì òåêóùèå èíäåêñû ñóì-
ìèðîâàíèÿ (k1, . . . , kp) ïîñëåäîâàòåëüíî â âèäå ïîäãðóïï, â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ íîìåðà kp. Êàæäóþ òàêóþ ïîäãðóïïó (ñ îäèíàêîâûìè
|k|p è kp) íóìåðóåì ïî ïîðÿäêó âîçðàñòàíèÿ íîìåðà kp−1 è òàê äàëåå
(äî k1). Ïåðåíóìåðîâàííûé òàêèì ñïîñîáîì ðÿä (1.27) èìååò âèä (1.1)
è ê íåìó ïðèìåíèìû âñå ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû îá àáñîëþò-
íîé ñõîäèìîñòè.

1.3.3. Â ñëåäóþùåé ãëàâå âûâîäÿòñÿ êðèòåðèè àáñîëþòíîé ñõî-
äèìîñòè ðÿäà

∑∞
k=1 ckxk â îáùèõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ

H íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Φ (çäåñü ck ∈ Φ, xk ∈ H, k = 1, 2, . . .).
Ïðèìåíÿÿ îáùèå êðèòåðèè ê ðÿäó (1.1) ïðè p = 1 â ðàçëè÷-

íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èòü
èçëîæåííûå â [20, 104] ðåçóëüòàòû îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿ-
äà (1.27). Ñëåäóåò, îäíàêî, ïðèçíàòü, ÷òî îïèñàííàÿ âûøå ïåðåíóìå-
ðàöèÿ ðÿäà (1.27) è åãî ñâåäåíèå ê ðÿäó (1.1) ìîãóò îêàçàòüñÿ òåõíè-
÷åñêè äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè. Ïîýòîìó ìîæíî èçó÷àòü àáñîëþòíóþ
ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.27) è êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáúåêòà, íå ñâîäÿ åãî
ê ðÿäó (1.1).

1.4. Äîïîëíåíèå ê îäíîé òåîðåìå Ïîëèà

1.4.1. Ïóñòü G � îáëàñòü â C è Λ := (λk)∞k=1 � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì EΛ :=
(exp λkz)∞k=1. Îáîçíà÷èì äàëåå ñèìâîëîì spanEΛ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
EΛ, ò. å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç C) âñåõ ôóíêöèé èç EΛ. Åñëè åùå H � ÏÎËÂÏ,
ñîäåðæàùåå âñå ôóíêöèè èç EΛ, òî ñèìâîë (EΛ; H) áóäåò îáîçíà÷àòü
çàìûêàíèå spanEΛ ïî òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé â âåêòîðíîì ïðî-

1Ýòîò ñïîñîá ïåðåíóìåðàöèè èñïîëüçîâàëñÿ â [9, 70] ïðè èññëåäîâàíèè äðóãèõ
âîïðîñîâ.
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ñòðàíñòâå spanEΛ èç ïðîñòðàíñòâà H. Î÷åâèäíî, ÷òî (EΛ; A(G)) �
çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî A(G), èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íî, åñëè z0 ∈ G è H{z0} � ïðîñòðàíñòâî
âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ðîñòêîâ â òî÷êå z0 ñ òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî
ïðåäåëà

H{z0} = lim−→
0<r<∞

(A(Kr(z0)), Kr(z0) := {z : |z − z0| < r},

òî (EΛ; H{z0}) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî H{z0}, èíâàðèàíòíîå
îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Ïîëèà [170].
Òåîðåìà 1.21. Ïóñòü ÷èñëà λk òàêîâû, ÷òî

lim
n→∞

n

λn
= 0. (1.30)

Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ z0 èç C è r > 0 f(z) ∈ (EΛ;A(Kr(z0))). Òîãäà:
1) ïîëíàÿ (âåéåðøòðàññîâà) îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ Wf ôóíêöèè

f âûïóêëà;
2) f ∈ (EΛ;A(Wf )).
Çàìå÷àíèå. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, èç óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðå-

ìû 1.21 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà è îäíîçíà÷íà (ðåãóëÿð-
íà) â Wf .

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.30) è ðÿä
∞∑

k=1

akeλkz, ak ∈ C, k = 1, 2, . . . , (1.31)

ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîì êðóãå Kr(z0), ãäå z0 ∈ C, r ∈ (0, +∞). Òîãäà, åñ-
ëè V (z) � ñóììà ýòîãî ðÿäà (îïðåäåëåííàÿ ïåðâîíà÷àëüíî â Kr(z0)),
òî V (z) ðåãóëÿðíà â ñâîåé ïîëíîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ WV è ýòà
îáëàñòü âûïóêëà. Ïðè ýòîì V ∈ (EΛ; A(WV )).

Ñëåäñòâèå 2. Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèþ (1.30) lim
n→∞

ln n
λn

= 0, òî
ïî òåîðåìå Õèëëå 1.1 c (1.31) = abc (1.31) =: GV , ïðè÷åì îáëàñòü GV

âûïóêëà. ßñíî, ÷òî âñåãäà GV ⊆ WV .
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Ïîëèà è åå ñëåäñòâèå ïåðåñòàþò áûòü ñïðà-

âåäëèâûìè, åñëè óñëîâèå (1.30) çàìåíèòü ÷óòü ìåíåå æåñòêèì:

lim
n→∞

n

|λn| 6 ε, (1.32)

êàêèì áû ìàëûì íè áûëî ÷èñëî ε > 0.
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C ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì îäèí ïðèìåð. Ïóñòü
ε ∈ (0, 1) è λn = −n

ε äëÿ âñåõ n > 1. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä (1.31) ïðè-
íèìàåò òàêîé âèä:

∑∞
n=1 e−nz/ε. Äëÿ íåãî a = c = 0. Ïîëíàÿ îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà, ñîâïàäàþùàÿ ñ ïîëíîé îáëàñòüþ åãî àáñî-
ëþòíîé ñõîäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ Γ(0) = {z : <e z > 0},
à ñóììà ðÿäà V0(z) ðàâíà â Γ(0) 1

ez/ε−1
. Åñëè B0 := {z = i2πkε, k =

0,±1,±2, . . .}, òî ôóíêöèÿ V0(z) àíàëèòè÷íà è îäíîçíà÷íà â îáëàñòè
WV0 = C \B0. Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà zk = i2πkε ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
ïîëþñîì V0 è ïîëíàÿ îáëàñòü WV0 ñóùåñòâîâàíèÿ V0(z) íåâûïóêëà
(äàæå áåñêîíå÷íîñâÿçíà).

Íåòðóäíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî V0 /∈ (EΛ; A(WV0)). Òàêèì îáðàçîì,
ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.21 (è ïîäàâíî ñàìà òåîðåìà) ïåðåñòàåò áûòü
ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå óñëîâèÿ (1.30) íà (1.32). B

Òåîðåìà Ïîëèà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óñëîâèè (1.30) ëþáàÿ ôóíê-
öèÿ f èç (EΛ; Kr(z0)) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó (EΛ;A(Wf )), ò. å.
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ àãðåãà-
òîâ ýëåìåíòîâ èç EΛ, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ê f âíóòðè îáëàñòè
Wf . Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â [170] íå ñîäåðæèò êîí-
ñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýôôåêòèâíûé
ñïîñîá àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè f èç Kr(z0) â Wf áûë
óêàçàí À. Ô. Ëåíòüåâûì [100], êîòîðûé â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç áîëåå
îáùåãî ðåçóëüòàòà óñòàíîâèë, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû Ïîëèà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ n−1∑

k=1

ak,nζn(λk) exp λkz

}∞

n=2

ñõîäèòñÿ ê f â A(Wf ). Çäåñü

ζ(λ) :=
∞∏

k=1

(
1− λ2

(λk)2

)
, ζn(λ) =

∞∏

k=n

(
1− λ2

(λk)2

)
,

è â ñèëó èçâåñòíûõ â òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé òåîðåì Áîðåëÿ è Ëèíäå-
ëåôà (ñì., íàïðèìåð, [100, ãë. I] èëè [98, ãë. I]) ôóíêöèè ζ(λ) è ζn(λ)
ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó [1, 0] âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ìèíèìàëüíîãî
(ò. å. íóëåâîãî) òèïà ïðè ïîðÿäêå 1.

1.4.2. Â ñâÿçè ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè Ã. Ïîëèà è À. Ô. Ëåoíòüå-
âà âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ: ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ (êðî-
ìå (1.30)) óñëîâèÿõ êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç (EΛ; H{z0}), z0 ∈ C, ïðåä-
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ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà âèäà (1.31), ñõîäÿùåãîñÿ â A(Wf ). Ïðèâå-
äåì âíà÷àëå îäèí èçâåñòíûé ðåçóëüòàò, ïðîÿñíÿþùèé ñìûñë óñëî-
âèÿ (1.30).

Ëåììà 1.4. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
a) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.30);
b) â êëàññå [1, 0] åñòü õîòÿ áû îäíà îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî

íóëÿ ôóíêöèÿ y0(z), äëÿ êîòîðîé y0(λk) = 0, k = 1, 2, . . .;
c) ñèñòåìà EΛ íåïîëíà â A(G), êàêîâà áû íè áûëà âûïóêëàÿ îá-

ëàñòü G â C;
d) ñèñòåìà EΛ íåïîëíà â H{0}.
C Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ýòîé

ëåììû. Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}∞k=1

íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â ëèíåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå E, åñ-
ëè çàìûêàíèå (ïî òîïîëîãèè E) åå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñîâïàäàåò
ñ E. Èìïëèêàöèÿ b) ⇒ a) ïðÿìî ñëåäóåò èç [100, òåîðåìà 1.1.2]
ïðè ρ = 1, σ = 0. Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.30) è
ζ(λ) :=

∏∞
k=1

(
1− λ2

λ2
k

)
, òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ íåäàâíî

óïîìèíàâøèõñÿ òåîðåì Áîðåëÿ è Ëèíäåëåôà, ôóíêöèÿ ζ(λ) ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó [1, 0], ïðè÷åì äëÿ âñåõ k > 1 y(λk) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
a) ⇒ b) è, òàêèì îáðàçîì, a) ⇔ b).

Ñîîòíîøåíèå b) ⇔ d) âûòåêàåò èç èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ Áàíàõà
ïîëíîòû è èç ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíê-
öèîíàëà ψ(y) íà H{0} â âèäå ψ(y) = ψg(y) =

∑∞
k=0 g(k)(0)y(k)(0)

k! , ãäå
g � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç [1, 0].

Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû z = w + z0 óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî
óòâåðæäåíèå c) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó, ôîðìàëüíî áîëåå ñëàáîìó,
óñëîâèþ:

c1) ñèñòåìà EΛ íåïîëíà â A(G), ãäå G � ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü,
ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî d) ⇒ c1). Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïó-
ñòèì, ÷òî íàéäåòñÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü G1 òàêàÿ, ÷òî O ∈ G1 è EΛ

ïîëíà â A(G1). Åñëè r := ρ(O, ∂G1), òî r > 0 è EΛ ïîëíà â A(Kr),
ãäå

Kr := Kr(0) = {z : |z| < r}.
Â ÷àñòíîñòè, zn ∈ (EΛ; A(Kr)) è ïîäàâíî zn ∈ (EΛ; H{0}) äëÿ
âñåõ n > 0. Òàê êàê ñèñòåìà ñòåïåíåé {zn}∞n=0 ñîñòàâëÿåò áàçèñ
â ïðîñòðàíñòâå H{0} è ïîäàâíî ïîëíà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, òî
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(EΛ; H{0}) ⊇ span{zn} = H{0} (çàìûêàíèå áåðåòñÿ ïî òîïîëîãèè
H{0}). Îòñþäà (EΛ; H{0}) = H{0}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäå-
íèþ d).

Ïóñòü, íàêîíåö, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå c1). Òîãäà EΛ � íåïîë-
íàÿ ñèñòåìà â A(Kr) äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, +∞). Èç êðèòåðèÿ Áàíàõà
ïîëíîòû è ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèî-
íàëà ψ(y) íà A(Kr) â âèäå ψ(y) =

∑∞
k=0 h(k)(0)y(k)(0)

k! , ãäå h � ëþáàÿ
öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ìåíüøåãî r, ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî σ > 0 ñóùåñòâóåò fσ ∈ [1, r): fσ(λn) = 0, n = 1, 2, . . . , ïðè-
÷åì ôóíêöèÿ fσ îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Ïî òåîðåìå 1.1.2
èç [100] lim

k→∞
k
|λk| 6 eσ. Óñòðåìëÿÿ σ > 0 ê íóëþ, ïðèõîäèì ê (1.30).

Èòàê, a) ⇔ b) ⇔ d) ⇒ c1) ⇒ a). B
Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.30) è êàêàÿ-ëèáî

ôóíêöèÿ V (z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè G èç C ðÿäîì
âèäà (1.31) V (z) =

∑∞
k=1 bkeλkz, ñõîäÿùèìñÿ â A(G), òî ýòî ïðåä-

ñòàâëåíèå (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ÷èñëà λk ïîïàðíî ðàçëè÷íû)
åäèíñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî 0 =

∑∞
k=1 dkeλkz äëÿ

ëþáîãî z ∈ G, ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ â A(G). Åñëè λ1 6= 0, ïîëîæèì
L0(λ) :=

∏∞
k=1

′ (1− λ2

λ2
k

)
, ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì òåì íîìå-

ðàì k > 1, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà λ2
k ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Åñëè æå λ1 = 0,

òî ïîëàãàåì L0(λ) := λ
∏∞

k=2
′ (1− λ2

λ2
k

)
. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ L0 ∈ [1, 0].

Çàôèêñèðóåì k0 > 1 è ïîëîæèì L(k0)(λ) := L0(λ)
λ−λk0

. Ïî òåîðåìå î
êàòåãîðèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [98]) L(k0)(λ) =

∑∞
m=0 γmλm ∈ [1, 0].

Ïóñòü L(k0)(D)y :=
∑∞

m=0 γmy(m)(z). Òîãäà, ñîãëàñíî [170],
L(k0)(D) � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â A(G) è äëÿ ëþáîãî z
èç G

0 = L(k0)(D)
( ∞∑

k=1

dkeλkz

)
= dk0 L(k0)(λk0) eλk0z.

Ïðè ýòîì L(k0)(λk0) = L′(λk0) 6= 0, îòêóäà dk0 = 0 äëÿ ëþáîãî
k0 > 1.

1.4.3. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëü-
òàò ðàçäåëà 1.4, îïèøåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà H{z0},
z0 ∈ C. Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð (TV )(z) := V (z− z0) óñòà-
íàâëèâàåò èçîìîðôèçì (è àëãåáðàè÷åñêèé, è òîïîëîãè÷åñêèé) ìåæäó
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LN∗-ïðîñòðàíñòâàìè1 H{0} è H{z0}( ñì., íàïðèìåð, îáçîð [137] èëè
êíèãó [122]). Ïðè ýòîì WV = WTV

− z0 äëÿ ëþáîãî V ∈ H{0} è
îáëàñòè WV è WTV îäíîâðåìåííî âûïóêëû èëè íåò. Êðîìå òîãî,

T (span EΛ) = span EΛ.

Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî ëèíåéíàÿ çàìåíà z = t + z0 íå ìåíÿåò âèäà ðÿ-
äà (1.31), ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ëþáóþ ôóíêöèþ f èç H{0} ìîæíî ïðåäñòàâèòü (åäèíñòâåííûì
îáðàçîì) â âèäå ðÿäà (1.31), ñõîäÿùåãîñÿ â A(Wf );

2) ïðè âñåõ z0 ∈ C ëþáóþ ôóíêöèþ f èç H{z0} ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü (åäèíñòâåííûì îáðàçîì) â âèäå ðÿäà (1.31), ñõîäÿùåãîñÿ â
A(Wf );

3) ñóùåñòâóåò òàêîå z0 ∈ C, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f èç H{z0} ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ (åäèíñòâåííûì îáðàçîì) â âèäå ðÿäà (1.31), ñõîäÿùåãîñÿ
â A(Wf ).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç ðàáîò [38, 95],
èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâå áëèæàéøåé òåîðåìû. Ïóñòü E � ëè-
íåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îò îä-
íîãî êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ýëåìåíòû âèäà zkeλz, λ ∈ C, k > 0,
ïðèíàäëåæàùèå E, íàçûâàþòñÿ îäíî÷ëåíàìè Äèðèõëå èç ïðîñòðàí-
ñòâà E. Ïîäïðîñòðàíñòâî H ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàþò èíâàðèàíò-
íûì (ñîãëàñíî [95]), åñëè îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ: äëÿ âñåõ g ∈ H g′(z) ∈ H. Ñïåêòðîì èíâàðèàíòíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà H èç E íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïàð (λα, nα)
òàêèõ, ÷òî zmeλαz ∈ H, êîãäà 0 6 m 6 nα − 1, íî znαeλαz /∈ H.
Ñïåêòð âèäà (λα, 1), α ∈ Ω, íàçûâàþò ïðîñòûì.

Äàëåå, ãîâîðÿò [95], ÷òî H äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â E,
åñëè H ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì (â òîïîëîãèè E) ëèíåéíîé îáîëî÷êè
âñåõ îäíî÷ëåíîâ Äèðèõëå èç H. Íàêîíåö, ïîäïðîñòðàíñòâî H íàçû-
âàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì E, åñëè îíî íåïóñòî è íå
ñîâïàäàåò ñ E.

Óñòàíîâèì åùå ïàðó ïðîñòûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ëåììà 1.5. Åñëè ñèñòåìà EΛ, â êîòîðîé âñå ïîêàçàòåëè λk ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íû, íåïîëíà â H{0}, òî â (EΛ; H{0}) íåò íè îäíîãî
îäíî÷ëåíà Äèðèõëå, îòëè÷íîãî îò eλmz, m = 1, 2, . . .

1Â òåðìèíîëîãèè Ñåáàøòüÿíà-è-Ñèëâû [129] LN∗-ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííèé èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B-ïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç
êîòîðûõ âëîæåíî âïîëíå íåïðåðûâíî â ïîñëåäóþùåå.
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C Ïóñòü ñóùåñòâóåò k1 > 1 òàêîå, ÷òî zeλk1z ∈ (EΛ;H{0}). Òîãäà
íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

{∑mn

k=1 ak,neλkz
}∞

n=1
, ñõîäÿùàÿñÿ

ê zeλk1z â H{0}:

zeλk1 = lim
n→∞

( mn∑

k=1

ak,neλkz

)
. (1.33)

Ïîëîæèâ ζ(λ) = L0(λ) =
∑∞

m=0 βmλm, ãäå L0(λ) � ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ â êîíöå ïóíêòà 1.4.2, è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ζ(λ) ∈ [1, 0],
ïîëó÷àåì èç (1.33): ζ(D)(zeλk1z) = 0. Íî

ζ(D)(zeλk1z) =
∞∑

m=0

βm(λk1)
meλk1zz +

∞∑
m=0

βmm(λk1)
m−1eλk1z =

= zeλk1zζ(λk1) + eλk1zζ ′(λk1) = ζ ′(λk1)e
λk1z 6= 0 ∀ z ∈ C.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàê æå, èñïîëüçóÿ òó æå ôóíêöèþ ζ(λ),
óñòàíàâëèâàåì, ÷òî åñëè µ 6= λk, k = 1, 2, . . . , òî eµz /∈ (EΛ;H{0}). Íà-
êîíåö, ñ ïîìîùüþ òåõ æå ðàññóæäåíèé ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè m > 1
è α ∈ C, òî zm eαz /∈ (EΛ; H{0}). B

Ëåììà 1.6. Åñëè èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à

y(λk) = dk, k = 1, 2, . . . ; 0 6 |λ1| 6 |λ2| 6 . . . 6 |λk| 6 . . . ;

λk 6= λm ïðè k 6= m,
(1.34)

ðàçðåøèìà â êëàññå [1, 0] äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dk}∞k=1

òàêîé, ÷òî
lim

k→∞
1
|λk| ln |dk| 6 0, (1.35)

òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.30).
C Ïóñòü ôóíêöèÿ y1(z) èç [1, 0] � ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé

çàäà÷è
y1(λm) = 0, m = 2, 3, . . . ; y1(λ1) = 1.

Ïóñòü åùå y2(λ) := (λ− λ1)y1(λ). Òîãäà y2 ∈ [1, 0] è y(λs) = 0, s > 1.
Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü âñå òó æå òåîðåìó 1.1.2 èç [100]. B

1.4.4. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ðàçäåëà 1.4.
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Òåîðåìà 1.22. Ïóñòü Λ = {λk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è EΛ := {exp λkz}∞k=1. Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

a) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.30) è ëþáóþ ôóíêöèþ f èç (EΛ;H{0})
ìîæíî ïðåäñòàâèòü (åäèíñòâåííûì îáðàçîì) â âèäå ðÿäà (1.31), ñõî-
äÿùåãîñÿ â A(Wf );

b) èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (1.34) ðàçðåøèìà â [1, 0] äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dk}∞k=1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (1.35).

C Ïðèñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû, çàìåòèì ïðåæäå
âñåãî, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå 1.6 b) ⇒ (1.30). Ïîýòîìó ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ñîîòíîøåíèÿ a) ⇔ b) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå (1.30) âû-
ïîëíåíî. Ïðèâåäåì òåïåðü îäèí ðåçóëüòàò èç ðàáîòû [38], êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 27 èç [38], êîãäà ôèãóðèðóþùåå
â ýòîé òåîðåìå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî D ñîâïàäàåò ñ íà÷à-
ëîì êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 1.23 [38]. Ïóñòü H � íåòðèâèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî H{0} ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì {(λn, 1)}∞n=1, ãäå λn 6= λm

ïðè n 6= m. Äëÿ òîãî ÷òîáû êàæäóþ ôóíêöèþ f èç H ìîæíî áûëî
ïðåäñòàâèòü (åäèíñòâåííûì îáðàçîì) â âèäå ðÿäà (1.31), ñõîäÿùåãîñÿ
(ê ñóììå f) â A(Wf ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåðïîëÿöè-
îííàÿ çàäà÷à (1.34) áûëà ðàçðåøèìà â [1, 0] äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {dk}∞k=1 ñî ñâîéñòâîì (1.35).

Ïîëîæèâ â òåîðåìå 1.23 H = (EΛ;H{0}) è èñïîëüçóÿ åùå ëåì-
ìó 1.6, íàõîäèì, ÷òî a) ⇔ b). B

1.4.5. Îáðàùàÿñü ê èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷å (1.34), îòìåòèì,
÷òî ñîãëàñíî [12] îíà èìååò ðåøåíèå â êëàññå [1, 0] äëÿ ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {dk}∞k=1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (1.35), òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.30) è, êðîìå òîãî,
êîãäà

lim
k→∞

lnΨδ
k 6 0 ∀ δ ∈ (0, 1), (1.36)

ãäå Ψδ
k :=

∏
j

∣∣∣1− λj

λk

∣∣∣ è ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî òåì j 6= k, äëÿ êî-

òîðûõ |λj − λk| 6 δ|λk|. Êàê ñëåäóåò èç ðàáîò [13, 19], óñëîâèå (1.36)
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

lim
δ→0

lim
k→∞

1
|λk|

δ|λk|∫

0

[n(λk, t)− 1]
t

dt = 0, (1.37)
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â êîòîðîì n(µ, t) � ÷èñëî òî÷åê èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ëåæàùèõ
â êðóãå |z − µ| 6 t. Ýòî ïîçâîëÿåò âûâåñòè èç òåîðåìû 1.22 òàêîé
ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Λ = {λk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ïóñòü EΛ := {expλkz}∞k=1. Òîãäà
óòâåðæäåíèå a) òåîðåìû 1.22 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (1.37) è (1.30).

Ìîæíî óêàçàòü îäíî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîå óñëîâèå, îáåñïå÷è-
âàþùåå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.37). Ïóñòü φ(t) � îïðåäåëåííàÿ íà
[0,+∞) ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî φ(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1); φ(1) = γ > 0;
φ(t) ↑ +∞ íà [1, +∞), φ(t) íåïðåðûâíà íà [1,+∞) è lim

t→+∞
t

φ(t) < ∞.
Ïóñòü, äàëåå, ψ(t) � îáðàòíàÿ ê φ(t) ôóíêöèÿ (åñëè ôóíêöèþ φ(t)
ðàññìàòðèâàòü íà [1, +∞)), îïðåäåëåííàÿ, ìîíîòîííàÿ è íåïðåðûâ-
íàÿ íà [γ, +∞). Òîãäà ñóùåñòâóåò B < +∞ òàêîå, ÷òî

ψ(t) 6 Bt ∀ t > 1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

d := inf
{ |λn − λm|

φ(n−m)
: n,m > 1, n 6= m

}
> 0. (1.38)

Åñëè s 6= m è |λm−λs| 6 t, òî φ(s−m) 6 t/d. Îòñþäà äëÿ âñåõ t > dγ

n(λm, t) 6 2ψ(t/d).
Åñëè m > N0, òî

δ|λm|∫

0

[n(λm, t)− 1]
t

dt =

δ|λm|∫

dγ

[n(λm, t)− 1]
t

dt <

δ|λm|∫

dγ

n(λm, t)
t

dt 6

6 2

δ|λm|∫

dγ

ψ( t
d )
t

dt 6 2Bδ|λm|
d

,

è óñëîâèå (1.37) âûïîëíåíî.
Â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè φ(t) ìîæíî, íàïðèìåð, âçÿòü ôóíêöèþ

φ(t) = 0, 0 6 t < 1; φ(t) = ct èëè
φ(t) = ct ln(t + β), β > 0, 1 6 t < +∞.
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1.4.6. Âîçâðàùàÿñü ê òåîðåìå 1.22, çàìåòèì, ÷òî èç ñïðàâåäëèâî-
ñòè óòâåðæäåíèÿ a) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.30): lim

n→∞
ln n
λn

= 0.
Èç òåîðåìû Õèëëå ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå c (1.31) = abc (1.31) äëÿ
ëþáîãî ðÿäà (1.31). Äàëåå, òàê êàê óòâåðæäåíèÿ b) è a) ðàâíîñèëü-
íû, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè V èç (EΛ; H{0}) íàéäåòñÿ ðÿä âèäà (1.31)
òàêîé, ÷òî

V (z) =
∞∑

k=1

akeλkz ∀ z ∈ WV , (1.39)

è ðÿä ñõîäèòñÿ â A(WV ). Íî òîãäà äëÿ ýòîãî ðÿäà

abc (1.39) ⊆ c (1.39) ⊆ Wv ⊆ c (1.39),

îòêóäà Wv = c (1.39) = abc (1.39). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óñèëèòü
òåîðåìó 1.22 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.24. Åñëè Λ := (λk)∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

A) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.30) è (1.37);
B) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.30); äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç ìíîæå-

ñòâà (EΛ; H{0}) åå ïîëíàÿ âåéåðøòðàññîâà îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ
Wf âûïóêëà è èìååòñÿ (åäèíñòâåííûé) ðÿä âèäà (1.1), êîòîðûé ñõî-
äèòñÿ â A(Wf ), ïðè÷åì åãî ñõîäèìîñòü � àáñîëþòíàÿ, à ñóììà ðÿäà
ðàâíà f(z).

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1.22 è 1.24 äîêàçàíû áåç èñïîëüçîâàíèÿ
òåîðåìû Ïîëèà 1.21. Ïîýòîìó òåîðåìà 1.24 ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì
ðåçóëüòàòîì, äîïîëíÿþùèì òåîðåìó 1.21.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè {λk}∞k=1

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.38), â êîòîðîì ψ � ôóíêöèÿ, ââåäåííàÿ
âûøå, è ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.30). Òîãäà ïîëíàÿ îáëàñòü ñó-
ùåñòâîâàíèÿ WV ëþáîé ôóíêöèè V èç (EΛ;H{0}) âûïóêëà è èìååòñÿ
ðÿä âèäà (1.31), êîòîðûé ñõîäèòñÿ â A(WV ) è ñóììà êîòîðîãî â WV

ðàâíà V .
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà

{λk}, k > 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.30) è (1.37). Ïóñòü, äàëåå,
ðÿä (1.31) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîì êðóãå Kr(z0), z0 ∈ C, r > 0. Òîãäà
ïîëíàÿ îáëàñòü W ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîãî ðÿäà âûïóêëà, à ñàì ðÿä
ñõîäèòñÿ â A(W ).

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà
{λk}, k > 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.30) è (1.37). Ïóñòü, äàëåå,
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ïîëíàÿ îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.31) íåïóñòà. Òîãäà, åñëè V (z) �
ñóììà ðÿäà (1.31) â îáëàñòè c (1.31) = abc (1.31), òî ðÿä (1.31) ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè WV , òàê ÷òî WV = c (1.31) = abc (1.31),
è êàæäàÿ òî÷êà íà ãðàíèöå ïîëíîé îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.31)
ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ åãî ñóììû.

1.4.7. Òåîðåìû 1.22 è 1.24 ïî ñâîåìó õàðàêòåðó íàõîäÿòñÿ â ðóñëå
òåìàòèêè, â ñâîå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàâøåéñÿ À. Ô. Ëåîí-
òüåâûì, åãî ó÷åíèêàìè è ïîñëåäîâàòåëÿìè: îïèñàíèå ñâîéñòâ ïðå-
äåëüíîé ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòàâëåííîé èç ëèíåéíûõ àã-
ðåãàòîâ ñèñòåìû ýêñïîíåíò {expλkz}∞k=1 â A(G), â ñëó÷àå, êîãäà ýòà
ñèñòåìà íåïîëíà â A(G) (ñì., íàïðèìåð, [100, 102], ãäå äëÿ äðóãèõ
àíàëèòè÷åñêèõ ñèòóàöèé è äðóãèì ìåòîäîì, ÷åì èçëîæåííûé â äàí-
íîì ðàçäåëå, ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ýêñïîíåíò è ïîëèíîìîâ èç ýêñïîíåíò).

×òî æå êàñàåòñÿ ñëåäñòâèÿ 2 òåîðåìû 1.24, òî â íåé óêàçûâàþòñÿ
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (à èìåííî, óñëîâèÿ (1.30) è (1.37)), ïðè êîòîðûõ
èç ñõîäèìîñòè ðÿäà âèäà (1.31) â êàêîì-ëèáî êðóãå Kr(z0) ñëåäóåò
åãî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü âíóòðè ïîëíîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ
åãî ñóììû. Çäåñü îñòàåòñÿ íåðåøåííûì òàêîé, íà íàø âçãëÿä, èíòå-
ðåñíûé âîïðîñ: êàêîå óñëîâèå (ïðè âûïîëíåíèè (1.30)) áóäåò íåîáõî-
äèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ëþáîé ðÿä (1.31), ñõîäÿùèéñÿ
â êàêîì-ëèáî êðóãå Kr(z0), ñõîäèëñÿ â A(Wf ), ãäå Wf � âåéåðøòðàñ-
ñîâà îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ åãî ñóììû f (î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óñëîâèå
äîëæíî áûòü íå ñèëüíåå, ÷åì (1.37)).

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåíèå 2 ðàáîòû [63] óòâåðæäà-
åò, ÷òî òàêèì íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì (äîïîëíèòåëü-
íûì ê (1.30)) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (1.37). Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòî-
ãî ïðåäëîæåíèÿ ñîäåðæèò ¾ïðîêîë¿. Èìåííî, êîãäà â [63] ââîäèò-
ñÿ ïðîñòðàíñòâî TR âñåõ ðÿäîâ âèäà (1.31), ñõîäÿùèõñÿ â A(KR),
òî îòìå÷àåòñÿ (ñîâåðøåííî ïðàâèëüíî), ÷òî äëÿ ëþáîãî r èç (0, R)
TR � èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâî (EΛ; A(KR(r)) ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì {(λn, 1)}∞n=1. Êðîìå òîãî,
ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåòñÿ, íî íå äîêàçûâàåòñÿ (õîòÿ è èñïîëüçóåò-
ñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå), ÷òî TR äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â
A(KR(r)), ò. å. çàìêíóòî â A(KR(r)). Ìåæäó òåì, çàìêíóòîñòü TR

íå òîëüêî íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå, íî è âûçûâàåò îïðåäåëåííûå
ñîìíåíèÿ.

Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå îáùèå èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ êàæäàÿ òî÷êà íà ãðàíèöå (íåïó-
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ñòîé) ïîëíîé îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.31) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ
åãî ñóììû, óêàçàíû â ñëåäñòâèè 3 òåîðåìû 1.24.

1.4.8. Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ýòî ñëåäñòâèå. Ïóñòü
÷èñëà µn, n ∈ N, ïîëîæèòåëüíû è ïîïàðíî ðàçëè÷íû, λn = iµn,
lim

n→∞
n

µn
= 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âàëèðîíà (ñì., íàïðèìåð, [100, ñ. 115])

ðÿä (1.31) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè Π(D) := {z : =m z >
D} è ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ïîëóïëîñêîñòè Π−(D) := {z :
=m z < D}:

c (1.31) = abc (1.31) = Π(D), D := lim
n→∞

1
µn

ln |an|.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ L0(λ) =
∏∞

n=1

[
1 +

(
λ

µn

)2 ]

è ïîëîæèì δ1 = lim
m→∞

1
µm

ln 1
|L′0(µm)| . ßñíî, ÷òî L0(λ) ∈ [1, 0]. Êàê îò-

ìå÷àëîñü ðÿäîì àâòîðîâ, óñëîâèå (1.37) â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíåíî,
åñëè δ1 = 0.

Èç ñëåäñòâèÿ 3 òåîðåìû 1.24 ïîëó÷àåì [100, 145]:
Òåîðåìà 1.25 (Â. Áåðíøòåéíà). Ïóñòü äëÿ ðÿäà (1.31)

λn = iµn, µn > 0, n = 1, 2, . . . ; δ1 = 0 è lim
n→∞

n

µn
= 0.

Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà z, äëÿ êîòîðîé =m z = lim
n→∞

1
µn

ln |an|, ÿâëÿåòñÿ
îñîáîé äëÿ ñóììû ðÿäà (1.31).

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèå 3 òåîðåìû 1.24 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê îáîáùåíèå (íà êîìïëåêñíûå ïîêàçàòåëè λn) òîëüêî ÷òî ïðèâå-
äåííîé òåîðåìû Â. Áåðíøòåéíà.

1.4.9. Ïðèâåäåì åùå îäèí ðåçóëüòàò, âûòåêàþùèé èç òåîðå-
ìû 1.22. Ïóñòü a(λ) =

∑∞
k=0 akλk ∈ [1, 0] è Ly = a(D)y :=∑∞

k=0 aky(k)(z) � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ñèìâî-
ëîì (õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé) a(λ). Êàê óñòàíîâëåíî Ïîëèà è
Âàëèðîíîì [170, 178], îïåðàòîð L íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå A(G),
ãäå G � ëþáàÿ îáëàñòü â C. Äàëåå, åñëè z0 ∈ C è V (z) � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (Ly)(z) = 0 èç H({0}), óäîâëåòâîðÿþùåå åìó â íåêîòîðîì
êðóãå Ks(0), òî ôóíêöèÿ V âñþäó îäíîçíà÷íà è åå ïîëíàÿ (âåéåð-
øòðàññîâà) îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ WV âûïóêëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âñå íóëè λk ôóíêöèè a(λ) � ïðîñòûå. Òîãäà, êàê èçâåñòíî èç òåîðèè



1.4. Äîïîëíåíèå ê îäíîé òåîðåìå Ïîëèà 57

öåëûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [98] èëè [100]), lim
n→∞

n
λn

= 0. Êðîìå
òîãî, â òåõ æå ðàáîòàõ [170, 178] ïîêàçàíî, ÷òî

V ∈ (EΛ; A(WV )) ⊆ (EΛ;H({0})), EΛ =
{
eλkz

}∞
k=1

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû î÷åâèäíî, ÷òî åñëè y ∈ (EΛ;H({0})), òî â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà L èìååì: (Ly)(z) = 0, |z| < η(y). Òàêèì
îáðàçîì,

(EΛ; H({0})) = L−1
0 (0) := {y ∈ H{0}, (Ly)(z) = 0, |z| 6 η(y)}.

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1.22 ïîëó÷àåì òàêîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.26. Ïóñòü a(λ) � ôóíêöèÿ èç êëàññà [1, 0] ñ ïðîñòûìè

íóëÿìè {λn}∞n=1. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:
1) ëþáàÿ ôóíêöèÿ y èç L−1

0 (0) âñþäó îäíîçíà÷íà, åå ïîëíàÿ îá-
ëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ Wy âûïóêëà è ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííûé) àá-
ñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â A(Wy) ðÿä âèäà (1.1) c ñóììîé, ðàâíîé y;

2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.37).
1.4.10. Ïåðåõîäÿ ê ìíîãîìåðíûì àíàëîãàì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-

íûõ â ýòîì ðàçäåëå, îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ïåðåíîñîì íà p ïåðåìåííûõ
ñëåäñòâèÿ 3 òåîðåìû 1.24. Ïðè ýòîì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè f îò p êîìïëåêñíûõ ïåðåìåí-
íûõ â òîì âèäå, êàê îíî èçëîæåíî â [136, ãë. 1, � 6, ïï. 1�3]. Åñëè
D � îáëàñòü â Cp, òî ïîä àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D ôóíêöèåé f
(f ∈ A(D)) ïîíèìàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîé îáëàñòè
ôóíêöèÿ. Äàëåå, åñëè ïðè k = 1, 2 Dk � îáëàñòü â Cp òàêàÿ, ÷òî
D1 ⊂ D2, fk ∈ A(Dk) è f2(z) = f1(z) äëÿ âñåõ z ∈ D1, òî ãîâîðÿò, ÷òî
f2 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì f1 èç îáëàñòè D1 â (íà)
îáëàñòü D2. Ïóñòü òåïåðü îáëàñòè D1 è D2 ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåïóñòîé
îáëàñòè G2 è, åñëè D := D1 ∪D2, òî

∃ f ∈ A(D), ∃ fk ∈ A(Dk), k = 1, 2 : f
∣∣
D1

= f1, f
∣∣
D2

= f2.

Òîãäà ôóíêöèÿ f2 íàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì
ôóíêöèè f1 íà îáëàñòü D2 (â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè íåïîñðåä-
ñòâåííîå ïðîäîëæåíèå îäíîçíà÷íî â D è îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ¾öåïü¿ Γ(Dk, fk)m
k=1, ãäå fk ∈ A(Dk) äëÿ âñåõ

k 6 m, êàæäàÿ îáëàñòü Dk ïåðåñåêàåòñÿ ñ Dk+1 ïî íåïóñòîé îáëà-
ñòè Gk è ôóíêöèÿ fk+1 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì
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ïðîäîëæåíèåì fk íà îáëàñòü Dk+1 (k = 1, 2, . . . , m). Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ fm+1 íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì íà÷àëüíî-
ãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà f1 íà îáëàñòü Dm+1 (â ðåçóëüòàòå òà-
êîãî ïðîäîëæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f0 èç A(

⋃m+1
k=1 Dk)). Èñõîäÿ

èç íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà (D1, f1) è îñóùåñòâëÿÿ âñå âîçìîæíûå àíà-
ëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ ïî ¾öåïÿì¿ (â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ àíàëè-
òè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ âäîëü êóñî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ ñ íà÷àëüíîé
òî÷êîé z1 ∈ D1 (ñì. îá ýòîì [136, ãë. 1, � 6, ï. 2]), ïîëó÷èì íåêî-
òîðóþ îáëàñòü B è îïðåäåëåííóþ â íåé ôóíêöèþ f (óæå íå îáÿçà-
òåëüíî îäíîçíà÷íóþ, íî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîçíà÷íóþ [136]), êîòîðóþ
íàçûâàþò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ z1, . . . , zp â îáëàñ-
òè B.

Òî÷êà M ∈ Cp íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé, åñëè èìååòñÿ ïóòü L (íà-
ïðèìåð, êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ) ñ íà÷àëîì â z1, âäîëü êîòîðîãî íà-
÷àëüíóþ ôóíêöèþ f1(z) èç A(D1) ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü
èç D1 â íåêîòîðóþ îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ M .

Ïðè ýòîì ïóòè L1 è L2 (ñ îäíèì è òåì æå íà÷àëîì â z1 è êîíöîì
â M1) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ôóíêöèè fm1(z) è fm2(z),
ïîëó÷àþùèåñÿ íà êîíöå ïóòè, ñîâïàäàþò (â îáùåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ).

Åñëè îáëàñòü B � ñîâîêóïíîñòü âñåõ äîñòèæèìûõ òî÷åê, è áå-
ðóòñÿ âñå ãîëîìîðôíûå ýëåìåíòû, âîçíèêàþùèå ïðè ïðîäîëæåíèè
(èç z1) ïî âñåì íåýêâèâàëåíòíûì ïóòÿì, òî òàê ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ
(â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íàÿ) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé f , à îáëàñòü B � ïîëíîé (âåéåðøòðàññîâîé) îáëàñòüþ Wf

ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè f .
Ââåäåì åùå îïðåäåëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìåðíîé ñèòóàöèè.

Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
{λn}∞n=1 :

a) ýôôåêòèâíîé ïî Ïîëèà (èëè P -ýôôåêòèâíîé), åñëè èç ñõîäè-
ìîñòè êàêîãî-ëèáî ðÿäà (1.31) â êðóãå Kr(z0), z0 ∈ C, 0 < r 6 ∞,
ñëåäóåò, ÷òî ïîëíàÿ îáëàñòü Wf ñóùåñòâîâàíèÿ åãî ñóììû f âûïóêëà
è ðÿä (1.31) ñõîäèòñÿ â A(Wf );

b) ñèëüíî ýôôåêòèâíîé ïî Ïîëèà (ñèëüíî P -ýôôåêòèâíîé), åñ-
ëè äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 ∈ C (èëè, ÷òî âñå ðàâíî, êàê ïîêàçàíî â
íà÷àëå 1.4.3, äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè z0 èç C) êàæäàÿ ôóíêöèÿ f èç
(EΛ; H({z0})) âñþäó îäíîçíà÷íà, åå ïîëíàÿ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ
Wf âûïóêëà è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ðÿä âèäà (1.31), ñõîäÿùèé-
ñÿ ê f â A(Wf ).



1.4. Äîïîëíåíèå ê îäíîé òåîðåìå Ïîëèà 59

ßñíî, ÷òî ñèëüíî P -ýôôåêòèâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P -ýôôåê-
òèâíà. Êðîìå òîãî, åñëè lim

n→∞
n

λn
= 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn}∞n=1

ñèëüíî P -ýôôåêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëî-
âèå (1.37).

1.4.11. Äîêàæåì èñïîëüçóåìûé â äàëüíåéøåì âñïîìîãàòåëüíûé
ðåçóëüòàò, ïðåäñòàâëÿþùèé è íåêîòîðûé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ëåììà 1.7. Ïóñòü p > 1; Dj è Gj � íåïóñòûå îáëàñòè â C òàêèå,
÷òî Dj ⊆ Gj , j = 1, . . . , p. Ïóñòü, äàëåå, ðÿä

∞∑
n=1

ane〈λn,z〉p , an ∈ C, λn = (λk,n)p
k=1 ∈ Cp, (1.40)

ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D :=
⊗p

j=1 Dj è åãî ñóììà f(z1, . . . , zp) äîïóñêàåò
àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå F (z1, . . . , zp) íà îáëàñòü G =

⊗p
j=1 Gj .

Ïóñòü, íàêîíåö, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λk,n)∞n=1, k = 1, . . . , p,
P -ýôôåêòèâíà è

lim
n→∞

ln n

λm,n
= 0, m = 1, . . . , p. (1.41)

Òîãäà ôóíêöèÿ F îäíîçíà÷íà â âûïóêëîé îáëàñòè conv G, à
ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(conv G).

C Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (1.41)
lim

n→∞
ln n
|λn|p = 0 è ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(conv G). Äàëåå,

ëåììà 1.7 âåðíà ïðè p = 1 (ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ P -ýô-
ôåêòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Äîïóñòèì, ÷òî îíà âåðíà ïðè p 6 p0, è äîêàæåì åå ñïðàâåäëèâîñòü
ïðè p = p0 + 1. Ïîëîæèì â (1.40) p = p0 + 1 è çàôèêñèðóåì òî÷êó
zp0+1 èç Dp0+1. Åñëè dn := an exp(λp0+1,nzp0+1) äëÿ âñåõ n > 1, òî
ðÿä

∞∑
n=1

dn exp

(
p0∑

j=1

λj,nzj

)
(1.42)

ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû ñõîäèòñÿ (àáñîëþòíî) â A (
⊗p0

k=1 Dk) è
åãî ñóììà h(z1, . . . , zp0) := f(z1, . . . , zp0 , zp0+1) äîïóñêàåò àíàëèòè÷å-
ñêîå ïðîäîëæåíèå â p0-ìåðíóþ îáëàñòü

⊗p0
l=1 Gl. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ

èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (1.42) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(M), ãäå
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M = conv (
⊗p0

l=1 Gl). Çíà÷èò, ðÿä (1.40) (ñ p = p0 + 1) ñõîäèòñÿ àáñî-
ëþòíî â M ×Dp0+1.

Çàôèêñèðóåì òåïåðü êàêèå-ëèáî òî÷êè z1, . . . , zp0 èç îáëàñòè⊗p0
j=1 Gj è ïîëîæèì bn = an exp

∑p0
k=1 λk,nzk, n = 1, 2, . . . Ðÿä

∞∑
n=1

bn exp λp0+1,nzp0+1 (1.43)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â Dp0+1, à åãî ñóììà g(zp0+1) := f(z0, . . . , zp0 ,
zp0+1) ïðîäîëæàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè (îäíîçíà÷íûì îáðàçîì) â îáëàñòü
Gp0+1. Íî òîãäà ðÿä (1.43) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(Gp0+1) è (â ñèëó
óñëîâèÿ (1.41)) ïðè p = p0 + 1 â A(convGp0+1). Çíà÷èò, ðÿä (1.40)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â îáëàñòè

( ⊗p0
j=1 Gj

) × conv Gp0+1 = T . Åñëè
B(z1, . . . , zp0 , zp0+1) � åãî ñóììà, òî B ∈ A(T ). Ïðè ýòîì

B(z) = f(z) ∀ z = (z1, . . . , zp0 , zp0+1) ∈
p0+1⊗

k=1

Dk,

è, òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò îäíîçíà÷íîå àíàëèòè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå (ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè B) èç îáëàñòè

⊗p0+1
k=1 Dk â îá-

ëàñòü T .
Íàêîíåö, çàôèêñèðóåì z̃p0+1 èç conv Gp0+1 è ïîëîæèì

γ(z1, . . . , zp0) := f(z1, . . . , zp0 , z̃p0+1).

Ðÿä (1.42) ñ dn = an exp(λp0+1,nz̃p0+1), n = 1, 2, . . . , ñõîäèòñÿ àáñî-
ëþòíî â îáëàñòè

⊗p0
s=1 Gs è γ ∈ A (

⊗p0
s=1 Gs). Ïîýòîìó ýòîò ðÿä ñõî-

äèòñÿ àáñîëþòíî â îáëàñòè conv (
⊗p0

s=1 Gs) è åãî ñóììà γ(z1, . . . , zp0)
îäíîçíà÷íà è àíàëèòè÷íà â ýòîé îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé
ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â îáúåäèíåíèè îáëàñòåé M ×Gp0+1 è
(
⊗p0

s=1 Gs) × conv Gp0+1. Íî òîãäà îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â îáëàñòè
conv [(M ×Gp0+1) ∪ T ], ñîäåðæàùåé

⊗p0
s=1 Gs, è åãî ñóììà àíàëèòè÷-

íà â ýòîé îáëàñòè. Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàâåðøåíî. B
1.4.12. Óñòàíîâèì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ ìíîãîìåðíîé ñèòóà-

öèè.
Òåîðåìà 1.27. Ïóñòü p > 1; λn = (λ1,n, . . . , λp,n) ∈ Cp ïðè âñåõ

n > 1 è êàæäàÿ èç p ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {λk,n}∞k=1, k = 1, . . . , p,
ýôôåêòèâíà ïî Ïîëèà. Ïóñòü åùå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.41) è
ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîì ïîëèäèñêå

Hp
δ (z0) = {z ∈ Cp : |zs − z0,s| < δ, s = 1, . . . , p}.
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Òîãäà ñóììà V (z) ðÿäà (1.40), îïðåäåëåííàÿ ïåðâîíà÷àëüíî â Kp
δ (z0),

îäíîçíà÷íà â åå ïîëíîé îáëàñòè ãîëîìîðôíîñòè WV ; îáëàñòü WV

âûïóêëà è ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(WV ).
C Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè V èç Kp

δ (z0) â îêðåñò-
íîñòü ëþáîé òî÷êè îáëàñòè WV ìîæíî îñóùåñòâèòü ïîñðåäñòâîì åå
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî íåêîòîðîé öåïè ïîëèäèñêîâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â WV è èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå
ñ ïðåäûäóùèì ïîëèäèñêîì äàííîé öåïè (ñ íà÷àëüíûì ïîëèäèñêîì
Kp

δ (z0)). Ïóñòü K1 � ïîëèäèñê òàêîé öåïè, èìåþùèé íåïóñòîå ïåðå-
ñå÷åíèå ñ K0

δ (z0).
Çàôèêñèðóåì êàêîé-ëèáî ïîëèäèñê B, äëÿ êîòîðîãî B ⊂ Kp

δ (z0)∩
K1. Åñëè â ëåììå 1.7 ïîëîæèòü

⊗p
j=1 Dj = B;

⊗p
j=1 Gj = K1,

òî ïî ýòîé ëåììå è òåîðåìå 1.1 ðÿä (1.30) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â
A

(
conv

[
Kδ

p(z0) ∪K1

])
. Åñëè K2 � ñëåäóþùèé çà K1 ïîëèäèñê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé öåïè, òî àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîêàçûâàåì,
÷òî ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(conv (K1 ∪ K2)), à, ñëåäîâà-
òåëüíî, â A(conv (Kp

δ (z0)∪K1∪K2)). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó-
÷èì â èòîãå, ÷òî ðÿä (1.40) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â A(Mα), ãäå Mα �
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîëèäèñêîâ äàííîé öåïè. Íî
òîãäà îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(conv

⋃
α∈Ω Mα), ãäå

⋃
α∈Ω Mα �

îáúåäèíåíèå âñåõ ïîëèäèñêîâ ïî âñåì öåïÿì, ïî êîòîðûì âîçìîæ-
íî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå (ïîñðåäñòâîì ðÿäà (1.40)) ïåðâîíà-
÷àëüíîãî ýëåìåíòà (Kp

δ (z0), V (z)) â ïîëíóþ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ
(ãîëîìîðôíîñòè) WV . ßñíî, ÷òî ïîëíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
ïîëó÷åííàÿ ïðè òàêîì ïðîäîëæåíèè, âñþäó îäíîçíà÷íà â îáëàñòè
WV =

⋃
α∈Ω Mα. Áîëåå òîãî, òàê êàê ðÿä (1.40) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â

A(conv∪Mα), òî åãî ñóììà V (z) � îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ â âûïóêëîé îáëàñòè conv

⋃
α∈Ω Mα, îòêóäà conv

⋃
α∈Ω Mα ⊆ WV .

Íî âñåãäà WV ⊆ conv WV è, ñëåäîâàòåëüíî, WV = conv WV . B
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü p > 1; äëÿ ëþáîãî n > 1 λn = (λ1,n, . . . , λp,n) ∈

Cp è ïðè k 6 p {λk,n}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
÷èñåë. Ïóñòü, äàëåå, ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé íåïóñòîé îáëà-
ñòè G ⊂ Cp, à åãî ïîêàçàòåëè λn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

lim
n→∞

n

λj,n
= 0, j = 1, . . . , p ; (1.44)

lim
δ→0

lim
k→∞

1
|λj,k|

δ|λj,k|∫

0

nj(λj,k, t)− 1
t

dt = 0, j = 1, . . . , p . (1.45)
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Ïðè ýòîì â (1.45) nj(λj,k, t) � ÷èñëî òî÷åê èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{λj,n}∞n=1, ïðèíàäëåæàùèõ êðóãó |zj − λj,k| 6 t.

Òîãäà ñóììà V (z) ðÿäà (1.40) îäíîçíà÷íà â åå ïîëíîé îáëàñòè
ãîëîìîðôíîñòè WV , ïðè÷åì îáëàñòü WV âûïóêëà. Êðîìå òîãî, ìàê-
ñèìàëüíàÿ îáëàñòü ñõîäèìîñòè (èëè, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âñå ðàâíî,
àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè) ðÿäà (1.40) ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé îáëàñòüþ
ãîëîìîðôíîñòè WV åãî ñóììû V (z).

1.4.13. Êàê ïîêàçàíî âûøå, åñëè lim
n→∞

n
|λn|p = 0, òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Λ = {λn}∞n=1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç Cp ñèëüíî P -ýô-
ôåêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (1.37). Î÷å-
âèäíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.30) è (1.37), òî òàêàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Λ ïîäàâíî P -ýôôåêòèâíà. Îäíàêî, êðèòåðèé P -ýôôåê-
òèâíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ (â îòëè÷èå îò êðèòåðèÿ åå ñèëüíîé
P -ýôôåêòèâíîñòè) ïîêà íåèçâåñòåí, è åãî óñòàíîâëåíèå ïðåäñòàâëÿ-
åò, íà íàø âçãëÿä, îïðåäåëåííûé èíòåðåñ, òàêæå êàê è ïåðåíîñ íà
ìíîãîìåðíóþ ñèòóàöèþ òåîðåìû 1.22.

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå 1.27 ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò îäíîãî èç èñ-
õîäíûõ ïðåäïîëîæåíèé, à èìåííî, îò âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (1.41),
åñëè â åå ôîðìóëèðîâêå èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî èçìåíåííîå ïîíÿ-
òèå P -ýôôåêòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü {λn}∞n=1 � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç Cp. Íàçîâåì åå àáñîëþò-
íî P -ýôôåêòèâíîé, åñëè îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ïóñòü
ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â íåêîòîðîì ïîëèäèñêå Kp

δ1
(z1) è åãî

ñóììà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â ïîëèäèñê Kp
δ2

(z2), ñîäåðæàùèé
Kp

δ1
(z1); òîãäà ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(Kp

δ2
(z2)). Ïîâòîðÿÿ

ïî÷òè áóêâàëüíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.27, ïðèõîäèì ê òàêîì ðå-
çóëüòàòó.

Òåîðåìà 1.28. Ïóñòü {λk}∞k=1 � àáñîëþòíî P -ýôôåêòèâíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç Cp; ïóñòü ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
â íåêîòîðîì ïîëèäèñêå Kp

δ (z0) è V (z) � åãî ñóììà â ýòîì ïîëèäèñêå.
Òîãäà ïîëíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïåðâîíà÷àëü-
íûìè çíà÷åíèÿìè V (z) â Kp

δ (z0), îäíîçíà÷íà â ñâîåé ïîëíîé îáëàñòè
ãîëîìîðôíîñòè WV , ýòà îáëàñòü âûïóêëà è ðÿä (1.40) ñõîäèòñÿ àá-
ñîëþòíî â A(WV ).

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ýòîãî ðàçäåëà (à èìåííî, òåîðåìû 1.22, 1.24
è 1.27) ïåðâîíà÷àëüíî áûëî èçëîæåíî â ñòàòüå àâòîðà [160].



ÃËÀÂÀ 2

ÐßÄÛ Â ËÎÊÀËÜÍÎ ÂÛÏÓÊËÛÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

2.1. Îáùèå ðåçóëüòàòû. Ðÿäû â ïðîñòðàíñòâàõ Ôðåøå

2.1.1. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä âèäà
∞∑

k=1

ckuk, ck ∈ Φ, uk ∈ H, k = 1, 2, . . . , (2.1)

â êîòîðîì uk, k ∈ N, � ýëåìåíòû ïîëíîãî îòäåëèìîãî ëîêàëüíî âû-
ïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà (ÏÎËÂÏ) H (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò uk îòëè÷åí îò íóëåâîãî) íàä ïîëåì
ñêàëÿðîâ Φ (êàê ðàíüøå, Φ = C èëè Φ = R). Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè è, ãëàâíûì îáðàçîì, àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿ-
äà (2.1) â H. Íà÷íåì èçëîæåíèå ñ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé.

Åñëè H � áàíàõîâî (B)-ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖, òî ðÿä (2.1)
àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ k > 1
ck = θk

‖uk‖ , ãäå {θk}∞k=1 ∈ l1. Äàëåå, åñëè ðÿä (2.1) ñõîäèòñÿ â ÏÎËÂÏ
H ñ íàáîðîì ïðåäíîðì P = {p}, îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ â H, òî

lim
n→∞

|cn|p(un) = 0 ∀ p ∈ P, (2.2)

è ïîäàâíî
lim

n→∞
|cn|p(un) < +∞ ∀ p ∈ P. (2.3)

Ïðè îäíîì äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè (çàâåäîìî íå èìåþ-
ùèì ìåñòà äëÿ ëþáîãî B-ïðîñòðàíñòâà) óñëîâèå (2.3) ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1) â H. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ U{uk}∞k=1 l1-ÿäåðíà â
H, åñëè

∀ p1 ∈ P ∃ p2 ∈ P :
∞∑

k=1

p1(uk)
p2(uk)

< +∞. (2.4)
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Â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü U l1-ÿäåðíà â ÏÎËÂÏ è âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (2.3), èìååì:

∞∑

k=1

|ck|p1(uk) =
∞∑

k=1

|ck|p2(uk)
p1(uk)
p2(uk)

< +∞ ∀ p1 ∈ P.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.1. (1) Åñëè ðÿä (2.1) ñõîäèòñÿ â ÏÎËÂÏ H, òî âû-

ïîëíåíî óñëîâèå (2.3).
(2) Îáðàòíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü U l1-ÿäåðíà â H è èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.3), òî ðÿä (2.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîÿñíèòü ñìûñë óñëîâèÿ (2.4), ââåäåì ïðîñòðàí-

ñòâî êîýôôèöèåíòîâ âñåõ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ âèäà (2.1) â
ÎËÂÏ H ñ íàáîðîì ïðåäíîðì P = {p}:

A2(U ; H) :=
{

d = (dk)∞k=1; qp(d) =
∞∑

k=1

|dk|p(uk) < ∞ ∀ p ∈ P

}

(çäåñü U := {uk}∞k=1). Êàê èçâåñòíî [37, 123], A2(U ;H) � ÎËÂÏ ñ
òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì ïðåäíîðì QP := {qp : p ∈ P},
ïîëíîå, åñëè ïîëíî ÎËÂÏ H.

Èç [123, òåîðåìà 6.1.2] ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå (2.4) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî A2(U ;H) áûëî ÿäåðíûì.

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, U � àáñîëþòíûé èëè, ÷òî âñå ðàâíî, ðàâ-
íîñòåïåííî íåïðåðûâíûé [123] áàçèñ â ÿäåðíîì ÏÎËÂÏ H è åñëè
ïðîñòðàíñòâî H èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó A2(U ;H) (òàê, íàïðèìåð,
âñåãäà áóäåò, åñëè H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå), òî A2(U,H) � ÿäåð-
íîå ÏÎËÂÏ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, è óñëîâèå (2.4) îáÿçàòåëüíî âû-
ïîëíÿåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, îíî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè (uk)∞k=1 � áà-
çèñ â ÿäåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå. Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü (â
ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå),
÷òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêñïîíåíò
(exp〈λk, z〉p)∞k=1 íå ìîæåò áûòü áàçèñîì â êàæäîì ÿäåðíîì ôóíêöè-
îíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå H, èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ (ïî ëþáîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé) è ñîäåðæàùåì õîòÿ áû
îäíó ýêñïîíåíòó âèäà e〈α,z〉p , ãäå α 6= λl, k = 1, 2, . . .

Òåîðåìà 2.1 ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, óêàçàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûå
óñëîâèÿ (â ðÿäå ñëó÷àåâ êðèòåðèàëüíîãî õàðàêòåðà) àáñîëþòíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà ýêñïîíåíò (1.1) â ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â òåîðèè
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ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ (â îñíîâíîì) è áåñêîíå÷íî-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Îñòàíî-
âèìñÿ âíà÷àëå íà òåõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ (íåíîðìè-
ðóåìûìè) ïðîñòðàíñòâàìè Ôðåøå, òàê êàê â ïîñëåäíèõ ïðåäíîðìû,
îïðåäåëÿþùèå òîïîëîãèþ â íèõ, êàê ïðàâèëî, äîïóñêàþò ïðîñòîå
îïèñàíèå.

2.1.2. Ïåðâûé ïðèìåð îòíîñèòñÿ ê ðàññìîòðåííîé ðàíåå ñèòóà-
öèè, êîãäà H = A(G), G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp,
p > 1, ñ îïîðíîé ôóíêöèåé HG(λ), ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò
(ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå ââåäåíî äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ; åãî âû-
ïîëíåíèÿ â îáùåé ñèòóàöèè âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñäâèãà).

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, A(G) � ýòî ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñî ñ÷åò-
íûì íàáîðîì ïðåäíîðì (â äàííîì ñëó÷àå íîðì)

pn(y) := max
{|y(z)| : z ∈ qnG

}
, 0 < qn ↑ 1.

Ïîëîæèì äëÿ âñåõ k > 1 uk = exp〈λk, z〉p, ãäå λk = (λs,k)p
s=1 ∈ Cp,

k = 1, 2, . . . Èìååì ïðè ëþáîì m > n > 1 :

pm(uk) = exp qm|λk|p HG

(
λk

|λk|p

)
;

∞∑

k=1

pn(uk)
pm(uk)

=
∞∑

k=1

exp
[
−(qm − qn)|λk|p HG

(
λk

|λk|p

)]
.

Òàê êàê O ∈ G, òî ñóùåñòâóåò d > 0 òàêîå, ÷òî HG

(
λk

|λk|p

)
> d ïðè

âñåõ k > 1, îòêóäà

An,m :=
∞∑

k=1

pn(uk)
pm(uk)

<

∞∑

k=1

exp
[− (qm − qn)|λk|pd

] ∀m > n > 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà |λk|p ñòðåìÿòñÿ ê +∞ òàê, ÷òî

lim
k→∞

ln k

|λk|p = 0. (2.5)

Òîãäà àáñöèññà (è ïðîñòîé, è àáñîëþòíîé) ñõîäèìîñòè îäíîìåð-
íîãî ðÿäà Äèðèõëå

∑∞
k=1 e−x|λk|p ðàâíà íóëþ (ñì., íàïðèìåð, [100,



66 Ãëàâà 2. Ðÿäû â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ñ. 115]) è ïîòîìó ïðè ëþáîì m > n > 1 An,m < +∞. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {exp〈λk, z〉p}∞k=1 l1-ÿäåðíà â A(G). Èç òåî-
ðåìû 2.1 ïîëó÷àåì.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp ñ
îïîðíîé ôóíêöèåé HG(λ), ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, è âûïîë-
íåíî óñëîâèå (2.5). Òîãäà ðàâíîñèëüíû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â A(G);
2) ðÿä (1.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â A(G);
3) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

lim
k→∞

[
ln |ak|+ |λk|pqn HG

(
λk

|λk|p

)]
< +∞, n = 1, 2, . . . (2.6)

Åñëè òîëüêî ñ÷èòàòü, ÷òî lim
k→∞

|λk|p = ∞, íå ïðåäïîëàãàÿ ðàâåí-
ñòâî (2.5) âûïîëíåííûì, òî ìîæíî íàéòè äðóãèå óñëîâèÿ, ðàâíîñèëü-
íûå ñîîòíîøåíèÿì (2.6). Ïðåæäå âñåãî ÿñíî, ÷òî ïîñëåäíèå âëåêóò
(â ñëó÷àå, êîãäà lim

k→∞
|λk|p = ∞) çà ñîáîé íåðàâåíñòâà

lim
k→∞

[
ln |ak|
|λk|p + qn HG

(
λk

|λk|p

)]
6 0, n = 1, 2, . . . (2.7)

Ïóñòü, îáðàòíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2.7). Çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíûé íîìåð n > 1 è êàêóþ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{εm}∞m=1 òàêóþ, ÷òî εm ↓ 0. Âûáåðåì íîìåð k1 = k1(n) òàê, ÷òîáû

ln |ak|
|λk|p + qn+1 HG

(
λk

|λk|p

)
6 εn ∀ k > k1.

Îòñþäà, ïðè k > k1

ln |ak|
|λk|p + qn HG

(
λk

|λk|p

)
6 εn − (qn+1 − qn)HG

(
λk

|λk|p

)
6 −δn < 0.

Íî òîãäà, äëÿ òåõ æå k

ln |ak|+ |λk|pqn HG

(
λk

|λk|p

)
6 −δn|λk|p

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
k→∞

[
ln |ak|+ |λk|pqn HG

(
λk

|λk|p

)]
= −∞, n = 1, 2, . . . (2.8)
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîäàâíî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (2.7). Èòàê, åñ-
ëè lim

k→∞
|λk|p = ∞, òî (2.6) ⇐⇒ (2.7) ⇐⇒ (2.8).

Äàëåå, åñëè {λk}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç Rp è

lim
k→∞

[
ln |ak|
|λk|p + HG

(
λk

|λk|p

)]
6 0; λk 6= 0, ∀ k > k2. (2.9)

òî â ñèëó òîãî, ÷òî HG

(
λk

|λk|p

)
> 0 è 0 < qn < 1 ïðè âñåõ n > 1,

ïîäàâíî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.7).
Åñëè æå ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (2.7), òî, çàôèêñèðîâàâ âíîâü

n > 1, íàéäåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > k3 = k3(n)

ln |ak|
|λk|p + qn+1 HG

(
λk

|λk|p

)
6 ηn, lim

n→∞
ηn = 0.

Îòñþäà äëÿ òåõ æå k > k3

ln |ak|
|λk|p +HG

(
λk

|λk|p

)
6 ηn +(1−qn+1)HG

(
λk

|λk|p

)
6 ηn +T (1−qn+1),

ãäå T = max
|λ|p=1

HG(λ). Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
k→∞

[
ln |ak|
|λk|p + HG

(
λk

|λk|p

)]
6 ηn + T (1− qn+1).

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò n, à ïðàâàÿ
ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n → ∞, òî, óñòðåìëÿÿ n ê ∞, ïðèõîäèì ê (2.9).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè lim

k→∞
|λk|p = ∞, òî (2.7) ⇐⇒ (2.9), è â ýòîì

ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (2.6)�(2.9) ðàâíîñèëüíû.
Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèÿì òåîðåìû 2.2. Íåðàâåíñòâà (2.6) îçíà÷àþò,

÷òî
sup
n>1

pn

(
exp〈λk, z〉p

)
< +∞.

Ïîýòîìó èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî 1) =⇒ 3), êàêîâà áû íè áûëà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {λk} òî÷åê λk èç Rp. Åñëè æå åùå è lim

k→∞
|λk|p = ∞,

òî ñîîòíîøåíèÿ (2.6)�(2.9), êàê áûëî òîëüêî ÷òî ïîêàçàíî, ðàâíî-
ñèëüíû äðóã äðóãó, è êàæäîå èç íèõ íåîáõîäèìî äëÿ ñõîäèìîñòè
ðÿäà (1.1) â A(G).
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Íàêîíåö, åñëè ïîêàçàòåëè λk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.5), òî
ïî òåîðåìå 2.2 ëþáîå èç óòâåðæäåíèé 1), 2) ðàâíîñèëüíî íåðàâåí-
ñòâàì (2.6), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç ñîîòíî-
øåíèé (2.7)�(2.9). Ïîýòîìó òåîðåìó 2.2 ìîæíî äîïîëíèòü è óòî÷íèòü.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp

ñ îïîðíîé ôóíêöèåé HG(λ), ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, è ïóñòü
{λk}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïî÷òè íåâûðîæäåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ñì. ï. 1.1.2) â Rp. Òîãäà:

a) 1) =⇒ 3), ò. å. óñëîâèå (2.6) íåîáõîäèìî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿ-
äà (1.1) â A(G);

b) åñëè lim
k→∞

|λk|p = ∞, òî ñîîòíîøåíèÿ (2.6)�(2.9) ýêâèâàëåíòíû
è êàæäîå èç íèõ íåîáõîäèìî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.1) â A(G);

c) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.5), òî óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) òåîðå-
ìû 2.2 ðàâíîñèëüíû äðóã äðóãó, à òàêæå ëþáîìó èç ñîîòíîøå-
íèé (2.6)�(2.9).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òåîðåìà 2.3 ñîäåðæèò â ñåáå òåîðåìû 2.2
è 1.12 (ïîñëåäíÿÿ áûëà äîêàçàíà ðàíåå íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì â
ï. 1.1.8), à òàêæå òåîðåìó 1.13.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.5) â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî äëÿ l1-ÿäåðíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè EΛ := {exp〈λk, z〉p}∞k=1

â A(G). ×òîáû óñòàíîâèòü ýòî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü
óñëîâèÿ (2.5). Èòàê, äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü EΛ l1-ÿäåðíà
â A(G). Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóåò m > n :

An,m =
∞∑

k=1

exp
[
−(qm − qn)|λk|p HG

(
λk

|λk|p

)]
< ∞.

Òàê êàê îáëàñòü G îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò D < +∞ òàêîå, ÷òî
HG

(
λk

|λk|p

)
6 D, k > 1. Îòñþäà ∞ > An,m >

∑∞
k=1 exp

[− (qm− qn)×
D|λk|p

]
.

Ïðè ýòîì 0 < qn < qm < 1. Âîçüìåì ñêîëü óãîäíî ìàëîå δ > 0
è âûáåðåì ÷èñëî qn èç (1 − δ, 1). Òîãäà qm ∈ (qn, 1) è 0 < qm −
qn < δ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì η > 0

∑∞
k=1 exp(−η|λk|p) < ∞ è

àáñöèññà c ñõîäèìîñòè (èëè, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âñå ðàâíî, àáñöèññà
a àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè) ðÿäà

∑∞
k=1 e−|λk|pz òàêîâà, ÷òî a = c 6 0.

Î÷åâèäíî, β := lim
n→∞

ln n
|λn|p > 0. Åñëè β > 0, òî c = β > 0 (ñì. [100,

ñ. 116�118]), ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó β = 0, ò. å. lim
n→∞

ln n
|λn|p = 0.
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2.1.3. Ïóñòü òåïåðü p > 1 è G � ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäè-
íàò âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, óæå íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííàÿ. Êàê
èçâåñòíî, âñåãäà íàéäåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåð-
æàùèõñÿ â G îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ îáëàñòåé Fn òàêèõ, ÷òî

O ∈ Fn ⊆ Fn ⊂ Fn+1 ⊂ G =
∞⋃

n=1

Fn ∀n > 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ (èëè àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ) â
A(G) = lim←−A(Fn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñõîäèòñÿ (èëè àá-
ñîëþòíî ñõîäèòñÿ) â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå A(Fn). Èñïîëü-
çóÿ òåîðåìó 2.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.5), òî
ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ (èëè, ÷òî âñå ðàâíî, àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ) â A(G)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
k→∞

[
1

|λk|p ln |ak|+ HFn

(
λk

|λk|p

)]
6 0, n = 1, 2, . . .

Èòàê, ïîëó÷åíî äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1.11.
Äëÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíò (1.1) â íåêîòîðûõ íåîãðàíè÷åííûõ âûïóê-

ëûõ îáëàñòÿõ G èç Cp óñëîâèå (2.5) ìîæíî îñëàáèòü. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ïîëîæèì G = Cp, Fn = Kp(0, n) := {z ∈ Cp : |z|p < n},
n = 1, 2, . . . Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, uk = exp〈λk, z〉p, k = 1, 2 . . . Òîãäà

An,m =
∞∑

k=1

exp[−(m− n)|λk|p] ∀m > n > 1.

Åñëè âìåñòî (2.5) âûïîëíÿåòñÿ áîëåå îáùåå óñëîâèå

lim
k→∞

ln n

|λk|p = D < +∞, (2.10)

òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, An,m < ∞ ïðè ëþáîì n > 1, åñëè m >
n + 2 + D.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}∞k=1 l1-ÿäåðíà â A(Cp)
ïðè óñëîâèè (2.10). Ïî òåîðåìå 2.2 ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ (èëè àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ) â A(Kp(0, n)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
k→∞

[
1

|λk|p ln |ak|+ n

]
6 0.

Ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ (èëè, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âñå ðàâíî, àáñîëþò-
íî ñõîäèòñÿ) â A(Cp) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âåäåò ñåáÿ òàêèì
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æå îáðàçîì â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå A(Kp(0, n)), n = 1, 2, . . . Ñëåäîâà-
òåëüíî, òåïåðü óæå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èòîãîâûé ðåçóëüòàò äëÿ
ïðîñòðàíñòâà A(Cp).

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ïîêàçàòåëè λk ðÿäà (1.1) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (2.10). Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â A(Cp);
2) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(Cp);
3) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim

k→∞
1

|λk|p ln |ak| = −∞.

Ðàññóæäàÿ, êàê â êîíöå ï. 2.1.2, áåç òðóäà óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî
óñëîâèå (2.10) íå òîëüêî äîñòàòî÷íî, íî è íåîáõîäèìî äëÿ ÿäåðíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (exp〈λk, z〉p)∞k=1 â ïðîñòðàíñòâå A(Cp).

È çäåñü, åñëè ïîêàçàòåëè λk èç Cp ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíû, òàê
÷òî óñëîâèå (2.10) ìîæåò è íå âûïîëíÿòüñÿ, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî
ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(Cp) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
n=1

|an| exp (|λn|pR) < +∞ ∀R < +∞.

2.1.4. Ïåðåéäåì ê ïðîñòðàíñòâàì öåëûõ ôóíêöèé îïðåäåëåííîãî
ðîñòà. Ïóñòü 0 < σ < +∞, 1 6 ρ < +∞. Óñëîâèìñÿ äëÿ ëþáîé
öåëîé ôóíêöèè y(z) èç A(Cp) îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì |y|σρ ñëåäóþùóþ
âåëè÷èíó (âîçìîæíî, äëÿ íåêîòîðûõ y(z) èç A(Cp) ðàâíóþ +∞):

|y|σρ = sup
r>0

Mr(y) · e−σrρ

,

Mr(y) = max
{|y(z)| : |zk| 6 r, k = 1, . . . , p

}
.

Åñëè eλ(z) := exp〈λ, z〉p, òî |eλ(z)|σρ = supr>0 exp
[|λ|pr − σrρ

]
.

Èñïîëüçóÿ îáû÷íûå ìåòîäû òåîðèè ýêñòðåìóìîâ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, ïîëó÷èì çíà÷åíèå |eλ|σρ , êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ â ðÿäå êíèã ïî
êîìïëåêñíîìó àíàëèçó:

åñëè ρ > 1, òî |eλ|σρ = exp A
(σ)
ρ (|λ|p)eρ, ãäå ρ̃ = ρ

ρ−1 , A
(σ)
p =

1
ρ̃ (ρσ)−eρ/ρ;

åñëè ρ = 1, òî |eλ|σ1 = +∞ ïðè σ < |λ|p è |eλ|σ1 = 1 ïðè σ > |λ|p.
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå [ρ,∞]p âñåõ öåëûõ ôóí-

êöèé Cp ïîðÿäêà íå âûøå, ÷åì ρ (ρ > 1), ñ îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ
íàáîðîì ïðåäíîðì (â äàííîì ñëó÷àå � íîðì)

pn(y) = |y|n,ρ := |y|1ρ0
n
, ρ0

n = ρ

(
1 +

1
n

)
, n = 1, 2, . . .
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Òîãäà |eλ|n,ρ = exp A
(1)
ρ0

n
(|λ|p)ρn , ïðè÷åì ρn := ρ0

n

ρ0
n−1 äëÿ ëþáîãî n > 1.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ρn ↑ ρ
ρ−1 ïðè n → ∞, ρ > 1 è ρn ↑ +∞ ïðè

n →∞, ρ = 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè |k|p →∞ |λk|p → +∞, ïðè÷åì ýòî ñòðåì-

ëåíèå ê +∞ íå ñëèøêîì ìåäëåííîå, à èìåííî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
k→+∞

ln ln k

ln |λk|p <

{
ρ

ρ−1 , 1 < ρ < +∞;
+∞, ρ = 1.

(2.11)

Èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò m0 > 1 : lim
k→∞

ln k
(|λk|p)m0 = 0.

Òîãäà äëÿ ðÿäà Äèðèõëå
∑∞

k=1 e−xνk , â êîòîðîì νk = (|λk|p)ρm0 , a =
c = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè m > max{n,m0},
òî

An,m =
∞∑

k=1

|eλk
|n,ρ

|eλk
|m,ρ

< +∞.

Òàê ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü 1 6 p < +∞ è ïîêàçàòåëè ðÿäà (1.1) óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ (2.11). Òîãäà ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:
1) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â [ρ,∞]p;
2) ðÿä (1.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â [ρ,∞]p;
3) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ak ðÿäà (1.1) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

lim
k→∞

[ln |ak|+ A
(1)
ρ0

n
|λk|ρn

p ] < +∞, n = 1, 2, . . . (2.12)

Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íåðàâåíñòâà (2.12)
ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèì:

lim
k→∞

ln |ak|
(|λk|p)

ρ
ρ−1−ε

= −∞ ∀ ε > 0, ρ ∈ (1, +∞);

lim
k→∞

ln |ak|
(|λk|p)N

= −∞, N ∈ (0,+∞), ρ = 1.

Ðàññìîòðèì åùå ïðîñòðàíñòâî [ρ, σ]p âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ðîñòà
íå âûøå ïîðÿäêà ρ è òèïà σ (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ), ãäå
1 < ρ < +∞, 0 6 σ < +∞. Òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå [ρ, σ]p
îïðåäåëÿåòñÿ ñ÷åòíûì íàáîðîì íîðì pn(y) = ‖y‖n,p := |y|σ+1/n

ρ ,
n = 1, 2, . . . Òîãäà

‖eλ‖n,ρ := exp A(σ+1/n)
ρ (|λ|p)ρ̃ ∀λ ∈ Cp, ∀n > 1.



72 Ãëàâà 2. Ðÿäû â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {exp〈λk, z〉p}∞k=1,
ãäå |λk|p → ∞, áóäåò l1-ÿäåðíîé â [ρ, σ]p, êîãäà lim

k→∞
ln k

(|λk|p)
ρ

ρ−1
= 0,

åñëè σ ∈ (0,+∞), è lim
k→∞

ln k

(|λk|p)
ρ

ρ−1
< +∞ ïðè σ = 0.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.1 ïîëó÷àåì.
Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü ïîêàçàòåëè λk ðÿäà (1.1) òàêîâû, ÷òî

lim
k→∞

ln k

(|λk|p)ρ/(ρ−1)
= 0, σ ∈ (0, +∞);

lim
k→∞

ln k

(|λk|p)ρ/(ρ−1)
< +∞, σ = 0.

Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â [ρ, σ]p ;
2) ðÿä (1.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â [ρ, σ]p ;
3) lim

k→∞
(|λk|p)

ρ
1−ρ ln |ak| 6 (1 − ρ)[ρρσ]

1
1−ρ ïðè σ ∈ (0, +∞) è

lim
k→∞

(|λk|p)
ρ

1−ρ ln |ak| = −∞ ïðè σ = 0.

Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â âèäå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ ïîëó-
÷èòü (íå ñëèøêîì óäîáíûå â ïðèìåíåíèÿõ) êðèòåðèè àáñîëþòíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.1) ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè λk èç Cp â
ïðîñòðàíñòâàõ [ρ,∞]p è [ρ, σ]p, 0 6 σ < +∞.

2.1.5. Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðàçëè÷íûå ïðîñòðàíñòâà
Ôðåøå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíàêî ïðèâåäåííûå â ï. 2.1.1 îá-
ùèå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíèòü è ê äðóãèì ôóíêöèîíàëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâàì, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâàì áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü ñíà÷àëà F � âûïóêëûé êîìïàêò â Rp (> 1) ñ íåïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ (F )0 := intF è îïîðíîé ôóíêöèåé hF (λ), λ ∈ Rp. Ïóñòü,
äàëåå, C∞[F ] � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé y(x), ãäå x = (x1, . . . , xp),
èìåþùèõ â (F )0 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå (â (F )0) ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ. Òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå C∞[F ] çà-
äàåòñÿ ñ÷åòíûì íàáîðîì íîðì

‖y‖n = sup
{∣∣∣ ∂|α|py(x)

∂α1x1 . . . ∂αpxp

∣∣∣ : |α|p 6 n, x ∈ (F )0

}
, n = 1, 2, . . .

Â ÷àñòíîñòè, ‖ exp〈λ, x〉p‖n = ehF (λ)gn(λ) ïðè âñåõ n > 1 è λ ∈ Rp,
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ãäå

gn(λ) := max
{|λ1|α1 . . . |λ|αp

p : |α|p 6 1
}

, |α|p :=
p∑

k=1

|αk|;

α = (α1, . . . , αp) ∈ Np
0 , λ = (λ1, . . . , λp) ∈ Rp.

Äëÿ ôóíêöèé gn(λ) èìååì îöåíêó gn+1(λ) > |λ|p
p gn(λ), n = 1, 2, . . .

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî m > n > 1
∞∑

k=1

‖ exp〈λk, x〉p‖n

‖ exp〈λk, x〉p‖m
=

∞∑

k=1

gn(λk)
gm(λk)

6 (p)m−n
∞∑

k=1

(|λk|p)n−m.

Åñëè ïîêàçàòåëè λk èç Rp óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

lim
k=1

ln k

ln |λk|p < +∞, (2.13)

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü EΛ := {exp〈λk, x〉p}∞k=1 l1-ÿäåðíà â C∞[F ].
Èñïîëüçóÿ ñêàçàííîå â ï. 2.1.1, ïîëó÷àåì òàêèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.7. I) Åñëè ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â C∞[F ] è λk 6= 0 ïðè
âñåõ k > 1, òî

lim
k→∞

[
ln |ak|+ |λk|pHF

(
λk

|λk|p

)]
= −∞. (2.14)

II) Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.13), òî ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:
a) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â C∞[F ];
b) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞[F ];
c) âûïîëíåíî óñëîâèå (2.14)

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.13) è

lim
k→∞

[
1

|λk|p ln |ak|+ HF

(
λk

|λk|p

)]
< 0,

òî ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞[F ].
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè lim

k→∞
|λk|p = ∞ è ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â C∞[F ],

òî lim
k→∞

[
1

|λk|p ln |ak|+ HF

(
λk

|λk|p

)]
6 0.

Ïóñòü òåïåðü G � âûïóêëàÿ (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííàÿ) îá-
ëàñòü â Rp, p > 1, è {Fm}∞m=1 � àïïðîêñèìèðóþùàÿ èçíóòðè îáëàñòü
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G íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàêòîâ ñ íåïó-
ñòûìè âíóòðåííîñòÿìè. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå C∞(G) :=
lim←−m>1

C∞[Fm]. ßñíî, ÷òî ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ (èëè àáñîëþòíî ñõîäèò-
ñÿ) â C∞(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñõîäèòñÿ (ñîîòâåòñòâåííî,
àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ) â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå C∞[Fm]. Òîãäà
èç òåîðåìû 2.7 ñëåäóåò

Òåîðåìà 2.8. I) Åñëè ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â C∞(G) è λk 6= 0 ïðè
âñåõ k > 1, òî

lim
k→∞

[
ln |ak|+ |λk|pHFn

(
λk

|λk|p

)]
= −∞ ∀n > 1. (2.15)

II) Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.13), òî ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:
a) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â C∞(G);
b) ðÿä (1.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â C∞(G);
c) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (2.15).

2.1.6. Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî íàéòè óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿ-
äà (1.1) â äðóãèõ ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé. Ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî ðîäà ïðèâîäÿòñÿ â ï. 3.8.3.

Ìû æå íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ çäåñü íà ýòîì, îãðàíè÷èâøèñü
îäíèì çàìå÷àíèåì ñïðàâî÷íîãî õàðàêòåðà. Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå
îáùèå ïðîñòðàíñòâà (ñ ïðîåêòèâíîé èëè èíäóêòèâíîé òîïîëîãèåé)
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé òèïà Äàíæóà � Êàðëåìà-
íà ââåäåíû â äîâîëüíî áîëüøîé ñòàòüå [85]. Ýòè ïðîñòðàíñòâà ôóí-
êöèé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â îòêðûòîì ìíîæåñòâå G èç
Rp, p > 1, îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ ¾âåñîâ¿ (âåñîâûõ ôóíê-
öèé), õàðàêòåðèçóþùèõ çàâèñèìîñòü ìîäóëåé

∣∣∣ ∂|α|py

∂x
α1
1 ...∂x

αp
p

∣∣∣ âñåõ ïðî-
èçâîäíûõ ôóíêöèé y èç äàííûõ ïðîñòðàíñòâ, îò òî÷êè x èç G è
îò âåëè÷èíû ìóëüòèèíäåêñà |α|p èç Np

0 := N0 × N0 × · · · × N0︸ ︷︷ ︸
p

, ãäå

N0 := {0, 1, 2, . . .}. Áîëåå ïîäðîáíî î òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñêàçàíî â
ðàçäåëå 3.8.

Â ðàáîòå [85] óêàçàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â ðàññìîòðåííûõ â
íåé ïîäîáíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîäåðæàòñÿ ìíîãî÷ëåíû è ýêñïîíåíòû,
à òàêæå íàéäåíû êðèòåðèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè â íèõ ðÿäîâ (1.1)
ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè, ò. å. ðÿäîâ (1.1), ó êîòîðûõ λk = iµk,
µk ∈ Rp ïðè âñåõ k > 1.

Îïèñàíî òàêæå îïðåäåëåííîå ñâîéñòâî ¾çàðàçèòåëüíîñòè¿ ïîâå-
äåíèÿ òàêèõ ðÿäîâ, âûðàæàþùååñÿ â òîì, ÷òî èç àáñîëþòíîé ñõîäè-
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ìîñòè ðÿäà â êàêîì-ëèáî ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ â îòêðûòîì ìíîæåñòâå G èç Rp ñëåäóåò åãî àáñîëþòíàÿ ñõîäè-
ìîñòü â ïðîñòðàíñòâå òàêîé æå ïðèðîäû, íî ñîñòàâëåííîãî èç ôóí-
êöèé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rp. Ýòî
æå ñâîéñòâî ¾çàðàçèòåëüíîñòè¿ ó ðÿäîâ (1.1) ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïî-
êàçàòåëÿìè îòìå÷åíî òàêæå â ðàáîòàõ [80, 82] è äð. Ïðè÷èíà òàêîãî
ïîâåäåíèÿ ðÿäîâ (1.1) ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè êðîåòñÿ â ñî-
îòíîøåíèÿõ |(eiµ(x))(α)| = |µ1|α1 . . . |µp|αp , α ∈ Np

0, x ∈ Rp, â êîòîðûõ

eiµ(x) := exp i〈µ, x〉p, µ = (µ1, . . . , µp) ∈ Rp.

Íå îñòàíàâëèâàÿñü ïîäðîáíî íà ýòîì âîïðîñå, îãðàíè÷èìñÿ îä-
íîé îáùåé ñèòóàöèåé, êîãäà ïîäîáíàÿ ¾çàðàçèòåëüíîñòü¿ èìååò ìå-
ñòî. Îáîçíà÷èì âíà÷àëå ñèìâîëîì Exp (i) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
eiµ(X), µ ∈ Rp. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî íà êàæäîì ìíîæåñòâå T
èç íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè M ïîäìíîæåñòâ Rp çàäàíî ñîäåðæàùåå
Exp (i) ÏÎËÂÏ E(T ) : T → C ñ òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì
ïðåäíîðì PE,T := {pE,T }. Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî ýòè ïðåäíîðìû
îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

pE,T (eiµ(X)) = φω(µ) ∀T ∈ M, ∀µ ∈ Rp,

ãäå φω(µ) : Rp → R+ = [0, +∞), ôóíêöèè φω îò T íå çàâèñÿò, à ω �
íåêîòîðîå, çàâèñÿùåå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò êëàññà ïðîñòðàíñòâ E(T ),
êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, îäíî è òî æå äëÿ
âñåõ T èç äàííîãî êëàññà M . Òîãäà, åñëè ðÿä

∞∑

k=1

akeiµk
(x), µk ∈ Rp, k = 1, 2, . . . , (2.16)

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â êàêîì-ëèáî ïðîñòðàíñòâå E(T1), T1 ∈ M , òî
∞∑

l=1

|al|φω(µl) < ∞.

Îáðàòíî, åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, òî, î÷åâèä-
íî, ðÿä (2.16) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå E(T ), åñëè
T ∈ M (â òîì ÷èñëå è â E(Rp), åñëè Rp ∈ M). Òàêèì îáðàçîì, èç àáñî-
ëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.16) â îäíîì êàêîì-íèáóäü ïðîñòðàíñòâå
E(T1) ñëåäóåò åãî àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü â êàæäîì E(T ) ñ T ∈ M .

Êîíêðåòíûå ïðèìåðû êëàññîâ ÏÎËÂÏ E(T ) ñ îïèñàííûìè ñâîé-
ñòâàìè èìåþòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [80, 82].
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2.1.7. Òåîðåìà 2.1 äàåò êðèòåðèé àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îáùå-
ãî ðÿäà (2.1) â ÏÎËÂÏ H ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
U{uk}∞k=1 `1-ÿäåðíà â H. Åñëè ïîñëåäíåå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ,
òî ïî òîé æå òåîðåìå â îáùåé ñèòóàöèè ìîæíî ëèøü óòâåðæäàòü,
÷òî äëÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ (2.3).

Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì ïðè j = 1, 2 ñèìâîëîì A2(U,H) îáîçíà-
÷àòü (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
c = (ck)∞k=1 òàêèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä (2.1) ñõîäèòñÿ (ñîîòâåò-
ñòâåííî, àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ) â H. Ïóñòü åùå

EU =
{

d = (dk)∞k=1 ∈ CN : sup
k>1

|dk|p(uk) < ∞ ∀ p ∈ P

}
.

Òîãäà A2(U,H) ⊆ A1(U,H) ⊆ EU è åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü U `1-
ÿäåðíà â H, òî A2(U,H) = A1(U,H) = EU .

Â îäíîì äîâîëüíî âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòè ðåçóëüòàòû ìîæ-
íî óòî÷íèòü, äàâ êðèòåðèé àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1) â
H. Èìåííî, åñëè H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ òîïîëîãèåé, îïðåäå-
ëåííîé íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåäíîðì {pn}∞n=1, òî
î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä (2.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â òàêîì ïðîñòðàí-
ñòâå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà BU

n (c) :=
∑∞

k=1 |ck|pn(Uk) < ∞,
n = 1, 2, . . . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå H
A2(U,H) =

{
c = {ck}∞k=1 : BU

n (c) < ∞, n = 1, 2, . . .
}
. Î÷åâèäíî, ÷òî

A2(U,H) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ëåñòíè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé Ê�åòå, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {dk}∞k=1 òàêèõ, ÷òî ïðè ëþ-
áîì n > 1 äëÿ |d|n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∑∞
k=1 bk,n|dk| < ∞,

ãäå 0 6 bk,n 6 bk,n+1 ïðè âñåõ k > 1 è n > 1 (â äàííîì ñëó÷àå
bk,n = pn(Uk), n, k = 1, 2, . . .). Èñïîëüçóÿ ïðîñòåéøèå ôàêòû òåî-
ðèè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, ìîæíî, êàê â [6, ñ. 8�9], ïîêàçàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî MU (H) âñåõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ A2(U,H) îïèñûâàåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì

MU (H) =
{
λ = (λk)∞k=1 : ∀ p > 1 ∃ q > 1, ∃M < ∞ :

∀n > 1 bn,p|λn| 6 Mbn,q

}
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè G � ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, ñîäåðæàùàÿ
íà÷àëî êîîðäèíàò, à {Fn}∞n=1 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå
êîìïàêòîâ Fn ñ îïîðíîé ôóíêöèåé HFn(z) òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ n > 1
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Fn ⊂ intFn+1 ⊂ Fn+1 ⊂ G =
⋃∞

m=1 Fm, òî

A2(EΛ, A(G)) =
{

c = (ck)∞k=1 :

∞∑

k=1

|ck| exp |λk|p ·HFn

(
λk

|λk|p

)
< ∞, n = 1, 2, . . .

}
,

UEΛ(A(G)) =
{

λ = (λk)∞k=1 : ∀ p > 1 ∃ q > 1 : ∀n > 1

|λk| 6 M exp |λk|p
[
HFq

(
λk

|λk|p

)
−HFp

(
λk

|λk|p

)]}
.

2.2. Ðÿäû â ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíäóêòèâíîé òîïîëîãèåé

2.2.1. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âî ìíîãèõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ïðåäíîðìû, îïðåäåëÿþùèå â íèõ òîïîëîãèþ, íå äîïóñ-
êàþò ïðîñòîãî îïèñàíèÿ. Ýòî ïðåæäå âñåãî îòíîñèòñÿ ê èãðàþùèì
âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå ïðîñòðàíñòâàì ñ òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî
ïðåäåëà, è, â ÷àñòíîñòè, IF -ïðîñòðàíñòâàì, ò. å. âíóòðåííèì èíäóê-
òèâíûì ïðåäåëàì íåóáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîñòðàíñòâ
Ôðåøå [37]. Îäíàêî ê ýòîìó êëàññó ïðè îäíîì äîïîëíèòåëüíîì ïðåä-
ïîëîæåíèè óäàåòñÿ ïðèìåíèòü áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû ï. 1.4.1. Ñëå-
äóÿ [37], ñêàæåì, ÷òî IF -ïðîñòðàíñòâî H = lim−→n

Hn îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì (Y ), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (vn)∞n=1 ýëåìåíòîâ
èç H, ñõîäÿùåéñÿ â H ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó v ∈ H, íàéäåòñÿ íî-
ìåð m > 1 òàêîé, ÷òî v ∈ Hm, vk ∈ Hm ïðè âñåõ k > 1 è vk → v
â Hm. Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü òàêîå ïðîñòðàíñòâî IF0-ïðîñòðàíñòâîì.
Êàê èçâåñòíî [30], IF0-ïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ LN∗-ïðîñòðàíñòâà,
ò. å. IF -ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ êàæäîå Hn âëîæåíî âïîëíå íåïðå-
ðûâíî â Hn+1, à òàêæå LF -ïðîñòðàíñòâà, ò. å. ñòðîãèå èíäóêòèâíûå
ïðåäåëû ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå Hn. Íàïîìíèì, ÷òî IF -ïðîñòðàíñòâî
H = lim−→n

Hn ÿâëÿåòñÿ LF -ïðîñòðàíñòâîì, åñëè òîïîëîãèÿ â êàæäîì
ïðîñòðàíñòâå Hn ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé â Hn èç
H.

Äàëåå, ñëåäóÿ âñå òîé æå ðàáîòå [37], ñêàæåì, ÷òî IF -ïðîñòðàí-
ñòâî H = lim−→n

Hn îáëàäàåò ñâîéñòâîì (Y0) , åñëè âñÿêîå ñåìåéñòâî
ýëåìåíòîâ èç H, àáñîëþòíî ñóììèðóåìîå â H, ñîäåðæèòñÿ â íåêîòî-
ðîì ïðîñòðàíñòâå Hn è àáñîëþòíî ñóììèðóåìî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè H îáëàäàåò ñâîéñòâîì (Y0),
òî ëþáîé ðÿä (2.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð m > 1 òàêîé, ÷òî ðÿä (2.1) àáñîëþòíî ñõî-
äèòñÿ â Hm. Ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ñâîéñòâî
(Y0) ó IF -ïðîñòðàíñòâà H, áûë ïîëó÷åí àâòîðîì è åãî ó÷åíèêàìè
À. Â. Àáàíèíûì è Ñ. Í. Ìåëèõîâûì. Â ÷àñòíîñòè, Ñ. Í. Ìåëèõîâ
äîêàçàë [110, ãë. III, ñëåäñòâèå 3 òåîðåìû 3.21], ÷òî ëþáîå LN∗-ïðî-
ñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì (Y0).

2.2.2. Óñëîâèÿ èíîãî õàðàêòåðà, îáåñïå÷èâàþùèå íàëè÷èå ñâîé-
ñòâà (Y0) ó ïðîñòðàíñòâ H = lim−→Hn â ñëó÷àå, êîãäà ïðè âñåõ n > 1
Hn � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óêàçàíû àâòî-
ðîì â ñòàòüå [40]. Ïåðåä èõ ôîðìóëèðîâêîé íàïîìíèì íåêîòîðûå
îïðåäåëåíèÿ èç [50, 163].

Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è E � ïðîñòðàíñòâî
÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ X = {xλ}λ∈Ω, ãäå äëÿ ëþáîãî λ ∈ Ω xλ ∈ C (èëè
xλ ∈ R). Îíî íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ïî Ê�åòå èëè èäåàëüíûì, åñ-
ëè èç òîãî, ÷òî X := {xλ}λ∈Ω ∈ E è |yλ| 6 |xλ| ïðè ëþáîì λ ∈ Ω,
ñëåäóåò âêëþ÷åíèå Y := (yλ)λ∈Ω ∈ E. Äàëåå, âçàèìíûì èëè äóàëü-
íûì (ïî Ê�åòå) ê E íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ
V (vλ)λ∈Ω òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà X(xλ)λ∈Ω èç E ÷èñëîâîå
ñåìåéñòâî (xλvλ)λ∈Ω ñóììèðóåìî. Èíûìè ñëîâàìè [50, �� 1, 2],

V ∈ Eα ⇔
∑

λ∈Ω

|xλ||vλ| < +∞ ∀X ∈ E.

Àíàëîãè÷íî, Eαα :=
{
d = (dµ)µ∈Ω :

∑
µ∈Ω |dµ||vµ| < ∞ ∀V ∈ Eα

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî E ⊆ Eαα. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàþò
ñîâåðøåííûì, åñëè E = Eαα.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ψ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ¾îðòîâ¿ e(β), β ∈ Ω,
ãäå (e(β))λ = 0 ïðè âñåõ λ ∈ Ω, åñëè λ 6= β, è (e(β))β = 1. Î÷åâèäíî,
÷òî âñåãäà Ψ ⊆ Eα. Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó

〈X,Y 〉 :=
∑

λ∈Ω

xλvλ, X ∈ E, V ∈ Eα,

óñòàíàâëèâàþùóþ äâîéñòâåííîñòü ìåæäó E è Eα [143, ñ. 682�683].
Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [50, ñ. 15]), ÷òî åñëè Ψ ⊆ E, òî
ýòà äâîéñòâåííîñòü îòäåëèìà, ò. å.

∀X0 ∈ E, X0 6= 0, ∃V0 ∈ Eα : 〈X0, V0〉 6= 0;
∀V1 ∈ Eα, V1 6= 0, ∃X1 ∈ E : 〈X1, V1〉 6= 0.
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Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî Ψ ⊆ E.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé äâîéñòâåííîñòè â ëèíåéíûõ òîïî-

ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ [143, ñ. 682�684], â ïðîñòðàíñòâå E ìîæ-
íî ââåñòè ñëàáåéøóþ òîïîëîãèþ, ñîãëàñîâàííóþ ñ ýòîé äâîéñòâåí-
íîñòüþ, à èìåííî, òîïîëîãèþ σ(E, Eα), êîòîðàÿ çàäàåòñÿ íàáîðîì
íåïðåðûâíûõ ïðåäíîðì

qV (X) := sup
16k6n

|〈X, Vk〉|, n = 1, 2, . . . ,

ãäå Vk � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû Eα.
Èç äðóãèõ òîïîëîãèé â E, ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äâîéñòâåííîñòüþ

(E, Eα), âûäåëèì òîïîëîãèþ Ê�åòå èëè íîðìàëüíóþ òîïîëîãèþ
ν(E,Eα) (â îáîçíà÷åíèõ [163]), çàäàâàåìóþ íàáîðîì ïðåäíîðì

tV (X) :=
∑

λ∈Ω

|XλVλ|, V ∈ Eα.

Ïðè ñäåëàííîì ðàíåå ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî Ψ ⊆ E, ýòà òî-
ïîëîãèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ äâîéñòâåííîñòüþ E, Eα (ñì., íàïðèìåð, [50,
ñ. 17]). Òåïåðü óæå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå èç [40], îáåñïå-
÷èâàþùåå íàëè÷èå ñâîéñòâà (Y0) ó ïðîñòðàíñòâà H = lim−→Hn. Èìåí-
íî, ïóñòü ïðè âñåõ n > 1 Hn � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ
ñåìåéñòâ (xλ)λ∈Ω, ñîäåðæàùåå Ψ, è ïóñòü (Hn, λn) � íîðìàëüíîå ïî
Ê�åòå ËÂÏ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ ñ òîïîëîãèåé λn, ìàæîðèðóþùåé òî-
ïîëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè. Ïóñòü åùå ïðè n > 1 îðòû
Ψ îáðàçóþò àáñîëþòíûé áàçèñ â (Hn, λn). Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö,
÷òî H ñîâåðøåííî ïî Ê�åòå è òîïîëîãèÿ èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà â H
ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé Ê�åòå ν(H, Hα). Òîãäà H îáëàäàåò ñâîéñòâîì
(Y0).

2.2.3. Ïóñòü, êàê âûøå, H = lim−→n
Hn � IF -ïðîñòðàíñòâî, ò. å.

âíóòðåííèé èíäóêòèâíûé ïðåäåë íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå Hn, òîïîëîãèÿ â êàæäîì èç êîòîðûõ çàäàåòñÿ
ñ÷åòíûì íàáîðîì ïðåäíîðì Pn := {pj,n}∞j=1.

Ðàññìîòðèì òàêèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ðÿä (2.1) ñõîäèòñÿ â H = lim−→n

Hn;
2) ñóùåñòâóåò íîìåð m > 1 òàêîé, ÷òî ðÿä (2.1) ñõîäèòñÿ â Hm;
3) ðÿä (2.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â H;
4) ñóùåñòâóåò íîìåð m > 1 òàêîé, ÷òî ðÿä (2.1) ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî â Hm;
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5) ñóùåñòâóåò íîìåð m > 1 òàêîé, ÷òî lim
k→∞

[ln |ck|+ ln pj,m(uk)] =

−∞ äëÿ ëþáîãî j > 1;
6) ñóùåñòâóåò íîìåð m > 1 òàêîé, ÷òî lim

k→∞
[ln |ck|+ln pj,m(uk)]<∞

äëÿ ëþáîãî j > 1.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðÿìî âûòåêàåò èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëå-

íèé.
Òåîðåìà 2.9. I) Âñåãäà

4) ⇒ 2) ⇒ 1); 2) ⇒ 5) ⇒ 6); 4) ⇒ 3) ⇒ 1).

II) Åñëè H = lim−→n
Hn îáëàäàåò ñâîéñòâîì (Y ), òî äîïîëíèòåëüíî

ê óòâåðæäåíèþ I), 1) ⇔ 2), ò. å.

1) ⇔ 2) ⇒ 5) ⇒ 6); 4) ⇒ 3) ⇒ 1) ⇔ 2).

III) Åñëè H = lim−→n
Hn îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (Y ) è (Y0), òî äî-

ïîëíèòåëüíî ê óòâåðæäåíèÿì II), 3) ⇔ 4), ò. å.

4) ⇔ 3) ⇒ 2) ⇔ 1) ⇒ 5) ⇒ 6).

IV ) Íàêîíåö, åñëè ïðîñòðàíñòâî H = lim−→n
Hn îáëàäàåò ñâîéñòâà-

ìè (Y ) è (Y0), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü U := (uk)∞k=1 l1-ÿäåðíà â êàæäîì
Hn, òî âñå óòâåðæäåíèÿ 1)�6) ðàâíîñèëüíû.

2.2.4. Ïðèìåíèì òåîðåìó 2.9 ê âûÿñíåíèþ óñëîâèé ñõîäèìîñòè
(è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè) ðÿäà (1.1) â íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ IF -
ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïóñòü O ∈ F , F � âûïóêëûé êîìïàêò â Cp è H = H(F ) � ïðî-
ñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ðîñòêîâ íà F ñ èíäóêòèâíîé òîïîëîãèåé
lim−→n

A(Gn), ãäå äëÿ ëþáîãî n > 1 Gn � âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü â Cp òàêàÿ, ÷òî F ⊂ Gn, Gn+1 ⊂ Gn è F =

⋂∞
n=1 Gn. Â

êàæäîì A(Gn) òîïîëîãèÿ ââîäèòñÿ íàáîðîì íîðì pl,n(y) = |y|n,l :=
max{|y(z)| : z ∈ qlGn}, l ∈ N, ãäå 0 < ql ↑ 1. Ïðè ýòîì

| exp〈λ, z〉p|n,l = exp ql|λ|pHGn

(
λ

|λ|p

)
∀ l > 1, ∀n > 1, ∀λ ∈ Cp.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [30, ñ. 418; 122, 124, 137]),
H(F ) ÿâëÿåòñÿ LN∗-ïðîñòðàíñòâîì è ïîòîìó îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
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(Y ) è (Y0). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ III òåîðåìû 2.9, åñëè ðÿä ýêñ-
ïîíåíò (1.1) ñõîäèòñÿ â H(F ), òî ñóùåñòâóåò íîìåð m > 1 òàêîé,
÷òî

lim
k→∞

[
ln |ak|+ ql|λk|pHGm

(
λk

|λk|p

)]
< +∞, l = 1, 2, . . . (2.17)

Åñëè åùå lim
k→∞

|λk|p = ∞, òî èç íåðàâåíñòâ (2.17) ñëåäóþò ñîîòíîøå-
íèÿ:

∃m > 1 : lim
k→∞

[
1

|λk|p ln |ak|+ qlHGm

(
λk

|λk|p

)]
6 0, l = 1, 2, . . . (2.18)

Òàê êàê Gm � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ íà-
÷àëî êîîðäèíàò, òî óñëîâèÿ (2.18) ðàâíîñèëüíû òàêîìó:

∃m > 1 : lim
k→∞

[
1

|λk|p ln |ak|+ HGm

(
λk

|λk|p

)]
6 0, l = 1, 2, . . . (2.19)

Èòàê, åñëè |λk|p → ∞ ïðè k → ∞ è åñëè ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â
H(F ), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2.19).

Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà |λk|p ïðè k →∞ âîçðàñòàþò äîñòàòî÷íî áûñò-
ðî, à èìåííî, òàê, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.36). Òîãäà ïî òåîðåìå 2.9
ðÿä (1.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â A(Gm) è ïîäàâíî â H(F ). Ñôîðìó-
ëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü F � ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò âûïóê-
ëûé êîìïàêò â Cp. Òîãäà:

1) åñëè ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â H(F ) è lim
k→∞

|λk|p = ∞, òî âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå (2.19);

2) îáðàòíî, åñëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2.19) è åñëè âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå (2.5), òî ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â H(F ).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü êîìïàêò F òàêîé æå, êàê â òåîðåìå 2.10, è
ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2.5). Òîãäà ðàâíîñèëüíû òðè óòâåðæäåíèÿ:

a) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â H(F );
b) ðÿä (1.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H(F );
c) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.19).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ m > 1 è k > 1 HGm

(
λk

|λk|p

)
> 0, òàê êàê

O ∈ Gm äëÿ ëþáîãî m > 1. Ïîýòîìó óñëîâèå (2.19) ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî

∃m > 1 : lim
k→∞

ln |ak|
|λk|pHGm

(
λk

|λk|p

) 6 −1. (2.20)
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Åñëè, â ÷àñòíîñòè, F = {0}, òî ìîæíî ïîëîæèòü Gm = εmD äëÿ
âñåõ m > 1, ãäå D := {z ∈ Cp : |z|p < 1}, εm ↓ 0. Â ýòîì ñëó÷àå
óñëîâèå (2.20) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ lim

k→∞
ln |ak|
|λk|p < 0.

2.2.5. Ïóñòü 1 < ρ < +∞ è H = [ρ,∞)p � ïðîñòðàíñòâî âñåõ öå-
ëûõ â Cp ôóíêöèé êîíå÷íîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå ρ (ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ). Ïîëàãàÿ [ρ,∞)p = lim−→m

[ρ,m]p, íàõîäèì áåç îñîáîãî
òðóäà, ÷òî [ρ,∞)p � LN∗-ïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìó îíî îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè (Y ) è (Y0). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ λ ∈ Cp, n > 1 è m > 1

| exp〈λ, z〉p|(m)
n,ρ := exp A

(m+ 1
n )

ρ (|λ|p)ρ/(ρ−1),

ãäå [ρ,m]p � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ íàáîðîì íîðì

‖y‖(m)
n,ρ = sup

r>0
Mr(y)e−(m+ 1

n )rρ

, n = 1, 2, . . .

Åñëè ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â H = [ρ,∞)p, òî (â ñèëó òîãî, ÷òî H
îáëàäàåò ñâîéñòâîì (Y )) îí ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîì [ρ,m]p, m > 1, è
ïîòîìó âûïîëíåíî óñëîâèå 6) èç ï. 2.2.1, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå
èìååò òàêîé âèä:

∃m > 1 : lim
k→∞

[
ln |ak|+ A

(m+ 1
n )

ρ |λk|ρ/(ρ−1)
]

< +∞, n ∈ N. (2.21)

Ïðè ýòîì A
(m+ 1

n )
p = (ρ−1)

(m+1/n)1/(ρ−1)ρρ/(ρ−1) è

(ρ− 1)
[(m + 1)ρρ]1/(ρ−1)

6 A
(m+ 1

n )
p <

(ρ− 1)
(m · ρρ)1/(ρ−1)

∀m,n > 1.

Åñëè |λk|p →∞ ïðè k →∞, òî èç óñëîâèé (2.21) ñëåäóåò, ÷òî

∃m > 1 : lim
k→∞

|λk|ρ/(1−ρ)
p ln |an| 6 (1− ρ)

[(m + 1)ρρ]1/(ρ−1)

è ïîäàâíî
lim

k→∞
ln |an|

(|λk|p)ρ/(ρ−1)
< 0. (2.22)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè |λk|p → ∞ ïðè k → ∞ è åñëè ðÿä (1.1)
ñõîäèòñÿ â [ρ,∞)p, ãäå ρ ∈ (1,+∞), òî êîýôôèöèåíòû ak ðÿäà (1.1)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.22).
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Ïóñòü òåïåðü ñòðåìëåíèå |λk|p ê +∞ äîñòàòî÷íî áûñòðîå, à èìåí-
íî:

lim
k→∞

ln k

(|λk|p)ρ/(ρ−1)
= 0. (2.23)

Òîãäà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {exp〈λk, z〉p} l1-
ÿäåðíà â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå [ρ,m]p, m = 1, 2, . . . Ïî òåîðåìå 2.9
ðàâíîñèëüíû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â [ρ,∞)p;
2) ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â [ρ,∞)p;
3) âûïîëíåíî óñëîâèå

∃m > 1 : lim
k→∞

[
ln |ak|+ (ρ− 1) (|λk|p)ρ/(ρ−1)

(m + 1
n )1/(ρ−1)ρρ/(ρ−1)

]
< +∞ ∀n > 1.

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, åñëè êîýôôèöèåíòû {ak} óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ (2.22), òî (ïðè óñëîâèè, ÷òî lim

k→∞
|λk|p = +∞) èç íåðà-

âåíñòâà (2.22) ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (2.21) ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è ëþáûõ n > 1 (òàê êàê lim

m→∞
A

(m+1/n)
ρ = 0,

ïðè÷åì ñòðåìëåíèå ê ïðåäåëó ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî n > 1). Òà-
êèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü ρ ∈ (1, +∞). Òîãäà:
a) åñëè lim

k→∞
|λk|p = ∞ è ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ â [ρ,∞)p, òî èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.22);
b) îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.22) è (2.23), òî ðÿä (1.1)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â [ρ,∞)p.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìî-

ñòè è â äðóãèõ ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð, ïðîñòðàí-
ñòâå âñåõ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è ò. ä., à òàêæå â ðàç-
ëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ
èíäóêòèâíîé òîïîëîãèåé. È çäåñü èìååò ìåñòî ¾çàðàçèòåëüíîñòü¿
ïîâåäåíèÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíò (2.14) ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè,
íî ìû óæå íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì. Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ
îá óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè îáùåãî ðÿäà (2.1) â ÏÎËÂÏ ñ ïðîåêòèâíîé
è èíäóêòèâíîé òîïîëîãèåé èññëåäîâàëñÿ ðàíåå ñ íåñêîëüêî èíûõ ïî-
çèöèé â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [77, 111] è ò. ä.).

2.2.6. Îñòàíîâèìñÿ åùå íåìíîãî íà ñîîòíîøåíèÿõ (2.2)�(2.4), èç
êîòîðûõ óñëîâèå (2.2) è ïîäàâíî (2.3) íåîáõîäèìî äëÿ ñõîäèìîñòè
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ðÿäà (2.1) â ÏÎËÂÏ H ñ íàáîðîì ïðåäíîðì P = {p}, à ïàðà óñëî-
âèé (2.3), (2.4) (òåì áîëåå, (2.2), (2.4) äîñòàòî÷íà äëÿ àáñîëþòíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1) â H. Ïðåæäå âñåãî, óñëîâèå (2.2) âûïîëíÿåòñÿ,
åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.3) è äëÿ ëþáîãî p1 ∈ P ñóùåñòâóåò
p2 ∈ P òàêîå, ÷òî lim

k→∞
p1(uk)
p2(uk) = 0.

Äàëåå, â ïàðå óñëîâèé (2.2), (2.4), îáåñïå÷èâàþùèõ àáñîëþòíóþ
ñõîäèìîñòü ðÿäà (2.1) â H, ìîæíî óñèëèâàòü ïåðâîå èç íèõ è îñëàá-
ëÿòü âòîðîå è òàêèì ïóòåì ïîëó÷àòü äðóãèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì òàêîé ðåçóëü-
òàò.

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü äëÿ ðÿäà (2.1) âûïîëíåíû òàêèå ïðåäïîëî-
æåíèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî p ∈ P {ckp(uk)}∞k=1 ∈ lq1 ;
2) äëÿ ëþáîãî p1 ∈ P ñóùåñòâóåò p2 ∈ P òàêîå, ÷òî

{
p1(uk)
p2(uk)

}
∈ lq2 ,

ãäå q1 > 1, q2 > 1 è 1
q1

+ 1
q2

= 1.
Òîãäà ðÿä (2.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû, àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû 2.11 è îñíîâàííîå íà íåðàâåíñòâå Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî,
î÷åâèäíî, è ìû åãî îïóñêàåì, òàêæå, êàê åå èíäóêòèâíûé âàðèàíò è
åãî ïðèëîæåíèÿ ê êîíêðåòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì.

2.3. Ðÿäû Äèðèõëå ñ îãðàíè÷åííûìè ïîêàçàòåëÿìè

2.3.1. Äî ñèõ ïîð â ðàçäåëàõ 2.1 è 2.2 ýòîé ãëàâû ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ðÿäîâ ýêñïîíåíò (1.1) â êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî lim

k→∞
|λk|p = +∞. Â äàííîì ðàçäåëå

ìû îñòàíîâèìñÿ âêðàòöå íà ñâîéñòâàõ íåñêîëüêî èíîãî êëàññà ðÿ-
äîâ (1.1), à èìåííî, ðÿäàõ ñ îãðàíè÷åííûìè ïîêàçàòåëÿìè.

Ëåììà 2.1. Ëþáîé ðÿä (1.1) â òî÷êå z = 0 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {ak}∞k=1 ∈ l1.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
∞∑

k=1

|ak|| exp〈λk, 0〉p| =
∞∑

k=1

|ak|.

Ïóñòü òåïåðü F � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Cp è EF � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ðÿäîâ âèäà (1.1), ó êîòîðûõ λk ∈ F ïðè âñåõ k > 1.
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Ïóñòü, äàëåå, ËÂÏ H ñ òîïîëîãèåé ν, îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì
ïðåäíîðì Q = {q}, îáëàäàåò òàêèìè ñâîéñòâàìè:

1) êàæäûé ýëåìåíò H ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé,
îïðåäåëåííîé ïî êðàéíåé ìåðå â òî÷êå z = 0;

2) eλ := exp〈λ, z〉p ∈ H äëÿ ëþáîãî λ ∈ F .
Åñëè ïðîñòðàíñòâî H ñî ñâîéñòâàìè 1), 2) óäîâëåòâîðÿåò åùå óñëî-
âèþ:

3) |y(0)| � íåïðåðûâíàÿ ïðåäíîðìà â (H, ν),
òî îíî íàçûâàåòñÿ EF -ïî÷òè ïðàâèëüíûì. Íàêîíåö, åñëè (H, ν) îá-
ëàäàåò ñâîéñòâàìè 1)�3) è òàêîâî, ÷òî:

4) sup{q(eλ) : λ ∈ F} < +∞ ïðè ëþáîì q ∈ Q,
òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî (H, ν) íàçîâåì EF -ïðàâèëüíûì.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ðÿäà (1.1):
a) ðÿä (1.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â òî÷êå z = 0;
á) {ak}∞k=1 ∈ l1;
â) ðÿä (1.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â (H, ν).
Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü F � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Cp è

(H, ν) � EF -ïî÷òè ïðàâèëüíîå ËÂÏ. Òîãäà â) ⇒ à). Åñëè (H, ν) �
EF -ïðàâèëüíîå ËÂÏ, òî âñå òðè óòâåðæäåíèÿ à)�â) ðàâíîñèëüíû.

C Åñëè ðÿä (1.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â EF -ïî÷òè ïðàâèëüíîì
ËÂÏ H, òî

∑∞
k=1 |ak|| exp〈λk, 0〉p| =

∑∞
k=1 |ak|. Òàêèì îáðàçîì, â) ⇒

à). (Íàïîìíèì åùå, ÷òî ïî ëåììå 2.1 à)⇔ á).) Ïóñòü òåïåðü {ak}∞k=1 ∈
l1 è (H, ν) � EF -ïðàâèëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

∞∑

k=1

|ak|q(eλk
) 6 sup

k>1
q(eλk

)
∞∑

k=1

|ak| < ∞ ∀ q ∈ Q,

è ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â (H, ν). Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì
ñëó÷àå â) ⇒ à) ⇔ á) ⇒ â), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû. B

×èòàòåëü áåç îñîáîãî òðóäà óáåäèòñÿ, ÷òî EF -ïðàâèëüíûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè áóäóò, íàïðèìåð:

• ïðîñòðàíñòâà A(G), G � îáëàñòü â Cp, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó z = 0;
• H(B), B � ëþáîé êîìïàêò â Cp, ñîäåðæàùèé òî÷êó z = 0;
• [ρ,∞]p, ρ > 1;
• [ρ,∞)p, ρ > 1;
• [ρ, σ]p, 1 < ρ < ∞, 0 6 σ < +∞;
• [ρ, σ)p, 1 < p < ∞, 0 < σ 6 +∞.
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå EF -ïðàâèëüíîñòè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íàèáîëåå
¾òðóäîåìêîé¿ (íî âñå-òàêè íåñëîæíîé) åãî ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ, ïîæà-
ëóé, ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 4).

Íàïðèìåð, åñëè H = [ρ, σ]p, ãäå p > 1, ρ > 1, 0 6 σ < +∞, òî ïðè
ëþáûõ λ ∈ F è ε > 0

sup
z∈Cp

| exp〈λ, z〉p|
exp(σ + ε)|z|ρ 6 exp sup

06r<+∞
(MF r − (σ + ε)rρ) = Dε < +∞

(çäåñü MF = sup{|λ|p : λ ∈ F}), è óñëîâèå 4) âûïîëíåíî.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì p > 1 ïðîñòðàíñòâî M(Cp) âñåõ ôóíêöèé

y : Cp → Cp ñ òîïîëîãèåé γ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, îïðåäåëÿåìîé
íàáîðîì ïðåäíîðì |y(v)|, v ∈ Cp, ÿâëÿåòñÿ EF -ïðàâèëüíûì, êàêîâî
áû íè áûëî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî F èç Cp. Ïîýòîìó èç òåîðå-
ìû 2.13 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü F � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Cp è λk ∈ F
ïðè âñåõ k > 1. Òîãäà ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå z
èç Cp â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè {ak} ∈ `1.

Çàôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk}+∞k=1 òî-
÷åê èç F è îáðàçóåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî MΛ âñåõ öåëûõ ôóíêöèé
f(z), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ðÿäà

f(z) =
+∞∑

k=1

fk exp(〈λk, z〉p),

àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â êàæäîé òî÷êå z èç Cp. Ïî ñëåäñòâèþ òåî-
ðåìû 2.13 f ∈ MΛ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃ {gk}+∞k=1 ∈ `1 : f(z) =
+∞∑

k=1

gk exp(〈λk, z〉p) ∀ z ∈ Cp.

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå MΛ òîïîëîãèþ ñ ïîìîùüþ íîðìû

‖f‖Λ := inf

{
+∞∑

k=1

|fk| : f(z) =
+∞∑

k=1

fk exp(〈λk, z〉p) ∀ z ∈ Cp

}
.

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî `1Λ ïðîñòðàíñòâà `1, ñîñòîÿùåå èç
òåõ è òîëüêî òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {dk}+∞k=1, äëÿ êîòîðûõ

+∞∑

k=1

dk exp(〈λk, z〉p) = 0 ∀ z ∈ Cp.
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Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, `1Λ çàìêíóòî â B-ïðîñòðàíñòâå `1 ñ îáû÷-
íîé íîðìîé ‖x‖ =

∑+∞
k=1 |xk|, åñëè x = {xk}+∞k=1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

z0 ∈ Cp, òî {exp(〈λk, z0〉p)} ∈ `∞ è ìíîæåñòâî TΛ
z0

âñåõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé {vk}+∞k=1 èç `1 òàêèõ, ÷òî

∑+∞
k=1 vk exp(〈λk, z0〉p) = 0, çàìêíóòî

â `1. Íî òîãäà `1Λ =
⋂

z0∈Cp TΛ
z0

� òàêæå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â `1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ‖f‖Λ ñîâïàäàåò ñ ôàêòîð-íîðìîé � íîðìîé ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâà `1/`1Λ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî MΛ, ν ñ íîðìîé
‖ · ‖Λ ÿâëÿåòñÿ B-ïðîñòðàíñòâîì. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç MΛ

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé â Cp íîðìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1 ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ z1, . . . , zp: åñëè TF := sup{|λ|p : λ ∈ F}, òî

|f(z)| 6 ‖f‖Λ exp(TF ) |z|p ∀ f ∈ MΛ, ∀ z ∈ Cp.

2.3.2. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ðÿä (1.1) â Rp, ò. å. ðÿä
∞∑

k=1

ak exp〈λk, x〉p, λk ∈ F, x ∈ Rp, p > 1, (2.24)

ãäå, êàê è ðàíüøå, F � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Cp.
Î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä (2.24) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà {ak}k=1 ∈ l1. Äàëåå, ËÂÏ (H, ν) íàçûâàåòñÿ
ERF -ïî÷òè ïðàâèëüíûì, åñëè:

1′) êàæäûé ýëåìåíò y(x) èç H ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíê-
öèåé, îïðåäåëåííîé íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå Gy èç Rp, ñîäåðæà-
ùåì òî÷êó x = 0;

2′) eλ := exp〈λ, x〉p ∈ H äëÿ ëþáîãî λ ∈ F ;
3′) |y(0)| � íåïðåðûâíàÿ ïðåäíîðìà â (H, ν).
ERF -ïî÷òè ïðàâèëüíîå ËÂÏ (H, ν), óäîâëåòâîðÿþùåå åùå óñëîâèþ
4′) supλ∈F q(eλ) < +∞ ïðè âñåõ q ∈ Q,

íàçîâåì ERF -ïðàâèëüíûì ËÂÏ (êàê âûøå, Q = {q} � íàáîð ïðåä-
íîðì, îïðåäåëÿþùèé òîïîëîãèþ ν â H).

Çàïèøåì òðè óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ðÿäà (2.24):
à′) ðÿä (2.24) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = 0;
á′) {ak} ∈ l1;
â′) ðÿä (2.24) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â (H, ν).
Òî÷íî òàê æå, êàê òåîðåìà 2.13, äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 2.14. Âñåãäà à′) ⇔ á ′). Äàëåå, åñëè F � îãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî â Cp è (H, ν) � EF -ïî÷òè ïðàâèëüíîå ËÂÏ, òî â′) ⇒ à′).
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Íàêîíåö, åñëè (H, ν) � EF -ïðàâèëüíîå ËÂÏ, òî âñå òðè óòâåðæäåíèÿ
à′)�â′) ðàâíîñèëüíû.

Â ÷àñòíîñòè, EF -ïðàâèëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâî C∞(G) è
ïðîñòðàíñòâî C∞[T ], ãäå, ñîîòâåòñòâåííî, G è T � îáëàñòü è êîìïàêò
â Rp.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿäû âèäà (1.1) è (2.24) ñ îãðàíè÷åííûìè ïîêà-
çàòåëÿìè, êàê è ðÿäû (1.1) ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè λk = iµk,
µk ∈ Rp, îáëàäàþò äîâîëüíî ñèëüíûì ñâîéñòâîì ¾çàðàçèòåëüíîñòè¿.
Îäíàêî ïðè÷èíû òàêîãî ïîâåäåíèÿ ðÿäîâ Äèðèõëå èç ýòèõ äâóõ êëàñ-
ñîâ ðàçíûå: äëÿ ðÿäîâ ñ ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè îïðåäåëÿþùèì ôàê-
òîðîì ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ |eiµ(x)(α)| = |µ1|α1 . . . |µp|αp , α ∈ Np

0

(çäåñü µ = (µ1, . . . , µp) ∈ Rp, α = (α1, . . . , αp)), à äëÿ ðÿäîâ ñ îãðà-
íè÷åííûìè ïîêàçàòåëÿìè ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà F , â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ âñå ïîêàçàòåëè λk, k = 1, 2, . . .



ÃËÀÂÀ 3
ÏÐÅÄÑÒÀÂËßÞÙÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

3.1. A-ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû,
èõ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

3.1.1. Ïóñòü H � îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî
(ñîêðàùåííî ÎËÂÏ) íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Φ, ãäå Φ = C èëè Φ = R,
ñ òîïîëîãèåé P, îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì (íåïðåðûâíûõ) ïðåäíîðì
p : P = {p}. Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
è (ωk)∞k=1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîíå÷íûõ (ò. å.
ñîñòîÿùèõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ) ïîäìíîæåñòâ, èñ÷åðïûâà-
þùàÿ Ω:

ωn ⊂ ωn+1 ⊂ Ω = ω1 ∪
( ∞⋃

k=1

(ωk+1 \ ωk)
)

∀n > 1.

Âîçüìåì êàêîå-ëèáî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî X íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
xα èç H òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ (êîíå÷íàÿ) ñèñòåìà ýëåìåíòîâ (xα : α ∈
ωm), m = 1, 2, . . . , ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H (ïîñëåäíåå ïðåäïîëî-
æåíèå âûïîëíÿåòñÿ íà âñåì ïðîòÿæåíèè äàííîãî ðàçäåëà). Åñëè
c = (cα)α∈Ω � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëîâîå ñåìåéñòâî (cα ∈ Φ ïðè ëþáîì
α ∈ Ω), òî äëÿ âñåõ m > 1 ïîëîæèì Sm(c) :=

∑
α∈ωm

cαxα. Îáðàçó-
åì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A1(X,H) ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ c = (cα),
cα ∈ Φ ïðè ëþáîì α ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ â H ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim

m→∞
Sm(c). Î÷åâèäíî, ÷òî A1(X, H) ñîäåðæèò âñå ¾îðòû¿ e(β) =

(eγ,β)γ∈Ω, ãäå β ∈ Ω è eγ,β = 0 ïðè γ 6= β, eβ,β = 1.
Ïóñòü òåïåðü A � (âåêòîðíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî A1(X,H). Íàçî-

âåì X A-ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé â H (A-ÏÑ â H), åñëè ëþáîé
ýëåìåíò y èç H äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

y = lim
m→∞

Sm(c), (3.1)

â êîòîðîì ïðåäåë áåðåòñÿ â H è c = (cα)α∈Ω ∈ A. Åñëè åùå äëÿ
ëþáûõ y èç H åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (3.1) åäèíñòâåííî, òî A-ÏÑ
X â H íàçûâàåòñÿ A-áàçèñîì â H.
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Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå A1(X,H) òîïîëîãèþ τ1 íàáîðîì ïðåäíîðì

QP =
{
qX
p

}
p∈P

, qX
p (c) := sup

m>1
p (Sm(c)).

Çàìåòèì, ÷òî èç îòäåëèìîñòè ïðîñòðàíñòâà H ñëåäóåò, ÷òî ïðîñ-
òðàíñòâî (A1(X, H), τ1) òàêæå îòäåëèìî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d ∈
A1(X, H) è qX

p (d) = 0 äëÿ ëþáîãî p ∈ P, òî

p (Sm(d)) = 0 ∀ p ∈ P, ∀m > 1.

Íî òîãäà ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì m > 1 è âñåõ p ∈ P
p (Sm(d)) = 0 è â ñèëó îòäåëèìîñòè H Sm(d) = 0, m = 1, 2, . . .

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñèñòåìà (xα)α∈ωm ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìà è

∑
α∈ωm

dαxα = 0, òî dα = 0 äëÿ âñåõ α ∈ ωm è m > 1.
Îêîí÷àòåëüíî, d = 0.

3.1.2. Äîêàæåì åùå, ÷òî òîïîëîãèÿ τ1 â A1(X, H) ìàæîðèðóåò
òîïîëîãèþ ¾ïîêîîðäèíàòíîé¿ ñõîäèìîñòè, ò. å. ïðè ëþáîì α ∈ Ω
|cα| � íåïðåðûâíàÿ ïðåäíîðìà íà A1(X,H), τ1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ïîëàãàåì, ÷òî Φ = C. Ïî ïðîèçâîëüíî âçÿòîìó
èíäåêñó α èç Ω íàéäåì íîìåð N íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî α ∈ ωN .
Ìíîæåñòâî

AN :=
{

c =
∑

α∈ωN

cαe(α) : cα ∈ C ∀α ∈ ωN

}

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì A1(X, H), τ1. Ïðè ýòîì
îðòû e(α), α ∈ ωN , ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó AN è ñîñòàâëÿþò
â íåì (êîíå÷íûé àëãåáðàè÷åñêèé) áàçèñ. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðè-
ìåð, [125, ãë. II, ðàçäåë 6]) â AN åñòü òîëüêî îäíà ëîêàëüíî âûïóêëàÿ
òîïîëîãèÿ τN (à èìåííî, åâêëèäîâà) è îíà ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé
τ1, èíäóöèðîâàííîé â AN èç A1(X,H), τ1 è îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì
ïðåäíîðì max

16m6N
p

(∑
α∈ωm

cαxα

)
. Î÷åâèäíî, ÷òî |cα| � íåïðåðûâíàÿ

ïðåäíîðìà íà AN , τN = AN , τ1. Ñëåäîâàòåëüíî, |cα| � íåïðåðûâíàÿ
ïðåäíîðìà è íà A1(X,H), τ1.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ Ω ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë

ψα : A1(X, H) → C, ψα(d) = dα ∀ d ∈ A1(X, H),

íåïðåðûâåí íà A1(X, H), τ1.
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Ïîêàæåì, äàëåå, ÷òî åñëè H � ÏÎËÂÏ, òî A1(X, H), τ1 òàêæå
ïîëíî è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ÏÎËÂÏ. Ïóñòü

{
c(γ)

}
γ∈D

� êàêàÿ-
ëèáî ñåòü Êîøè (ïî ¾íàïðàâëåíèþ¿ � íàïðàâëåííîìó ìíîæåñòâó
D). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 è âñåõ p ∈ P ñóùåñòâóåò èíäåêñ γ0 ∈ D
òàêîé, ÷òî åñëè ïðè j = 1, 2 γj ∈ D è γj ½ γ0, òî qX

p (c(γ1)−c(γ2)) < ε
2 ,

ò. å.
sup
n>1

p

( ∑
α∈ωn

(
c(γ1)
α − c(γ2)

α

)
xα

)
<

ε

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè γj ½ γ1 ïðè j = 1, 2, òî äëÿ ëþáîãî n1 > 1

p

( ∑
α∈ωn1

(
c(γ1)
α − c(γ2)

α

)
xα

)
<

ε

2
. (3.2)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåì, ÷òî ñåòü {c(γ)}γ∈D ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíà
â A1(X, H), τ1, à òàêæå òåì, ÷òî

ψβ : ψβ(c) = cβ ∈ (A1(X,H), τ1)′ ∀β ∈ Ω.

Òîãäà ïðè ëþáîì β èç Ω ÷èñëîâàÿ ñåòü
{
ψβ(c(γ))

}
γ∈D

=
{
c
(γ)
β

}
γ∈D

ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ Êîøè â C è ïîòîìó ýòà ñåòü ñõîäèòñÿ (â C) ê íåêî-
òîðîìó ÷èñëó

bβ = lim
γ∈D

c
(γ)
β . (3.3)

Çàôèêñèðîâàâ ëþáîé íîìåð γ2 òàêîé, ÷òî γ2 ½ γ0, ñ ïîìîùüþ
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (ïî íàïðàâëåíèþ D) èç íåðàâåíñòâà (3.2) ñ
ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3.3) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

p

( ∑
α∈ωn1

(
bα − c(γ2)

α

)
xα

)
6 ε

2
.

Îòñþäà äëÿ ëþáûõ nj > j

p (Sn1(b)− Sn2(b)) = p

( ∑
α∈ωn1

bαxα −
∑

α∈ωn2

bαxα

)
6

6 p

( ∑
α∈ωn1

bαxα −
∑

α∈ωn1

c(γ2)
α xα

)
+ p

( ∑
α∈ωn2

bαxα −
∑

α∈ωn2

c(γ2)
α xα

)
+

+p
(
Sn1(c

(γ2))− Sn2(c
(γ2))

)
6 ε + p

(
Sn1(c

(γ2)))− Sn2(c
(γ2))

)
.
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Òàê êàê c(γ2) ∈ A1(X,H), òî íàéäåòñÿ íîìåð n3 òàêîé, ÷òî

p
(
Sn1(c

(γ2))− Sn2(c
(γ2))

)
<

ε

2
, nj > n3, j = 1, 2.

Íî òîãäà äëÿ òåõ æå n1, n2

p
(
Sn1(b)− Sn2(b)

)
<

3
2

ε.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sm(b)}∞m=1 ýëåìåíòîâ èç H
ôóíäàìåíòàëüíà â H. Â ñèëó ïîëíîòû H îíà èìååò ïðåäåë â H.

Ñëåäîâàòåëüíî, b = (bα)α∈Ω ∈ A1(X, H). Êðîìå òîãî,

∀ ε > 0, ∀ p ∈ P ∃ γ̃ ∈ D : ∀ γ ½ γ̃ sup
m>N2

p

( ∑
α∈ωm

(bα − c(γ)
α )xα

)
6 ε

2
,

ãäå N2 = N2(ε, p). Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì δ

èç Ω è ëþáîé ïðåäíîðìå p èç P lim
γ∈D

p
(
(bδ − c

(γ)
δ )xδ

)
= 0, ïîëó÷àåì

îêîí÷àòåëüíî:
lim
γ∈D

qX
p (b− c(γ)) = 0,

ò. å. ñåòü {c(γ)}γ∈D ñõîäèòñÿ â A1(X, H), τ1 ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó
b (èç A1(X,H)). Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî A1(X,H), τ1 ïîëíî,
åñëè èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî H ïîëíî.

3.1.3. Ïðèâåäåì åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð A-ÏÑ. Äëÿ ÷åãî (ñ÷è-
òàÿ ïî-ïðåæíåìó, ÷òî H � ÎËÂÏ ñ íàáîðîì ïðåäíîðì P = {p})
ïîëîæèì

A = A2(X, H) :=
{

c = (cα)α∈Ω ∈ CΩ :

q(2)
p (c) :=

∑

α∈Ω

|cα|p(xα) < +∞ ∀ p ∈ P

}

è îïðåäåëèì ËÂ òîïîëîãèþ τ2 íà A2(X, H) íàáîðîì ïðåäíîðì

QP := {q(2)
p : p ∈ P}.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ α â Ω è íàéäåì ïðåäíîðìó pα

èç P òàêóþ, ÷òî pα(xα) > 0. Òîãäà

|cα| = |cαpα(xα)|
pα(xα)

6 q
(2)
pα (c)

pα(xα)
∀ c ∈ A2(X, H),
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è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ψα(c) = cα íåïðåðûâåí íà A2(X, H), τ2 äëÿ
ëþáîãî èíäåêñà α ∈ Ω.

Åñëè H � ÏÎËÂÏ, òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, äëÿ ëþáîãî ýëåìåí-
òà c èç A2(X, H) â H ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
∑

α∈ωn

cαxα, è ïîòîìó

A2(X, H) ⊆ A1(X,H). Áîëåå òîãî, A2(X, H), τ2 ↪→ A1(X, H), τ1. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî A2(X, H), τ2 îòäåëèìî.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A2(X,H), τ2 ïîëíî. Ïóñòü
(C(γ))γ∈D � ñåòü Êîøè â A2(X,H), τ2 ïî íàïðàâëåíèþ D. Òîãäà
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì èíäåêñå α èç Ω ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî
ψα(C(γ))γ∈D ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ Êîøè â C è â ñèëó ïîëíîòû C ñóùå-
ñòâóåò Dα ∈ C òàêîå, ÷òî

lim
γ∈D

ψα(C(γ)) = lim
γ∈D

(C(γ))α = Dα.

Äàëåå, äëÿ ëþáûõ ε > 0 è p ∈ P ñóùåñòâóåò èíäåêñ γ0 ∈ D òàêîé,
÷òî åñëè γj ½ γ0, γj ∈ D (j = 1, 2), òî

q(2)
p (C(γ1) − C(γ2)) =

∑

α∈Ω

∣∣∣(C(γ1))α − (C(γ2))α

∣∣∣ p (xα) <
ε

2

è ïîäàâíî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà M ìíîæåñòâà Ω
∑

α∈M

∣∣∣(C(γ1))α − (C(γ2))α

∣∣∣p(xα) <
ε

2
, γj ½ γ0, j = 1, 2. (3.4)

Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ γ2 èç D òàêîé, ÷òî γ2 ½ γ0, èç
íåðàâåíñòâà (3.4) ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì ñîîò-
íîøåíèå ∑

α∈M

∣∣∣Dα − (C(γ2))α

∣∣∣ p(xα) 6 ε

2
.

Îòñþäà
∑

α∈M

|Dα| p(xα) 6 ε

2
+

∑

α∈M

|(Cγ2)α| p(xα) 6

6 ε

2
+ q(2)

p (C(γ2)) 6 h < +∞, h = h(ε, γ2, p).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∑

α∈Ω

|Dα| p(xα) 6 h < ∞, D̃(Dα)α∈Ω ∈ A2(X,H).
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Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èíäåêñ γ0 ∈ D òàêîé, ÷òî
äëÿ âñåõ γ ∈ D, γ ½ γ0,

∑

α∈Ω

∣∣∣Dα − (C(γ))α

∣∣∣ p(xα) < ε,

è D̃ = lim
γ∈D

C(γ). Çàìåòèì, ÷òî â õîäå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà (â îòëè÷èå
îò ïðîñòðàíñòâà A1(X,H)) áûëî èñïîëüçîâàíî ëèøü òî, ÷òî H �
ÎËÂÏ, à ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà H íå ïîòðåáîâàëàñü.

Â äàëüíåéøåì A2(X,H)-ÏÑ â H íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé ñèñòåìîé (êîðîòêî ÀÏÑ) â H, à A2(X, H)-Á â H íàçûâàåòñÿ
àáñîëþòíûì áàçèñîì (êîðîòêî ÀÁ) â H. Äàëåå, A1(X, H)-ÏÑ íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòî ÏÑ, A1(X, H)-Á � ïðîñòî áàçèñîì.

3.1.4. Ìîæíî ïðèâåñòè è äðóãèå ïðèìåðû îáùèõ êëàññîâ
A(X,H). Îãðàíè÷èìñÿ ïîêà îäíèì èç íèõ, êîòîðûé ïîíàäîáèòñÿ â
äàëüíåéøåì.

Ïóñòü H, Ω, X è {ωk}k∈N òå æå, ÷òî è â ïóíêòå 3.1.1. Ïîëîæèì

A3(X,H) :=
{

d = (dα)α∈Ω :
∞∑

k=1

p

( ∑

α∈ωk+1\ωk

dαxα

)
< +∞

}
.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå A3(X,H) ââåñòè òîïîëîãèþ τ3 íàáîðîì ïðåä-
íîðì Q3

P = {q(3)
p : p ∈ P}, ãäå äëÿ âñåõ p ∈ P è d = (dα)α∈Ω ∈ A3

q(3)
p (d) = p

( ∑
α∈ω1

dαxα

)
+

∞∑

k=1

p

( ∑

α∈ωk+1\ωk

dαxα

)
,

òî, î÷åâèäíî, ÷òî A2(X, H), τ2 ↪→ A3(X,H), τ3 ↪→ A1(X,H), τ1.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A3 ñîäåðæèò âñå îðòû e(α),

ïðè÷åì |dα| � íåïðåðûâíàÿ ïðåäíîðìà íà A3(X, H), τ3 äëÿ ëþáîãî
α ∈ Ω. Äàëåå, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî A1(X,H), τ1 îòäåëèìî, òî òà-
êèì æå áóäåò è ïðîñòðàíñòâî A3(X, H), τ3. Íàêîíåö, îíî ïîëíî, ÷òî
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèìåðíî òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè, êàê è â ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâà A2(X, H), τ2. Èòàê, A3(X, H), τ3 � ÏÎËÂÏ.

3.1.5. Âîçâðàùàÿñü ê ââåäåííîìó â ï. 3.1.1 ïðîñòðàíñòâó A, îò-
ìåòèì, ÷òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôàêòîðàìè:

• ïðîñòðàíñòâîì H,
• âûáðàííîé â ïðîñòðàíñòâå H ñ÷åòíîé ñèñòåìîé X = (xα)α∈Ω

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ,
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• ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ Ω,
• {ωk}k∈N � âûáðàííîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êî-

íå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ èç Ω, èñ÷åðïûâàþùåé Ω â òîì ñìûñëå, ÷òî

Ω = ω1 ∪
( ⋃

k∈N
ωk+1 \ ωk

)
.

Ïîýòîìó ïðàâèëüíåå áûëî áû îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî A ñ òîïî-
ëîãèåé τ ñèìâîëîì

A(X,H; Ω, {ωk}), τ
(àíàëîãè÷íî, Aj , τj = Aj(X,H; Ω, {ωk}), τj ïðè j = 1, 2, 3; ïðè ýòîì
ïðîñòðàíñòâî A2, τ2 íå çàâèñèò, êàê ñëåäóåò èç åãî îïðåäåëåíèÿ,
îò âûáîðà èñ÷åðïûâàþùåé Ω ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ωk}k∈N: A2, τ2 =
A2(X, H; Ω), τ2).

Îäíàêî òàêàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé äîâîëüíî ãðîìîçäêà. Òàê êàê
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Ω è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ωk}k∈N â õîäå ðàñ-
ñóæäåíèé â äàííîì ðàçäåëå, êàê ïðàâèëî, íå ìåíÿþòñÿ, òî ìû áó-
äåì ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå êîìïàêòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè A(X, H), τ è
Aj(X, H), τj ïðè j = 1, 2, 3, èëè (åñëè ýòî íå ïðèâåäåò ê íåäîðàçó-
ìåíèÿì) ñèìâîëàìè A, τ , Aj , τj è äàæå A,Aj . Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A, τ ↪→ A1, τ1.

Ââåäåì îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ (ÎÏ)

LX
A : ∀ c = (cα)α∈Ω ∈ A → LX

A (c) = lim
m→∞

( ∑
α∈ωm

cαxα

)
∈ H. (3.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî LX
A � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî

p ∈ P ñóùåñòâóþò ÷èñëî b < ∞ è (íåïðåðûâíàÿ) ïðåäíîðìà t1 â
A èç íàáîðà ïðåäíîðì, îïðåäåëÿþùèõ òîïîëîãèþ τ â A, òàêèå, ÷òî
qX
p (c) 6 bt1(c) ïðè âñåõ c ∈ A.

Îòñþäà p(LX
A c) 6 supm>1 p

(∑
α∈ωm

cαxα

)
= qX

p (c) 6 bt1(c), c ∈ A,
è îïåðàòîð LX

A íåïðåðûâåí èç A, τ â H.
Î÷åâèäíî, ÷òî X � A-ÏÑ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà LX

A �
ýïèìîðôèçì A íà H. Äàëåå, X � A-Á â H òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà LX

A � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå A íà H.
3.1.6. ßñíî, ÷òî ëþáîé A-áàçèñ â H (ñîîòâåòñòâåííî, àáñîëþò-

íûé áàçèñ èëè (ïðîñòî) áàçèñ) áóäåò A-ÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ èëè
ÏÑ) â H. Îáðàòíîå çàêëþ÷åíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, â ÷åì ìîæ-
íî óáåäèòüñÿ íà, âîçìîæíî, íå ñàìîì îáùåì, íî äîâîëüíî ïðîñòîì
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ïðèìåðå, êîòîðûé ïðèâîäèëñÿ àâòîðîì â åãî ëåêöèè, ïðî÷èòàííîé íà
Çèìíåé Ñàðàòîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå â 1982 ã.

Ïóñòü H � ÏÎËÂÏ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà êàêîì-ëèáî ìíî-
æåñòâå Q èç Bp, ãäå p > 1 è Bp = Cp èëè Bp = Rp. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðîñòðàíñòâî H èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå îïåðàòîðû ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂v

∂tj
,

j = 1, 2, . . . , p, ãäå t = (t1, t2, . . . , tp) ∈ Bp, äåéñòâóþò íåïðåðûâíî èç
H â H.

Îáîçíà÷èì, äàëåå, ñèìâîëîì Λ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê λ èç Cp òà-
êèõ, ÷òî eλ(t) := exp〈λ, t〉p ∈ H, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Λ
áåñêîíå÷íî. Äîïóñòèì åùå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî ñ÷åòíî-
ãî ïîäìíîæåñòâà Λ1 ìíîæåñòâà Λ ñèñòåìà ýêñïîíåíò

{eλ : λ ∈ Λ1} = {eλn
: n = 1, 2, . . .}

ÿâëÿåòñÿ A-ÏÑ â H. Òîãäà, åñëè λ0 ∈ Λ \ Λ1, òî

eλ0(t) = lim
m→∞

( ∑

λα∈ω̃m

βαeλα

)
, Λ1 =

∞⋃

j=1

ω̃j , ω̃1 ⊂ ω̃2 ⊂ · · · ⊂ Λ1.

Çäåñü ω̃k := Λ1

⋂
ωk. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò òàêèå k1 è m0, ÷òî k1 ∈

ω̃m0 è βk1 6= 0.
Òàê êàê λ0 6= λk1 , òî íàéäåòñÿ òàêîå j 6 p, ÷òî λ0,j 6= λk1,j . Ïðî-

äèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî

eλ0(t) = lim
m→∞

( ∑

λk∈eωm

βkeλk

)
(3.6)

ïî tj , ïîëó÷èì

λ0,jeλ0(t) = lim
m→∞

( ∑

λk∈eωm

λk,jβkeλk

)
. (3.7)

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.6) íà λ0,j è âû÷òÿ ïîëó÷åííîå
ñîîòíîøåíèå èç (3.7), íàéäåì, ÷òî

0 = lim
m→∞

( ∑

λk∈ωm

(λk,j − λ0,j)β̃keλk

)
,

ãäå β̃k = 0, åñëè k ∈ ωm \ ω̃m; β̃k = βk, åñëè k ∈ ω̃m, k ∈ N. Òàê
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êàê ïðåäåë ñïðàâà ñóùåñòâóåò, òî {(λk,j − λ0,j)β̃k}λk∈Λ ∈ A, ïðè-
÷åì (λk1,j − λ0,j)βk1 6= 0 ïðè k = k1, è ìû ïîëó÷èëè íåòðèâèàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå íóëÿ â H ïî ñèñòåìå EΛ1 := (eλk

: λk ∈ Λ1). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ â H ïî ñèñòåìå EΛ1 íå
èìååò ìåñòà è EΛ1 � íå A-áàçèñ â H.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàí-
ñòâà H, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñîäåð-
æàùèå ñîâîêóïíîñòü ýêñïîíåíò {eλ : λ ∈ Λ}, ãäå Λ èìååò ìîùíîñòü
êîíòèíóóìà. Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ òà-
êèõ ïðîñòðàíñòâàõ íè îäíà A-ÏÑ ýêñïîíåíò íå áóäåò A-áàçèñîì. Â
÷àñòíîñòè, ëþáàÿ ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà ýêñïîíåíò â òàêîì ïðî-
ñòðàíñòâå H (ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíûõ ÏÑ óñòàíîâëåíî âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ) íå áóäåò áàçèñîì â H.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â îáùåé ñèòóàöèè åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëå-
íèÿ ýëåìåíòîâ èç H â âèäå (3.1) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A ìîæåò íå
èìåòü ìåñòà, äàäèì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïîäêëàññîâ A-ÏÑ.

1. Åñëè êîýôôèöèåíòû (yα)α∈ω èç A õîòÿ áû îäíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ (3.1) ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà y èç H ìîãóò áûòü íàéäåíû ýô-
ôåêòèâíî (ò. å. îïðåäåëåíû êîíñòðóêòèâíî), òî X íàçûâàåòñÿ ýô-
ôåêòèâíî A-ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé (îáîçíà÷åíèå: ÝA-ÏÑ) â H.
Â ñëó÷àå, êîãäà A = A1(X,H), èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ÝÏÑ, à ïðè
A = A2(X, H) � îáîçíà÷åíèå ÝÀÏÑ.

2. Åñëè îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ LX
A ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì A

íà H, èìåþùèì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ïðàâûé îáðàòíûé (ËÍÏÎ),
òî X íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé A-ÏÑ (ÏA-ÏÑ) (ñîîòâåòñòâåííî, ÏÏÑ
è ÏÀÏÑ).

3. Íàêîíåö, åñëè LX
A � ýïèìîðôèçì A íà H, èìåþùèé êîíñòðóê-

òèâíî îïðåäåëÿåìûé ËÍÏÎ, òî X íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî ïðàâèëü-
íîé A-ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé(ÝÏA-ÏÑ) (ïðè A = A1(X, H) �
ÝÏÏÑ, à ïðè A = A2(X, H) � ÝÏÀÏÑ).

3.1.7. Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ A-ÏÑ. Âñþ-
äó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) ïðè j = 1, 2 Hj � ÏÎËÂÏ ñ íàáîðîì ïðåäíîðì Pj = {pj},
îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ â Hj ;

á) T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé èç H1 â H2 îïåðàòîð;
â) X = (xα)α∈Ω � íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ (xα)

èç H1 òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà X ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìà â H1, à ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ìíîæåñòâà TX := (Txα)α∈Ω

ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H2.
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Îòìåòèì ñíà÷àëà îäèí ïî÷òè î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò.
Ëåììà 3.1. Aj(X,H1) ↪→ Aj(TX, H2), j = 1, 2, 3.
C Äåéñòâèòåëüíî, ïðåæäå âñåãî, åñëè ïðåäåë lim

m→∞
(
∑

l∈ωm
clxl)

èìååòñÿ â H1, òî (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà T )

T

(
lim

k→∞

∑
α∈ωk

cαxα

)
= lim

k→∞

( ∑
α∈ωk

cαTxα

)
∈ H2.

Ñëåäîâàòåëüíî, A1(X, H1) ⊆ A1(TX, H2). Äàëåå,

∀ p2 ∈ P2 ∃ p1 ∈ P1, ∃ b < +∞ : p2(Tx) 6 bp1(x) ∀x ∈ H1.

Îòñþäà ïðè ëþáîì c = (cα)α∈Ω ∈ A1(X, H1) èìååì:

qTX
p2

(c) := sup
m>1

p2

( ∑
α∈ωm

cαTxα

)
= sup

m>1
p2

(
T

( ∑
α∈ωm

cαxα

))
6

6 b sup
m>1

p1

( ∑
α∈ωm

cαxα

)
= b2q

X
p1

(c) è A1(X,H1) ↪→ A1(TX, H2).

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü îñòàëüíûõ âëîæå-
íèé. B

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç
ÏÎËÂÏ H1 â ÏÎËÂÏ H2 è ïóñòü X � A0-ÏÑ â H1, ãäå A0, τ ↪→
A1(X, H1), τ1. Òîãäà

1) åñëè T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, òî TX � A0-ÏÑ â H2;
2) åñëè TX � A0-ÏÑ â H2, òî îïåðàòîð T ñþðúåêòèâåí.
Ïåðåä òåì, êàê äîêàçàòü ýòó òåîðåìó, çàìåòèì, ÷òî

A0, τ ↪→ A1(X, H1), τ1,

à ïî ëåììå 3.1 A1(X, H1), τ1 ↪→ A1(TX, H2), τ1. Ïîýòîìó

A0, τ ↪→ A1(TX, H2), τ1

è ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû êîððåêòíà.
C 1. Åñëè T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ H2

ñóùåñòâóåò v ∈ H1 òàêîå, ÷òî y = Tv. Äàëåå, òàê êàê X � A0-ÏÑ
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â H1, òî v = lim
n→∞

∑
α∈ωn

vαxα. Ïðè ýòîì ïðåäåë ñóùåñòâóåò â H1 è
{vα}α∈Ω ∈ A0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà T

y = Tv = T

(
lim

n→∞

∑
α∈ωn

vαxα

)
= lim

n→∞

∑
α∈ωn

vαTxα,

è TX � A0-ÏÑ â H2.
2. Ïóñòü TX � A0-ÏÑ â H2, y � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç H2.

Òîãäà

∃ {yα}α∈Ω ∈ A0 : y = lim
n→∞

∑
α∈ωn

yαTxα = lim
n→∞

T

( ∑
α∈ωn

yαxα

)

(ïðåäåë áåðåòñÿ â H2). Íî òàê êàê {yα} ∈ A0 ⊆ A1(X,H1), òî â H1

ñóùåñòâóåò ïðåäåë v := lim
n→∞

∑
α∈ωn

yαxα. Îòñþäà

Tv = T

(
lim

n→∞

∑
α∈ωn

yαxα

)
= lim

n→∞
T

( ∑
α∈ωn

yαxα

)
= y. B

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç
ÏÎËÂÏ H1 â ÏÎËÂÏ H2 è X � Aj(X,H1)-ÏÑ â H1, ãäå j = 1, 2, 3.
Òîãäà:

1) åñëè T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, òî TX � Aj(X, H1)-ÏÑ â H2;
2) åñëè TX � Aj(X,H1)-ÏÑ â H2, òî îïåðàòîð T ñþðúåêòèâåí.
Ýòî ñëåäñòâèå ìîæíî äîïîëíèòü. Ïðåæäå âñåãî óñëîâèìñÿ ãîâî-

ðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (TX)1, åñëè, êàêîâî áû íè áûëî ÷èñ-
ëîâîå ñåìåéñòâî (bα)α∈Ω, ïðåäåë lim

n→∞
∑

α∈ωn
bαxα â H1 ñóùåñòâóåò

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â H2 èìååòñÿ ïðåäåë lim
n→∞

∑
α∈ωn

bαTxα.
Àíàëîãè÷íî, ñêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (TX)2, åñëè äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ÷èñëîâîé ñîâîêóïíîñòè (bα)α∈Ω ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ
(bαxα)α∈Ω èç H1 àáñîëþòíî ñóììèðóåìî â H1 â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà â H2 àáñîëþòíî ñóììèðóåìî ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ
{bαTxα}α∈Ω.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (TX)1 (èëè (TX)2) âûïîëíåíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

A1(X,H1), τ1 = A1(TX, H2), τ1

(ñîîòâåòñòâåííî, A2(X,H1), τ2 = A2(TX, H2), τ2).
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Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç
ÏÎËÂÏ H1 â ÏÎËÂÏ H2. Òîãäà:

1) åñëè X � ÏÑ èëè ÀÏÑ â H1, à T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, òî
TX � ÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ) â H2;

2) åñëè X � ÏÑ (èëè ÀÏÑ) â H1, à TX � ÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî,
ÀÏÑ) â H2 è âûïîëíåíî óñëîâèå (TX)1 (ñîîòâåòñòâåííî, (TX)2), òî
îïåðàòîð T ñþðúåêòèâåí.

C Òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ÏÑ è ÀÏÑ ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî, ïðèâåäåì åãî òîëüêî äëÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì.

1. Óòâåðæäåíèå 1) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 1) ñëåäñòâèÿ òåî-
ðåìû 3.1 (ïðè j = 1) è èç òîãî, ÷òî ïî ëåììå 3.1 A1(X,H1) ⊆
A1(TX, H2).

2. Ïóñòü X � ÏÑ â H1, à TX � â H2. Òîãäà

∀ y ∈ H2 ∃ (yα)α∈Ω ∈ A1(TX, H2) :

y = lim
n→∞

( ∑
α∈ωn

yαTxα

)
= lim

n→∞
T

( ∑
α∈ωn

yαxα

)
.

Äàëåå, òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (TX)1, òî â H1 ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

x := lim
n→∞

( ∑
α∈ωn

yαxα

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî Tx = y, è T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2. B
3.1.8. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñîîòâåòñòâóþùèì óòâåðæäåíèÿì äëÿ

ââåäåííûõ â êîíöå ï. 3.1.6 ïîäêëàññîâ A-ÏÑ. Áóäåì, êàê âûøå, ñ÷è-
òàòü, ÷òî A0, τ ↪→ A1(X, H1), τ1, T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðà-
òîð èç H1 â H2.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü X � ÝA0-ÏÑ â H1. Òîãäà TX � ÝA0-ÏÑ
â H2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2,
èìåþùèé ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûé ïðàâûé îáðàòíûé.

C 1. Åñëè X � ÝA0-ÏÑ â H1, à TX � â H2, òî îïåðàòîðû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ LX

A0
è LTX

A0
èìåþò ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûå ïðàâûå îá-

ðàòíûå (ñîîòâåòñòâåííî, Q è Q1) :

Q : H1 → A0; ∀x ∈ H1 (LX
A0

Q)x = x;

Q1 : H2 → A0; ∀ y ∈ H2 (LTx
A0

Q1)y = y.
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Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç
H1 â H2, òî TLX

A0
c = LTX

A0
c äëÿ ëþáîãî c ∈ A0. Ïîëîæèì B :=

LX
A0
· Q1. Òîãäà B � ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûé îïåðàòîð èç H2 â

H1, ïðè÷åì
TBy = (LTX

A0
Q1)y = y ∀ y ∈ H2.

2. Ïóñòü òåïåðü X � ÝA0-ÏÑ â H1, à T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
èç H1 â H2 îïåðàòîð, èìåþùèé ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûé ïðàâûé
îáðàòíûé T1. Ïóñòü åùå Q � ñóùåñòâóþùèé ïî ïðåäïîëîæåíèþ è ýô-
ôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûé ïðàâûé îáðàòíûé äëÿ LX

A0
. Òîãäà, êàê ëåãêî

ïðîâåðèòü, ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûé îïåðàòîð Q̃ := QT1 äåéñòâóåò
èç H2 â A0, ïðè÷åì

(LTX
A0

Q̃)y = (TLX
A0

QT1)y = TT1y = y ∀ y ∈ H2. B

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü X � ÏA0-ÏÑ â H1. Òîãäà TX � ÏA0-ÏÑ
â H2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2,
èìåþùèé ËÍÏÎ.

C Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê ïðåäûäóùàÿ. Èìåííî,
äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ËÍÏÎ T1 äëÿ T è Q̂ äëÿ LX

A0
. Òîãäà îïå-

ðàòîð Q̂1 := Q̂ · T1 ÿâëÿåòñÿ ËÍÏÎ äëÿ LTX
A0

. Îáðàòíî, åñëè Q̂ �
ËÍÏÎ äëÿ LX

A0
, à Q̂1 � äëÿ LTX

A0
, òî B := LX

A0
· Q̂1 � ËÍÏÎ äëÿ

T . B
Çàìåòèì åùå, ÷òî, êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, â ïåðâîé åãî ÷à-

ñòè, åñëè îïåðàòîðû T1 è Q̂ ýôôåêòèâíî îïðåäåëåíû, òî òàêèì æå
áóäåò è ëèíåéíûé îïåðàòîð Q̂1. Àíàëîãè÷íî, âî âòîðîé ÷àñòè, åñëè
îïåðàòîðû Q̂ è Q̂1 ýôôåêòèâíî îïðåäåëåíû, òî òàêèì æå áóäåò ËÍ-
ÏÎ B äëÿ T : B = LX

A0
· Q̂1. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 3.4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ÝÏA0-ÏÑ â H1. Òîãäà TX � ÝÏA0-ÏÑ
â H2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îïåðàòîð T èìååò ýôôåêòèâíî
îïðåäåëÿåìûé ËÍÏÎ.

È çäåñü ìîæíî âûäåëèòü, ïîæàëóé, âàæíåéøèå ÷àñòíûå ñëó÷àè,
êîãäà A0 = A1(X,H1) è A0 = A2(X, H1).

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü X � ÝÏÑ (èëè ÝÀÏÑ) â H1. Òîãäà:
1) åñëè T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, èìåþùèé ËÍÏÎ, òî TX �

ÏÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÏÀÏÑ) â H2;
2) åñëè TX � ÏÏÑ (èëè ÏÀÏÑ) â H2 è âûïîëíåíî óñëîâèå (TX)2,

òî T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, èìåþùèé ËÍÏÎ.



102 Ãëàâà 3. Ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ÝÏÏÑ èëè ÝÏÀÏÑ â H1. Òîãäà:
1) åñëè T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, èìåþùèé ýôôåêòèâíî îïðå-

äåëÿåìûé ËÍÏÎ, òî TX � ÝÏÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÝÏÀÏÑ) â H2;
2) åñëè TX � ÝÏÏÑ èëè ÝÏÀÏÑ è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (TX)1

(ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèå (TX)2), òî T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, èìå-
þùèé ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûé ËÍÏÎ.

Òåîðåìà 3.5 äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è äâå ïðåäûäóùèå,
ñ òîé òîëüêî ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî òåîðåìû 3.1 íóæíî ññûëàòüñÿ íà
òåîðåìó 3.2.

3.1.9. Ïðèâåäåì äîâîëüíî îáùèé ïðèìåð, â êîòîðîì èìååò ìåñòî
ïðåäïîëîæåíèå â), ñôîðìóëèðîâàííîå â íà÷àëå ï. 3.1.7.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå à) ï. 3.1.7 è ïóñòü T � ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð, äåéñòâóþùèé èç H1 â H2 (â îòëè÷èå îò á) íåïðåðûâíîñòü T
èç H1 â H2 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ). Ïóñòü, äàëåå, X = (xα)α∈Ω � íåêîòî-
ðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ xα èç H1 îïåðàòîðà
T ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè: Txα = λαxα,
λα 6= λβ ïðè α 6= β (ÿñíî, ÷òî åñëè λα 6= 0, òî xα ∈ H1 ∩H2).

Ïîêàæåì, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà X
ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ïîë-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåí-
íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà T îòëè÷åí îò íóëåâîãî, òî ïðè n = 1 íóæíîå
óòâåðæäåíèå âåðíî. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü n ýëå-
ìåíòîâ xαj , j = 1, 2, . . . , n, èç X ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H1, è äîêàæåì,
÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà (xαj )

n+1
α=1 ýëåìåíòîâ èç X, ãäå αn+1 ∈ Ω,

òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H1. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñèñòåìà âèäà

(
xαj : xαj ∈ X, αj ∈ Ω, j = 1, 2, . . . , n + 1

)

ëèíåéíî çàâèñèìà â H1, ò. å.

∃ {cj}n+1
j=1 :

n+1∑

j=1

|cj | > 0,

n+1∑

j=1

cjxαj = 0. (3.8)

Ïðèìåíÿÿ ê ðàâåíñòâó (3.8) ëèíåéíûé îïåðàòîð T , ïîëó÷èì

n+1∑

j=1

cjλαj xαj = 0. (3.9)
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Ïóñòü k0 6 k 6 n + 1, k0 = min{m : 1 6 m 6 n + 1, cm 6= 0}. Âû-
÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (3.9) ïðåäûäóùåå, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííîå
íà λαk0

, íàõîäèì, ÷òî
∑n+1

k=k0+1 ck(λαk
− λαk0

)xαk
= 0.

Â ñèëó èñõîäíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñè-
ñòåìà {xαk

: 1 6 k 6 n + 1, k 6= k0} ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H1.
Ïîýòîìó

ck(λαk
− λαk0

) = 0, k0 + 1 6 k 6 n + 1.

Òàê êàê λαk
6= λαk0

ïðè k 6= k0, òî èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò,
÷òî ck = 0, 1 6 k 6 n + 1, k 6= k0. Íî òîãäà ðàâåíñòâî (3.8) ïðèìåò
òàêîé âèä:

ck0xαk0
= 0, ck0 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, xαk0
= 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Ýòèì äîêàçàòåëüñòâî

ïî èíäóêöèè çàâåðøàåòñÿ.
Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè λα 6= 0 äëÿ ëþáîãî α ∈ Ω, òî â ïðåäïî-

ëîæåíèÿõ äàííîãî ïóíêòà ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ
èç X ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H1, à èç TX := (λαxα)α∈Ω � â H2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà èç X ëèíåéíî íåçàâèñèìà
è â H1, è â H2.

Ïîæàëóé, íàèáîëåå èíòåðåñíûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ òîò ÷àñòíûé
ñëó÷àé îïèñàííîé ñèòóàöèè, êîãäà ïðè j = 1, 2 Hj � ÏÎËÂÏ ôóíê-
öèé îò p (âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ) ïåðåìåííûõ, T � îïåðà-
òîð ñâåðòêè:

T (exp〈λ, z〉p) = a(λ) exp〈λ, z〉p; λ, z ∈ Φ, Φ = Rp èëè Cp.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî λ ∈ Ω ⊆ Φ

exp〈λ, z〉p ∈ H1 ∩H2; a(λ1) 6= a(λ2), λ1, λ2 ∈ Ω, λ1 6= λ2.

Ïóñòü åùå îïåðàòîð T äåéñòâóåò èç H1 â H2. Òîãäà ïî äîêàçàííî-
ìó ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ ñèñòåìû {exp〈λ, z〉p}λ∈Ω

ëèíåéíî íåçàâèñèìà è â H1, è â H2.
3.1.10. Ðåçóëüòàòû î ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ A-ÏÑ, èçëîæåí-

íûå â äàííîì ðàçäåëå, ïðèìåíÿþòñÿ â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî,
â ñëó÷àÿõ, êîãäà Hj � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå (j = 1, 2). Îäíàêî,
â êîìïëåêñíîì àíàëèçå è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (â
îáû÷íûõ è, îñîáåííî, â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûå ËÂÏ ñ èíäóêòèâíîé òîïîëîãèåé E,µ = lim−→n

En, µn.
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Ñëîæíîñòü ¾ðàáîòû¿ ñ òàêèìè ïðîñòðàíñòâàìè îáúÿñíÿåòñÿ, ïðåæ-
äå âñåãî òåì, ÷òî íåò äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî ñïîñîáà âûðàæåíèÿ ïðåä-
íîðì, îïðåäåëÿþùèõ èíäóêòèâíóþ òîïîëîãèþ µ â E, ÷åðåç ïðåäíîð-
ìû, çàäàþùèå òîïîëîãèþ µn â En, n = 1, 2, . . .

Îïèøåì êðàòêî äîâîëüíî îáùèå êëàññû A-ÏÑ â èíäóêòèâíûõ
ïðåäåëàõ E ÏÎËÂÏ En. Ïóñòü xα 6= 0 è xα ∈ E1 ⊆ E2 ⊆ . . .
ïðè ëþáîì α ∈ Ω Ââåäåì äëÿ ëþáîãî n > 1 âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî A1(X,En) âñåõ òåõ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ {dα}α∈Ω, äëÿ êîòîðûõ
â En, µn ñóùåñòâóåò ïðåäåë limk→∞

∑
α∈ωk

dαxα, è îïðåäåëèì â íåì
òîïîëîãèþ τ

(n)
1 íàáîðîì ïðåäíîðì

qX
p (d) = sup

k>1
p

( ∑
α∈ωk

xαdα

)
,

ãäå {p} = P (n) � íàáîð ïðåäíîðì, îïðåäåëÿþùèé òîïîëîãèþ µn â
En. Ïîëîæèì Aind

1 (X, E), τ ind
1 := lim−→n

A1(X,En), τ (n)
1 .

Òàê êàê A1(X, En), τ (n)
1 ↪→ A1(X, E), τ1 ïðè âñåõ n > 1, òî

Aind
1 (X, E), τ ind

1 ↪→ A1(X, E), τ1.

Çäåñü, êàê ðàíüøå, A1(X,E) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ
(dα)α∈Ω òàêèõ, ÷òî â E, µ ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

l→∞
∑

α∈ωl
dαxα, è ñ

òîïîëîãèåé τ1, îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì ïðåäíîðì

qX
p (d) = sup

l>1
p

( ∑
α∈ωl

dαxα

)
,

ãäå {p} = P � íàáîð íåïðåðûâíûõ ïðåäíîðì, îïðåäåëÿþùèé èñ-
õîäíóþ èíäóêòèâíóþ òîïîëîãèþ µ â E. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî
Aind

1 (X,E), τ ind
1 ñîäåðæèò âñå îðòû e(α), α ∈ Ω, è dα ∈ (Aind

1 (X, E))′

ïðè ëþáîì α èç Ω. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà A, τ
ìîæíî âçÿòü Aind

1 (X, E), τ ind
1 .

Ïóñòü òåïåðü A0(X, En) � ïîäïðîñòðàíñòâî A1(X, En) ñ òîïîëî-
ãèåé τ(n) òàêîé, ÷òî

A0(X, En), τ(n) ↪→ A0(X,En+1), τ(n+1) ↪→
↪→ Aind

1 (X, E), τ ind
1 ↪→ A1(X,E), τ1.

Ïîëîæèì Aind
0 (X, E), τ̂ := lim−→A0(X,En), τ(n).
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Òîãäà Aind
0 (X, E), τ̂ ↪→ A1(X, E), τ1 è â êà÷åñòâå A, τ ìîæíî âçÿòü

ïðîñòðàíñòâî Aind
0 (X, E), τ̂ . Â ÷àñòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî n > 1 ïî-

ëîæèòü
A0(X, En) = A2(X, En), τ2,

òî A, τ = Aind
2 (X, E), τ̂2 = lim−→n

A2(X, En), τ (n)
2 .

Åñëè X � Aind
1 (X,E)-ÏÑ èëè Aind

2 (X, E)-ÏÑ â E = lim−→n
En, òî òà-

êóþ ñèñòåìó ìîæíî íàçâàòü èíäóêòèâíî ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé
(ÈÏÑ) â E èëè, ñîîòâåòñòâåííî, èíäóêòèâíî àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿ-
þùåé ñèñòåìîé (ÈÀÏÑ) â E. Ê îïèñàííûì â äàííîì ïóíêòå ñåìåé-
ñòâàì X ýëåìåíòîâ èç èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà E = lim−→n

En ïðèìåíè-
ìû ðåçóëüòàòû î ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ A-ÏÑ è, â ÷àñòíîñòè,
òåîðåìû 3.3 è 3.4.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ñïîñîá îáðàçîâàíèÿ èíäóêòèâíûõ ÏÑ. Ïóñòü,
êàê è ðàíüøå, ïðè âñåõ n > 1 A0(X, En) � ïîäïðîñòðàíñòâî A1(X, E)
ñ òîïîëîãèåé τ(n), óäîâëåòâîðÿþùåé óêàçàííûì â ýòîì ïóíêòå óñëî-
âèÿì íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, äàëåå, ÷òî ïðè êàæ-
äîì n > 1 X � A0(X, En)-ÏÑ â En, µn. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâó-
þùèé îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåò ýïèìîðôèçìîì A0(X,En), τ(n)

íà En, µn äëÿ âñåõ n > 1. Íî òîãäà ýòîò îïåðàòîð � ïîäàâíî ýïèìîð-
ôèçì Aind

0 (X,E), τ̂ íà E = lim−→n→∞En, µn. Ñëåäîâàòåëüíî, X ÿâëÿåò-
ñÿ Aind

0 (X, E), τ̂ -ÏÑ â E. Íàçîâåì òàêóþ ñèñòåìó ñèëüíî èíäóêòèâíî
A-ïðåäñòàâëÿþùåé â E, ãäå A = Aind

0 (X, E), τ̂ .
Â ÷àñòíîñòè, X � ñèëüíî èíäóêòèâíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà

(ñîêðàùåííî, ÑÈÏÑ) â E, åñëè X � ÏÑ â ëþáîì En, µn, n > 1, è X �
ñèëüíî èíäóêòèâíî àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà (ÑÈÀÏÑ) â
E, êîãäà X � ÀÏÑ â En, µn äëÿ ëþáîãî n > 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ñèëüíî èíäóêòèâíî A-ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñè-
ñòåìà â E òåì áîëåå áóäåò èíäóêòèâíîé A-ÏÑ â E, ïðè÷åì êîîðäèíàò-
íûå ïðîñòðàíñòâà ýòèõ äâóõ êëàññîâ ÏÑ � îäíè è òå æå (è ñîâïàäàþò
ñ A := Aind

0 (X,E), τ̂).
Åñëè îáðàòèòüñÿ ê ¾ìîäåëüíîìó¿ ñëó÷àþ Ω = N, ωk = (1, 2, . . . ,

k), k ∈ N, òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè E = lim−→n→∞En � âíóòðåí-
íèé èíäóêòèâíûé ïðåäåë ÏÎËÂÏ En, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì (Y ),
òî êàæäàÿ ÈÏÑ â E áóäåò ÑÈÏÑ. Åñëè æå E îáëàäàåò ñâîéñòâîì
(Y0), òî ñîâïàäàþò êëàññû ÈÀÏÑ è ÑÈÀÏÑ â E (ñâîéñòâà (Y ) è (Y0)
óæå âñòðå÷àëèñü â ðàçäåëå 2.3).

Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå êëàññû ÑÈÏÑ è ÑÈÀÏÑ èññëåäîâàëèñü (ïîä
íàçâàíèåì, ñîîòâåòñòâåííî, èíäóêòèâíî ïðåäñòàâëÿþùèõ è èíäóê-
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òèâíî àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì) ïåðâîíà÷àëüíî â ðàáîòàõ
àâòîðà (ñì., íàïðèìåð, [37, � 1, ïï. 2�4, �� 4, 5; 47, ãë. 1, ï. 9]), à â
ïîñëåäóþùåì � è åãî ó÷åíèêîâ (À. Â. Àáàíèí, Ñ. Í. Ìåëèõîâ è äð.).

3.1.11. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñèñòåìû (ÏÑ) ââåäåíî âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, À. À. Òà-
ëàëÿíîì [130] äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé, îïðåäåëåííûõ íà êàêîì-ëèáî ïðîìåæóòêå R. Êëàññ ÀÏÑ â ïðî-
èçâîëüíîì ÏÎËÂÏ H áûë ðàññìîòðåí àâòîðîì â åãî ñòàòüÿõ [37, 38].
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ÀÏÑ â íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âñòðå÷àëèñü è ðàíåå (íàïðèìåð, â ¾òðîé-
ñòâåííîé¿ ðàáîòå [150] îáñòîÿòåëüíî èññëåäîâàíû ÀÏÑ ýêñïîíåíò
(eλkz)∞k=1 ñ îãðàíè÷åííûìè â ñîâîêóïíîñòè ïîêàçàòåëÿìè λk â íåêî-
òîðîì B-ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé ýñïîíåíöèàëüíîãî òèïà) (áî-
ëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ñêàçàíî íèæå, â ï. 5.4.7).

Íàêîíåö, îáùåå îïðåäåëåíèå A-ÏÑ áûëî äàíî â ñòàòüå àâòîðà [39].
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îïóáëèêîâàíî äîâîëüíî ìíîãî ðàáîò, èçó-
÷àëèñü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ÏÑ è (îñîáåííî) ÀÏÑ è ðàññìàòðèâà-
ëèñü íåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ â àíàëèçå è òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî, ïóáëèêàöèé (êðîìå èñõîäíîé [39]) ïî îáùèì
A-ÏÑ â ëèòåðàòóðå îáíàðóæèòü íå óäàëîñü1. Â íàñòîÿùåé ìîíîãðà-
ôèè ýòîò ïðîáåë ÷àñòè÷íî âîñïîëíÿåòñÿ.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû ðàíåå (÷à-
ñòè÷íî â ìåíåå îáùåé ôîðìå) â ðÿäå ðàáîò àâòîðà (ñì., íàïðè-
ìåð, [78]).

3.2. Îáîáùåííûé ðÿä Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå Lp(Q)

3.2.1. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðèìåð, â êîòîðîì m > 1 � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, Q2 = Q � êîìïàêò â Rm, ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåííûì
ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Q1 â
Rm,

Q1 = Da,b := {x = (x1, . . . , xm) : ak 6 xk 6 bk, k = 1, 2, . . . ,m},

ãäå −∞ < ak < bk < +∞, k = 1, 2, . . . ,m. Ïóñòü, äàëåå, p > 1 è äëÿ
ëþáîãî èçìåðèìîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà E â ïðîñòðàíñòâå Rm

1Ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû íàä êíèãîé áûëà îïóáëèêîâàíà ñëåäóþùàÿ ñòàòüÿ:
Êîðîáåéíèê Þ. Ô. Îá A-ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåìàõ // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí.�
Âëàäèêàâêàç, 2009.�Ò. 11, âûï. 1.�Ñ. 43�53.
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Lp(E) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà E ôóíêöèé v(x) òà-
êèõ, ÷òî

‖v‖Lp(E) :=
( ∫

E

|v(t)|p| dt|
)1/p

< +∞.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N > 0 ïîëîæèì Ω = Nm
1 ,

ωj = {k ∈ Nm
1 : 0 6 |k|m 6 j}, j = 1, 2, . . . ,

EN :=
{

exp 2πi
〈
k,

x

b− a

〉
m

}∞

|k|m=N

,

ãäå N1 := {0,±1,±2, . . . }, |k|m =
∑m

s=1 |ks|,
〈
k,

x

b− a

〉
m

:=
m∑

l=1

kl
xl

(bl − al)
∀ k = (k1, . . . , km) ∈ Nm

1 .

Âñþäó äàëåå â ýòîì ðàçäåëå EN íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ñèñòåìîé
Ôóðüå, à ðÿä ïî EN � îáîáùåííûì ðÿäîì Ôóðüå â Lp(Q).

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî k ∈ Nm
1 ek(x) := exp 2πi

〈
k, x

b−a

〉
m

.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, E0 � áàçèñ Øàóäåðà â Lp(Da,b) (ïðè m = 1
ýòî ïîêàçàíî, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè [11, ñ. 594]; ïðè m > 1 ðàññóæ-
äåíèÿ àíàëîãè÷íû). Ïîýòîìó êàæäàÿ ôóíêöèÿ y èç Lp(Da,b) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå y(x) = lim

n→∞
Sy

n(x), ãäå

Sy
n(x) :=

n∑

|k|m=0

ykek(x),

yk =
1

(2π)m

b1∫

a1

. . .

bm∫

am

y(t)e−2πi〈k, t
b−a 〉m dt,

à ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìåòðèêå Lp(Da,b):

lim
n→∞

‖y − Sy
n‖Lp(Da,b) = 0.

Ââåäåì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå A1 = A1 (E0, Lp(Da,b)) âñåõ
ìóëüòèïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {dk}∞|k|m=0 òàêèõ, ÷òî â Lp(Da,b) ñóùå-

ñòâóåò lim
n→∞

n∑
|k|m=0

dkek(x), íîðìó |d|A1 = sup
n>0

∥∥∥
n∑

|k|m=0

dkek(x)
∥∥∥

Lp(Da,b)
.
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Ñîãëàñíî ï. 3.1.1, A1 � B-ïðîñòðàíñòâî.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì LE0 ÎÏ, äåéñòâóþùèé èç A1 â Lp(Da,b) ïî

ïðàâèëó

∀ d ∈ A1 → LE0d = lim
n→∞

(
n∑

|k|m=0

dkek(x)

)
∈ Lp(Da,b).

ßñíî, ÷òî

‖LE0d‖Lp(Da,b) 6 sup
n>0

∥∥∥∥
n∑

|k|m=0

dkek(x)
∥∥∥∥

Lp(Da,b)

= |d|A1 ∀ d ∈ A1,

è LE0 � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç A1 â Lp(Da,b). Òàê êàê
E0 � áàçèñ â Lp(Da,b), òî LE0 � ñþðúåêòèâíîå è èíúåêòèâíîå íåïðå-
ðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå B-ïðîñòðàíñòâà A1 íà B-ïðîñòðàí-
ñòâî Lp(Da,b). Ïîýòîìó LE0 � (òîïîëîãè÷åñêèé) èçîìîðôèçì A1 íà
Lp(Da,b) è, ñëåäîâàòåëüíî, LE0 èìååò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îáðàò-
íûé îïåðàòîð M0. Êàê èçâåñòíî, îïåðàòîð M0 îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåê-
òèâíî ñîîòíîøåíèÿìè

(M0y)k =
1

(2π)m

b1∫

a1

. . .

bm∫

am

y(t)e−2πi〈k, t
b−a 〉m dt

ïðè âñåõ y ∈ Lp(Da,b) è k ∈ Nm
1 .

Ïîñòðîèì ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð M1,2 ê îïåðàòîðó T1,2

¾ñóæåíèÿ ñ Da,b íà Q¿, ïîëîæèâ äëÿ ëþáîãî x ∈ H2 = Lp(Q)

(M1,2x)(t) =

{
x(t), t ∈ Q,

0, t ∈ Da,b \Q.

ßñíî, ÷òî îïåðàòîð ¾ïîäúåìà¿ M1,2 � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð èç H2 â H1, ïðè÷åì ‖x‖Lp(Q) = ‖M1,2x‖Lp(Da,b) äëÿ ëþáî-
ãî x ∈ H2. Ïðè ýòîì M1,2 � ïðàâûé îáðàòíûé äëÿ îïåðàòîðà T1,2,
îïðåäåëÿåìûé ýôôåêòèâíî.

Ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 3.4 ñèñòåìà T1,2X = {ek(x)
∣∣
Q
}∞|k|m=0 ÿâëÿ-

åòñÿ ÝÏA1-ÏÑ â H2 = Lp(Q), ãäå A1 = A1(E0, Lp(Da,b)).
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3.2.2. Ïóñòü òåïåðü N > 1. Òîãäà, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ñèñòå-
ìà EN ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì (Øàóäåðà) â B-ïðîñòðàíñòâå

LN
p (Da,b) :=

{
x(t) ∈ Lp(Da,b) :

b1∫

a1

. . .

bm∫

am

x(t) exp
[
−2πi

〈
k,

t

b− a

〉
m

]
dt = 0, |k|m < N

}

ñ èíäóöèðîâàííîé èç Lp(Da,b) òîïîëîãèåé (íîðìîé). Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ LEN :

∀ d ∈ AN
1 := A1(EN , LN

p (Da,b)) →

→ LEN d = lim
s→∞

s∑

|k|m=N

dkek(x) ∈ LN
p (Da,b)

ëèíååí, íåïðåðûâåí (èç AN
1 â LN

p (Da,b)) è èìååò (òàêæå ëèíåéíûé è
íåïðåðûâíûé) îáðàòíûé MN , îïðåäåëÿåìûé ýôôåêòèâíî ñîîòíîøå-
íèåì:

∀ y ∈ LN
p (Da,b) →

{
1

(2π)m

b1∫

a1

. . .

bm∫

am

y(t)ek(−t)dt

}∞

|k|m=N

∈ AN
1 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ N > 1 EN � ÝÏAN
1 -ÏÑ â H1 = LN

p (Da,b)
ñ AN

1 = A1(EN , LN
p (Da,b)).

Ïîñòðîèì îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ M1,2 èç Lp(Q) â LN
p (Da,b). Ñ

ýòîé öåëüþ ïîëîæèì

M1,2y(t)
∣∣∣
Q

= y(t), M1,2y(t)
∣∣∣
Da,b\Q

=
∑

|l|m6N

blel(t) ∀ y ∈ Lp(Q),

ãäå êîýôôèöèåíòû bl îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé
∫

Q

y(t)ek(−t) dt+
∑

|l|m6N

bl

∫

Da,b\Q

el(t)ek(−t) dt = 0, |k|m < N. (3.10)

Ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå ïðè m = 1
ïðèâîäÿòñÿ â ï. 4.3.2, ïîêàçûâàåì, ÷òî ñèñòåìà (3.10) ïðè óñëîâèè
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Da,b \Q 6= ∅ èìååò åäèíñòâåííîå êîíñòðóêòèâíî îïðåäåëÿåìîå ðåøå-
íèå {bl}|l|m6N .

Òàêèì îáðàçîì, T1,2 � ýïèìîðôèçì Lp(Q) íà LN
p (Da,b), èìåþùèé

ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûé ËÍÏÎ M1,2. Ïî òîé æå òåîðåìå 3.4

T1,2X =
{

ek(x)
∣∣
Q

}∞
|k|m=N

� ÝÏAN
1 -ÏÑ â Lp(Q).

Çàìåòèì åùå, ÷òî ïðè N = 0 L0
p(Da,b) = Lp(Da,b); ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ýòîìó ñëó÷àþ ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
3.2.3. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Lp(Da,b) â ñèëó ðà-

âåíñòâ
∫ b1

a1
. . .

∫ bm

am
1 · ek(−t) dt = 0, |k|m > 0, ñèñòåìà E1 íåïîëíà.

Ïîäàâíî â ýòîì æå ïðîñòðàíñòâå íåïîëíà ñèñòåìà EN ñ N > 1.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì N > 1 EN íå ìîæåò áûòü áàçèñîì

â Lp(Q). Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì
N1 > 1 EN1 � áàçèñ â Lp(Q). Êàê áûëî âûøå äîêàçàíî, EN1+1 �
ÝÏAN1+1

1 -ÏÑ â Lp(Q). Â ÷àñòíîñòè, åñëè k1 ∈ Nm
1 è |k1|m = N1,

òî ek1(x) = lim
n→∞

S
ek1
n,N1+1(x), ãäå ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñÿ â ìåòðèêå

Lp(Q) è ïðè n > p > 1

S
ek1
n,p (z) :=

n∑

|k|n=p

dk(ek1)ek(x).

Íî òîãäà ñèñòåìà EN1 íå ìîæåò áûòü áàçèñîì â Lp(Q) (íàðóøàåòñÿ
ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè).

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èòîãîâûé ðåçóëüòàò äàííîãî ïóí-
êòà.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü m > 1, −∞ < al < bl < +∞, l = 1, . . . , m,
è Q � êîìïàêò, ëåæàùèé âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà
Da,b := {x ∈ Rm : al 6 xl 6 bl, l = 1, . . . , m}. Òîãäà ïðè p > 1 :

1. E0 � áàçèñ Øàóäåðà â Lp(Da,b), íî ïðè âñåõ N > 1 ñèñòåìà EN

íåïîëíà â Lp(Da,b).
2. Ïðè âñåõ N > 0 EN � ÝÏAN

1 -ÏÑ (íî íå áàçèñ) â Lp(Q), ãäå

AN
1 = A1(EN , LN

p (Da,b)).

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå 1 òåîðåìû 3.6, êîíå÷íî, õîðîøî èç-
âåñòíî è ïðèâåäåíî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ñðàâíåíèå
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óòâåðæäåíèé 1 è 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè EN â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(Da,b) è Lp(Q) ðàçëè÷íû
ïðè ëþáîì N > 0, åñëè êîìïàêò Q ëåæèò (ñòðîãî) âíóòðè Da,b.

3.2.4. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà p = 2, ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ
AN

1 = A1(E1, L2(Da,b)) äîïóñêàåò ïðîñòîå îïèñàíèå (îíî áóäåò èñ-
ïîëüçîâàíî â ðàçäåëå 3.3.4). Èìååì ïðè âñåõ N > 0:

AN
1 =

{
(|ck|)|k|m>N : sup

s>N

∫

Da,b

∣∣∣∣
s∑

n=N

∑

|γ|m6n

cγe2πi〈γ, t
b−a 〉m

∣∣∣∣
2

dt < +∞
}

=

=
{

(ck)|k|m>N : sup
n>N

∑

N6|j|m6n

|cj |2 < +∞
}

=

=
{

(ck)|k|m>N :
∞∑

|γ|m=N

|cγ |2 < +∞
}

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íîðìà â B-ïðîñòðàíñòâå AN
1 ðàâíà ‖c‖AN

1
=

α
[ ∑

|j|m>N |cj |2
]1/2 è AN

1 òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíîå ãèëüáåðòîâó
ïðîñòðàíñòâó

lN2,m :=

{
(ck)|k|m>N :

∞∑

|γ|m=N

|cγ |2 < +∞
}

.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, EN � ÝÏ lN2,m-ÏÑ â L2(Q) äëÿ ëþáî-
ãî N > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x èç L2(Q) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

x = lim
k→∞

( ∑

N6|γ|m6k

xγeγ(x)
)

(ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî ïî íîðìå L2(Q)), ïðè÷åì

∃B < +∞ : ∀ y ∈ L2(Q)

∑

|γ|m>N

|yγ |2 6 B

∫

Q

|y(t)|2 dt = B

∫

Q

∣∣∣∣
∑

|γ|m>N

yγeγ(t)
∣∣∣∣
2

dt =: B · J1.
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Íî J1 6
∫

Da,b

∣∣ ∑
|γ|m>N yγeγ(t)

∣∣2 dt = d ·∑|γ|m>N |yγ |2. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñóùåñòâóþò B < +∞ è d < +∞ òàêèå, ÷òî

x(t) = lim
k→∞,(L2(Q))

( ∑

N6|γ|m6k

xγeγ(t)
)

∀x ∈ L2(Q),

è ∑

|γ|m>N

|xγ |2 6 B

∫

Q

|x(t)|2 dt 6 B ·
∑

|γ|m>N

|xγ |2.

3.3. Îáîáùåííûé ðÿä Ôóðüå â Wn+1
p [−π, π]

3.3.1. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p > 1 è, ðàäè
ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, m = 1. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà H2 âîçü-
ìåì B-ïðîñòðàíñòâî Wn+1

p [−π, π] âñåõ ôóíêöèé y(x), àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûõ íà [−π, π] âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè
äî ïîðÿäêà n è ñ ïðîèçâîäíîé y(n+1)(x) èç Lp[−π, π], ñ íîðìîé
‖y‖[−π,π]

p,n := max
x∈[−π,π]

(∑n
j=0 |y(j)(x)|) +

∥∥y(n+1)(x)
∥∥

Lp[−π,π]
, ãäå, êàê

îáû÷íî, ‖v(t)‖Lp[−π,π] :=
( ∫ π

−π
|v(t)|p dt

)1/p
.

Ïîä îáîáùåííûì ðÿäîì Ôóðüå â Wn+1
p

[−π
θ , π

θ

]
áóäåì äàëåå ïî-

íèìàòü ëþáîé ðÿä ïî ñèñòåìå EN
θ , ãäå, êàê íà ñ. 9 ïðåäèñëîâèÿ,

EN
θ := (exp ikθx)|k|>N äëÿ ëþáîãî N ∈ N0. Â äàëüíåéøåì òàêæå

áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè θ ∈ (0, 1) äâà çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâà
Wn+1

p

[−π
θ , π

θ

]
ñ èíäóöèðîâàííîé èç íåãî íîðìîé:

Wn+1
p,0

[
−π

θ
,
π

θ

]
:=

:=
{

y ∈ Wn+1
p

[
−π

θ
,
π

θ

]
: y(j)

(π

θ

)
= y(j)

(
−π

θ

)
, 0 6 j 6 n

}
;

Wn+1,N
p,0

[
−π

θ
,
π

θ

]
:=

:=

{
y ∈ Wn+1

p,0 :

π
θ∫

−π
θ

y(t)e−ikθt dt = 0, |k| 6 N

}
; n > 0, N > 0.

×òîáû ïðèìåíèòü çäåñü îáùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïóíê-
òàõ 3.1.4�3.1.7, íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî íàéòè êîíñòðóêòèâíûé ìå-
òîä ïðîäîëæåíèÿ ëþáîé ôóíêöèè y èç Wn+1

p [−π, π] äî ôóíêöèè
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y1 èç Wn+1
p,0

[−π
θ , π

θ

]
. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ïðîèçâîëüíî âçÿòîé ôóí-

êöèè y èç Wn+1
p [−π, π] îïðåäåëèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ y0(t), ðàâ-

íóþ P1(t) :=
∑n

s=0
y(s)(−π)

s! (t + π)s íà
[−π

θ ,−π
]
, y(t) íà [−π, π], è

P2(t) :=
∑n

s=0
y(s)(π)

s! (t − π)s íà
[
π, π

θ

]
. Ôóíêöèÿ y0(t) ïðèíàäëåæèò

Wn+1
p

[−π
θ , π

θ

]
, ïðè÷åì îïåðàòîð P0y = y0 ëèíååí è íåïðåðûâåí èç

Wn+1
p [−π, π] â Wn+1

p

[−π
θ , π

θ

]
. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 1.4.1 â [138], ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ v0(x) èç ïðîñòðàí-
ñòâà C∞0

(−π
θ , π

θ

)
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà

(−π
θ , π

θ

)
ôóí-

êöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â
(−π

θ , π
θ

)
òàêóþ, ÷òî v0(x) ≡ 1

íà [−π − ε, π + ε], v0(x) ≡ 0 â
(−π

θ ,−π − 2ε
) ∪ (

π + 2ε, π
θ

)
, ãäå

0 < ε < π
3 (1/θ − 1).

Î÷åâèäíî, v0(x) ∈ C∞0
[−π

θ , π
θ

]
. Åñëè y1(x) = v0(x)y0(x), òî

y1 ∈ Wn+1
p,0

[−π
θ , π

θ

]
è îïåðàòîð Py = v0(x)y0(x) = v0 · P0y ëèíååí è

íåïðåðûâåí èç Wn+1
p [−π, π] â Wn+1

p,0

[−π
θ , π

θ

]
, ò. å. ñóùåñòâóåò d < ∞

òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ Wn+1
p [−π, π]

‖Py‖[−π/θ,π/θ]
p,n 6 d ‖y‖[−π,π]

p,n .

Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, îïåðàòîð P , îïðåäåëåííûé ýôôåêòèâíî,
ÿâëÿåòñÿ ËÍÏÎ äëÿ îïåðàòîðà ñóæåíèÿ

Π : ∀ g ∈ Wn+1
p,0

[
−π

θ
,
π

θ

]
→ Πg = g

∣∣∣
[−π,π]

∈ Wn+1
p [−π, π].

Äàëåå, E0
θ := (exp ilθt)|l|>0 � A0-áàçèñ â B-ïðîñòðàíñòâå

Wn+1
p,0 [Q1], ãäå Q1 =

[−π
θ , π

θ

]
, è A0 � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

‖c‖0p = sup
|m|>0

{
max |S(j)

m (x)| : x ∈ Q1, 0 6 j 6 n
}

+

+
[ π/θ∫

−π/θ

∣∣S(n+1)
m (x)

∣∣p dx

]1/p

,

à Sm(x) =
∑m

l=−m cl exp ilθx, m = 0, 1, . . . ; (cl)|l|>0 ∈ A0. Â äàííîì
ñëó÷àå

Ω = (0,±1,±2, . . .), ωk = (l : 0 6 |l| 6 k), k = 0, 1, 2, . . .
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Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Lp(Da,b), îáðàòíûé îïåðàòîð
L−1

r = L−1 äëÿ ÎÏ L : A0 → H1 = Wn+1
p,0 (Q1) îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåê-

òèâíî:

L−1g =

{
θ

2π

π
θ∫

−π
θ

g(x)e−ilθx dx

}

|l|>0

∀ g ∈ Wn+1
p,0 (Q1).

Ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 3.4 ïðè ëþáîì θ ∈ (0, 1) E0
θ � ÝÏA0-ÏÑ â

Wn+1
p [−π, π].
Òàê êàê

∫ π
θ

−π
θ

1·elπiθx dx = 0 äëÿ âñåõ l òàêèõ, ÷òî |l| > 1, è φg(y) :=
∫ π

θ

−π
θ

g(t)y(t) dt � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà Wn+1
p,0 (Q1)

ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè g(t) èç C(Q1), òî ïî òåîðåìå Áà-
íàõà ñèñòåìà E1

θ = {exp eilθx}|l|>1 (è ïîäàâíî EN
θ =: {exp eilθx}|l|>N ,

N > 1) íåïîëíà â Wn+1
p,0 (Q1). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü p > 1, n > 0, θ ∈ (0, 1). Òîãäà:
1. E0

θ � A0-áàçèñ â Wn+1
p

[−π
θ , π

θ

]
;

2. Ïðè ëþáîì N > 1 ñèñòåìà EN
θ íåïîëíà â Wn+1

p

[−π
θ , π

θ

]
;

3. E0
θ � ÝÏA0-ÏÑ â Wn+1

p [−π, π].
3.3.2. Çàôèêñèðóåì n > 0, N > 0, θ ∈ (0, 1) è ïðîäîëæèì ôóíê-

öèþ y èç Wn+1
p [−π, π] äî ôóíêöèè y2 èç Wn+1,N

p,0

([−π
θ , π

θ

])
. Ïóñòü,

êàê â 3.3.1, ε ∈ (
0, π

3 (1/θ − 1)
)
è y1 := Py = v0P0y ∈ Wn+1

p,0

([−π
θ , π

θ

])
.

Ïîëîæèì
y2(t) =

=





{[
t2 − (

π
θ

)2
]
(t2 − (π + 2ε)2)

}n+1 N∑
l=−N

cle
ilθt íà

[−π
θ ,−π − 2ε

]

{[
t2 − (

π
θ

)2
]
(t2 − (π + 2ε)2)

}n+1 N∑
l=−N

cle
ilθt íà

[
π + 2ε, π

θ

]

y1(t) íà [−π − 2ε, π + 2ε].

ßñíî, ÷òî y2 ∈ Wn+1
p,0

([−π
θ , π

θ

])
. Òåïåðü îñòàåòñÿ ïîäîáðàòü ÷èñëà

{cl}06|l|6N òàê, ÷òîáû
∫ π

θ

−π
θ

y2(t)e−isθt dt = 0, |s| 6 N, ò. å. ÷òîáû

N∑

l=−N

cl

π
θ∫

−π
θ

fl(t)e−ijθt dt +

π+2ε∫

−π−2ε

y1(t)e−ijθt dt = 0, 0 6 |j| 6 N, (3.11)
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ãäå fl(t) = 0 íà ñåãìåíòàõ
[−π

θ ,−π − 2ε
]
è

[
π + 2ε, π

θ

]
è

fl(t) =
{[

t2 −
(π

θ

)2
]

[t2 − (π + 2ε)2]
}n+1

eiθlt = gn(t)eiθlt,

êîãäà t ∈ [−π−2ε, π +2ε]. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.11) ñ ïîäëåæàùèìè
îïðåäåëåíèþ ÷èñëàìè {ck}|k|6N ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

N∑

k=−N

dj−kck = bj , j = 0,±1, . . . ,±N,

ãäå

bj = −
π+2ε∫

−π−2ε

y1(t)e−ijθt dt, ds =

π+2ε∫

−π−2ε

gn(t)e−isθt dt.

Åñëè åùå ïîëîæèòü
l = k + N, s = j + N, bj = bs−N =: Bs, ck = cl−N =: xl,

òî ìû ïðèäåì ê ñèñòåìå
2N∑

l=0

ds−lxl = Bs, s = 0, 1, . . . , 2N. (3.12)

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d0 d−1 . . . d−2N

d1 d0 . . . d−2N+1

...
... . . . ...

d2N d2N−1 . . . d0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ïîëîæèòåëåí, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ òåïëèöåâñêèì îïðåäåëèòåëåì ýð-
ìèòîâîé (òåïëèöåâîé) ôîðìû [18, �� 1.10, 1.11, ãë. 1]

T2N :=

π/θ∫

−π/θ

∣∣∣u0 + u1e
iθt + · · ·+ u2Nei2Nθt

∣∣∣
2

ĝn(t) dt =
2N∑

ν,µ=0

dν−µuν · ūµ;

çäåñü

ĝn(t) =

{
gn(t) íà [−π − 2ε, π + 2ε],
0 íà [−π/θ, π/θ] \ [−π − 2ε, π + 2ε].
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Â ñâîþ î÷åðåäü (ñì. òàì æå) ôîðìà T2N ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëå-
íà â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ

∫ t

−π/θ
ĝn(τ) dτ ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íà
[

π
θ , π

θ

]
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (3.12) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (xl)2N
l=0, ïîðîæäàþùåå íóæíóþ íàì ôóíêöèþ

y2 èç Wn+1,N
p,0 (Q1).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òàêîå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ ïî èçâåñòíûì ôîðìó-
ëàì Êðàìåðà, óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî y2 = Tθ(y), ãäå Tθ � ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç Wn+1

p ([−π, π]) â Wn+1,N
p,0 (Q1). Äàëåå, êàê

íåòðóäíî ïðîâåðèòü, EN+1
θ � A(N)-áàçèñ â Wn+1,N

p,0 (Q1), ãäå A(N) �
B-ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé d = (dl)N<|l|<∞ òà-
êèõ, ÷òî

‖d‖N := sup
|m|>N

{
max |S(j)

m,N (x)| : x ∈ Q1, 0 6 j 6 n
}

+

+

( π/θ∫

−π/θ

∣∣∣S(n+1)
m,N (x)

∣∣∣
p

dx

)1/p

< ∞,

è
Sm,N (x) :=

∑

N<|l|6m

dl exp ilθx, m = N + 1, N + 2, . . .

Ïî ñëåäñòâèþ âñå òîé æå òåîðåìû 3.4, ïðè ëþáîì N > 0

EN+1
θ � ÝÏA(N)-ÏÑ â Wn+1

p [−π, π].

Ïðèìåíÿÿ òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, êàê â êîíöå 3.2.2, ïîêàçûâàåì, ÷òî
ñèñòåìà EN

θ íå ìîæåò áûòü áàçèñîì â Wn+1
p [−π, π] ïðè âñåõ n > 0,

θ ∈ (0, 1) è N > 0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü p > 1, n > 0, θ ∈ (0, 1), N > 0. Òîãäà:
1. EN+1

θ � A(N)-áàçèñ â Wn+1,N
p,0 (Q1);

2. EN+1
θ � ÝÏA(N)-ÏÑ â Wn+1

p [−π, π] (íî íå áàçèñ);
3. E0

θ � ÝÏA0-ÏÑ â Wn+1
p [−π, π] (íî íå áàçèñ).

Çàìå÷àíèå. Îòïðàâëÿÿñü îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ñè-
ñòåìû (3.12) â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.8, è ïðèìåíÿÿ ïðèí-
öèï ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ìîæíî ïîêàçàòü îäíîçíà÷íóþ
ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (3.11), ÿâëÿþùóþñÿ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì
ñèñòåìû (3.12). Ýòîò ôàêò áûë èñïîëüçîâàí â ï. 3.2.2.
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3.3.3. Ïåðåõîäÿ ê îïèñàíèþ â ïðîñòðàíñòâå Wn+1
p [−π, π] ñâîéñòâ

ñèñòåìû EN
θ , êîãäà N > 0, θ > 1, p > 1, âîñïîëüçóåìñÿ îäíèì âñïîìî-

ãàòåëüíûì ðåçóëüòàòîì èç [71], êîòîðûé ïðèìåíèì è ê äðóãèì ôóíê-
öèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü E � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
îïðåäåëåííûõ íà [−π, π] ôóíêöèé ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè:

1) exp iµt ∈ E äëÿ ëþáîãî µ ∈ R;
2) ïðè ëþáîì t0 ∈ [−π, π] ìíîæåñòâî v(t0, ε) := {y(t) ∈ E :

|y(t0)| < ε} � îêðåñòíîñòü íóëÿ â E äëÿ êàæäîãî ε > 0;
3) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1, t2 èç [−π, π] íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ

w(t) èç E, äëÿ êîòîðîé w(t1) 6= w(t2) (ïðî òàêóþ ïàðó òî÷åê ãîâîðÿò,
÷òî îíà ðàçäåëÿåò E; â ýòîé òåðìèíîëîãèè ñâîéñòâî 3) îçíà÷àåò, ÷òî
ëþáàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç [−π, π] ðàçäåëÿåò E).

Òîãäà ñèñòåìà E0
θ íåïîëíà â E ïðè ëþáîì θ > 1.

C Ïóñòü t0 ∈ [−π, π ] è tθ := t0+ 2π
θ ∈ [−π, π]. Â ñèëó ñâîéñòâà 3) â

E íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ w, äëÿ êîòîðîé |w(t0)−w(tθ)| = d > 0. Òàê êàê
V0 :=

{
y ∈ E : |y(t0)| < d

4

}
è V1 :=

{
y ∈ E : |y(tθ)| < d

4

}
� îêðåñòíî-

ñòè íóëÿ â E, òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ V òàêàÿ, ÷òî V ⊂ V0 ∩ V1.
Äîïóñòèì, ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñèñòåìà E0

θ ïîëíà â E. Òî-
ãäà íàéäåòñÿ ëèíåéíûé àãðåãàò A(t) èç ìíîæåñòâà spanE0

θ âñåõ êî-
íå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé exp iθkt, k = 0,±1, . . . , òà-
êîé, ÷òî w(t) − A(t) ∈ V . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |w(t0) − A(t0)| < d

4 è
|w(tθ)−A(tθ)| < d

4 . Íî òîãäà

d = |w(t0)− w(tθ)| =
= |w(t0)−A(t0)− w(tθ) + A(tθ)− [A(tθ)−A(t0)]| =

= |w(t0)−A(t0)− w(tθ)−A(tθ)| 6

6 |w(t0)−A(t0)|+ |w(tθ)−A(tθ)| < d

2
,

÷òî íåâîçìîæíî, åñëè d > 0.
Ïîëó÷åííûì ïðîòèâîðå÷èåì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî. B
Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 3.9 ïðèìåíèìà â ñëó÷àå, êîãäà òîïîëîãèÿ

â E ìàæîðèðóåò òîïîëîãèþ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè è â E èìååòñÿ
õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ, ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íà [−π, π].

ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Wn+1
p [−π, π] ïðè ëþáîì n > 0 îáëàäà-

åò òàêèìè ñâîéñòâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà E0
θ (ïîäàâíî Em

θ ïðè
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âñåõ m > 1) íåïîëíà â Wn+1
p [−π, π] ïðè ëþáîì θ > 1. Òåïåðü óæå

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èòîãîâûé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà, õàðàê-
òåðèçóþùèé àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ñèñòåìû EN

θ â ïðîñòðàí-
ñòâå Wn+1

p [−π, π] ïðè âñåõ N > 0.

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü p > 1, θ > 0, m > 0, N > 0. Òîãäà:
1) E0

θ � ÝÏA0-ÏÑ (íî íå áàçèñ) â Wn+1
p [−π, π] ïðè âñåõ θ ∈ (0, 1),

n > 0;
2) EN

θ � ÝÏA(N−1)-ÏÑ (íî íå áàçèñ) â Wn+1
p [−π, π] ïðè âñåõ

θ ∈ (0, 1), n > 0, N > 1;
3) EN

θ � íåïîëíàÿ ñèñòåìà â Wn+1
p [−π, π] ïðè âñåõ θ > 1, n > 0,

N > 0.

3.3.4. Îñòàíîâèìñÿ â çàêëþ÷åíèå íà îäíîì âàæíîì ÷àñòíîì ñëó-
÷àå, êîãäà p = 2. Â ýòîì ñëó÷àå E0

θ � áàçèñ â Wn+1
2,0

[−π
θ ; π

θ

]
, è ïî-

ñòðîåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ y1 = Py èç Wn+1
2,0

[−π
θ ; π

θ

]
, ÿâëÿþùàÿñÿ

ïðîäîëæåíèåì íà
[−π

θ , π
θ

]
ôóíêöèè y èç Wn+1

2 [−π; π], ðàçëàãàåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì â ñõîäÿùèéñÿ â Wn+1

2,0

[−π
θ ; π

θ

]
ðÿä Ôóðüå ïî

ñèñòåìå {exp ilθt}|l|>0:

y1(t) =
∑

|l|>0

yl exp ilθt,

ãäå yl = θ
2π

∫ π/θ

−π/θ
y1(x)eiθlx dx ïðè l = 0,±1,±2, . . .

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ðÿä Ôóðüå äëÿ y1(x) ñõîäèòñÿ â
Wn+1

2,0

[−π
θ ; π

θ

]
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â Wn+1

2

[−π
θ ; π

θ

]
òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà
∑

|l|>0

|yl|2|l|2n+2 < +∞.

Ïðè ýòîì äëÿ òåõ æå l yl = (Sy1)l, ãäå S � ëèíåéíûé íåïðåðûâ-
íûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç Wn+1

2,0

[−π
θ ; π

θ

]
â ïðîñòðàíñòâî

A0 := A1

(
E0

θ ;Wn+1
2,0

[
−π

θ
;
π

θ

])
=

{
(cl)|l|>0 :

∑

|l|>0

|cl|2|l|2n+2 < ∞
}

.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Sy1‖A0 6 b1‖y1‖W n+1
2,0 [−π

θ ; π
θ ] 6 b‖y‖W n+1

2 [−π;π] ïðè
ëþáîì y ∈ Wn+1

2 [−π; π], ãäå b è b1 íå çàâèñÿò îò y è y1. Ïðè ýòîì

( ∑

|l|>0

|yl|2|l|2n+2

)1/2

6 ‖Sy1‖A0 =

= sup
m>0

{[ π
θ∫

−π
θ

∣∣∣∣
m∑

|l|=0

yl(l)n+1eilθx

∣∣∣∣
2

dx

]1/2

+ max
x∈[−π

θ , π
θ ],

06j6n

∣∣∣∣
m∑

|l|=0

yl(l)jeilθx

∣∣∣∣
}

.

Ïîëîæèâ A0
n :=

{
d = (dl)|l|>0 : ‖d‖0n :=

(∑
|l|>0 |dl| |l|2n+2

)1/2
<∞

}
,

âèäèì, ÷òî ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé äëÿ E0
θ â êîíöå ï. 3.3.1, ìîæ-

íî â ñëó÷àå p = 2 óòî÷íèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñèñòåìà E0
θ ÿâ-

ëÿåòñÿ ÝÏA0
n-ÏÑ â Wn+1

2 [−π;π] òàêîé, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ y èç
Wn+1

2 [−π; π] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ â Wn+1
2 [−π;π]

ðÿäà y(x) =
∑
|l|>0 yl exp ilθx, ãäå yl = φl(y), φl ∈ (Wn+1

2 [−π; π])′ ïðè
l = 0,±1,±2, . . . è

( ∑

|l|>0

|yl|2(l)2n+2

)1/2

6 b0‖y‖W n+1
2 [−π;π].

Ïóñòü A0
n,N =

{
{dl}|l|>N :

∑∞
|l|>N |dl|2|l|2n+2 < +∞

}
. Ïðèìåíÿÿ

òå æå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âñåõ θ ∈ (0, 1) è N > 1
EN

θ � òàêàÿ ÝÏA0
n,N -ÏÑ â Wn+1

2 [−π; π], ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ y(x)
èç Wn+1

2 [−π; π] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ â Wn+1
2 [−π;π]

ðÿäà y(x) =
∑
|l|>N yle

ilθx, ó êîòîðîãî yl = φl(y), φl ∈ (Wn+1
2 [−π;π])′

ïðè l = 0,±1,±2, . . . , è
[ ∑

|l|>N

|yl|2|l|2n+2

]1/2

6 bN‖y‖W n+1
2 [−π;π] .

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé p = 2 âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ p > 1
áëàãîäàðÿ èçâåñòíîé òåîðåìå Ôèøåðà � Ðèññà èëè, ïîïðîñòó, ñïðà-
âåäëèâîñòè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ, ïîçâîëÿþùåãî ýôôåêòèâíî îïè-
ñàòü ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ áàçèñíûõ ðàçëîæåíèé (ïðè N > 0,
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n > 0)

AN0
1

(
EN

θ , L2

[
−π

θ
,
π

θ

])
=

{
(dl)|l|>N :

∑

|l|>N

|dl|2 < ∞
}

;

AN0
1

(
EN

θ , Wn+1
2,0

[
−π

θ
;
π

θ

])
=

{
(dl)|l|>N :

∑

|l|>N

|dl|2|l|2n+2 < ∞
}

.

3.4. θ-òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñèñòåìû
â ïðîñòðàíñòâàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé

3.4.1. Â ðàçäåëàõ 3.2 è 3.3 îáùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 3.1,
áûëè ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ θ-òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ò. å. ñèñòåìû âèäà EN

θ := (exp ilθx)|l|>N

(N = 0, 1, . . .), â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(Q) è Wn+1
p [−π, π], ãäå

n > 0, p > 1, N > 0, θ > 0. Îäíàêî òåì æå ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó-
÷èòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû è â äðóãèõ (íå îáÿçàòåëüíî áàíàõîâûõ)
ïðîñòðàíñòâàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ðàññìîòðèì óæå çíàêîìîå
ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå C∞[a, b] ôóíêöèé y(x), áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ íà [a, b], ñ òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé íîðì

‖y‖m := max
06k6m

max
{
|y(k)(x)| : x ∈ [a, b]

}
, m = 0, 1, 2, . . .

Ïóñòü θ > 0, [a, b] ⊂ (−π
θ , π

θ

)
è y(x) � ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðî-

âàííàÿ ôóíêöèÿ èç C∞[a, b]. Êàê áûëî ïîêàçàíî â êîíöå XIX âåêà
Ý. Áîðåëåì [148], äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 èç R è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ÷èñåë (cn)∞n=0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ v(x) ∈ C∞(R) (ò. å. áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà R ôóíêöèÿ) òàêàÿ, ÷òî v(n)(x0) = cn,
n = 0, 1, . . .

Ýòîò ðåçóëüòàò âûòåêàåò òàêæå â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èç áî-
ëåå îáùåãî, êîòîðûé áóäåò ïîëó÷åí íèæå (òåîðåìû 5.1 è 5.6 èç ðàç-
äåëà 5.2). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ôóíêöèè y1(x) è y2(x) èç C∞(R)
òàêèå, ÷òî

y
(s)
1 (a) = y(s)(a), y

(s)
2 (b) = y(s)(b), s > 0.

Ïîëîæèâ ôóíêöèþ y3(x) ðàâíîé y1(x) íà (−∞, a], y(x) � íà [a, b]
è y2(x) � íà [b,+∞), óáåäèìñÿ áåç òðóäà, ÷òî y3 ∈ C∞(−∞, +∞).
Âûáåðåì ÷èñëî ε > 0 òàê, ÷òîáû 3ε < min

{
a + π

θ , π
θ − b

}
.
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Èñïîëüçóÿ, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, òåîðåìó 1.4.1 èç [138],
íàéäåì (ýôôåêòèâíî) ôóíêöèþ v(x) èç C∞0 (R) òàêóþ, ÷òî v(x) ≡ 1
íà (a − ε, b + ε] è íîñèòåëü v ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [a − 2ε, b + 2ε] ⊂(−π

θ , π
θ

)
. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ y4(x) = v(x) ·y3(x) áåñêîíå÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå
[−π

θ , π
θ

]
, ïðè÷åì y

(n)
4

(−π
θ

)
= y

(n)
4

(
π
θ

)
= 0

äëÿ ëþáîãî n > 0.
Ïóñòü W∞ [−π

θ , π
θ

]
� ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå âñåõ ôóíêöèé x(t) èç

ïðîñòðàíñòâà C∞
[−π

θ , π
θ

]
òàêèõ, ÷òî x(n)(−π

θ ) = x(n)(π
θ ) ïðè âñåõ

n > 0, ñ èíäóöèðîâàííîé èç C∞
[−π

θ , π
θ

]
òîïîëîãèåé. ßñíî, ÷òî îïå-

ðàòîð P óìíîæåíèÿ íà v: Py = v ·y, y ∈ C∞[a, b], ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
îïåðàòîðîì èç C∞[a, b] â W∞ [−π

θ , π
θ

]
. Ïðè ýòîì P � ïðàâûé îáðàò-

íûé äëÿ îïåðàòîðà Π = T1,2 ¾ñóæåíèÿ íà [a, b]¿: Πx = x
∣∣
[a,b]

äëÿ
ëþáîãî x(t) ∈ W∞ [−π

θ , π
θ

]
.

Çàìåòèì åùå, ÷òî îïåðàòîð Π íåïðåðûâåí èç W∞ [−π
θ , π

θ

]
â

C∞[a, b]. Ïîëîæèì H1 := W∞ [−π
θ , π

θ

]
, H2 := C∞[a, b], Q1 =

[−π
θ , π

θ

]
,

Q2 = [a, b]. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî E0
θ � áàçèñ â W∞ [−π

θ , π
θ

]
, è

ëþáóþ ôóíêöèþ x(t) èç W∞ [−π
θ , π

θ

]
ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåí-

íûì îáðàçîì â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ â W∞ [−π
θ , π

θ

]
(ò. å. â C∞

[−π
θ , π

θ

]
)

ðÿäà

x(t) =
∑

|l|>0

xle
ilθt, xl =

θ

2π

π/θ∫

−π/θ

x(t)e−ilθt dt, l = 0,±1, . . .

Ïðè ýòîì, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå C∞
[−π

θ , π
θ

]
ÿäåðíî [123,

òåîðåìà 6.2.1], à W∞ [−π
θ , π

θ

]
� åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, òî îíî òàêæå

ÿäåðíî (ñì. òàì æå, ïðåäëîæåíèå 5.1.1). Òîãäà [123, òåîðåìû 10.1.2,
10.2.1] E0

θ � àáñîëþòíûé áàçèñ â W∞ [−π
θ , π

θ

]
. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè x(t) èç W∞ [−π
θ , π

θ

]
åå θ-ðÿä Ôóðüå (ðÿä ïî θ-òðèãî-

íîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå E0
θ ) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â W∞ [−π

θ , π
θ

]
. Èíà-

÷å ãîâîðÿ,

{xl}|l|>0 ∈ A2 =
{

d = (dl)|l|>0 :
∑

|l|>0

|dl||l|s < +∞, s = 0, 1, 2, . . .

}
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðÿä
∑
|l|>0 dle

ilθt îáëàäàåò îïèñàííûì ðàíåå
ñâîéñòâîì ¾çàðàçèòåëüíîñòè¿ îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
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(âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà |eilθt| = 1 ïðè âñåõ t ∈ R). Èìåííî, ðàâíîñèëü-
íû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ðÿä
∑
|l|>0 dle

ilθt ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â W∞ [−π
θ , π

θ

]
.

2. Ðÿä
∑
|l|>0 dle

ilθt ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞[a, b].
3.

∑
|l|>0 |dl||l|s < ∞, s = 0, 1, 2, . . .

Ïîýòîìó E0
θ := (eilθt)|l|>0 � A2-ÏÑ â C∞[a, b] òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà E0
θ � ÀÏÑ â C∞[a, b].

Èç òåîðåìû 3.1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.11. Ñèñòåìà E0

θ ïðè ëþáîì θ èç (0,+∞) ÿâëÿåòñÿ
A2-ÏÑ (ò. å. ÀÏÑ) â C∞[a, b], åñëè [a, b] ⊂ [−π

θ , π
θ

]
.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî E0
θ � ýôôåêòèâíûé A2-áàçèñ â ïðî-

ñòðàíñòâå W∞ [−π
θ , π

θ

]
. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ v(x) èç C∞0 (R), êàê

ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.4.1 èç [138], ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíà ýôôåêòèâíî. Íàêîíåö (áîëåå ïîäðîáíî ñì. ïï. 6.2.2 è 6.2.3),
ôóíêöèè y1(x) è y2(x), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîé çà-
äà÷è Áîðåëÿ, òàêæå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû êîíñòðóêòèâíî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, T1,2 = Π � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, èìåþùèé ýôôåêòèâíî
îïðåäåëÿåìûé ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð, à èìåííî, îïåðàòîð ïðî-
äîëæåíèÿ P . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.3 èëè òåîðåìó 3.5, ïîëó÷àåì íåêî-
òîðîå óòî÷íåíèå òåîðåìû 3.11.

Òåîðåìà 3.12. Ïðè ëþáîì θ èç (0, +∞) E0
θ � ÝÀÏÑ â C∞[a, b],

åñëè [a, b] ⊂ (−π
θ , π

θ

)
.

3.4.2. Îïèñàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ P
äîâîëüíî ïðîñò, íî îáëàäàåò ñåðüåçíûì íåäîñòàòêîì. Êàê áûëî ïî-
êàçàíî Á. Ñ. Ìèòÿãèíûì [118], îïåðàòîð ¾âîññòàíîâëåíèÿ¿ ôóíêöèè
y(x) èç C∞(R) ïî çíà÷åíèÿì âñåõ åå ïðîèçâîäíûõ íå ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà C∞ âñåõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé â ïðîñòðàíñòâî C∞(R) (òîïîëîãèÿ â C∞ çàäàåòñÿ
íàáîðîì ïðåäíîðì |c|n := max{|ck| : k = 0, 1, . . . , n}, n = 0, 1, 2, . . . ,
ãäå c = (ck)∞k=0 ∈ C∞). Ïîýòîìó òàêîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà
P ïðîäîëæåíèÿ íå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü (áåç äîïîëíèòåëüíûõ ðàñ-
ñìîòðåíèé) åãî íåïðåðûâíîñòü.

Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì Ð. Ñèëè � Ð. Õåñòåíñà [27, 173] ïîñòðîåíèÿ
ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ èç

C∞[0,+∞) â C∞(−∞,+∞),

ìîæíî íå ñëèøêîì ïðîñòûì ñïîñîáîì, îïèñàííûì â ðàáîòå [71], äàòü
êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâ-
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íîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ P èç C∞[a, b] â W∞ [−π
θ , π

θ

]
â ñëó÷àå,

êîãäà [a, b] ⊂ (−π
θ , π

θ

)
. Ýòîò îïåðàòîð áóäåò ËÍÏÎ äëÿ îïåðàòîðà

¾ñóæåíèÿ¿

T1,2 = Π : ∀ y ∈ W∞
[
−π

θ
,
π

θ

]
→ Πy = y

∣∣∣
[a,b]

.

Ïðè ýòîì Π íåïðåðûâåí èç W∞[−π/θ, π/θ] â C∞([a, b]) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, Π � ýïèìîðôèçì W∞ [−π

θ , π
θ

]
íà C∞[a, b], èìåþùèé êîí-

ñòðóêòèâíî îïðåäåëÿåìûé ËÍÏÎ P . Ïî òåîðåìå 3.5 E0
θ � ÝÏÀÏÑ â

C∞[a, b].
Àíàëîãè÷íî, åñëè N > 0 è [a, b] ⊂ (−π

θ , π
θ

)
, òî EN

θ = (eilθt)|l|>N �
ÝÏÀÏÑ â C∞[a, b].

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà ïåðåñòàþò
áûòü âåðíûìè, åñëè [a, b] ñîäåðæèò îòðåçîê

[−π
θ , π

θ

]
èëè õîòÿ áû ñîâ-

ïàäàåò ñ íèì. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà ±π
θ ïðèíàäëå-

æàò îòðåçêó [a, b]. Íî, î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà eilθt, ãäå
|k| > 0, ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ â ýòîé ïàðå òî÷åê. Ïîýòîìó,
åñëè áû ïðè êàêîì-ëèáî N > 0 ñèñòåìà EN

θ áûëà ïîëíà â C∞[a, b],
òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç C∞[a, b] èìåëè áû y

(−π
θ

)
= y

(
π
θ

)
, ÷òî

íåâîçìîæíî, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè x èç C∞[a, b].
Äàëåå, ñèñòåìà EN

θ íå ìîæåò áûòü áàçèñîì â C∞[a, b], êîãäà
[a, b] ⊂ (−π

θ , π
θ

)
è N > 0. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî EN

θ0
� (àáñî-

ëþòíûé) áàçèñ â C∞[a, b] ïðè íåêîòîðîì N > 0 è θ0 > 0. Òîãäà, â
÷àñòíîñòè,

t =
∑

|l|>N

dle
ilθ0t, ïðè÷åì

∑

|l|>N

|dl||l|s < ∞, s = 0, 1, . . .

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî÷ëåííî ýòîò ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî â
C∞[a, b], íàõîäèì: 1 = i

∑
|l|>N lθ0dle

ikθ0t. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò l0 òà-
êîé, ÷òî |l0| > N, l0θ0dl0 6= 0. Ïîñëå ïîâòîðíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïîëó÷èì àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â C∞ íóëü-ðÿä:

0 =
∑

|l|>N

(lθ0)2dle
ilθ0t, t ∈ [a, b],

ò. å. àáñîëþòíîå íåòðèâèàëüíîå ðàçëîæåíèå íóëÿ (à. í. ð. í.) â C∞[a, b]
ïî ñèñòåìå EN

θ , êîòîðàÿ ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü áàçèñîì â C∞[a, b].
Ðåçþìèðóÿ ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åñëè

N > 0, θ > 0 è [a, b] ⊂ (−π
θ , π

θ

)
, òî EN

θ � ÝÏÀÏÑ (íî íå áàçèñ)
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â C∞[a, b]. Åñëè æå
[−π

θ , π
θ

] ⊆ [a, b], òî ñèñòåìà E0
θ (ïîäàâíî EN

θ )
íåïîëíà â C∞[a, b].

1.4.3. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, ïîæàëóé, ñàìûé ïðîñòîé (èç
èçâåñòíûõ àâòîðó) ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïå-
ðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ èìååòñÿ ôàêòè÷åñêè â îáçîðíîé ñòàòüå [118].
Èìåííî, ïî òåîðåìå 14 ýòîé ðàáîòû ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðå-
ðûâíûé îïåðàòîð P3 ïðîäîëæåíèÿ èç C∞[a, b] â C∞0 (R); ïðè ýòîì,
êàê ïîêàçûâàåò íåñëîæíûé àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû
èç [118], îïåðàòîð P3 ñòðîèòñÿ êîíñòðóêòèâíî è äåéñòâóåò èç C∞[a, b]
â W∞ [−π

θ , π
θ

]
; áîëåå òîãî, îí äåéñòâóåò (ëèíåéíî è íåïðåðûâíî) èç

C∞[a, b] â C∞0
(−π

θ , π
θ

)
. Êðîìå òîãî, îïåðàòîð P3 ÿâëÿåòñÿ ËÍÏÎ äëÿ

îïåðàòîðà ¾ñóæåíèÿ¿ Π, è ìû âíîâü ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòàì, ïðè-
âåäåííûì â êîíöå ï. 3.4.2.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â ðàçäåëàõ 3.2�3.4,
îïóáëèêîâàíà ðàíåå â ðàáîòàõ [71, 78].

3.5. Ñâîáîäíûå A-ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ýêñïîíåíò

3.5.1.Ïóñòü, êàê è âûøå, H �ÏÎËÂÏ íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Φ (ãäå
Φ = C èëè Φ = R); Ω =

⋃∞
k=1 ωk � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

èç Φ, ïðè÷åì ïðè ëþáîì k > 1 ìíîæåñòâî ωk ñîñòîèò èç êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà èíäåêñîâ è ωk ⊂ ωk+1 ⊂ Ω. Ïóñòü, äàëåå, äëÿ âñåõ λ ∈ Ω
xλ ∈ H, xλ 6= 0, è, êàê ðàíåå, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ xλ ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H.

Ïóñòü XΩ := {xλ : λ ∈ Ω}. Ââåäåì çíàêîìîå ïðîñòðàíñòâî
(íàä ïîëåì Φ ñêàëÿðîâ C èëè R) A1(XΩ,H) ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ
c = (cλ)λ∈Ω òàêèõ, ÷òî cλ ∈ Φ ïðè ëþáîì λ ∈ Ω è â H ñóùåñòâó-
åò ïðåäåë lim

n→∞
∑

λ∈ωn
cλxλ.

Åñëè â A1(XΩ,H) ââåñòè òîïîëîãèþ τ1 íàáîðîì ïðåäíîðì

QP := {qp : p ∈ P}, qp(c) = sup
k>1

p

( ∑

λ∈ωk

cλxλ

)
,

è P � íàáîð ïðåäíîðì, îïðåäåëÿþùèé òîïîëîãèþ â H, òî, ñîãëàñíî
ï. 3.1.1, A1(XΩ,H), τ1 ÿâëÿåòñÿ ÏÎËÂÏ.

Çàôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Ω1 ìíîæåñòâà Ω
è ïîëîæèì (Ω1) := Ω \Ω1; X(Ω1) := {xλ : λ ∈ (Ω1)}. Ïóñòü A � íåêî-
òîðîå (âåêòîðíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî A1(XΩ,H) ñ ëîêàëüíî âûïóêëîé
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òîïîëîãèåé τ òàêîé, ÷òî A, τ ↪→ A1(XΩ,H), τ1. Ïîëîæèì

A(Ω1) :=
{
(dλ)λ∈Ω ∈ A : dλ = 0 ∀λ ∈ Ω1

}

è èíäóöèðóåì â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà A òîïîëîãèþ èç
A, τ . Êàæäîìó ñåìåéñòâó d = (dλ)λ∈Ω èç A(Ω1) ìîæíî ïîñòàâèòü âî
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò d̂ = (dλ)λ∈(Ω1); ñîâîêóï-
íîñòü Â(Ω1) âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ d̂, d ∈ A(Ω1), îáðàçóåò (àëãåáðàè-
÷åñêè) èçîìîðôíîå A(Ω1) ïîäïðîñòðàíñòâî Φ(Ω1).

Ïóñòü åùå äëÿ âñåõ n > 1 ω̂n = (Ω1) ∩ ωn è A1(X(Ω1),H) �
ìíîæåñòâî òàêèõ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ (dµ)µ∈(Ω1), ÷òî â H ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
∑

µ∈ω̂n
dµxµ. ßñíî, ÷òî (Ω1) =

⋃∞
n=1 ω̂n. Åñëè

â A1(X(Ω1),H) âíîâü îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ τ1 íàáîðîì ïðåäíîðì
qp(d) = sup

n∈N
p

(∑
α∈ω̂n

dαxα

)
, p ∈ P, òî A1(X(Ω1),H), τ1 � ÏÎËÂÏ.

Äàëåå, åñëè â Â(Ω1) èíäóöèðîâàòü òîïîëîãèþ τ̂ èç A(Ω1) ñ ïîìî-
ùüþ èçîìîðôèçìà d ↔ d̂ è ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå A, τ ↪→ A1(XΩ,H), τ1,
òî ìû íàéäåì, ÷òî Â(Ω1), τ̂ ↪→ A1(X(Ω1),H), τ1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî XΩ = (xλ)λ∈Ω � A-ÏÑ â H. Íàçîâåì åå ñâî-
áîäíîé A-ÏÑ â H, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà Ω1 ìíî-
æåñòâà Ω X(Ω1) � Â(Ω1)-ÏÑ â H.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ÀÏÑ X â H áóäåò
ñâîáîäíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îñòàåòñÿ ÀÏÑ â H è ïîñëå
óäàëåíèÿ èç íåå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà åå ýëåìåíòîâ.

Â ñèòóàöèè, êîãäà Φ = C èëè R, Ω = N, ωk = (1, 2, . . . , k), k ∈ N,
ïðîñòðàíñòâî A1(XΩ,H) ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé {ck}∞k=1 òàêèõ, ÷òî ðÿä

∑∞
k=1 ckxk ñõîäèòñÿ â ÏÎËÂÏ H. Êàê

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ ÏÑ èëè ÀÏÑ X = (xk)k>1

â H ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åå
ñäâèæêà [X]n := {X = (xk)k>n} îñòàåòñÿ ÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ)
â H.

Îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîé A-ÏÑ, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïîÿâèëîñü â
ðàáîòå [157] èìåííî äëÿ òàêîé ¾îäíîìåðíîé¿ ñèòóàöèè è äëÿ ñëó÷àåâ,
êîãäà A = A1(X, H) èëè A = A2(X, H); òàì æå äîâîëüíî ïîäðîáíî
èññëåäîâàíû (äëÿ ýòèõ ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèé) ñâîéñòâà ñâîáîäíûõ
ÏÑ è ÀÏÑ.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä ê èçó-
÷åíèþ ñâîáîäíûõ A-ÏÑ, óæå âñòðå÷àâøèéñÿ â áîëåå ÷àñòíûõ ñèòóà-
öèÿõ â äðóãèõ ðàáîòàõ àâòîðà [67, 69, 76]. Ýòîò ïîäõîä óäîáíî ïðè-
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ìåíÿòü êàê ðàç ê ñèñòåìàì ýêñïîíåíò, ÷òî îòâå÷àåò îáùåé íàïðàâ-
ëåííîñòè äàííîé êíèãè.

3.5.2. Âñþäó äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H ÿâëÿåò-
ñÿ íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòüþ îòîáðàæåíèé Bp â Cp, ãäå p > 1 è Bp �
ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî Cp èëè Rp. Êàê âûøå,

∀ t = (t1, . . . , tp) ∈ Bp, ∀µ = (µ1, . . . , µp) ∈ Cp

〈µ, t〉p :=
p∑

k=1

µktk; eµ(t) := exp〈µ, t〉p.

Ïóñòü, äàëåå, Ω � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ èç Cp. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

1) ïðè ëþáîì λ ∈ Ω e±λ(t) ∈ H;
2) ïðè ëþáîì λ ∈ Ω e±λ(t) � íåïðåðûâíûé ìóëüòèïëèêàòîð H;
3) ñóùåñòâóåò j0 6 p òàêîå, ÷òî îïåðàòîð Dj0 : (Dj0y)(t) =(

∂y
∂tj0

)
(t) � ýïèìîðôèçì H.

Íàêîíåö, ïóñòü A � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ c =
{cλ}λ∈Ω, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

4) A ↪→ A1(EΩ,H), ãäå EΩ := {eλ(t)}λ∈Ω;
5) ïðè ëþáîì c = {cλ}λ∈Ω ∈ A {cλ λj0}λ∈Ω ∈ A.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðè êàêîì-ëèáî j0 6 p îïåðàòîð Dj0 íåïðå-

ðûâåí â H, òî ïðîñòðàíñòâà A1(EΩ,H) è A2(EΩ,H) îáëàäàþò ñâîé-
ñòâàìè 4), 5). Òàê êàê âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 4) äëÿ îáîèõ ïðîñòðàíñòâ
î÷åâèäíî, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè j = 1, 2 ïðîñòðàíñòâî
Aj(EΩ, H) îáëàäàåò ñâîéñòâîì 5). Êàê ìû óæå çíàåì, c = {cλ}λ∈Ω ∈
A1(EΩ,H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â H ñóùåñòâóåò ïðåäåë

Mc := lim
k→∞

∑

λ∈ωk

cλeλ(t).

Íî äëÿ ëþáîãî òàêîãî ýëåìåíòà c

Dj0Mc = lim
k→∞

∑

λ∈ωk

cλDj0eλ(t) = lim
k→∞

∑

λ∈ωk

cλλj0eλ(t).

Òàê êàê ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ â H, òî {cλλj0}λ∈Ω ∈ A1(EΩ,H).
Àíàëîãè÷íî, åñëè A = AΩ

2 := A2(EΩ, H), òî

AΩ
2 =

{
c = {cλ}λ∈Ω : ∀ p ∈ P

∑

λ∈Ω

|cλ| p(eλ) < +∞
}

,
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ãäå P = {p} � íàáîð ïðåäíîðì, îïðåäåëÿþùèé òîïîëîãèþ â H. Íî
òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ P ñóùåñòâóåò p1 ∈ P òàêîå, ÷òî

∑

λ∈Ω

p
(
cλ λj0eλ(t)

)
=

∑

λ∈Ω

p
(
cλ Dj0eλ

)
6

6 b
∑

λ∈Ω

|cλ|p1(eλ) = b
∑

λ∈Ω

p1(cλ eλ) < +∞,

è {cλ λj0}λ∈Ω ∈ AΩ
2 .

Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ H ñî ñâîéñòâàìè 1)�3) áóäóò ïðèâåäåíû
íèæå.

Óñòàíîâèì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà.
Òåîðåìà 3.13. Åñëè ïðîñòðàíñòâî H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1)�3), A, τ � óñëîâèÿì 4)�5) è EΩ � A-ÏÑ â H, òî EΩ � ñâîáîäíàÿ
A-ÏÑ.

C Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ α = (α1, . . . , αp) èç Ω è
ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð

Tα
j0 : Tα

j0y = Dj0y − αj0y ∀ y ∈ H,

ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì H. Ñ ýòîé öåëüþ ïî ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåí-
òó y èç H íàéäåì â H ýëåìåíò x1 òàêîé, ÷òî Dj0x1 = y(t)e−α(t).
Òîãäà, åñëè x2 := x1(t)eα(t), òî

Tα
j0x2 = (Dj0x1(t))eα(t) + x1(t)αj0eα(t)− αj0x1(t)eα(t) = y(t).

Òàêèì îáðàçîì, Tα
j0

(H) = H.
Ïóñòü òåïåðü µ � ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ èç Ω, à y(t) � ëþáîé

ýëåìåíò èç H. Íàéäåì â H ýëåìåíò x òàêîé, ÷òî y = Tµ
j0

x. Òàê
êàê ïî èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ EΩ � A-ÏÑ â H, òî x(t) =
lim

n→∞
∑

λ∈ωn
xλeλ(t) (çäåñü ïðåäåë áåðåòñÿ â H è {xλ}λ∈Ω ∈ A). Îò-

ñþäà

y = lim
n→∞

∑

λ∈ωn

xλTµ
j0

(eλ(t)) = lim
n→∞

( ∑

λ∈ωn

xλ(λj0 − µj0)eλ(t)
)

.

Èç óñëîâèÿ 5) ñëåäóåò, ÷òî {xλ(λj0 − µj0)}λ∈Ω ∈ A.
Ïîëîæèì Ωµ := Ω \ {µ}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî λj0 = µj0 ïðè λ = µ,

ïîëó÷àåì
y(t) = lim

n→∞

( ∑

λ∈ωn\{µ}
xλ(λj0 − µj0)

)
.
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Ïðè ýòîì

{xλ(λj0 − µj0)}λ∈Ωµ
∈ ÂΩµ

⊂ A1(EΩµ
,H),

è, ñëåäîâàòåëüíî, {eλ(t)}λ∈Ωµ
� Â-ÏÑ â H. B

3.5.3. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ H ñî ñâîéñòâàìè 1)�3).
1. Ïóñòü p > 1, F � âûïóêëûé êîìïàêò â Rp, H = C∞[F ] � ïðî-

ñòðàíñòâî Ôðåøå âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ íà F ôóíêöèé ñ îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ â H ñ÷åòíûì
íàáîðîì íîðì

‖y‖F
n = max

{ ∣∣∣∣
(

∂|α|py

∂tα1
1 · ∂tα2

2 . . . ∂t
αp
p

)
(t)

∣∣∣∣ :

t ∈ F, 0 6 αj , |α|p :=
p∑

j=1

αj 6 n

}
, n = 0, 1, . . .

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, C∞[F ] îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1)�3), åñëè Ω �
ëþáîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî iRp. Ïîýòîìó äëÿ ïðîñòðàíñòâà A òàêî-
ãî, ÷òî A, τ ↪→ A1(EΩ,H), τ1, êàæäàÿ A-ÏÑ â C∞[F ] âèäà {eλ(t)}λ∈Ω

ñâîáîäíà.
Îñòàíîâèìñÿ îòäåëüíî íà îäíîìåðíîé ñèòóàöèè (p = 1). Â ýòîì

ñëó÷àå F = [a, b], ãäå −∞ < a < b < +∞. Ïóñòü θ > 0 è [a, b] ⊂(−π
θ , π

θ

)
. Ïîëîæèì

Ωθ := {0,±iθ,±2iθ, . . .},
ωk := {ilθ : l = 0,±1, . . . ,±(k − 1)}, k = 1, 2, . . . ,

xλ = exp λt, λ ∈ Ωθ, t ∈ R.

Åñëè E0
θ := (exp ikθt)|k|>0, òî â äàííîé ñèòóàöèè

A2 := A2(E0
θ , [a, b]) = A2

(
E0

θ ,
[
−π

θ
,
π

θ

])
=

=
{

c = {ck}∞|k|=0 :
∞∑

|k|=1

|k|s|ck| < ∞, s = 0, 1, . . .

}
.

Ïî òåîðåìå 3.12 E0
θ � ÝA2-ÏÑ â C∞[a, b]. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî

òåïåðü íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.13 äîïîëíèòü óòâåðæäåíèåì î òîì,
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÷òî ïðè ëþáîì N > 0 EN
θ := {exp ilθt}|l|>N � A-ÏÑ (íî íå áàçèñ!) â

C∞[a, b].
Âîçâðàùàÿñü ê îáùåé ìíîãîìåðíîé (p-ìåðíîé) ñèòóàöèè, ðàñ-

ñìîòðèì, êàê â ï. 2.1.5, ñèñòåìó EΛ := {exp〈λk, z〉p}∞k=1, ãäå äëÿ âñåõ
k > 1

λk = (λ1,k, . . . , λp,k) ∈ Cp; ωk = {λs : 1 6 s 6 k},

Λ =
∞⋃

k=1

ωk = {λk : k ∈ N}.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.7 è ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ï. 2.1.5,
íàõîäèì, ÷òî åñëè ïîêàçàòåëè λk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.13), òî

A1(EΛ, C∞[F ]) = A2(EΛ, C∞[F ]) =

=
{
{ak}∞k=1 : lim

k→∞

[
ln |ak|+ |λk|pHF

(
λk

|λk|p

)]
= −∞

}
,

ãäå, êàê è â ï. 2.1.5, |λk|p = |λ1,k|+ · · ·+ |λp,k|, k = 1, 2, . . . Åñëè EΛ �
ÀÏÑ â C∞[F ], òî ïî òåîðåìå 3.13 EΛ � ñâîáîäíàÿ ÀÏÑ â C∞[F ].

2. Ïóñòü G � ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò âûïóêëàÿ (íå îáÿ-
çàòåëüíî îãðàíè÷åííàÿ) îáëàñòü â Cp, p > 1, è ïóñòü {Fn}∞n=1 �
âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàêòîâ Fn èç G, èñ-
÷åðïûâàþùàÿ G:

Fn ⊂ F 0
n+1 := intFn+1 ⊂ G =

∞⋃
m=1

Fm ∀n > 1.

Ïóñòü, äàëåå, C∞(G) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â G ôóíêöèé, ñ ïðîåêòèâíîé (êàê â
ï. 2.1.3) òîïîëîãèåé: C∞(G) = lim←−C∞[Fn]. Ïóñòü λk, ωk, Λ è EΛ �
òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. È çäåñü ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî C∞(G) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1)�3), â êîòîðûõ Ω = Λ.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé A = {(ak)∞k=1}
íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî A1(EΛ, C∞(G)) è EΛ � A-ÏÑ
â C∞(G), òî ïî òåîðåìå 3.13 EΛ � ñâîáîäíàÿ A-ÏÑ â C∞(G). Â
÷àñòíîñòè, åñëè EΛ � ÏÑ èëè ÀÏÑ â C∞(G), òî EΛ � ñâîáîäíàÿ ÏÑ
(ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ) â C∞(G). Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå 2.8, åñëè
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âûïîëíåíî óñëîâèå (2.13), òî
A1(EΛ, C∞(G)) = A2(EΛ, C∞(G)) =

=
{

a = (ak)∞k=1 : ∀n > 1 lim
|k|p→∞

[
ln |ak|+ |λk|pHFn

(
λk

λk|p

)]
= −∞

}
,

ãäå, êàê è âûøå, HFn
(λ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëîãî êîìïàêòà

Fn èç G ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ F 0
n .

3. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðîñòðàíñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è
ðàññìîòðèì ñíà÷àëà, êàê â ï. 2.1.2, ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå A(G) âñåõ
ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G ⊆ Cp,
ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò, ñ îïèñàííûìè â ï. 2.1.2 îïîðíîé
ôóíêöèåé HG(λ) è òîïîëîãèåé. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî k > 1 λk, ωk, Λ,
EΛ òå æå, ÷òî è âûøå.

Ïðîñòðàíñòâî A(G) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1)�3), è åñëè
A ↪→ A1(EΛ, A(G)),

à EΛ � A-ÏÑ â A(G), òî EΛ � ñâîáîäíàÿ A-ÏÑ â H(G). Äàëåå, åñëè
ïîêàçàòåëè λk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.5), òî

A1(EΛ, A(G)) = A2(EΛ, A(G)) =

=
{

a = (ak)∞k=1 : lim
k→∞

[
1

|λk|p ln |ak|+ HG

(
λk

|λk|
)]

6 0
}

.

Òî÷íî òàêæå òåîðåìó 3.13 ìîæíî ïðèìåíèòü ê ïðîñòðàíñòâó A(G)
ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé (íî óæå íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè-
÷åííîé) îáëàñòè G, ê ïðîñòðàíñòâó A(Cp) âñåõ öåëûõ ôóíêöèé â Cp

è ðàçëè÷íûì åãî ïîäïðîñòðàíñòâàì, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâó [ρ,∞]p,
ρ > 1, p > 1 (ñì. ï. 2.1.4), ïðîñòðàíñòâó [ρ, σ]p, ãäå 1 < ρ < ∞,
0 6 σ < ∞ (ñì. òàì æå), è äðóãèì. Âñå ýòè ïðîñòðàíñòâà H ñî-
äåðæàò ìíîæåñòâî ýêñïîíåíò eλ(z) := exp〈λ, z〉p, λ ∈ Cp, èíâà-
ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îáëàäàþò ñâîéñòâà-
ìè 1)�3). Ïîýòîìó ëþáàÿ A-ÏÑ ýêñïîíåíò (eλk

(z))∞k=1 ñî ñâîéñòâà-
ìè 4)�5) â òàêîì ïðîñòðàíñòâå H áóäåò ñâîáîäíîé A-ÏÑ. Ïðè íå
ñëèøêîì æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîêàçàòåëè λk, óæå âñòðå÷àâøèõ-
ñÿ â ðàçäåëå 2.1, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî A1(EΛ,H) = A2(EΛ, H) =
A0, è äàòü ÿâíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà A0. Íàïðèìåð, åñëè H = A(Cp),
p > 1, è âûïîëíåíî óñëîâèå (2.10), òî

A0 =
{

a = {ak}∞k=1 : lim
k→∞

1
|λk|p ln |ak| = −∞

}
.
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Òåîðåìà 3.13 ïðèìåíèìà ê øèðîêîìó êðóãó ïðîñòðàíñòâ. Íî ñó-
ùåñòâóþò ïðîñòðàíñòâà, ê êîòîðûì îíà íåïðèìåíèìà, íàïðèìåð,
ïðîñòðàíñòâà Wn+1

2 [−π, π] è Lp(Q), ðàññìîòðåííûå â ðàçäåëå 3.2. Õî-
òÿ îíè è ñîäåðæàò âñå ýêñïîíåíòû è, áîëåå òîãî, îáëàäàþò ñâîéñòâà-
ìè 1)�2), íî îíè íå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
è ïîòîìó ñâîéñòâî 3) äëÿ íèõ âîîáùå íå èìååò ñìûñëà.

3.5.4. Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 3.13 âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î
òîì, ñîõðàíÿåòñÿ ëè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè EΩ ñâîéñòâî îñòàâàòüñÿ
A-ÏÑ â H ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå óæå áåñêîíå÷íîé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè, îãðàíè÷èâ-
øèñü ìîäåëüíîé ñèòóàöèåé, êîãäà H = A(G), ãäå G � âûïóêëàÿ îá-
ëàñòü â Cp, p > 1, è X =

{
exp〈λk, z〉p

}∞
k=1

, λk = (λk,s)
p
s=1 ∈ Cp,

k = 1, 2, . . . Ïîëîæèì Ω := {λk}∞k=1, Ω1 := {µn}∞n=1, µn = (µn,s)
p
s=1;

ïðè ýòîì äëÿ âñåõ n > 1 µn = λ`n
è `n ↑ ∞. Ñêàæåì, ÷òî Ω1 � ïîä-

õîäÿùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êëàññà [1, 0]p âñåõ öåëûõ ôóíêöèé
â Cp ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1 (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ), åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ v ∈ [1, 0]p òàêàÿ, ÷òî
v(µn) = 0, n = 1, 2, . . . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ v ìîæåò èìåòü è äðóãèå
íóëè, êðîìå {µn}∞n=1.

Ïóñòü Ω1 � ïîäõîäÿùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êëàññà [1, 0]p,
F (z) ∈ [1, 0]p è F (µn) = 0 ïðè ëþáîì n > 1. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì OF

ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé F è ïîëîæèì Ω0
f = Ω\OF . Çàïèøåì ïðåäñòàâ-

ëåíèå ôóíêöèè F â âèäå åå ðÿäà Òåéëîðà � Ìàêëîðåíà, àáñîëþòíî
ñõîäÿùåãîñÿ â A(Cp):

F (z) =
∞∑

|m|p=0

fmzm; z ∈ Cp.

Îáðàçóåì ïî F ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð TF áåñêî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ñèìâîëîì F (z): (TF y)(z) =

∑∞
|m|p=0 fm(Dmy)(z),

ãäå

Dm =
∂|m|p

∂zm1
1 . . . ∂z

mp
p

, m = (m1, . . . , mp).

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [119, 122]), TF � ëèíåéíûé íåïðåðûâ-
íûé îïåðàòîð â A(G) äëÿ ëþáîé îáëàñòè G èç Cp. Êðîìå òîãî, åñëè
îáëàñòü G âûïóêëà, òî TF � ýïèìîðôèçì A(G) (ýòîò ðåçóëüòàò óñòà-
íîâëåí íåçàâèñèìî Ìàðòèíî [168] ïðè p > 1 è àâòîðîì [34, 35] ïðè
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p = 1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x(z) èç A(G) â ýòîì æå
ïðîñòðàíñòâå A(G) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ y(z) òàêàÿ, ÷òî (TF y)(z) = x(z)
äëÿ ëþáîãî z ∈ G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî EΩ � A-ÏÑ â A(G), îáëàäàþùàÿ òàêèì ñâîé-
ñòâîì:

B) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè b(z) èç [1, 0]p è ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {τk}∞k=1 åå íóëåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {b(τk)}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ ìóëü-
òèïëèêàòîðîì ïðîñòðàíñòâà A = A(EΩ; A(G)) ↪→ A1(EΩ;A(G)).

Ñîãëàñíî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ â A íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dk}∞k=1 òàêàÿ, ÷òî

y(z) =
∞∑

|k|p=0

dk exp〈λk, z〉p ∀ z ∈ G,

ïðè÷åì ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ â òîïîëîãèè A(G). Â ñèëó íåïðåðûâíî-
ñòè îïåðàòîðà TF â A(G) èìååì äëÿ âñåõ z ∈ G:

x(z) = (TF y)(z) = TF

( ∞∑

|k|p=0

dk exp〈λk, z〉p
)

=

=
∞∑

|k|p=0

dkTF

(
exp〈λk, z〉p

)
=

∑

λ`∈Ω0
F

d`F (λ`) exp〈λ`, z〉p.

Ïðè ýòîì ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ â A(G). Êðîìå òîãî, òàê êàê íè
îäíà êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü ýêñïîíåíò íå ìîæåò áûòü A-ÏÑ â A(G),
òî (â ñèëó òîãî, ÷òî x(z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç A(G)) ìíîæå-
ñòâî Ω0

F áåñêîíå÷íî. Ñîãëàñíî B)
{
d`F (λ`)

}∞
`=1

∈ A è, ñëåäîâàòåëüíî,
EΩ0

F
� A-ÏÑ â A(G). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.14. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, p > 1;
Ω = (λk)∞k=1, λk ∈ Cp, k = 1, 2, . . . , è Ω1 = (µj)

∞
j=1 � ïîäõîäÿùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êëàññà [1, 0]p. Ïóñòü, äàëåå, EΩ � A-ÏÑ â
A(G) ñî ñâîéñòâîì B) è H1(z) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà [1, 0]p,
ìíîæåñòâî OH1 âñåõ íóëåé êîòîðîé ñîäåðæèò Ω1. Òîãäà:

1) ìíîæåñòâî Ω2 := Ω \OH1 áåñêîíå÷íî;
2) EΩ2 � A-ÏÑ â A(G).
Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ëþáàÿ ÏÑ èëè ÀÏÑ ýêñïîíåíò EΛ â A(G)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì B) (ïðè A = A1(EΛ, A(G)) èëè, ñîîòâåòñòâåííî,
A = A2(EΛ, A(G))). Ïîýòîìó èìååò ìåñòî
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü p, G, Ω, Ω1, Ω2 è H1(z) òå æå, ÷òî è â
òåîðåìå 3.14, è ïóñòü EΩ � ÏÑ èëè ÀÏÑ â A(G). Òîãäà EΩ2 � ÏÑ
(ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ) â A(G).

Îòìåòèì åùå îäèí ðåçóëüòàò, âûòåêàþùèé èç òåîðåìû 3.14.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü p > 1, G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, λk =

(λk,`)
p
`=1 ∈ Cp, Ω = (λk : k > 1). Ïóñòü äàëåå, äëÿ ëþáîãî s > 1

ks ∈ N, ks ↑ ∞ è
lim

s→∞
s

|λks |p
= 0.

Ïóñòü, íàêîíåö, EΩ � ÏÑ èëè ÀÏÑ â A(G). Òîãäà, åñëè Ω1 :=
{λks

}∞s=1 è Ω2 := Ω\Ω1, òî EΩ2 � ÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ) â A(G).
C ×òîáû âûâåñòè ýòîò ðåçóëüòàò èç òåîðåìû 3.14, äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî åñëè lim
s→∞

s
|λks |p = 0, òî â êëàññå [1, 0]p íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ

F , äëÿ êîòîðîé F (λks
) = 0 ïðè âñåõ s > 1. Ïîäîáíóþ ôóíêöèþ

ìîæíî ïîñòðîèòü õîòÿ áû òàêèì îáðàçîì. Ïðåæäå âñåãî, íàïîìíèì,
÷òî |λks

|p =
∑p

`=1 |λks,`|. Åñëè αs := max{|λks,`| : 1 6 ` 6 p}, òî
αs 6 |λks

|p 6 pαs. Ïîýòîìó

lim
s→∞

s

|λks
|p = 0 ⇐⇒ lim

s→∞
s

αs
= 0.

Îáîçíà÷èì åùå ñèìâîëîì `s íàèáîëüøèé èç íîìåðîâ ` 6 p, äëÿ êîòî-
ðûõ |λks,`| = αs (s = 1, 2, . . .). Èñêîìóþ ôóíêöèþ F (z) áóäåì èñêàòü
â òàêîì âèäå: äëÿ ëþáîãî z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp

F (z) =
p∏

j=1

fj(zj), fj(zj) =
∞∏

s=1

[
1−

(
zj

eϕs,jiαs

)2
]

∀ j 6 p.

Ïðè ýòîì ÷èñëà ϕs,j (1 6 j 6 p) èç [0, 2π) îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî s > 1 ïîëàãàåì ϕs,`s = arg λks,`s è ϕs,m = 0,
êîãäà 1 6 m 6 p è m 6= `s. Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé òåîðåìû Ëèí-
äåë�åôà [98, ñ. 42, òåîðåìà 15] íåòðóäíî âûâåñòè, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
lim

s→∞
s/αs = 0, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ fj(zj), 1 6 j 6 p, ïðèíàäëåæèò

êëàññó [1, 0], à èõ ïðîèçâåäåíèå F (z) � êëàññó [1, 0]p. Ïðè ýòîì äëÿ
âñåõ s > 1 f`s(λks,`s) = 0, îòêóäà F (λks) = 0, s = 1, 2, . . . , è íóæíàÿ
ôóíêöèÿ F ïîñòðîåíà. B

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå p = 1 ñëåäñòâèå 2 ïîëó÷åíî àâòîðîì ãîðàç-
äî ðàíüøå, ÷åì îáùàÿ òåîðåìà 3.14 (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó ðàáîòó [43],



134 Ãëàâà 3. Ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû

â êîòîðîé îòìå÷åíî, ÷òî ñëåäñòâèå íåóëó÷øàåìî â òîì ñìûñëå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ω = (λk)∞k=1 è åå ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λks)

∞
s=1 òàêèå, ÷òî lim

s→∞
s/|λks | 6 ε, EΩ � ÀÏÑ

â A(G), à ñèñòåìà EΩ2 , ãäå Ω2 = Ω \ Ω1, äàæå íåïîëíà â A(G)).
Îòìåòèì åùå îäèí ðåçóëüòàò, íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùèé èç

ñëåäñòâèÿ 3.5.4 è íàõîäÿùèé ïðèìåíåíèå ïðè ýôôåêòèâíîì ïîñòðî-
åíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñâåðòêè (áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì
ñêàçàíî íèæå â ãëàâå 5, ï. 5.6.1).

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ¾îäíîìåðíîé¿ âåð-
ñèåé (p = 1) ýòîãî ðåçóëüòàòà. Ñëåäóÿ [98], ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî T0

êðóæêîâ εj ðàäèóñîâ rj ÿâëÿåòñÿ C0-ìíîæåñòâîì, åñëè îíî èìååò íó-
ëåâóþ ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü, ò. å. [98], åñëè lim

r→∞

P
(r)

r = 0, ãäå
∑

(r) �
ñóììà ðàäèóñîâ rj âñåõ êðóæêîâ èç T0, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò â
êðóãå |z| < r.

Ïóñòü Λ = {λk}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî lim

k→∞
|λk| = ∞, è ïóñòü T0 � êàêîå-ëèáî

C0-ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì Λ0 := Λ ∩ T0 = {λnk
}∞k=1. Òîãäà, êàê ëåãêî

ïîêàçàòü, lim
k→∞

nk

|λnk
| = 0 è ïîäàâíî lim

k→∞
k

|λnk
| = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñ-

ëè EΛ := exp (λkz)∞k=1 � ÀÏÑ â A(G), ãäå G � êàêàÿ-ëèáî âûïóêëàÿ
îáëàñòü â C, à T0 � ïðîèçâîëüíîå C0-ìíîæåñòâî, òî EΛ1 � ÀÏÑ â
A(G), ãäå Λ1 = Λ \ Λ0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè EΛ � ÀÏÑ â A(G), ãäå G � ëþáàÿ âûïóêëàÿ
îáëàñòü â C, è lim

k→∞
|λk| = ∞, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè λk, k > 1, ëåæàò âíå êàêîãî-ëèáî ôèê-
ñèðîâàííîãî C0-ìíîæåñòâà êðóæêîâ.

3.5.5. Äëÿ íåêîòîðûõ íåîãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ îáëàñòåé â Cp

òåîðåìó 3.14 è åå ñëåäñòâèÿ ìîæíî óñèëèòü. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå
îáëàñòè G = Cp, p > 1. Ïðåäâàðèòåëüíî íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{µk}∞k=1 = {λmk

}∞k=1, mk ↑ ∞, ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññó [1,∞)p, åñ-
ëè â êëàññå [1,∞)p âñåõ öåëûõ â Cp ôóíêöèé êîíå÷íîãî òèïà ïðè
ïîðÿäêå 1 (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ L(z) òà-
êàÿ, ÷òî L(µk) = 0, k = 1, 2, . . . (Êàê è âûøå, L(λ) ìîæåò èìåòü è
äðóãèå íóëè, êðîìå (µk)∞k=1, è êðàòíîñòü êàæäîãî íóëÿ µk ïðîèçâîëü-
íà.) Íàïîìíèì åùå ðåçóëüòàò Ìàëüãðàíæà [165], ñîãëàñíî êîòîðîìó
îïåðàòîð ñâåðòêè TF ñ ñèìâîëîì F èç êëàññà [1,∞)p ÿâëÿåòñÿ ýïè-
ìîðôèçìîì A(Cp) è ïîäàâíî � ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, íåïðåðûâíî
äåéñòâóþùèì èç A(Cp) â A(Cp). Áóäåì åùå ãîâîðèòü, ÷òî A-ÏÑ EΩ
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â A(Cp) îáëàäàåò ñâîéñòâîì B1), åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè b(z) èç
[1,∞)p è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λs}∞s=1 åå íóëåé {b(λs)}∞s=1 �
ìóëüòèïëèêàòîð ïðîñòðàíñòâà A = A(EΩ; A(Cp)).

Â ÷àñòíîñòè, èç íåïðåðûâíîñòè â A(Cp) ëþáîãî îïåðàòîðà ñâåðò-
êè Tb ñ ñèìâîëîì b(z) èç [1,∞)p ëåãêî âûâåñòè, ÷òî ëþáàÿ ÏÑ èëè
ÀÏÑ EΩ â A(Cp) îáëàäàåò ñâîéñòâîì B1).

Òåì æå ìåòîäîì, ÷òî è òåîðåìà 3.14, äîêàçûâàåòñÿ åå àíàëîã.
Òåîðåìà 3.15. Ïóñòü p > 1, Ω = (λk)∞k=1, λk ∈ Cp, k = 1, 2, . . . , è

Ω1 = (µj)
∞
j=1 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëàññó [1,∞)p ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïóñòü, äàëåå, EΩ � A-ÏÑ â A(Cp) ñî ñâîéñòâîì B1) è H1(z) � ëþ-
áàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà [1,∞)p, ìíîæåñòâî OH1 âñåõ íóëåé êîòîðîé
ñîäåðæèò Ω1. Òîãäà:

1) ìíîæåñòâî Ω2 := Ω \OH1 áåñêîíå÷íî;
2) EΩ2 � A-ÏÑ â A(Cp).
Ñïðàâåäëèâû è àíàëîãè ñëåäñòâèé 1 è 2, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ

òåì æå ìåòîäîì; åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âû-
âîäå ñëåäñòâèÿ 2 èç òåîðåìû 3.15 âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè fj(zj)
èç [1,∞) áåðóòñÿ â âèäå

fj(zj) =
∞∏

k=1

(
1− zj

αkeiϕk,j

)
ezj/(αkeiϕk,j ),

à ÷èñëà ϕk,j îïðåäåëÿþòñÿ, êàê ðàíüøå.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü p, Ω, Ω1, Ω2 è H1(z) òå æå, ÷òî è â òåîðå-

ìå 3.15, è ïóñòü EΩ � ÏÑ èëè ÀÏÑ â A(Cp). Òîãäà EΩ2 � ÏÑ (èëè
ÀÏÑ) â A(Cp).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü p > 1, λk ∈ Cp äëÿ ëþáîãî k > 1. Ïóñòü,
äàëåå, ïðè âñåõ s > 1 ks ∈ N è

lim
s→∞

s

|λks |p
< ∞ (1 6 ks ↑ ∞).

Ïóñòü, íàêîíåö, Ω = (λk)∞k=1, Ω1 = {λks : s = 1, 2, . . .}, Ω2 = Ω \ Ω1 è
EΩ � ÏÑ èëè ÀÏÑ â A(Cp). Òîãäà EΩ2 � ÏÑ èëè (ñîîòâåòñòâåííî,
ÀÏÑ) â A(Cp).

Íà íàø âçãëÿä, áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷-
íûé òåîðåìå 3.14, äëÿ A-ÏÑ â îáùåì ÏÎËÂÏ H (ïðè îïðåäåëåííûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâ H è A).
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3.5.6. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ââåäåì îäèí êëàññ ÏÑ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ îáîáùåíèåì ñâîáîäíûõ ÏÑ, è ñ ïîìîùüþ ýòîãî êëàññà îïèøåì
ñòðóêòóðû ïðîèçâîëüíûõ ÏÑ è ÀÏÑ.

Íàçîâåì A-ÏÑ XΩ â ÎËÂÏ H ïî÷òè ñâîáîäíîé, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî íîìåðà N > 1 â XΩ íàéäóòñÿ N ýëåìåíòîâ xn1 , . . . , xnN

, ïîñëå
óäàëåíèÿ êîòîðûõ èç ñèñòåìû XΩ ïîñëåäíÿÿ îñòàåòñÿ A-ÏÑ â H.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ A-ÏÑ â H ïîäàâíî ïî÷òè ñâîáîä-
íà (â H).

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ, ñëåäóÿ [43], ñèòóàöèåé,
êîãäà Ω = N , ωk = (1, 2, . . . , k), k = 1, 2, . . . , è A(XΩ,H) = A1(XΩ,H)
èëè A(XΩ,H) = A2(XΩ,H).

Òåîðåìà 3.16 [43]. Ïóñòü X = (xk)∞k=1 � ëþáàÿ ÏÑ èëè ÀÏÑ
â ÏÎËÂÏ H. Òîãäà èìååò ìåñòî àëüòåðíàòèâà: ëèáî X � ïî÷òè
ñâîáîäíàÿ ÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ) â H, ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
X îáðàçîâàíà äîáàâëåíèåì (âîçìîæíî, ïóñòîãî) ìíîæåñòâà M0, ñî-
ñòîÿùåãî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ H, ê íåêîòîðîìó áàçèñó
(ñîîòâåòñòâåííî, àáñîëþòíîìó áàçèñó) â H.

C Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè X � ÏÑ â H. Åñëè X � áàçèñ â
H, òî ìû èìååì âòîðîé ñëó÷àé àëüòåðíàòèâû (ñ M0 = ∅). Åñëè æå
X � ÏÑ, íî íå áàçèñ â H, òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ñõîäÿùååñÿ â H
íåòðèâèàëüíîå ðàçëîæåíèå íóëÿ (í. ð. í.) ïî X:

∑∞
m=1 amxm = 0 è

ñóùåñòâóåò m1 > 1 òàêîå, ÷òî am1 6= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî X1 := {xm :
m > 1, m 6= m1} � ÏÑ â H. Åñëè îíà � áàçèñ â H, òî âíîâü ïðèõîäèì
êî âòîðîìó ñëó÷àþ àëüòåðíàòèâû. Åñëè æå X1 � íå áàçèñ â H, òî X1

îñòàåòñÿ ÏÑ â H ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå íåêîòîðîãî ýëåìåíòà xm2 , ãäå
m2 6= m1. Òàêèì îáðàçîì, X2 := {xm : m > 1, m 6= m1, m 6= m2} �
ñíîâà ÏÑ â H.

Ïðè íåîãðàíè÷åííîì ïðîäîëæåíèè ýòîé ïðîöåäóðû ëèáî íà êà-
êîì-òî åå øàãå ìû ïðèäåì ê áàçèñó â H (è òîãäà èìååò ìåñòî âòîðîé
ñëó÷àé àëüòåðíàòèâû), ëèáî íà êàæäîì øàãå áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ÏÑ,
íå ÿâëÿþùàÿñÿ áàçèñîì H. Â ýòîì ñëó÷àå X � ïî÷òè ñâîáîäíàÿ ÏÑ
â H. B

Ðàññìîòðåâ ïðîèçâîëüíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

Ω = ω1

∞⋃

k=1

(ωk+1 \ ωk),

íåòðóäíî óñòàíîâèòü àíàëîã òåîðåìû 3.16 äëÿ ïðîèçâîëüíîé A-ÏÑ â
H.
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Îòìåòèì åùå, ÷òî èç ïðèìåðà, ïðèâåäåííîãî â ï. 3.1.6, ñëåäóåò,
÷òî åñëè H � êàêîå-ëèáî ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæåíèé Q â Cp (èëè
â Rp) è åñëè H èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ÷àñòíîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, à â H èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýêñïîíåíò
eλ := exp〈λ, z〉p, ãäå λ ∈ Ω, òî ëþáàÿ ÏÑ â H âèäà EΛ1 , ãäå Λ1 �
ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî Ω, ïî÷òè ñâîáîäíà â H.

3.6. Ïðîäîëæàåìûå ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû

3.6.1. Ïóñòü H1, H2 � ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà, Λ �
íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, XΛ = {xα}α∈Λ � êàêàÿ-ëèáî
ñîâîêóïíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç H1 ∩H2, ÿâëÿþùàÿñÿ A-ÏÑ â
H1, ãäå, êàê ðàíüøå, A, τ ↪→ A1(XΛ,H1), τ1.

Åñëè XΛ áóäåò Ã-ÏÑ â H2 ïðè íåêîòîðîì Ã ⊆ A1(XΛ,H2), òî â
ýòîì ñëó÷àå ñêàæåì, ÷òî A-ÏÑ XΛ ïðîäîëæàåìà èëè ïðîäîëæèìà
èç H1 â H2.

Ïðîäîëæàåìûå A-ÏÑ ôàêòè÷åñêè óæå âñòðå÷àëèñü â ýòîé ãëàâå.
À èìåííî, îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàçäåëîâ 3.2�3.4 ñîñòàâëÿåò ïðèìå-
íåíèå ïîëó÷åííûõ â 3.1 ðåçóëüòàòîâ î ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
A-ÏÑ ê ðàçëè÷íûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì.

Ïðè ýòîì âñå ðàññìîòðåíèÿ, êàê ïðàâèëî, îòíîñèëèñü ê íåêîòîðîé
îáùåé ñèòóàöèè, êîòîðóþ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ïðè j = 1, 2 ïðîñòðàíñòâà Hj ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó
êëàññó ÏÎËÂÏ ôóíêöèé {E(Q)}, ãäå Q � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
èç ñîâîêóïíîñòè M := (Qβ)β∈Γ. Ïðè ýòîì, åñëè βj ∈ Γ (j = 1, 2) è
Qβ2 ⊆ Qβ1 , òî E(Qβ1) ↪→ E(Qα2). Ïóñòü Q2 ⊆ Q1, Qj ∈ M è ïóñòü
Hj = E(Qj), j = 1, 2. Åñëè T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2 è XΛ � A-ÏÑ
â H1, òî ïî òåîðåìå 3.1 TXΛ � A-ÏÑ â H2.

Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî îïåðàòîð T èìååò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ e(λ): Te(λ) = γλe(λ) äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ, ãäå
γλ ∈ C.

Òîãäà, åñëè EΛ := (e(λ))λ∈Λ � A-ÏÑ â H1, òî ïî òîé æå òåîðåìå 3.1

TEΛ := (Te(λ))λ∈Λ = (γλeλ)λ∈Λ � A-ÏÑ â H2.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðè ëþáîì λ ∈ Λ γλ 6= 0, è ïîëîæèì

Ã :=
{
d = (dα)α∈Λ : ∀α ∈ Λ dα = γαcα,

ãäå c(cα)α∈Λ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç A
}
.



138 Ãëàâà 3. Ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû

Èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà T : H1 → H2 ñëåäóåò, ÷òî Ã ⊆
A1(XΛ,H2). Òàêèì îáðàçîì, EΛ � Ã-ÏÑ â H2.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, A = A1(XΛ,H2), òî EΛ � Ã-ÏÑ
(ïîäàâíî ïðîñòî ÏÑ) â H2. Àíàëîãè÷íî, ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T è ïðîñòðàíñòâ H1, H2, åñëè EΛ � AÏÑ â
H1, òî EΛ � AÏÑ â H2. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ EΛ ïðîäîëæàåòñÿ èç H1 â
H2.

Çàìå÷àíèå 2. Â ðàçäåëàõ 3.2�3.4 ðàññìàòðèâàëàñü, â ÷àñòíîñòè,
ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé T � îïåðàòîð (òîæäåñòâåííîãî) âëîæåíèÿ H1 â
H2, ò. å. îïåðàòîð Π ¾ñóæåíèÿ¿ íà Q2: äëÿ ëþáîãî y ∈ H1 = E(Q1)
Ty = Πy = y

∣∣
Q2

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà òàêàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè:
åñëè y ∈ H1 è Πy = y

∣∣
Q2

= 0, òî y ≡ 0. Òîãäà ïðè ëþáîì λ ∈ Λ
Πe(λ) = e(λ), îòêóäà γλ = 1, λ ∈ Λ. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè Π � ýïè-
ìîðôèçì H1 íà H2 è EΛ � A-ÏÑ â H1, ãäå, êàê îáû÷íî, A, τ ↪→
A1(EΛ,H1), τ1, òî ïî òåîðåìå 3.1 EΛ � A-ÏÑ è â H2. Òàêèì îáðà-
çîì, A-ÏÑ EΛ ïðîäîëæèìà èç H1 â H2, åñëè ñóùåñòâóåò îïåðàòîð
¾ïîäúåìà¿ èç H2 â H1.

3.6.2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà Q2 = G � âûïóêëàÿ
îáëàñòü â Cp, p > 1, Q1 = G + B, ãäå B � âûïóêëûé êîìïàêò, ñîäåð-
æàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò (ýòî ïðåäïîëîæåíèå íåñóùåñòâåííî è îò
íåãî íåòðóäíî èçáàâèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé), è ñïðàâåäëèâà âûøåóêàçàííàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííî-
ñòè.

Ïóñòü, äàëåå, F � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà A(Q1):
F ∈ A′(G + B), è ïóñòü B � îïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ôóíêöèîíà-
ëà F . Ýòî îçíà÷àåò (ñì., íàïðèìåð, [122, ñ. 19�20]), ÷òî äëÿ âñÿêîé
îêðåñòíîñòè ω êîìïàêòà B íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ cω òàêàÿ, ÷òî

|F (f)| 6 cω sup
z∈ω

|f(z)| ∀ f ∈ A(Q1).

Òîãäà (ñì. òàì æå) ôóíêöèîíàë F ïîðîæäàåò îïåðàòîð ñâåðòêè
MF (f) = Fz(f(z + w)),

íåïðåðûâíî äåéñòâóþùèé èç A(G + B) â A(G) (êàê îáû÷íî, ñèìâîë
G + B îáîçíà÷àåò àðèôìåòè÷åñêóþ ñóììó ìíîæåñòâ G + B). Õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà MF íàçûâàåòñÿ [122, ñ. 132]
ôóíêöèÿ

F̂ (η) := F (exp〈η, z〉p),
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà [122,
ñ. 76]. Ôîðìóëèðîâêå íóæíîãî íàì ðåçóëüòàòà îá ýïèìîðôíîñòè îïå-
ðàòîðà ñâåðòêè MF ïðèäåòñÿ ïðåäïîñëàòü íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç
òåîðèè ìíîæåñòâ è öåëûõ ôóíêöèé. Ïðåæäå âñåãî, ìíîæåñòâî òî-
÷åê E0 èç (0, +∞) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé
ìåðû, åñëè ïðè êàæäîì r > 0 ìíîæåñòâî E0 ∩ [0, r] èçìåðèìî è
lim

r→∞
mes (E0∩[0,r])

r = 0. Äàëåå, öåëóþ ôóíêöèþ φ(z) ïîðÿäêà ρ > 0 è
êîíå÷íîãî òèïà íàçûâàþò ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà [122,
ñ. 34; 127, ñ. 283], åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ z èç Cp è ëþáîãî t = reiθ èç C
ôóíêöèÿ φ(zt) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

lim
r→∞,
r /∈E0

r−ρ ln |φ(reiθz)| = hφ(zt)(θ)rρ, 0 < θ 6 2π.

Çäåñü E0 � ìíîæåñòâî íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ìåðû (âîçìîæíî, çà-
âèñÿùåå îò òî÷êè z), à hφ(zt)(θ) � èíäèêàòîð (èíäèêàòðèññà) ðîñòà
(ñì., íàïðèìåð, [98]) φ(zt), êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîãî t.

Êàê áûëî ïîêàçàíî Â. Â. Ìîðæàêîâûì [119], à ïðè p = 1 ðàíåå
àâòîðîì [35, 36] (ñì. òàêæå [122, ñ. 203, 232]), åñëè ôóíêöèÿ F̂ (η)
èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò, òî MF � ýïèìîðôèçì A(G + B) íà
A(G). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî λ ∈ Cp

MF (exp〈λ, z〉p) = Fz(exp〈λ, z + w〉p) = exp〈λ, z〉p · F̂ (λ).

Ïîëîæèâ eλ(z) := exp〈λ, z〉p, èìååì ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 â êîíöå
ï. 3.6.1 òàêîé ðåçóëüòàò î ïðîäîëæèìîñòè.

Òåîðåìà 3.17. Åñëè E := (eλk
(z))∞k=1 �ÏÑ èëè ÀÏÑ â A(G + B),

òî E � ÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ) â A(G).
Ðàíåå ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ñëó÷àå p = 1 À. Ô. Ëåîíòüå-

âûì â ðàáîòå [90]. Ïîçäíåå, â îáùåé (ìíîãîìåðíîé) ñèòóàöèè òåî-
ðåìà 3.17 áûëà ïîëó÷åíà À. Â. Àáàíèíûì ñïîñîáîì, îòëè÷íûì îò
âûøåèçëîæåííîãî è îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè ñëàáî äîñòàòî÷-
íûõ ìíîæåñòâ [3, òåîðåìà 1.9.8, ñ. 105]. Òåðìèí ¾ñëàáî äîñòàòî÷íîå
ìíîæåñòâî¿ áóäåò ðàçúÿñíåí íèæå, â ðàçäåëå 4.1.10.

Íàçîâåì âûïóêëóþ ïîäîáëàñòü G1 âûïóêëîé îáëàñòè G âûïóêëî
äîïîëíèìîé, åñëè íàéäåòñÿ âûïóêëûé êîìïàêò D òàêîé, ÷òî G1 +
D = G. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.17, åñëè G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, òî
êàæäàÿ ÏÑ èëè ÀÏÑ ýêñïîíåíò E â A(G) ïðîäîëæèìà èç A(G) â
A(G1), åñëè G1 � âûïóêëî äîïîëíèìàÿ ïîäîáëàñòü G.
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3.6.3. Ïîíÿòèå ïðîäîëæèìîñòè ìîæíî ââåñòè è äëÿ ïîëíûõ ñè-
ñòåì è áàçèñîâ. Òàê êàê êàæäûé áàçèñ â H ÿâëÿåòñÿ ÏÑ (à àáñî-
ëþòíûé áàçèñ � ÀÏÑ) â H1 è, â ñâîþ î÷åðåäü, ëþáàÿ ÏÑ (ïîäàâíî
ÀÏÑ) â H áóäåò ïîëíîé ñèñòåìîé â H, òî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî
ñâîéñòâî ïðîäîëæèìîñòè ó ÏÑ áóäåò â êàêîé-òî ìåðå ïðîìåæóòî÷-
íûì ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè ïîëíûõ ñèñòåì è áàçèñîâ.
Êàê ìû óáåäèìñÿ íèæå íà ïðèìåðàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìåðíîé ñè-
òóàöèè (p = 1), óñëîâèÿ ïðîäîëæèìîñòè íàèáîëåå ¾ëèáåðàëüíû¿ äëÿ
ïîëíûõ ñèñòåì è íàèáîëåå æåñòêè äëÿ áàçèñîâ. ×òî æå êàñàåòñÿ ÏÑ,
òî çäåñü íàáëþäàåòñÿ äîâîëüíî áîëüøîé ðàçíîáîé â èõ ñâîéñòâàõ
ïðîäîëæèìîñòè.

Êàê èçâåñòíî, ïîëíàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G èç C ñèñòåìà ôóí-
êöèé èç A(G) ïðîäîëæèìà â ëþáóþ åå îäíîñâÿçíóþ ïîäîáëàñòü G1

(îñòàåòñÿ ïîëíîé â A(G1)). Áàçèñû âåäóò ñåáÿ áîëåå ¾êàïðèçíî¿. Íà-
ïðèìåð, ñèñòåìà ñòåïåíåé Z = {zn}∞n=0, ÿâëÿþùàÿñÿ áàçèñîì â ëþ-
áîì ïðîñòðàíñòâå A(KR), ãäå KR := {z : |z| < R}, ïðîäîëæèìà â
êàæäîå ïðîñòðàíñòâî A(KqR), ãäå 0 < q < 1, è íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â
A(D), åñëè D � ëþáàÿ ïîäîáëàñòü KR, îòëè÷íàÿ îò KqR. Áîëåå òî-
ãî, ñ ïîìîùüþ ïåðâîé òåîðåìû Àáåëÿ ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî áàçèñíàÿ â
A(KR) ñèñòåìà Z, ïîäàâíî ÿâëÿþùàÿñÿ ÀÏÑ â A(KR), íå ïðîäîëæè-
ìà â ïîäîáëàñòü KR, îòëè÷íóþ îò KqR, 0 < q < 1 (ò. å. Z íå ÿâëÿåòñÿ
ÀÏÑ è ÏÑ â A(Q), åñëè Q � ïîäîáëàñòü KR è Q 6= KqR, 0 < q < 1).
Êàê ïîêàçàíî Ì. Ì. Äðàãèëåâûì [22], ïîäîáíàÿ æåñòêàÿ ïðîäîë-
æèìîñòü áàçèñîâ èç A(G) èìååò ìåñòî è â îáùåì ñëó÷àå. Çàìåòèì,
÷òî ïîíÿòèå ïðîäîëæèìûõ áàçèñîâ áûëî ââåäåíî Ì. Ì. Äðàãèëåâûì
â [22], à ïðîäîëæèìûõ ÏÑ è ÀÏÑ � àâòîðîì â [47, 90].

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ñèñòåìàõ ýêñïîíåíò â A(G), ãäå G �
âûïóêëàÿ îáëàñòü â C. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè E =
(eλkz)∞k=1 � ÏÑ èëè ÀÏÑ â A(G), òî E � ÏÑ (ñîîòâåòñòâåííî, ÀÏÑ)
â A(Ga), ãäå Ga = G+a � ñäâèã îáëàñòè G íà a ∈ C. Èç òåîðåìû 3.17
ñëåäóåò, ÷òî åñëè E � ÏÑ èëè ÀÏÑ â A(G), ãäå G � âûïóêëàÿ îá-
ëàñòü â C, ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, òî E ïðîäîëæèìà â ëþáóþ
åå âûïóêëî äîïîëíèìóþ ïîäîáëàñòü G1, ñîäåðæàùóþ íà÷àëî êîîð-
äèíàò, â ëþáóþ ïîäîáíóþ åå ïîäîáëàñòü Gρ = ρ · G, 0 < ρ < 1, à
òàêæå âî âñå ñäâèãè îáëàñòåé G1 è Gρ, ëåæàùèå â G (çäåñü è äàëåå
óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî A-ÏÑ â A(G1) ïðîäîëæèìà â îáëàñòü G1,
åñëè îíà îñòàåòñÿ A-ÏÑ è â A(G1)).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÏÑ ýêñïîíåíò EΛ, êîòîðûå ïðî-
äîëæèìû ëèøü â ïîäîáëàñòè òîëüêî ÷òî óêàçàííîãî âèäà. ×òîáû
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óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïðèâåäåì ïðèìåð äîâîëüíî îáùåãî õàðàêòåðà, èñ-
ïîëüçóÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ìîíîãðàôèè À. Ô. Ëåîíòüåâà [100].
Ïóñòü P � òðåóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò, ñî ñòîðîíà-
ìè lk, k = 1, 2, 3, è îïîðíîé ôóíêöèåé a(−φ). Âûáåðåì ìíîæåñòâî
D = {λk}∞k=1 êîìïëåêñíûõ ÷èñåë λk òàê, ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà λk ëå-
æàëà íà îäíîé èç òðåõ íîðìàëåé ê ñòîðîíàì ls, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò. Òî÷êè λk ðàñïîëîæèì íà íîðìàëÿõ òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) λk � ïðîñòûå íóëè íåêîòîðîé öåëîé ôóíêöèè L(λ) ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì a(φ);

2) ðÿä
∑∞

k=1
eλkz

L′(λk) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî âíóòðè P ;
3) ñóùåñòâóåò µ > 1: |L(reiφ)| 6 r−µ exp[a(φ)r], r > 1.
Êàê ïîêàçàíî â ìîíîãðàôèè [100], òàêîé âûáîð âñåãäà âîçìîæåí,

ïðè÷åì E := (eλkz)∞k=1 � ÀÏÑ â A(P ). Äîïóñòèì, ÷òî îíà áóäåò ÏÑ
â A(G1), ãäå G1 � íåêîòîðàÿ ïîäîáëàñòü P . Ïðîâåäåì ê G1 îïîð-
íûå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì P . Òîãäà îáëàñòü G1 âïèøåòñÿ
â òðåóãîëüíèê P1, ïîäîáíûé P è ëåæàùèé â P ; ïðè ýòîì êàæäàÿ
ñòîðîíà P1 èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàíèöåé G1.

Èç òîãî, ÷òî âñå òî÷êè λk ëåæàò íà òðåõ ëó÷àõ, ìîæíî âûâå-
ñòè [100, ñ. 7], ÷òî åñëè êàêîé-ëèáî ðÿä

∑∞
k=1 ckeλkz ñõîäèòñÿ (ïî-

òî÷å÷íî) â G1, òî îí ñõîäèòñÿ â A(P1), ò. å. ðàâíîìåðíî âíóòðè P1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü E := (eλkz)∞k=1 áóäåò ÏÑ â A(G1)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G1 = P1. Ïðè ýòîì îáëàñòü G1 ïîëó÷à-
åòñÿ èç G ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîäîáèÿ è ñäâèãà (â G).

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò âûïóêëî äîïîëíèìûå ïîäîáëàñòè, êî-
òîðûå íå ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ñäâè-
ãà è ïîäîáèÿ. Åñëè, íàïðèìåð, P̃ � âíóòðåííîñòü êàêîãî-ëèáî âûïóê-
ëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, K̄R := {z : |z| 6 R}, 0 < R < ∞, è G̃ = P̃ +K̄R,
òî â G̃ âûïóêëî äîïîëíèìà ëþáàÿ îáëàñòü âèäà ρG̃, 0 < ρ < ∞, à
òàêæå ìíîãîóãîëüíèê P̃ ; î÷åâèäíî, ÷òî P̃ íå ïîëó÷àåòñÿ èç îáëàñòè
G̃ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîäîáèÿ è ñäâèãà. Ïî òåîðåìå 3.17 ÏÑ E â A(G̃)
ïðîäîëæèìà â îáëàñòè âèäà ρG̃, ρP̃ , 0 < ρ < 1, à òàêæå â ëþáûå ñäâè-
ãè ýòèõ îáëàñòåé, ëåæàùèå â G̃. Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü ¾æåñòêîñòè¿
ñâîéñòâà ïðîäîëæèìîñòè â ýòîì ïðèìåðå íåñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ïðèìåðîì (â êîòîðîì ðàññìàòðèâàëñÿ òðåóãîëü-
íèê P ).

3.6.4. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîå óìåíüøåíèå ¾æåñòêîñòè¿ ñâîéñòâà
ïðîäîëæèìîñòè ìîäåëüíîé ñèñòåìû ýêñïîíåíò E ìîæåò çàéòè äî-
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âîëüíî äàëåêî. Â ýòîì íàñ óáåæäàåò îäèí ðåçóëüòàò, êîòîðûé áóäåò
ñåé÷àñ ñôîðìóëèðîâàí. Ïðåäâàðèòåëüíî óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñèì-
âîëîì dΛ(z) âåëè÷èíó ρ(z, Λ) = min

λk∈Λ
|z − λk|, ãäå Λ = (λk) � ìíîæå-

ñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç C òàêîå, ÷òî lim
k→∞

|λk| = +∞.
Ïîëîæèì åùå DΛ(r) := sup{dΛ(z) : |z| = r} äëÿ âñåõ r > 0 è, ñëå-

äóÿ [47], íàçîâåì EΛ óíèâåðñàëüíîé ÀÏÑ (ÓÀÏÑ), åñëè EΛ � ÀÏÑ
â A(G), êàêîâà áû íè áûëà âûïóêëàÿ îáëàñòü G â C (è, â ÷àñòíîñòè,
âñÿ êîíå÷íàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C).

Òåîðåìà 3.18 [90]. Åñëè lim
n→∞

DΛ(n2)
n = 0, òî EΛ � ÓÀÏÑ.

C Èç òåîðåìû 13 ðàáîòû [47] â ÷àñòíîì ñëó÷àå p = 1 ñëåäóåò, ÷òî
åñëè ïðåäïîëîæåíèå òåîðåìû 3.18 âûïîëíåíî, òî EΛ � ÀÏÑ â A(C),
à òàêæå â A(G), ãäå G � ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C.
Íî òîãäà, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì À. Â. Àáàíèíà (ñì. [2] èëè [3, ãë. 1,
� 1.9, ï. 4]), EΛ � ÓÀÏÑ. B

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 3.18 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â òîì ñìûñëå, ÷òî åå
èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå lim

n→∞
DΛ(n2)

n = 0 íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì

lim
n→∞

DΛ(n2)
n < η, êàêèì áû ìàëûì íå áðàòü ÷èñëî η > 0. Äåéñòâèòåëü-

íî, èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðèâåäåííûå íà ñ. 119 è 120
ñòàòüè [47] ïðè äîêàçàòåëüñòâå òî÷íîñòè (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå)
òåîðåìû 12 ýòîé ðàáîòû, ìîæíî äëÿ ëþáîãî η > 0 óêàçàòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Λ0 = {λk}∞k=1 ïðîñòûõ íóëåé íåêîòîðîé öåëîé ôóíêöèè
FΛ0(λ) ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ïîñòðîåííîé, êàê â ëåììå 6 èç � 2
ãëàâû III îáçîðà [47], ïî ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò âûïóêëîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G0 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, äëÿ êîòî-
ðûõ lim

n→∞
DΛ(n2)

n = η, EΛ0 � ÀÏÑ â A(qG0) ïðè q ∈ (0, 1), íî EΛ0 �
íå ÀÏÑ â A(hG0), åñëè h ∈ (1,+∞).

Íåñëîæíûé ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè

lim
n→∞

DΛ(n2)
n

= 0,

òî ëþáàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ FΛ(z), èìåþùàÿ ïðîñòîé íóëü â êàæäîé
òî÷êå λk èç Λ, áóäåò èëè öåëîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà áîëüøå 1, èëè
èìåòü ìàêñèìàëüíûé òèï ïðè ïîðÿäêå 1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè Λ =
{λk}∞k=1 � ÓÀÏÑ, òî ëþáàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ FΛ(z), ó êîòîðîé êàæäàÿ
òî÷êà λk � ïðîñòîé íóëü (íî, âîçìîæíî, åñòü è äðóãèå íóëè), íå
ìîæåò áûòü öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.
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Ýòî æå çàêëþ÷åíèå ìîæíî óñòàíîâèòü è äðóãèì, äîâîëüíî ïðî-
ñòûì ñïîñîáîì. Ïóñòü {λk}∞k=1 � íóëè öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî òèïà F (z) =

∑∞
k=0 γkzk ñòåïåíè 6 σ < ∞. Êàê õîðîøî èç-

âåñòíî è êàê ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ñóììà g(z) ëþáîãî
ðÿäà

∑∞
k=1 ckeλkz, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ âíóòðè âûïóêëîé îáëà-

ñòè G, ñîäåðæàùåé êðóã K̄σ = {z : |z| 6 σ}, óäîâëåòâîðÿåò â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ îäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà

∑∞
k=0 γky(k)(z) = 0. Íî ïîñëåäíåìó

óðàâíåíèþ íå óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ zk0 , ãäå k0 � íîìåð
ïåðâîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà γk ôóíêöèè
F . Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå EΛ íå ìîæåò áûòü ÀÏÑ â A(G), ãäå G �
ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ K̄σ. Îòñþäà óæå ñëåäóåò, ÷òî
åñëè E = (eλkz)∞k=1 � ÓÀÏÑ, òî F (z) /∈ [1,∞).

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 3.18 çàìåòèì, ÷òî ïîçäíåå îíà áûëà óòî÷íåíà è
ïåðåíåñåíà íà ìíîãîìåðíóþ ñèòóàöèþ À. Â. Àáàíèíûì [2, 3]. Èìåííî,
èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû I (� 1.9, òåîðåìà 1.9.12) äèññåðòàöèè [3] ñëåäóåò
ôàêòè÷åñêè, ÷òî åñëè lim

|z|p→∞
dΛ(z)

|z|1/2
p

= 0, òî EΛ � ÓÀÏÑ â Cp, p > 1.
Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò íåóëó÷øàåì â ñëåäóþùåì
ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ â Cp òàêàÿ,
÷òî lim

|z|p→∞
dΛ(z)

|z|
1
2 +ε
p

= 0, íî EΛ � íå ÓÀÏÑ â Cp. Íàïîìíèì, ÷òî EΛ �

ÓÀÏÑ â Cp, åñëè EΛ � ÀÏÑ â A(G) äëÿ ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè G
èç Cp.

Îòìåòèì, ÷òî â ãëàâå II îáçîðíîé ñòàòüè [47] äîñòàòî÷íî ïîäðîá-
íî èçó÷åíû ñâîéñòâà ÏÑ Ìèòòàã � Ëåôôëåðà Eρ,Λ := {Eρ(λkz)}∞k=1,
ãäå Eρ(z) :=

∑∞
n=0

zn

Γ(1+n/ρ) , ρ > 0, Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
òàì ïîêàçàíî, ÷òî åñëè Eρ,Λ ÿâëÿåòñÿ ÏÑ èëè ÀÏÑ â A(G), ãäå G �
ρ-âûïóêëàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, òî Eρ,Λ ïðîäîë-
æèìà â ëþáóþ ρ-âûïóêëî äîïîëíèìóþ ïîäîáëàñòü G (îïðåäåëåíèÿ
ρ-âûïóêëîé è ρ-âûïóêëî äîïîëíèìîé îáëàñòè ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, â [47, ãë. II, � 1]).

3.6.5. Åñëè îáðàòèòüñÿ ê îáùèì ÏÑ è ÀÏÑ àíàëèòè÷åñêèõ ôóí-
êöèé, òî ïðîäîëæèìîñòü òàêèõ ñèñòåì, åñëè îíà âîîáùå èìååòñÿ,
íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì âûïóêëîé äîïîëíèìîñòè èëè åå
îáîáùåíèÿìè (òàêèì, íàïðèìåð, êàê ρ-âûïóêëàÿ äîïîëíèìîñòü). Â
ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ íà ïðîñòîì ïðèìåðå, âçÿòîì èç [47]. Ïóñòü
G � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C è w = φ(z) � ôóíêöèÿ èç A(G), îòîá-
ðàæàþùàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî îáëàñòü G íà êðóã KR. Ïóñòü, äàëåå,
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D(r) := {z ∈ G : |φ(z)| < r}, 0 < r 6 R. Òîãäà Φ := {(φ(z))n}∞n=0 �
àáñîëþòíûé áàçèñ (ïîäàâíî ÀÏÑ) â A(D(r)), 0 < r 6 R, íî Φ � íå
ÏÑ â ëþáîé âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè G, îòëè÷íîé îò D(r). Òàêèì îá-
ðàçîì, â ýòîì ïðèìåðå ÀÏÑ Φ â A(G) ïðîäîëæèìà â êàæäóþ îáëàñòü
D(r) è òîëüêî òàêóþ ïîäîáëàñòü G. Ïðè ýòîì, åñëè G � íåêðóãîâàÿ
îáëàñòü, òî îáëàñòè D(r) íå ïîäîáíû G; â ÷àñòíîñòè, åñëè îáëàñòü G
âûïóêëà, òî îáëàñòü D(r) íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëî äîïîëíèìà.

3.7. ÀÏÑ ýêñïîíåíò ñ ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè
â ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé è ïðîäîëæèìîñòü ïî Óèòíè

3.7.1. Ïóñòü Q � êîìïàêò â Rp, p > 1, ñ âíóòðåííîñòüþ Q0 :=
intQ. Îí íàçûâàåòñÿ òîëñòûì [79, 169], åñëè Q0 6= ∅ è Q = Q0. Îáî-
çíà÷èì ñèìâîëîì FG ñîâîêóïíîñòü âñåõ òîëñòûõ êîìïàêòîâ, ñîäåð-
æàùèõñÿ â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå G èç Rp (â ñëó÷àå G = Rp

áóäåì ïèñàòü F âìåñòî FRp). Ïóñòü C∞[Q] � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå
âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
â Q0 è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ â Q0 âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè. Òîïîëîãèÿ â C∞[Q] çàäàåòñÿ íàáîðîì íîðì

‖y‖m := sup
{
|y(α)(x)| : x ∈ Q0, |α|p 6 m

}
, m = 0, 1, . . .

Çäåñü α = (α1, . . . , αp) ∈ Np
0, N0 := (0, 1, . . .); |α|p =

∑p
k=1 |αk|.

Êàê èçâåñòíî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ y èç C∞[Q], ãäå Q ∈ F , ðàâíî
êàê è êàæäàÿ åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà ïî
íåïðåðûâíîñòè íà âåñü êîìïàêò Q.

Äàëåå, åñëè G � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
Rp, òî C∞(G) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â G ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé, îïðåäåëåííîé
ïðåäíîðìàìè

‖y‖m,Q := sup
{
|y(α)(x)| : |α|p 6 m, x ∈ Q

}
, m = 0, 1, . . . ; Q ∈ FG.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî K ∈ FG C∞(G) ↪→ C∞[K]. Äàëåå,
äëÿ âñåõ îòêðûòûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ G è ëþáûõ êîìïàêòîâ Q
èç F C∞(Rp) ↪→ C∞(G), C∞(Rp) ↪→ C∞[Q]. Íàêîíåö, C∞(G) =
lim←−K∈FG

C∞[K].
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Íàçîâåì êîìïàêò K êîìïàêòîì Óèòíè, åñëè

∀ f ∈ C∞[K] ∃ g ∈ C∞(Rp) : g
∣∣
K

= f.

Èíà÷å ãîâîðÿ, K � êîìïàêò Óèòíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïå-
ðàöèÿ ¾ñóæåíèÿ¿ íà K ΠKy = y

∣∣
K

äëÿ ëþáîãî y ∈ C∞(Rp) ñþðúåê-
òèâíà (ò. å. îïåðàòîð ΠK îòîáðàæàåò C∞(Rp) íà C∞[K]).

Âíîâü ðàññìîòðèì ñèñòåìó ýêñïîíåíò ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçà-
òåëÿìè

Eµ :=
{
exp i〈µl, x〉p

}∞
|l|p=0

, l = (l1, . . . , lp), lj = 0,±1, . . . ;

j = 1, 2, . . . , p, µl = (µ1,l, . . . , µp,l) ∈ Rp.
(3.13)

3.7.2. Â ðàçäåëå 3.7 íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â ïðîñòðàí-
ñòâå C∞[Q], ãäå Q ∈ F , èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ âèäà (3.13), à
òàêæå êðèòåðèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè â C∞[Q] è C∞(G) ðÿäà ýêñ-
ïîíåíò ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè:

∞∑

|l|p=0

dl exp i〈µl, x〉p; dl ∈ C; µl = (µ1,l, . . . , µp,l) ∈ Rp. (3.14)

Ïðåäâàðèòåëüíî óñëîâèìñÿ íàçûâàòü àññîöèèðîâàííûì ñ ðÿ-
äîì (3.14) ðÿä, ïîëó÷åííûé åãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì
ëþáîå ÷èñëî ðàç ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xp.

Çàïèøåì âíà÷àëå ðÿä óòâåðæäåíèé äëÿ ðÿäà (3.14).
1. Ðÿä (3.14) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞(Rp).
2. Ðÿä (3.14) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â C∞(G) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà G èç Rp.
3. Ðÿä (3.14) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â C∞(G) äëÿ íåêîòîðîãî íåïó-

ñòîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G èç Rp.
4. Ðÿä (3.14) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â C∞[K] äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà

K èç F .
5. Ðÿä (3.14) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â C∞[K] äëÿ íåêîòîðîãî êîì-

ïàêòà K èç F .
6. Ðÿä (3.14) è âñå àññîöèèðîâàííûå ñ íèì ðÿäû ñõîäÿòñÿ àáñî-

ëþòíî â ëþáîé òî÷êå èç Rp.
7. Ðÿä (3.14) è âñå àññîöèèðîâàííûå ñ íèì ðÿäû ñõîäÿòñÿ àáñî-

ëþòíî â íåêîòîðîé òî÷êå èç Rp.
8. Äëÿ ëþáîãî α ∈ Np

0

∑∞
|l|p=0 |dl||µl|α < ∞, ãäå

|µl|α := |µ1,l|α1 . . . |µp,l|αp , α = (α1, . . . , αp).
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9. Ðÿä (3.14) ñõîäèòñÿ â C∞(Rp).
10. Ðÿä (3.14) ñõîäèòñÿ â C∞(G) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæå-

ñòâà G èç Rp.
11. Ðÿä (3.14) ñõîäèòñÿ â C∞(G) äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî îò-

êðûòîãî ìíîæåñòâà G èç Rp.
12. Ðÿä (3.14) ñõîäèòñÿ â C∞[K] äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K èç F .
13. Ðÿä (3.14) ñõîäèòñÿ â C∞[K] äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòà K èç

F .
14. Ðÿä (3.14) è âñå àññîöèèðîâàííûå ñ íèì ðÿäû ñõîäÿòñÿ â ëþáîé

òî÷êå èç Rp.
15. Ðÿä (3.14) è âñå àññîöèèðîâàííûå ñ íèì ðÿäû ñõîäÿòñÿ â íåêî-

òîðîé òî÷êå èç Rp.
16. Äëÿ ëþáîãî α ∈ Np

0 sup
|l|p>0

|dl||µl|α < +∞.

Ëåììà 3.2. a) Ëþáîå èç óòâåðæäåíèé 1)�7) ðàâíîñèëüíî óòâåð-
æäåíèþ 8).

á) Ëþáîå èç óòâåðæäåíèé 9)�15) âëå÷åò çà ñîáîé óòâåðæäåíèå 16).
Ïðè ýòîì

9) ⇒ 10) ⇒ 11) ⇒ 13) ⇒ 15),
9) ⇒ 10) ⇒ 12) ⇒ 14).

â) Ëþáîå èç óòâåðæäåíèé 1)�8) âëå÷åò çà ñîáîé êàæäîå èç óòâåð-
æäåíèé 9)�16).

ã) Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
|l|p→∞

ln |l|p
ln |µl|p < ∞, (3.15)

òî 16) ⇒ 8), è â ýòîì ñëó÷àå âñå óòâåðæäåíèÿ 1)�16) ðàâíîñèëüíû.
Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2, êîòîðîå çäåñü îïóùåíî, îñ-

íîâàíî íà ðàâåíñòâå | exp i〈µ, x〉p| = 1 äëÿ âñåõ µ, x ∈ Rp è íà òîì
ôàêòå, ÷òî

∞∑

|l|p=0

1
(|l|p)β

< ∞ ∀β > 2p.

Òåîðåìà 3.19. Ïóñòü K � êîìïàêò Óèòíè, Da,b � ëþáîé îòêðû-
òûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä â Rp, ñîäåðæàùèé K,

Da,b :=
{
x ∈ Rp : −∞ < aj < xj < bj < +∞, j = 1, 2, . . . , p

}
.
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Òîãäà ñèñòåìà

E a,b
p :=

{ {
exp 2πi

〈
l,

x

b− a

〉
p

}∞

|l|p=0

, l = (l1, . . . , lp),

lj = 0,±1,±2, . . . , j = 1, 2, . . . , p ;
x

b− a
:=

(
xj

bj − aj

)p

j=1

}

ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â C∞[K].
C Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G èç Rp ñèìâîëîì C∞0 (G)

îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé èç C∞(G) ñ íîñèòåëÿìè â G.
Èíà÷å ãîâîðÿ, f ∈ C∞0 (G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ C∞(G) è
â G èìååòñÿ êîìïàêò K1 òàêîé, ÷òî f ≡ 0 â G \ K1. Ïóñòü y(x) �
ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç C∞(K) è Y (x) � åå ïðîäîëæåíèå äî ôóíêöèè èç
C∞(Rp): Y ∈ C∞(Rp), Y

∣∣
K

= y.
Ïîëîæèì d := ρ(K, ∂Da,b) = min{|x− v|p : x ∈ K, v ∈ ∂Da,b}.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.4.1.

â [138] ñëåäóåò (â ñëó÷àå, êîãäà X = Rp), ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü
ýôôåêòèâíî ôóíêöèþ h èç C∞0 (Rp), äëÿ êîòîðîé

h
∣∣
K
≡ 1, supp h ⊂ (K)d/2 :=

{
x ∈ Rp : ρ(x,K) 6 d

2

}
.

Òîãäà h1 := h · Y ∈ C∞0 (Da,b) è h1

∣∣
K

= y. Ñîñòàâèì ðÿä Ôóðüå ïî
ñèñòåìå E a,b

p äëÿ ôóíêöèè h1:

h1 ∼
∞∑

|l|p=0

vk exp i2π
〈
l,

x

b− a

〉
p
, (3.16)

ãäå
p∏

j=1

(bj − aj) · vl =

b1∫

a1

. . .

bp∫

ap

h1(x) exp
(
−2πi

〈
l,

x

b− a

〉
p

)
dx,

l ∈ Zp, Z := (0,±1,±2, . . .).

(3.17)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ðàâåíñòâî (3.17) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âáëèçè
ãðàíèöû Da,b h

(γ)
1 (x) ≡ 0, γ ∈ Np

0, ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî β èç Np
0:

p∏

j=1

(bj − aj) · |vl| 6 (b− a)β

(2π)|β|p |l|β
b1∫

a1

. . .

bp∫

ap

∣∣h(β)
1 (x)

∣∣ dx,
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ãäå

(b− a)β :=
p∏

j=1

(bj − aj)βj ,

|l|β := |l1|β1 . . . |lp|βp , (0)βj = 1, 1 6 j 6 p.

Îòñþäà äëÿ l ∈ Zp, β ∈ Np
0,

(2π)|β|p |vl| 6 (b− a)β+1

|l|β sup
{
|h(β)

1 (x)| : x ∈ Da,b

}
. (3.18)

Äàëåå, åñëè l ∈ Zp, m ∈ Np
0 è F = D̄a,b, òî

∥∥∥∥vl exp 2πi
〈
l,

x

b− a

〉
p

∥∥∥∥
m,F

6

6 |vl|(2π)m ·max
{|l|γ · (b− a)−γ : |γ|p 6 m

}
.

(3.19)

Ïîëîæèì βj = γj +2p, j = 1, 2, . . . , p, äëÿ êàæäîãî γ èç Np
0 òàêîãî,

÷òî |γ|p 6 m. Òîãäà

|β|p = |γ|p + 2p2 6 m + 2p2;

sup
{
|h(β)

1 (x)| : x ∈ Da,b

}
6 ‖h1‖m+2p2,F .

Îöåíêè (3.18), (3.19) ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó
∥∥∥∥vl exp 2πi

〈
l,

x

b− a

〉
p

∥∥∥∥
m,F

6 Am‖h1‖m+2p2,F · |l|−2p,

l ∈ Zp, m > 0, F = D̄a,b.

Ñëåäîâàòåëüíî, â C∞(D̄a,b) ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (3.16) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî. Íî òîãäà ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà D̄a,b, îòêóäà

h1(x) =
∞∑

|l|p
vl exp 2πi

〈
l,

x

b− a

〉
p

∀x ∈ D̄a,b. (3.20)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî x èç K ñóììà ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (3.20)
ðàâíà h1(x) = h1

∣∣
K

= y(x), ïðè÷åì ñàì ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â
C∞(K), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. B

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïî÷òè î÷åâèäåí.
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Òåîðåìà 3.20. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé òîëñòûé êîìïàêò â Rp

è ïóñòü â C∞[K] èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ E a,b
p , ãäå K ⊂ Da,b.

Òîãäà K � êîìïàêò Óèòíè.
C Åñëè ñèñòåìà âèäà E a,b

p , ãäå Da,b � (îòêðûòûé) ïðÿìîóãîëüíûé
ïàðàëëåëåïèïåä, ñîäåðæàùèé K, ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â C∞([K]), òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè y èç C∞[K] íàéäåòñÿ ðÿä âèäà

∞∑

|l|p=0

yl exp i〈µl, x〉p, µl ∈ Rp, l ∈ Np
0, (3.21)

ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî â C∞[K], ïðè÷åì åãî ñóììà (íà K) ðàâíà
y(x). Ïî ëåììå 3.2 ðÿä (3.21) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞(Rp). Åñëè
Y (x) � åãî ñóììà, òî Y ∈ C∞(Rp) è Y

∣∣
K

= y. B
3.7.3. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðÿä (3.21) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞(Rp),

òî ïî òîé æå ëåììå 3.2 èìååò ìåñòî åå óòâåðæäåíèå à). Ïîýòî-
ìó êàæäûé ðÿä

∑∞
|l|p=0 yl(exp i〈µl, x〉p)(α), α ∈ Np

0, ñõîäèòñÿ àáñî-
ëþòíî â ëþáîé òî÷êå x èç Rp. Åñëè Y (x) � ñóììà ðÿäà (3.21),
òî |Y (x)| 6

∑∞
|l|p=0 |yl| < ∞ ïðè âñåõ x ∈ Rp è, êðîìå òîãî,

‖Y (α)(x)| 6 ∑∞
|l|p=0 |yl| · |µα

l | < +∞ äëÿ ëþáîãî α ∈ Np
0.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì BC∞(Rp) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç
C∞(Rp), îãðàíè÷åííûõ â Rp âìåñòå ñî ñâîåé ëþáîé ÷àñòíîé ïðî-
èçâîäíîé. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåáîëüøîå è î÷åâèäíîå óñèëåíèå
òåîðåìû 3.20.

Òåîðåìà 3.21. Åñëè âûïîëíåíû èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ òåî-
ðåìû 3.20, òî

∀ y ∈ C∞[K] ∃ y ∈ BC∞(Rp) : Y
∣∣
K

= y.

Òåïåðü óæå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò êðèòåðèàëüíîãî
õàðàêòåðà, ñîäåðæàùèé òåîðåìû 3.19�3.21.

Òåîðåìà 3.22. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé òîëñòûé êîìïàêò â Rp,
p > 1. Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) K � êîìïàêò Óèòíè;
2) äëÿ ëþáîãî y ∈ C∞[K] ñóùåñòâóåò Y ∈ BC∞(Rp): Y

∣∣
K

= y;
3) â C∞[K] èìååòñÿ ÀÏÑ ýêñïîíåíò âèäà (3.13);
4) åñëè Da,b � ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé îòêðûòûé ïàðàëëåëåïè-

ïåä â Rp, ñîäåðæàùèé K, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà E a,b
p ÿâëÿåòñÿ

ÀÏÑ â C∞[K].
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C Èìïëèêàöèÿ 4) ⇒ 3) î÷åâèäíà, 3) ⇒ 1) ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.20,
3) ⇒ 2) � èç òåîðåìû 3.21, à 2) ⇒ 1) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ
êîìïàêòà Óèòíè. Íàêîíåö, èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 4) ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû 3.19. B

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñïðàâåäëèâî îäíî èç ýêâèâàëåíòíûõ óòâåðæ-
äåíèé 1)�4) òåîðåìû 3.22, òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ y(x) èç C∞[K] ïðî-
äîëæàåòñÿ âî âñå ïðîñòðàíñòâî Rp êàê ñóììà Y íåêîòîðîãî ðÿäà
âèäà (3.14), àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â C∞(Rp). Íî ôóíêöèÿ Y , êàê
ýòî ñëåäóåò èç ñïîñîáà åå ïîñòðîåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ p-ïåðèîäè÷åñêîé ñ
ïåðèîäîì b− a: Y (x1) = Y (x2), åñëè

x1,m := (x1)m = (x2)m + bm − am = x2,m + bm − am ∀m 6 p.

Ýòîò ïåðèîä ¾ïðîäîëæåííîé¿ ôóíêöèè y(x) ìîæåò ìåíÿòüñÿ â
äîâîëüíî øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Èìåííî, ìîæíî ïîñòðîèòü òðåáóåìîå
ïðîäîëæåíèå Y (x) èç C∞(Rp), åñëè â Rp íàéäåòñÿ òî÷êà (δ1, . . . , δp)
òàêàÿ, ÷òî

K ⊂ {x : aj < x < aj + δj , j = 1, 2, . . . , p}.

Åñëè ïîëîæèòü Kj := {(x)j : x ∈ K}, 1 6 j 6 p, òî ïîñëåäíåå
âêëþ÷åíèå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâàì

δj > diam Kj := max
{
(x)j − (t)j : x, t ∈ K

}
, j = 1, 2, . . . , p.

Èòàê, êîíñòðóêòèâíîå ïîñòðîåíèå ïðîäîëæåíèÿ â C∞(Rp) êàæ-
äîé ôóíêöèè èç C∞[K], ãäå K � êîìïàêò Óèòíè, âîçìîæíî ñ ïåðè-
îäîì δ = (δ1, . . . , δp) â ñëó÷àå, êîãäà δj > diam Kj äëÿ ëþáîãî j 6 p.

3.7.4. Ñîãëàñíî [108, 138, 180, 181], ñâÿçíûé òîëñòûé êîìïàêò K
â Rp ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì Óèòíè, åñëè K îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì (P ): ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå M < +∞ è γ ∈ (0, 1] òàêèå, ÷òî
êàæäóþ ïàðó òî÷åê X(1), X(2) èç K ìîæíî ñîåäèíèòü â K ñïðÿìëÿå-
ìîé êðèâîé L ñ äëèíîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé M(|X(1)−X(2)|p)γ è ñ êîí-
öàìè â X(1) è X(2). Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé âûïóêëûé òîëñòûé êîì-
ïàêò â Rp îáëàäàåò ñâîéñòâîì (P ). Îòñþäà ñëåäóåò ïî òåîðåìå 3.22,
÷òî â C∞[K] èìååòñÿ ÀÏÑ âèäà (4.11), åñëè K � ñâÿçíûé òîëñòûé
êîìïàêò ñî ñâîéñòâîì (P ) è, â ÷àñòíîñòè, âûïóêëûé êîìïàêò â Rp.

Áîëåå òîãî, àíàëèç ñòàòåé [180, 181] ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè K îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì (P ), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(x) èç C∞[K] åå ¾ïðî-
äîëæåííàÿ â Rp¿ ôóíêöèÿ Y (x) èç C∞(Rp) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà
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êîíñòðóêòèâíî. Íàçîâåì êîìïàêò Óèòíè ñ òàêèì ñâîéñòâîì ýôôåê-
òèâíûì Óèòíè-êîìïàêòîì.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.19 âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà K �
ýôôåêòèâíûé êîìïàêò Óèòíè â C∞[K] è K ⊂ Da,b, òî÷íî òàê æå
óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî E a,b

p � ÝÀÏÑ â C∞[K]. Êðîìå òîãî, åñëè K �
ëþáîé òîëñòûé êîìïàêò â Rp è åñëè â C∞[K] ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îä-
íà ÝÀÏÑ E a,b

p , ãäå K ⊆ Da,b, òî K � ýôôåêòèâíûé êîìïàêò Óèòíè;
áîëåå òîãî, ïðè òåõ æå èñõîäíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè y(x) èç C∞[K] ìîæíî îïðåäåëèòü êîíñòðóêòèâíî ôóíêöèþ Y (x)
èç BC∞(Rp), äëÿ êîòîðîé Y

∣∣
K

= y. Íà îñíîâå ýòèõ ñîîáðàæåíèé
ìîæíî óæå ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîã òåîðåìû 3.22.

Òåîðåìà 3.23. Åñëè K � êàêîé-ëèáî òîëñòûé êîìïàêò â Rp, òî
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) K � ýôôåêòèâíûé êîìïàêò Óèòíè;
2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(x) èç C∞[K] ìîæíî êîíñòðóêòèâíî îï-

ðåäåëèòü ôóíêöèþ Y (x) èç BC∞(Rp), äëÿ êîòîðîé Y
∣∣
K

= y;
3) â C∞[K] èìååòñÿ ÝÀÏÑ ýêñïîíåíò âèäà (3.13);
4) åñëè Da,b � ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé îòêðûòûé ïàðàëëåëåïè-

ïåä â Rp, ñîäåðæàùèé K, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà E a,b
p ÿâëÿåòñÿ

ÝÀÏÑ â C∞[K].
Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå p = 1 êîìïàêò F ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è òîë-

ñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = [a, b], ãäå −∞ < a < b < +∞.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé òàêîé êîìïàêò îáëàäàåò ñâîéñòâîì (P ) (ïðè
ýòîì γ = M = 1). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ñåãìåíò [a, b] â R1 ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïàêòîì Óèòíè. Òåì ñàìûì ïîëó÷åíî äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî
óñòàíîâëåííîãî âûøå ðåçóëüòàòà î ñóùåñòâîâàíèè ýôôåêòèâíî îïðå-
äåëÿåìîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ èç C∞[a, b] â C∞(R).

3.7.5. Íàëè÷èå â êàêîì-ëèáî ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé õîòÿ áû îäíîé ÀÏÑ ýêñïîíåíò âèäà (3.13)
âëèÿåò è íà äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîêàæåì
ýòî íà îäíîì äîâîëüíî îáùåì ïðèìåðå, â êîòîðîì X0 � ïðîèçâîëüíî
çàôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç Rp,

C∞X0
:= lim−→

m

C∞[Qm], Qm :=
{

X ∈ Rp : |X −X0|p 6 1
m

}
∀m > 1.

Ïóñòü H � êàêîå-ëèáî ïîëíîå îòäåëèìîå áî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé òàêîå, ÷òî

BC∞(Rp) ↪→ H ↪→ C∞X0
. (3.22)
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Ïóñòü, äàëåå, Eµ � ñèñòåìà ýêñïîíåíò âèäà (3.13). Ïî ëåììå 3.1

A2(Eµ, C∞X0
) = A2(Eµ, BC∞(Rp)) =

{
d = (dk)∞|k|p=0 :

∀m > 1 [d]m := max

[ ∞∑

|k|p=0

|dk||(µk)α| : |α|p 6 m, α ∈ Np
0

]
< +∞

}
.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.22), çàêëþ÷àåì, ÷òî

A2(Eµ, C∞X0
) = A2(Eµ,H) = A2(Eµ, BC∞(Rp)).

Òîïîëîãèÿ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå íàáî-
ðû ýëåìåíòîâ, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé è òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
íåóáûâàþùèõ íîðì {[dm]}∞m=1, è âñå îíè � ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå A2(Eµ,H) ñîâåðøåííî ïîëíî, à ñà-
ìî H áî÷å÷íî, òî ïî òåîðåìå îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè (ñì., íàïðè-
ìåð, [125, ãë. VI, òåîðåìà 7, ñ. 170]) îòîáðàæåíèå L

Eµ

A2
: A2(Eµ,H) →

H îòêðûòî. Íî òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 13 ãëàâû VI òîé æå êíèãè [125]
H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.24. Ïóñòü H � ïîëíîå îòäåëèìîå áî÷å÷íîå ËÂÏ ñî
ñâîéñòâîì (3.22) è ïóñòü â H èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ ýêñïîíåíò
ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè. Òîãäà H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå.

Ê ñîæàëåíèþ, òåîðåìà 3.24 íå äîïóñêàåò ïðÿìîãî îáðàùåíèÿ.
×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C∞(G), ãäå G �
ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp. Îòìåòèì âíà÷àëå
îäíî ïðîñòîå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü G � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp è
ïóñòü â C∞(G) èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ âèäà (3.13). Òîãäà

∀ y ∈ C∞(G) ∃Y ∈ BC∞(Rp) : Y
∣∣
G

= y.

C Ïóñòü Eν := {exp i〈νk, X〉p}∞|k|p=0 � ÀÏÑ â C∞(G) è ïóñòü
y(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç C∞(G). Òîãäà íàéäåòñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèéñÿ â C∞(G) ðÿä ïî ñèñòåìå Eν , ñóììà êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ y(X):

y(X) =
∞∑

|k|p=0

bk exp i〈νk, X〉p, X ∈ G.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞[K], åñëè
K � ëþáîé êîìïàêò G. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ à) ëåììû 3.2

∞∑

|l|p=0

|bl||νl|α < ∞ ∀α ∈ Np
0.

Ïî òîé æå ëåììå ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞(Rp); ïðè
ýòîì, åñëè Y (X) � åãî ñóììà, òî

|Y (α)(X)| 6
∞∑

|l|p=0

|bl||νl|α < ∞ ∀α ∈ Np
0, ∀X ∈ Rp,

ãäå

|νl|α = |νl,1|α1 . . . |νl,p|αp , α = (α1, . . . , αp), νl = (νl,1, . . . , νl,p).

ßñíî, ÷òî Y ∈ BC∞(Rp) è Y
∣∣
G

= y. B
Òåîðåìà 3.25. Åñëè G � îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî â Rp, òî

â C∞(G) íåò íè îäíîé ÀÏÑ âèäà (3.13)
C Ïóñòü ñíà÷àëà ãðàíèöà ∂G ìíîæåñòâà G ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó

êîíå÷íóþ òî÷êó γ. Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ôóíêöèÿ

λ(X) :=

[
p∑

j=1

(xj − γj)2
]−1

ïðèíàäëåæèò C∞(G). Îäíàêî, îíà íåîãðàíè÷åíà â G è ïîòîìó íå ìî-
æåò áûòü ïðîäîëæåíà èç G â Rp äî íåêîòîðîé ôóíêöèè èç BC∞(Rp).
Åñëè æå ∂G íå ñîäåðæèò íè îäíîé êîíå÷íîé òî÷êè, òî ìíîæåñòâî G
íåîãðàíè÷åíî â Rp. Íî òîãäà ôóíêöèÿ f(X) =

∑p
j=1(xj)2 ïðèíàäëå-

æèò C∞(G), íî íåîãðàíè÷åíà â G è ïîòîìó òàêæå íå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ àáñîëþòíî â C∞(G)
(à, ñëåäîâàòåëüíî, è â BC∞(Rp)). B

Â ñâÿçè ñ òåîðåìàìè 3.24, 3.25 åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò
çàäà÷à îá îïèñàíèè âñåõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó ÀÏÑ âèäà (3.13). ßñíî
ëèøü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç òàêîãî ïðîñòðàíñòâà, íåïðåðûâíî âëî-
æåííîãî õîòÿ áû â îäíî ïðîñòðàíñòâî C∞X0

, äîëæíà äîïóñêàòü ïðî-
äîëæåíèå äî ôóíêöèè èç BC∞(Rp).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [161,
162].
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3.8. Ðÿäû ýêñïîíåíò ñ ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè
â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

3.8.1. Ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå èçëîæåííûì â ðàçäåëå 3.7 äëÿ
ïðîñòðàíñòâ C∞[F ] è C∞(G), ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ âåñüìà îáùèõ
êëàññîâ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà Äàíæóà � Êàðëåìàíà áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Íåêîòîðûå èç òàêèõ êëàññîâ îïèñûâà-
þòñÿ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå. Ïðèâåäåííûå â íåì ðåçóëüòàòû âçÿòû èç
ðàáîò àâòîðà [80, 85].

Ïóñòü N0 := {0, 1, 2, . . .}. Âåñîâîé ôóíêöèåé φ áóäåì íàçûâàòü
îòîáðàæåíèå Np

0 × (0, +∞) â (0, +∞) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
a) äëÿ ëþáîãî h ∈ (0, +∞) inf{φ(α, h) : α ∈ Np

0} > 0;
b) äëÿ ëþáûõ α ∈ Np

0, h2 ∈ (0, +∞) è h1 ∈ [h2, +∞) φ(α, h1) >
φ(α, h2).

Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp, p > 1. Ïîëîæèì äëÿ ëþáîãî
h èç (0,+∞) è âåñîâîé ôóíêöèè φ

Eφ
h (G) :=

{
y ∈ C∞(G) :

‖y‖φ
h := sup

[ |y(α)(X)|
φ(α, h)

: α ∈ Np
0, X ∈ G

]
< +∞

}
;

Eφ
h,c(G) :=

{
y ∈ BC∞(G) : ‖y‖φ

h < ∞
}

.

Çäåñü X = (x1, . . . , xp) ∈ Rp; BC∞(G) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
èç B∞(G), ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ â G âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé ïðî-
èçâîäíîé, à B∞(G) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå âñåõ ôóíêöèé èç C∞(G),
îãðàíè÷åííûõ â G âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé (÷àñòíîé) ïðîèçâîäíîé.
Òîïîëîãèÿ â B∞(G) ââîäèòñÿ íàáîðîì íîðì

‖y‖k := sup
{
|y(α)(X)| : X ∈ G, |α|p 6 k

}
, k = 0, 1, . . .

Ìíîæåñòâî BC∞(G) çàìêíóòî â B∞(G) â èíäóöèðîâàííîé òîïî-
ëîãèè è ïîòîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå.

Ðÿä óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî BC∞(G) ñîâïàäàåò ñ
B∞(G) èëè æå ÿâëÿåòñÿ åãî ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïðè-
âåäåí â ðàáîòå [82]. Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñíî òåîðåìå 5 ýòîé ñòàòüè
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ðàâåíñòâî BC∞(G) = B∞(G) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé
íåïóñòîé âûïóêëîé îáëàñòè G â Rp, à òàêæå äëÿ G = Rp.

Êàê âûøå, C∞0 (G) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç C∞(G) ñ
êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè. Î÷åâèäíû âêëþ÷åíèÿ

C∞0 (G) ⊆ BC∞(G) ⊆ B∞(G) ⊆ C∞(G).

Ïðè ýòîì [138], åñëè G 6= ∅, òî C∞0 (G) ñîäåðæèò ôóíêöèè, îò-
ëè÷íûå îò íóëÿ. Äàëåå, åñëè d ∈ [0,+∞), òî ìîæíî îáðàçîâàòü ïðî-
ñòðàíñòâà

Ed
(φ)(G) := lim←−

d<h<+∞
Eφ

h (G); Ed,c
(φ)(G) := lim←−

d<h<+∞
Eφ

h,c(G).

Òàê êàê Eφ
h (G) � B-ïðîñòðàíñòâî, à Eφ

h,c(G) � åãî çàìêíóòîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, òî Ed

(φ)(G) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, à Ed,c
(φ)(G) �

åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî (è, ñëåäîâàòåëüíî, òîæå ïðîñòðàíñò-
âî Ôðåøå).

Åñëè æå d ∈ (0, +∞], òî îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà

Ed
{φ}(G) := lim−→

0<h<d

Eφ
h (G);

Ed,c
{φ}(G) := lim−→

0<h<d

Eφ
h,c(G) = lim−→

0<hs↑d
Eφ

hs,c(G).

Ïðè ýòîì Ed
{φ}(G) è Ed,c

{φ}(G) � IF -ïðîñòðàíñòâà, íåïðåðûâíî âëî-
æåííûå â B∞(G).

Ïóñòü åùå ïðè ëþáîì l > 1 Gl � îãðàíè÷åííîå íåïóñòîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî â Rp è Ḡl ⊂ Gl+1 ⊂ G =

⋃∞
m=1 Gm. Îïðåäåëèì åùå äâå

ïàðû ïðîñòðàíñòâ. Èìåííî, åñëè d ∈ [0, +∞), òî

Ed
(φ)[G] := lim←−

l↑∞
Ed

(φ)(Gl); Ed,c
(φ)[G] = lim←−

m↑∞
Ed,c

(φ)(Gm).

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, Ed
(φ)[G] = Ed,c

φ [G] = lim←−∞>hm↓d Eφ
hm

(Gm).
Åñëè æå d ∈ (0, +∞], òî ïîëàãàåì

Ed
{φ}[G] := lim←−

l↑∞
Ed
{φ}(Gl); Ed,c

{φ}[G] = lim←−
l↑∞

Ed,c
{φ}(Gl).

È çäåñü Ed
{φ}[G] = Ed,c

{φ}[G].
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Ïðè îïèñàíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ââåäåííûõ ïðîñòðàíñòâ
âåñüìà ïîëåçíà

Ëåììà 3.4. Ïóñòü G1, G2 � îòêðûòûå ìíîæåñòâà â Rp òàêèå,
÷òî G1 îãðàíè÷åíî â Rp, Ḡ1 ⊂ G2, à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ φ(α, h) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

∃h2 ∈ (0,+∞), ∃h1 ∈ (h2, +∞) :

lim
|α|n→∞

φ(α, h2)
φ(α, h1)

= 0.
(3.23)

Òîãäà Eφ
h2

(G2) âïîëíå íåïðåðûâíî âëîæåíî â Eφ
h1

(G1).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó ëåììû 1.2 èç [80] è ïîòîìó îïóñêàåòñÿ.
Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî êîãäà d ∈ [0, +∞), à âåñî-

âàÿ ôóíêöèÿ φ(α, h) òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî h1 èç (d, +∞) íàéäåò-
ñÿ ÷èñëî h2 èç (d, h1), ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.23), òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G â Rp Ed

(φ)(G) � M∗-ïðî-
ñòðàíñòâî1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü hm1 = h1 è äëÿ ëþáîãî
l > 1 âûáðàòü hml+1 â (d, hml

) òàê, ÷òîáû óñëîâèå (3.23) âûïîëíÿëîñü
(ïðè h1 = hml

, h2 = hml+1), òî Ed
(φ) = lim←−∞>hm↓d Eφ

hm
(Gm), ãäå ïî

ëåììå 3.4 Eφ
hml+1

(Gml+1) âïîëíå íåïðåðûâíî âëîæåíî â Eφ
hml

(Gml
),

è, ñëåäîâàòåëüíî, Ed
(φ)(G) � M∗-ïðîñòðàíñòâî (ïîäàâíî ìîíòåëåâ-

ñêîå).
3.8.2. Â ðàáîòå [80] ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè òîãî, ÷òî ôóíêöèè

e〈a,X〉p , à òàêæå ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ýêñïîíåíò, ïðèíàäëåæàò
êàæäîìó èç ââåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïðîñòðàíñòâ [80, ïðåä-
ëîæåíèÿ 2.1�2.7 è èõ ñëåäñòâèÿ, ñ. 97�100]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåìà-
òèêîé äàííîãî ðàçäåëà ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü íåêîòîðûìè ðåçóëüòà-
òàìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê ýêñïîíåíòàì ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè.
Ïîëîæèì

ei,µ(·) = exp i

p∑

l=1

µkxk =: exp i〈µ, X〉p.

1Â òåðìèíîëîãèè Ñåáàøòüÿíà-è-Ñèëâû [129] M∗-ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ
ïðîåêòèâíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B-ïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ
âïîëíå íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïðåäûäóùåå.
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Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü d ∈ [0,+∞), p > 1, µ ∈ Rp. Òîãäà
ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

A) ei,µ(·) ∈ Ed
(φ)(G1) äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíîæå-

ñòâà G1 â Rp;
B) ei,µ(·) ∈ Ed

(φ)(G) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G â Rp;
C) äëÿ ëþáîãî h > d âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

sup
[ |µ1|α1 . . . |µp|αp

ψ(α, h)
: α ∈ Np

0

]
< +∞. (3.24)

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì EIm ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýêñïîíåíò ei,µ(·),
µ ∈ Rp, ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü d ∈ [0, +∞), p > 1. Ðàâíîñèëüíû ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

A1) EIm ⊆ Ed
(φ)(G1), ãäå G1 � íåêîòîðîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî Rp;
B1) EIm ⊆ Ed

(φ)(G) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â Rp;
C1) äëÿ êàæäîãî h èç (d, +∞) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
|α|p→+∞

[φ(α, h)]1/|α|p = +∞. (3.25)

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü d ∈ (0, +∞], p > 1, µ ∈ Rp. Òîãäà
òàêèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

A) ei,µ(·) ∈ Ed
{φ}(G1) äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíî-

æåñòâà G1 â Rp;
B) ei,µ(·) ∈ Ed

{φ}(G) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G â Rp;
C) ïðè íåêîòîðîì h èç (0, d) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.24).
Ïðåäëîæåíèå 3.4. Åñëè d ∈ (0, +∞], n > 1, òî ðàâíîñèëüíû

òàêèå óòâåðæäåíèÿ:
A1) EIm ⊆ Ed

{φ}(G1), ãäå G1 � íåêîòîðîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî Rp;

B1) EIm ⊆ Ed
{φ}(G), ãäå G � ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp;

C1) Âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
h↑d

lim
|α|p→∞

[φ(α, h)]1/|α|p = +∞. (3.26)
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Ïðåäëîæåíèÿ 3.2�3.4 äîêàçûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå ìåòîäîì, óæå
èñïîëüçîâàííîì â ðàçäåëå 4.7 è îñíîâàííîì íà ðàâåíñòâå

∣∣∣e(α)
i,µ (x)

∣∣∣ = |µ1|α1 . . . |µp|αp ∀α ∈ Np
0, ∀µ ∈ R. (3.27)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ýòèõ ïðåäëîæåíèé âûòåêàþò òàêèå ðåçóëüòàòû
äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ed

(φ)[G] è Ed
{φ}[G].

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Åñëè d ∈ [0, +∞), n > 1, µ ∈ Rp, òî ðàâíî-
ñèëüíû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:

A) ei,µ(·) ∈ Ed
(φ)[G1], ãäå G1 � íåêîòîðîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî â Rn;
B) ei,µ(·) ∈ Ed

(φ)[G] äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G â Rp;
C) äëÿ âñåõ h > d âûïîëíåíî óñëîâèå (3.24).
Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïóñòü d ∈ [0, +∞), n > 1. Ðàâíîñèëüíû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
A1) EIm ⊆ Ed

(φ)[G1] äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà G1 â Rp;

B1) EIm ⊆ Ed
(φ)[G], ãäå G � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â

Rp;
C1) óñëîâèå (3.25) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî h èç (d, +∞).
Ïðåäëîæåíèå 3.7. Åñëè d ∈ (0, +∞], p > 1 è µ ∈ Rp, òî ðàâíî-

ñèëüíû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:
A) ei,µ(·) ∈ Ed

{φ}[G1] äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà G1 â Rp;

B) ei,µ(·) ∈ Ed
{φ}[G] äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G â Rp;

C) ïðè íåêîòîðîì h èç (0, d) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.24).
Ïðåäëîæåíèå 3.8. Ïóñòü d ∈ (0,+∞], p > 1. Ðàâíîñèëüíû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
A1) EIm ⊆ Ed

{φ}[G1], ãäå G1 � íåêîòîðîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî Rp;

B1) EIm ⊆ Ed
{φ}[G], ãäå G � ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp;

C1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.26).
3.8.3. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ìîæíî èññëåäîâàòü ñõîäè-

ìîñòü ðÿäà âèäà (3.14) âî ââåäåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ïðèâåäåì çäåñü ëèøü ðåçóëüòàòû, îòíîñÿ-
ùèåñÿ ê àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (3.14). Ïðè ýòîì èõ äîêàçàòåëü-
ñòâà çäåñü îïóñêàþòñÿ, òàê êàê îíè ïðîâîäÿòñÿ òåì æå ìåòîäîì, ÷òî
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è â ðàçäåëå 3.7, îñíîâàííîì íà ñâîéñòâå ¾çàðàçèòåëüíîñòè¿ ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà (3.14), îáóñëîâëåííîì ðàâåíñòâàìè (3.27).

Ïðåäëîæåíèå 3.9. Ïóñòü p > 1, h ∈ [0,+∞) è âûïîëíåíî óñëî-
âèå (3.25). Òîãäà ðàâíîñèëüíû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:

A) ðÿä (3.14) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â Eφ
h (G1) (èëè â Eφ

h,c(G1)), ãäå
G1 � íåêîòîðîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp;

B) ðÿä (3.14) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â Eφ
h (G1) (èëè â Eφ

h,c(G1)) äëÿ
ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G1 â Rp;

C) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∞∑

|l|p=0

|dl| sup
α=(α1,...,αp)∈Np

0

|µ1,l|α1 . . . |µp,l|αp

φ(α, h)
< +∞. (3.28)

Ïðåäëîæåíèå 3.10. Ïóñòü d ∈ [0, +∞), p > 1 è äëÿ ëþáîãî
h > d âûïîëíåíî óñëîâèå (3.25). Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâ-
íîñèëüíû:

A) ðÿä (3.14) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â Ed
(φ)(G1) (èëè â Ed,c

(φ)(G1)), ãäå
G1 � íåêîòîðîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp;

B) ðÿä (3.14) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â Ed
(φ)(G) (èëè â Ed,c

(φ)(G)) äëÿ
ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G â Rp;

C) íåðàâåíñòâî (3.28) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ h > d;
D) ðÿä (3.14) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â Ed

(φ)[G1], ãäå G1 � íåêîòîðîå
íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp;

E) ðÿä (3.14) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â Ed
(φ)[G1] äëÿ ëþáîãî îòêðû-

òîãî ìíîæåñòâà G1 â Rp.
Çàìåòèì ëèøü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.10 èñïîëüçóåò,

â ÷àñòíîñòè, èìïëèêàöèè B) ⇒ E) ⇒ D); A ⇒ D) ⇒ C) ⇒ B) ⇒ A).
3.8.4. Ïðåäëîæåíèÿ 3.9, 3.10 ïîçâîëÿþò îõàðàêòåðèçîâàòü ïðîñ-

òðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (3.14), àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ òèïà Eφ

h (G), Ed
(φ)(G), Ed

(φ)[G], åñëè G � ëþáîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî â Rp.

Ïóñòü H �ÏÎËÂÏ ñ íàáîðîì ïðåäíîðì P = {p}, îïðåäåëÿþùèì
òîïîëîãèþ â íåì. Ïóñòü, äàëåå, Y = (yα)α∈Ω � íåêîòîðàÿ ñ÷åòíàÿ
ñîâîêóïíîñòü åãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ââåäåì, êàê ðàíüøå, êîîð-
äèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî

A2(Y ;H) :=
{

d = (dα)α∈Ω : qp(d) :=
∑

α∈Ω

|dα|p(yα) < ∞ ∀ p ∈ P

}
;



160 Ãëàâà 3. Ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû

Ïóñòü åùå Ei,µ := {ei,µl
(X)}∞|l|p=0. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.10 ñëåäóåò,

÷òî åñëè d ∈ [0, +∞) è âûïîëíåíî óñëîâèå (3.25), òî äëÿ ëþáîãî
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G èç Rp

A2(Ei,µ;Ed
(φ)(G)) = A2(Ei,µ; Ed,c

(φ)(G)) = A2(Ei,µ; Ed
(φ)[G]) =

=

{
(dl)∞|l|p=0 : ∀h > d

∞∑

|l|p=0

|dl| sup
α∈Np

0

[ |µ1,l|α1 . . . |µp,l|αp

φ(α, h)

]
< +∞

}
.

Ïðåäëîæåíèå 3.10 ïîçâîëÿåò òàêæå âûÿâèòü îäíî, íà íàø âçãëÿä,
äîâîëüíî ëþáîïûòíîå ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâà Ed

(φ)[G].
Ïðåäëîæåíèå 3.11. Ïóñòü d ∈ [0, +∞), ïðè ëþáîì h > d âåñîâàÿ

ôóíêöèÿ φ(α, h) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.25) è ïóñòü G � ïðîèç-
âîëüíîå íåîãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp, p > 1. Òîãäà â
ïðîñòðàíñòâå Ed

(φ)[G] íåò íè îäíîé ÀÏÑ ýêñïîíåíò ñ ÷èñòî ìíèìûìè
ïîêàçàòåëÿìè.

C Äîêàæåì ýòî ïðåäëîæåíèå ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ
íåêîòîðîãî íåïóñòîãî íåîãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G1 â
Ed

(φ)[G] èìååòñÿ ÀÏÑ âèäà Ei,µ := {ei,µl
(X)}∞|l|p=0.

Ââèäó òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí
∑p

k=1(xk)2 = ρ2(X, 0) ïðèíàäëå-
æèò Ed

(φ)[G1], íàéäåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â Ed
(φ)[G1] ðÿä âè-

äà
∑∞
|l|p=0 cle

i〈µl,X〉p , ñóììà êîòîðîãî â G ðàâíà ρ2(X, 0). Äàëåå, òàê
êàê ei,µl

(X) ∈ B∞(Rp) = BC∞(Rp) è ýòîò ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ
(ïðåäëîæåíèå 3.10, ïóíêò B)) â Ed,c

(φ)(R
p) ⊆ BC∞(Rp), òî åãî ñóì-

ìà V (X) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó B∞(Rp) è ïîòîìó sup{|V (X)| :
X ∈ Rp} < ∞. Íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî â ñèëó òîãî,
÷òî V (X) = ρ2(X, 0) /∈ B∞(Rp). B

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè íà âåñîâóþ ôóíêöèþ
φ(α, h) àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò [80, ïðåäëîæåíèå 3.4] ìîæíî óñòà-
íîâèòü è äëÿ îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî äî ñèõ
ïîð íåÿñíî, âûçâàíî ëè ýòî äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå èñïîëü-
çîâàííûì ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà èëè ñóùåñòâîì äåëà. Ïîýòîìó ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëèðîâêà çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. ×òî æå êàñàåò-
ñÿ ñàìîã�î ïðåäëîæåíèÿ 3.4 èç [80], òî îíî ñîäåðæèòñÿ â çàìå÷àíèè â
êîíöå ï. 3.8.8.

Îòìåòèì åùå, ÷òî êðèòåðèé àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (3.14)
â èíäóêòèâíîì ïðåäåëå Ed

{φ}(G) ïîëó÷åí â [85, òåîðåìà 5.8].
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3.8.5. Óñòàíîâèì òåïåðü áàçèñíîñòü ñèñòåìû

E a,b
p :=

{
exp 2πi

〈
l,

x

b− a

〉
p

}∞

|l|p=0

=

= exp

{
2πi

p∑

j=1

ljxj

bj − aj
: lj = 0,±1, . . . ; 1 6 j 6 p

}

â îäíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â
p-ìåðíîì ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå

Da,b :=
{

X = (x1, . . . , xp) : −∞ < aj 6 xj 6 bj < +∞, j = 1, . . . , p
}

.

Ïåðåõîäÿ ê îïðåäåëåíèþ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ââåäåì ìíîæåñòâî
BD ïàð ðàçëè÷íûõ òî÷åê (X,Y ) èç Da,b òàêèõ, ÷òî ðàçíîñòü êîîð-
äèíàò ýòèõ òî÷åê yk − xk ïðè k = 1, 2, . . . , p ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
±(bk − ak) ëèáî 0. Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, BD ⊆ ∂Da,b × ∂Da,b.
Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ed

(φ)0
(Da,b) ïðîñòðàíñòâà

Ed
(φ)(Da,b) ñîîòíîøåíèåì

Ed
(φ)0

(Da,b) :=
{
V ∈ Ed

(φ)(Da,b) :

V (α)(X) = V (α)(Y ), α ∈ Np
0, (X,Y ) ∈ BD

}
.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.25). Êàê ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, Ed

(φ)0
(Da,b) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ed

(φ)(Da,b) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, òîæå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäëî-
æåíèþ 3.2 ei,µ(X) ∈ Ed

(φ)(Da,b). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî l ∈ Np
0

exp 2πi
〈
l, X

b−a

〉
p
∈ Ed

(φ)0
(Da,b).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ E a,b
p � àáñîëþòíûé

áàçèñ â Ed
(φ)0

(Da,b). Ïóñòü d ∈ [0, +∞) è ïðè ëþáîì h > d ôóíê-
öèÿ φ(α, h) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.25). Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ëþáîé ôóíêöèè V (X) èç Ed

(φ)0
(Da,b) åå ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå E a,b

p :

V ∼
∞∑

|l|p=0

Vl exp 2πi
〈
l,

X

b− a

〉
p
,

ãäå l = (l1, . . . , lp), lj ∈ Z := (0,±1,±2, . . .), 1 6 j 6 p;
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Ïðè ëþáîì l ∈ Zp

p∏

j=1

(bj − aj) · Vl =

b1∫

a1

. . .

bp∫

ap

V (X) exp
(
−2πi

〈
l,

X

b− a

〉
p

)
dX. (3.29)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (3.29) è ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå, ÷òî âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïðè-
õîäèì ê íåðàâåíñòâàì

p∏

j=1

(bj − aj)|Vl| 6 (b− a)α

(2π)|α|p · |l|α
b1∫

a1

. . .

bp∫

ap

|V (α)(X)| dX,

â êîòîðûõ

(b− a)α :=
p∏

j=1

(bj − aj)αj ; |l|α := |l1|α1 . . . |lp|αp ;

(0)αj = 1, 1 6 j 6 p; α ∈ Np.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ h1 > d, α ∈ Np
0 è l ∈ Zp ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

(2π)|α|p |Vl| 6 (b− a)α

|l|α φ(α, h1) sup
{ |V (β)(X)|

φ(β, h1)
: β ∈ Np

0, X ∈ Da,b

}
=

=
(b− a)α

|l|α φ(α, h1)‖V ‖φ
h1

.

Îöåíèì íîðìó îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè V (X) â ïðî-
ñòðàíñòâå Eφ

h2
(Da,b) ïðè h2 > h1 > d:

∥∥∥∥Vl exp 2πi
〈
l,

X

b− a

〉
p

∥∥∥∥
φ

h2

6

6 ‖V ‖φ
h1

sup
{

(b− a)αφ(α, h1)
|l|α · (2π)|α|p

· |l|γ · (2π)|γ|p

φ(γ, h2)(b− a)γ
: γ ∈ Np

0

}
.

(3.30)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ φ(α, h) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ

∀ d ∈ [0,+∞), ∀ l > 1, ∀h2 ∈ (d, +∞) ∃h1 ∈ (d, h2) :

sup
α∈Np

0

φ(α + l, h1)
φ(α, h2)

< +∞.
(3.31)
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Âûáèðàÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.30) ïðè ëþáîì γ èç Np
0

çíà÷åíèå α ðàâíûì γ + 2p (ò. å. αj = γj + 2p ïðè j = 1, 2, . . . , p), ïî-
ëó÷àåì ïðè íàäëåæàùèì îáðàçîì âûáðàííîì ïî h2 (ñîãëàñíî (3.31))
çíà÷åíèè h1 èç (d, h2):

∥∥∥∥Vl exp 2πi
〈
l,

X

b− a

〉
p

∥∥∥∥
φ

h2

6 ‖V ‖φ
h1
· (b− a)2pB(h1, h2)

|l|2p(2π)2p2 ,

B(h1, h2) := sup
{

φ(α + 2p2, h1)
φ(α, h2)

: α ∈ Np
0

}
.

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî h2 ∈ (d, +∞) ñóùåñòâóåò h1 ∈ (d, h2) òàêîå,
÷òî ïðè âñåõ V ∈ Ed

(φ)0
(Da,b)

∞∑

|l|p=0

|Vl|
∥∥∥∥exp 2πi

〈
l,

X

b− a

〉
p

∥∥∥∥
φ

h2

6

p∏
j=1

(bj − aj)2pB(h1, h2)

(2π)2p2 |l1|2p . . . |lp|2p
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ôóðüå äëÿ V (X) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â
Ed

(φ)(Da,b) è ïîäàâíî ðàâíîìåðíî (êàê è âñå àññîöèèðîâàííûå ñ íèì
ðÿäû) â Da,b. Ïîýòîìó åãî ñóììà ðàâíà V (X). Çàìåòèì åùå, ÷òî
åñëè êàêîé-íèáóäü ðÿä âèäà

∑∞
|l|p=0 dl exp 2πi

〈
l, X

b−a

〉
p
ñõîäèòñÿ â

Ed
(φ)(Da,b), òî îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Da,b. Åñëè ñóììà ýòîãî

ðÿäà ðàâíà íóëþ, òî äëÿ ëþáîãî l0 èç Zp ïîñëå óìíîæåíèÿ âñåõ ÷ëå-
íîâ ðÿäà íà exp

(
− 2πi

〈
l0,

X
b−a

〉
p

)
è ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà

Da,b íàéäåì, ÷òî
∏p

j=1(bj − aj)dl0 = 0, îòêóäà dl = 0 ïðè âñåõ l ∈ Zp.
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé â èòîãå ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.26. Ïóñòü d ∈ [0, +∞) è âåñîâàÿ ôóíêöèÿ φ(α, X)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.31) è (ïðè âñåõ h > d) óñëîâèþ (3.25).
Òîãäà E a,b

p � àáñîëþòíûé áàçèñ â Ed
(φ)0

(Da,b).
Çàìå÷àíèå. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, óñëîâèå (3.31) ðàâíîñèëüíî

òàêîìó, ôîðìàëüíî áîëåå ñëàáîìó:

∀ d ∈ [0, +∞), ∀h2 ∈ (d, +∞) ∃h1 ∈ (d, h2) :

sup
α∈Np

0

{
φ(α + 1, h1)

φ(α, h2)
< +∞

}
.
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3.8.6. Òåîðåìó 3.26 ìîæíî äîïîëíèòü è óòî÷íèòü. Ïóñòü åå èñõîä-
íûå ïðåäïîëîæåíèÿ èìåþò ìåñòî. Ââåäåì, êàê âûøå, ïðîñòðàíñòâî
÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ

A2 := A2(E a,b
p ; Ed

(φ)0
(Da,b)) =

{
c := (cl)∞|l|p=0 :

|c|h :=
∞∑

|l|p=0

|cl|
∥∥∥∥exp 2πi

〈
l,

X

b− a

〉
p

∥∥∥∥
φ

h

< ∞ ∀h ∈ (d, +∞)

}

è ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð L2 àáñîëþòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

L2 : ∀ c ∈ A2 →
∞∑

|l|p=0

cl exp 2πi
〈
l,

X

b− a

〉
p
,

êîòîðûé äåéñòâóåò ëèíåéíî è íåïðåðûâíî èç ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå
A2 ñ íàáîðîì íîðì |c|h, h > d, â ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå E(a, b; d) :=
Ed

(φ)0
(Da,b).

Òàê êàê ïî òåîðåìå 3.26 E a,b
p � àáñîëþòíûé áàçèñ â E(a, b; d),

òî L2 îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî è âçàèìíî íåïðåðûâíî A2 íà
E(a, b; d). Îáðàòíûé ê L2 îïåðàòîð L−1

2 îòîáðàæàåò ëèíåéíî è íåïðå-
ðûâíî E(a, b; d) íà A2. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.10

A2 =

{
c = (cl)∞|l|p=0 :

∞∑

|l|p=0

|cl| sup
α∈Np

0

[ |l1|α1 . . . |lp|αp(2π)|α|p

(b− a)αφ(α, h)

]
< ∞ ∀h > d

}
.

(3.32)

Äàëåå, îïåðàòîð L−1
2 îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî ñîîòíîøåíèåì

f ∈ E(a, b; d) → L−1
2 f =

=

{(
p∏

j=1

(bj − aj)

)−1 b1∫

a1

. . .

bp∫

ap

f(X)e−2πi〈l, X
b−a 〉p dX

}∞

|l|p=0

.
(3.33)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 3.26 E a,b
p � ýôôåê-

òèâíî ïðàâèëüíûé àáñîëþòíûé áàçèñ â Ed
(φ)0

(Da,b).
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3.8.7. Óñòàíîâèì òåïåðü àíàëîã òåîðåìû 3.26 äëÿ âñåãî ïðîñòðàí-
ñòâà Rp. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ìíîæåñòâî Rp

a,b âñåõ ïàð (X,Y ) òî÷åê
èç Rp òàêèõ, ÷òî

∑p
k=1 |xk − yk|2 > 0 è ïðè k = 1, 2, . . . , p êàæäàÿ

ðàçíîñòü îäíîèìåííûõ êîîðäèíàò xk − yk ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü
çíà÷åíèÿ 0 èëè ±lk(bk − ak), ãäå lk = 1, 2, . . .

Ïóñòü, äàëåå,

Ed,c
(φ)0

(Rp) :=
{

V (X) ∈ Ed,c
(φ)(R

p) :

V (α)(X) = V (α)(Y ) ∀α ∈ Np
0, ∀ (X,Y ) ∈ Rp

a,b

}
.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Ed,c
(φ)0

(Rp) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Ôðåøå Ed,c

(φ)(R
p) è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå ïðîñòðàíñòâî

Ôðåøå.
Òåîðåìà 3.27. Ïóñòü p > 1, d ∈ [0,+∞) è âåñîâàÿ ôóíêöèÿ

φ(α, h) óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû 3.26. Òîãäà E a,b
p �

àáñîëþòíûé áàçèñ â Ea,b
(φ)0

(Rp).

C Ïóñòü V ∈ Ed,c
(φ)0

(Rp). Òîãäà V
∣∣
Da,b

∈ Ed
(φ)0

(Da,b) è ïî òåîðå-
ìå 3.26

V (X) =
∞∑

|l|p
Vl exp 2πi

〈
l,

X

b− a

〉
p

∀X ∈ Da,b. (3.34)

Ïðè ýòîì ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (3.34) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â
Ed

(φ)(Da,b), à åãî êîýôôèöèåíòû Vk îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3.29).
Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ed,c

(φ)0
(Da,b) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä ñïðàâà

â (3.34) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â Ed,c
(φ)(R

p), à ñàìî ðàâåíñòâî (3.32) â
ñèëó òîãî, ÷òî V ∈ Ed,c

(φ)0
(Rp), èìååò ìåñòî âñþäó â Rp.

Ïóñòü òåïåðü ðÿä
∑∞
|l|p=0 dle

2πi〈l, X
b−a 〉p ñõîäèòñÿ ê íóëþ â Ed,c

(φ)(R
p)

èëè, ÷òî âñå ðàâíî, â Ed,c
(φ)0

(Rp) ↪→ Ed
(φ)0

(Rp). Òîãäà ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ
è â Ed

(φ)0
(Da,b), ïðè÷åì åãî ñóììà ðàâíà íóëþ â Da,b. Òàê êàê ïî

òåîðåìå 3.26 E a,b
p � àáñîëþòíûé áàçèñ â Ed

(φ)0
(Da,b), òî dl = 0 äëÿ

ëþáîãî l ∈ Zp, ÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî. B
Çàìå÷àíèå. Èç óæå îòìå÷àâøåãîñÿ ðàíåå ñâîéñòâà ¾çàðàçèòåëü-

íîñòè¿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ïî ñèñòåìå (4.11) ñëåäóåò, ÷òî
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ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ Ã2 := A2(E a,b; Ed,c
(φ)0

(Rp)) ñîâïàäà-
åò ñ ïðîñòðàíñòâîì A2 := A2(E a,b; Ed

(φ)(Da,b)), îïðåäåëåííûì ôîðìó-
ëîé (3.32). Êðîìå òîãî, ëèíåéíûé îïåðàòîð (àáñîëþòíîãî) ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

L2 : d ∈ Ã2 →
∞∑

|l|p=0

dl exp 2πi
〈
l,

X

b− a

〉
p
∈ Ed,c

(φ)0
(Rp)

îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî è âçàèìíî íåïðåðûâíî Ã2 íà
Ed,c

(φ)0
(Rp), à îáðàòíûé ê íåìó ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð L−1

2

îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíî ïî ôîðìóëå (3.33) ñ çàìåíîé E(a, b; d)
íà Ed,c

(φ)0
(Rp) è A2 íà Ã2. Ñëåäîâàòåëüíî, E a,b

p � ýôôåêòèâíî ïðà-
âèëüíûé àáñîëþòíûé áàçèñ (ò. å. ÝÏÀÁ) â Ed

(φ)0
(Rp).

3.8.8. Ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû èç ï. 3.1.7 ê ñèòóàöèè, êîãäà Q2 = G,
ãäå G � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp, p > 1, è H2 =
Ed

(φ)(G), 0 6 d < +∞. Â êà÷åñòâå Q1 âîçüìåì ëþáîé ïðîèçâîëü-
íûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä Da,b, ñîäåðæàùèé G (è òîãäà
H1 = Ed

(φ)0
(Da,b)), ëèáî Rp (â ýòîì ñëó÷àå H1 = Ed,c

(φ)0
(Rp)). Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå îïåðàòîðà T âûáåðåì îïåðàòîð (òîæäåñòâåííî-
ãî) âëîæåíèÿ H1 â H2, à â êà÷åñòâå X âîçüìåì ñèñòåìó E a,b

p . Äëÿ
íåå, êàê ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 3.2, âûïîëíåíî óñëîâèå (TE a,b

p )2 (íà-
ïîìíèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ââåäåíî â ï. 3.1.7 ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé
òåîðåìû 3.2), à âî-âòîðûõ, ñîãëàñíî òåîðåìàì 3.26 è 3.27, óòî÷íåíèþ
ïåðâîé èç íèõ (â ï. 3.8.6) è çàìå÷àíèþ êî âòîðîé, E a,b

p � ÏÀÁ (ïî-
äàâíî ÏÀÏÑ) â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ Ed

(φ)0
(Da,b), Ed,c

(φ)0
(Rp). Ñ ó÷åòîì

ýòîãî íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 3.2, 3.5 è åå ñëåäñòâèÿ (ñì. ï. 3.1.7)
âûòåêàåò òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.28. Ïóñòü p > 1, 0 6 d < +∞, G � îãðàíè÷åííîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp è Da,b � îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàë-
ëåëåïèïåä, ñîäåðæàùèé G. Ïóñòü, äàëåå, H1 � ëèáî Ed

(φ)0
(Da,b), ëè-

áî Ed,c
(φ)0

(Rp). Òîãäà â êàæäîé èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ ÷åòûðåõ ãðóïï
óòâåðæäåíèé âñå óòâåðæäåíèÿ îäíîé è òîé æå ãðóïïû ðàâíîñèëüíû.

I. (a) E a,b
p � ÀÏÑ â Ed

(φ)(G);
(b) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ B èç

Ed
(φ)(G) â H1.

II. (a) E a,b
p � ÝÀÏÑ â Ed

(φ)(G);



3.8. Ðÿäû ýêñïîíåíò â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ 167

(b) ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìûé íåïðåðûâíûé îïå-
ðàòîð ïðîäîëæåíèÿ B èç Ed

(φ)(G) â H1.
III. (a) E a,b

p � ÏÀÏÑ â Ed
(φ)(G);

(b) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæå-
íèÿ B èç Ed

(φ)(G) â H1.
IV. (a) E a,b

p � ÝÏÀÏÑ (ò. å. ÝÏÀÏÑ) â Ed
(φ)(G);

(b) îïðåäåëåí êîíñòðóêòèâíî îïåðàòîð B ñî ñâîéñòâàìè, óêà-
çàííûìè â III (b).

Çàìå÷àíèå. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3.28 ïðè òåõ æå èñõîäíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî d è G âìåñòî Ed

(φ)(G) ìîæíî âçÿòü
Ed

(φ)[G]. Ðàçóìååòñÿ, òàêàÿ çàìåíà èìååò ñìûñë, åñëè â Ed
(φ)[G] åñòü

õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè, ÷òî áûâàåò äà-
ëåêî íå âñåãäà. Íàïðèìåð, òàêîé ÀÏÑ â Ed

(φ)[G] ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 3.4 èç [80] íåò, åñëè G � ëþáîå îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî â Rp, à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ φ òàêîâà, ÷òî

lim
|α|p→∞

|α|p
[φ(d, h)]1/|α|p = 0.

3.8.9. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå G ⊂ Da,b â òåîðåìå 3.28 ñóùåñòâåííî
äëÿ åå ñïðàâåäëèâîñòè. Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ðå-
çóëüòàòà óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü, êàê îáû÷íî, ñèìâîëîì C(Ḡ) äëÿ ëþ-
áîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà G â Rp ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ íà Ḡ ôóíêöèé ñ sup-íîðìîé sup [|y(t)| :
t ∈ Ḡ].

Òåîðåìà 3.29. Ïóñòü a, b ∈ Rp è a < b (ò. å. ak < bk ïðè
k = 1, . . . , p); G � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rp òàêîå, ÷òî
(Ḡ× Ḡ) ∩BD 6= ∅. Ïóñòü åùå F (G) � ïîëíîå îòäåëèìîå ËÂÏ îïðå-
äåëåííûõ íà Ḡ ôóíêöèé, ñîäåðæàùåå âñå ¾êîîðäèíàòíûå¿ ôóíêöèè
φk(X) = xk, k = 1, 2, . . . , p, è íåïðåðûâíî âëîæåííîå â C(Ḡ). Òîãäà
ñèñòåìà E a,b

p íåïîëíà â F (G).
C Ïóñòü (X0, Y0) ∈ (Ḡ × Ḡ) ∩ BD (íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî BD

îïðåäåëåíî â íà÷àëå ï. 3.8.5). Òîãäà X0 6= Y0, X0 ∈ Ḡ, Y0 ∈ Ḡ, è
íàéäåòñÿ íîìåð k0 òàêîé, ÷òî k0 6 p, à ðàçíîñòü (X0)k0 − (Y0)k0 =
xk0,0−yk0,0 îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà èëè bk0 −ak0 , èëè ak0 − bk0 . Ðàñ-
ñóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà E a,b

p ïîëíà â F (G). Òàê
êàê F (G) ↪→ C(Ḡ), òî max{|y(X0)|, |y(Y0)|} � íåïðåðûâíàÿ ïðåäíîð-
ìà íà F (G). Ïîëîæèì µ(X) := (X)k0 . Òîãäà µ ∈ F (G). Çàôèêñèðîâàâ
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ëþáîå ε > 0, íàéäåì ôóíêöèþ w èç spanE a,b
p òàêóþ, ÷òî

|µ(X0)− w(X0)| < ε

2
, |µ(Y0)− w(Y0)| < ε

2
.

Îòñþäà
|µ(X0)− µ(Y0)| 6

6 |µ(X0)− w(X0)|+ |w(X0)− w(Y0)|+ |w(Y0)− µ(Y0)| =
= |µ(X0)− w(X0)|+ |w(Y0)− µ(Y0)| < ε.

Óñòðåìëÿÿ ε > 0 ê íóëþ, ïîëó÷èì |bk0 − ak0 | 6 0 è ak0 = bk0 , ÷òî
íåâîçìîæíî. B

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà E a,b
p íåïîëíà â Ed

(φ)(Da,b).
C Äåéñòâèòåëüíî,

Ed
(φ)(Da,b) = Ed,c

(φ)(Da,b) ↪→ C(D̄a,b) è (D̄a,b × D̄a,b) ∩BD 6= ∅. B
3.8.10. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.28 ìîæíî íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòî-

ðûõ E a,b � ÀÏÑ â Ed
(φ)(G). Â ÷àñòíîñòè, íà ýòîì ïóòè óñòàíàâëèâà-

åòñÿ ïîëíûé àíàëîã òåîðåìû 5.4 èç [80]. Â ýòîì ïóíêòå, íå îñòàíàâëè-
âàÿñü íà ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòàõ, ïðèâåäåì íåêîòîðûå îáùèå ïðèìåðû
âåñîâûõ ôóíêöèé φ(α, h).

Íàçîâåì âåñîâóþ ôóíêöèþ φ(α, h) ðàâíîìåðíî âåñîâîé, åñëè
φ(α, h) = g(|α|p, h) ∀α ∈ Np

0, ∀h ∈ (0, +∞),

ãäå g � îòîáðàæåíèå [0, +∞)× (0, +∞) â (0, +∞) òàêîå, ÷òî
inf[g(t, h) : t ∈ [0, +∞)] > 0 ∀h ∈ (0,+∞),

è äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t èç [0, +∞) ôóíêöèÿ gt(h) = g(t, h)
íå óáûâàåò ïî h â (0, +∞).

Äëÿ ðàâíîìåðíî âåñîâîé ôóíêöèè g(t, h) óñëîâèå (3.23) âûïîë-
íÿåòñÿ, åñëè ñóùåñòâóþò h2 ∈ (0, +∞) è h1 ∈ (h2, +∞) òàêèå, ÷òî
lim

t→+∞
g(t,h2)
g(t,h1)

= 0; óñëîâèå (3.25) � åñëè lim
t→+∞

[g(t, h)]1/t = +∞ äëÿ ëþ-
áîãî h ∈ (d, +∞), à óñëîâèå (3.26) � êîãäà lim

h↑d
lim

t→+∞
[g(t, h)]1/t = +∞.

Íàêîíåö, óñëîâèå (3.31) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ φ(α, h) = g(|α|p, h) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ d ∈ [0,+∞), ∀ l > 1, ∀h2 ∈ (d, +∞) ∃h1 ∈ (d, h2) :

sup
t∈[0,+∞)

g(t + l, h1)
g(t, h2)

< +∞.
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Ïîæàëóé, íàèáîëåå âàæíûì ïðèìåðîì ðàâíîìåðíî âåñîâîé ôóíê-
öèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ φ(α, h) = gM (t, h) := M(t)ht, ãäå M(t) � îòîá-
ðàæåíèå [0,+∞) â [0, +∞) òàêîå, ÷òî lim

t→∞
(M(t))1/t = +∞. Òàêóþ

ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü âåñîâîé ôóíêöèåé Äàíæóà � Êàðëåìà-
íà, à ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííûå ñ åå ïîìîùüþ, � ïðîñòðàíñòâàìè
Äàíæóà � Êàðëåìàíà.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G èç Rp ââîäÿòñÿ
òàêèå ïðîñòðàíñòâà:

• E0
(M(t)tk)(G) � ïðîñòðàíñòâî Äàíæóà � Êàðëåìàíà ìèíèìàëü-

íîãî ïðîåêòèâíîãî òèïà;
• E∞

{M(t)tk}(G) � ïðîñòðàíñòâî Äàíæóà � Êàðëåìàíà ìàêñèìàëü-
íîãî èíäóêòèâíîãî òèïà;

• Ed
{M(t)tk}(G), 0 < d < ∞, � ïðîñòðàíñòâî Äàíæóà � Êàðëåìàíà

íîðìàëüíîãî èíäóêòèâíîãî òèïà.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ, êàê è ðàíüøå, ïðîñòðàíñò-

âà
Ed

(M(t)tk)[G], d ∈ [0, +∞); Ed
{M(t)tk}[G], d ∈ (0, +∞];

à òàêæå ïðîñòðàíñòâî òèïà Ed,c
(M(t)tk)

(G) è ò. ä.
Âèäèìî ïåðâîé èçâåñòíîé â ëèòåðàòóðå âåñîâîé ôóíêöèåé Äàí-

æóà � Êàðëåìàíà áûëà ôóíêöèÿ Æåâðå (Jevrey) èëè ñîêðàùåííî
Jev-ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé p = 1, M(t) = (Γ(t + 1))γ , γ > 1.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ èç äàííîãî ïóíêòà ñïðàâåäëèâû âñå ðåçóëüòàòû,
ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Äàíæóà �
Êàðëåìàíà íîðìàëüíîãî (ïðîåêòèâíîãî è èíäóêòèâíîãî) òèïà áûëè
ââåäåíû âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, â ðàáîòå [75].

3.8.11. Îáùèå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ â îòêðûòîì ìíîæåñòâå G èç Rp (p > 1) ðàññìîòðåíû
â ñòàòüå [85]. Îíè îïðåäåëÿëèñü ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ïðîåêòèâ-
íûì è èíäóêòèâíûì ïðåäåëàì áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç
êîòîðûõ õàðàêòåðèçîâàëîñü ñ ïîìîùüþ äâóõ âåñîâûõ ôóíêöèé: óæå
çíàêîìîé ôóíêöèè φ(α, h) ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè è îòîáðà-
æåíèÿ g(s, X) èç N0 ×G â (0,∞), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì:

à) ïðè âñåõ m ∈ N0 è X ∈ G g(m + 1, X) > g(m,X);
á) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà T èç G è ïðîèçâîëüíîãî s ∈ N0

0 < inf
[
g(s,X) : X ∈ T

]
6 sup

[
g(s,X) : X ∈ T

]
< +∞.

Ýòè äâå âåñîâûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþò ïîðÿäîê ðîñòà ìîäóëåé
|y(α)(X)| âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé èç ðàññìîòðåííûõ
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â [85] B-ïðîñòðàíñòâ â çàâèñèìîñòè îò èíäåêñà α èç Np
0 (ïîðÿäîê

÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ) è îò òî÷êè X èç G.
Â ðàáîòå [85] óêàçàíû óñëîâèÿ êðèòåðèàëüíîãî õàðàêòåðà, ïðè êî-

òîðûõ âî ââåäåííûõ â íåé ïðîñòðàíñòâàõ ñîäåðæàòñÿ ìíîãî÷ëåíû è
ýêñïîíåíòû, à òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå íåïðå-
ðûâíîñòü â íèõ îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ôóíêöèþ. Ïðèâåäåíû êðèòåðèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè â
ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ðÿäîâ èç ýêñïîíåíò ñ ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè è
îïèñàíî îïðåäåëåííîå ñâîéñòâî ¾çàðàçèòåëüíîñòè¿ ïîâåäåíèÿ ïîäîá-
íûõ ðÿäîâ.

Çà áîëåå ïîäðîáíûìè ñâåäåíèÿìè àâòîð îòñûëàåò ÷èòàòåëÿ ê ñòà-
òüå [85]. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà g(s,X) ≡ 1,
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ñòàòüè èçëîæåíû â äàííîì ðàçäåëå. Äî-
ïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ðÿäàõ ýêñïîíåíò ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïî-
êàçàòåëÿìè â òàêèõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî íàéòè è â ñòàòüå
àâòîðà [80].

3.8.12. Â �� 3�5, 7 ðàáîòû [80] èññëåäîâàíà ñâÿçü ìåæäó íàëè÷èåì
â íåêîòîðîì êëàññå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ E áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé ÀÏÑ ýêñïîíåíò ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè è
âîçìîæíîñòüþ ïðîäîëæåíèÿ âñåõ ôóíêöèé èç E, îïðåäåëåííûõ íà
ïîäìíîæåñòâå Q èç Rp, p > 1, íà âñå Rp (ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà ïðî-
ñòðàíñòâ). Ïðè ýòîì âåñîâàÿ ôóíêöèÿ µ(α), îïðåäåëÿþùàÿ ïðîñòðà-
íñòâî E, çàâèñåëà îò îäíîé ïåðåìåííîé α ∈ Np, õàðàêòåðèçóþùåé
äëÿ êàæäîé ôóíêöèè y èç E äîïóñòèìûé ðîñò åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ y(α)(X), à òî÷íåå � ðîñò âåëè÷èíû

sup
X∈Q

|y(α)(X)|
µ(α)

=: µy(α), α ∈ Np.

Â òî æå âðåìÿ â � 9 ýòîé æå ðàáîòû áûë ââåäåí áîëåå îáùèé
êëàññ âåñîâûõ ôóíêöèé g(α, X), çàâèñÿùèõ è îò èíäåêñà α ∈ Np, è
îò ïåðåìåííîé X ∈ Q, è îïðåäåëÿþùèõ äëÿ êàæäîé ôóíêöèè y èç
ñîîòâåòñòâóþùåãî âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé äîïóñòèìûé ðîñò ìîäóëÿ åå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
|y(α)(X)| â çàâèñèìîñòè îò äâóõ ïåðåìåííûõ α è X. Îäíàêî ñâÿçü
ìåæäó íàëè÷èåì ÀÏÑ ýêñïîíåíò ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè
â òàêèõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è âîçìîæíîñòüþ ïðîäîëæåíèÿ ëþ-
áîé ôóíêöèè èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñ Q íà Rp (ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà
ïðîñòðàíñòâ) â ðàáîòå [80] íå èçó÷àëàñü. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ýòîò
ïðîáåë âîñïîëíåí.
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Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 5.7
â [85] åñòü íåòî÷íîñòü. Ïåðâàÿ åå ôðàçà äîëæíà çâó÷àòü òàê: ¾Ïóñòü
d ∈ [0, +∞), φ îáëàäàåò ñâîéñòâîì 1) èç ï. 1.1 è ñâîéñòâîì (10) ïðè
âñåõ h > α¿.

3.8.13. Íåñêîëüêî èíîé, ÷åì â äàííîì ðàçäåëå, íî áëèçêèé ïîä-
õîä ê èññëåäóåìîé ïðîáëåìå áûë ðàíåå ïðèìåíåí â ñòàòüå [75], â
êîòîðîé ðàññìîòðåíî íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ÏÎËÂÏ ôóíêöèé, áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â îáëàñòè èëè òîëñòîì êîìïàêòå èç Rp.
Ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâà-
ìè, â [75] óñòàíàâëèâàåòñÿ äâîéñòâåííàÿ ñâÿçü ìåæäó íàëè÷èåì â
ïðîñòðàíñòâàõ äàííîãî ñåìåéñòâà ÀÏÑ ýêñïîíåíò ñ ìíèìûìè ïîêà-
çàòåëÿìè è ïðîäîëæèìîñòüþ ëþáîé ôóíêöèè èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ
äî ôóíêöèè íà Rp ñ àíàëîãè÷íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîéñòâà-
ìè. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ââåäåííûõ âûøå
ïðîñòðàíñòâ Äàíæóà � Êàðëåìàíà.

Â äèññåðòàöèè [134, ãë. II, � 4] ýòèì æå ìåòîäîì ïîëó÷åíû àíàëî-
ãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ îáùèõ ïðîñòðàíñòâ Áåðëèíãà � Áüîðêà (ïî
ïîâîäó ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñì., íàïðèìåð, [149]), êîòîðûå â ðàáîòå [75]
íå ðàññìàòðèâàëèñü (÷àñòü ðåçóëüòàòîâ èç [134] îïóáëèêîâàíà â ðà-
áîòàõ [132, 133]).

Ïîçäíåå ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â íàñòîÿùåì ðàç-
äåëå, áûëè ïîëó÷åíû â äèññåðòàöèè [7] äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ïðî-
ñòðàíñòâ óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé Áåðëèíãà � Áüîðêà
íîðìàëüíîãî òèïà (ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå ñì., íàïðèìåð,
â [8]). Â ÷àñòíîñòè, â [7, ãë. 2, � 6] äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ óñòàíîâëå-
íû ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â äàííîì ðàçäåëå. Ââèäó
îãðàíè÷åíèé íà îáúåì êíèãè, íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ ïîäðîáíåå
íà ðàáîòàõ [7, 8, 132, 134]. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî
èçëîæåííûå ìåòîäû ïðèìåíèìû ê ïðåäñòàâëÿþùèì ñèñòåìàì ýêñ-
ïîíåíò â ðàçíîîáðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ è áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

3.9. Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè äëÿ A-ÏÑ

3.9.1. Ïóñòü H � ÏÎËÂÏ íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Φ (Φ = C èëè
Φ = R) ñ òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì ïðåäíîðì P = {p} è,
êàê âûøå, Ω = ω1 ∪

⋃∞
k=1(ωk+1 \ ωk) � ñ÷åòíàÿ ñîâîêóïíîñòü èí-

äåêñîâ, à ωk � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > 1
ωk ⊂ ωk+1 ⊂ Ω.
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Ïóñòü, äàëåå, A � ËÂÏ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ ñ òîïîëîãèåé τ , ïðè-
÷åì A, τ ↪→ A1(X, H), τ1; X = (xα)α∈Ω � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ xα èç H, à A1(X,H), τ1 � ââåäåííîå â ðàçäåëå 3.1
ÏÎËÂÏ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ ñ òîïîëîãèåé τ1, îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì
ïðåäíîðì

QP =
{
qX
p (c) : p ∈ P

}
.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ LX
A íåïðåðû-

âåí (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñëàáî íåïðåðûâåí) èç (A, τ) â H, ïðè÷åì
X � A-ÏÑ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà LX

A � ýïèìîðôèçì (A, τ)
íà H. Àíàëîãè÷íî, X � A-áàçèñ â H â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè LX

A îòîáðàæàåò íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî (A, τ) íà H.
×òîáû ïðèìåíÿòü ýòè îáùèå ðåçóëüòàòû ê êîíêðåòíûì H, X è A,
èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáùóþ òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè â ÎËÂÏ
(ñì., íàïðèìåð, [143, ãë. VIII]).

Íà âñåì ïðîòÿæåíèè äàííîãî ðàçäåëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ñî-
äåðæèò âñå îðòû e(β), β ∈ Ω.

Åñëè ñèìâîëîì spanX îáîçíà÷èòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà
X, à ñèìâîëîì (X;H) � çàìûêàíèå span X â H, òî èç ñäåëàííîãî âû-
øå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî A ñëåäóåò, ÷òî spanX ⊆ LX

A (A) ⊆
(X;H). Ñëåäîâàòåëüíî,

(LX
A (A)) = (X;H)

(çäåñü è äàëåå LX
A (A) = {LX

A (d) : d ∈ A}, à âåðõíÿÿ ÷åðòà íàä êàêèì-
ëèáî ìíîæåñòâîì èç ËÂÏ E, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíî-
æåñòâà â E).

Î÷åâèäíî, ÷òî X � A-ÏÑ â (X; H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

LX
A (A) = (X; H);

äàëåå, X � A-áàçèñ â (X; H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

LX
A (A) = (X; H) è LX

A

−1
(0) = 0.

3.9.2. Ïóñòü Y1, Y2 � ïàðà ÎËÂÏ, Lσ(Y1, Y2) � ìíîæåñòâî âñåõ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ ñëàáî íåïðåðûâíî èç Y1 â Y2.
Ñëåäóÿ [39], ñêàæåì, ÷òî äëÿ ïàðû Y1, Y2 èìååò ìåñòî:

à) ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ äâîéñòâåííîñòè, åñëè äëÿ âñåõ T ∈ Lσ(Y1, Y2)

T−1(0) = 0, T (Y1) = T (Y1) ⇔ T ′(Y ′
2) = Y ′

1 ;
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á) âòîðàÿ ñèòóàöèÿ äâîéñòâåííîñòè, åñëè äëÿ âñåõ T ∈ Lσ(Y1, Y2)

T (Y1) = Y2 ⇔ T ′−1(0) = 0, T ′(Y ′
2) = T ′(Y ′

2)

(çàìûêàíèå áåðåòñÿ ïî ñèëüíîé òîïîëîãèè β(Y ′
1 , Y1));

â) òðåòüÿ ñèòóàöèÿ äâîéñòâåííîñòè, åñëè äëÿ âñåõ T ∈ Lσ(Y1, Y2)

T (Y1) = T (Y1) ⇔ T ′(Y ′
2) ñëàáî çàìêíóòî â Y ′

1 ;

ã) ÷åòâåðòàÿ ñèòóàöèÿ äâîéñòâåííîñòè, åñëè ïðè T ∈ Lσ(Y1, Y2)

T (Y1) = Y2, T−1(0) = 0 ⇔ T ′(Y ′
2) = Y ′

1 , T ′−1(0) = 0.

Ïóñòü åùå Q � êàêàÿ-ëèáî ñîâîêóïíîñòü ñåìåéñòâ d = (dγ)γ∈Ω èç
CΩ. Áóäåì ãîâîðèòü, ñíîâà ñëåäóÿ [39], ÷òî:

1) çàäà÷à [H ′; X; Q] ðàçðåøèìà, åñëè èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à
(èëè, â òåðìèíîëîãèè [28, 107], îáùàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ)

φ(xα) = dα, φ ∈ H ′, α ∈ Ω, (3.35)

èìååò ðåøåíèå φ â H ′ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d = (dα)α∈Ω

èç Q;
2) çàäà÷à [H ′;X;Q] îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, åñëè çàäà÷à (3.35)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå φ èç H ′ äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà d =
(dγ)γ∈Ω èç Q.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòèõ îïðåäåëåíèé âûòåêàåò
Òåîðåìà 3.30. Ïóñòü H � ÎËÂÏ; X = (xα)α∈Ω; xα 6= 0 äëÿ

ëþáîãî α ∈ Ω. Ïóñòü, äàëåå, A � ñîäåðæàùåå âñå îðòû {e(β)}β∈Ω

ïîäïðîñòðàíñòâî A1(X, H) ñ òîïîëîãèåé τ òàêîé, ÷òî (A, τ) ↪→
(A1(X,H), τ1). Òîãäà ñïðàâåäëèâû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:

I. Åñëè äëÿ ïàðû A,H èìååò ìåñòî ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ äâîéñòâåííî-
ñòè, òî X � A-áàçèñ â (X;H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìà
çàäà÷à [H ′;X;A′].

II. Åñëè äëÿ ïàðû A,H èìååò ìåñòî âòîðàÿ ñèòóàöèÿ äâîéñò-
âåííîñòè, òî X � A-ÏÑ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (LX

A )′

îòîáðàæàåò H ′ âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî
(A′, β(A′, A)).

III. Åñëè ê ïàðå (A,H) ïðèìåíèìà òðåòüÿ ñèòóàöèÿ äâîéñòâåí-
íîñòè, òî X � A-ÏÑ â (X; H) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
ìíîæåñòâî (LX

A )′(H ′) ñëàáî çàìêíóòî â A′.
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IV. Íàêîíåö, åñëè äëÿ ïàðû (A, H) èìååò ìåñòî ÷åòâåðòàÿ ñèòóà-
öèÿ äâîéñòâåííîñòè, òî X � A-áàçèñ â H â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà çàäà÷à [H ′; X; A′] îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

3.9.3. ×òîáû ïðèìåíèòü ïðèâåäåííûå â òåîðåìå 3.30 îáùèå ðå-
çóëüòàòû ê ïðîñòðàíñòâàì H, A, τ è îïåðàòîðó LX

A , íåîáõîäèìî èìåòü
ïðåäñòàâëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà (A, τ)′ è ñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà (LX

A )′.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ýòè íóæíûå íàì ïðåäñòàâëåíèÿ, áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A, τ óäîâëåòâîðÿåò, êðîìå óæå ñäåëàííûõ
ïðåäïîëîæåíèé, åùå è òàêîìó óñëîâèþ:

(B1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ ∑

α∈ωn
cαe(α)

}∞
n=1

ñõîäèòñÿ ê c â A, τ
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà c = (cα)α∈Ω èç A.

Óñëîâèå (B1) îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà E := (e(α))α∈Ω ÿâëÿåòñÿ A-ÏÑ
â (A, τ). Ïðè ýòîì, òàê êàê (A, τ) ↪→ A1(X, H), τ è, êàê ïîêàçàíî â
ðàçäåëå 3.1, ψα(c) := cα ∈ (A1(X,H), τ1)′ äëÿ ëþáîãî α ∈ Ω, òî
ïîäàâíî ψα ∈ (A, τ)′. Íî òîãäà E � A-áàçèñ â A, τ . Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè lim

n→∞
∑

α∈ωn
dαe(α) = 0 è {dβ}β∈Ω ∈ A, òî ïðè ëþáîì α ∈ Ω

0 = ψα(0) = dα è d(dα)α∈Ω = 0.
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (A, τ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (B1) è φ ∈ (A, τ)′.

Òîãäà

φ(c) = φ

(
lim

n→∞

∑
α∈ωn

cαe(α)

)
= lim

n→∞

∑
α∈ωn

cαηα ∀ c ∈ A,

ãäå ηα = φ(e(α)) ïðè ëþáîì α ∈ Ω. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Ã âñåõ
÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ b{bγ}γ∈Ω òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî c = (cα)α∈Ω èç A
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

∑
α∈ωn

cαbα =: 〈c, b〉Ω.

Â äàííîì ñëó÷àå (A, τ)′ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì MA ïðîñòðàíñòâà Ã (èìåííî,

MA =
{
(φ(e(α)))α∈Ω : φ ∈ (A, τ)′

}
).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A, τ áî÷å÷íî (îïðåäåëåíèå áî-
÷å÷íîãî ËÂÏ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [125, ñ. 99]). Çàôèêñèðóåì
êàêîé-ëèáî ýëåìåíò {ηα}α∈Ω èç Ã è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü



3.9. Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè äëÿ A-ÏÑ 175

ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ {hn}∞n=1, ãäå

hn(c) :=
∑

α∈ωn

cαηα ∀n > 1, c ∈ A.

ßñíî, ÷òî

hn(c) =
∑

α∈ωn

ηαψα(c) ∀ c ∈ A, ∀n > 1,

è ïîòîìó êàæäûé ôóíêöèîíàë hn íåïðåðûâåí íà A, τ . Òàê êàê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {gn}∞n=1 ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñõî-
äèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà ÎËÂÏ A, τ è ïðîñòðàíñòâî (A, τ) áî÷å÷íî, òî ïî
òåîðåìå Áàíàõà � Øòåéíãàóçà (ñì., íàïðèìåð, [125, ñ. 105])

h(c) := lim
n→∞

hn(c) ∈ (A, τ)′.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå (A, τ)′ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî
âñåì ïðîñòðàíñòâîì Ã (ïðè ýòîì Ã = MA).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïåðàòîðó (LX
A )′. Èìååì äëÿ ëþáûõ φ ∈ H ′ è

c ∈ A:
((LX

A )′φ)(c) = φ(LX
A c) = φ

(
lim

n→∞

∑
α∈ωn

cαxα

)
.

Òàê êàê A ⊆ A1(X,H), òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{∑
α∈ωn

cαxα

}∞
n=1

â H.
Ïîýòîìó

φ

(
lim

n→∞

∑
α∈ωn

cαxα

)
= lim

n→∞

∑
α∈ωn

cαφ(xα) = lim
n→∞

∑
α∈ωn

cαηα ∀φ ∈ H ′,

ãäå ηα = φ(xα) ïðè ëþáîì α ∈ ω è ñåìåéñòâî (ηα)α∈Ω ïðèíàäëå-
æèò ïðîñòðàíñòâó Ã. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç ñîïðÿæåííîãî îïåðàòî-
ðà (LX

A )′(H ′) â (A, τ)′ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì EH′
Ω :=

{(φ(xα))α∈Ω : φ ∈ H ′}, ÿâëÿþùèìñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàí-
ñòâà MA ⊆ Ã.

3.9.4. Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 3.30 ìîæíî òåïåðü ïîëó÷èòü
òàêèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3.31. Ïóñòü A, τ ↪→ A1(X, H), τ1 è ïðîñòðàíñòâî A, τ
îáëàäàåò ñâîéñòâîì (B1). Òîãäà:

I. Åñëè äëÿ ïàðû A, τ ; H ñïðàâåäëèâà 1-àÿ ñèòóàöèÿ äâîéñòâåí-
íîñòè, òî:
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a1) X � A-áàçèñ â (X; H), åñëè è òîëüêî åñëè EH′
Ω = MA;

b1) äëÿ òîãî ÷òîáû X áûëî A-áàçèñîì â (X; H), äîñòàòî÷íî, à â ñëó-
÷àå, êîãäà (A, τ) áî÷å÷íî, è íåîáõîäèìî, ÷òîáû çàäà÷à [H ′; X; Ã]
áûëà ðàçðåøèìà.

II. Åñëè äëÿ ïàðû A, τ ; H èìååò ìåñòî âòîðàÿ ñèòóàöèÿ äâîé-
ñòâåííîñòè, òî:
a2) X � A-ÏÑ â H åñëè è òîëüêî åñëè çàäà÷à [H ′; X; EH′

A ] îäíîçíà÷-
íî ðàçðåøèìà è ìíîæåñòâî EH′

A ñëàáî (èëè ñèëüíî) çàìêíóòî â
MA (â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé â MA èç (A, τ)′);

b2) äëÿ òîãî ÷òîáû ñåìåéñòâî X áûëî A-ÏÑ â H, äîñòàòî÷íî, à
â ñëó÷àå, êîãäà (A, τ) áî÷å÷íî, è íåîáõîäèìî, ÷òîáû çàäà÷à
[H ′;X;EH′

A ] áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è ÷òîáû ìíîæåñòâî
EH′

A áûëî (ñëàáî èëè ñèëüíî) çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå Ã ñ èí-
äóöèðîâàííîé èç (A, τ)′ òîïîëîãèåé.

III. Åñëè ê ïàðå (A, τ); H ïðèìåíèìà òðåòüÿ ñèòóàöèÿ äâîéñòâåí-
íîñòè, òî:
a3) X � A-ÏÑ â (X;H) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà EH′

A ñëàáî
çàìêíóòî â MA;

b3) äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà X áûëà A-ÏÑ â (X;H), äîñòàòî÷íî, à â
ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî A, τ áî÷å÷íî, è íåîáõîäèìî, ÷òîáû
EH′

A áûëî ñëàáî çàìêíóòî â Ã.
IV. Íàêîíåö, åñëè äëÿ ïàðû A, τ ; H èìååò ìåñòî ÷åòâåðòàÿ ñèòó-

àöèÿ äâîéñòâåííîñòè, òî:
a4) X � A-áàçèñ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàäà÷à [H ′; X; MA]

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà;
b4) äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà X áûëà A-áàçèñîì â H, äîñòàòî÷íî,

à â ñëó÷àå, êîãäà A, τ áî÷å÷íî, è íåîáõîäèìî, ÷òîáû çàäà÷à
[H ′;X; Ã] áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Èç îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè [143, ãë. VIII] ñëåäóåò, ÷òî òåîðå-
ìà 3.31 ïðèìåíèìà, â ÷àñòíîñòè, ê ñëó÷àÿì, êîãäà îáà ïðîñòðàíñòâà
H è A, τ áóäóò èëè ïðîñòðàíñòâàìè Ôðåøå, èëè ñèëüíûìè ñîïðÿ-
æåííûìè ê ðåôëåêñèâíûì ïðîñòðàíñòâàì Ôðåøå. Íàïðèìåð, ïåð-
âûé ñëó÷àé èìååò ìåñòî, êîãäà H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, à ïðîñò-
ðàíñòâî A, τ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 3.1 ïðî-
ñòðàíñòâ Aj(X, H), τj , 1 6 j 6 3, òàê êàê êàæäîå èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ
â äàííîì ñëó÷àå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå.

Ê ñîæàëåíèþ, ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì êëàññàì ïðîñòðàíñòâ H ñè-
òóàöèÿ ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ èç-çà òðóäíîñòåé â îïèñàíèè òîïîëîãè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ Aj , τj , j = 1, 2, 3. Íàïðèìåð, äî ñèõ ïîð
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íåèçâåñòåí îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé àâòîðîì ïî÷òè òðèäöàòü
ëåò íàçàä: åñëè H � ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ê ðåôëåêñèâíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó Ôðåøå, òî áóäåò ëè òàêèì æå êàêîå-ëèáî èç ïðîñòðàíñòâ
Aj(X, H), τj , 1 6 j 6 3.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ H ôè-
ãóðèðóþùóþ â òåîðåìå 3.31 èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó (îáùóþ ïðî-
áëåìó ìîìåíòîâ) (3.35) ìîæíî èññëåäîâàòü è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû êðèòåðèàëüíîãî õàðàêòåðà äëÿ A-ÏÑ
è A-áàçèñîâ.

Ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî ðîäà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüå [23]
(â ñëó÷àå, êîãäà A = A2 è X � A2-áàçèñ â (X;H)), ñòàòüÿõ [37,
38] (çäåñü A = A1 èëè A = A2 è íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
X � Aj-ÏÑ èëè Aj-áàçèñ (ïðè j = 1, 2) â (X; H) èëè â H, ãäå H �
ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå èëè LN∗-ïðîñòðàíñòâî) è ò. ä.

3.9.5. Íå ïðèâîäÿ âñå äîâîëüíî ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòà-
òû â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïîëó÷åííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ H è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé
{xn(t)}∞n=1, îãðàíè÷èìñÿ íåêîòîðûìè èç íèõ, ïðè÷åì, â êà÷åñòâå X
âûáåðåì ìîäåëüíóþ ñèñòåìó ýêñïîíåíò EΩ := (exp〈λα, z〉p)α∈Ω, ãäå

Ω = ω1 ∪
( ∞⋃

k=1

ωk+1 \ ωk

)
, ω1 ⊂ ω2 ⊂ · · · ⊂ ωn ⊂ Ω = Np,

p > 1, λα ∈ Cp ∀α ∈ Np.

Ïóñòü G � ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò îãðàíè÷åííàÿ âûïóê-
ëàÿ îáëàñòü â Cp. Ïîëîæèì H = A(G), ãäå, êàê âûøå, A(G) � ïðî-
ñòðàíñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè G ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé,
çàäàííîé ñ÷åòíûì íàáîðîì íîðì

pn(y) := max
z∈qnG

|y(z)|, 0 < qn ↑ 1, n = 1, 2, . . .

Â êà÷åñòâå A(EΩ; A(G)) âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî A2 := A2(EΩ;
A(G)):

A2 =
{
c = (cα)α∈Ω :

∑

α∈Ω

|cα| exp qnH(λα) < ∞, 0 < qn ↑ 1, n = 1, 2, . . .

}

(çäåñü è äàëåå H(z) := supw∈G <e 〈z, w〉p � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàñ-
òè G).
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Êàê áûëî ïîêàçàíî Ìàðòèíî è Ýðåíïðàéñîì (ñì. [151, 166], à òàê-
æå [122, 137]), ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

∀ψ ∈ (A(G))′ → ψ(exp〈µ, z〉p) =: gψ(µ)

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà (H ′, β) íà
ïðîñòðàíñòâî [1,H(z))p âñåõ öåëûõ ôóíêöèé â Cp òàêèõ, ÷òî

∀ f ∈ [1,H(z))p ∃n = n(f), ∃M = M(n, f) :

|f |n := sup
z∈Cp

|f(z)|
exp qnH(z)

< +∞.

Ïðè ýòîì [1,H(z))p = lim−→n
EC(qnG), ãäå ïðè ëþáîì n > 1

EC(qnG) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ ôóíêöèé y(z) â Cp òàêèõ, ÷òî
|y|n < +∞. Åñëè | · |n � íîðìà â EC(qnG), òî, êàê õîðîøî èçâåñò-
íî (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó, íàïðèìåð, îáçîð [137] èëè êíèãó [122]),
[1,H(z))p � ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
B-ïðîñòðàíñòâ {EC(qnG)}∞n=1 è, áîëåå òîãî, LN∗-ïðîñòðàíñòâî â
òåðìèíîëîãèè Ñåáàøòüÿíà-è-Ñèëâû. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåìû 2.3, â äàííîì ñëó÷àå

A2 =
{

c = {cα}α∈Np : lim
|α|p→∞

[
1

|λα|p ln |cα|+ H(λα)
]

6 0
}

.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.31 ENp � ÀÏÑ â A(G) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ GE

∀ y ∈ [1,H(z))p → {y(λα)}α∈Np ∈ A2

îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî [1, H(z))p íà ìíîæåñòâî

E
(A(G))′

A2
:=

{{y(λα)}α∈Np : y ∈ [1,H(z))p

}
,

çàìêíóòîå (ñëàáî èëè, ÷òî âñå ðàâíî, ñèëüíî) â ïðîñòðàíñòâå
(A2, τ2)′ := lim−→n

Bn, ãäå äëÿ ëþáîãî n > 1

Bn =
{
{dα}α∈Np : ‖d‖n := sup

α∈Np

|dα| exp qnH(λα) < ∞
}

.

Äàëåå, ïî òîé æå òåîðåìå 3.31 ENp � ÀÏC â (ENp ;A(G)) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð GE îòîáðàæàåò [1, H(z))p íà ñëàáî èëè
ñèëüíî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî (A2, τ2)′.
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Íàêîíåö, ENp � àáñîëþòíûé áàçèñ â (ENp ; A(G)) â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à

y(λα) = dα, α ∈ Np, (3.36)

ðàçðåøèìà â [1,H(z))p äëÿ ëþáîé ñèñòåìû {dα}α∈Np èç (A2)′; ENp �
àáñîëþòíûé áàçèñ â A(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð GE

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì [1, h(z))p íà (A2, τ2)′ =: Â2.
Â ñëó÷àå p = 1 èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (3.36) èçó÷àëàñü â òå-

÷åíèå äîâîëüíî äëèòåëüíîãî âðåìåíè, è ïî ýòîìó âîïðîñó èìååòñÿ
îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ (ñì., íàïðèìåð, [37, 38, 88, 97, 98, 102, 146,
174]).

3.9.6. Ïóñòü òåïåðü F � âûïóêëûé êîìïàêò â Cp, p > 1, ñ îïîð-
íîé ôóíêöèåé hF (z); Gn � ñîäåðæàùàÿ F îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ
îáëàñòü â Cp ñ îïîðíîé ôóíêöèåé hGn

(z) = hF (z) + 1
n , n ∈ N, ò. å.

Gn = F + Kp(0, 1/n), ãäå Kp(z0, r) := {z ∈ Cp : |z − z0| < r}. ßñíî,
÷òî

F ⊂ Gn+1 ⊂ Gn+1 ⊂ Gn ∀n ∈ N,

ïðè÷åì
⋂+∞

n=1 Gn = F . Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì H(F ) ïðîñòðàíñòâî âñåõ
àíàëèòè÷åñêèõ ðîñòêîâ íà F . Êàæäûé èç ýòèõ ðîñòêîâ ÿâëÿåòñÿ
êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèì èç âñåõ ëîêàëüíî àíàëèòè÷å-
ñêèõ íà F ôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî

∃n0 = n0(f) : f ∈ A(Gn0), f(z) = f0(z) ∀ z ∈ Gn0 ,

ãäå f0 � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ëîêàëüíî àíàëèòè÷åñêàÿ íà F
ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ äàííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ââåäåì â H(F ) òîïîëîãèþ µ èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ
Ôðåøå A(Gn) � ñèëüíåéøóþ èç ëîêàëüíî âûïóêëûõ òîïîëîãèé òà-
êèõ, ÷òî îïåðàòîð ¾òîæäåñòâåííîãî âëîæåíèÿ¿, ñòàâÿùèé â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîé ôóíêöèè èç A(Gn) ñîäåðæàùèé åå êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè â H(F ), íåïðåðûâåí ïðè âñåõ n > 1. Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ,
êàæäîå ïðîñòðàíñòâî A(Gn) âëîæåíî âïîëíå íåïðåðûâíî â A(Gn+1)
äëÿ ëþáîãî n > 1 (òàêîå âëîæåíèå äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
A(Gn)↪→↪→A(Gn+1)), è ïîòîìó H(F ), µ = lim−→n

(A(Gn))′β � LN∗-ïðî-
ñòðàíñòâî (ñì., íàïðèìåð, [124, 129]). Î÷åâèäíî, ÷òî exp(〈λ, z〉p) ∈
H(F ) äëÿ ëþáîãî λ ∈ Cp. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî [122, 125, 143],
(H(F ), µ)′β = lim←−n

(A(Gn))′β ; ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
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ïðîñòðàíñòâî (H(F ), µ)′β îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì [1, hF ]p =
lim←−n

[1, hGn
)p.

Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêñïîíåíò

EΛ := {exp(〈λk, z〉p)}∞k=1, Λ := {λk}∞k=1 ∈ CN, lim
k→∞

|λk|p = ∞.

Ïî ñèñòåìå EΛ îáðàçóåì ïðîñòðàíñòâî A2 = A2(EΛ,H(F )) âñåõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé {ck}∞k=1 ∈ CN òàêèõ, ÷òî ðÿä

∑∞
k=1 ck exp〈λk, z〉p

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H(F ). Êàê îòìå÷åíî â ï. 2.2.1, LN∗-ïðîñòðàí-
ñòâî H(F ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (Y0). Ïîýòîìó

A2 =
{
{ck}∞k=1 ∈ CN : ðÿä

∑∞
k=1

ck exp(〈λk, z〉p àáñîëþòíî

ñõîäèòñÿ â A(Gn) ïðè íåêîòîðîì n = n(c)
}

.

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå â íà÷àëå ïóíêòà 2.2.4, çàêëþ÷àåì, ÷òî

A2 =
∞⋃

n=1

An,2,

ãäå

An,2 :=
{
{ck}∞k=1 : lim

k→∞

[
1

|λk|p ln |ck|+ hF

(
λk

|λk|p

)
+

1
n

]
6 0

}
.

Åñëè â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå An,2 ââåñòè òîïîëîãèþ ñ÷åòíûì íàáî-
ðîì íîðì

|c|m,n =
∞∑

k=1

|ck| exp
{

qm|λk|p
[
hF

(
λk

|λk|p

)
+

1
n

]}
,

ãäå m ∈ N, 0 < qm ↑ 1, à â ïðîñòðàíñòâå A2 � òîïîëîãèþ
lim−→n

An,2, òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, An,2 ↪→↪→An+1,2 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, A2, µ1 := lim−→n

An,2 � LN∗-ïðîñòðàíñòâî. Êðîìå òîãî, áèëèíåéíàÿ
ôîðìà 〈c, d〉 =

∑∞
k=1 ckdk óñòàíàâëèâàåò îòäåëèìóþ äâîéñòâåííîñòü

ìåæäó A2, µ1 è ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå

Â2 :=

{
d = {dk}∞k=1 : [d]n =sup

r>1

|dk| exp(−|λk|p/n)

exp(|λk|p|)hF

(
λk

|λk|p

) < +∞ ∀n ∈ N
}

ñ îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ ν2 â íåì íàáîðîì íîðì [ · ]n, n ∈ N.
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Òàêèì îáðàçîì, (A2, µ1)′β = Â2, ν2. À òàê êàê äëÿ LN∗-ïðîñò-
ðàíñòâ H(F ), µ è A2, µ1 ñïðàâåäëèâû âñå ÷åòûðå ñèòóàöèè äâîéñòâåí-
íîñòè, òî èç òåîðåìû 3.31 ñëåäóåò òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.32. Åñëè p > 1 è F � âûïóêëûé êîìïàêò â Cp, òî:
1) äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà EΛ áûëà àáñîëþòíûì áàçèñîì â H(F ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (3.36) áû-
ëà ðàçðåøèìà â [1, hF ]p äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè d èç Â2;

2) EΛ � ÀÏÑ â (EΛ; H(F )) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî

TF :=
{
(g(λk))∞k=1 : g ∈ [1, hF ]p

}

çàìêíóòî (ñèëüíî èëè ñëàáî) â Â2, ν2;
3) äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà EΛ áûëà ÀÏÑ â H(F ), íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à y(λk) = 0, k > 1,
èìåëà òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå â [1, hF ]p è ÷òîáû ìíîæåñòâî TF áûëî
çàìêíóòî (ñëàáî èëè ñèëüíî) â Â2, ν2.

3.9.7. Â çàêëþ÷åíèå ïðèìåíèì òåîðåìó 3.31 ê îäíîìó êëàññó öå-
ëûõ ôóíêöèé, ðàññìîòðåííîìó â ñòàòüå [150]. Ïóñòü G � îãðàíè-
÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C è E(G) � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ
ôóíêöèé y(z), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â êàæ-
äîé êîíå÷íîé òî÷êå z èç C ðÿäà y(z) =

∑∞
k=1 ykeµkz, â êîòîðîì

(yk)∞k=1 ∈ `1, à (µk)∞k=1 � êàêàÿ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç
G. Ïóñòü MG = sup

v∈G
|v|. Èç íåðàâåíñòâà

|y(z)| 6
∞∑

k=1

|yk||eµkz| 6 C(y) eMG|z|

âûâîäèì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç E(G) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà; áîëåå òîãî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, E(G) ⊂
[1, hG].

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ òî÷åê (λk)∞k=1

èç G è âûÿñíèì, êîãäà EΛ := {exp(λk, z)}∞k=1 � ÀÏÑ â E(G). Íàïîì-
íèì, ÷òî ëþáîé ðÿä âèäà

∑∞
k=1 ckeµkz, â êîòîðîì ck ∈ C, λk ∈ G,

k ∈ N, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 2.13 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â êàæ-
äîé êîíå÷íîé òî÷êå z èç C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ck ∈ `1.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè

A2 = A2(EΛ, E(G)) =

{
(ck)∞k=1 :

∞∑

k=1

|ck| < +∞
}

= `1.
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Ïðè ýòîì, A2 � B-ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖c‖1 =
∑∞

k=1 |ck|, à ñîïðÿ-
æåííîå ñ íèì ïðîñòðàíñòâî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ B-ïðîñòðàíñòâîì

`∞ =
{

(dk)∞k=1 : sup
k∈N

|dk| < +∞
}

ñ íîðìîé ‖d‖∞ = sup
k∈N

|dk|.

Åñëè EΛ � ÀÏÑ â E(G), òî B-ïðîñòðàíñòâî MΛ, ν èç ï. 2.3.1
(ñ p = 1) ñîâïàäàåò ïî íàáîðó ýëåìåíòîâ ñ E(G). Â äàííîì ñëó÷àå
E(G), ν � B-ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì, êàê ïîêàçàíî â [150], (E(G), ν)′

ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îòîæäåñòâèòü ñ B-ïðîñ-
òðàíñòâîì E∞

(G), ñîñòîÿùèì èç âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ
â G ôóíêöèé g, ñíàáæåííûì sup-íîðìîé ‖g‖G

∞ = supz∈G |g(z)|. Ïî-
ýòîìó ïðè îïðåäåëåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ EΛ � ÀÏÑ â E(G), ν,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E(G), ν � B-ïðîñòðàíñòâî. Íî â ýòîì ñëó÷àå
ê ïàðå ïðîñòðàíñòâ E(G), ν è A2 ïðèìåíèìû âñå ÷åòûðå ñèòóàöèè
äâîéñòâåííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü EΛ áû-
ëà ÀÏÑ â (EΛ, E(G)), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî
T0 := {(g(λk))∞k=1 : g ∈ E∞

(G)} áûëî çàìêíóòûì â `∞. Äàëåå, EΛ �
ÀÏÑ â E(G), ν òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à
y(λk) = 0, k > 1, èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå â E∞

(G), à ìíîæåñòâî
T0 çàìêíóòî â `∞. Èíà÷å ãîâîðÿ, EΛ � ÀÏÑ â E(G), ν â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ¾îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ¿

`Λ : ∀ g ∈ E∞
(G) → {g(λk)}∞k=1 ∈ `∞

îòîáðàæàåò B-ïðîñòðàíñòâî E∞
(G) âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà çàìêíóòîå

ïîäïðîñòðàíñòâî (B-ïðîñòðàíñòâî) ïðîñòðàíñòâà `∞.
Òàê êàê îïåðàòîð `Λ íåïðåðûâåí èç E∞

(G), ‖·‖G
∞ â `∞, òî, ïðèâëåêàÿ

òåîðåìó Áàíàõà îá èçîìîðôèçìå, ìîæíî âûâåäåííûé èç òåîðåìû 3.31
êðèòåðèé âûðàçèòü ñîîòíîøåíèåì

∃ b < ∞ : sup
z∈G

|g(z)| 6 sup
k∈N

|g(λk)| ∀ g ∈ E∞
(G),

è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü îäèí èç óñòàíîâëåííûõ â [150] êðèòåðèåâ òîãî,
÷òî EΛ � ÀÏÑ â E(G).
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ÎÁÎÁÙÅÍÈß
ÏÐÅÄÑÒÀÂËßÞÙÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

4.1. Àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèå ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ

4.1.1. Ïóñòü H � ÏÎËÂÏ íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Φ, ãäå Φ = C èëè
Φ = R. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âñþäó äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî Φ = C. Îäíàêî âñå èçëàãàåìûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû
(ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ) è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Φ = R.

Ïóñòü Λ � ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ (íå îáÿçàòåëüíî
ñ÷åòíîå) è XΛ = {xα : α ∈ Λ} � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü íåíóëåâûõ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç H. Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ èç ðàáî-
òû [54, ñ. 670], íàçîâåì XΛ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèì ñåìåéñòâîì
(ÀÏÑì â H, åñëè äëÿ ëþáîãî x èç H íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ
èç H âèäà

{cαxα : cα ∈ Φ, α ∈ Λ},
àáñîëþòíî ñóììèðóåìîå ê x â H, ò. å. ñóììèðóåìîå ê x â H è òà-
êîå, ÷òî

∑
α∈Λ p(xα)|cα| < ∞ ïðè âñåõ p ∈ P, ãäå P = {p} � íàáîð

ïðåäíîðì, îïðåäåëÿþùèé òîïîëîãèþ â H. Åñëè äëÿ êàæäîãî x èç H
ñåìåéñòâî ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè íå òîëüêî ñóùåñòâóåò, íî è åäèí-
ñòâåííî, XΛ íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñóììèðóþùèì áàçèñîì (ÀÑìÁ) â
H. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà Λ, îïðåäåëåíèÿ ÀÏÑì
è ÀÑìÁ ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñ îïðåäåëåíèÿìè ÀÏÑ è ÀÁ èç
ãëàâû 3.

Ïî àíàëîãèè ñ ï. 3.1.3 ââåäåì ïðîñòðàíñòâî A2 = A2(XΛ,H) ÷èñ-
ëîâûõ ñåìåéñòâ èç CΛ

A2(XΛ,H) =
{

c = (cα)α∈Λ : cα ∈ C ∀α ∈ Λ;

qp(c) :=
∑

α∈Λ

|cα|p(xα) < ∞ ∀ p ∈ P

}
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ñ òîïîëîãèåé µ, îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì ïðåäíîðì QP := {qp :
p ∈ P}. Òîãäà (A2, µ) � ÏÎËÂÏ.

Äëÿ ëþáîãî èíäåêñà β èç Λ îïðåäåëèì â A2 ¾îðò¿ e(β) =
{e(γ)

β }γ∈Λ, ãäå e
(γ)
β � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ò. å. e

(β)
β = 1 è e

(γ)
β = 0

ïðè γ ∈ Λ, γ 6= β. Î÷åâèäíî, ÷òî e(β) ∈ A2(XΛ, H) äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ.
Ââåäåì îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ LΛ :

∀ c ∈ A2 → LΛc =
∑

α∈H

cαxα ∈ H.

ßñíî, ÷òî LΛ � ëèíåéíûé îïåðàòîð, íåïðåðûâíî äåéñòâóþùèé èç
(A2, µ) â H. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î÷åâèäåí.

Òåîðåìà 4.1. XΛ � ÀÏÑì â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà LΛ �
ýïèìîðôèçì A2 íà H.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü äðóãîé, íå ñòîëü î÷åâèäíûé, êðèòå-
ðèé, çàìåòèì, ÷òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ñåìåéñòâî ¾îðòîâ¿ {e(β)}β∈Λ

ÿâëÿåòñÿ ÀÑìÁ â (A2, µ), ïðè÷åì LΛe(β) = xβ ïðè ëþáîì β ∈ Λ.
Òåîðåìà 4.2. Ñåìåéñòâî XΛ ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑì â ÏÎËÂÏ H òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ÏÎËÂÏ E ñ ÀÑìÁ {vγ}γ∈Λ è
ýïèìîðôèçì T èç E íà H òàêèå, ÷òî Tvγ = xγ ïðè âñåõ γ ∈ Λ.

C 1. Ïóñòü XΛ �ÀÏÑì â H; òîãäà â êà÷åñòâå E ìîæíî âçÿòü ïðîñ-
òðàíñòâî A2(XΛ,H), â êà÷åñòâå {vγ}γ∈Λ � ñåìåéñòâî îðòîâ {e(β)}β∈Λ

è, íàêîíåö, â êà÷åñòâå T � îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ LΛ.
2. Ïóñòü, îáðàòíî, V := (vγ)γ∈Λ � ÀÑìÁ â íåêîòîðîì ÏÎËÂÏ E

è T � ýïèìîðôèçì E íà H òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ γ ∈ Λ Tvγ = xγ . Äëÿ
ëþáîãî x èç H íàéäåòñÿ ýëåìåíò g èç E òàêîé, ÷òî Tg = x. Äàëåå, òàê
êàê V � ÀÑìÁ â E, òî g =

∑
α∈Λ dαvα, ïðè÷åì ñåìåéñòâî {dαvα}α∈Λ

àáñîëþòíî ñóììèðóåìî (ê g) â E. Íî òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè è
íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà T

x = Tg = T

( ∑

α∈Λ

dαvα

)
=

∑

α∈Λ

dαTvα =
∑

α∈Λ

dαxα,

è ñåìåéñòâî {dαxα}α∈Λ àáñîëþòíî ñóììèðóåìî (ê x) â H. Ñëåäîâà-
òåëüíî, XΛ � ÀÏÑì â H. B

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå 4.2 ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî V � ÀÑìÁ
â E, ìîæíî çàìåíèòü (áåç èçìåíåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà) òðåáîâàíèåì,
÷òîáû V áûëî ÀÏÑì â E.



4.1. Àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèå ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ 185

4.1.2. Êðèòåðèé 4.2 ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ÀÏÑì è
ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ïðèìåðû ÀÏÑì, âàðüèðóÿ ÏÎËÂÏ E è ÀÏÑì V
(ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî Λ ñ÷åòíî, ò. å.
äëÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì, èìåþòñÿ â ðÿäå ðàáîò àâòî-
ðà (ñì., íàïðèìåð, [47]). Îäíàêî, ýòîò êðèòåðèé ìàëîýôôåêòèâåí ïðè
ðåøåíèè âîïðîñà î òîì, áóäåò ëè çàäàííîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ XΛ

ÀÏÑì â H. Â äàííîì ïóíêòå ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè èíîãî ðîäà, áî-
ëåå ïîëåçíûå â ýòîì îòíîøåíèè. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ âñþäó äà-
ëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ îïðåäåëÿþùèì
òîïîëîãèþ íàáîðîì ïðåäíîðì P = {pn}∞n=1 (ðåçóëüòàòû, ïîäîáíûå
èçëîæåííûì äàëåå, ìîæíî ïîëó÷èòü, íî áîëåå ñëîæíûì ïóòåì è ïðè
îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, è â ñëó÷àå, êîãäà
H � âíóòðåííèé èíäóêòèâíûé ïðåäåë âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå èëè æå ïðîñòðàíñòâî, ñèëüíî ñîïðÿæåííîå
ê ðåôëåêèâíîìó ïðîñòðàíñòâó Ôðåøå).

Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûé êðèòåðèé òàêîãî ðîäà áûë óñòàíîâëåí äëÿ
ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå â [54, òåîðåìà 1]. Îí îñíîâàí íà îïèñàííîì ÷óòü
íèæå ïîíÿòèè ñòðîãîé XΛ-òîïîëîãèè è, êàê ïîêàçàíî íà ðÿäå ïðè-
ìåðîâ â [54], âåñüìà ïîëåçåí ïðè îïðåäåëåíèè óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ
äëÿ òîãî, ÷òîáû XΛ áûëî ÀÏÑì â H. Îäíàêî äî ñèõ ïîð îí ìàëî ÷òî
äàë äëÿ îòûñêàíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì çäåñü åãî ôîðìóëèðîâêó, ñíàáäèâ åå äîêà-
çàòåëüñòâîì òîëüêî òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê íåîáõîäèìîñòè è
èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì (â ðàçäåëå 4.4).

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç [54]. Ïóñòü
H � ÏÎËÂÏ ñ îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ íàáîðîì ïðåäíîðì P =
{pn}n∈B , ãäå B � èëè áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, èëè
îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Ñîîòâåòñòâåííî, H � èëè íå áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, èëè B-ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü, êàê âûøå, xα ∈ H
äëÿ ëþáîãî α ∈ Λ è XΛ := (aα)α∈Λ. Ñëåäóÿ [54], íàçîâåì ïîäïðî-
ñòðàíñòâî H0 ñ òîïîëîãèåé δ ïðîñòðàíñòâà H XΛ-ïîäïðîñòðàíñòâîì
H, åñëè:

1) spanXΛ ⊆ H0;
2) òîïîëîãèÿ δ â H0 îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïðåäíîðì (qn)n∈B òà-

êèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ B ñóùåñòâóåò bn < ∞ : pn(x) 6 bnqn(x) ïðè
âñåõ x ∈ H0 (è, ñëåäîâàòåëüíî, (H0, δ) ↪→ H);

3) ïðè ëþáûõ n ∈ B è α ∈ Λ pn(xα) = qn(xα);
4) (H0, δ) � ïîëíîå ËÂÏ.
Èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H0 îòäåëèìî.
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Äàëåå, ñîãëàñíî [54], H � ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãîé XΛ-òîïîëîãè-
åé, åñëè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî XΛ-ïîäïðîñòðàíñò-
âà H.

Òåîðåìà 4.3 [54]. Äëÿ òîãî ÷òîáû XΛ áûëà ÀÏÑì â H, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿëîñü ïðîñòðàíñòâîì
ñî ñòðîãîé XΛ-òîïîëîãèåé.

C Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü H íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñî ñòðî-
ãîé XΛ-òîïîëîãèåé. Òîãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå XΛ-
ïîäïðîñòðàíñòâî H0 ïðîñòðàíñòâà H. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êàêîå-ëèáî
ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ èç H âèäà (cαxα)α∈Λ àáñîëþòíî ñóììèðóåìî â
H ê êàêîìó-òî ýëåìåíòó v, òî

∑

α∈Λ

|cα|pn(xα) =
∑

α∈Λ

|cα|qn(xα) < +∞ ∀n ∈ B.

Òîãäà, â ñèëó ïîëíîòû H0, íàéäåòñÿ ýëåìåíò v1 èç H0 òàêîé, ÷òî
ñåìåéñòâî (cα xα)α∈Λ àáñîëþòíî ñóììèðóåìî ê v1 â (H0, δ). Òàê êàê
(H0, δ) ↪→ H, òî ýòî ñåìåéñòâî àáñîëþòíî ñóììèðóåìî ê v1 è â H,
ò. å. v = v1 ∈ H0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ x èç H âèäà x =∑
α∈Λ dαxα, ãäå dα ∈ Φ äëÿ ëþáîãî α ∈ Λ è

∑
α∈Λ |dα|pn(xα) < ∞

ïðè âñåõ n ∈ B, ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå H0 ïðî-
ñòðàíñòâà H. Ñëåäîâàòåëüíî (òàê êàê H \H0 6= ∅), XΛ � íå ÀÏÑì
â H. B

Îñíîâíàÿ æå ÷àñòü äàííîãî ðàçäåëà ïîñâÿùåíà âûâîäó äðóãîãî
êðèòåðèÿ ñ ïîìîùüþ îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè â ëîêàëüíî âû-
ïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4.1.3. Êðîìå ïðîñòðàíñòâà A2(XΛ,H) ââåäåì åùå îäíî ïðîñòðà-
íñòâî ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ

Â2 := Â2(XΛ,H) =
{
d = (dα)α∈Λ

∣∣ ∃ b = b(d) < ∞, ∃n = n(d) :

|dα| 6 bpn(xα) ∀α ∈ Λ
}
.

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà 〈c, d〉 =
∑

α∈Λ cαdα óñòàíàâëèâàåò îòäåëèìóþ
äâîéñòâåííîñòü ìåæäó A2 è Â2. Ñ ïîìîùüþ òåõ æå ðàññóæäåíèé,
êàê íà ñ. 196 è 197 ðàáîòû [37], óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî òîïîëîãèÿ
Ôðåøå â A2, çàäàííàÿ íàáîðîì ïðåäíîðì QP , ñîãëàñóåòñÿ ñ äâîé-
ñòâåííîñòüþ A2, Â2.
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Òàê êàê îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ LΛ íåïðåðûâåí èç A2 â H, òî
åãî ñîïðÿæåííûé lΛ := (LΛ)′ íåïðåðûâåí ñëàáî è ñèëüíî èç H ′ â Â2.
Åñëè 〈x, φ〉0 � áèëèíåéíàÿ ôîðìà, óñòàíàâëèâàþùàÿ (îòäåëèìóþ)
äâîéñòâåííîñòü ìåæäó H è H ′, òî

〈LΛc, φ〉0 = 〈c, lΛφ〉 ∀ c ∈ A2, ∀φ ∈ H ′.

Ïîëàãàÿ c = (e(β)), ãäå β � ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ èç Λ, íàõîäèì:

〈e(β), lΛφ〉 = (lΛφ)β = 〈LΛe(β), φ〉0 = 〈xβ , φ〉0 = φ(xβ).

Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåííûé ñ LΛ îïåðàòîð lΛ äåéñòâóåò ïî ïðà-
âèëó

∀φ ∈ H ′ → lΛφ = {φ(xβ)}β∈Λ.

Â ïðîñòðàíñòâå H ′, ñîïðÿæåííîì ê ïðîñòðàíñòâó Ôðåøå H, ìîæ-
íî ââåñòè ðàçëè÷íûå òîïîëîãèè, îïèñàííûå, íàïðèìåð, â [125, 143]. Â
ïîñëåäóþùåì èñïîëüçóåòñÿ èíäóêòèâíàÿ òîïîëîãèÿ, îïðåäåëåííàÿ â
H ′ ïî îáùåé ñõåìå, èçëîæåííîé íà ñ. 698 ìîíîãðàôèè [143]. Èìåííî,
ïîëîæèì âíà÷àëå Un := {x ∈ H : pn(x) 6 1}, n = 1, 2, . . .

Òîãäà ìíîæåñòâî U := {Un : n = 1, 2, . . .} ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì
îêðåñòíîñòåé íóëÿ â H ′, ãîìîòåòè÷åñêèå îáðàçû êîòîðûõ îáðàçóþò
áàçó â íóëå. Ïóñòü Pn � ïîëÿðà Un â H ′. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 2 íà
ñ. 27 êíèãè [125] óñòàíàâëèâàåì, ÷òî Pn = {φ ∈ H ′ : |φ(x)| 6 pn(x)
äëÿ ëþáîãî x ∈ H}.

Åñëè ïîëîæèòü Gn :=
⋃

r>0 rPn, n > 1, òî H ′ =
⋃∞

n=1 Gn. Îïðå-
äåëèì íà H ′ ôóíêöèþ p̃n(φ) ñî çíà÷åíèÿìè èç [0, +∞] ñîîòíîøåíèåì

p̃n(φ) := inf{r > 0 : φ ∈ rPn}.

Òîãäà Gn = {φ ∈ H ′ : p̃n(φ) < +∞} ïðè âñåõ n > 1. Çàôèêñè-
ðîâàâ n > 1, íàéäåì, ÷òî |φ(x)| 6 pn(x)p̃n(φ) äëÿ ëþáîãî φ ∈ Gn è,
ñëåäîâàòåëüíî,

p̃n(φ) = min{r > 0 : |φ(x)| 6 rpn(x) ∀x ∈ H}.

Òàêèì îáðàçîì, p̃n(φ) ∈ [0, +∞) äëÿ ëþáîãî φ ∈ Gn.
Áóäåì âñþäó äàëåå ïðèäåðæèâàòüñÿ îáùåïðèíÿòîãî ñîãëàøåíèÿ,

ïî êîòîðîìó
c

0
< +∞⇔ c

0
= 0 ⇔ c = 0 ∀ c > 0. (4.1)
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Òîãäà p̃n(φ) = sup
x∈H

|φ(x)|
pn(x) .

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, H ′
β = H ′, β(H ′,H) � ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ê

ïðîñòðàíñòâó H.
Ïðèìåíèì ê ïðîñòðàíñòâó H ′ ëåììó 6.5.2 èç [143, ñ. 609], ïîëî-

æèâ â îáîçíà÷åíèÿõ ýòîé ëåììû E = H ′
β , A = Pn. Òîãäà EA = Gn.

Òàê êàê ìíîæåñòâî Pn âûïóêëî, óðàâíîâåøåííî, îãðàíè÷åíî, ñåêâåí-
öèàëüíî ïîëíî è ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòî â H ′

β , òî ïî ëåììå 6.5.2
òîïîëîãèÿ τn, îïðåäåëåííàÿ íà Gn ñ ïîìîùüþ ïðåäíîðìû p̃n(φ), ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé, à ñàìî Gn � B-ïðîñòðàíñòâîì. Ñîãëàñíî òîé
æå ëåììå, (Gn, τn) ↪→ H ′

β . Ïîëîæèì (H ′, λ) := lim−→Gn, ãäå ïðè ëþáîì
n > 1 Gn � B-ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé p̃n(φ). Òàê êàê ïðè âñåõ n > 1
Gn ↪→ H ′

β , òî λ > β. Äàëåå, êàê óñòàíîâëåíî â [143] (ñì. ôîðìóëè-
ðîâêó ïðåäëîæåíèÿ 8.4.15 íà ñ. 698 ýòîé ìîíîãðàôèè, à òàêæå åãî
äîêàçàòåëüñòâî), íàáîð îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â H ′

β è â (H ′, λ) �
îäèí è òîò æå; êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî D îãðàíè÷åíî â (H ′, λ) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà D ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì (Gn, τn) è îãðà-
íè÷åíî â íåì, ò. å. (H ′, λ) � ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë. Êàê
ïîêàçàíî â [143], ðàâåíñòâî λ = β èìååò ìåñòî, â ÷àñòíîñòè, åñëè
H � B-ïðîñòðàíñòâî èëè ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå (ïðî-
ñòðàíñòâà Ôðåøå H, äëÿ êîòîðûõ òîïîëîãèè λ è β â H ′ ñîâïàäàþò,
íàçâàíû â [143] ïðàâèëüíûìè).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îïåðàòîðó lΛ = (LΛ)′, äåéñòâóþùåìó èç H ′

â B := lΛ(H ′) ⊆ Â2. Åñëè ïðè ëþáîì n > 1

Bn :=
{
g ∈ B

∣∣ ∃ d < ∞ : |gµ| 6 dpn(xµ) ∀µ ∈ Λ
}
,

òî Bn � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé |g|∧n , ãäå

|g|∧n := inf
{
r > 0 : |gλ| 6 rpn(xλ) ∀λ ∈ Λ

}
=

= min
{
r > 0 : |gλ| 6 rpn(xλ) ∀λ ∈ Λ

}
= sup

µ∈Λ

|gµ|
pn(xµ)

.

Òîãäà Bn = {g ∈ B : |g|∧n < +∞} è B =
⋃∞

n=1 Bn. Òàê êàê

|φ(x)| 6 p̃n(φ)pn(x) ∀n > 1, ∀x ∈ H, ∀φ ∈ Gn,

òî lΛ äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç êàæäîãî Gn â Bn è, ñëåäîâàòåëüíî,
íåïðåðûâíî èç (H ′, λ) â (B,µΛ) := lim−→Bn. Ïî êðèòåðèþ Áàíàõà îïå-
ðàòîð lΛ èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà span XΛ = H.
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4.1.4. Ïðåæäå âñåãî óñòàíîâèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òî
XΛ � ÀÏÑì â H.

Òåîðåìà 4.4. Åñëè XΛ � ÀÏÑì â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå H, òî

∀n > 1 ∃m > 1, ∃ b < +∞ : p̃m(φ) 6 b|lΛφ|∧n ∀φ ∈ H ′. (4.2)

C Åñëè XΛ � ÀÏÑì â H, òî LΛ � ýïèìîðôèçì A2 íà H, è ïîòî-
ìó îòîáðàæåíèå LΛ îòêðûòî. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíî n > 1 è íàéäåì
÷èñëî b < +∞ è íîìåð m > 1 òàêèå, ÷òî

∀x ∈ H ∃Cx := (cα)α∈Λ ∈ A2 : LΛCx = x; qpn
(Cx) 6 bpm(x).

Äëÿ ëþáîãî φ èç H ′ èìååì

|φ(x)| = |φ
( ∑

α∈Λ

cαxα

)
| 6 |lΛφ|∧n

∑

α∈λ

|cα|pn(xα) 6 b|lΛφ|∧npm(x).

Îòñþäà p̃m(φ) 6 b|lΛφ|∧n è ñîîòíîøåíèå (4.2) óñòàíîâëåíî. B
Ó÷èòûâàÿ åùå ñîãëàøåíèå (4.1), íåðàâåíñòâî (4.2) ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â òàêîì âèäå:

∀n > 1 ∃m > 1, ∃ b < +∞ : sup
x∈H

|φ(x)|
pm(x)

6 b sup
λ∈Λ

|φ(xλ)
pn(xλ)

∀φ ∈ H ′. (4.3)

Èçâëå÷åì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ñîîòíîøåíèé (4.2)�(4.3). Äëÿ
ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå,
îáîáùàþùåå ëåììó 9 èç � 4 ðàáîòû [53].

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ïðè j = 1, 2 Hj = lim−→n
Hn,j � âíóòðåííèé

èíäóêòèâíûé ïðåäåë ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ Hn,j

(n = 1, 2, . . .). Ïóñòü, äàëåå, T � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé
èç H1 â H2. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîð T áûë íåïðåðûâåí èç H1 â H2,
äîñòàòî÷íî, à â ñëó÷àå, åñëè H2 � ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë
ïðîñòðàíñòâ Hn,2, è íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâî-
âàëî m > 1 òàêîå, ÷òî T íåïðåðûâåí èç Hn,1 â Hm,2.

C Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî n îïåðàòîð T äåéñòâóåò
íåïðåðûâíî èç Hn,1 â Hm,2, ãäå m = m(n) > 1. Òàê êàê Hm,2 ↪→ H2

ïðè ëþáîì m > 1, òî T íåïðåðûâåí èç Hn,1 â H2 ïðè âñåõ n > 1 è,
ñëåäîâàòåëüíî (ñì., íàïðèìåð, [125, ãë. V, ï. 2, ïðåäëîæåíèå 5]), T
íåïðåðûâåí èç H1 â H2.
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Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îïåðàòîð T îòîáðàæàåò íåïðåðûâíî H1 â
H2. Ïîäàâíî T íåïðåðûâåí èç Hn,1 â H2 ïðè ëþáîì n > 1. Îáîçíà-
÷èì ñèìâîëîì ‖ · ‖j

n (j = 1, 2; n = 1, 2, . . .) íîðìó, îïðåäåëÿþùóþ
òîïîëîãèþ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Hn,j , è ñèìâîëîì Sn,j �
åäèíè÷íóþ ñôåðó â Hn,j : Sn,j := {y ∈ Hn,j : ‖y‖j

n 6 1}. ßñíî, ÷òî
ìíîæåñòâî Sn,1 ïðè ëþáîì n > 1 îãðàíè÷åíî â Hn,1. Òàê êàê ëèíåé-
íûé îïåðàòîð T íåïðåðûâåí èç Hn,1 â H2, òî îí ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî
Sn,1 â ìíîæåñòâî Qn := T (Sn,1) = {y = Tx : x ∈ Sn,1}, îãðàíè÷åí-
íîå â ðåãóëÿðíîì èíäóêòèâíîì ïðåäåëå H2 = lim−→ k

Hk,2. Íî òîãäà
ñóùåñòâóåò p > 1 òàêîå, ÷òî Qn ñîäåðæèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Hp,2 è
îãðàíè÷åíî â íåì, ò. å. sup

x∈Qn

‖x‖2p = M < +∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|Tx‖2p = ‖x‖1n
∣∣∣∣T

(
x

‖x‖1n

)∣∣∣∣
2

n

6 ‖x‖1nM ∀x ∈ Hn,1,

åñëè x 6= 0. Åñëè æå x = 0, òî ‖T0‖2p = 0 = ‖0‖1n ·M . Òàêèì îáðàçîì,

∀n > 1 ∃ p > 1, ∃M < +∞ : ‖Tx‖2p 6 M‖x‖1n ∀x ∈ Hn,1.

Ñëåäîâàòåëüíî, T íåïðåðûâåí èç Hn,1 â Hp,2. B
Òåïåðü óæå ìîæíî óñòàíîâèòü ïåðâûé ðåçóëüòàò êðèòåðèàëüíîãî

õàðàêòåðà.
Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, xα ∈ H, xα 6= 0

äëÿ âñåõ α ∈ Λ è XΛ := (xα)α∈Λ. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ðàâíîñèëüíû:

1) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (4.2);
2) lΛ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì (H ′, λ) íà (B, µΛ).
C 1) ⇒ 2). Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.2). Òîãäà îòîáðàæå-

íèå lΛ èíúåêòèâíî. Òàê êàê lΛ(H ′) = B, òî lΛ îòîáðàæàåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íî H ′ íà B è ïîòîìó ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð l−1

Λ .
Ñîãëàñíî (4.2)

∀n > 1 ∃m > 1, ∃ b < +∞ : p̃m(l−1
Λ g) 6 b|g|∧n ∀ g ∈ B, (4.4)

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,
∀n > 1 ∃m > 1 ∃ b < +∞ : p̃m(l−1

Λ g) 6 b|g|∧n ∀ g ∈ Bn. (4.5)
Íî ñîîòíîøåíèå (4.5) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóåò

m > 1 òàêîå, ÷òî l−1
Λ äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç Bn â Gm. Ñëåäîâà-

òåëüíî, l−1
Λ íåïðåðûâåí (ïî ëåììå 4.1) è èç (B, µΛ) â (H ′, λ). Òàêèì

îáðàçîì, lΛ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì (H ′, λ) íà (B,µΛ).
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2) ⇒ 1). Ïóñòü, îáðàòíî, lΛ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì (H ′, λ)
íà (B,µΛ). Òîãäà îïåðàòîð lΛ èíúåêòèâåí è îáðàòíûé ê íåìó îïåðà-
òîð l−1

Λ äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç (B, µΛ) â ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé
ïðåäåë (H ′, λ). Ïðè ýòîì

(B,µΛ) = lim−→Bn, (H ′, λ) = lim−→Gn,

è ïðè âñåõ n > 1 Bn è Gn � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.
Ïî ëåììå 4.1 äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóåò òàêîå m > 1, ÷òî l−1

Λ

íåïðåðûâåí èç Bn â Gm, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (4.5) èëè,
÷òî âñå ðàâíî, ñîîòíîøåíèå (4.4). Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì g = lΛφ, ãäå
φ � ëþáîé ýëåìåíò H ′, ïðèõîäèì ê (4.2). B

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíûé àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.5 ïî-
êàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (4.3) ðàâíîñèëüíî ëþáîìó èç òðåõ óñëîâèé:

1) äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóþò m > 1 è b < +∞ òàêèå, ÷òî

sup
x∈H

|(l−1
Λ g)(x)|
pm(x)

6 b|g|∧n ∀ g ∈ B; (4.6)

2) äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóþò m > 1 è b < +∞ òàêèå, ÷òî

sup
x∈H

|(l−1
Λ g)(x)|
pm(x)

6 b|g|∧n ∀ g ∈ Bn; (4.7)

3) äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóþò m > 1 è b < +∞ òàêèå, ÷òî

sup
x∈H

|φ(x)|
pm(x)

6 b sup
λ∈Λ

|φ(xλ)|
pn(xλ)

∀φ ∈ l−1
Λ (Bn). (4.8)

Èç òåîðåì 4.4 è 4.6 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðå-

ìû 4.5 è ïóñòü XΛ � ÀÏÑì â H. Òîãäà èìååò ìåñòî ëþáîå èç äâóõ
ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé 1) è 2) òåîðåìû 4.5.

4.1.5. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ìîæíî îáðàòèòü. Ïðåäâàðèòåëüíî
îïðåäåëèì èíäóêòèâíóþ òîïîëîãèþ â ïðîñòðàíñòâå Â2 := A′2 òî÷-
íî òàêèì æå îáðàçîì, êàê âûøå â ïðîñòðàíñòâå H ′ áûëà ââåäåíà
òîïîëîãèÿ λ. Ïîëîæèì

Ãn := {c = (cα)α∈Λ : qn(c) < +∞} ∀n > 1.

Òîãäà (A2(XΛ,H))′ = lim←− Ãn, ãäå Ãn � ïîëóíîðìèðîâàííîå ïðîñòðà-
íñòâî ñ òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé ïðåäíîðìîé (ïîëóíîðìîé) qn(c).
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Åñëè H = A2, òî

Ũn =
{
c ∈ A2 : qn(c) 6 1

}
,

P̃n =
{

d ∈ Â2 : |〈c, d〉| 6 qn(c) ∀ c ∈ A2

}

(çäåñü P̃n � ïîëÿðà Ũn â Â2). Äàëåå, G̃n =
⋃

r>0 rP̃n;

|d|n = min
{
r > 0 : |〈c, d〉| 6 rqn(c) ∀ c ∈ A2

}
= sup

c∈A2

|〈c, d〉|
qn(c)

.

Ïðèâåäåì ýêâèâàëåíòíûå, íî áîëåå óäîáíûå äëÿ äàëüíåéøåãî
ïðåäñòàâëåíèÿ G̃n è |d|n, n > 1. Ñ ýòîé öåëüþ ïîëîæèì, ïî àíà-
ëîãèè ñ âûøåèçëîæåííûì, A∧n := {d = (dα)α∈Λ : |d|∧n < ∞}. Òîãäà
A∧n � íîðìèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

|d|∧n = min
{
r > 0 : |dα| 6 rpn(xα) ∀α ∈ Λ

}
= sup

α∈Λ

|dα|
pn(xα)

.

Äëÿ ëþáîãî c èç A2 èìååì

|〈c, d〉| 6 |d|∧n ·
∑

α∈Λ

|cα|pn(xα) 6 |d|∧n · qn(c).

Îòñþäà |d|n 6 |d|∧n è A∧n ↪→ G̃n ïðè âñåõ n > 1. Ïóñòü òåïåðü d ∈ Â2,
|d|n < ∞. Òîãäà |〈c, d〉| 6 |d|nqn(c), c ∈ A2. Ïîëàãàÿ äëÿ âñåõ α ∈ Λ
c = e(α), íàéäåì:

|dα| 6 |d|npn(xα), îòêóäà |d|∧n 6 |d|n, G̃n ↪→ A∧n .

Òàêèì îáðàçîì, |d|∧n = |d|n äëÿ ëþáîãî d ∈ Â2 è A∧n = G̃n ïðè
âñåõ n > 1.

Ïðè ýòîì Â2 =
⋃∞

n=1 A∧n =
⋃∞

n=1 G̃n. Åñëè â Â2 ââåñòè èíäóêòèâ-
íóþ òîïîëîãèþ δ: (Â2, δ) = lim−→A∧n , òî èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëü-
òàòîâ äëÿ áîëåå îáùåãî ïðîñòðàíñòâà (H ′, λ) ñëåäóåò, ÷òî (Â2, δ) �
ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë B-ïðîñòðàíñòâ A∧n .

Òåïåðü óæå ìîæíî ïîëó÷èòü îáåùàííîå îáðàùåíèå òåîðåìû 4.5.
Òåîðåìà 4.6. Åñëè âûïîëíåíû èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðå-

ìû 4.5 è ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (4.2), òî XΛ � ÀÏÑì â H.
C Ïî òåîðåìå 4.1 XΛ �ÀÏÑì â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïå-

ðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ LΛ ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì A2 íà H. Â ñâîþ
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î÷åðåäü ýïèìîðôíîñòü îïåðàòîðà LΛ : A2 → H â ñèëó òîãî, ÷òî H
è A2 � ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå, ðàâíîñèëüíà (ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè
äâîéñòâåííîñòè, ñì. [143, ãë. 8]) òîìó, ÷òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
lΛ = (LΛ)′ îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî H ′ íà ìíîæåñòâî, ñëà-
áî çàìêíóòîå â Â2. Èíúåêòèâíîñòü lΛ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (4.2).
×òîáû óñòàíîâèòü ñëàáóþ çàìêíóòîñòü â Â2 âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà B = lΛ(H ′), íàïîìíèì, ÷òî ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 5 íà ñ. 95
êíèãè [15] ìíîæåñòâî B ñëàáî çàìêíóòî â Â2, åñëè åãî ïåðåñå÷åíèå
ñ êàæäûì ñëàáî çàìêíóòûì îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì èç Â2 ñëà-
áî êîìïàêòíî. Ïóñòü Q � êàêîå-ëèáî ñëàáî çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå
ïîäìíîæåñòâî Â2 è ïóñòü D := B ∩ Q. Ïóñòü, äàëåå, v = (vγ)γ∈ω �
ïðîèçâîëüíàÿ ñåòü â D. Òîãäà

∀ γ ∈ ω ∃ yγ ∈ H ′ : vγ = {yγ(xα)}α∈Λ.

Ïîëîæèì Y := (yγ)γ∈ω. Òàê êàê Q îãðàíè÷åíî â Â2, òî Q îãðàíè-
÷åíî â (A′, λ) = (Â2, δ) è ïîýòîìó ñîäåðæèòñÿ è îãðàíè÷åíî â íåêî-
òîðîì A∧n , ò. å. sup

d∈Q
|d|∧n =: F < +∞. Èç óñëîâèÿ (4.2) ñëåäóåò:

∃m > 1, ∃ b < +∞ : sup
{
p̃m(φ) : φ ∈ l−1

Λ (D)
}

6 bF.

Ïîëîæèì D1 := l−1
Λ (D). Ìíîæåñòâî D ñîäåðæèòñÿ è îãðàíè÷åíî â

Gm; òåì áîëåå îíî îãðàíè÷åíî â H ′
β . Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå H

áî÷å÷íî, òî (ñì. [15, òåîðåìà 5.2, ñ. 180]) D1 îòíîñèòåëüíî ñëàáî êîì-
ïàêòíî â H ′. Ïîýòîìó èç ñåòè Y ìîæíî èçâëå÷ü ïîäñåòü {yβ}β∈ω1 , ãäå
ω1 ⊆ ω, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó w ∈ H ′. Â ñèëó ñëàáîé íåïðå-
ðûâíîñòè îïåðàòîðà lΛ ñåòü {lΛyβ}β∈ω1 = {vβ}β∈ω1 ñëàáî ñõîäèòñÿ ê
lΛw ∈ B. Òàê êàê Q ñëàáî çàìêíóòî, òî lΛw ∈ Q, ò. å. lΛw ∈ B ∩Q. B

4.1.6. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü èòîãîâûé êðèòåðèé òîãî, ÷òî
XΛ � ÀÏÑì â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå H, ïðèâåäåì åùå îäíî îïðå-
äåëåíèå, ââåäåííîå àâòîðîì â [55] è [91, � 2]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî (H ′, λ) äîïóñêàåò XΛ-ðåàëèçàöèþ (èëè XΛ-îïèñàíèå),
åñëè îïåðàòîð lΛ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì (H ′, λ) íà
(B, µΛ). Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 4.6 è ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 4.5
âûòåêàåò

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå; xα ∈ H, xα 6= 0
äëÿ ëþáîãî α ∈ Λ; XΛ := (xα)α∈Λ. Òîãäà ðàâíîñèëüíû òàêèå óòâåð-
æäåíèÿ:

1) XΛ � ÀÏÑì â H;
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2) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (4.3) (èëè, ÷òî âñå ðàâíî, (4.2));
3) (H ′, λ) äîïóñêàåò XΛ-ðåàëèçàöèþ.
Óñëîâèå 3) òåîðåìû 4.7 ìîæíî âûðàçèòü è â íåìíîãî èíîé, íî

ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå. Èìåííî, ïîëîæèì äëÿ ëþáîãî m > 1

Hm :=
{

ϕ ∈ H ′ : pm,Λ(ϕ) := sup
λ∈Λ

|ϕ(xλ)|
pm(xλ)

< +∞
}

.

Òîãäà Hm � ëèíåéíîå ïîëóíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëóíîð-
ìîé pm,Λ, ïðè÷åì ïðè âñåõ m > 1 Gm ↪→ Hm è H ′ =

⋃∞
m=1 Hm.

Åñëè (H ′, τΛ) := lim−→n→∞Hn, òî ïî ëåììå 4.1 λ > τΛ. Îáîáùàÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå èç [47], ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî XΛ λ-äî-
ñòàòî÷íî äëÿ H ′, åñëè τΛ = λ. Òàê êàê H ′, λ = lim−→n→∞Gn � ðåãó-
ëÿðíûé âíóòðåííèé èíäóêòèâíûé ïðåäåë B-ïðîñòðàíñòâ Gn, òî ïî
ëåììå 4.1 ìíîæåñòâî XΛ λ-äîñòàòî÷íî äëÿ H ′ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.3), ò. å. êîãäà (H ′, λ) äîïóñêàåò
XΛ-ðåàëèçàöèþ.

Îòìåòèì åùå, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà Λ � ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî, ïîíÿòèå λ-äîñòàòî÷íîñòè áûëî ââåäåíî ãîðàçäî ðàíüøå, à èìåí-
íî, â ãëàâå I îáçîðíîé ñòàòüè [47]. Ýòî ïîíÿòèå èñïîëüçîâàëîñü ïðè
èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ ÀÏÑ â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðÿäå ðàáîò àâòîðà è åãî ó÷åíèêîâ (ñì., íàïðè-
ìåð, [43, 47, 141] è äð.).

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðîñòðàíñòâî H ïðàâèëüíî (â ÷àñòíîñòè, åñëè
H � B-ïðîñòðàíñòâî èëè ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå), òî
óòâåðæäåíèå 3) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

3′) (H ′, β) äîïóñêàåò XΛ-ðåàëèçàöèþ (ò. å. lΛ � òîïîëîãè÷åñêèé
èçîìîðôèçì (H ′)β íà (B, µΛ)).

4.1.7. Îòìåòèì îäèí âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé ê ÀÏÑ è äîâîëü-
íî ðàñïðîñòðàíåííûé ñðåäè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ H ñëó-
÷àé, êîãäà òåîðåìó 4.7 ìîæíî äîïîëíèòü óòâåðæäåíèåì, ðàâíîñèëü-
íûì 1)�3).

Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî XΛ ñåïàðàáåëüíî â ïîëíîì ëè-
íåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå H, åñëè íåêîòîðîå åãî ñ÷åòíîå
ïîäìíîæñòâî XΛ1 := {xαn : n = 1, 2, . . .} ïëîòíî â XΛ (â òîïîëîãèè
H).

Óñòàíîâèì ñíà÷àëà ïðîñòîé, íî ïîëåçíûé ðåçóëüòàò.
Ëåììà 4.2. Åñëè XΛ � ÀÏÑì â H, Λ1 ⊂ Λ è XΛ1 ïëîòíî â XΛ,

òî XΛ1 � ÀÏÑì â H.
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C Ïîëîæèì äëÿ âñåõ n > 1 è φ ∈ H ′

|lΛ1φ|Λ1
n := inf

{
r > 0 : |φ(xγ)| 6 rpn(xγ) ∀ γ ∈ Λ1

}
= sup

γ∈Λ1

|φ(xγ)|
pn(xγ)

.

Çàôèêñèðóåì ëþáûå φ ∈ H ′ è n > 1. Ïî ïðîèçâîëüíî âçÿòûì
λ ∈ Λ è ε > 0 íàéäåì èíäåêñ γ ∈ Λ1 òàêîé, ÷òî

|φ(xλ − xγ)| < ε

2
; |lΛ1φ|Λ1

n · pn(xλ − xγ) <
ε

2
.

Òîãäà

|φ(xλ)| < ε

2
+ |lΛ1φ|Λ1

n · pn(xγ) 6

6 ε

2
+ |lΛ1φ|Λ1

n pn(xλ) + |lΛ1φ|Λ1
n pn(xγ − xλ) < ε + |lΛ1φ|Λ1

n pn(xλ).

Óñòðåìëÿÿ ε > 0 ê íóëþ, ïîëó÷èì |lΛφ|Λn 6 |lΛ1φ|Λ1
n . Òàê êàê XΛ �

ÀÏÑì â H, òî ïî òåîðåìå 4.1

∀n > 1 ∃m > 1, ∃ b < +∞ : p̃m(φ) 6 b|lΛφ|Λn ∀φ ∈ H ′.

Ïîäàâíî äëÿ òåõ æå n, m è b p̃m(φ) 6 b|lΛ1φ|Λ1
n ïðè ëþáîì φ ∈ H ′.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.4 XΛ1 � ÀÏÑì â H. B
Èç ëåììû 4.2 è òåîðåìû 4.7 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü âûïîëíåíû èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ òåî-

ðåìû 4.7 è ïóñòü ñåìåéñòâî XΛ ñåïàðàáåëüíî â H. Òîãäà ëþáîå èç
óòâåðæäåíèé 1)�3) òåîðåìû 4.7 ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

4) Íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ â H âèäà (xγn)∞n=1, ãäå γn ∈ Λ ïðè
âñåõ n > 1.

Ðàâíîñèëüíûì äðóã äðóãó óñëîâèÿì (4.2) è (4.3) ìîæíî ïðèäàòü
èíóþ ôîðìó. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè, ïî-
ëîæèâ äëÿ ëþáûõ m > 1 è ψ ∈ H

p0
m(ψ) := sup

{|ψ(x)| : x ∈ H, pm(x) 6 1
}
;

|l0Λψ|Λm := sup
{∣∣∣∣ψ

(
xλ

pm(xλ)

)∣∣∣∣ : λ ∈ Λ, pm(xλ) > 0
}

.

Åñëè p̃m(ψ) < +∞, òî

p0
m(ψ) 6 sup

{
p̃m(ψ)pm(x) : x ∈ H, pm(x) 6 1

}
6 p̃m(ψ) ∀m > 1.
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Î÷åâèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî p0
m(ψ) 6 p̃m(ψ) òåì áîëåå ñïðàâåäëè-

âî, åñëè p̃m(ψ) = +∞. Òàêèì îáðàçîì, îíî âåðíî âñåãäà (äëÿ âñåõ
m > 1 è ψ ∈ H ′).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè p0
m(ψ) < +∞, òî

|ψ(x)| 6 p0
m(ψ) ∀x ∈ H, pm(x) 6 1.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì x0 èç H pm(x0) = 0, íî ψ(x0) 6= 0.
Òîãäà

αx ∈ H, ψ(αx0) = αψ(x0) ∀α ∈ (0, +∞).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim
α→+∞

|ψ(αx0)| = +∞, íî pm(αx0) = αpm(x0) =

0 ïðè âñåõ α èç (0, +∞), îòêóäà

p0
m(ψ) > sup

{|ψ(αx0)| : α ∈ (0,+∞)
}

= +∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàíåå ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.
Èòàê, åñëè p0

m(ψ) < +∞ è pm(x0) = 0, òî ψ(x0) = 0. Íî òîãäà
∣∣∣∣

ψ(x)
pm(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ψ

(
x

pm(x)

)∣∣∣∣ 6 p0
m(ψ) ∀x ∈ H,

îòêóäà p̃m(ψ) 6 p0
m(ψ). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîäàâíî âåðíî, åñëè

p0
m(ψ) = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, p0

m(ψ) = p̃m(ψ) ïðè âñåõ ψ ∈ H ′ è
m > 1, ñîîòíîøåíèå (4.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîé (ðàâíîñèëüíîé)
ôîðìå:

∀n > 1 ∃m > 1, ∃ b < +∞ : p0
m(ψ) 6 b|lΛψ|Λn ∀ψ ∈ H ′.

Òàêèì æå îáðàçîì ïðåîáðàçóåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.2).
Èìåííî, èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí |lΛψ|Λn , |l0Λ|Λn ñëåäóåò ïðåæäå âñåãî,
÷òî

|l0Λψ|Λn 6 |lΛψ|Λn ∀n > 1, ∀ψ ∈ H ′.

Äàëåå, åñëè |lΛψ|Λn < +∞, òî, êàê âûøå, ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè
pn(xλ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî xλ èç H, òî ψ(xλ) = 0. Íî òîãäà

∣∣∣∣
ψ(xλ)
pn(xλ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ψ

(
xλ

pn(xλ)

)∣∣∣∣ 6 |l0Λψ|Λn ∀λ ∈ Λ.

Îêîí÷àòåëüíî, |lΛψ|Λn = |l0Λψ|Λn ïðè ëþáûõ n > 1 è ψ ∈ H ′ è
ñîîòíîøåíèå (4.2) ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

∀n > 1, ∃m > 1, ∃ b < +∞ : p0
m(ψ) 6 b|l0Λψ|Λn ∀ψ ∈ H ′. (4.9)
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Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ îïðåäåëÿþùèì

òîïîëîãèþ íàáîðîì (íåïðåðûâíûõ) ïðåäíîðì {pk}∞k=1. Ïóñòü, äàëåå,
Λ � ëþáîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, XΛ := {xα ∈ H ∀α ∈ Λ} � ïðî-
èçâîëüíî âçÿòàÿ ñîâîêóïíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç H. Äëÿ òîãî
÷òîáû XΛ ÿâëÿëîñü ÀÏÑì â H, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíå-
íèå ëþáîãî èç òðåõ ýêâèâàëåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (4.2), (4.3), (4.9) èëè
æå óòâåðæäåíèÿ 3) òåîðåìû 4.7.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Λ ñ÷åòíî,
èç òåîðåìû 4.9 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ îïðåäåëÿþùèì
òîïîëîãèþ H íàáîðîì ïðåäíîðì {pn}∞n=1 è ïóñòü X := (xk)∞k=1 �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç H. Äëÿ
òîãî ÷òîáû X ÿâëÿëàñü ÀÏÑ â H, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîë-
íåíèå ëþáîãî èç òàêèõ ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé:

a) äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóåò b < +∞ òàêîå, ÷òî

sup
{ |ψ(x)|

pm(x)
: x ∈ H

}
6 b sup

{ |ψ(xk)|
pn(xk)

: k > 1
}

∀ψ ∈ H ′; (4.10)

b) äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóåò b < +∞ òàêîå, ÷òî

sup
{|ψ(x)| : x ∈ H, pm(x) 6 1

}
6 b sup

k>1

|ψ(xk)|
pn(xk)

∀ψ ∈ H ′; (4.11)

c) äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóåò b < +∞ òàêîå, ÷òî

sup
{|ψ(x)| : x ∈ H, pm(x) 6 1

}
6

6 b sup
{ |ψ(xk)|

pn(xk)
: k > 1, pn(xk) > 0

}
∀ψ ∈ H ′.

(4.12)

Çàìå÷àíèå 1. Ñîîòíîøåíèÿ (4.10)�(4.12) çàïèñàíû ñ ó÷åòîì ñî-
ãëàøåíèÿ (4.1).

Çàìå÷àíèå 2. Ëþáîå èç ñîîòíîøåíèé (4.10)�(4.12) â ïðåäïîëî-
æåíèÿõ ñëåäñòâèÿ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî lΛ (ãäå Λ = {1, 2, . . .}) �
òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà (H ′, λ) = lim−→Gn, â êîòî-
ðîì ïðè âñåõ n > 1 Gn � B-ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé p̃n(φ) = sup

x∈H

|φ(x)|
pn(x) ,
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íà ïðîñòðàíñòâî (B, µΛ) = lim−→Bn, ãäå äëÿ ëþáîãî n > 1

Bn =
{

g ∈ (LΛ)′(H ′) : |g|Λn := sup
k>1

|gk|
pn(xk)

< ∞
}

ÿâëÿåòñÿ B-ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé |g|Λn .
Îòìåòèì åùå, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî îïðåäåëåíèå ÀÏÑ â îáùåì

ïîëíîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå H áûëî äàíî áîëåå ÷åì
íà 10 ëåò ðàíåå îïðåäåëåíèÿ ÀÏÑì, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòåðèè âè-
äà (4.10)�(4.12) ïîÿâèëèñü, êàê ïðàâèëî, ðàíüøå, ÷åì êðèòåðèé (4.2)
(èëè (4.3)). Òàê, â ñòàòüå [41] êðèòåðèé âèäà (4.11) ïîëó÷åí ïðè äî-
ïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî H � M∗-ïðîñòðàíñòâî, à
â ðàáîòàõ [47, 53] � â ñëó÷àå, êîãäà H � ïðèâåäåííûé ïðîåêòèâíûé
ïðåäåë B-ïðîñòðàíñòâ Hn ñ íîðìîé ‖·‖n. Îïðåäåëåíèå ïðèâåäåííîãî
ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà èìååòñÿ, íàïðèìåð, â ãëàâå XI êíèãè [30] èëè
â ñòàòüÿõ [47, 53]. Ïðè ýòîì â ðàáîòàõ [41, 47] çàäàííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xk}∞k=1 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç H óäîâëåòâîðÿëà äîïîë-
íèòåëüíîìó óñëîâèþ: lim

k→∞
‖xk‖n

‖xk‖n+1
= 0 (n = 1, 2, . . .), ñíÿòîìó çàòåì

â [53].
Ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè êðèòåðèåâ (4.10), (4.11) (ïðè òîëüêî ÷òî

ïðèâåäåííîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà X = (xk)∞k=1) èìåþòñÿ òàê-
æå â �� 6, 7 ãëàâû I îáçîðà [47] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà H � ïðèâåäåííûé
ïðîåêòèâíûé ïðåäåë B-ïðîñòðàíñòâ Hn.

4.1.8. Ïóñòü Λ1 ⊆ Λ, XΛ1 := {xα : α ∈ Λ1}. Äîïóñòèì, ÷òî XΛ �
ÀÏÑì â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå H, è âûÿñíèì, êîãäà XΛ1 � òàêæå
ÀÏÑì â H. Ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òàêî-
ãî çàêëþ÷åíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî ËÂÏ H áûëî ðàíåå
óêàçàíî â ëåììå 4.2.

Ïðåäâàðèòåëüíî äàäèì îäíî îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Q � êàêîå-ëèáî
ïîäïðîñòðàíñòâî Â2 è QΛ

n := Q ∩ AΛ
n äëÿ ëþáîãî n > 1. Íàïîìíèì,

÷òî ïðîñòðàíñòâî Â2 ââåäåíî â íà÷àëå ï. 4.1.3. Èíäóöèðóåì â QΛ
n

òîïîëîãèþ èç ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà AΛ
n ñ íîðìîé

|d|Λn è ïîëîæèì Q,µΛ := lim−→n→∞QΛ
n . Àíàëîãè÷íî, ïðè âñåõ n > 1

QΛ1
n := Q ∩AΛ1

n , Q =
⋃∞

n=1 QΛ1
n è Q, µΛ1 = lim−→n→∞QΛ1

n , ãäå

QΛ1
n :=

{
d ∈ Q : |d|Λ1

n := sup
α∈Λ1

|dα|
pn(xα)

< ∞
}

� ëèíåéíîå ïîëóíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëóíîðìîé | · |Λ1
n .
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Òàê êàê QΛ
n ↪→ QΛ1

n äëÿ ëþáîãî n > 1, òî µΛ1 6 µΛ. Íàçîâåì, ñëå-
äóÿ [57], ïîäìíîæåñòâî Λ1 ìíîæåñòâà Λ èíäóêòèâíî äîñòàòî÷íûì
äëÿ Q,µΛ, åñëè µΛ1 = µΛ.

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü XΛ � ÀÏÑì â H è Λ1 � ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî Λ. Äëÿ òîãî ÷òîáû XΛ1 áûëî ÀÏÑì â H, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî Λ1 áûëî èíäóêòèâíî äîñòàòî÷íûì
äëÿ B = `Λ(H ′).

C Ïîëîæèì äëÿ âñåõ n > 1 ÂΛ1
2 :=

⋃∞
n=1 AΛ1

n è îïðåäåëèì ëèíåé-
íûé îïåðàòîð

`Λ1 : ∀ϕ ∈ H ′ → `Λ1ϕ =
{
ϕ(xβ)

}
β∈Λ1

∈ ÂΛ1
2 .

Ïîëîæèì BΛ1 := `Λ1(H
′); BΛ1

n = BΛ1 ∩ AΛ1
n , n > 1. Íàïîìíèì

(ï. 4.1.2), ÷òî H ′, λ = lim−→n→∞Gn. Ïðè ýòîì îïåðàòîð `Λ äåéñòâó-
åò íåïðåðûâíî èç G â Bn ïðè ëþáîì n > 1, à `Λ1 � èç G â BΛ1

n .
Êðîìå òîãî,

p̃n(ϕ) > |`Λ(ϕ)|Λn > |`Λϕ|Λ1
n = |`Λ1ϕ|Λ1

n ∀ϕ ∈ H ′, ∀n > 1.

Äîïóñòèì, ÷òî XΛ1 � ÀÏÑì â H. Òîãäà ïî òåîðåìå 4.4 äëÿ ëþáîãî
n > 1 ñóùåñòâóþò íîìåð m > 1 è ÷èñëî b < ∞ òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì
ϕ ∈ H ′ p̃m(ϕ) 6 b|`Λ1ϕ|Λ1

n . Îòñþäà äëÿ òåõ æå n > 1 íàéäóòñÿ m > 1
è b < +∞ òàêèå, ÷òî |`Λϕ|Λm 6 b|`Λϕ|Λ1

n ïðè âñåõ ϕ ∈ H ′.
Ïóñòü BΛ1

n := {g ∈ B : |g|Λ1
n < ∞} è B, µΛ1 := lim−→n→∞BΛ1

n ,

n > 1. Äëÿ ëþáîãî g èç BΛ1
n èìååòñÿ ôóíêöèîíàë ϕ èç H ′ òàêîé,

÷òî g = `Λ1ϕ; ïðè ýòîì |g|Λ1
n = |`Λ1ϕ|Λ1

n < +∞. Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî
n > 1 ñóùåñòâóþò m > 1 è b < ∞ òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ g ∈ BΛ1

n

|g|Λm 6 b|g|Λ1
n è BΛ1

n ↪→ BΛ
m. Òàêèì îáðàçîì, µΛ1 = µΛ.

Ïóñòü òåïåðü Λ1 ⊆ Λ è µΛ1 = µΛ. Òàê êàê XΛ � ÀÏÑì â H, òî ïî
òåîðåìå 4.5 è åå ñëåäñòâèþ `Λ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì (H ′, λ)
íà B, µΛ = B, µΛ1 . Íî òîãäà îáðàòíûé ê `Λ îïåðàòîð `−1

Λ îòîáðàæàåò
íåïðåðûâíî B, µΛ1 íà H ′, λ. Òàê êàê (H ′, λ) � ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâ-
íûé ïðåäåë B-ïðîñòðàíñòâ Gn ñ íîðìîé p̃n(ϕ), òî ïî ëåììå 4.1 äëÿ
ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóþò m > 1 è b < ∞ :

p̃m(`−1
Λ g) 6 b|g|Λ1

n ∀ g ∈ BΛ1
n . (4.13)

Ïóñòü ϕ ∈ H ′, n > 1, g = `Λϕ. Âûáåðåì íîìåð m > 1 è ÷èñëî
b < +∞ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî (4.13). Åñëè g ∈ BΛ1

n ,
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òî â ñèëó (4.13)
p̃m(ϕ) 6 b|`Λϕ|Λ1

n = b|`Λ1ϕ|Λ1
n .

Åñëè æå g /∈ BΛ1
n , òî |`Λ1ϕ|Λ1

n = +∞, è ñíîâà p̃m(ϕ) 6 b|`Λ1ϕ|Λ1
n . Ïî

òåîðåìå 4.6 XΛ1 � ÀÏÑì â H. B
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äîïîëíÿþùèé òåîðåìó 4.10, áûâàåò ïîëå-

çåí â ïðèëîæåíèÿõ ê êîíêðåòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì
H è ñåìåéñòâàì ýëåìåíòîâ {xα}α∈Λ.

Òåîðåìà 4.11. Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, B ⊆ F ⊆ Â2,
Λ1 � ïîäìíîæåñòâî Λ, XΛ � ÀÏÑì â H, à ìíîæåñòâî Λ1 èíäóêòèâíî
äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîñòðàíñòâà F, µΛ = lim−→n→∞ Fn, ãäå Fn := F ∩ AΛ

n

äëÿ ëþáîãî n > 1. Òîãäà XΛ1 � ÀÏÑì â H.

C Î÷åâèäíî, ÷òî Fn := {y ∈ F : |y|Λn < +∞}, n > 1, è

F, µΛ ↪→ Â2, δ = lim−→
n→∞

AΛ
n .

Òàê êàê Â2, δ � ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë, òî, êàê ëåãêî ïðî-
âåðèòü, F, µΛ � òàêæå ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû µΛ = µΛ1 , íàõîäèì ïî ëåììå 4.1:

∀n > 1 ∃m > 1 : FΛ1
n ↪→ Fm.

Íî Bk = B ∩ Fk äëÿ ëþáîãî k > 1 è, åñëè BΛ1
k := B ∩ FΛ1

k , òî Bk

(ñîîòâåòñòâåííî, BΛ1
k ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà Fk (ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâà FΛ1
k ). Ïîýòîìó èç íåïðåðûâ-

íîãî âêëþ÷åíèÿ FΛ1
n ↪→ Fm ñëåäóåò, ÷òî BΛ1

n ↪→ Bm. Òàêèì îáðàçîì,
B,µΛ1 ↪→ B, µΛ è µΛ1 = µΛ. Ïî òåîðåìå 4.10 XΛ1 � ÀÏÑì â H. B

4.1.9. Ïðèìåíèì îáùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîì ðàçäå-
ëå, ê ÀÏÑì èç ýêñïîíåíò eλ(z) := exp〈λ, z〉p, p > 1. Ïóñòü H � áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî èëè ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ôóíêöèé
îò p ïåðåìåííûõ (z1, z2, . . . , zp) = z ∈ Cp ñ îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ
â H íàáîðîì ïðåäíîðì {pn}∞n=1, è ïóñòü ΛH := {λ ∈ Cp : eλ(z) ∈ H}.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.9, åñëè Λ1 ⊆ ΛH , òî EΛ1 := {eλ(z) : λ ∈ Λ1} �
ÀÏÑì â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî ëþáîå èç äâóõ
ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé:

a) (H ′, β) äîïóñêàåò EΛ1 -ðåàëèçàöèþ èëè, ÷òî âñå ðàâíî, ìíîæå-
ñòâî Λ1 λ-äîñòàòî÷íî äëÿ H ′;

b) äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóþò íîìåð m > 1 è ÷èñëî b < +∞
òàêèå, ÷òî sup

y∈H

|ψ(y)|
pm(y) 6 b sup

λ∈Λ1

|ψ(eλ)|
pn(eλ) ïðè âñåõ ψ ∈ H ′.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìíîæåñòâî Λ1 ñ÷åòíî, òî ýòîò ðåçóëüòàò ïðè-
íèìàåò òàêîé âèä: EΛ1 := {eλk

}∞k=1 (äëÿ ëþáîãî k > 1 λk ∈ Cp,
eλk

= eλk
(z) ∈ H) � ÀÏÑ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíå-

íî ëþáîå èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:
a) (H ′, β) = (H ′, λ) äîïóñêàåò EΛ1-ðåàëèçàöèþ;
b) äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóþò íîìåð m > 1 è ÷èñëî b < +∞

òàêèå, ÷òî sup
y∈H

|ψ(y)|
pm(y) 6 b sup

k>1

|ψ(eλk
)|

pn(eλk
) ïðè âñåõ ψ ∈ H ′.

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò (ñíà÷àëà äëÿ p = 1, à çàòåì è ïðè p > 1),
èñïîëüçîâàëñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ àâòîðà è åãî ó÷åíèêîâ, íà÷èíàÿ ñî
âòîðîé ïîëîâèíû 70-õ ãã. XX âåêà (ñì., íàïðèìåð, [3, 41, 43, 47, 53,
55, 91, 81] è äð.). Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, äëÿ çàäàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Ôðåøå H óñëîâèå b) ïðèíèìàëî áîëåå êîíêðåòíûé è óäîáíûé
äëÿ ïðèëîæåíèé âèä â ñëó÷àå, êîãäà ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî H ′

äîïóñêàëî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ðåàëèçàöèþ.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòè îáùèå ñîîáðàæåíèÿ íà ïðèìåðå óæå õî-

ðîøî çíàêîìîãî ïðîñòðàíñòâà A(G) âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ
â îáëàñòè G èç Cp, p > 1, ñî ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íà êàæäîì êîìïàêòå â îáëàñòè G, ò. å. òîïîëîãèè, îïðå-
äåëÿåìîé ñ÷åòíûì íàáîðîì íîðì {pn(y)}∞n=1, ãäå

pn(y) := max
{|y(z)| : z ∈ Fn

} ∀n > 1, ∀ y ∈ A(G).

Çäåñü {Fn}∞n=1 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòîâ
èç G ñ íåïóñòûìè âíóòðåííîñòÿìè, èñ÷åðïûâàþùàÿ G:

∞⋃
n=1

Fn = G; Fn ⊂ Fn+1 ⊂ G ∀n > 1.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, A(G) � ìîíòåëåâñêîå (ïîòîìó ðåôëåêñèâíîå)
ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå. Ïðè ýòîì eλ(z) ∈ A(G) ïðè ëþáîì λ ∈ Cp.
Íî ìíîæåñòâî Cp èìååò ñ÷åòíîå ïëîòíîå (â Cp) ïîäìíîæåñòâî Λ0.
Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå Λ0 ìîæíî âçÿòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê
z = (zk)p

k=1, ó êîòîðûõ zk = xk + iyk ïðè 1 6 k 6 p è xk, yk � ðà-
öèîíàëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè, ÷òî EΛ0 �
ïëîòíîå (ïî òîïîëîãèè A(G)) ïîäìíîæåñòâî ECp .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Λ ⊆ Cp è EΛ � ÀÏÑì â A(G), òî ïîäàâíî
ECp � ÀÏÑì â A(G). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ECp � ÀÏÑì â A(G),
Λ ⊆ Cp è EΛ ïëîòíî â ECp (ïî òîïîëîãèè A(G)), òî ïî ëåììå 4.2 EΛ �
ÀÏÑì â A(G). Â ÷àñòíîñòè, EΛ0 � ÀÏÑì â A(G) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ECp � ÀÏÑì â A(G). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 4.12. Åñëè G � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â Cp (p > 1), òî
ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ECp � ÀÏÑì â A(G).
2. EΛ0 � ÀÏÑ â A(G).
3. Â A(G) èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî ÀÏÑì âèäà EΛ, ãäå Λ ⊆ Cp.
4. Ñóùåñòâóåò ÀÏÑ â A(G) âèäà EΛ, ãäå Λ � ñ÷åòíîå ïîäìíîæå-

ñòâî Cp.
Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóí-

êöèé ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (ñì., íàïðèìåð, [139]). Ïóñòü
G � îáëàñòü â Cp. Îáëàñòü G1, ñîäåðæàùàÿ G â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé
ïîäîáëàñòè, íàçûâàåòñÿ åå ãîëîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì, åñëè ëþáàÿ
ôóíêöèÿ y(z) èç A(G) äîïóñêàåò îäíîçíà÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîë-
æåíèå â G1. Äàëåå, G íàçûâàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [139, ñ. 225]) îáëà-
ñòüþ ãîëîìîðôíîñòè êàêîé-ëèáî ôóíêöèè f èç A(G), åñëè äëÿ ëþáîé
òî÷êè z0 èç G ñóæåíèå f íà øàð B(z0, r) := {z ∈ Cp : |z − z0|p 6 r},
ãäå r = ρ(z0, ∂G), íå ïðîäîëæàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè â ëþáîé øàð
B(z0, r1), åñëè r1 > r.

Îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ãîëîìîðôíîñòè (ñì. òàì æå),
åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ãîëîìîðôíîñòè íåêîòîðîé ôóíêöèè èç
A(G). Èíûìè ñëîâàìè, G � îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòè, åñëè â A(G)
èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ, íåïðîäîëæàåìàÿ çà ïðåäåëû G. Êàê
èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [139, ñ. 224�225]), íå âñÿêàÿ îáëàñòü â Cp

ïðè p > 1 ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ãîëîìîðôíîñòè, õîòÿ ëþáàÿ âûïóêëàÿ
â Cp îáëàñòü áóäåò îáëàñòüþ ãîëîìîðôíîñòè. Â òî æå âðåìÿ ëþáàÿ
îáëàñòü â C (p = 1) � ýòî îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòè.

Íàïîìíèì åùå, ÷òî ïî òåîðåìå 1.1 ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê àáñî-
ëþòíîé ñõîäèìîñòè ëþáîãî ðÿäà âèäà

∑∞
k=1 ck exp〈λk, z〉p, λk ∈ Cp,

k ∈ N, âûïóêëî â Cp. Ïîýòîìó, åñëè G � îáëàñòü â Cp è ñïðàâåäëè-
âî ëþáîå èç ÷åòûðåõ ýêâèâàëåíòíûõ óòâåðæäåíèé 1�4 òåîðåìû 4.12,
òî conv G � ãîëîìîðôíîå ðàñøèðåíèå îáëàñòè G. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
G � îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòè â Cp, p > 1, èëè ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü
â C è åñëè â A(G) èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ ýêñïîíåíò, òî G �
âûïóêëàÿ îáëàñòü.

Ïóñòü, îáðàòíî, G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, p > 1. Êàê óæå îòìå-
÷àëîñü âûøå (ñì. [151, 166], à òàêæå [122, 137]), äëÿ ëþáîé âûïóêëîé
îáëàñòè G â Cp ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

∀ψ ∈ A′(G) → ψ(exp〈µ, z〉p) =: gψ(µ)
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ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà (H ′, β) íà
ïðîñòðàíñòâî [1, h(z))p âñåõ öåëûõ â Cp ôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî

∀ f ∈ [1, h(z))p ∃n = n(f), ∃M = M(n, f) :

|f |n := sup
z∈Cp

|f(z)|
exp Hn(z)

6 Mn < +∞.

Çäåñü Hn(z) := max
z∈Fn

<e 〈µ, z〉p, n > 1, � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ [122,
ñ. 76] êîìïàêòà Fn, êîòîðûé â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ìîæíî ñ÷è-
òàòü âûïóêëûì, à h(z) = supn>1 Hn(z) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëîé
îáëàñòè G =

⋃∞
n=1 Fn; ïðè ýòîì Fn ⊆ intFn+1 ⊂ G äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Äàëåå, [1, h(z))p = lim−→EC(Fn), ãäå ïðè âñåõ n > 1 EC(Fn) � B-
ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ â Cp ôóíêöèé v(z) òàêèõ, ÷òî |v|n < +∞.
Êðîìå òîãî, [1, h(z))p � ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè B-ïðîñòðàíñòâ {EC(Fn)}∞n=1 è, áîëåå òîãî, LN∗-ïðîñò-
ðàíñòâî.

Ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò Ìàðòèíî è Ýðåíïðàéñà ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî (H ′, λ) = (H ′, β), ãäå H = A(G) è G � âûïóêëàÿ îá-
ëàñòü â Cp, äîïóñêàåò ECp -ðåàëèçàöèþ. Èíûìè ñëîâàìè, ëèíåéíûé
îïåðàòîð

lCp : ∀ψ ∈ H ′ → ψ(exp〈µ, z〉p) ∈ [1, h(z))p

îòîáðàæàåò âçàèìíî íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî (H ′, β) íà
ïðîñòðàíñòâî (B, µCp), ãäå

B = lCp(H ′) = [1, h(z))p; (B, µCp) = lim−→Bn,

Bn :=
{

f ∈ [1, h(z))p : sup
µ∈Cp

|f(µ)|
pn(exp〈µ, z〉p) =

= sup
µ∈Cp

|f(µ)|
exp Hn(µ)

=: |f |n < +∞
}

.

Ïî òåîðåìå 4.7 ECp � ÀÏÑì â A(G). Íî òîãäà ïî òåîðåìå 4.10
çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè G � ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, p > 1, òî
âñåãäà ñóùåñòâóåò ÀÏÑ â A(G) âèäà

E{λk} :=
{

exp〈λk, z〉p
}∞

k=1
, λk ∈ Cp, k = 1, 2, . . .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè G � îáëàñòü â Cp òà-
êàÿ, ÷òî conv G � åå ãîëîìîðôíîå ðàñøèðåíèå, òî èìåþùàÿñÿ â
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A(conv G), êàê òîëüêî ÷òî áûëî óñòàíîâëåíî, ÀÏÑ EΛ ýêñïîíåíò ïî-
äàâíî áóäåò ÀÏÑ â A(G). Òåïåðü óæå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåêî-
òîðûå ðåçóëüòàòû, âûòåêàþùèå íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 4.12.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè G � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â Cp, p > 1, òî
ëþáîå èç óòâåðæäåíèé 1� 4 òåîðåìû 4.12 ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

5. conv G ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì G.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü p > 1 è G � ëþáàÿ îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòè

â Cp. Òîãäà â A(G) èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ ýêñïîíåíò â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà G âûïóêëà â Cp.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè G � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â C, òî â A(G)
èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ ýêñïîíåíò {eλkz}∞k=1, λk ∈ C, k = 1, 2, . . . ,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáëàñòü G âûïóêëà.

Â òî æå âðåìÿ äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíà õàðàêòåðèçàöèÿ îáëàñòåé
G (â Cp èëè õîòÿ áû â C) òàêèõ, ÷òî â A(G) èìååòñÿ õîòÿ áû îä-
íà ÏÑ ýêñïîíåíò. Áîëåå òîãî, íåò ðàáîò, â êîòîðûõ íàõîäèëèñü áû
êðèòåðèè íàëè÷èÿ â A(G) õîòÿ áû îäíîé A-ÏÑ ýêñïîíåíò EΛ, ãäå
A, τ ↪→ A1(A(G), EΛ), τ1, A 6= A2(A(G), EΛ), à Λ � êàêàÿ-ëèáî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç Cp.

4.1.10. Òåîðåìó 4.10 ìîæíî äîïîëíèòü. Ñíà÷àëà íàïîìíèì îïðå-
äåëåíèå ñëàáî äîñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà, ââåäåííîãîØíåéäåðîì [171].
Ïóñòü Q,µ = lim−→n→∞Qn � âíóòðåííèé èíäóêòèâíûé ïðåäåë ëèíåé-
íûõ íîðìèðîâàííûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé èç A(D), ãäå D �
îáëàñòü â Cp,

Qn :=
{

y ∈ A(D) : ‖y‖n := sup
z∈D

|y(z)|
qn(z)

< ∞
}

∀n > 1,

è qn(z) � âåñ íà D, ò. å. äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà M èç îáëàñòè D

γM := inf
{
qn(z) : z ∈ M

}
> 0; ΓM := sup

{
qn(z) : z ∈ M

}
< +∞.

Ïóñòü Λ � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî D; äëÿ ëþáîãî m > 1
TΛ

m � ïîëóíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî TΛ
m :=

{
y ∈ Q : ‖y‖Λm :=

sup
λ∈Λ

|y(λ)|
qm(λ) < ∞

}
è Q, µΛ := lim−→

m→∞
TΛ

m.

Ìíîæåñòâî Λ íàçûâàåòñÿ ñëàáî äîñòàòî÷íûì äëÿ Q, åñëè µΛ = µ
(íàïðèìåð, ìíîæåñòâî Λ = D âñåãäà ñëàáî äîñòàòî÷íî äëÿ Q). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî âñå âåñà qn(z) óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ: ïðè ëþáîì
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n > 1 qn(z) 6 qn+1(z), z ∈ D. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èç [26] Î. Â. Åïè-
ôàíîâà âñÿêîå ñëàáî äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî Λ ñîäåðæèò äèñêðåò-
íîå, çàìêíóòîå â D, ñëàáî äîñòàòî÷íîå äëÿ Q ïîäìíîæåñòâî Λ1. Ïðè
ýòîì äèñêðåòíîñòü è çàìêíóòîñòü â D ìíîæåñòâà Λ1 îçíà÷àþò, ÷òî
âñå åãî ïðåäåëüíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå D. Â ÷àñòíîñòè, åñ-
ëè D = Cp, ôóíêöèè qn(z) íåïðåðûâíû, à 1

qn(z) îãðàíè÷åíû ñâåðõó
íà êàæäîì êîìïàêòå Cp äëÿ âñåõ n ∈ N, òî âñÿêîå ñëàáî äîñòàòî÷íîå
äëÿ Q ìíîæåñòâî Λ ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî Λ1 = {λk}∞k=1,
â êîòîðîì λk ∈ Cp ïðè ëþáîì k > 1 è lim

k→∞
|λk|p = ∞.

Çàìåòèì åùå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp è
H = A(G), òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, H ′, λ = [1, h(z))p = lim−→n→∞Bn,
ãäå äëÿ ëþáîãî n > 1

Bn =
{

v ∈ A(Cp) : |V |n := sup
z∈Cp

|v(z)|
expHn(z)

< ∞
}

;

Hn(z) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ (âûïóêëîãî) êîìïàêòà Fn èç âîçðàñòàþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fm}∞m=1 êîìïàêòîâ, èñ÷åðïûâàþùåé G:

F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂ G =
∞⋃

k=1

Fk,

è, íàêîíåö, h(z) := sup
n

Hn(z) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè G. Êàê
íåòðóäíî çàìåòèòü, â äàííîì ñëó÷àå ëþáîå ìíîæåñòâî Λ èç Cp ñëàáî
äîñòàòî÷íî äëÿ [1, h(z))p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî λ-äîñòàòî÷-
íî äëÿ [1, h(z))p. Ïîýòîìó ëþáîå èç óòâåðæäåíèé 1�4 òåîðåìû 4.12
ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

6. Â A(G) ñóùåñòâóåò ÀÏÑ ýêñïîíåíò âèäà
{
exp〈λk, z〉p

}∞
k=1

, ãäå
lim

k→∞
|λk|p = ∞.

Âîçâðàùàÿñü ê ÀÏÑ ýêñïîíåíò, çàìåòèì, ÷òî ïî òîé æå òåîðå-
ìå 4.7 ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

E{µk} :=
{
exp〈µk, z〉p

}∞
k=1

ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â A(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç äâóõ ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé:

a) äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóþò m > 1 è b < +∞ òàêèå, ÷òî

sup
µ∈Cp

|f(µ)|
expHm(µ)

6 b sup
|f(µk)|

exp Hn(µk)
∀ f ∈ [1, h(z))p;

b) ïðîñòðàíñòâî (A′(G), β) äîïóñêàåò E{µk}-ðåàëèçàöèþ.
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Òàêèå æå áîëåå êîíêðåòíûå è óäîáíûå äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëü-
çîâàíèÿ êðèòåðèè òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà E{µk} ÿâëÿ-
åòñÿ ÀÏÑ â ïðîñòðàíñòâå H, ìîæíî âûâåñòè àíàëîãè÷íûì ïóòåì
èç òåîðåì 4.4�4.7 äëÿ äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ [ρ,∞]
(ρ > 1), [ρ, h(θ)], [ρ, 0] (∞ > ρ > 1) è ò. ä. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòà-
òû (êîòîðûå ðàíåå ïîëó÷àëèñü òàêæå ñ ïîìîùüþ òåîðèè äâîéñòâåí-
íîñòè, íî îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðîñòðàíñòâà), èìåþòñÿ â
ðàáîòàõ [3, 41, 47, 55, 81] è äð.

4.1.11. Êàê è â ñëó÷àå A-ÏÑ, ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèíåéíûå
íåïðåðûâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÀÏÑì è ïîëó÷èòü íà ýòîì ïóòè ðå-
çóëüòàòû, îáîáùàþùèå (ïðè A = A2) òåîðåìû èç ðàçäåëà 3.1. Îãðà-
íè÷èìñÿ çäåñü ëèøü îäíèì, íà÷àëüíûì, ðåçóëüòàòîì â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè.

Äîïóñòèì, ÷òî XΩ := (xλ)λ∈Ω � ÀÏÑì â ÏÎËÂÏ H1 è T �
ýïèìîðôèçì H1 íà H2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç H2 íàéäåòñÿ â
H1 ýëåìåíò y, äëÿ êîòîðîãî Ty = x. Äàëåå, òàê êàê XΩ � ÀÏÑì â H1,
òî ñóùåñòâóåò ÷èñëîâîå ñåìåéñòâî (cα)α∈Ω èç A2(XΩ,H1) òàêîå, ÷òî
ñåìåéñòâî {cαxα}α∈Ω àáñîëþòíî ñóììèðóåìî ê y â H1. Íî òîãäà, â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà T , ñåìåéñòâî {cαTxα}α∈Ω àáñîëþòíî
ñóììèðóåìî â H2 ê x. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.14. Åñëè T � ýïèìîðôèçì ÏÎËÂÏ H1 íà ÏÎËÂÏ
H2, à XΩ � ÀÏÑì â H1, òî TXΩ := (Txλ)λ∈Ω � ÀÏÑì â H2.

4.1.12. Ïî àíàëîãèè ñ A-ïðåäñòàâëÿþùèìè ñèñòåìàìè ìîæíî
ââåñòè ïîíÿòèå ñâîáîäíûõ è ïðîäîëæèìûõ ÀÏÑì.

Ïóñòü ñíà÷àëà, êàê â ðàçäåëå 3.1, H � ÏÎËÂÏ íàä ïîëåì ñêàëÿ-
ðîâ Φ (Φ = Cp èëè Φ = Rp, p > 1) è ïóñòü Ω � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ (óæå íå îáÿçàòåëüíî ñ÷åòíîå, êàê ýòî áûëî â 3.1)
èç Cp, ãäå p > 1. Ïîëîæèì, êàê ðàíüøå, XΩ := {xλ : λ ∈ Ω} è ââåäåì
ïðîñòðàíñòâî, óæå çíàêîìîå ïî ï. 4.1.1, A2(XΩ, H) âñåõ ÷èñëîâûõ
ñåìåéñòâ (÷. ñì) c = (cλ)λ∈Ω òàêèõ, ÷òî

∑

λ∈Ω

|cλ|p(xλ) < +∞ ∀ p ∈ P, (4.14)

ãäå P = {p}� íàáîð ïðåäíîðì, îïðåäåëÿþùèõ òîïîëîãèþ â ÏÎËÂÏ
H. Óñëîâèå (4.14) îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ èç H {cλxλ}λ∈Ω

àáñîëþòíî ñóììèðóåìî â H ïðè âñåõ c ∈ A2(XΩ,H) è x ∈ XΩ.
Ïóñòü XΩ � ÀÏÑì â H. Íàçîâåì ýòî ñåìåéñòâî ñâîáîäíûì, åñëè

îíî îñòàåòñÿ ÀÏÑì â H ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåãî ëþáîãî êîíå÷íîãî
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÷èñëà ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå ìíîæåñòâî èí-
äåêñîâ Ω ñ÷åòíî, ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ ñâîáîäíîé ÀÏÑ â H, óæå
ðàññìàòðèâàâøåìóñÿ â ðàçäåëå 3.5.

Êàê ðàíüøå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñî-
âîêóïíîñòüþ îòîáðàæåíèé ôèêñèðîâàííîãî ïîäìíîæåñòâà Bp (p > 1)
èç Cp (èëè Rp) â Cp (èëè â Rp). Ñ÷èòàåì åùå, ÷òî ÏÎËÂÏ H îáëà-
äàåò ñâîéñòâàìè 1)�3) èç ï. 3.5.2. Òî÷íî òàê æå, êàê â ï. 3.5.2, ïîêà-
çûâàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî AΩ := A2(XΩ,H) îáëàäàåò òàêæå ñâîéñò-
âàìè 4), 5).

Ïîäîáíî òîìó, êàê â ïóíêòå 3.5.2 áûëà äîêàçàíà òåîðåìà 3.13,
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òàêîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 4.14. Åñëè ÏÎËÂÏ H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1)�3),
òî ëþáîå ÀÏÑì â H âèäà (eλ)λ∈Ω ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.

Ïðèìåðû ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñâîéñòâàìè 1)�3) áû-
ëè ïðèâåäåíû â ï. 3.5.3.

4.1.13. Ïåðåõîäÿ ê ïîíÿòèþ ïðîäîëæèìîñòè ÀÏÑì, îãðàíè÷èì-
ñÿ, êàê â ï. 3.6.1, ñëó÷àåì, êîãäà Hj = E(Qj) ïðè j = 1, 2, ãäå E(Qj) �
ÏÎËÂÏ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå Qj èç
Cp (èëè Rp). Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî Q2 ⊆ Q1 è E(Q1) ↪→ E(Q2).

Ïóñòü T � íåêîòîðûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé èç H1 â H2 îïåðà-
òîð è XΩ := (xλ)λ∈Ω � ñîâîêóïíîñòü åãî ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ xλ

èç H1:
Txλ = µλxλ ∀λ ∈ Ω.

Èñïîëüçóÿ, êàê â ï. 3.6.1, íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà T , ïîêà-
çûâàåì ÷òî µΩ := (µλ)λ∈Ω � ìóëüòèïëèêàòîð ïàðû A2(XΩ,H1),
A2(XΩ,H2). Äàëåå, åñëè T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, XΩ � ÀÏÑì â
H1, òî ïî òåîðåìå 4.13 TXΩ := (µλxλ)λ∈Ω � ÀÏÑì â H2.

Òàêèì îáðàçîì, XΩ � ÀÏÑì è â H1, è â H2. Â ýòîì ñëó÷àå (ïî
àíàëîãèè ñ ïðîäîëæèìûìè ÀÏÑ) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÀÏÑì XΩ

ïðîäîëæèìî (èç H1 â H2).
Êàê â ï. 3.6.1, ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå êîíêðåòíóþ ñèòóàöèþ,

êîãäà Q2 = G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, Q1 = G+B, ãäå B � âûïóê-
ëûé êîìïàêò, ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò (êàê è âûøå, ïîñëåäíåå
ïðåäïîëîæåíèå íåñóùåñòâåííî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðåçóëüòàòà, êîòî-
ðûé ôîðìóëèðóåòñÿ íèæå).

Èñïîëüçóÿ áóêâàëüíî òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 3.18 (åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî
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òåîðåìû 3.1 ïðèõîäèòñÿ ññûëàòüñÿ íà òåîðåìó 4.13), ïðèõîäèì ê òà-
êîìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 4.15. Åñëè EΩ := (eλ)λ∈Ω � ÀÏÑì â â A(G + B), òî
EΩ � ÀÏÑì â A(G).

Èíûìè ñëîâàìè, ëþáîå ÀÏÑì â A(G + B) âèäà (eλ)λ∈Ω, ãäå Ω �
êàêîå-ëèáî ïîäìíîæåñòâî Cp è eλ := exp

∑p
k=1 λkzk, λ = (λ1, . . . , λp),

ïðîäîëæèìî â ïðîñòðàíñòâî A(G).

4.2. ÀÏÑì â ïðîñòðàíñòâàõ Ôðåøå

4.2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå, ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ê êîíêðåòíûì ñèñòåìàì XΛ èç
ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ H, æåëàòåëüíî äàòü îïè-
ñàíèå ìíîæåñòâà B = `Λ(H ′) =

{{ϕ(xα)}α∈Λ : ϕ ∈ H ′}. Ïî ôîðìó-
ëå (8.6.4) èç [143]

B̄ = `Λ(H ′) = (L−1
Λ (0))0,

ãäå L−1
Λ (0) = {d = (dα)α∈Λ ∈ A2 :

∑
dαxα = 0} è, êàê îáû÷íî, Y 0 �

ïîëÿðà Y . Òàê êàê îïåðàòîð LΛ íåïðåðûâåí èç A2 := A2(XΛ, H) â
H, òî ìíîæåñòâî J := L−1

Λ (0) çàìêíóòî; ïîýòîìó

B̄ = J0 =
{

c = (cα) ∈ A2 :
∑

α∈Λ

cαdα = 0 ∀ d ∈ J

}
.

Òàêèì îáðàçîì, B ⊆ J0 = B̄. Ïî òåîðåìå 8.6.13 èç [143] ìíîæåñòâî
LΛ(A2) çàìêíóòî â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ñëàáî çàìêíóòî
â A′2.

Òåîðåìà 4.16. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà XΛ áûëà ÀÏÑì â ïðî-
ñòðàíñòâå Ôðåøå H, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû B = J0 è
spanXΛ = H.

C Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè spanXΛ = H, òî LΛ(A2) = H, òàê êàê
LΛ(A2) ⊇ spanXΛ. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî `Λ(H ′) = J0 ñëàáî çàìêíó-
òî â A′2 è ïî òåîðåìå 8.6.13 èç [143] LΛ(A2) çàìêíóòî â H, îòêóäà
LΛ(A2) = LΛ(A2) = H. Ñëåäîâàòåëüíî, XΛ � ÀÏÑì â H.

Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè XΛ � ÀÏÑì â H, òî ïî òåîðåìå 4.1
LΛ(A2) = H. Òàêèì îáðàçîì, LΛ(A2) = LΛ(A2) = H. Òàê êàê
LΛ(A2) ⊆ span XΛ ⊆ H, òî spanXΛ = H. Êðîìå òîãî, èç çàìêíóòî-
ñòè LΛ(A2) â H ñëåäóåò (ïî âñå òîé æå òåîðåìå 8.6.13 èç [143]) ñëàáàÿ
çàìêíóòîñòü `Λ(H ′) â A2. Îòñþäà B = `Λ(H ′) = `Λ(H ′) = B̄ = J0. B
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4.2.2. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âåñüìà ñëîæíî äàòü òî÷íîå îïèñàíèå
ìíîæåñòâà B, íî óäàåòñÿ íàéòè ¾ïðîìåæóòî÷íîå¿ ïðîñòðàíñòâî F
òàêîå, ÷òî B ⊆ F ⊆ Â2.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü ïîëåçíà
Òåîðåìà 4.17. Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå è F � ïîäïðî-

ñòðàíñòâî Â2, ñîäåðæàùåå B. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîð `Λ áûë òîïî-
ëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì H ′, λ íà F, µΛ, ãäå F, µλ = lim−→Fn è äëÿ
ëþáîãî n > 1 Fn := {g ∈ F : |g|Λn < ∞}, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû F ⊆ J0 è ÷òîáû XΛ ÿâëÿëîñü ÀÏÑì â H.

C 1. Ïóñòü `Λ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì H ′, λ íà F, µΛ. Òàê
êàê `Λ(H ′) =: B, òî B = F è `Λ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì
H ′, λ íà B, µΛ. Ïî òåîðåìå 4.7 XΛ � ÀÏÑì â H. Íî òîãäà, ñîãëàñíî
òåîðåìå 4.16, B = J0 è, ñëåäîâàòåëüíî, F = B = J0.

2. Ïóñòü òåïåðü F ⊆ J0 è XΛ � ÀÏÑì â H. Ïî òåîðåìå 4.16
B = J0 è, ñëåäîâàòåëüíî, F = J0 = B. Ïî òåîðåìå 4.7 `Λ � òîïîëî-
ãè÷åñêèé èçîìîðôèçì H ′, λ íà F, µΛ. B

Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.17, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåä-
ëèâîñòè ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà, ÿâëÿþùåãîñÿ íåêîòîðûì óòî÷íåíè-
åì è óñèëåíèåì ýòîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü H è F � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 4.17. Òîãäà äëÿ
òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð `Λ áûë òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì H ′, λ íà
F, µΛ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F = J0 è ÷òîáû XΛ ÿâëÿëîñü
ÀÏÑì â H.

Îòìåòèì åùå îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé áóäåò
âñêîðå èñïîëüçîâàí.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü F � ïîäïðîñòðàíñòâî Â2 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà g = g(t) (t ∈ Λ) èç F íàéäåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ â (F, µΛ)
ñåòü {vγ}γ∈ω èç J0, ñõîäÿùàÿñÿ ê g ïîòî÷å÷íî íà Λ. Òîãäà F ⊆ J0.

C Èìååì F, µΛ = lim−→Fn, ãäå ïðè âñåõ n > 1

Fn ⊆ AΛ
n :=

{
d ∈ Â2 : |d|Λn := sup

d∈Λ

|dα|
pn(xα)

< ∞
}

.

Î÷åâèäíî, ÷òî F, µΛ ↪→ Â2, δ, ãäå Â2, δ � ðåãóëÿðíûé âíóòðåííèé
èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ AΛ

n (ñì. ï. 4.1.4). Ïðè ýòîì äëÿ
ëþáîãî n > 1 Fn = F ∩AΛ

n è F, µΛ � òàêæå ðåãóëÿðíûé èíäóêòèâíûé
ïðåäåë. Èç îãðàíè÷åííîñòè â F, µΛ ñåòè v{vγ}γ∈ω ñëåäóåò, ÷òî ýòà
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ñåòü ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå Fm è îãðàíè÷åíà â íåì,
ò. å.

Dm := sup
γ∈ω

sup
α∈Λ

|vγ,α|
pm(xα)

< +∞,

ãäå vγ = (vγ,α)α∈Λ ïðè ëþáîì γ ∈ ω. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ÷èñ-
ëî ε > 0 è ýëåìåíò d(dα)α∈Λ èç J = L−1

Λ (0) ⊆ A2 è âûáåðåì êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî Λ1 ìíîæåñòâà Λ òàê, ÷òîáû 2Dm

∑
β∈Λ2

|dβ |pm(xβ) <
ε, ãäå Λ2 := Λ\Λ1. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî γ ∈ ω

∑
β∈Λ dβvγ,β = 0, òî äëÿ

òåõ æå γ
∣∣ ∑

β∈Λ1
dβvγ,β

∣∣ < ε/2. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäå-
ëó ïî íàïðàâëåíèþ ω, íàéäåì, ÷òî

∣∣ ∑
β∈Λ1

dβvβ

∣∣ 6 ε/2. Äàëåå, åñëè
Λ3 � ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Λ2, òî

∑
β∈Λ3

|dβ ||vγ,β | < ε/2.
Ñîâåðøàÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä è â ýòîì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì, ÷òî∑

β∈Λ3
|dβ ||vβ | 6 ε/2. Òàê êàê Λ3 � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî Λ2, òî
∑

β∈Λ2
|dβ ||vβ | 6 ε/2, îòêóäà

∑
β∈Λ |dβ ||vβ | < ∞, ïðè-

÷åì Dm

∣∣ ∑
β∈Λ dβvβ

∣∣ 6 ε. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü
ñêîëü óãîäíî ìàëûì, çàêëþ÷àåì, ÷òî

∑
β∈Λ dβvβ = 0. Êðîìå òîãî, èç

íåðàâåíñòâà |vγ,α| 6 Dmpm(xα) (ïðè ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííîì
α èç Λ) ñ ïîìîùüþ âñå òîãî æå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷èì, ÷òî

sup
α∈Λ

|vα|
pm(xα)

6 Dm

è v(vα)α∈Λ ∈ AΛ
m ⊆ Â2. Îêîí÷àòåëüíî, v ∈ J0 è ïîòîìó F ⊆ J0. B

4.2.3. Ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ðàçäåëå, ê îä-
íîé äîâîëüíî îáùåé ñèòóàöèè. Ïóñòü G � ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîð-
äèíàò îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, p > 1; H � ïðîñòðàíñ-
òâî Ôðåøå ñ íàáîðîì ïðåäíîðì pn, n = 1, 2, . . . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
H(G) ↪→ H ↪→ A(G) è ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

bn := sup
α∈Cp

sup
06t61

pn(exp〈tα, z〉p)
pn(exp〈α, z〉p) < +∞ ∀n > 1. (4.15)

Íàïîìíèì, ÷òî A(G) � ýòî ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ òîïîëîãèåé ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ G (êàê óæå íåîäíîêðàòíî îò-
ìå÷àëîñü, A(G) � ìîíòåëåâñêîå, à, ñëåäîâàòåëüíî, ðåôëåêñèâíîå è
ïîòîìó ïðàâèëüíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå), à Ā(Ḡ) = H(Ḡ) � ïðî-
ñòðàíñòâî âñåõ ðîñòêîâ ëîêàëüíî àíàëèòè÷åñêèõ íà Ḡ ôóíêöèé ñ
îáû÷íîé èíäóêòèâíîé òîïîëîãèåé, ÿâëÿþùååñÿ LN∗-ïðîñòðàíñòâîì.
Òîãäà (A(G))′ ⊆ H ′ ⊆ (Ā(Ḡ))′. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïðåîáðàçîâàíèå
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Ëàïëàñà
∀ϕ ∈ A(G)′ → ϕ(exp〈α, z〉p) ∈ A(Cp)

îñóùåñòâëÿåò òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì
A(G)′, λ = (A(G))′β íà [1, hG(z))p.

Àíàëîãè÷íî, îïåðàòîð ∀ϕ ∈ Ā(Ḡ)′ → ϕ(exp〈α, z〉p) ÿâëÿåòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì (Ā(Ḡ))′β íà [1, hG(z)]p. Çäåñü, êàê âûøå,
hG(z) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëîãî êîìïàêòà Ḡ, à [1, hG(z))p è
[1, hG(z)]p � ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé â Cp ñî ñòàíäàðòíûìè
èíäóêòèâíîé è (ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âòîðîãî ïðîñòðàíñòâà) ïðîåê-
òèâíîé òîïîëîãèÿìè.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψn(α) = pn(exp〈α, z〉p) íåïðå-
ðûâíà íà Cp äëÿ ëþáîãî n > 1. Ïîëîæèì Λ = Cp, xα = eα :=
exp〈α, z〉p. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ñåìåéñòâî E = EΛ := {eα : α ∈ Λ}
ñåïàðàáåëüíî â H. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé F, µ :=
lim−→

n→∞
Fn, ãäå äëÿ âñåõ n > 1

Fn :=
{

y ∈ A(Cp) : ‖y‖n := sup
β∈Cp

|y(β)|
pn(eβ)

< +∞
}

.

Î÷åâèäíî, ÷òî B ⊆ F , ãäå, êàê ðàíüøå,

B = `Cp(H ′) =
{(

ϕ(eα)
)
α∈Cp : ϕ ∈ H ′

}
.

Ïóñòü òåïåðü g � ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç F . Åñëè t ∈ (0, 1), òî
g(tz) ∈ [1, htG(z)]p ⊂ [1, hG(z))p ⊆ B ⊆ J0.

Ïóñòü 0 < tn ↑ 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {g(tnz)}∞n=1 â ñèëó óñëî-
âèÿ (4.15) îãðàíè÷åíà â F, µ è ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê g(z) â Cp = Λ.
Ïî ëåììå 4.3 B ⊆ J0. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 4.9, 4.17 è ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ñåïàðàáåëüíîñòü E â H, äåëàåì âûâîä î ðàâíîñèëüíîñòè
òàêèõ óòâåðæäåíèé: A) E � ÀÏÑì â H; B) â H èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíà ÀÏÑ âèäà {eαn}∞n=1, αn ∈ Cp, n > 1; C) ïðîñòðàíñòâî H ′, λ
(òîïîëîãè÷åñêè) èçîìîðôíî F, µ.

Îòìåòèì åùå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå H ïðà-
âèëüíî, óòâåðæäåíèå C) â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ â òàêîé (ðàâíî-
ñèëüíîé) ôîðìå:

C0) äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ H ′
β è F, µ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ïýëè �

Âèíåðà � Øâàðöà, ò. å. îïåðàòîð ∀ϕ ∈ H ′ → ϕ(eα), α ∈ Cp, ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì H ′

β íà F, µ.
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Äàëåå, ïðèâëåêàÿ ðåçóëüòàò Î. Â. Åïèôàíîâà èç [26], î êîòîðîì
ðå÷ü øëà â ï. 4.1.10, íàõîäèì, ÷òî óòâåðæäåíèþ B) ìîæíî ïðèäàòü
ýêâèâàëåíòíûé, íî (ôîðìàëüíî) áîëåå ¾ñèëüíûé¿ âèä:

B0) â ïðîñòðàíñòâå H èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ âèäà {eαn
}∞n=1,

â êîòîðîé lim
n→∞

|αn|p = ∞.
Òåïåðü óæå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûé â èòîãå ðåçóëü-

òàò äëÿ ðàññìîòðåííîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.

Òåîðåìà 4.18. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp,
ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, à H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ òîïî-
ëîãèåé, çàäàííîé íàáîðîì ïðåäíîðì pn, n = 1, 2, . . . Ïóñòü, äàëåå,
Ā(Ḡ) ↪→ H ↪→ A(G), êàæäàÿ ôóíêöèÿ pn(eα) íåïðåðûâíà â Cp ïðè
n > 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå (4.15). Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

I) E = {eα}α∈Cp � ÀÏÑì â H;
II) â H åñòü õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ ýêñïîíåíò {eαn

}∞n=1, αn ∈ Cp,
n ∈ N;

III) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ÀÏÑ {eαn
}∞n=1 òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

|αn|p = +∞;
IV ) H ′,λ òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó F, µ.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðîñòðàíñòâî H ïðàâèëüíî, òî óòâåðæäå-

íèå IV ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ïàðû H ′
β , F, µ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Ïýëè � Âèíåðà � Øâàðöà.
4.2.4. Âûÿñíèì, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè çà-

ìå÷àíèÿ ê òåîðåìå 4.18 ïðåäïîëîæåíèå î ïðàâèëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà
H. Ïðåäâàðèòåëüíî óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè T
â Cp îïðåäåëåííàÿ â íåé ôóíêöèÿ h : T → R0

+ := (0, +∞) ëîêàëü-
íî îãðàíè÷åíà ñâåðõó â T , åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà Q îáëàñòè T
sup{h(w) : w ∈ Q} < +∞.

Ëåììà 4.4. Åñëè âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
h, îïðåäåëåííàÿ â êàêîé-ëèáî (íå îáÿçàòåëüíî ñîáñòâåííîé) ïîäîáëà-
ñòè G ìíîæåñòâà Cp, ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñâåðõó â G, òî ëèíåéíîå
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Ah(G) :=
{

y ∈ A(y) : ‖y‖G
h := sup

z∈G

|y(z)|
h(z)

}

ïîëíî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ B-ïðîñòðàíñòâîì.
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C Ïóñòü {fk}∞k=1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â
Ah(G). Òàê êàê Ah(G) ↪→ A(G) â ñèëó ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè
ñâåðõó âåñîâîé ôóíêöèè h, òî {fk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êî-
øè â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå A(G). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå
f ∈ A(G), ÷òî fn → f â A(G) è ïîäàâíî f(z) = lim

n→∞
fn(z) äëÿ ëþáîãî

z ∈ G. Çàäàâ òåïåðü ïðîèçâîëüíî ìàëîå ÷èñëî ε > 0, íàéäåì ïî íåìó
íîìåð N > 1 òàêîé, ÷òî åñëè m > n > N , òî ‖fm − fn‖G

h < ε, îòêóäà
|fm(z)− fn(z)| < εh(z) ∀ z ∈ G.

Çàôèêñèðîâàâ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå òî÷êó z èç G è íîìåð
n > N è ïåðåéäÿ â ïðåäåëó ïðè m → +∞, íàéäåì, ÷òî |f(z)−fn(z)| 6
εh(z).

Îòñþäà ‖f − fn‖G
h 6 ε. Íî òîãäà, âî-ïåðâûõ,

‖f‖G
h 6 ‖fn‖G

h + ‖f − fn‖G
h 6 ‖fn‖G

h + ε < +∞ ∀n > N.

Ïîýòîìó f ∈ Ah(G). Âî-âòîðûõ, ‖f − fn‖G
h 6 ε, êîãäà n > N = N(ε)

è, ñëåäîâàòåëüíî, fn → f â Ah. B
Ïóñòü òåïåðü G è H óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.18. Òàê

êàê ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ â Cp âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëü-
íî îãðàíè÷åíà ñâåðõó â Cp, òî ïî ëåììå 4.4 ïðè ëþáîì n > 1 Fn �
B-ïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìó, åñëè ïðîñòðàíñòâî H ′

β èçîìîðôíî áî÷å÷-
íîìó ïðîñòðàíñòâó F, µ = lim−→n→∞ Fn, òî îíî áî÷å÷íî, à ýòî è îçíà÷à-
åò [143], ÷òî H ïðàâèëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î ïðàâèëü-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà H ñóùåñòâåííî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè çàìå÷àíèÿ ê
òåîðåìå 4.18. ×òî æå êàñàåòñÿ óñëîâèÿ 0 ∈ G, òî îíî íåñóùåñòâåííî è
îò íåãî ìîæíî èçáàâèòüñÿ. Íàêîíåö, ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ (4.15)
äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 4.18 íåÿñíà.

4.2.5. Îáùèå ðåçóëüòàòû èç ïï. 4.2.1, 4.2.2 ìîæíî äîïîëíèòü, ðàñ-
ñìîòðåâ ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ
îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ íàáîðîì ïðåäíîðì {pn}∞n=1 è ïóñòü Q �
íåêîòîðàÿ (íå îáÿçàòåëüíî ñîáñòâåííàÿ) ïîäîáëàñòü Cp, p > 1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû òàêèå óñëîâèÿ:

1) eα ∈ H äëÿ ëþáîãî α ∈ Q (êàê âûøå, eα = exp〈α, z〉p);
2) ϕ(eα) ∈ A(Q) äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ H ′;
3) pn(eα) ∈ C(Q) ïðè ëþáîì n > 1.
Ââåäåì ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Fn :=
{

y ∈ A(Q) : ‖y‖n = sup
z∈Q

|y(z)|
pn(ez)

< +∞
}

, n = 1, 2, . . .



214 Ãëàâà 4. Îáîáùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì

Ïî ëåììå 4.4 Fn � B-ïðîñòðàíñòâî. Ïîëîæèì F, µ = lim−→n→∞ Fn;
Λ = Q; xα = eα. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð `Q : ∀ϕ ∈ H ′ → ϕ(eα) ∈
A(Q) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôìèçìîì H ′, λ íà F, µ. Çàìå-
òèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ 2) Bn :=

{
ϕ(eα) : ϕ ∈ H ′, sup

α∈Q

|ϕ(eα)|
pn(eα) < ∞

}
⊆

Fn äëÿ ëþáîãî n > 1 è, áîëåå òîãî, Bn ↪→ Fn.
Òàêèì îáðàçîì, B, µQ ↪→ F, µ, ãäå B, µQ := lim−→n→∞Bn. Íî ñî-

ãëàñíî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ `Q(H ′) = F . Êðîìå òîãî, ïî îïðå-
äåëåíèþ ìíîæåñòâà B èìååì: B = {ϕ(eα) : α ∈ H ′}. Ñëåäîâàòåëüíî,
B = F . Òàê êàê `Q � èçîìîðôèçì H ′, λ íà F, µ, òî îáðàòíûé ê `Q îïå-
ðàòîð `−1

Q äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç F, µ â H ′, λ è ïîäàâíî íåïðåðûâíî
èç B, µQ â H ′, λ. Òàêèì îáðàçîì, `Q � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì
H ′, λ íà B, µQ. Íî â ýòîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 4.9, åå ñëåä-
ñòâèå è ðåçóëüòàòû ï. 4.1.9, çàêëþ÷àåì, ÷òî EQ := {eα : α ∈ Q} �
ÀÏÑì â H; êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ëþáîå èç äâóõ ðàâíîñèëüíûõ
óòâåðæäåíèé:

a1) â H èìååòñÿ ÀÏÑ ýêñïîíåíò {eαn
}∞n=1, αn ∈ Q, n = 1, 2, . . . ;

a2) â H èìååòñÿ ÀÏÑ ýêñïîíåíò {eβn}∞n=1, ãäå {βn}∞n=1 � áåñ-
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç Q, äèñêðåòíàÿ â Q (ò. å. íå
èìåþùàÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê â Q).

Äàëåå, åñëè ïðè ëþáîì n > 1 γn ∈ Q, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{eγn}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
n > 1 ñóùåñòâóåò b < +∞:

sup
z∈Q

|y(z)|
pn(ez)

6 b sup
k>1

|y(γk)|
pm(eγk

)
∀ y ∈ F. (4.16)

Èíûìè ñëîâàìè, {eγn}∞n=1 � ÀÏÑ â H â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà {γn : n = 1, 2, . . .} � ñëàáî äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî äëÿ F, µ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè H � ïðàâèëüíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, Q � îá-
ëàñòü â Cp, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1)�3) è äëÿ ïàðû H ′

β , F, µ èìå-
åò ìåñòî òåîðåìà Ïýëè � Âèíåðà � Øâàðöà, òî EQ � ÀÏÑì â
H è ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ a1) è a2); êðîìå òîãî, {eγn}∞n=1,
ãäå ïðè âñåõ n > 1 γn ∈ Q � ÀÏÑ â H òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (4.16). Èìåííî òàêàÿ ñèòóà-
öèÿ èìåëà ìåñòî â ï. 4.1.8 â ñëó÷àå, êîãäà Q = G � îáëàñòü â Cp,
p > 1.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â ñòà-
òüå [57].
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4.3. Ïîñòðîåíèå îäíîãî êëàññà ÀÏÑ
â ïðîñòðàíñòâå A(G)

Â ýòîì ðàçäåëå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.7 ñòðîÿòñÿ êîíêðåòíûå ÀÏÑ
ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå A(G) ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé
îáëàñòè G. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðåíà ëèøü îäíîìåðíàÿ
ñèòóàöèÿ. Ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ òåõ, êî-
òîðûå áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [41, 43].

4.3.1. Ïóñòü ñíà÷àëà 0 ∈ G è G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îá-
ëàñòü â C ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−ϕ). Ïîëîæèì α = min

ϕ
h(ϕ),

β = max
ϕ

h(ϕ). ßñíî, ÷òî 0 < α 6 β < +∞. Çàôèêñèðóåì êàêóþ-
ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rk}∞k=1, äëÿ êîòîðîé

rk > 0; inf
k

[rk+1 − rk] > 0; lim
k→∞

rk+1

rk
= 1 ∀ k > 1, (4.17)

à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {sk}∞k=1, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ óñëîâèþ

lim
n→∞

1
(rn+1 − rn)

ln
rn

sn(rn+1 − rn)
= −∞. (4.18)

Îïèøåì âíà÷àëå íåêîòîðûå ñâîéñòâà êðèâîé

Cρ :=
{
z ∈ C : |z|h(arg z) = ρ

}
, 0 < ρ < ∞,

êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàííîì ðàçäåëå. Ïðåæäå âñåãî, êðèâàÿ Cρ

îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî Dρ := {z ∈ C : |z|h(arg z) 6 ρ}, êîòîðîå â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h(ϕ) çàìêíóòî â C. Êðîìå òîãî, åñëè
zj ∈ Dρ ïðè j = 1, 2 è γ ∈ [0, 1], òî

γ|z1|h(arg z1) = γ|z1|h(arg γz1) 6 ργ;
(1− γ)|z2|h(arg(1− γ)z2) 6 ρ(1− γ).

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [25, ñ. 321]), ïðè ëþáîì vj ∈ C,
j = 1, 2,

|v1 + v2|h(arg(v1 + v2)| 6 |v1|h(arg v1) + |v2|h(arg v2). (4.19)

Îòñþäà

|γz1 + (1− γ)z2|h(arg(γz1 + (1− γ)z2)) 6 ργ + (1− γ)ρ = ρ.
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Òàêèì îáðàçîì, Dρ � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî,
Cρ � îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ êðèâàÿ, ñîäåðæàùàÿ âíóò-
ðè ñåáÿ íà÷àëî êîîðäèíàò. Äàëåå, åñëè zj ∈ Cρj , j = 1, 2, è ρ2 > ρ1,
òî
ρ2−ρ1 = |z2|h(arg z2)−|z1|h(arg z1)6 |z2−z1|h(arg(z2−z1))6 β|z2−z1|,
îòñþäà

d(Cρ1 , Cρ2) := min
{|z2 − z1| : z2 ∈ Cρ2 , z1 ∈ Cρ1

}
> ρ2 − ρ1

β
.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè ïðîâåñòè êðóã
Kr(z) ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z èç Cρ, ãäå
0 < ρ < ∞, òî Kr(z) ⊆ Dρ+βr.

Íàêîíåö, îòìåòèì íåðàâåíñòâî, òàêæå âûòåêàþùåå èç ñîîòíîøå-
íèÿ (4.19):

|h(ϕ1)− h(ϕ2)| 6 β|eiϕ1 − eiϕ2 | 6 β|ϕ1 − ϕ2| (4.20)
ïðè ëþáîì ϕj ∈ [0, 2π], j = 1, 2.

4.3.2. Âîçâðàùàÿñü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {rm}∞m=1 è {sm}∞m=1,
âûáðàííûì âûøå, âûäåëèì äëÿ êàæäîãî k > 1 íà êðèâîé Crk

sk

òî÷åê zj,k:

zj,k =
rk

h
(

2πj
sk

) exp i
2πj

sk
, j = 1, 2, . . . , sk; k = 1, 2, . . . (4.21)

Ïåðåíóìåðóåì ïîëó÷åííóþ òàêèì ïóòåì ñèñòåìó òî÷åê
{zj,k : j = 1, 2, . . . , sk; k = 1, 2, . . .}

â âèäå îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λm}∞m=1, çàïèñàâ âíà÷àëå (â ëþ-
áîì ïîðÿäêå) âñå òî÷êè zj,1 ñ j 6 s1, çàòåì âñå òî÷êè zj,2 ñ j 6 s2 è
ò. ä. Òîãäà lim

k→∞
|λk| = ∞. Ïîëîæèì Λ := {λk}∞k=1, EΛ := (exp λkz)∞k=1

è çàôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî b èç (0, +∞).
Ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.7, ÷òî EΛ �ÀÏÑ â A(bG). Ñîãëàñ-

íî ýòîé òåîðåìå òàê áóäåò, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííîé
÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn}∞n=1 òàêîé, ÷òî 0 < qn ↑ 1, ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∀n > 1 ∃m > 1, ∃An ∈ (0,+∞) : ∀ y ∈ [1, bh(θ))

sup
|z|<∞

|y(z)|
exp[bqmh(arg z)|z|] 6 An sup

k>1

|y(λk)|
exp bqnh(arg λk)|λk| .

(4.22)



4.3. Ïîñòðîåíèå îäíîãî êëàññà ÀÏÑ â ïðîñòðàíñòâå A(G) 217

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò èìåòü ìåñòî íà áîëåå
øèðîêîì, ÷åì [1, bh(θ)], êëàññå [1,∞) âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v èç [1,∞) ââåäåì ñòàí-
äàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: σ(v) := lim

r→∞
ln M(r,v)

r ; M(r, v) := max
|z|6r

|v(z)|;
Mr(v) := max{|v(z)| : z ∈ Cr}. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (4.18), âûáåðåì
íîìåð N0 > 1 òàêîé, ÷òî ïðè ëþáîì k > N0

16π2β2rk exp b(rk+1 − rk) < α2sk(rk+1 − rk). (4.23)

Âûáðàâ ïðîèçâîëüíî íîìåðà p > 1, N > N0 è ôóíêöèþ y(z) èç
[1,∞), îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó δp

N (y) := sup06r6rN
Mr(y) exp(−bqpr).

Åñëè 0 6 r 6 rN0 , òî

Mr(y)e−bqpr 6 MrN0
(y)e−bqp−1rN0 exp[bqp−1rN0 − bqpr] 6 ebrN0 γN0

N (y),

ãäå γN0
N,p(y) := supN06`6N Mr`

(y)e−bqp−1r` .
Åñëè æå rN0 < r 6 rN , òî

∃m : N0 6 m < N, rm < r 6 rm+1.

Òîãäà

Mr(y)e−bqpr 6 Mrm+1(y)e−bqprm =

= Mrm+1(y)e−bqp−1rm+1 exp[bqp−1rm+1 − bqprm] 6
6 γN0

N (y) exp sup
s>1

b(qp−1rs+1 − qprs).

Åñëè B(b, p) := max
{
exp brN0 , sups>1 b(qp−1rs+1 − qprs)

}
, òî â ñè-

ëó (4.17) B(b, p) < ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

δp
N (y) 6 B(b, p)γN0

N,p(y) ∀N > N0, ∀ y ∈ [1,∞).

4.3.3. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó y ∈ [1,∞) è äëÿ ëþáîãî ` > 1 t` � òî÷-
êà íà êðèâîé Cr`

òàêàÿ, ÷òî |y(t`)| = Mr`
(y) := M̃`. Âñåãäà íàéäåòñÿ

íîìåð j` 6 s`, äëÿ êîòîðîãî | arg t`−arg zj`,`| < 2π/s`. C ïîìîùüþ ðå-
çóëüòàòîâ èç ïï. 4.3.1, 4.3.2 îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó |t` − zj`,`|. Åñëè
ϕ` := arg t` è ψ` := arg zj`,`, òî

∣∣t` − zj`,`

∣∣ = r`

∣∣∣∣
eiϕ`

h(ϕ`)
− eiψ`

h(ψ`)

∣∣∣∣ 6 r`

α2

∣∣∣h(ψ`)eiϕ` − h(ϕ`)eiψ`

∣∣∣ 6

6 r`

α2

[
β
∣∣eiϕ` − eiψ`

∣∣ +
∣∣h(ψ`)− h(ϕ`)

∣∣
]

6 2r`β

α2

∣∣ϕ` − ψ`

∣∣ <
4βπr`

α2s`
.



218 Ãëàâà 4. Îáîáùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì

Äàëåå,

M̃` − |y(zj`,`)| = |y(t`)| − |y(zj`,`)| 6 |y(t`)− y(zj`,`)| =
∣∣∣∣

zj`,`∫

t`

y′(τ) dτ

∣∣∣∣.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îòðåçêó, ñîåäèíÿ-
þùåìó òî÷êè t` è zj`,`. Îòñþäà

∣∣y(t`)− y(zj`,`)
∣∣ 6

∣∣t` − zj`,`

∣∣Mr`
(y′) 6 4βπr`

α2s`
Mr`

(y′).

Ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè y′(v) = 1
2πi

∫
Γv

y(t)
(t−v)2 dt äëÿ ëþ-

áîãî v ∈ Cr`
, ãäå Γv � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå v è ðàäèóñîì

τ`+1−τ`

β . Íî òîãäà

|y(t`)− y(zj`,`)| 6 4β2πr`M̃`+1

α2s`(r`+1 − r`)
,

è äëÿ ëþáîãî ` > N0

Mr`
(y)

exp bqp−1r`
− |y(zj`,`)|

exp bqp−1r`
6 4β2πr`M̃`+1

α2s`(r`+1 − r`) exp bqp−1r`
6

6 4β2πr`M̃`+1 exp[bqp−1(r`+1 − r`)]
α2s`(r`+1 − r`) exp bqp−1r`+1

<

<
4β2πr`M̃`+1 exp b(r`+1 − r`)
α2s`(r`+1 − r`) exp bqp−1r`+1

<
M̃`+1

4 exp bqp−1r`+1
.

Äàëåå, ïðè ëþáîì N > N0

γN0
N,p(y) 6 sup

N06`6N

|y(zj`,`)|
exp[bqp−1h(arg zj`,`)|zj`,`|] +

1
4

γN0
N+1(y) =

= τN0
N,p(y) +

γN0
N+1,p(y)

4
.

Îòñþäà äëÿ òåõ æå N > N0 γN0
N (y) 6 2τN0

N (y) è (ñ ó÷åòîì îöåíêè,
ïîëó÷åííîé â ñàìîì êîíöå ï. 4.3.2)

δp
N (y) 6 B(b, p)

[
τN0
N,p(y) +

1
4
γN0

N,p(y)
]

∀N > N0. (4.24)
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δp
N (y)}∞N−N0

íå óáûâàåò, òî äëÿ ëþáîãî
y ∈ [1, +∞) lim

N→∞
δp
N (y) = sup

0<r<∞
Mr(y) exp[−bqpr].

Òî÷íî òàêæå ïðè N →∞ ñóùåñòâóåò ïðåäåë (âîçìîæíî, ðàâíûé
+∞) ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{
τN0
N,p(y)

}∞
N=N0

è
{
γN0

N+1,p(y)
}∞

N=N0
:

lim
N→∞

τN0
N,p(y) = sup

`>N0

|y(zj`,`)|
exp[bqp−1h(arg zj`,`)|zj`,`|] 6

6 sup
s>1

|y(λs)|
exp[bqp−1h(arg λs)|λs|] ;

lim
N→∞

γN0
N+1,p(y) = sup

N06r<∞
Mr(y) exp[−bqpr] 6

6 sup
0<r<∞

Mr(y) exp[−bqpr].

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (4.24) ïðè N →∞ è ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ
p > 1 è y ∈ [1,∞), ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.22) ñïðàâåäëèâî ïðè
n > 1, m = n + 1 è An = B(b, n + 1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y èç êëàññà
[1,∞) è ïîäàâíî � èç êëàññà [1, bh(θ)).

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé â èòîãå ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4.19. Ïóñòü G � ñîäåðæàùàÿ z = 0 îãðàíè÷åííàÿ âû-

ïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−ϕ). Ïóñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {rk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.17), à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {sk}∞k=1 � óñëîâèþ (4.18). Ïóñòü, íàêî-
íåö, ñèñòåìà òî÷åê {zj,k : j = 1, . . . , sk; k = 1, 2, . . .} âèäà (4.20)
çàíóìåðîâàíà îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ = {λk}∞k=1. Òîãäà EΛ � ÀÏÑ â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå A(bG), ãäå
0 < b < +∞.

Òåîðåìà 4.19 ñîäåðæàòåëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {rm}∞m=1, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ (4.17), âñåãäà ìîæíî íàéòè (è ïðèòîì áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ñïîñîáîâ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {sk}∞k=1, äëÿ êîòî-
ðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.18). Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü äëÿ
âñåõ k > 1

sk = E

(
rk exp[µk(rk+1 − rk)]

(rk+1 − rk)

)
,

ãäå E(x) � ñèìâîë ¾öåëîé ÷àñòè¿ x, à {µk}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñ-
ëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî 0 < µk ↑ +∞.
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Òåîðåìà 4.19 áûëà âïåðâûå óñòàíîâëåíà â ðàáîòàõ [41, òåîðåìà 6;
43]. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî 0 ∈ G, â åå ôîðìóëèðîâêå íåñóùå-
ñòâåííî è îò íåãî ëåãêî èçáàâèòüñÿ.

4.3.4. Ïóñòü òåïåðü G � ñîäåðæàùàÿ z = 0 íåîãðàíè÷åííàÿ âû-
ïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−ϕ). Çàôèêñèðóåì êàêóþ-
ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàêòîâ Fn îáëàñòè G ñ îïîð-
íîé ôóíêöèåé hn(−ϕ) òàêèõ, ÷òî 0 ∈ Fn ⊂ intFn+1 ⊆ Fn+1 ⊂ G =⋃∞

m=1 Fm ïðè âñåõ n > 1.
Âûáåðåì òàêæå ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qn}∞n=1 è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {sn}∞n=1, sn ∈ N, òàê, ÷òîáû 0 < qn ↑ 1.
Íàêîíåö, åñëè äëÿ ëþáîãî n > 1 βn := max

ϕ
hn(−ϕ), òî çàôèêñè-

ðóåì ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kn}∞n=1 è {rkn}∞n=1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì:

1 < kn ↑ ∞; inf
n

(rkn+1 − rkn) > 0; lim
n→∞

rkn+1

rkn

= 1; lim
n→∞

rkn

βn
= ∞.

Íà êàæäîé êðèâîé Crm
n , ãäå Cρ

n := {z : |z|hn(arg z) = ρ} äëÿ
ëþáûõ ρ > 0 è n > 1, âûäåëèì ïðè m = kn, kn+1, . . . òî÷êè zn

` âèäà

zm
`,n =

rm

hn

(
2π`
sm

) exp i
2π`

sm
, ` = 1, 2, . . . , sm.

Óïîðÿäî÷èâ ñèñòåìó òî÷åê
{

zm
`,n : ` = 1, 2, . . . , sm; m = kn, kn+1, . . . ; n ∈ N

}

ïî íåóáûâàíèþ èõ ìîäóëÿ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µ = (µs)
∞
s=1,

â êîòîðîé lim
s→∞

|µs| = +∞. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî íîìåðà p > 1,
n > 1, ÷èñëî b èç (0, +∞) è ïîëîæèì

N0 = kn; Λn := {µk : µk ∈ Crm
n , m > kn}.

Òî÷íî òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè, êàê è â ïï. 4.3.1�4.3.3, ïîëó÷àåì
îöåíêó: äëÿ ëþáûõ b ∈ (0, +∞) è p > 1 ñóùåñòâóåò B2 = B2(b, p)
òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ y ∈ [1, +∞)

sup
|z|<∞

|y(z)|
exp[bqp|z|hn(arg z)]

6 B2 sup
µs∈Λn

|y(µs)|
exp[bqp−1|µs|hn(z)]

.
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Ïîëîæèâ (ïðè ïðîèçâîëüíî âçÿòîì n > 1) p = n + 1 è ó÷èòûâàÿ,
÷òî hn+1(ϕ) > hn(ϕ), íàõîäèì, ÷òî ïîäàâíî äëÿ ëþáîãî y ∈ [1, +∞)

sup
|z|<∞

|y(z)|
exp[bqn+1hn+1(arg z)|z|] 6 B2 sup

|y(µs)|
exp[bqn|µs|hn(arg µs)]

.

Ïî òåîðåìå 4.7 Eµ = {expµkz}∞k=1 � ÀÏÑ â A(bG). Òåì ñàìûì ìû
äîêàçàëè (íåìíîãî áîëåå êîðîòêèì ïóòåì, ñëåäóÿ èçëîæåíèþ â [43])
òåîðåìó 10 èç [41] î ïîñòðîåíèè ÀÏÑ ýêñïîíåíò â ëþáîé íåîãðàíè-
÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè â C.

Ïðîâåäåííûå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññóæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîë-
íî, íà íàø âçãëÿä, îïèñûâàþò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÀÏÑ ýêñïîíåíò â
ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îñíîâàííûé íà îöåíêå ¾ãëî-
áàëüíûõ¿ õàðàêòåðèñòèê ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé (òèïà supN>1 δp

N (y))
ñ ïîìîùüþ ¾äèñêðåòíûõ¿ åå õàðàêòåðèñòèê (òèïà supN>1 γN0

N,p(y)),
îïèñûâàþùèõ ïîðÿäîê åå ðîñòà íà äîñòàòî÷íî ãóñòîì ïîäìíîæåñòâå
C. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå òàêèì ïóòåì, èìåþòñÿ â ðÿäå ðàáîò àâ-
òîðà êîíöà 70-õ � íà÷àëà 80-õ ãã. XX âåêà (ñì., íàïðèìåð, [41, �� 4�7;
43; 46; 47, ãë. I, � 3] è äð.), à òàêæå äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ (ñì., íàïðè-
ìåð, [1, 16] è äð.). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ¾îäíî-
ìåðíûõ¿ ðåçóëüòàòîâ àâòîðà â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëî ïåðåíåñåíî íà
ìíîãîìåðíóþ ñèòóàöèþ Â. Â. Ìîðæàêîâûì ([120, 121] è äð.). Ïðèâå-
äåì çäåñü ëèøü îäèí ðåçóëüòàò îá óíèâåðñàëüíî-ïðåäñòàâëÿþùèõ ñè-
ñòåìàõ (ÓÀÏÑ) (ñì. ãëàâó III, ï. 3.6.4), íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùèé
èç òåîðåì 11 è 12 îáçîðà [47]. Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, îòìåòèì çàòðóäíÿ-
þùóþ ÷òåíèå îïèñêó â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 12 èç [47], â êîòîðîé
âåëè÷èíó 1/β ñëåäóåò çàìåíèòü ñèìâîëîì +∞. Ïîëîæèì, êàê âûøå,
Λ = {λk}∞k=1; Cr = {z : |z|h(arg z) = r} è ââåäåì ôóíêöèþ DΛ(r) :=
max{|z−w| : z ∈ Cr, w ∈ Λ}, 0 < r < ∞ (ïîëàãàåì ïî-ïðåæíåìó, ÷òî
lim

k→∞
|λk| = ∞).

Òåîðåìà 4.20. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîé ñèñòåìå êðèâûõ
{CRk

}∞k=1, ãäå inf
k

(Rk+1−Rk) > 0 è lim
k→∞

Rk+1
Rk

= 1, âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå

lim
k→∞

DΛ(Rk) exp(Rk+1 −Rk)
(Rk+1 −Rk)

= 0.

Òîãäà EΛ = (exp λkz)∞k=1 � ÓÀÏÑ â C.
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4.4. ÀÏÑì ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Îáùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ÀÏÑì â ïðîñòðàíñòâàõ Ôðåøå, èçëîæåí-
íûå â ðàçäåëàõ 4.1 è 4.2, ìîæíî ïðèìåíèòü è ê äðóãèì ôóíêöèîíàëü-
íûì ïðîñòðàíñòâàì, êðîìå ìîäåëüíîãî H = A(G). Â ýòîì ðàçäåëå â
êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû äâà òàêèõ ïðîñòðàíñòâà àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé.

4.4.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ïåðâîå èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîíà-
äîáèòñÿ íåñêîëüêî èçâåñòíûõ îïðåäåëåíèé.

Ôóíêöèÿ ρ(r), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â ïðîìåæóòêå
[r0,+∞), ãäå r0 > 0, è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

lim
r→+∞

ρ(r) = ρ > 0; lim
r→∞

rρ′(r) ln r = 0,

íàçûâàåòñÿ óòî÷íåííûì ρ-ïîðÿäêîì ïî Âàëèðîíó [176]. Âåùåñòâåí-
íîçíà÷íàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ h(θ) íàçûâàåòñÿ ρ-òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêè âûïóêëîé (ïðè ρ = 1 � ïðîñòî òðèãîíîìåòðè÷åñêè âû-
ïóêëîé) [98], åñëè íåðàâåíñòâî

h(θ1) sin ρ(θ2 − θ3) + h(θ2) sin ρ(θ3 − θ1) + h(θ3) sin ρ(θ1 − θ2) 6 0

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ θ1, θ2, θ3 òàêèõ, ÷òî

θ1 < θ2 < θ3, θ3 − θ1 < π/ρ.

Îáîáùåííûé èíäèêàòîð (ρ-èíäèêàòîð) hf (θ) öåëîé ôóíêöèè f(z)
óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ(r) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

hf (θ) = lim
r→∞

r−ρ(r) ln |f(reiθ)|.

Êàê èçâåñòíî [98], hf (θ) � ρ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóí-
êöèÿ.

Ïóñòü ρ(r) → ρ > 0, ρ(r) � óòî÷íåííûé ρ-ïîðÿäîê, è ïóñòü h(θ) �
ïîëîæèòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ρ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóí-
êöèÿ. Ïîëîæèì

[ρ(r), h(θ)] :=
{

y ∈ A(C) : |y|q := sup
[ |f(reiθ)|
exp(qrρ(r)h(θ))

:

r > 0, θ ∈ [0, 2π]
]

< +∞, 1 < q < ∞
}
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è îïðåäåëèì â [ρ(r), h(θ)] òîïîëîãèþ ñ÷åòíûì íàáîðîì íîðì | · |qn ,
n = 1, 2, . . . , ãäå∞ > qn ↓ 1. Òîãäà [ρ(r), h(θ)] � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè q0 > q > 0 è E q

ρ := {y ∈ A(C) :
|y|q < ∞}, òî E q

ρ � B-ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì E q
ρ âëîæåíî âïîëíå

íåïðåðûâíî â E q0
ρ . Ïîýòîìó [ρ(r), h(θ)] = lim←− qn↓1 E qn

ρ � M∗-ïðîñò-
ðàíñòâî; ñëåäîâàòåëüíî, îíî ðåôëåêñèâíî è ïîòîìó [143] ïðàâèëüíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ρ > 1 è ρ(r) � óòî÷íåííûé ρ-ïîðÿäîê, òî
eλz ∈ [ρ(r), h(θ)], åñëè h(θ) > 0, λ ∈ C. Ïîëîæèì EC = {exp λz :
λ ∈ C}.

Òåîðåìà 4.21 [54]. Ïóñòü ρ(r) � óòî÷íåííûé ρ-ïîðÿäîê, ãäå
ρ > 1, è ïóñòü h(θ) � îãðàíè÷åííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ρ-òðèãîíîìåòðè-
÷åñêè âûïóêëàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, åñëè |z|ρh(arg z)
íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé îò z, òî EC � íå ÀÏÑì â [ρ(r), h(θ)].

C Ïîëîæèì g(z) := |z|ρ(r)h(arg z) è ââåäåì ôóíêöèþ gΛ, ñîïðÿ-
æåííóþ ñ g ïî Þíãó:

g∧(λ) := sup
z∈C

(<eλz − g(z)
)
,

à òàêæå ôóíêöèþ v := g∧∧, ñîïðÿæåííóþ ñ g∧:

v(z) = (gΛ(λ))Λ = sup
λ∈C

[<eλz − gΛ(λ)
]
.

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [126, ãë. I, � 4]), g∧(λ) è v(z) � âûïóê-
ëûå ôóíêöèè, ïðè÷åì v(z) 6 g(z) äëÿ ëþáîãî z ∈ C. Äàëåå, åñëè
z = rz0, r > 0, λ0 := e−i arg z0 , z0 ∈ C, òî v(rz0) > r|z0| − g∧(e−i arg z0).
Òàê êàê ρ > 1, òî ôóíêöèè g∧(λ) è v(z) ïðèíèìàþò êîíå÷íûå çíà÷å-
íèÿ â C è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà êàæäîì êîìïàêòå èç C. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðè ëþáîì z0 ∈ C lim

r→∞
v(rz0) = +∞. Êðîìå òîãî, êàê ëåãêî

ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî (èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (4.7) èç
êíèãè [126, ãë. I, � 4]),

(qf(z))∧∧ = qf∧∧(z) ∀ q > 0, ∀ z ∈ C.

Ïîëîæèì äëÿ âñåõ n > 1 è y ∈ A(C)

pn(y) := |y|qn
; qn(y) := sup

z∈C
|y(z)| exp[−qnv(z)].

Òîãäà äëÿ òåõ æå n > 1 è y ∈ A(C) pn(y) 6 qn(y). Ïîýòîìó, åñëè

H1 :=
{
f ∈ A(C) : ∀n > 1 qn(f) < ∞}

, H := [ρ(r), h(θ)]
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è òîïîëîãèÿ â H1 îïðåäåëÿåòñÿ ñ÷åòíûì íàáîðîì íîðì qn, n =
1, 2, . . . , òî H1 � ïîäïðîñòðàíñòâî H, íåïðåðûâíî âëîæåííîå â H.
Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ n > 1 è λ ∈ C

pn(eλz) = exp sup
z∈C

[
<e λz − qnh(arg z)|z|ρ(|z|)

]
= (qng)∧(λ);

qn(eλz) = exp sup
z∈C

[<eλz − qnv(z)] =

= exp sup
z∈C

[<e λz − (qng)∧∧] = (qng)∧∧∧.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1 ãëàâû I ìîíîãðàôèè [126], âñåãäà g∧ =
g∧∧∧, è ïîòîìó pn(eλz) = qn(eλz) ïðè âñåõ n > 1 è λ ∈ C. Òàêèì
îáðàçîì, H1 � EC-ïîäïðîñòðàíñòâî H è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 4.21 îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè |z|ρh(arg z) � íå âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ îò z, òî H1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì EC-ïîäïðîñòðàíñòâîì
H.

Äëÿ ëþáûõ r > 0 è w ∈ C ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

v(rw) 6 (r|w|)ρ(r|w|)h(arg w).

Åñëè ïîëîæèòü ψ(w) := lim
r→∞

v(rw)(r|w|)−ρ(r|w|), òî

ψ(w) 6 h(arg w) ∀w ∈ C.

Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî ψ(w) = h(arg w) äëÿ âñåõ w ∈ C. Òîãäà äëÿ
òåõ æå w

h(arg w) = lim
r→∞

v(rw)(r|w|)−ρ(r|w|) =

= lim
r→∞

v(rw)
(r|w|)−ρ(r|w|)+ρ

rρ−ρ(r)
|w|−ρ(r)−ρ(r) = |w|−ρ lim

r→∞
v(rw)r−ρ(r)

(çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå èç [98, ëåììà 5, ñ. 48]:

lim
r→∞

(rb)ρ−ρ(rb)

rρ−ρ(r)
= 1 ∀ b > 0).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ λ(w) := lim
r→∞

r−ρ(r)v(rw) âûïóêëà. Íî
òîãäà è ôóíêöèÿ |w|ρh(arg w) = λ(w) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò íà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû. Èòàê, ïîêà ïîêàçàíî,
÷òî ñóùåñòâóþò z0 ∈ C è θ ∈ [0, 1), äëÿ êîòîðûõ ψ(z0) = θh(arg z0).



4.4. ÀÏÑì ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé 225

Ïîëîæèì ϕ0 := arg z0 è ïîñòðîèì öåëóþ ôóíêöèþ F (z) óòî÷íåí-
íîãî ïîðÿäêà ρ(r) ñ èíäèêàòîðîì h(ϕ) è âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà
íà ëó÷å arg z = ϕ0 (òàêóþ ôóíêöèþ âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñîãëàñ-
íî [98]). Âûáåðåì qn > 1 íàñòîëüêî áëèçêî ê 1, à ε > 0 � ê íóëþ
òàê, ÷òîáû qnθ < 1 − ε. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè âïîëíå ðåãóëÿð-
íîãî ðîñòà íà ëó÷å ñëåäóåò [98], ÷òî íàéäåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
E0 ⊂ R+ = (0, +∞) íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ìåðû, íå çàâèñÿùåå îò ε
è òàêîå, ÷òî

lim
r→∞
r/∈E0

inf
| ln(F (rz0))|
(r|z0|)ρ(r|z0|) > (1− ε)h(ϕ0).

Íî òîãäà

lim
r→∞
r/∈E0

inf
ln |F (rz0)|
qnv(rz0)

> (1− ε)h(ϕ0)
qn

lim
r→∞
r/∈E0

inf
(r|z0|)ρ(r|z0|)

v(rz0)
>

> (1− ε)h(ϕ0)
qn

lim
r→∞

inf
(r|z0|)ρ(r|z0|)

v(rz0)
> (1− ε)h(ϕ0)

qnψ(z0)
=

1− ε

θqn
> 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim
r→∞

v(r|z0|) = +∞, íàõîäèì:

lim
n→∞

|F (rz0)| exp[−qnv(rz0)] = +∞.

Òàêèì îáðàçîì, F ∈ H \H1 è H1 � ñîáñòâåííîå EC-ïîäïðîñòðàíñòâî
H, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî. B

Ñëåäñòâèå. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 4.21 â [ρ(r), h(θ)] íåò íè
îäíîé ÀÏÑ âèäà {exp λkz}∞k=1, ãäå λk ∈ C ïðè âñåõ k > 1.

4.4.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü îáðàùåíèå òåîðåìû 4.21, ïîíàäî-
áèòñÿ îäèí ðåçóëüòàò èç [154], ñîãëàñíî êîòîðîìó, åñëè |z|ρh(arg z) �
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ â C, ρ(r) → ρ > 1, ïðè÷åì ρ(r) � óòî÷íåííûé
ρ-ïîðÿäîê, à h(θ) � ïîëîæèòåëüíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ρ-òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � Áîðåëÿ

∀ϕ ∈ [ρ(r), h(θ)]′ → ϕ(eλz)

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì [ρ(r), h(θ)]′β íà âíóòðåííèé
èíäóêòèâíûé ïðåäåë F, ν := lim−→Fn, ãäå ïðè âñåõ n > 1

Fn :=
{

b(λ) ∈ A(C) : sup
λ∈C

|b(λ)|
pn(eλz)

< ∞
}

, F =
∞⋃

n=1

Fn.
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Ïðè ýòîì, åñëè ïîëîæèòü Q = C, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)�3) èç
ï. 4.2.5 è â ñèëó ñêàçàííîãî â êîíöå ï. 4.2.5 ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî åñëè ôóíêöèÿ |z|ρh(arg z) âûïóêëà, òî EC � ÀÏÑì â [ρ(r), h(θ)].
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé â èòîãå ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.22 [54]. Ïóñòü ρ(r) è h(θ) òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 4.21.
Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

I) |z|ρh(arg z) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ â C;
II) EC := (expλz)λ∈C � ÀÏÑì â [ρ(r), h(θ)];
III) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ÀÏÑ ýêñïîíåíò (exp λkz)∞k=1 â ïðî-

ñòðàíñòâå [ρ(r), h(θ)] òàêàÿ, ÷òî lim
k→∞

|λk| = ∞.
Ñïðàâåäëèâî òàêæå òàêîå äîïîëíåíèå ê òåîðåìå 4.22.
Òåîðåìà 4.23. Ïóñòü ρ > 1, ρ(r) è h(θ) òå æå, ÷òî è â òåîðå-

ìå 4.21, è ïóñòü |z|ρh(arg z) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ â C. Ïóñòü, äàëåå,
{τn}∞n=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç C.

Äëÿ òîãî ÷òîáû (exp τnz)∞n=1 áûëà ÀÏÑ â [ρ(r), h(θ)], íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî q1 ∈ (0, 1) ñóùåñòâîâàëè q2 ∈ (0, 1)
è d < +∞ òàêèå, ÷òî

sup
z∈C

|y(z)|
exp q1v(z)

6 d sup
n>1

|y(τn)|
exp q2v(τn)

∀ y ∈ A(C),

ãäå v(z) = gΛΛ(z) è g(λ) = |λ|ρh(arg λ).
4.4.3. Ðàññìîòðèì òåïåðü, ñëåäóÿ [81, 84], åùå îäíî ôóíêöèîíàëü-

íîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì íåêîòî-
ðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåñîâûõ B-ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé, àíàëèòè-
÷åñêèõ â îáëàñòè G èç Cp, p > 1. Îïèøåì âíà÷àëå ýòè B-ïðîñòðàíñ-
òâà.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îòîáðàæåíèå f îáëàñòè G ⊆ Cp â R ëîêàëüíî
îãðàíè÷åíî ñâåðõó, îïðåäåëèì (âåêòîðíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî â A(G)

Af :=
{

y ∈ A(C) : ‖y‖f := sup
z∈G

|y(z)|
exp f(z)

< +∞
}

.

Ïî ëåììå 4.4 Af � B-ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖f ; ïðè ýòîì Af ↪→
A(G). Ïóñòü, êàê âûøå,

eα := exp〈α, z〉p ∀α ∈ Cp; E := {eα : α ∈ Cp}.
Î÷åâèäíî, ÷òî E ⊆ Af òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup
z∈G

[<e 〈α, z〉p − f(z)
]

< +∞ ∀α ∈ Cp. (4.25)
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Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

∀N < +∞ ∃M < +∞ : ∀ z ∈ G N |z|p − f(z) 6 M. (4.26)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, e0 ∈ Af òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

inf
[
f(z) : z ∈ G

]
> −∞. (4.27)

Ïðè ýòîì (4.26)⇒ (4.25)⇒ (4.27). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (4.27)
íåîáõîäèìî, à (4.26) � äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû E ⊆ Af .

Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü G îãðàíè÷åíà, èç (4.27) ñëåäóåò (4.26).
Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå M = M(N) ìîæíî âçÿòü ÷èñëî Nd + D,
ãäå

d = sup
{|z|p : z ∈ G

}
, D = sup

[− f(z) : z ∈ G
]
.

Ïîýòîìó, åñëè G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Cp, òî ñîîòíîøåíèå (4.27)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû E ⊆ Af .

Ïóñòü òåïåðü f � ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå ñâåðõó îòîáðàæåíèå G â
R, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (4.27), åñëè G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
â Cp, è óñëîâèþ (4.26), êîãäà ìíîæåñòâî G íåîãðàíè÷åíî. Ïîëîæèì
äëÿ ëþáîãî α ∈ Cp

fΛ(α) := sup
z∈G

{<e 〈α, z〉p − f(z)
}
.

Åñëè z0 ∈ G è α ∈ Cp, òî

fΛ(α) > <e 〈α, z0〉 − f(z0) > −∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ (4.27) (åñëè îáëàñòü G îãðàíè÷åíà â
Cp) èëè (4.26) (êîãäà ìíîæåñòâî G íåîãðàíè÷åíî â Cp) ñëåäóåò, ÷òî
îòîáðàæåíèå fΛ(α) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó â Cp, ïðè÷åì ïðè
ëþáûõ q ∈ [0, 1], α1 ∈ Cp è α2 ∈ Cp

fΛ(qα1 + (1− q)α2) = sup
z∈G

{
q<e 〈α1, z〉p + (1− q)<e 〈α2, z〉p − f(z)

}
6

6 q sup
z∈G

{<e 〈α1, z〉p − f(z)
}

+ (1− q) sup
z∈G

{<e 〈α2, z〉p − f(z)
}

=

= qfΛ(α1) + (1− q)fΛ(α2).

Òàêèì îáðàçîì, fΛ � âûïóêëîå îòîáðàæåíèå Cp â R èëè, â òåðìè-
íîëîãèè [126], ñîáñòâåííîå âûïóêëîå îòîáðàæåíèå â Cp. Íî òîãäà,
ñîãëàñíî [126], ôóíêöèÿ fΛ íåïðåðûâíà â Cp.
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Ïóñòü åùå fΛΛ(w) := supα∈Cp [<e 〈α, w〉p − fΛ(α)], ãäå w � ïðî-
èçâîëüíàÿ òî÷êà èç G. Êàê âûøå, ïîêàçûâàåì, ÷òî fΛΛ � âûïóêëîå
îòîáðàæåíèå G â Cp. Äàëåå, ïðè ëþáûõ w ∈ G è α ∈ Cp

fΛ(α) > <e 〈α,w〉p − f(w) ⇔ f(w) > <e 〈α, w〉p − fΛ(α).

Ïîýòîìó äëÿ òåõ æå w

f(w) > sup
α∈Cp

[<e 〈α, w〉p − fΛ(α)
]

= fΛΛ(w).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáûõ w0 è α0 èç Cp èìååì

fΛΛ(w0) > <e 〈α0, w0〉p − fΛ(α0) > −∞.

Òàêèì îáðàçîì, fΛΛ(v) > −∞ äëÿ ëþáîãî v ∈ Cp, ïðè÷åì, åñëè
åùå v ∈ G, òî fΛΛ(v) 6 f(v) < +∞ è, áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ fΛΛ(v)
ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñâåðõó â G. Åñëè åùå ïîëîæèòü

fΛΛΛ(α) := (fΛΛ)Λ(α) = sup
β∈Cp

{<e 〈α, β〉p − fΛΛ(β)
}

,

òî, êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [126]), ïðè âñåõ α ∈ Cp

fΛΛΛ(α) = (fΛ)ΛΛ(α) = fΛ(α)

(ýòè ðàâåíñòâà íåòðóäíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî).
4.4.4. Ïóñòü òåïåðü Φ = {fk}∞k=1 � íåâîçðàñòàþùàÿ (ïî k) ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé fk èç G â R òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f1 ëî-
êàëüíî îãðàíè÷åíà ñâåðõó â G (î÷åâèäíî, ÷òî òàêèìè æå áóäóò è ôóí-
êöèè fk ïðè k > 2). Ïîëîæèì AG(Φ) :=

⋂
Afk

, ÃG(Φ) := lim←− k↑∞Afk
.

Òîãäà ÃG(Φ) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñî ñ÷åòíûì íàáîðîì íîðì
pk(·) = ‖ · ‖fk

, k ∈ N. Åñëè β ∈ Cp, òî eβ ∈ AG(Φ) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà óñëîâèå (4.25) âûïîëíÿåòñÿ ïðè α = β è f = fk,
k = 1, 2, . . . Äàëåå, äëÿ âêëþ÷åíèÿ E ⊆ AG(Φ) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀N < ∞, ∀ k > 1 ∃MN,k : ∀ z ∈ G N |z|p − fk(z) 6 MN,k, (4.28)

è íåîáõîäèìî, ÷òîáû

inf
{
fk(z) : z ∈ G

}
> −∞, k = 1, 2, . . . (4.29)
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È çäåñü â ñëó÷àå, êîãäà G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Cp, óñëî-
âèÿ (4.29) íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ âêëþ÷åíèÿ E ⊆ AG(Φ).

Âñþäó äàëåå â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè âñåõ
n > 1 è z ∈ G fn+1(z) 6 fn(z), ïðè÷åì ôóíêöèÿ f1 ëîêàëüíî
îãðàíè÷åíà ñâåðõó â G è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèå (4.29), åñëè îá-
ëàñòü G îãðàíè÷åíà â Cp, è óñëîâèå (4.28), êîãäà îíà íåîãðàíè÷åíà â
Cp. Åñëè âñå ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Φ = {fk}∞k=1 èìåþò ìåñòî, òî áóäåì ãîâîðèòü (ðàäè êðàòêîñòè), ÷òî
Φ îáëàäàåò ñâîéñòâîì (γ).

4.4.5. Ïóñòü Λ � ïðîèçâîëüíîå (íå îáÿçàòåëüíî ñîáñòâåííîå) ïîä-
ìíîæåñòâî Cp è EΛ = {eα : α ∈ Λ} (åñëè Λ = Cp, òî ïèøåì, êàê
âûøå, E âìåñòî ECp). Ïîëîæèì äëÿ ëþáîãî k > 1

gk(z) := fΛΛ
k (z), z ∈ G; Ψ = (gk)∞k=1; AG(Ψ) :=

∞⋂

k=1

Agk
.

Çàìåòèì, ÷òî òîïîëîãèÿ â êàæäîì B-ïðîñòðàíñòâå Agk
îïðåäåëÿåòñÿ

íîðìîé qk(·) = ‖ · ‖gk
(k = 1, 2, . . .). Åñëè ÃG(Ψ) := lim←− k→∞Agk

,
òî ÃG(Ψ) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, íåïðåðûâíî âëîæåííîå â ÃG(Φ).
Òàê êàê ïðè âñåõ k > 1 gk(z) 6 fk(z), òî äëÿ ëþáîãî y ∈ A(G)
‖y‖gk

> ‖y‖fk
, k = 1, 2, . . . Ïðè ýòîì, åñëè α ∈ Cp, òî

‖eα‖gk
= exp sup

z∈G

[<e 〈α, z〉p − fΛΛ
k (z)

]
=

= exp fΛΛΛ
k (α) = exp fΛ

k (α) = ‖eα‖fk
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè Λ ⊆ Cp, òî ÃG(Ψ) � EΛ-ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå ÃG(Φ). Åñëè åùå AG(Ψ) 6= AG(Φ), òî ÃG(Ψ) �
ñîáñòâåííîå EΛ-ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå Ã(Φ) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå íå áóäåò ïðîñòðàíñòâîì ñî ñòðîãîé EΛ-òîïî-
ëîãèåé. Ïðèâëåêàÿ òåîðåìó 4.3, ïðèõîäèì ê òàêîìó ðåçóëüòàòó [84].

Òåîðåìà 4.24. Ïóñòü G � îáëàñòü â Cp è Φ = {fk}∞k=1 � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé G â R ñî ñâîéñòâîì (γ). Ïóñòü, äàëåå,
AG(Φ) 6= AG(Ψ). Òîãäà, åñëè Λ � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Cp, òî
EΛ íå áóäåò ÀÏÑì â ÃG(Φ).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G è Φ = {fk}∞k=1 òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 4.24,
è ïóñòü AG(Φ) 6= AG(Ψ). Òîãäà â ÃG(Φ) íåò íè îäíîé ÀÏÑ âèäà
{eαk

}∞k=1, ãäå αk ∈ Cp, k = 1, 2, . . .
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Çàìå÷àíèå. Åñëè AG(Ψ) = AG(Φ), òî îïåðàòîð òîæäåñòâåííîãî
âëîæåíèÿ îòîáðàæàåò íåïðåðûâíî è âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îäíî ïðî-
ñòðàíñòâî Ôðåøå ÃG(Ψ) íà äðóãîå � ÃG(Φ). Ïî òåîðåìå Áàíàõà îá
èçîìîðôèçìå ïðîñòðàíñòâà ÃG(Ψ) è ÃG(Φ) ñîâïàäàþò (ïî íàáîðó
ýëåìåíòîâ è òîïîëîãèè).

4.4.6. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî AG(Ψ) = AG(Φ),
ãäå, ïî-ïðåæíåìó, Φ = {fk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé
G â R ñî ñâîéñòâîì (γ), à G � îáëàñòü â Cp. Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèòóàöèè ECp = E ⊆ AG(Φ) = AG(Ψ).

Ïóñòü ñíà÷àëà G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Cp. Òàê êàê êàæäàÿ
ôóíêöèÿ gk(z) = fΛΛ

k (z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â Cp, òî îíà îãðà-
íè÷åíà íà Ḡ: Mk := sup

{|gk(z)| : z ∈ Ḡ
}

< +∞ äëÿ ëþáîãî k > 1.
Ïóñòü B(G) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ
è îãðàíè÷åííûõ â îáëàñòè G, ñ íîðìîé |y|G∞ = supz∈G |y(z)|. Äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè v èç A(G) è âñåõ k > 1

‖v‖gk
exp(−Mk) 6 |v|G∞ 6 ‖v‖gk

expMk.

Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè, ÷òî ïðîñòðàíñòâà B(G) è AG(Ψ) ñîâïàäàþò
ïî íàáîðó ýëåìåíòîâ è òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíû. Ïîýòîìó ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî AG(Ψ) � B-ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé | · |G∞. Íî òî-
ãäà AG(Φ) = AG(Ψ) = B(G). Òàê êàê AG(Ψ) ↪→ AG(Φ), òî îïåðà-
òîð òîæäåñòâåííîãî âëîæåíèÿ J îòîáðàæàåò íåïðåðûâíî è âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî B-ïðîñòðàíñòâî B(G) íà ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå AG(Φ). Ïî
òåîðåìå Áàíàõà J � èçîìîðôèçì è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî AG(Φ) ñîâïàäàåò ñ B-ïðîñòðàíñòâîì B(G) ïî íàáîðó ýëåìåíòîâ
è ïî (íîðìèðîâàííîé) òîïîëîãèè, îïðåäåëÿåìîé íîðìîé | · |G∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ AG(Φ) ' B(G).
Íî òîãäà â êà÷åñòâå ¾êîíòðîëüíîãî¿ E-ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàí-
ñòâà B(G) ìîæíî âçÿòü åãî ïîäïðîñòðàíñòâî AC(G), ñîñòîÿùåå èç
âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â G è íåïðåðûâíûõ íà Ḡ. Åñëè â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèòü íîðìó |y|1∞ = maxz∈Ḡ |y(z)|, òî, î÷åâèäíî,
÷òî |y|1∞ = |y|G∞ äëÿ ëþáîãî y ∈ AC(G). Â ÷àñòíîñòè, |eα|1∞ = |eα|G∞
ïðè ëþáîì α ∈ Cp è AC(G) � E-ïðåäñòàâèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
B(G). Íà ñ. 44 ðàáîòû [84] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè G � îãðàíè÷åííàÿ âû-
ïóêëàÿ îáëàñòü â C, òî AC(G) � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî B(G).
Ïî-âèäèìîìó, òàê æå áóäåò è â ñëó÷àå, åñëè G � ïðîèçâîëüíàÿ îãðà-
íè÷åííàÿ îáëàñòü â Cp, p > 1. Íî òîãäà íà îñíîâàíèè èçëîæåííûõ â
ðàçäåëå 4.1.1 îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè G �
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îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Cp è AC(G) � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà B(G) = AG(Φ), òî â ïîñëåäíåì íåò íè îäíîé ÀÏÑ ýêñ-
ïîíåíò. Òàêèì îáðàçîì, âïîëíå âåðîÿòíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ

Ïðåäïîëîæåíèå. Åñëè G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Cp è Φ =
{fk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé G â R, îáëàäàþùàÿ
ñâîéñòâîì (γ), òî E � íå ÀÏÑì â AG(Φ).

Èç òåêñòà, ïðåäøåñòâóþùåãî ïðåäïîëîæåíèþ, ñëåäóåò, ÷òî îíî
âåðíî, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïðè p = 1.

4.4.7. Ïåðåõîäÿ ê íåîãðàíè÷åííûì â Cp îáëàñòÿì, îãðàíè÷èìñÿ
ðàäè ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ëèøü ñëó÷àåì, êîãäà G = Cp.

Â ýòîé ñèòóàöèè íåïîñðåäñòâåííî èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ â ðàçäåëàõ 4.1 è 4.2, ñëåäóþò òàêèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 4.25. Ïóñòü Φ = {fk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóê-
ëûõ â Cp âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì (γ)
(ïðè G = Cp). Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) äëÿ ïàðû (ACp(Φ))′, λ; F, µ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà òèïà Ïýëè �
Âèíåðà � Øâàðöà, ò. å. îïåðàòîð `Cp : ∀ϕ ∈ (ACp(Φ))′ → ϕ(ez)
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì (ACp)′, λ íà F, µ, ãäå

F = lim−→
n→∞

Fn,

Fn =
{

y ∈ A(Cp) : sup
z∈Cp

|y(z)|
exp fΛ

n (z)
=: ‖f‖fΛ

n
< ∞

}
, n = 1, 2, . . . ;

2) E � ÀÏÑì â ACp(Φ), ãäå, êàê âûøå, E = ECp = {eα : α ∈ Cp};
3) â ACp(Φ) èìååòñÿ ÀÏÑ âèäà {eλk

}∞k=1, ãäå ïðè ëþáîì k > 1
λk ∈ Cp è lim

k→∞
|λk|p = ∞.

Òåîðåìà 4.26. Ïóñòü Φ = {fk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òåî-
ðåìû 4.25 è ïóñòü ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå 1) ýòîé òåîðåìû. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü EΛ, ãäå Λ = {λk}∞k=1 è λk ∈ Cp ïðè ëþáîì k > 1,
ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â ACp(Φ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ � ñëàáî äîñòà-
òî÷íîå ìíîæåñòâî äëÿ ïðîñòðàíñòâà F, µ èëè, ÷òî âñå ðàâíî, êîãäà
äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóþò m > 1 è b < +∞:

sup
z∈Cp

|y(z)|
exp fΛ

n (z)
6 b sup

k>1

|y(λk)|
exp fΛ

m(λk)
∀ y ∈ F.

4.4.8. Â ñâÿçè ñ òåîðåìàìè 4.25, 4.26 âîçíèêàþò äâå òàêèå, íà íàø
âçãëÿä, èíòåðåñíûå çàäà÷è äëÿ ïðîñòðàíñòâà ACp(Φ), ãäå Φ = {fk} �
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííîçíà÷íûõ âûïóêëûõ â Cp ôóíêöèé ñî
ñâîéñòâîì (γ) (ïðè G = Cp):

1) ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðîñòðàíñòâî
ACp(Φ) ïðàâèëüíî (ò. å. (ACp(Φ))′β áî÷å÷íî);

2) êîãäà äëÿ ïàðû (ACp(Φ))′β ; F, µ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ïýëè �
Âèíåðà � Øâàðöà.

Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ îòâåòû íà ýòè âîïðîñû èçâåñòíû,
íî â îáùåé ñèòóàöèè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (îïðåäåëåíèå ìèíèìàëü-
íûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé), íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, ïîêà íå
ïîëó÷åíî.

4.5. Àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèå
ñåìåéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ

4.5.1. Ïóñòü H � ËÂÏ íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Ψ (êàê îáû÷íî, Ψ = C
èëè Ψ = R) ñ îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ íàáîðîì ïðåäíîðì P = {p}.
Ïóñòü, äàëåå, Λ � ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èíäåê-
ñîâ è (Hα)α∈Λ � ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Hα ïðî-
ñòðàíñòâà H ñ èíäóöèðîâàííîé èç H òîïîëîãèåé. Íàçîâåì åå àáñî-
ëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèì ñåìåéñòâîì ïîäïðîñòðàíñòâ (ÀÏÑìÏÏ) â
H, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç H íàéäåòñÿ àáñîëþòíî ñóììèðóå-
ìîå ê x â H ñåìåéñòâî âèäà {yα}α∈Λ, ãäå yα ∈ Hα äëÿ ëþáîãî α ∈ Λ
òàêîå, ÷òî x =

∑
α∈Λ yα è

∑
α∈Λ p(yα) < ∞ ïðè âñåõ p ∈ P.

Â ñëó÷àå, êîãäà Hα = {cαxα : cα ∈ Ψ} äëÿ ëþáîãî α ∈ Λ, ïðè÷åì
xα ∈ H è xα 6= 0, ÀÏÑìÏÏ ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì â ðàáîòå [54] è
ðàññìîòðåííûì â ðàçäåëàõ 4.1, 4.2 àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèì ñå-
ìåéñòâîì ýëåìåíòîâ X = (xα)α∈Λ. Äàëåå, åñëè åùå Λ = N è âñå
ïðîñòðàíñòâà Hα îäíîìåðíû, òî ìû ïðèõîäèì ê ÀÏÑ X = (xk)∞k=1

ýëåìåíòîâ, ââåäåííîé â [37, 39] è èññëåäîâàííîé â äàëüíåéøåì â
ñòàòüÿõ [41, 45, 47] è äð. Â ýòèõ ðàáîòàõ îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿ-
ëîñü, êàê ïðàâèëî, âîïðîñó î òîì, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáû÷-
íûõ (xk = expλkz) èëè îáîáùåííûõ (xk = Eρ(λkz), ãäå Eρ(z) � ôóí-
êöèÿ Ìèòòàã � Ëåôôëåðà) ýêñïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â ðàçëè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

4.5.2. Ïðèñòóïàÿ ê èçó÷åíèþ ÀÏÑìÏÏ, ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

(Hα)Λ :=
{

Y = (yα)α∈Λ : ∀α ∈ Λ yα ∈ Hα;
∑

α∈Λ

p(yα) < ∞ ∀ p ∈ P

}
,
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â êîòîðîì îïðåäåëèì òîïîëîãèþ íàáîðîì ïðåäíîðì

QP = {qp}p∈P, qp(Y ) =
∑

α∈Λ

p(yα).

Îïèøåì ïðîñòåéøèå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà
(Hα)Λ.

Ïðåæäå âñåãî, åñëè H � îòäåëèìîå ËÂÏ, òî ïðîñòðàíñòâî (Hα)Λ

òàêæå îòäåëèìî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
∑

α∈Λ p(yα) = 0 ïðè ëþáîì
p ∈ P, òî

p(yα) = 0 ∀α ∈ Λ, ∀ p ∈ P.

Èç îòäåëèìîñòè (H, P) ñëåäóåò, ÷òî yα = 0 äëÿ ëþáîãî α ∈ Λ,
îòêóäà

Y = (yα)α∈Λ = {0}.
Ïîêàæåì, ÷òî êîãäà ïðè âñåõ β ∈ Λ Hβ � ïîëíîå ËÂÏ, òî ïðîñ-

òðàíñòâî (Hα)Λ òàêæå ïîëíî. Ïóñòü ω � íåêîòîðîå âïîëíå óïîðÿäî-
÷åííîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è {Y (γ)}γ∈ω = {(xα,γ)α∈Λ}γ∈ω � êàêàÿ-
ëèáî ñåòü Êîøè â (Hα)Λ. Òîãäà

∀ p ∈ P, ∀ ε > 0 ∃ γp(ε) ∈ ω : ∀ γ1 ½ γp(ε), ∀ γ2 ½ γp(ε)
∑

α∈Λ

p(xα,γ1 − xα,γ2) < ε.
(4.30)

Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ α0 èç Λ, íàõîäèì èç (4.30),
÷òî (xα0,γ)γ∈ω � ñåòü Êîøè â Hα0 . Â ñèëó ïîëíîòû Hα0 ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò xα0 ∈ Hα0 òàêîé, ÷òî lim

γ∈ω
xα0,γ = xα0 . Òàêèì îáðàçîì,

∀α ∈ Λ ∃xα ∈ Hα : lim
γ∈ω

xα,γ = xα. (4.31)

Ïóñòü òåïåðü Γ � ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ èç Λ.
Òîãäà èç (4.31) ñëåäóåò, ÷òî

∀ p ∈ P ∃βp(Γ) :
∑

δ∈Γ

p(xδ − xδ,γ) < 1 ∀ γ ½ βp(Γ).

Îòñþäà
∑

δ∈Γ

p(xδ) 6
∑

δ∈Γ

p(xδ,γ)+
∑

δ∈Γ

p(xδ−xδ,γ)< 1+
∑

β∈Λ

p(xβ,γ)=: ap,γ <+∞.
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Çàôèêñèðîâàâ êàêîå-ëèáî γ, äëÿ êîòîðîãî γ ½ βp(Γ), ïîëó÷èì,
÷òî äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû p èç P íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ Mp < +∞
òàêàÿ, ÷òî

∑
β∈Γ p(xβ) 6 Mp, êàêîâî áû íè áûëî êîíå÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî Γ èç Λ. Íî òîãäà
∑

β∈Λ p(xβ) 6 Mp è (xβ)β∈λ ∈ (Hα)Λ ïðè
ëþáîì p ∈ P.

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà T èç Λ ïðè ëþáûõ
ε > 0, p ∈ P è γj ½ γp(ε) (j = 1, 2) èìååì

∑

α∈T

p(xα,γ1 − xα,γ2) < ε. (4.32)

Çàôèêñèðîâàâ γ1 ½ γp(ε) è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (4.31), íàõî-
äèì èç (4.32), ÷òî

∑
α∈T p(xα,γ1 − xα) 6 ε ïðè γ1 ½ γp(ε). Îòñþäà

∑

α∈Λ

p(xα,γ1 − xα) 6 ε ∀ γ1 ½ γp(ε),

è ñåòü {(xα,γ)α∈Λ}γ∈ω ñõîäèòñÿ (â (Hα)Λ) ê ýëåìåíòó (xα)α∈Λ (èç
(Hα)Λ).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè H � ÏÎËÂÏ, òî (Hα)Λ � òàêæå ÏÎËÂÏ, à
åñëè H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå è ïðè ëþáîì α ∈ Λ Hα � åãî çàìê-
íóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî (Hα)Λ � òàêæå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå.

4.5.3. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî H � ÏÎËÂÏ, ââåäåì ïî àíàëîãèè ñ
ïðåäûäóùèì îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ

(L)Λ : ∀Y = (yα)α∈Λ ∈ (Hα)Λ → (L)Λ(Y ) =
∑

α∈Λ

yα ∈ H.

Òàê æå, êàê âûøå, ïîêàçûâàåì, ÷òî îïåðàòîð LΛ äåéñòâóåò íåïðå-
ðûâíî èç (Hα)Λ â H è ÷òî (Hα)α∈Λ � ÀÏÑìÏÏ â H òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (L)Λ � ýïèìîðôèçì (Hα)Λ íà H.

Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ñëó÷àåì, êîãäà H � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå è
ïðè âñåõ α ∈ Λ Hα � åãî çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà (ò. å. òàêæå
ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå â èíäóöèðîâàííîé èç H òîïîëîãèè). Èñïîëüçóÿ
îáùóþ òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè â ËÂÏ, ìîæíî ïîëó÷èòü, êàê â ðàçäå-
ëå 4.1, êðèòåðèè (â ðàçëè÷íîé ôîðìå) òîãî, ÷òî ñåìåéñòâî {Hα}α∈Λ

ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑìÏÏ â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå H.
Íå îñòàíàâëèâàÿñü çäåñü áîëåå ïîäðîáíî íà ðåçóëüòàòàõ ïîäîáíî-

ãî ðîäà, çàìåòèì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ âûøåèçëîæåííûì ìîæíî äàòü
îïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíûõ è ïðîäîëæèìûõ ÀÏÑìÏÏ è ïîëó÷èòü äëÿ
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òàêèõ ñåìåéñòâ ðåçóëüòàòû, ïîäîáíûå èçëîæåííûì âûøå äëÿ ÀÏÑ
è ÀÏÑì ýëåìåíòîâ, à òàêæå èññëåäîâàòü ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ÀÏÑìÏÏ.

4.6. A-ïðåäñòàâëÿþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâ

4.6.1. Âîçâðàùàÿñü ê ñèòóàöèè, ðàññìàòðèâàâøåéñÿ â íà÷àëå
ï. 3.1.1, ïðåäïîëîæèì, ÷òî H � ËÂÏ íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Ψ ñ òîïî-
ëîãèåé, îïðåäåëåííîé íàáîðîì ïðåäíîðì P = {p}. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî
k ∈ N Hk � ïîäïðîñòðàíñòâî H, ÿâëÿþùååñÿ ÏÎËÂÏ â èíäóöèðî-
âàííîé èç H òîïîëîãèè.

Îáðàçóåì ïðîñòðàíñòâî A1 := A1({Hk}∞k=1) âñåõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ýëåìåíòîâ {yk}∞k=1 òàêèõ, ÷òî ïðè ëþáîì k > 1 yk ∈ Hk è
â H ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
∑n

k=1 yk. Â ïðîñòðàíñòâå A1({Hk}∞k=1)

ìîæíî ââåñòè òîïîëîãèþ íàáîðîì ïðåäíîðì q1
p = supn>1 p

(∑n
k=1 yk

)
.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî H îòäåëèìî, Y = (yk)∞k=1 ∈ A1

({Hk}∞k=1

)
è äëÿ

ëþáîãî p ∈ P q1
p(Y ) = 0, òî p(y1) = 0, p ∈ P, îòêóäà y1 = 0. Ïðî-

äîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî y2 = 0, y3 = 0 è ò. ä. Òàêèì
îáðàçîì, Y = {0} è ïðîñòðàíñòâî A1({Hk}∞k=1) îòäåëèìî. Èñïîëüçóÿ
òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, êàê ðàíüøå, ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè ËÂÏ H
ïîëíî, òî ïðîñòðàíñòâî A1 := A1({Hk}∞k=1) òàêæå ïîëíî.

4.6.2. Ïóñòü òåïåðü A = A({Hk}∞k=1) � ïîäïðîñòðàíñòâî A1 ñ
òîïîëîãèåé τ òàêîé, ÷òî (A, τ) ↪→ A1. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(Hk)∞k=1 A-ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé ïîäïðîñòðàíñòâ (A-ÏÑÏÏ) â
H, åñëè ëþáîé ýëåìåíò x èç H ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ñõîäÿ-
ùåãîñÿ â H ðÿäà x =

∑∞
k=1 vk, â êîòîðîì vk ∈ Hk äëÿ ëþáîãî k > 1

è v = (vk)∞k=1 ∈ A.
Åñëè, êàê ðàíüøå, ââåñòè îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ

L
{Hk}
A : ∀Y (yk)∞k=1 ∈ A → L

{Hk}
A Y = lim

n→∞

n∑

k=1

yk,

òî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî L
{Hk}
A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç

A â H, ïðè÷åì {Hk}∞k=1 � A-ÏÑÏÏ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
L
{Hk}
A � ýïèìîðôèçì A íà H.
Íàèáîëåå âàæíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè A-ÏÑÏÏ ÿâëÿþòñÿ, ïîæà-

ëóé, ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ïîäïðîñòðàíñòâ (ÏÑÏÏ), äëÿ êîòî-
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ðûõ A = A1, è àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ïîäïðîñòðàíñòâ
(ÀÏÑÏÏ); äëÿ ïîñëåäíèõ A = A2 = A2({Hk}∞k=1), ãäå

A2({Hk}∞k=1) =

=
{

W = (wk)∞k=1 : wk ∈ Hk ∀ k > 1;
∞∑

k=1

p(wk) < ∞ ∀ p ∈ P

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî A2 ↪→ A1. Ïîíÿòèÿ ÏÑ è ÀÏÑ ïîäïðîñòðàíñòâ áûëè
ââåäåíû â ðàáîòàõ àâòîðà [49, 51].

Êàê è âûøå, ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ A-
ÏÑÏÏ è ïîëó÷èòü àíàëîãè òåîðåì 3.1�3.5, à òàêæå ââåñòè ñâîáîäíûå
è ïðîäîëæèìûå A-ÏÑÏÏ è èññëåäîâàòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêèõ
ñèñòåì.

Ïðè èçó÷åíèè ñâîáîäíûõ è ïðîäîëæèìûõ A-ÏÑÏÏ âåñüìà ïîëåç-
íûì îêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî åñëè {Hk}∞k=1 � A-ÏÑÏÏ â ÏÎËÂÏ
H(1) è T � ýïèìîðôèçì H(1) íà ÏÎËÂÏ H(2), òî {THk}∞k=1 �
ÀÏÑÏÏ â H(2). Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïðèìåíèòü ê ðàçëè÷íûì áî-
ëåå êîíêðåòíûì ñèòóàöèÿì, íàïðèìåð, ê ñëó÷àþ, êîãäà H(j) = E(Qj),
j = 1, 2, � íåêîòîðîå ÏÎËÂÏ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïîäìíî-
æåñòâå Qj èç Cp (èëè Rp), p > 1, ïðè÷åì Q2 ⊆ Q1 è E(Q1) ↪→ E(Q2).
Êàê ïðàâèëî (íàïðèìåð, â [116]), äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü ñëó-
÷àè, êîãäà ïðè ëþáîì k > 1 Hk � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà (span) ìíîæå-
ñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ñîáñòâåííîãî ýëåìåíòà xk íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî
íåïðåðûâíîãî (èç Hk â Hk è èç H â H) îïåðàòîðà T , îòâå÷àþùåãî
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk ýòîãî îïåðàòîðà T , è ïðèñîåäèíåííûõ ê
íåìó ýëåìåíòîâ x

(s)
k , s = 1, 2, . . . , pk − 1, pk > 1:

Txk = λkxk;

Tx
(1)
k = λkx

(1)
k + µk,1xk; . . . Tx

(pk−1)
k = λkx

(pk−1)
k + µk,pk−1x

(pk−2)
k

(µk,0 = 0).

4.6.3. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà îáùåé ñèòóàöèè (ââèäó îãðàíè÷å-
íèé íà îáúåì êíèãè è áîëüøîé àíàëîãèè ñ èçëîæåííûìè âûøå ðå-
çóëüòàòàìè), ðàññìîòðèì ÏÑÏÏ è ÀÏÑÏÏ ýêñïîíåíò è êâàçèýêñïî-
íåíò â êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, óäåëèâ îñíîâíîå
âíèìàíèå ðåçóëüòàòàì äëÿ ïðîñòðàíñòâà A(G), ïîëó÷åííûì â ðàáî-
òå [51]. Îãðàíè÷èìñÿ äî êîíöà äàííîãî ðàçäåëà ðàäè ïðîñòîòû èçëî-
æåíèÿ (êàê â [49, 51]) îäíîìåðíîé ñèòóàöèåé, êîãäà Λ = N = {1, 2, . . .}
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è ωk = (1, 2, . . . , k), k = 1, 2, . . . , H = A(G) è G � âûïóêëàÿ îáëàñòü
â C.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èçëàãàåìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóþòñÿ
äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ èç ñòàòüè [51].

Ëåììà 4.5 [51, ëåììà 1]. Ïóñòü ôóíêöèÿ γ(r) íåïðåðûâíà â ïðî-
ìåæóòêå [a,+∞), a > 1, è òàêîâà, ÷òî

γ(r) > r

ln 2
, γ(r) = (ō)(r) ïðè r → +∞.

Ïîëîæèì

ν(r) = sup
u>r

γ(u)
u

, a < r < +∞; ν(r) = ν(a), 0 6 r 6 a;

µ(r) = 2

r∫

0

du

u

u∫

0

ν(t2) dt; sn = [µ(n)] ([µ(x)] � ¾öåëàÿ ÷àñòü¿ x);

γ̃(r) =

√
2∫

0

µ(u) ln
r

u2
du;

Un
Q,c =

{
r : n2 − c(n)−2Q < r < n2 + c(n)−2Q

}
, c > 0, Q > 1;

UQ,c =
∞⋃

n=1

Un
Q,c; L1(λ) =

∞∏
n=1

[
1−

(
λ

n2

)sn
]

.

Òîãäà:
1. L1(λ) ∈ [1, 0];
2. ln |L1(reiφ)| = γ̃(r) + (ō)(γ̃(r)) ïðè r → ∞ è r /∈ UQ,c (Q > 1 è

c > 0 ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàíû).
Ïðè ýòîì

∀ r > a γ̃(r) > γ(r) è γ̃(r) = (ō)(r) ïðè r → +∞.

Ëåììà 4.6 [51, ëåììà 2]. Ïóñòü Λ = (λk : k = 1, 2, . . .) � ìíîæå-
ñòâî òî÷åê èç C òàêîå, ÷òî lim

n→∞
ln n
|λn| = 0 è

∃ c > 0, ∃Q > 1 : Λ ∩ UQ,c = ∅.

Ïóñòü, äàëåå, {dn}∞n=1 � êàêàÿ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé lim

n→∞
1
|λn| ln |dn| 6 0. Òîãäà ìîæíî òàê
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âûáðàòü ôóíêöèþ γ(r) ñî ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â ïðåäûäóùåé
ëåììå, ÷òî

∑∞
n=1

|dn|
|L1(λn)| < ∞, ãäå L1(λ) � ôóíêöèÿ èç ëåììû 4.5,

ïîñòðîåííàÿ ïî γ(r).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.6 è êîììåíòàðèè ê ëåììàì 4.5 è 4.6 ìîæ-

íî íàéòè íà ñ. 742�744 ðàáîòû [51].
Òåîðåìà 4.27. Ïóñòü L(λ) � ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

ñ èíäèêàòîðîì h(φ) > 0 è íóëÿìè λn êðàòíîñòè pn, èìåþùàÿ íà
íåêîòîðîé ñèñòåìå îêðóæíîñòåé |λ| = rn ↑ ∞ òàêóþ îöåíêó ñíèçó:
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî

|L(λ)| > exp[h(arg λ)− ε]|λ|, |λ| = rn, n > N. (4.33)

Ïóñòü, äàëåå, äëÿ ëþáîãî n > 1

Hn = span {zseλkz : s = 0, 1, . . . , pk − 1, rn 6 |λk| < rn+1}

(ïîëàãàåì r1 = 0). Òîãäà {Hn}∞n=1 � ÏÑÏÏ â A(G), ãäå G � îãðàíè-
÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−φ).

C Ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Hn íåïóñòû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, Hn0 = ∅ ïðè íåêîòîðîì n0 > 1, òî
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (rm)∞m=1 óäàëèì rn0+1 è ïîëîæèì äëÿ âñåõ
k 6 n0 − 1 Ĥk = Hk è Ĥk = Hk+1 ïðè k > n0 + 1. Íàêîíåö, ïîëîæèì
Ĥn0 = {rseλkz : s = 0, 1, . . . , pk−1; rn0 6 |λk| < rn0+2}.

Íîâàÿ ñèñòåìà ïîäïðîñòðàíñòâ (Ĥm)∞m=1 ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé
óäàëåíèåì ïóñòîãî ìíîæåñòâà Hn0 è ïîòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ ÏÑÏÏ èëè
ÀÏÑÏÏ â A(G) îäíîâðåìåííî ñ èñõîäíîé.

Êîðíè λk ôóíêöèè L(λ) ïðîíóìåðóåì â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ èõ
ìîäóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå lim

n→∞
n
|λn| < ∞ è rk+1 > |λk| > αk ïðè âñåõ

k > k0 è íåêîòîðîì α > 0. Âûáåðåì ÷èñëà εk òàê, ÷òîáû εk ↓ 0 è∑∞
k=1 e−εkrk < +∞. Ïîëîæèì

Uk :=
{
r : rk − exp(−εkrk) 6 r 6 rk + exp(−εkrk)

}
, k = 1, 2, . . . ;

è ïðè Q > 1 è òåõ æå k > 1 Uk
Q,1 := {r : k2 − k−2Q < r < k2 + k−2Q}.

Íàêîíåö, ïóñòü V =
⋃∞

k=1 Uk
Q,1; U =

⋃∞
k=1 Uk. Êàê ëåãêî óáåäèòü-

ñÿ, U è V � ïîäìíîæåñòâà R+ = (0,+∞) íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé
ìåðû. Âûáåðåì òåïåðü ÀÏÑ ýêñïîíåíò (eτmz)∞m=1 â A(G) òàê, ÷òîáû
lim

k→∞
ln k
τk

= 0 è ÷òîáû Ω ∩ (V ∪ U)) = ∅, ãäå Ω = {|τm| : m = 1, 2, . . .}.
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Òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì À. Ô. Ëåîíòüå-
âà [100], ò. å. ïîñòðîèòü öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà
âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà (îïðåäåëåíèå öåëîé ôóíêöèè âïîëíå ðåãó-
ëÿðíîãî ðîñòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ãëàâå III ìîíîãðàôèè [98]
èëè íà ñ. 99 êíèãè [100]) ñ èíäèêàòîðîì h(φ) è ïðîñòûìè íóëÿìè
{τs}∞s=1 òàêóþ, ÷òî Ω∩ (V ∪U) = ∅ è {τk : k = 1, 2, . . .} � ðåãóëÿðíîå
ìíîæåñòâî (îïðåäåëåíèå ïîñëåäíåãî ñì., íàïðèìåð, â [100, ñ. 30] èëè
â [98, ñ. 126]).

Åñëè òåïåðü f � ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç A(G), òî

∃ {dm}∞m=1 : f(z) =
∞∑

m=1

dmeτmz,

ïðè÷åì ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G). Ïî òåîðåìå 2.2

lim
m→∞

[
1
|τm| ln |dm|+ h(arg τm)

]
6 0.

Íà âòîðîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà ïîñòàðàåìñÿ ðàçëîæèòü ëþáóþ
ôóíêöèþ âèäà eλz, ãäå λ ∈ C, â ñõîäÿùèéñÿ â A(G) ðÿä

∑∞
n=1 yn

òàêîé, ÷òî yn ∈ Hn ïðè âñåõ n > 1.
Ïóñòü α = inf

θ
h(θ), q ∈ (0, 1), qG := {t = qu, u ∈ G}. Ðàññìîòðèì

èíòåãðàë Mn = Mn(z, λ) = 1
2πi

∫
|u|=rn

euz du
L(u)(u−λ) , n ∈ N.

Åñëè z ∈ qG, à |λ| /∈ U , òî äëÿ ëþáîãî ε ∈
(
0, (1−q)

3α

)
ñóùåñòâóåò

íîìåð N òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ n > N

|Mn| 6 rn sup
|u|=rn

exp
[
qh(arg u)− h(arg u) + ε + εn

] |u| < e−δ|rn|,

ãäå δ = (1−q)
3α . Îòñþäà

sup
{|Mn+1(z, λ)−Mn(z, λ)| : z ∈ qG, λ ∈ CU

}
< 2e−δrn ∀n > N.

Åñëè rN > |λ|, L(λ) 6= 0 è n > N , òî ñîãëàñíî òåîðèè âû÷åòîâ

Mn =
eλz

L(λ)
−

φ(n)∑

k=1

eλkz

pk∑

j=1

cj,kzpk−j

(λk − λ)j
, φ(n) := max{k : |λk| < rn}.
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Ïîëîæèì Λ0 = {|λk| : k = 1, 2, . . .}, B0 = Λ0 ∩ U . Åñëè z ∈ G è
|λ| /∈ B0, òî

eλz =
∞∑

n=1

φ(n+1)∑

k=φ(n)+1

L(λ)eλkz

pk∑

j=1

cj,kzpk−j

(λk − λ)j
= L(λ)

∞∑
n=1

µn(z, λ). (4.34)

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî q ∈ (0, 1) ñóùåñòâóþò íîìåð N = N(q) è
÷èñëî δ = δ(q) > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ n > N , âñåõ z ∈ qG, |λ| /∈ B0

∣∣µn(z, λ)
∣∣ 6 2e−δrn ;

∣∣∣∣eλz − L(λ)
n∑

m=1

µm(z, λ)
∣∣∣∣ 6 |L(λ)|e−δrn ; (4.35)

∣∣∣∣
∞∑

m=n+1

µm(z, λ)
∣∣∣∣ 6 e−δrn . (4.36)

Âîçâðàùàÿñü ê ðàçëîæåíèþ ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå (eτmz)∞m=1, ïî-
ëîæèì αm := |dm|

[|L(τm)| + exp h(arg τm) · |τm|
]
, m = 1, 2, . . . Êàê

ëåãêî ïðîâåðèòü, lim
m→∞

1
|τm| ln αm 6 0.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 4.6 ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ

R(λ) :=
∞∏

n=1

[
1−

(
λ

n2

)sn
]

òàê, ÷òîáû R(λ) ∈ [1, 0] è
∑∞

m=1

∣∣ αm

R(τm)

∣∣ < ∞.

Ïîëîæèì f1(z) :=
∑∞

m=1
dmeτmz

R(τm) . Òàê êàê
∣∣∣∣

dm

R(τm)

∣∣∣∣ 6 |αm|
|R(τm)|e

−h(arg τm)|τm| 6 De−h(arg τm)|τm|,

òî
lim

m→∞

[
1
|τm| ln

∣∣∣∣
dm

R(τm)

∣∣∣∣ + h(arg τm)
]

6 0

è f1(z) ∈ A(G). Â ñèëó (4.35) èìååì:

eτmz = L(τm)
∞∑

n=1

µn,m(z), µn,m(z) := µn(z, λm) ∀n,m > 1.
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Îòñþäà ïðè ëþáûõ z ∈ G, n > 1 è N > n

f1(z) =
∞∑

m=1

dmL(τm)
R(τm)

[ N∑
n=1

µn,m(z) +
∞∑

n=N+1

µn,m(z)
]

=

=
N∑

n=1

φ(n+1)∑

k=φ(n)+1

eλkz
∞∑

m=1

dmL(τm)
R(τm)

·
pk∑

j=1

c
(m)
j,k zpk−j

(λk − τm)j
+ RN (z) =

=
N∑

n=1

yn(z) + RN (z),

ãäå yn ∈ Hn ïðè n > 1 è â ñèëó îöåíêè (4.35)

|RN (z)| 6
∞∑

m=1

∣∣∣∣
dmL(τm)
R(τm)

∣∣∣∣ e−δrN = b · e−δrN ∀ q ∈ (0, 1), ∀ z ∈ qG.

Èòàê, f1(z) =
∑∞

n=1 yn(z), ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ â A(G) è yn ∈ Hn äëÿ
ëþáîãî n > 1.

Ïóñòü òåïåðü R(D) � îïåðàòîð ñâåðòêè (ëèíåéíûé äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè) ñ ñèìâîëîì R(λ) =

∑∞
k=0 tkλk: (R(D)y)(z) =

∑∞
k=0 tky(k)(z).

Òîãäà

f(z) = (R(D)f1)(z) =
∞∑

n=1

(R(D)yn)(z) ∀ z ∈ G.

Òàê êàê R(λ) ∈ [1, 0], òî îïåðàòîð R(D) íåïðåðûâåí â A(G) (ñì.,
íàïðèìåð, [47]) è ïîòîìó ðÿä

∑∞
n=1(R(D)yn)(z) ñõîäèòñÿ â A(G). Ïðè

ýòîì

R(D)yn =
φ(n+1)∑

k=φ(n)+1

∞∑
m=1

dmL(τm)
R(τm)

·
pk∑

j=1

c
(m)
j,k R(eλkzzpk−j)

(λk − τm)j
= wn ∀n > 1,

ãäå wn ∈ Hn. Òåì ñàìûì òåîðåìà 4.27 äîêàçàíà. B
Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå äëÿ R(D)yn èñïðàâëåíà ïî-

ãðåøíîñòü â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåäñòàâëåíèè R(D)yn â [51] (ñ. 747,
îêîí÷àíèå � 3).

4.6.4. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî óñòàíîâèòü è äëÿ ÀÏÑÏÏ
(ñì. [51]).
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Òåîðåìà 4.28. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðå-
ìû 4.27 è, êðîìå òîãî,

lim
n→∞

ln n

rn
= 0. (4.37)

Òîãäà (Hn)∞n=1 � ÀÏÑÏÏ â A(G).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ìû âíà÷àëå äîñëîâíî ïîâòîðÿ-

åì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.27 äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì ñõîäÿ-
ùååñÿ â A(G) ïðåäñòàâëåíèå f1(z) =

∑∞
n=1 yn(z), ãäå n > 1. Ïîêàæåì,

÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (4.37) ðÿä ñïðàâà â ýòîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Èìååì ïðè âñåõ z ∈ G è n > 1

yn(z) =
∞∑

m=1

µn,m(z)
dmL(τm)
R(τm)

.

Íà îñíîâàíèè ïåðâîé èç îöåíîê (4.35) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
q ∈ (0, 1) ñóùåñòâóþò δ > 0, N < +∞ è γ ∈ (0, +∞) òàêèå, ÷òî

sup
z∈qG

|yn(z)| 6 2e−δrn

∞∑
m=1

∣∣∣∣
dmL(τm)
R(τm)

∣∣∣∣ 6 γe−δrn ∀n > N,

è ïîòîìó ðÿä
∑∞

n=1 yn(z) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G). Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ñâåðòêè R(D) â A(G) çàìå÷àåì, ÷òî ðÿä∑∞

k=1(R(D)yk)(z) òàêæå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G), ïðè÷åì åãî ñóì-
ìà â G ðàâíà (R(D)f1)(z) = f(z) è (R(D)yn)(z) = wn(z) ∈ Hn ïðè
ëþáûõ n > 1 è z ∈ G (ýòî áûëî óñòàíîâëåíî â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 4.27).

Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæå-
íèÿ òåîðåìû 4.28. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (rn)∞n=1 ìîæíî âñåãäà èç-
âëå÷ü äîñòàòî÷íî ðåäêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (r̂k)∞k=1 = (rnk

)∞k=1

òàê, ÷òîáû lim
k→∞

ln k
r̂k

= 0. Òàê êàê íà îêðóæíîñòÿõ |z| = rn ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ òåîðåìû 4.27 ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.33), òî ïî òåîðå-
ìå 4.28 â A(G) èìååòñÿ ÀÏÑÏÏ (Ĥm)∞m=1, ãäå Ĥk = span {zseλjz :
s = 0, 1, . . . , pj − 1; r̂k 6 |λm| < r̂k+1}, k > 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 4.27 â A(G) âñåãäà
íàéäåòñÿ ÀÏÑÏÏ âèäà (Ĥm)∞m=1.

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèå h(φ) > 0 â òåîðåìàõ 4.27 è 4.28 ìîæíî
çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàì-
ìà ôóíêöèè L(λ) ñîäåðæàëà õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó. Òàêàÿ,
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áîëåå îáùàÿ, ñèòóàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà h(φ) > 0, ïåðåõî-
äîì îò ôóíêöèè L(λ) ê L0(λ) := eβλL(λ). Ýòîò ïåðåõîä íå èçìåíÿåò
ïðîñòðàíñòâ Hn, à èíäèêàòîð íîâîé ôóíêöèè L0(λ) ïðè ïîäõîäÿùåì
âûáîðå ïàðàìåòðà β óæå ïîëîæèòåëåí. Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèé íà-
ëè÷èÿ ó ñîïðÿæåííîé äèàãðàììû öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà õîòÿ áû îäíîé âíóòðåííåé òî÷êè óêàçàí â [100, ñ. 97].

4.6.5. Ïðèâåäåì òåïåðü îáùèé ïðèìåð ôóíêöèè L(λ), äëÿ êîòî-
ðîé èìååòñÿ îöåíêà ñíèçó (4.33) íà îêðóæíîñòÿõ |z| = rn, n = 1, 2, . . .

Òåîðåìà 4.29. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî-
ãî òèïà âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà òàêàÿ, ÷òî âíóòðåííîñòü G åå ñî-
ïðÿæåííîé äèàãðàììû íåïóñòà. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(rn)∞n=1 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) rn ↑ ∞, r1 = 0, rn+1
rn

→ 1;
2) åñëè Hn � ïîäïðîñòðàíñòâà A(G) èç òåîðåìû 4.27, òî

(Hn)∞n=1 � ÀÏÑÏÏ â A(G).
C Â [100, ñ. 41] óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îêðóæíîñòåé |z| = ρn, ãäå ρn ↑ ∞, ρn+1
ρn

→ 1 è

∀ ε > 0 ∃N : |L(λ)| > exp[h(arg λ)− ε]|λ|, |λ| = ρn, n > N.

Åñëè ïðè ýòîì ln n
ρn

→ 0, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè æå ïîñëåä-
íåå ñîîòíîøåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ρn)∞n=1

ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (rk)∞k=1 = (ρnk
)∞k=1 òàêóþ,

÷òî lim
k→∞

rk+1
rk

= 1 è lim
k→∞

ln k
rk

= 0 (äîâîëüíî ïðîñòîé ñïîñîá ïîäîá-
íîãî ¾ïðîðåæåíèÿ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ρn)∞n=1 ïðèâåäåí íà ñ. 749
ñòàòüè [51]). Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ëèøü ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 4.28. B

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 4.28, èçëîæåííàÿ ñ ïîëíûì äîêàçàòåëü-
ñòâîì â ñòàòüå [51], áûëà âïåðâûå ïðèâåäåíà àâòîðîì â åãî äîêëàäå
íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé
â Êèåâå â 1983 ã. è àíîíñèðîâàíà â [49]. Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, îòìåòèì,
÷òî â òåçèñàõ [49, ñ. 101] äîïóùåíà îäíà çàòðóäíÿþùàÿ ÷òåíèå îïèñ-
êà. Èìåííî, â ôîðìóëå äëÿ ¾êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé¿ yn èç Hn â
ïðåäñòàâëåíèè ëþáîé ôóíêöèè f èç A(G) â âèäå ðÿäà f =

∑∞
n=1 yn,

àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â A(G), âåðõíèé ïðåäåë âíóòðåííåãî ñóììè-
ðîâàíèÿ (ïî m) äîëæåí ðàâíÿòüñÿ pk−1, à íå∞, êàê â òåêñòå èç [49].

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 4.29 íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî [45], åñëè L(λ) �
öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ö.ô.ý.ò.) ñ èíäèêàòîðîì
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h(φ) è ïðîñòûìè íóëÿìè (λn)∞n=1, à G � (íåïóñòàÿ) âûïóêëàÿ îá-
ëàñòü ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−φ), òî (eλkz)∞k=1 � ÀÏÑ â A(G) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) L(λ) � ôóíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà (ïðè ïîêàçàòåëå 1);
b) â êëàññå [1, 0] íàéäåòñÿ îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ôóí-

êöèÿ d(λ) òàêàÿ, ÷òî lim
n→∞

[
1
|λn| ln

∣∣∣ d(λn)
L′(λn)

∣∣∣ + h(arg λn)
]

6 0.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè äâà óñëîâèÿ âûïîëíåíû, â ÷àñòíîñòè, êîãäà ìíî-
æåñòâî âñåõ íóëåé L(λ) ðåãóëÿðíî. Â òî æå âðåìÿ, èìåþòñÿ ö.ô.ý.ò.
âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà (ïðè ïîêàçàòåëå 1) è ñ ïðîñòûìè íóëÿ-
ìè (λn)∞n=1, äëÿ êîòîðûõ lim

n→∞
1
|λn| ln

∣∣∣ d(λn)
L′(λn)

∣∣∣ = +∞, êàêîâà áû íè
áûëà ôóíêöèÿ d(λ) èç êëàññà [1, 0], îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî íó-
ëÿ. Äîâîëüíî ïðîñòîé ïðèìåð ïîäîáíîé ôóíêöèè L(λ) áûë óêàçàí
À. Ô. Ëåîíòüåâûì (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó [45, ñ. 1085]). Äëÿ òàêèõ
ôóíêöèé L(λ) ñ ïðîñòûìè íóëÿìè (λn)∞n=1 (eλkz)∞k=1 � íå ÀÏÑ â
A(G). Â òî æå âðåìÿ ïî òåîðåìå 4.28 (Hn)∞n=1 � ÏÑÏÏ â A(G) è
(Ĥn)∞n=1 � ÀÏÑÏÏ â A(G). Çäåñü ïðè ëþáîì n > 1

Hn = span
(
eλkz : rn 6 |λk| < rn+1

)
;

Ĥn = span
(
eλkz : r̂n 6 |λk| < r̂n+1

)
,

rn ↑ ∞, lim
n→∞

rn+1

rn
= 1, lim

n→∞
r̂n+1

r̂n
= 1, lim

n→∞
ln n

r̂n
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè L(λ) � ïðîèçâîëüíàÿ ö.ô.ý.ò. âïîëíå ðåãó-
ëÿðíîãî ðîñòà ïðè ïîêàçàòåëå 1 ñ ïðîñòûìè íóëÿìè (λn)∞n=1 è èíäè-
êàòîðîì h(φ), à G � âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−φ), òî
íå âñåãäà ëþáóþ ôóíêöèþ f èç A(G) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó
àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â A(G) ðÿäà

f(z) =
∞∑

k=1

βkeλkz. (4.38)

Â òî æå âðåìÿ, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî
ö.ô. ý. ò. L(λ) ñ ïðîñòûìè íóëÿìè (λn)∞n=1 êàæäîé ôóíêöèè f èç
A(G) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðÿä âèäà (4.38), îïðåäåëåííàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sml

)∞l=1 ÷àñòíûõ ñóìì êîòîðîãî àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ ê f â A(G), à íîìåðà (ml)∞l=1 íå çàâèñÿò îò f è îïðåäåëÿþòñÿ
òîëüêî ôóíêöèåé L(λ).
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Ïðèâåäåííûå âûøå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4.27�4.29 ïîçâîëÿþò
ýôôåêòèâíî ñòðîèòü ðàçëîæåíèÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç A(G) â ñõî-
äÿùèéñÿ èëè àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä âèäà

∑∞
n=1 yn, â êîòîðîì

yn ∈ Hn äëÿ ëþáîãî n > 1 èëè, ñîîòâåòñòâåííî, yn ∈ Ĥn. Íî îïèñàí-
íûé âûøå ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé yn äîâîëüíî ñëîæåí. Â ñëó-
÷àå, êîãäà f ∈ A(Ḡ) = lim−→n

A(Gn), ãäå ïðè âñåõ n > 1 Gn � âûïóê-
ëàÿ îáëàñòü òàêàÿ, ÷òî Gn ⊃ Gn+1 ⊃ G =

⋂∞
m=1 Gm, À. Ô. Ëåîíòüåâ

íàøåë (ðàíüøå, ÷åì âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû
àâòîðîì êíèãè) ïðåäñòàâëåíèå f â âèäå ðÿäà

∑∞
n=1 yn ñ ïîìîùüþ

ââåäåííîé èì èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè [100, ñ. 300�307].
4.6.6. Â îáçîðíîé ñòàòüå [47] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïðåäñòàâè-

òåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ ÏÑ è ÀÏÑ ýëåìåíòîâ â ÏÎËÂÏ H.
Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè è ñ÷èòàÿ, ÷òî (Hn)∞n=1 � ïðîèçâîëüíî çàôèê-
ñèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ H ñ èíäóöèðîâàí-
íîé èç H òîïîëîãèåé, íàçîâåì ïîäïðîñòðàíñòâî H0 ïðîñòðàíñòâà
H (òàêæå ñ èíäóöèðîâàííîé èç H òîïîëîãèåé) {Hn}∞n=1-ïðåäñòàâè-
òåëüíûì èëè {Hn}-àáñîëþòíî ïðåäñòàâèòåëüíûì (êîðîòêî {Hn}∞n=1-
ÏÏÏ èëè ÀÏÏÏ) äëÿ H, åñëè èç òîãî, ÷òî {Hn ∩H0}∞n=1 � ÏÑÏÏ
èëè ÀÏÑÏÏ â H0, ñëåäóåò, ÷òî {Hn}∞n=1 � ÏÑÏÏ (ñîîòâåòñòâåííî,
{Hn}∞n=1 � ÀÏÑÏÏ) â H. Äàëåå, {Hn}∞n=1-ïðåäñòàâèòåëüíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî H0 äëÿ H íàçûâàåòñÿ {Hn}∞n=1-ýôôåêòèâíî ïðåäñòà-
âèòåëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ( {Hn}-ÝÏÏÏ) äëÿ H, åñëè èç òîãî,
÷òî èçâåñòåí êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ¾êîîðäèíàòíûõ¿
ôóíêöèé (yn)∞n=1 õîòÿ áû â îäíîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî ýëå-
ìåíòà x èç H0 â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ â H ðÿäà x =

∑∞
n=1 yn, â êîòî-

ðîì yn ∈ Hn, n > 1, ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî êîíñòðóêòèâíî îïðåäåëèòü
ôóíêöèè (yn)∞n=1 ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì ïîäîáíîì ïðåäñòàâëå-
íèè ëþáîãî ýëåìåíòà v èç H. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ {Hn}∞n=1-ýô-
ôåêòèâíî àáñîëþòíî ïðåäñòàâèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ({Hn}∞n=1-
ÝÀÏÏÏ) äëÿ H.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ {Hn}-
ïðåäñòàâèòåëüíûõ è àáñîëþòíî ïðåäñòàâèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
(òàêæå êàê {Hn}∞n=1-ÝÏÏÏ è {Hn}∞n=1-ÝÀÏÏÏ) äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî ÏÎËÂÏ H âðÿä ëè ðàçðåøèìà â áëèæàéøåì áóäóùåì, îãðàíè-
÷èìñÿ èçëîæåíèåì íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè äëÿ
ïðîñòðàíñòâà H = A(G), ãäå G � îãðàíè÷åííàÿ íåïóñòàÿ âûïóêëàÿ
îáëàñòü ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−φ). Äîêàæåì âíà÷àëå ïðîñòóþ ëåì-
ìó èç [51].
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Ëåììà 4.7. Ïóñòü G � îáëàñòü â C, H0 � íåêîòîðîå çàìêíóòîå
ïîäïðîñòðàíñòâî A(G), èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ. Òîãäà H0 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî îïåðàòîðà ñâåðò-
êè M ñ ñèìâîëîì (õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé) èç êëàññà [1, 0].

C Ëþáîé îïåðàòîð M ñâåðòêè ñ ñèìâîëîì a(z) =
∑∞

k=0 akzk

èç [1, 0] èìååò âèä (My)(z) =
∑∞

k=0 aky(k)(z) ïðè ëþáûõ z ∈ G è
y ∈ A(G) è, êàê óæå îòìå÷àëîñü, íåïðåðûâåí â A(G). Ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(z) èç A(G) ðÿä

∑∞
k=0 aky(k)(z) ñõîäèòñÿ ïî

òîïîëîãèè A(G). Òàê êàê ïðè âñåõ k > 0 aky(k)(z) ∈ H0 è H0 � çà-
ìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî H (â èíäóöèðîâàííîé èç A(G) òîïîëîãèè),
òî My ∈ H0 äëÿ ëþáîãî y ∈ H0. B

Ïóñòü D[1, 0] � (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ ñâåðò-
êè ñ ñèìâîëîì èç [1, 0]. Íàçîâåì ïîäïðîñòðàíñòâî E ïðîñòðàíñòâà
A(G) ñâåðòî÷íî ïîëíûì â A(G), åñëè ñþðúåêòèâåí ëþáîé îïåðàòîð
T èç D[1, 0]× E â A(G):

∀ f ∈ A(G) ∃ y ∈ E, ∃M ∈ D[1, 0] : f(z) = (My)(z) ∀ z ∈ G,

ãäå (My)(z) :=
∑∞

k=0 bky(k)(z).
Òåîðåìà 4.30. Ïóñòü H0 � ñâåðòî÷íî ïîëíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

A(G). Òîãäà H0 � {Hn}∞n=1-ÏÏÏ (è {Hn}∞n=1-ÀÏÏÏ) ïîäïðîñòðàí-
ñòâî A(G), åñëè ïðè ëþáîì n > 1 Hn � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî
A(G), èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

C Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà H0 è Hn, n > 1, îáëàäàþò ñâîéñòâàìè,
óêàçàííûìè â òåîðåìå. Òîãäà

∀ y ∈ A(G) ∃M(D) ∈ D[1, 0], ∃ g ∈ H0 : y(z) = (M(D)g)(z) ∀ z ∈ G.

Åñëè {Hn}∞n=1 � ÏÑÏÏ â H0, òî íàéäåòñÿ ñõîäÿùèéñÿ â A(G) ðÿä∑∞
n=1 yn, â êîòîðîì yn ∈ Hn ïðè n > 1 è ñóììà êîòîðîãî ðàâíà g(z).

Îòñþäà

y(z) =

(
M(D)

∞∑
n=1

yn

)
(z) =

∞∑
n=1

M(D)yn(z) ∀ z ∈ G.

Ïî ëåììå 4.7 Wn = M(D)yn ∈ Hn ïðè âñåõ n > 1, à èç íåïðåðûâ-
íîñòè îïåðàòîðà M(D) â A(G) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä

∑∞
n=1 Wn(z) ñõîäèòñÿ

â òîïîëîãèè A(G). Ïðè ýòîì åãî ñóììà ðàâíà y(z). Ñëåäîâàòåëüíî,
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{Hn}∞n=1 � ÏÑÏÏ â A(G). Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî H0 �
ÀÏÏÏ ïðîñòðàíñòâî A(G). B

Çàìå÷àíèå. Åñëè â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 4.30 äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè g èç H0 ìû óìååì ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿòü ¾êîîðäèíàòíûå¿
ôóíêöèè yn ∈ Hn èç åå ïðåäñòàâëåíèÿ g(z) =

∑∞
n=1 yn(z) â âèäå

ñõîäÿùåãîñÿ (èëè àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ) â A(G) ðÿäà è åñëè äëÿ
ëþáîãî y ∈ A(G) êîíñòðóêòèâíî îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîð M(D) èç E
è ôóíêöèÿ g èç H0 òàêèå, ÷òî

(M(D)g)(z) = y(z) ∀ z ∈ G,

òî H0 � {Hn}∞n=1-ÝÏÏÏ A(G) (ñîîòâåòñòâåííî, ÝÀÏÏÏ A(G)).
4.6.7. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñâåðòî÷íî ïîëíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

A(G).
1. Â � 1 ãëàâû V ìîíîãðàôèè [100] À. Ô. Ëåîíòüåâ äîêàçàë, ÷òî

∀ y ∈ A(G) ∃ g ∈ AC(G), ∃ a(z) ∈ [1, 0] : (a(D)g)(z) = y(z) ∀z ∈ G.

Çäåñü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C è, êàê âûøå,
AC(G) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â G è íåïðå-
ðûâíûõ íà Ḡ. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî â [100], ôóíêöèÿ a(z) çàâèñèò,
âîîáùå ãîâîðÿ, îò ôóíêöèè y(z) è åå íåëüçÿ âûáðàòü îäíîé è òîé æå
äëÿ âñåõ y(z) èç A(G).

Òàêèì îáðàçîì, H0 = AC(G) � ñâåðòî÷íî ïîëíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî A(G) è ê íåìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 4.30.

2. Ïóñòü òåïåðü A∞(Ḡ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëè-
òè÷åñêèõ â G è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà Ḡ. Åñëè G �
îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, òî, êàê ôàêòè÷åñêè óñòàíîâ-
ëåíî Þ. È. Ìåëüíèêîì â [117], A∞(Ḡ) � ñâåðòî÷íî ïîëíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî A(G) (ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [117] èëè [47,
ñ. 103�104]).

Ðàçóìååòñÿ, äàëåêî íå âñå ïîäïðîñòðàíñòâà A(G) ñâåðòî÷íî ïîë-
íû. Íàïðèìåð, åñëè H0 � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî A(G), èíâà-
ðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñèìâîëîì èç [1, 0], òî, î÷å-
âèäíî, H0 íå ìîæåò áûòü ñâåðòî÷íî ïîëíûì â H.

Ïîæàëóé, íàèáîëåå âàæíûì òàêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì A(G) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî A(Ḡ) âñåõ ôóíêöèé, ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêèõ
íà ìíîæåñòâå Ḡ (ò. å. A(Ḡ) = {y ∈ A(G)

∣∣ ∃G1 = G1(y) ⊃ Ḡ : y ∈
A(G1)}).
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Òàêèì îáðàçîì, ê ïðîñòðàíñòâó H0 = A(Ḡ) òåîðåìà 4.30 óæå íå
ïðèìåíèìà.

Èñïîëüçóÿ èíîé ïîäõîä, Ñ. Í. Ìåëèõîâ äîêàçàë [112, 116], ÷òî åñ-
ëè G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp, p > 1, è (Hn)∞n=1 �
ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ A(G), èíâà-
ðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂

∂zj
,

j = 1, 2, . . . , p, òî A(Ḡ) � {Hn}∞n=1-ÏÏÏ è {Hn}∞n=1-ÀÏÏÏ ïðîñòðàí-
ñòâà A(G). Îí æå äîâîëüíî äåòàëüíî èññëåäîâàë ñâîéñòâà {Hn}∞n=1-
ïðåäñòàâèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà A(G) (ñì. ïî ýòîìó
ïîâîäó [116, ãë. I, ï. 1.5]).

Åñëè íà ïîäïðîñòðàíñòâà Hn èç A(G), èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëü-
íî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàëîæèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ, òî ìîæíî óêàçàòü äîñòàòî÷íî ¾óçêèå¿ ïîäïðîñòðàíñòâà
A(G), ÿâëÿþùèåñÿ {Hn}∞n=1-ÏÏÏ èëè {Hn}∞n=1-ÀÏÏÏ ïðîñòðàíñòâà
A(G).

Íàïðèìåð, åñëè ïðè ëþáîì k > 1 λk ∈ C; |λk| 6 |λk+1| → ∞ è

Hn = span{eλkz : rn 6 |λk| < rn+1} ∀n > 1,

ãäå 0 < rn ↑ +∞, òî, êàê ïîêàçàíî â ëåììå 1 èç îáçîðà [47, ãë. III,
� 1, ï. 8], åñëè ÷èñëà (λn)∞n=1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, G � îãðàíè÷åííàÿ
âûïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−φ), òî {Hn}∞n=1-ÏÏÏ
è {Hn}∞n=1-ÀÏÏÏ áóäåò ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî A(G), ñîäåðæàùåå
õîòÿ áû îäíó ôóíêöèþ âèäà P (z)eλz, ãäå λ � êàêîå-ëèáî êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî, à P (z) � îòëè÷íûé îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè m > 0, êîãäà λ 6= λn, n = 1, 2, . . . , è ñòåïåíè m > 1, êîãäà
λ = λn0 , n0 > 1.

4.6.8. Äî ñèõ ïîð ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ áðàëèñü ïðîñòðàíñòâà àíàëèòè÷åñêèõ è (ðåæå) áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ïðîñò-
ðàíñòâî, êîòîðûì ìû ñåé÷àñ çàéìåìñÿ, íîñèò íåñêîëüêî èíîé õàðàê-
òåð. Ïóñòü G � îáëàñòü â C, êîòîðóþ äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì
ñ÷èòàòü â ýòîì ðàçäåëå îäíîñâÿçíîé, è ïóñòü Hr(G) � ïðîñòðàíñòâî
âñåõ (âåùåñòâåííîçíà÷íûõ) ãàðìîíè÷åñêèõ â G ôóíêöèé ñ òîïîëîãè-
åé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ â G (êàê èçâåñòíî, â ýòîé
òîïîëîãèè Hr(G) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå). Åñëè u(x, y) � ëþáàÿ ôóí-
êöèÿ èç Hr(G) è v(x, y) � ñîïðÿæåííàÿ ñ u(x, y) â G ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, òî áóäåì íàçûâàòü ïàðó u(x, y), v(x, y) ñîïðÿæåííîé ãàðìî-
íè÷åñêîé ïàðîé â G. Èç îáùåãî êóðñà òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
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ïåðåìåííîãî èçâåñòíî, ÷òî åñëè u ∈ Hr(G), òî ñîïðÿæåííîé ñ u(x, y)
â G áóäåò ôóíêöèÿ v0, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

v0(x, y) :=

(x,y)∫

(x1,y1)

(
−∂u(x̃, ỹ)

∂ỹ
dx̃ +

∂u(x̃, ỹ)
∂x̃

dỹ

)
, (4.39)

â êîòîðîé ôèãóðèðóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî ëþ-
áîé ëåæàùåé â G ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé ïðîèçâîëüíî
çàôèêñèðîâàííóþ òî÷êó (x1, y1) â G è òåêóùóþ òî÷êó (x, y) ∈ G.
Ïðè ýòîì çíà÷åíèå v0(x, y) íå çàâèñèò îò êðèâîé Γ, ñîåäèíÿþùåé
ýòè äâå òî÷êè. Êàê èçâåñòíî, åñëè îáëàñòü G îäíîñâÿçíà, òî ôóíê-
öèÿ v0(x, y) îïðåäåëåíà êîððåêòíî, è u(x, y), v0(x, y) � ñîïðÿæåííàÿ
ãàðìîíè÷åñêàÿ ïàðà â G. Â äàëüíåéøåì ôóíêöèÿ v0(x, y), îïðåäå-
ëåííàÿ óêàçàííûì îáðàçîì, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ñîïðÿæåííîé
ñ u ôóíêöèåé. Çàìåòèì åùå, ÷òî Hr(G) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Φ = R.

Ïóñòü òåïåðü {uk(x, y)}∞k=1 � ÀÏÑ â Hr(G). Çàôèêñèðóåì êàêóþ-
ëèáî ôóíêöèþ f(z) èç A(G) è ïîëîæèì u(x, y) = <e f(z). Êàê õîðî-
øî èçâåñòíî, u(x, y) ∈ Hr(G) è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèéñÿ â Hr(G) ðÿä

∑∞
k=1 akuk(x, y), ó êîòîðîãî ak ∈ R ïðè

âñåõ k > 1, à ñóììà (â G) ðàâíà u(x, y). Ïî ëþáîìó íîìåðó k > 1
ïîñòðîèì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (4.39), êàíîíè÷åñêóþ ñîïðÿæåííóþ
ôóíêöèþ v0

k äëÿ ôóíêöèè uk (òàê, ÷òî uk, v0
k � ñîïðÿæåííàÿ ãàðìî-

íè÷åñêàÿ ïàðà â G) è îáðàçóåì ðÿä
∑∞

k=1 akv0
k(x, y). Ïîëüçóÿñü âñå

òîé æå ôîðìóëîé (4.39), íàõîäèì, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â
Hr(G), ïðè÷åì åãî ñóììà w(x, y) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîé ôóíêöèåé äëÿ u: w = v0.

Åñëè v(x, y) := =m f(z), òî, êàê èçâåñòíî èç êóðñà òåîðèè ôóí-
êöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, v(x, y) = v0(x, y) + df , ãäå df ∈ R.
Îòñþäà äëÿ âñåõ z = x + iy èç G

f(z) = idf + iv0(x, y) + u(x, y) =

= idf +
∞∑

k=1

ak

[
uk(x, y) + iv0

k(x, y)
]

= idf +
∞∑

k=1

akf0
k (z),

ãäå f0
k (z) := uk(x, y) + iv0

k(x, y) äëÿ ëþáîãî k > 1.
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Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4.31. Ïóñòü {uk(x, y)}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ÀÏÑ â ïðî-

ñòðàíñòâå Hr(G) (íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ R), ãäå G � îäíîñâÿçíàÿ îá-
ëàñòü â C. Ïóñòü, äàëåå, ïðè ëþáîì k > 1 v0

k(x, y) � êàíîíè÷åñêàÿ
ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ ñ uk(x, y) â G è f0

k (z) := uk(x, y) + iv0
k(x, y).

Òîãäà {i} ∪ {f0
k (z) : k = 1, 2, . . .} � ÀÏÑ â ïðîñòðàíñòâå A(G) (íàä

ïîëåì ñêàëÿðîâ C). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç A(G) íàé-
äåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â A(G) ðÿä b0i +

∑∞
k=1 bkf0

k (z), ñóììà
êîòîðîãî â G ðàâíà f(z), à âñå êîýôôèöèåíòû bk, k > 0, âåùåñòâåí-
íîçíà÷íû.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 4.32. Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C; ñåìåéñòâî

{uk(x, y)} � ÏÑ â Hr(G) è ïðè ëþáîì k > 1 v0
k(x, y) � êàíîíè÷åñêàÿ

ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ ñ uk â G, à f0
k (z) = uk(x, y) + iv0

k(x, y). Òîãäà
{i} ∪ {f0

k (z) : k = 1, 2, . . .} � ÏÑ â A(G). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f èç A(G) íàéäåòñÿ ñõîäÿùèéñÿ â A(G) ðÿä b0i +

∑∞
k=1 bkf0

k (z),
ñóììà êîòîðîãî â G ðàâíà f(z), à âñå êîýôôèöèåíòû bk, k > 0, âå-
ùåñòâåííîçíà÷íû.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàùåíèåì
òåîðåì 4.31, 4.32.

Òåîðåìà 4.33. Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C; ñåìåéñòâî
{fk(z)}∞k=1 � ÀÏÑ (èëè ÏÑ) â A(G) è fk(z) = uk(x, y) + ivk(x, y),
ãäå uk, vk � ñîïðÿæåííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ïàðà â G. Ïóñòü, äàëåå,
εk = {αuk + βvk : α, β ∈ R} � ïîäïðîñòðàíñòâî Hr(G) (ðàçìåðíîñ-
òè 2). Òîãäà {εk}∞k=1 � ÀÏÑÏÏ (ñîîòâåòñòâåííî, ÏÑÏÏ) â Hr(G).

C Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, {fk(z)}∞k=1 � ÏÑ â A(G). Ïóñòü,
äàëåå, u(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Hr(G), v(x, y) � ëþáàÿ
ôóíêöèÿ èç Hr(G), ñîïðÿæåííàÿ â G ñ u. Òîãäà f0(z) = u(x, y) +
iv(x, y) ∈ A(G) è ñóùåñòâóåò ñõîäÿùèéñÿ â A(G) ê f0(z) ðÿä âèäà∑∞

k=1 dkfk(z), â êîòîðîì ïðè ëþáîì k > 1 ck = αk + iβk ∈ C è
αk, βk ∈ R. Îòñþäà ïðè ëþáîì z = x + iy èç G

u(x, y) = <e f0(z) =
∞∑

k=1

<e [ckfk(z)] =

=
∞∑

k=1

[αkuk(x, y)− βkvk(x, y)] =
∞∑

k=1

yk,

ãäå ïðè âñåõ k > 1 yk ∈ εk è ðÿä
∑∞

k=1 yk ñõîäèòñÿ â Hr(G). Ñëåäî-



4.7. Î ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì 251

âàòåëüíî, {εk}∞k=1 � ÏÑÏÏ â Hr(G). Òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
{fk(z)}∞k=1 � ÀÏÑ â A(G), òî {εk}∞k=1 � ÀÏÑÏÏ â Hr(G). B

4.6.9. Îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòå [89] òåîðåìû 4.31�4.33, íàñêîëü-
êî èçâåñòíî àâòîðó, ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ðåçóëüòàòàìè î ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñèñòåìàõ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðî-
ñòðàíñòâ â Hr(G). Â íèõ óñòàíîâëåíû îïðåäåëåííûå ñâÿçè ñ àíà-
ëîãè÷íûìè îáúåêòàìè â ïðîñòðàíñòâå A(G), â êîòîðîì èññëåäîâà-
íèÿ A-ÏÑ è ÏÑÏÏ ïðîäâèíóòû äîñòàòî÷íî äàëåêî. ×òî æå êàñàåòñÿ
òåîðèè ÏÑ è èõ îáîáùåíèé íåïîñðåäñòâåííî â ïðîñòðàíñòâå Hr(G),
òî îíà äî ñèõ ïîð ïðàêòè÷åñêè íå ðàçðàáîòàíà. Îäíà èç îñíîâíûõ
òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîïûòêàõ ïîëó÷èòü äàæå íà÷àëüíûå
ðåçóëüòàòû òàêîé òåîðèè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî õîòÿ ïðåäñòàâëå-
íèå ñîïðÿæåííîãî ê Hr(G) ïðîñòðàíñòâà áûëî ïîëó÷åíî Òèëëìàíîì
åùå â 50-õ ãã. XX âåêà [175], îäíàêî, îíî ñëîæíåå, ÷åì ïðåäñòàâëå-
íèå (A(G))′; â ÷àñòíîñòè, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, íå ñóùåñòâó-
åò òàêîé ðåàëèçàöèè (Hr(G))′ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü îáùóþ òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè
â ËÂÏ (áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ñì. â [89, ñ. 61]). Ïîýòîìó ðàçðà-
áîòêà êàêèõ-ëèáî ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ ÏÑ è èõ îáîáùåíèé â
ïðîñòðàíñòâå Hr(G), ãäå G � îáëàñòü â Rm, m > 2 (äàæå â ñëó÷àå
m = 2, íå ãîâîðÿ óæå î ñèòóàöèè m > 2, ÿâëÿþùåéñÿ ïîêà ñïëîøíûì
¾áåëûì ïÿòíîì¿), ïðåäñòàâëÿåò, ïî ìíåíèþ àâòîðà, çíà÷èòåëüíûé
èíòåðåñ.

4.7. Î ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì

Â ýòîì ðàçäåëå ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðàññìîòðåííûå âûøå êëàññû ÏÑ,
à òàêæå êðàòêî îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå äðóãèå òèïû ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ñèñòåì, íå óêëàäûâàþùèåñÿ â îáùóþ ñõåìó A-ÏÑ èç ðàçäåëà 3.1.

4.7.1. Ïðåæäå âñåãî, î÷åâèäíî, ÷òî ÀÏÑì ýëåìåíòîâ � ýòî íåïî-
ñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå ÀÏÑ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü òåïåðü ïðè ëþáîì
n > 1 Hn � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÏÎËÂÏ H ñ èíäóöè-
ðîâàííîé èç H òîïîëîãèåé è, êàê â 3.1, Ω = ω1 ∪ (

⋃∞
k=1 ωk+1 \ ωk) �

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, à äëÿ ëþáîãî n > 1 ωn � êîíå÷íîå (ñî-
ñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ èç Ω) ïîäìíîæåñòâî Ω òàêîå,
÷òî ωn ⊆ ωn+1. Ïóñòü åùå, êàê ðàíüøå, X = (xα)α∈Ω � íåêîòî-
ðàÿ ñîâîêóïíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ xα èç H, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ
ïîäñèñòåìà êîòîðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H. Ïóñòü xα ∈ Hn ïðè
âñåõ α ∈ ωn. Ïîëîæèì m0 = 0, mn = dim Hn (ðàçìåðíîñòü Hn),
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n = 1, 2, . . . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþ-
áîì k > 1 ωk =

{
j : 1 +

∑k−1
s=1 ms 6 j 6

∑k
s=1 ms

}
. Òîãäà ââåäåí-

íûé â ï. 3.1 êëàññ A1(X, H)-ÏÑ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì A1{Hn}-ÏÑÏÏ
(ò. å. ÏÑÏÏ) èç ïóíêòà 4.4.2, à A2(X, H) (ñì. ï. 3.1.3) � ñ êëàññîì
A2{Hn}-ÏÑÏÏ (ò. å. ÀÏÑÏÏ, ñì. ï. 4.4.2). Îäíàêî, åñëè õîòÿ áû
îäíî èç ïðîñòðàíñòâ Hn áåñêîíå÷íîìåðíî, òî âñå ðàññìîòðåííûå â
ï. 4.4 êëàññû ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì ïîäïðîñòðàíñòâ Hn íå óêëà-
äûâàþòñÿ â îáùóþ ñõåìó A-ÏÑ èç ðàçäåëà 3.1.

Îòìåòèì åùå, ÷òî â ðàáîòå [5] À. Â. Àáàíèí ðàññìîòðåë áîëåå
îáùèé êëàññ, ÷åì A2({Hn}∞n=1)-ÏÑÏÏ. Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
êîîðäèíàòíûå ïðîñòðàíñòâà è äåéñòâóÿ ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå,
îñíîâàííîé íà îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè â ËÂÏ, îí â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hn íàäåëåíî îïðåäåëåííûì
îáðàçîì ââåäåííîé òîïîëîãèåé, ìàæîðèðóþùåé èíäóöèðîâàííóþ èç
H òîïîëîãèþ, ïîëó÷èë êðèòåðèé òîãî, ÷òî çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Hn}∞n=1 ïîäïðîñòðàíñòâ H ñ òàêèìè òîïîëîãèÿìè ïðèíàä-
ëåæèò ââåäåííîìó èì êëàññó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àáñîëþòíî ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ (èëè, â òåðìèíîëîãèè [5], ÿâëÿåòñÿ ñè-
ñòåìîé àáñîëþòíîãî ðàçëîæåíèÿ). Ýòîò êðèòåðèé ñôîðìóëèðîâàí
â [5] â ôîðìå, áëèçêîé ê ñîîòíîøåíèÿì (4.11)�(4.13).

4.7.2. Îïèøåì êîðîòêî òðè êëàññà ÏÑ, íå óêëàäûâàþùèåñÿ â îá-
ùóþ ñõåìó A-ÏÑ èç ðàçäåëà 3.1. Ïóñòü, êàê ðàíüøå, H � ÏÎËÂÏ
íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ Φ, ãäå Φ = C èëè Φ = R, à Ω = ω1∪

(⋃∞
k=1 ωk+1 \

ωk

)
� ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ k > 1

ωk ⊂ ωk+1 ⊂ Ω. Ïóñòü, äàëåå, X(xα)α∈Ω � íåêîòîðàÿ ñ÷åòíàÿ ñî-
âîêóïíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç H, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà
êîòîðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìà â H.

Íàçîâåì X ñëàáî ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé (ÑëÏÑ) â H, åñ-
ëè ëþáîìó x èç H ìîæíî ñîïîñòàâèòü òàêîé ðÿä

∑
α∈ω1

bαxα +∑∞
k=1

(∑
α∈ωk+1\ωk

bαxα

)
, ÷òî bα ∈ Φ ïðè ëþáîì α ∈ Ω è äëÿ âñåõ

ϕ ∈ H ′ ϕ(x) = lim
m→∞

Sϕ
m(X), ãäå

Sϕ
m(X) :=

∑
α∈ω1

bαϕ(xα) +
m∑

k=1

( ∑

α∈ωk+1\ωk

bαϕ(xα)
)

, m = 1, 2, . . .

Äàëåå, X � ñëàáî àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà (ÑëÀÏÑ) â
H èëè îñëàáëåííî àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà (ÎÑëÀÏÑ) â
H, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x èç H ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
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ðÿä
∑

α∈ω1

bαxα +
∞∑

k=1

( ∑

α∈ωk+1\ωk

bαxα

)

òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ H ′ ϕ(x) = lim
m→∞

Sϕ
m(X) è

ϕ̃(b) :=
∑

α∈ω1

|bα||ϕ(xα)|+
∞∑

k=1

( ∑

α∈ωk+1\ωk

|bα||ϕ(xα)|
)

=

=
∑

α∈Ω

|bα||ϕ(xα)| < +∞,

(4.40)

èëè, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ H ′ ϕ(x) = lim
m→∞

Sϕ
m(X) è

ϕ̃1(b) :=
∣∣∣∣ϕ

( ∑
α∈ω1

bαxα

)∣∣∣∣ +
∞∑

k=1

∣∣∣∣ϕ
( ∑

α∈ωk+1\ωk

bαxα

)∣∣∣∣ < +∞. (4.41)

Ïî àíàëîãèè ñ âûøåèçëîæåííûì ââåäåì òðè êîîðäèíàòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâà:

1) Añë
1 (X, H) :=

{
b(bα)α∈Ω ∈ ΦΩ : ∀ϕ ∈ H ′ ∃ lim

m→∞
Sϕ

m(X)
}
. Òîïî-

ëîãèÿ νñë â Añë
1 (X,H) çàäàåòñÿ íàáîðîì ïðåäíîðì supm>1 |Sϕ

m(X)|,
ϕ ∈ H ′.

2) Aà ñë
2 (X,H) :=

{
b(bα)α∈Ω ∈ ΦΩ : b ∈ Añë

1 (X, H) è ñïðàâåäëè-
âî ñîîòíîøåíèå (4.40)

}
. Òîïîëîãèÿ νà ñë â Aà ñë

2 (X, H) îïðåäåëÿåòñÿ
íàáîðîì ïðåäíîðì ϕ̃(b), ϕ ∈ H ′.

3) Aà îñë
2 (X, H) :=

{
b ∈ ΦΩ : b ∈ Añë

1 (X, H) è âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî (4.41)

}
. Òîïîëîãèÿ νà îñë â Aà îñë

2 (X, H) ââîäèòñÿ íàáîðîì
ïðåäíîðì ϕ̃1(b), ϕ ∈ H ′.

Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, âñå ýòè ïðîñòðàíñòâà îòäåëèìû, ïðè÷åì

Aà ñë
2 (X,H) ↪→ Aà îñë

2 (X,H) ↪→ Añë
1 (X, H).

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà H óäàåò-
ñÿ îáîñíîâàòü âêëþ÷åíèå Añë

1 (X, H) ↪→ A1(X, H) (è â ýòîì ñëó÷àå
Añë

1 (X, H) = A1(X, H)); â òàêîé ñèòóàöèè âñå òðè òîëüêî ÷òî ââåäåí-
íûõ òèïà ÏÑ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïîäêëàññàìè A-ÏÑ ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ A-ÏÑ èç ðàçäåëà 3.1. Îäíàêî, íà ïðèìåðàõ ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå Añë

1 (X, H) ↪→ A1(X, H)



254 Ãëàâà 4. Îáîáùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì

ìîæåò íå èìåòü ìåñòà, è ââåäåííûå êëàññû ÏÑ íåîáõîäèìî ðàññìàò-
ðèâàòü îòäåëüíî.

4.7.3. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ âûøåèçëîæåííûì è ïðåäïîëà-
ãàÿ ïðîñòðàíñòâî H ñëàáî ïîëíûì, ââîäèì îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ
Lñë(X, H):

∀ b(bα) ∈
α∈Ω

Añë
1 (X, H) → Lñëb :=

∑
α∈ω1

bαxα +
∞∑

k=1

( ∑

α∈ωk+1\ωk

bαxα

)
∈ H.

Ýòîò îïåðàòîð ëèíååí è íåïðåðûâåí èç Añë
1 (X,H), νñë â H, σ. Àíà-

ëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è äâà îñòàëüíûõ îïåðàòîðà ïðåäñòàâëåíèÿ.
Ïðèâëå÷åíèå ýòèõ îïåðàòîðîâ äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü íåêî-

òîðûå ðåçóëüòàòû (òèïà òåîðåì 4.13�4.15) äëÿ óêàçàííûõ òðåõ êëàñ-
ñîâ ÏÑ è òàêèõ èõ ðàçíîâèäíîñòåé, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûå
è ïðîäîëæàåìûå ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû.

Äàëåå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âñå îðòû (yα)β∈Ω, ãäå (yα)β = δα,β �
ñèìâîë Êðîíåêåðà, ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Aà ñë

2 (X, H), à, ñëåäî-
âàòåëüíî, è îñòàëüíûì äâóì êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâàì. Êàê è
ðàíüøå, ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò íàéòè ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ `, ñî-
ïðÿæåííûõ ê òîëüêî ÷òî ââåäåííûì îïåðàòîðàì ïðåäñòàâëåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, îïåðàòîð `à ñë := (Là ñë(X,H))′ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæ-
äîìó ëèíåéíîìó íåïðåðûâíîìó ôóíêöèîíàëó ϕ íà H ÷èñëîâóþ ñî-
âîêóïíîñòü {ϕ(xα)}α∈Ω èç ïðîñòðàíñòâà Âà ñë

2 := (Aà ñë
2 (X, H))′. Ïðè

ýòîì

Âà ñë
2 =

{
d(dα)α∈Ω∈ΦΩ : ∃B < ∞, ∃ϕ ∈ H ′ : ∀α ∈ Ω |dα|6B|ϕ(xα)|

}
.

Îäíàêî ïðè ïîïûòêå èñïîëüçîâàòü, êàê âûøå, íåêîòîðûå ðåçóëü-
òàòû èç îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè â ËÂÏ, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ
ðÿäîì ñåðüåçíûõ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ â ïåðâóþ î÷åðåäü ñî ñëîæ-
íûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâ, ñîïðÿæåííûõ ê ââå-
äåííûì êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâàì. Òàê, äàæå äëÿ, ïîæàëóé, íàè-
áîëåå ïðîñòîãî ïðîñòðàíñòâà Aà ñë

2 (X,H) íåèçâåñòåí îòâåò íà òàêîé
âîïðîñ: åñëè H � ðåôëåêñèâíîå (èëè äàæå ìîíòåëåâñêîå) ïðîñòðàí-
ñòâî Ôðåøå, òî êàêîâû òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Âà ñë

2

(íàïðèìåð, áóäåò ëè îíî ñèëüíûì ñîïðÿæåííûì ê ðåôëåêñèâíîìó
ïðîñòðàíñòâó Ôðåøå)? Â ñâÿçè ñ ýòèìè òðóäíîñòÿìè ïåðñïåêòèâû
èñïîëüçîâàíèÿ îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè â ËÂÏ äëÿ ïîëó÷åíèÿ,
íàïðèìåð, êðèòåðèÿ òîãî, ÷òî çàäàííàÿ ñîâîêóïíîñòü X ýëåìåíòîâ èç
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ñëàáî ïîëíîãî ÎËÂÏ H ïðèíàäëåæèò êàêîìó-ëèáî èç òðåõ ââåäåí-
íûõ êëàññîâ ÏÑ, îñòàåòñÿ íåÿñíîé. Äðóãèå ïîäõîäû ê ýòèì âîïðîñàì
ïîêà íåèçâåñòíû.

Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè Ω = N è ωk = (1, 2, . . . , k), k = 1, 2, . . . , òî
ïîíÿòèÿ ÑëÀÏÑ è ÎÑëÀÏÑ ñîâïàäàþò, è â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèõî-
äèì ê îäíîìó èç îïðåäåëåíèé, èñïîëüçîâàííûõ â [29, 156]. Èìåííî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)∞n=1 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç ëèíåéíîãî òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ ñëàáî àáñîëþòíî ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé â H, åñëè äëÿ ëþáîãî x èç H íàéäåòñÿ ðÿä

∑∞
k=1 bkxk òàêîé,

÷òî ïðè ëþáîì ϕ ∈ H ′ ϕ(x) =
∑∞

k=1 bkϕ(xk) è
∑∞

k=1 |bk| |ϕ(xk)| < ∞.
Îòìåòèì îäèí ðåçóëüòàò èç [156], ñîãëàñíî êîòîðîìó â ëþáîì áåñ-

êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå íàéäåòñÿ ÏÑ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
ÑëÀÏÑ â H. Òåì ñàìûì áûëî îïðîâåðãíóòî âûñêàçàííîå â îáçî-
ðå [47] ïðåäïîëîæåíèå àâòîðà î òîì, ÷òî â ëþáîì ÿäåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Ôðåøå êàæäàÿ ÏÑ ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ.

4.7.4. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî Â. Á. Øåðñòþêîâ ââåë ïîíÿ-
òèå àáñîëþòíî ïðèáëèæàþùåé ñèñòåìû (ÀÏðÑ) ýëåìåíòîâ, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ îáîáùåíèåì àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìû (ÀÏÑ), è
ïîêàçàë, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå êëàññû ÀÏðÑ è ÀÏÑ ñîâïàäà-
þò [140, ãë. I].

4.8. Ã-ïðåäñòàâëÿþùèå ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ

4.8.1. Êîãäà â ãëàâå 3 ââîäèëîñü ïîíÿòèå A-ÏÑ, òî â êà÷åñòâå èñ-
õîäíîãî (¾áàçîâîãî¿) ïðîñòðàíñòâà áðàëîñü ïðîñòðàíñòâî A1(XΛ,H)
è ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî (A, τ) ↪→ A1(XΛ,H). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå Ã-ïðåäñòàâëÿþùåãî ñåìåéñòâà (Ã-ÏÑì) ýëå-
ìåíòîâ, îòïðàâëÿÿñü îò ïðîñòðàíñòâà

A2(XΛ,H) :=
{
c = (cα)α∈Λ∈CΛ : qp(c) :=

∑

α∈Λ

|cα|p(xα)<∞ ∀ p ∈P

}
,

ãäå, êàê âûøå, P = {p} � íàáîð íåïðåðûâíûõ ïðåäíîðì, îïðåäåëÿ-
þùèõ òîïîëîãèþ â ÏÎËÂÏ H.

Ïóñòü Ã(XΛ,H) � ¾êîîðäèíàòíîå¿ ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âñå
îðòû e(α) = (δα,γ)γ∈Λ, ãäå α ∈ Λ è δα,γ � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïóñòü, äàëåå, äëÿ ëþáîãî α ∈ Λ xα ∈ H, xα 6= 0 è XΛ := (xα)α∈Λ.
(Çäåñü Λ � ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííîå è íå îáÿçàòåëüíî ñ÷åòíîå



256 Ãëàâà 4. Îáîáùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Ã(XΛ,H) îïðåäåëåíà ËÂ
òîïîëîãèÿ τ , ïðè÷åì Ã(XΛ,H) τ ↪→ A2(XΛ,H).

Íàçîâåì XΛ Ã-ÏÑì â H, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç H íàé-
äåòñÿ ÷èñëîâîå ñåìåéñòâî {cα}α∈Λ èç Ã(XΛ,H) òàêîå, ÷òî ñåìåéñòâî
{cαxα}α∈Λ àáñîëþòíî ñóììèðóåìî ê x â H.

Íàïîìíèì, ÷òî E := (e(α))α∈Λ � àáñîëþòíûé áàçèñ â A2(XΛ,H),
è ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî E ÿâëÿåòñÿ ÀÁ è â Ã(XΛ,H),
ò. å. ÷òî ïðè ëþáîì c = (αα)α∈Λ ∈ Ã(XΛ, H) ñåìåéñòâî {cαe(α)}
àáñîëþòíî ñóììèðóåìî ê c â Ã(XΛ,H).

Ââåäåì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ

LΛ : ∀ c = (cα)α∈Λ ∈ Ã(XΛ,H) → LΛc =
∑

α∈Λ

cαxα ∈ H.

Òàê êàê LΛ � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç A2(XΛ,H) â
H è Ã(XΛ,H), τ ↪→ A2(XΛ, H), òî LΛ � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð èç Ã(XΛ, H), τ â H.

Åñëè íàõîäèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ Ã(XΛ,H) � ÃÏÑì â H (èëè,
÷òî âñå ðàâíî, ïðè êîòîðûõ LΛ � ýïèìîðôèçì Ã(XΛ, H), τ íà H),
òî, êàê è ðàíåå â ñëó÷àå ÀÏÑì ýëåìåíòîâ, ìîæíî ïðèâëå÷ü îáùóþ
òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè â ËÂÏ.

4.8.2. ×òîáû íå óâåëè÷èâàòü è áåç òîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáú-
åì äàííîé êíèãè, à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæ-
äåíèÿ äëÿ Ã-ÏÑì àíàëîãè÷íû èçëîæåííûì âûøå äëÿ ÀÏÑì ýëåìåí-
òîâ, îñòàíîâèìñÿ çäåñü ëèøü íà îäíîì ïðåäñòàâèòåëå Ã-ÏÑì, èìåþ-
ùåì, êàê íàì êàæåòñÿ, è îïðåäåëåííûé èñòîðè÷åñêèé èíòåðåñ.

Ïî-âèäèìîìó, ýòîò êëàññ Ã-ÏÑì áûë âïåðâûå ââåäåí â íà÷àëå
30-õ ãã. XX âåêà Ìàçóðîì è Îðëè÷åì äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ïðî-
ñòðàíñòâ òèïà (B0). Îïðåäåëåíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè Ñ. Ñ. Áàíàõà [10, ñ. 199].

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäêëàññà Ã-ÏÑì â
ñëó÷àå, êîãäà H � ÏÎËÂÏ ñ òîïîëîãèåé, çàäàííîé íàáîðîì ïðåä-
íîðì P = {p}. Ïóñòü T � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â H. Íàçîâåì åãî
ïðåäñòàâëÿþùèì ñåìåéñòâîì Ìàçóðà � Îðëè÷à (ÌÎ-ÏÑì) â H, åñëè
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç H íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn}∞n=1

èç `1 è {xn}∞n=1 èç T òàêèå, ÷òî ñóììà ðÿäà
∑∞

n=1 cnxn (àáñîëþòíî
ñõîäÿùåãîñÿ â H) ðàâíà x.

Ïîëîæèì `1(Λ) :=
{
c = (cα)α∈Λ ∈ CΛ :

∑
α∈Λ |cα| < +∞}

. Êàê
èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [123, ñ. 38�40]), `1(Λ) � B-ïðîñòðàíñòâî ñ
íîðìîé |c|1Λ :=

∑
α∈Λ |cα|.
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Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå ÌÎ-ÏÑì â H ÿâëÿåòñÿ Ã-ÏÑì â H (ïðè
XΛ = T è Ã(XΛ,H) = `1(Λ)).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîãî ÌÎ-ÏÑì ýëå-
ìåíòîâ âîçìîæíî òîëüêî â äîâîëüíî óçêîì êëàññå ÏÎËÂÏ. ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, ââåäåì ñíà÷àëà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà T = XΛ = {xα : α ∈ Λ} â H òðàäèöèîííûé îïåðàòîð
ïðåäñòàâëåíèÿ LT :

∀ c = (cα)α∈Λ ∈ `1(Λ) → LT c =
∑

α∈Λ

cαxα ∈ H.

Òîãäà T � ÌÎ-ÏÑì â H â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ëèíåé-
íûé (è, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíûé èç `1(Λ) â H) îïåðàòîð LT ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôèçìîì `1(Λ) íà H èëè, ÷òî âñå ðàâíî, êîãäà LT � ëèíåéíîå
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå B-ïðîñòðàíñòâà
`1(Λ)/J0 íà ÏÎËÂÏ H. Çäåñü `1(Λ)/J0 � ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî `1(Λ)
ñ îáû÷íîé (íîðìèðîâàííîé) ôàêòîð-òîïîëîãèåé, à

J0 :=
{

d = (dα)α∈Λ ∈ `1(Λ) :
∑

α∈Λ

cαxα = 0
}

.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ïàðû (`1(Λ)
/
J0,H) ñïðàâåäëèâà èçâåñòíàÿ

òåîðåìà Áàíàõà îá èçîìîðôèçìå, åñëè ëþáîå ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå `1(Λ)

/
J0 íà H ÿâëÿåòñÿ (òîïîëî-

ãè÷åñêèì) èçîìîðôèçìîì. Òàê, â ÷àñòíîñòè, áóäåò, åñëè H � ïðî-
ñòðàíñòâî Ôðåøå èëè ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ê ðåôëåêñèâíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó Ôðåøå. Òîãäà, åñëè T � ÌÎ-ÏÑì â H, òî LT � èçîìîð-
ôèçì `1(Λ)/J0 íà H, è â ýòîì ñëó÷àå H òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíî áà-
íàõîâîìó ïðîñòðàíñòâó. Ïîýòîìó, åñëè â ÏÎËÂÏ H èìååòñÿ õîòÿ áû
îäíî ÌÎ-ÏÑì T , òî (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ ïàðû (`1(Λ)

/
J0,H)

ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Áàíàõà îá èçîìîðôèçìå) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
H ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðè ýòîì, åñëè ‖ · ‖ � íîð-
ìà â B-ïðîñòðàíñòâå H, òî ëþáîå ñåìåéñòâî XΛ := (xα)α∈Λ êàêèõ-
ëèáî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç H ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑì â H òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

{
xα

‖xα‖
}

α∈Λ
� ÌÎ-ÏÑì â H. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì

B-ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèÿ ÀÏÑì è ÌÎ-ÏÑì ýëåìåíòîâ ôàêòè÷åñêè
ðàâíîñèëüíû. Â òî æå âðåìÿ, êàê ýòî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî, åñ-
ëè H � íåáàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ èëè ïðîñòðàíñòâîì
Ôðåøå, èëè ñèëüíûì ñîïðÿæåííûì ê ðåôëåêñèâíîìó ïðîñòðàíñòâó
Ôðåøå, òî â òàêîì ïðîñòðàíñòâå íåò íè îäíîãî ÌÎ-ÏÑì ýëåìåíòîâ.
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4.9. ÀÏÑì ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ
ãëîáàëüíî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

4.9.1. Äî ñèõ ïîð â äàííîé êíèãå ïðè ðàññìîòðåíèè ÀÏÑì ýëå-
ìåíòîâ (ïðåæäå âñåãî, ýêñïîíåíò) â êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ áðàëèñü ëèáî ïðîñòðàíñòâà ôóí-
êöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé îáëàñòè G â Cp (âîçìîæíî, ñ îïðå-
äåëåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðîñò ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå G),
ëèáî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ íà âûïóêëûõ êîìïàêòàõ èç Cp. Îäíà-
êî ïîäîáíûå ÀÏÑì èìåþòñÿ è â äðóãèõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå â êà÷åñòâå ïðèìåðà êðàòêî îïèøåì îäíî
èç òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, à èìåííî, ïðîñòðàíñòâî H(Q) âñåõ ôóíêöèé,
ãëîáàëüíî àíàëèòè÷åñêèõ íà íåêîòîðîì ñâÿçíîì ìíîæåñòâå Q èç Cp,
p > 1. Ïðè ëþáîì m > 1 ñèìâîëîì Dm(Q) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-
æåñòâà Q â Rm îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ îáëàñòåé â Rm, ñîäåð-
æàùèõ Q. Ôóíêöèÿ y(z), îïðåäåëåííàÿ è îäíîçíà÷íàÿ íà ñâÿçíîì
ìíîæåñòâå Q èç Cp, íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî àíàëèòè÷åñêîé íà Q, åñëè
ñóùåñòâóþò G ∈ D2p(Q) è Y ∈ A(G) òàêèå, ÷òî Y

∣∣
Q

= y. Çàìåòèì,
÷òî â ðàáîòå [61] ôóíêöèè, ãëîáàëüíî àíàëèòè÷åñêèå íà ñâÿçíîì ìíî-
æåñòâå Q èç Cp, íàçûâàëèñü àíàëèòè÷åñêèìè ñëåäàìè íà Q.

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà Q H(Q)
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàä ïîëåì C), ñîäåðæàùèì
âñå öåëûå â Cp ôóíêöèè è, â ÷àñòíîñòè, âñå ýêñïîíåíòû eλ(z) :=
exp〈λ, z〉p, ãäå, êàê âûøå, λ = (λ1, λ2, . . . , λp) ∈ Cp, z = (z1, . . . , zp) ∈
Cp è 〈λ, z〉p =

∑p
k=1 λkzk.

Ïîäîáíûå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàë åùå À. Ìàðòèíî [167], êîòîðûé
íàçâàë äâå ôóíêöèè y1(z) è y2(z) èç H(Q) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

∃G0 ∈ D2p(Q) : yj(z) ∈ A(G0) è y1(z) = y2(z) ∀ z ∈ G0.

Äàëåå Ìàðòèíî ââîäèò îáû÷íûì îáðàçîì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè è îïðåäåëÿåò â íåì íåêîòîðóþ òîïî-
ëîãèþ èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà.

Ðàäè ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ íå áóäåì èñïîëüçîâàòü è ïîäðîáíî îïè-
ñûâàòü ýòè ðåçóëüòàòû èç [167], à ïðîñòî óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ëþáîå
ñåìåéñòâî {xλ}λ∈Λ êàêèõ-ëèáî öåëûõ ôóíêöèé ÀÏÑì â H(Q), åñëè
∀ y ∈ H(Q) ∃G ∈ D2p(Q), ∃Y ∈ A(G), ∃ {cλ}λ∈Λ ∈ CΛ : Y

∣∣
Q

= y,

è ñåìåéñòâî {cλxλ}λ∈Λ àáñîëþòíî ñóììèðóåìî ê Y â A(G).
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Òàê êàê A(G) â îïèñàííîé ðàíåå ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êàæäîì êîìïàêòå èç G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì Ôðåøå, òî ñîãëàñíî [123] àáñîëþòíàÿ ñóììèðóåìîñòü ñåìåé-
ñòâà {xλcλ}λ∈Λ ê Y â A(G), ãäå Λ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåê-
ñîâ, îçíà÷àåò, ÷òî

∃ {cn}∞n=1 ∈ CN1 , ∃ {λn}∞n=1 ∈ ΛN1 : Y (z) =
∞∑

n=1

cnxλn(z) ∀ z ∈ G,

ïðè÷åì ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G).
4.9.2. Ïîëîæèì xλ = eλ äëÿ âñåõ λ ∈ Λ, EΛ := (eλ)λ∈Λ è âûÿñ-

íèì, êîãäà ñåìåéñòâî EΛ � ÀÏÑì â H(Q). Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì
íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì
äëÿ ëþáîãî m > 1 ñèìâîëîì Wm(Q) ñîâîêóïíîñòü âñåõ âûïóêëûõ
îáëàñòåé èç Dm(Q).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Wm(Q) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì (èëè ñîñòàâëÿåò
áàçèñ) â Dm(Q), åñëè äëÿ êàæäîé îáëàñòè G1 ∈ Dm(Q) ñóùåñòâóåò
îáëàñòü G2 ∈ W (Q) òàêàÿ, ÷òî G2 ⊆ G1.

Îáîçíà÷èì åùå ïðè ëþáîì p > 1 ñèìâîëîì HD2p(Q) ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ îáëàñòåé G èç D2p(Q), ÿâëÿþùèõñÿ îáëàñòÿìè ãîëîìîðô-
íîñòè â Cp. Òàê êàê ïðè p = 1 ëþáàÿ îáëàñòü â C ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ
ãîëîìîðôíîñòè â C, à ïðè p > 2 ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cp òàêæå
áóäåò îáëàñòüþ ãîëîìîðôíîñòè â Cp, òî W2p(Q) ⊆ HD2p(Q) ïðè âñåõ
p > 1.

Ñêàæåì, ÷òî W2p(Q) � áàçèñ â HD2p(Q), åñëè äëÿ ëþáîãî G1 ∈
HD2p(Q) ñóùåñòâóåò G2 ∈ W2p(Q) òàêîå, ÷òî G2 ⊆ G1.

Íàêîíåö, íàçîâåì ìíîæåñòâî Q èç Cp ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííî-
ñòè äëÿ H(Q), åñëè èç òîãî, ÷òî yj(z) ∈ H(Q), j = 1, 2, è y1(z) = y2(z),
z ∈ Q, äëÿ ëþáîé îáëàñòè G èç D2p(Q) òàêîé, ÷òî yj ∈ A(G), j = 1, 2,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî y1(z) = y2(z) ïðè âñåõ z ∈ G.

Òåîðåìà 4.34. Ïóñòü Q � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â Cp, p > 1. Òîãäà:
1) åñëè W2p(Q) ñîñòàâëÿåò áàçèñ â HD2p(Q), òî ECp � ÀÏÑì â

H(Q);
2) îáðàòíî, åñëè ECp � ÀÏÑì â H(Q) è Q � ìíîæåñòâî åäèíñò-

âåííîñòè äëÿ H(Q), òî W2p(Q) � áàçèñ â HD2p(Q).
C Ïåðåä òåì êàê äîêàçàòü ýòó òåîðåìó, íàïîìíèì, ÷òî åñëè

{λn}∞n=1 � ïëîòíàÿ â Cp ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê λn (èç Cp), òî
{eλn(z)}∞n=1 � ÓÀÏÑ â Cp.
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1. Ïóñòü y(z) ∈ H(Q). Òîãäà ñóùåñòâóþò G ∈D2p(Q) è Y ∈A(G) :
Y

∣∣
Q

= y. Åñëè GY � îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè Y , òî, î÷åâèä-
íî, GY ∈ D2p(Q) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáëàñòü G1 ∈ W2p(Q)
òàêàÿ, ÷òî G1 ⊆ GY .

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå ïåðåä íà÷àëîì äîêàçàòåëüñòâà, çàêëþ÷àåì,
÷òî ñóùåñòâóþò {αn}∞n=1 ∈ CN1 è {λn}∞n=1 ∈ (Cp)N1 òàêèå, ÷òî ïðè
âñåõ z ∈ G1 Y (z) =

∑∞
n=1 αneλn(z), ïðè÷åì ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî â A(G1). Ïðè ýòîì Y
∣∣
Q

= y è, òàêèì îáðàçîì, ECp � ÀÏÑì
â H(Q).

2. Ïóñòü ECp � ÀÏÑì â H(Q), íî W2p(Q) � íå áàçèñ â HD2p(Q).
Òîãäà â HD2p(Q) íàéäåòñÿ îáëàñòü G0, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò
íè îäíîé îáëàñòè G2 èç W2p(Q) òàêîé, ÷òî G2 ⊆ G0.

Èç îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ãîëîìîðôíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ôóíêöèÿ y0 ∈ A(G0), ÷òî G0 � îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòè y0.
Åñëè y2 := y0

∣∣
Q
, òî y2 ∈ H(Q), è â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû

∃G3 ∈ D2p(Q) ∃ y3 ∈ A(G3) : y3

∣∣
Q

= y2,

∃ {αn}∞n=1 ∈ CN1 , ∃ {λn}∞n=1 ∈ (Cp)N1 : y3(z) =
∞∑

n=1

αneλn(z) ∀ z ∈ G3,

è ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå z èç G3. Ïî òåîðå-
ìå 1.1 îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè G4 := conv G3

è ðàâíîìåðíî âíóòðè G4. Ñëåäîâàòåëüíî, y3(z) ïðîäîëæàåòñÿ êàê
îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â âûïóêëóþ îáëàñòü G4. Ïðè
ýòîì, òàê êàê Q � ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè äëÿ H(Q) è y0

∣∣
Q

= y3

∣∣
Q
,

òî ôóíêöèÿ y0 ïðîäîëæàåòñÿ (êàê îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóí-
êöèÿ) â îáëàñòü G4 èç W2p(Q) ⊆ HD2p(Q). Ñëåäîâàòåëüíî, y0 àíà-
ëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ (îäíîçíà÷íûì îáðàçîì) â îáëàñòü G4 ∪G0,
ñîäåðæàùóþ îáëàñòü G0 è ïî êðàéíåé ìåðå îäíó åå ãðàíè÷íóþ òî÷êó,
÷òî íåâîçìîæíî, åñëè G0 � îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòè y0. B

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè p = 1 ëþáàÿ îáëàñòü â C ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ
ãîëîìîðôíîñòè è ïîòîìó D2(Q) = HD2(Q) äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ìíî-
æåñòâà Q, íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 4.34 ïîëó÷àåì òàêîé ðåçóëü-
òàò.

Ïóñòü Q � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â C. Òîãäà:
1) åñëè W2(Q) � áàçèñ â D2(Q), òî EC � ÀÏÑì â H(Q);
2) åñëè EC � ÀÏÑì â H(Q) è Q � ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè

äëÿ H(Q), òî W2(Q) ñîñòàâëÿåò áàçèñ â D2(Q).
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4.9.3. Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 4.34 âîçíèêàåò èíòåðåñíàÿ, íà íàø
âçãëÿä, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé (òîïîëîãè÷åñêîãî èëè ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî õàðàêòåðà) íà ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Q â R2m, m > 1, ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðûõ W2m(Q) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â D2m(Q). Ïðè ðå-
øåíèè ýòîé çàäà÷è (ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè îïðåäåëåíèè íåîáõîäèìûõ
óñëîâèé) ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïîíÿòèå ýêâèâûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ ïðèâåäåì. Èìåííî, äâà ñâÿçíûõ ìíîæå-
ñòâà Qj (j = 1, 2) â Rm, m > 1, áóäåì íàçûâàòü ýêâèâûïóêëûìè,
åñëè Wm(Q1) = Wm(Q2). Íàïðèìåð, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ëþáîå
ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Q èç Rm è åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà conv Q ýê-
âèâûïóêëû. Ìåíåå î÷åâèäíà ýêâèâûïóêëîñòü ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà Q
è ñîäåðæàùåãî åãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà QW :=

⋂
G∈Wm(Q) G. ßñíî,

÷òî Q ⊆ conv Q ⊆ QW , îòêóäà Wm(QW ) ⊆ Wm(conv Q) = Wm(Q).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà QW

ñëåäóåò, ÷òî åñëè G1 ∈ Wm(Q), òî G1 ⊇ QW è, òàêèì îáðàçîì,
G1 ∈ Wm(QW ). Íî òîãäà Wm(Q) ⊆ Wm(QW ) è îêîí÷àòåëüíî

Wm(QW ) = Wm(conv Q) = Wm(Q).

Ïîëåçíîñòü òîëüêî ÷òî ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ ýêâèâûïóêëîñòè âû-
òåêàåò õîòÿ áû èç òàêèõ ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü Q1 è Q2 � ýêâèâû-
ïóêëûå ñâÿçíûå ìíîæåñòâà â Rm, m > 1, ïðè÷åì Q1 ⊆ Q2 è Q2 �
âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî Wm(Q1) � áàçèñ â Dm(Q1).

Òàê êàê Dm(Q1) ⊇ Dm(Q2), Wm(Q1) = Wm(Q2), òî ïîäàâíî
Wm(Q2) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Dm(Q2). Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïðåäåëå-
íèè óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû Wm(Q) ñîñòàâëÿëî áàçèñ
â Dm(Q), ãäå Q � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â Rm, ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q íå òîëüêî ñâÿçíî, íî è âûïóê-
ëî (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, ïåðåéòè îò Q ê conv Q). ×òî
æå êàñàåòñÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ áàçèñíîñòè Wm(Q) â Dm(Q),
òî ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ëèøü îäíèì ïðîñòûì ðåçóëüòàòîì â ýòîì
íàïðàâëåíèè.

Òåîðåìà 4.35. Åñëè m > 1 è Q � âûïóêëûé êîìïàêò â Rm, òî
Wm(Q) � áàçèñ â Dm(Q).

C Ïóñòü G ∈ Dm(Q) è ρ(∂G,Q) = minX∈∂G, Y ∈Q |X − Y |m = d.
Òàê êàê Q � êîìïàêò îáëàñòè G, òî d > 0. Îáðàçóåì ìíîæåñòâî
Qd/2 := Q + Kd/2(0), ãäå áåðåòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ñóììà ìíîæåñòâ è

Kr(X0) :=
{
X ∈ Rm : |X −X0|m < r

}
.
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Òîãäà Qd/2 =
⋃

X∈Kd/2(0)
(Q + X) =

⋃
Y ∈Q(Kd/2(0) + Y ) � îòêðû-

òîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå Q, ò. å. Qd/2 ∈ Wm(Q). Ïðè
ýòîì Qd/2 � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî G, òàê êàê ρm(Q̄d/2, ∂G) >
d/2 > 0. B

Íå îñòàíàâëèâàÿñü çäåñü áîëåå ïîäðîáíî íà ýòèõ âîïðîñàõ, îòìå-
òèì ëèøü, ÷òî â îáùåé ñèòóàöèè êðèòåðèè òîãî, ÷òî Wm(Q) � áàçèñ
â Dm(Q) è òîãî, ÷òî W2p(Q) � áàçèñ â HD2p(Q), ïî-âèäèìîìó, íåèç-
âåñòíû. Íàõîæäåíèå ýòèõ êðèòåðèåâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòîðó âåñüìà
íåïðîñòûì äåëîì, â ÷åì îí óáåäèëñÿ, ðåøàÿ áëèçêèå çàäà÷è â ðàáî-
òå [65] (íàïðèìåð, ðàçûñêèâàÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â Dm(Q) èìå-
åòñÿ ñ÷åòíûé áàçèñ îáëàñòåé èç Wm(Q)). Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèé áà-
çèñíîñòè W2p(Q) â D2p(Q) ïîëó÷åí â [115, 147] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
Q � âûïóêëîå ëîêàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Cp.



ÃËÀÂÀ 5

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÐßÄÎÂ ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ
È ÏÐÅÄÑÒÀÂËßÞÙÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ

5.1. Ïîñòðîåíèå ÷àñòíûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîìðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû óðàâíåíèé âèäà Ty=f ,
ãäå f � ôóíêöèÿ èç ÏÎËÂÏ H2, à ðåøåíèå èùåòñÿ â ÏÎËÂÏ H1.
Ïðè ýòîì ëèíåéíûé îïåðàòîð T îïðåäåëåí íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
H1, à íà íåêîòîðîì åãî ïîäïðîñòðàíñòâå, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðèìåíå-
íèå ê òàêèì óðàâíåíèÿì îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè. Ñ ïîìîùüþ
ðåçóëüòàòîâ èç ãëàâû 3 äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f èç H2 ñòðîèòñÿ
÷àñòíîå ðåøåíèå y èç H1 óðàâíåíèÿ Ty = f , çàâèñÿùåå îò f ëèíåéíî
è íåïðåðûâíî.

5.1.1. Îáðàòèìñÿ âíà÷àëå ê óðàâíåíèþ

Tmy :=
m∑

k=1

dky(t + βk) = f(t), (5.1)

â êîòîðîì dk ∈ C, βk ∈ Rp, p > 1, k = 1, 2, . . . ,m. Ïîëîæèì, êàê
âûøå,
Da,b :=

{
x = (x1, . . . , xp) : −∞ < ak 6 xk 6 bk < +∞, k = 1, . . . , p

}
;

es(t) := exp 2πi
〈
s,

t

b− a

〉
p

= exp 2πi

p∑

j=1

sj
tj

(bj − aj)
∀ s ∈ Np

1;

EN := {es(t)}|s|p>N , N = 0, 1, . . . ; |s|p = |s1|+ |s2|+ · · ·+ |sp|.
Åñëè Q � âûïóêëûé êîìïàêò, ëåæàùèé (ñòðîãî) âíóòðè Da,b, òî
ñîãëàñíî òåîðåìå 3.6 (ñì. òàêæå ï. 3.2.4) EN � ÝÏA-ÏÑ â L2(Q) ïðè
âñåõ N > 1, ãäå

A = A1

(
EN , LN

2 (Da,b)
)

=
{

c = (cl)|l|>N :
∑

|l|p>N

|cl|2 < +∞
}

.
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Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(t) èç L2(Q) íàéäåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {xl}|l|p>N èç A = lN2 òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (â
L2(Q), ò. å. â ñðåäíåì): x(t) = lim

n→∞
( ∑

N6|l|p6n xlel(t)
)
.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò B,D ∈ (0, +∞) òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì
x(t) ∈ L2(Q)

B
∑

|l|p>N

|xl|2 6
∫

Q

|x(t)|2 dt 6 D
∑

|l|p>N

|xl|2.

Ïóñòü åùå λ = (λ1, . . . , λp) ∈ Cp è

eλ(t) := exp 2πi
〈
λ,

t

b− a

〉
p

= exp 2πi

p∑

k=1

λk
tk

(bk − ak)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî eλ(t) ∈ L2(H), ãäå H � ëþáîå îãðàíè÷åííîå èçìå-
ðèìîå ïîäìíîæåñòâî Rp. Ïîëîæèì

dm(λ) :=
m∑

k=1

dke
2πi
D

λ,
βk

b−a

E
p = e

−2πi〈λ, t
b−a 〉p · Tm(eλ(t)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ dm(λ) îïåðàòî-
ðà Tm óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

lim
|l|p→∞

|dm(l)| > 0. (5.2)

Òîãäà ñóùåñòâóþò N0 > 1, α > 0 òàêèå, ÷òî |dm(l)| > α > 0 ïðè âñåõ
l : |l|p > N0.

Ïîëîæèâ N = N0, ñîñòàâèì ïî ïðîèçâîëüíî âçÿòîé ôóíêöèè f èç
L2(Q) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fl

dm(l)

}
|l|p>N0

, ãäå

f(t) = lim
n→∞,(L2(Q))

( ∑

N06|l|p6n

flel(t)
)

.

Èìååì äëÿ ëþáîãî n > N0 :

Tm

( ∑

N06|l|p6n

flel(t)
dm(l)

)
=

∑

N06|l|p6n

flel(t)
L2(Q)→ f(t), n →∞.
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Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ xf (t) =
∑
|l|p>N0

flel(t)
d(l) ïðèíàäëåæèò L2(Da,b)

è
∑
|l|p>N0

|fl|2 6 1
B

∫
Q
|f(t)|2 dt < +∞. Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ xf (t),

îïðåäåëåííàÿ ïî÷òè âñþäó íà Da,b, äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå â Rp äî
ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì b − a := (b1 − a1, . . . , bp − ap), èíòåãðèðóåìîé ñ
êâàäðàòîì íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì èçìåðèìîì ïîäìíîæåñòâå èç Rp.

Òàê êàê EN0 � ÝÏA-ÏÑ â L2(Q), òî ñóùåñòâóåò (è îïðåäåëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíî) ËÍÏÎ L−1

r ê îïåðàòîðó ïðåäñòàâëåíèÿ

Lr :=
{
∀ c = (ck)|k|p>N0 → lim

n→∞

∑

N06|k|p6n

ckek(t) ∈ L2(Q)
}

,

ïðè÷åì L−1
r äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç L2(Q) â A = lN0

2 . Çàäàâ ïðîèç-
âîëüíî f èç L2(Q), íàéäåì ýëåìåíò c = L−1

r f ∈ A. Åñëè P � îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà

{
1

dm(l)

}
|l|p>n0

, òî P � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðà-
òîð èç A â A (â ñèëó óñëîâèÿ (5.2)). Òîãäà

Pc = PL−1
r f ∈ A,

LrPc = LrPL−1
r f := lim

n→∞

∑

N06|k|p6n

fkek(t)
dm(k)

= xf ∈ L2(Q).

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, (Tmxf )(t) = f(t) ïî÷òè âñþäó íà Q.
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 5.1. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ dm(λ) îïåðà-

òîðà Tm óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.2), òî äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f
èç L2(Q), ãäå Q � ñîáñòâåííûé êîìïàêò Da,b, óðàâíåíèå (5.1) èìååò
ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåìîå ðåøåíèå xf (t) èç L2(Da,b), çàâèñÿùåå îò
f ëèíåéíî è íåïðåðûâíî:

∃ γ ∈ (0,+∞) : ‖xf‖L2(Da,b) 6 γ‖f‖L2(Q) ∀ f ∈ L2(Q).

5.1.2. Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå (5.1) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
(p = 1) â ïðîñòðàíñòâå C∞[a, b], ãäå −∞ < a < b < +∞. Ïóñòü θ ∈
(0, 1) è [a, b] ⊂ (−π

θ , π
θ

)
. Ïî òåîðåìå 3.12 E0

θ � ÝÀÏÑ â C∞[a, b]. Êðî-
ìå òîãî, ñîãëàñíî ï. 3.4.2 ïðè ëþáîì N > 1 EN

θ := {exp ikθt}|k|>N �
ÝÏÃN -ÏÑ â C∞[a, b], ãäå

ÃN =
{

d = (dk)|k|>N : ∀ s > 0 |d̃|s :=
∑

|k|>N

|dk||k|s < +∞
}

.
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Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, åñëè âûïîëíÿåòñÿ (ìåíåå æåñòêîå, ÷åì
(5.2)) óñëîâèå (â êîòîðîì λk = ikθ)

lim
|k|→+∞

ln |dm(λk)|
ln |k| > −∞, (5.3)

òî ñóùåñòâóåò N1 > 1: dm(λk) 6= 0 ïðè |k| > N1 è
{

1
dm(λk)

}
|k|>N1

�
íåïðåðûâíûé ìóëüòèïëèêàòîð ïðîñòðàíñòâà ÃN1 .

Åñëè f ∈ C∞[a, b] è âûïîëíåíî óñëîâèå (5.3), òî ïî ýôôåêòèâ-
íî îïðåäåëåííîìó ðàçëîæåíèþ ôóíêöèè â àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â
C∞[a, b] ðÿä ïî ñèñòåìå EN1

θ : f(t) =
∑
|k|>N1

fkeikθt ìîæíî ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ xf (t) :=

∑
|k|>N1

fkeikθ

dm(ikθ) , êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó C∞[a, b] è, áîëåå òîãî, ïðîñòðàíñòâó

C∞0
[
−π

θ
,
π

θ

]
:=

{
v(t) ∈ C∞

[
−π

θ
,
π

θ

]
:

v(j)
(
−π

θ

)
= v(j)

(π

θ

)
, j = 0, 1, . . .

}

(çäåñü dm(λ) :=
∑m

j=1 dje
λβj ). Ïðè ýòîì ôóíêöèþ xf ìîæíî ïðîäîë-

æèòü (êàê ñóììó ðÿäà
∑
|k|>N1

fkeikθt

dm(ikθ) ) äî 2π
θ -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-

öèè, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé íà R.
Î÷åâèäíî, ÷òî (Tmxf )(t) =

∑
|k|>N1

fkeikθt = f(t) äëÿ ëþáîãî
t ∈ [a, b] è, òàêèì îáðàçîì, xf � ýôôåêòèâíî îïðåäåëåííîå ÷àñò-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1) (ïðè p = 1), çàâèñÿùåå îò f ëèíåéíî è
íåïðåðûâíî (ïîñëåäíåå ïîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â ï. 5.1.1 â ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâà L2(Q) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî EN1

θ � ÝÏÃN1 -ÏÑ â C∞[a, b]).
5.1.3. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå äèô-

ôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè

(Pny)(x) :=
n∑

l=1

ml∑
s=0

al,sy
(s)(x + βl) = f(x), (5.4)

ãäå ïðè 1 6 l 6 n, 0 6 s 6 ml, βl ∈ R, al,ml
6= 0.

Êàê ðàíüøå, [a, b] ⊂ (−π
θ , π

θ

)
, ò. å. 0 < θ < π

min(b,−a) . Ïîëîæèì

a(λ) :=
n∑

l=1

eiβlλ
ml∑
s=0

al,sλ
s; γ := max

{
ml : l = 1, 2, . . . , n

}
;

Bγ := {l : 1 6 l 6 n, ml = γ}.
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Åñëè γ = 0, òî ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå (5.1) (ïðè p = 1), êîòîðîå
óæå áûëî èññëåäîâàíî â ïï. 5.1.1, 5.1.2 ïðè óñëîâèÿõ (5.2) è (5.3) â
ïðîñòðàíñòâàõ L2(Q) è C∞[a, b]. Ðàññìîòðèì òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå
C∞[a, b] óðàâíåíèå (5.4) ïðè γ > 1. Ïîëîæèì, êàê è ðàíüøå, λk = ikθ,
k ∈ N.

Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî Bγ îäíîýëåìåíòíî. Òîãäà, åñëè
|λ| > n0, òî |a(λ)| > δλγ − βλγ−1 = λγ−1(δλ − β) è lim

|λ|→∞
|a(λ)| = ∞.

Ïîýòîìó, êîãäà |λk| > N1, òî |a(λk)| > α > 0 è
{

1
a(λk)

}
|k|>N1

�
ìóëüòèïëèêàòîð ïðîñòðàíñòâà ÃN1 .

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî Bγ ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà è
ïóñòü a0(λ) :=

∑
l∈Bγ

al,γeiβlλ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ a0(λ)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

lim
|λ|→∞

|a0(λ)λ| = ∞. (5.5)

Òîãäà lim
|λ|→∞

|a(λ)| = +∞ è äëÿ a(λ) âûïîëíåíî óñëîâèå (5.2), îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò N2 < ∞ òàêîå, ÷òî
{

1
a(λk)

}
|λk|>N2

� ìóëüòè-
ïëèêàòîð ÃN2 .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f èç C∞[a, b] îïðå-
äåëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíî åå ðàçëîæåíèå â àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â
C∞[a, b] ðÿä ïî ñèñòåìå EN2

θ : f(t) =
∑
|k|>N2

fkeikθt. Ïî ýòîìó ðÿäó
ñòðîèì (òàêæå ýôôåêòèâíî) ðÿä

∑
|k|>N2

fkeikθt

a(ikθ) , êîòîðûé (ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.3) ïðè γ = 0 è (5.5), êîãäà γ > 1 è ìíîæåñòâî
Bγ ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞[a, b]
è, áîëåå òîãî, àáñîëþòíî â C∞[−π

θ , π
θ ], ïðè÷åì åãî ñóììà xf (t) ïðè-

íàäëåæèò íå òîëüêî ïðîñòðàíñòâó C∞[a, b], íî è C∞0
[−π

θ , π
θ

]
. Êàê

âûøå, ôóíêöèÿ xf (t) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà R äî áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîé è 2π

θ -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì xf (t) �
÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.4), çàâèñÿùåå îò f ëèíåéíî è íåïðå-
ðûâíî.

Ïîäâåäåì èòîã ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì äëÿ óðàâíåíèÿ (5.4).
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
I) åñëè γ = 0, òî lim

|k|→∞
ln |a(λk)|

ln |k| > −∞, ãäå a(λ) =
∑n

l=1 al,0e
iβlλ,

λk = ik;
II) åñëè γ > 1 è ìíîæåñòâî Bγ ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà,
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òî
lim

|λ|→∞
|λa0(λ)| = ∞, a0(λ) :=

∑

l∈Bγ

al,γeiβlλ.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç C∞[a, b] ìîæíî ïîñòðîèòü (ýô-
ôåêòèâíî) ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.4) èç C∞[a, b], çàâèñÿùåå
îò f ëèíåéíî è íåïðåðûâíî.

Òåì æå ìåòîäîì ìîæíî ñòðîèòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.4)
è â äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íàïðèìåð â W r+1

2 [a, b]
(ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â [71]).

5.2. Ïðèëîæåíèå ðÿäîâ ýêñïîíåíò ñ ìíèìûìè
ïîêàçàòåëÿìè ê èíòåðïîëÿöèîííûì çàäà÷àì

5.2.1. Ïóñòü C∞(R) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷-
íûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà R ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé, çà-
äàííîé íàáîðîì ïðåäíîðì

|y|n = max
{
|y(k)(x)| : 0 6 k 6 n, |x| 6 n

}
, n = 0, 1, 2, . . .

Ïóñòü, äàëåå, ïðè ëþáîì m > 0 ψm � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë íà C∞(R), ò. å. ψm ∈ (C∞(R))′, m = 0, 1, . . . Ïðåä-
ñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, êîãäà îáùàÿ çàäà÷à
èíòåðïîëèðîâàíèÿ (ýòîò òåðìèí âçÿò èç [28, ñ. 50])

ψm(y) = dm, m = 0, 1, 2, . . . , (5.6)

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (dm)∞m=0 èìååò
ðåøåíèå â C∞(R). Åñëè ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èìååò ìåñòî, òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Ψ := (ψm)∞m=0 áóäåì íàçûâàòü ýéäåëüãàéòîâîé â C∞(R).
Íàñêîëüêî èçâåñòíî, ïåðâûé ïðèìåð ýéäåëüãàéòîâîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Ψ0 = (y(m)(x0))∞n=0 â C∞(R) áûë óêàçàí Ý. Áîðåëåì [148],
äîêàçàâøèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à

y(m)(x0) = dm, m = 0, 1, 2, . . . , (5.7)

ïðè ïðîèçâîëüíîì x0èç R èìååò ðåøåíèå â C∞(R) äëÿ ëþáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (dm)∞m=0 (ñì. òàêæå [27, 118]).

5.2.2. Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ýéäåëüãàéòîâîé â C∞(R)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùåé, ÷åì Ψ0.
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Èìåííî, ïóñòü

ψ0
m(y) =

nm∑

k=0

ak,my(k)(xm), m = 0, 1, 2, . . . , (5.8)

ãäå

xm ∈ R, anm,m 6= 0, m = 0, 1, 2, . . . ; 0 6 n0 < n1 < . . . (5.9)

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè íå óäàëîñü ïðèìåíèòü ìåòî-
äû, ðàçâèòûå Áîðåëåì è åãî ïîñëåäîâàòåëÿìè, à òàêæå ìåòîäû ðà-
áîò [107, 153, 179].

Òåîðåìà 5.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψ0 := (ψ0
m)∞m=0 � ýéäåëüãàé-

òîâà â C∞(R), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.9).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3 èñïîëüçóåò òåîðåìó Ïîëèà î ðàçðå-

øèìîñòè áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(ñì., íàïðèìåð, [96, ãë. 2, � 2.5]). Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåì
çäåñü åå ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ∞∑

j=1

ak,juj = bk, k = 1, 2, . . . , (5.10)

ãäå {bk}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
à êîýôôèöèåíòû (ak,j) ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

I. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a1,j}∞j=1 ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îò-
ëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë;

II. lim
j→∞

|a1,j |+|a2,j |+···+|ak−1,j |
|ak,j | = 0, k = 2, 3, . . .

Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {uj}∞j=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (5.10) è òà-
êèõ, ÷òî

∞∑

j=1

|ak,j ||uj | < ∞, k = 1, 2, . . .

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (αk)∞k=1 òàêèõ, ÷òî lim

k→∞
|αk| = ∞, è ðàññìîòðèì

ðÿä

v(x) =
∞∑

k=1

ck exp iαkx. (5.11)
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Ïóñòü BC∞(R) � ïîäïðîñòðàíñòâî C∞(R), ñîñòîÿùåå èç âñåõ áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà R ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà R âìå-
ñòå ñ êàæäîé ñâîåé ïðîèçâîäíîé. Åñëè ââåñòè â BC∞(R) òîïîëîãèþ
ñ÷åòíûì íàáîðîì íîðì ‖y‖n = sup{|y(k)(x)| : 0 6 k 6 n, x ∈ R},
n = 0, 1, . . . , òî BC∞(R) áóäåò ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå, íåïðåðûâíî
âëîæåííûì â C∞(R).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ n > 0 è α ∈ R |eαxi|n = ‖eαxi‖n = |α|n,
áåç òðóäà ïîëó÷àåì òàêîé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 5.1. Äëÿ ðÿäà (5.11) ðàâíîñèëüíû òàêèå óòâåðæäåíèÿ:
1. Ðÿä (5.11) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â BC∞(R).
2. Ðÿä (5.11) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â C∞(R).
3.

∑∞
k=1 |ck||αk|s < ∞, s = 0, 1, 2, . . .

Ïðîäîëæàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3, ïîëîæèì yk := exp iαkx
äëÿ âñåõ k > 1. Òîãäà äëÿ òåõ æå k > 1 èìååì:

ψ0
m(yk) =

nm∑

l=0

al,my
(l)
k (xm) =

nm∑

l=0

al,m(iαk)l exp iαkxm, m = 0, 1, . . .

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó
∞∑

k=1

ckψ0
m(yk) = dm, m = 0, 1, 2, . . . (5.12)

Òàê êàê ψ0
0(yk) = exp iαkx0

∑n0
l=0 al,0(iαk)l 6= 0 ïðè k > ¯̄K0, òî

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψ0
0(yk)}∞k=1 èìååòñÿ áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî

îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë. Äàëåå, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì s > 0,
êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

lim
k→∞

s∑
j=0

∣∣ψ0
j (yk)

∣∣
∣∣ψ0

s+1(yk)
∣∣ = 0, s = 0, 1, 2, . . .

(Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå

|ψ0
m(yk)| =

∣∣∣∣
nm∑

l=0

al,m(iαk)l

∣∣∣∣ = |anm,m||αk|nm(1 + εm,k),

ãäå lim
k→∞

εm,k = 0, m = 0, 1, 2, . . .).
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Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (5.12) âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ
òåîðåìû Ïîëèà. Ïî ýòîé òåîðåìå ñèñòåìà (5.12) èìååò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé (ck)∞k=1 òàêèõ, ÷òî

∞∑

k=1

|ck||ψ0
m(yk)| < ∞, m = 0, 1, 2, . . . ,

ò. å.
∑∞

k=1 |ck||αk|nm < ∞, m > 0. Òàê êàê lim
m→∞

nm = ∞, òî ïî ëåì-
ìå 5.1 ðÿä (5.11) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â BC∞(R), ïðè÷åì ïðè ëþáîì
m > 0

ψ0
m(v) =

∞∑

k=1

ckψ0
m(yk) = dm, v =

∞∑

k=1

ckyk.

Òàêèì îáðàçîì, v � ðåøåíèå çàäà÷è
nm∑

k=0

ak,my(k)(xm) = dm, m = 0, 1, 2, . . . , (5.13)

èç ïðîñòðàíñòâà BC∞(R). Ïðè ýòîì, òàê êàê îïåðàòîð äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå BC∞(R), òî ðÿä (5.11) ìîæíî
äèôôåðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî ëþáîå ÷èñëî ðàç, íå íàðóøàÿ åãî àáñî-
ëþòíîé ñõîäèìîñòè â BC∞(R). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ψ0

m}∞m=0 � ýéäåëüãàéòîâà â BC∞(R) è ïîäàâíî â C∞(R).
5.2.3. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñè-

òåëüíî âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí {αk}∞k=1, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðî-
èëîñü ðåøåíèå (5.11) èç BC∞(R) èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (5.6) ñ
ψm = ψ0

m, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷íûì ðåøåíèÿì {ck}∞k=1 ñè-
ñòåìû (5.12) ïðè ôèêñèðîâàííîé ïðàâîé ÷àñòè {dm}∞m=0 èç C∞ ñî-
îòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå æå ðåøåíèÿ âèäà (5.11) èíòåðïîëÿöèîííîé
çàäà÷è. Ïóñòü

0 < αk ↑ +∞,

∞∑

k=1

1
αk

< ∞. (5.14)

(Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé (5.14) ñëåäóåò, ÷òî lim
k→∞

k
αk

= 0.) Ïóñòü,
äàëåå, {cj

k}∞k=1 (j = 1, 2) � êàêèå-ëèáî äâà ðàçëè÷íûõ (ëèíåéíî-íå-
çàâèñèìûõ) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.12) ñ îäíîé è òîé æå ïðàâîé ÷àñòüþ
{dm}∞m=0. Ïîëîæèì k0 = min{k > 1 : c1

k 6= c2
k}. Òîãäà 1 6 k0 < +∞.
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Îáðàçóåì îïåðàòîð

L0y =
∞∑

k=0

βky(k)(z), β(z) :=
∞∑

k=0

βkzk =
∏′

k 6=k0

(
1− z

iαk

)
.

Èç îáùåé òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [98]) ñëåäóåò,
÷òî β(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó [1, 0] âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ìèíèìàëü-
íîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1. Òîãäà, êàê áûëî óñòàíîâëåíî Âàëèðîíîì
è Ïîëèà [170, 178], êàêîâà áû íè áûëà îáëàñòü G ⊂ C, îïåðàòîð L0

íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå A(G) âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷å-
ñêèõ â îáëàñòè G ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàê-
òàõ G. Åñëè ïðè j = 1, 2

yj(z) :=
∞∑

m=1

cj
m exp iαmz, Π+ := {z ∈ C : =m z > 0},

òî îïåðàòîð L0 íåïðåðûâåí â A(Π+), yj(z) ∈ B∞(Π+), ãäå B∞(Π+) �
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â Π+ è áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ íà Π+ = Π+ ∪R. Äîïóñòèì, ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî,
÷òî ïðè ëþáîì x ∈ R y1(x) = y2(x). Òîãäà y1(z) = y2(z) ïðè âñåõ
z ∈ Π+ è, ñëåäîâàòåëüíî, (L0y1)(z) = (L0y2)(z). Íî

(L0y1)(z) = c1
k0

β(iαk0) exp iαk0z 6= c2
k0

β(iαk0) exp iαk0z = (L0y2)(z)

äëÿ ëþáîãî z ∈ Π+, è ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìó 5.3 ìîæíî äîïîëíèòü ñëåäóþùèì óòâåð-

æäåíèåì.
Òåîðåìà 5.5. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.9), òî èíòåðïîëÿ-

öèîííàÿ çàäà÷à (5.6) (ïðè ψm = ψ0
m, m = 1, 2, . . .) èìååò áåñêîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé èç BC∞(R) (ïîäàâíî èç
C∞(R)).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü xm ∈ R, m = 0, 1, 2, . . . Èíòåðïîëÿöèîííàÿ
çàäà÷à

y(m)(xm) = dm, m = 0, 1, 2, . . . , (5.15)

èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé èç BC∞(R).
Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (5.15) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì

êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû Áîðåëÿ (5.7).
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5.2.4. Îïèøåì ñòðóêòóðó íàéäåííîãî ðåøåíèÿ (5.11) çàäà÷è
(5.13) èç ïðîñòðàíñòâà BC∞(R), ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè óñëî-
âèÿ (5.9). Âûáåðåì êàêóþ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}∞k=1, îïðåäå-
ëÿþùóþ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ (5.11), â êîòîðîì

αk ∈ R, k = 0, 1, 2, . . . , lim
k→∞

|αk| = ∞, αk 6= αj ïðè k 6= j. (5.16)

Ïîëîæèì
N0 = {k > 1 : αk > 0}, N1 = {k > 1 : αk 6 0},

vj(x) =
∑

k∈Nj

ck exp iαkx, j = 0, 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé èç ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ vj(x), j = 0, 1,
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â BC∞(R). Ïîëîæèì

Π+ = {z ∈ C : =m z > 0}; Π̄+ = {z ∈ C : =m z > 0};
Π− = {z ∈ C : =m z < 0}; Π̄− = {z ∈ C : =m z 6 0}.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, A(G) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ôóíêöèé, àíà-
ëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè G, ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà
êîìïàêòàõ G, à BC∞(Π̄+) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ â Π̄+ ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà Π̄+ âìåñòå ñ êàæäîé
ñâîåé ïðîèçâîäíîé, ñ íàáîðîì íîðì

‖y‖n = sup
{
|y(k)(z)| : 0 6 k 6 n, z ∈ C, =m z > 0

}
, n = 0, 1, 2, . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ v0(z) =
∑

k∈N0
ck exp iαkz îñóùåñòâëÿåò

àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå v0(x) â îáëàñòü Π+, ïðè÷åì

v0(z)
∣∣
R = v0(x), v0(z) ∈ A(Π+) ∩BC∞(Π̄+).

Àíàëîãè÷íî, åñëè v1(z) =
∑

k∈N1
ck exp iαkz, òî

v1(z) ∈ A(Π−) ∩BC∞(Π̄−), v1(z)
∣∣
R = v1(x).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî åùå îäíî äîïîëíåíèå ê òåîðåìå 5.3.
Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.9). Òîãäà äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (dm)∞m=0 íàéäåòñÿ ðåøåíèå
v(x) çàäà÷è (5.13), ïðåäñòàâèìîå â âèäå v(x) = v0(x) + v1(x), ãäå

v0(x + iy) ∈ A(Π+) ∩BC∞(Π̄+),

v1(x + iy) ∈ A(Π−) ∩BC∞(Π̄−).
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Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 5.6 ïðèìåíèìà, â ÷àñòíîñòè, ê èíòåðïîëÿ-
öèîííîé çàäà÷å (5.13) è, ïîäàâíî, ê ïðîáëåìå Áîðåëÿ (5.7).

5.2.5. ×òîáû ïîëó÷èòü åùå îäíî äîïîëíåíèå ê òåîðåìå 5.3, ïîâòî-
ðèì åå äîêàçàòåëüñòâî ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â êà÷åñòâå âñïîìî-
ãàòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}∞k=1 âîçüìåì ìîíîòîííî è íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ñèñòåìà (5.12) îñòàíåòñÿ ïðåæíåé:

∞∑

k=1

ck

( nm∑

l=0

al,m(iαk)l

)
exp iαkxm = dm,

m = 0, 1, . . . , 0 < αk ↑ +∞.

(5.17)

Âñå ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.3
îñòàíóòñÿ â ñèëå. Èñïîëüçóÿ, êàê è ðàíüøå, òåîðåìó Ïîëèà, íà-
õîäèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.8), (5.9) èìååò ðåøåíèå
v(x) âèäà (5.11), â êîòîðîì {ck}∞k=1 � îäíî èç áåñêîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (5.17). Ïðè ýòîì
v(x) ∈ A(Π+) ∩BC∞(Π̄+). Áîëåå îáùå, åñëè âñå òî÷êè xm (m > 1)
ïðè íåêîòîðîì ψ èç [0, 2π) ëåæàò íà ïðÿìîé z = ρeiψ, ρ ∈ (−∞, +∞),
òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.8), (5.9) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé èç êëàññà A(Γψ) ∩BC∞(Γ̄ψ), ãäå Γψ � ïîëóïëîñêîñòü
ψ < arg z < ψ + π.

5.2.6. Èñïîëüçîâàííûé â ýòîì ðàçäåëå ìåòîä, îñíîâàííûé íà òåî-
ðåìå Ïîëèà, ïðèìåíèì è ê ìíîãîìåðíûì àíàëîãàì èíòåðïîëÿöèîí-
íîé çàäà÷è (5.13). Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå èçëîæåíèå óñëîæíÿåòñÿ.
Ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ó÷àñòâó-
þùóþ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (αk)∞k=1. Ðàññìîòðèì çäåñü ëèøü äâóìåðíûé àíàëîã, ïîæàëóé,
íàèáîëåå âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îáùåé çàäà÷è (5.13), à èìåííî, èí-
òåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (5.15). Èòàê, ïî ïðîèçâîëüíî çàäàííûì êîì-
ïëåêñíûì ÷èñëàì dα,β , ãäå α, β = 0, 1, 2, . . . , òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ y(x1, x2) èç C∞(R2), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèÿì

∂α+βy(x1, x2)

∂xα
1 ∂xβ

2

∣∣∣∣
x1=x1

α,β , x2=x2
α,β

= dα,β ; α, β = 0, 1, 2, . . . (5.18)

Çäåñü xα,β := (x1
α,β , x2

α,β) ∈ R2 è (xα,β)∞α,β=0 � ïðîèçâîëüíî çà-
ôèêñèðîâàííàÿ (äâîéíàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç R2.
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Ðåøåíèå çàäà÷è (5.18) èùåì â âèäå ðÿäà

y(x1, x2) =
∞∑

k=1

ck exp(µk,1x1 + µk,2x2)i. (5.19)

Âñïîìîãàòåëüíûå ïîêàçàòåëè µk(µk,1; µk,2) èç R2 âûáèðàåì òàê,
÷òîáû

µk,1 = ρk, µk,2 = τkρk;

lim
k→∞

τk = lim
k→∞

ρk = +∞; lim
k→∞

ln τk

ln ρk
= 0,

(5.20)

ãäå τk > 0, ρk > 0; k = 0, 1, 2, . . .
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó

∞∑

k=1

xk(µk,1)α(µk,2)βe(µk,1x1
α,β+µk,2x2

α,β)i = dα,β ;

α, β = 0, 1, 2, . . .

(5.21)

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü òåîðåìó Ïîëèà 5.4, êîòî-
ðàÿ ïî ñóùåñòâó èìååò îäíîìåðíûé õàðàêòåð, ïðèõîäèòñÿ ïåðåíó-
ìåðîâûâàòü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âñå ïàðû èíäåêñîâ (α, β) â âèäå
îáû÷íîé (îäíîìåðíîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èìåííî, íóìåðóåì ýòè
ïàðû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåëè÷èíû α+β, à â êàæäîé ãðóïïå ïàð
ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì α + β � â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðà β:

(0, 0), (1, 0), (2, 0), (1, 1), (0, 2), . . .

Ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè ñèñòåìà (5.21) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
∞∑

k=1

xkνk,n = d̃n, n = 0, 1, 2, . . . ; d̃n = dα,β . (5.22)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.20) è òî, ÷òî
∣∣e(µk,1x1

α,β+µk,2x2
α,β)i

∣∣ = 1,
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ {νk,0}∞k=1 èìååòñÿ áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ è, êðîìå òîãî, lim

k→∞

Ps−1
j=1 |νk,j |
|νk,s| = 0,

s = 0, 1, 2, . . .
Ïî òåîðåìå 5.4 ñèñòåìà (5.21) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé (cn)∞n=1 òàêèõ, ÷òî
∞∑

k=1

|ck||µk,1|α|µk,2|β < ∞; α, β = 0, 1, 2, . . . (5.23)
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Ïîëîæèì ïðè j = 1, 2:

Π+
j = {zj ∈ C : =m zj > 0}; Π̄+

j = {zj ∈ C : =m zj > 0};
Π−j = {zj ∈ C : =m zj < 0}; Π̄−j = {zj ∈ C : =m zj 6 0};

Π+ = Π+
1 ×Π+

2 ; Π̄+ = Π̄+
1 × Π̄+

2 ; Π− = Π−1 ×Π−2 ; Π̄− = Π̄−1 × Π̄−2 .

Èç ñîîòíîøåíèé (5.23) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (5.19) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
â BC∞(Π̄+), êàê è ðÿäû, ïîëó÷åííûå åãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì ëþáîå ÷èñëî ðàç ïî x1 è x2. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà y(x1, x2)
ðÿäà (5.19) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (5.18) èç
A(Π+) ∩BC∞(Π̄+).

Ïîäâåäåì èòîã ïðîâåäåííûì ðàññóæäåíèÿì.
Òåîðåìà 5.7. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë dα,β (α,

β = 0, 1, . . .) â A(Π+) ∩BC∞(Π̄+) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (5.18),
ïðåäñòàâèìîå â âèäå ðÿäà (5.19), ïîêàçàòåëè µk,j (1 6 j 6 2) êîòîðîãî
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (5.20), à êîýôôèöèåíòû ck îïðåäåëÿ-
þòñÿ èç ñèñòåìû (5.21) (ñ ck = xk). Ðÿä (5.19) è âñå ðÿäû, ïîëó÷åííûå
åãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ëþáîå ÷èñëî ðàç ïî x1 è x2,
ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî â BC∞(Π̄+).

Çàìå÷àíèå. Åñëè ÷èñëà µk,j âûáðàòü òàê, ÷òîáû

µk,1 = ρk, µk,2 = τkρk, τk > 0, ρk < 0,

lim
k→∞

τk = lim
k→∞

|ρk| = +∞; lim
k→∞

ln τk

ln |ρk| = 0,

òî òî÷íî òàê æå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (5.18) â âèäå ñóììû ðÿäà (5.19) èç ìíîæåñòâà A(Π−)∩BC∞(Π̄−).
Åñëè æå

τk < 0, ρk < 0; lim
k→∞

|τk| = lim
k→∞

|ρk| = +∞; lim
k→∞

ln |τk|
ln |ρk| = 0,

òî ðåøåíèå çàäà÷è (5.18) èìååòñÿ â (A(Π−+) ∩BC∞(Π̄−+), ãäå

Π−+ = Π−1 ×Π+
2 ; Π̄−+ = Π̄−1 × Π̄+

2 .

×èòàòåëü ëåãêî ñôîðìóëèðóåò ðåçóëüòàò â ñëó÷àå, êîãäà τk < 0,
ρk > 0.

5.2.7. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäà÷ó (5.15) ìîæíî èññëåäîâàòü â
ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé p ïåðåìåííûõ, ãäå p > 3. Ìåòîä äîêàçàòåëü-
ñòâà ïîëó÷åííîãî íà ýòîì ïóòè àíàëîãà òåîðåìû 5.7 (è çàìå÷àíèÿ ê
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íåé) îñòàåòñÿ òåì æå, íî äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ áîëåå ãðîìîçä-
êèì. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü åãî çäåñü (÷èòàòåëü â ñëó÷àå íóæäû
ñìîæåò âîñïðîèçâåñòè åãî ñàìîñòîÿòåëüíî). Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü çà-
ìå÷àíèåì î òîì, ÷òî ìíîãîìåðíûé âàðèàíò çàäà÷è Áîðåëÿ (5.7) èñ-
ñëåäîâàí â ðàáîòàõ [9, 70, 73].

5.2.8. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî çàäà÷à (5.8), (5.9) ðàçðå-
øèìà â A(Γφ) ∩ BC∞(Γ̄φ) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dm}∞m=0

èç ïðîñòðàíñòâà C∞ âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
â îáùåì ñëó÷àå, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, íåèçâåñòíû. Ïðèâåäåì
çäåñü, âîçìîæíî, íîâûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê áîëåå ÷àñòíûì
ñèòóàöèÿì.

1. Ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî C è C∞1 (Q) � ñîâîêóï-
íîñòü îïðåäåëåííûõ íà Q ôóíêöèé, ó êîòîðûõ â êàæäîé òî÷êå z0

èç Q ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ y(k)(z0), ïîíèìàåìûå â
êàêîì-òî ñìûñëå (íàïðèìåð,

y(k+1)(z0) = lim
z→z0, z∈Q

y(k)(z)− y(k)(z0)
z − z0

∀ k > 0,

èëè

y(k+1)(z0) = lim
z→z0, z∈Q,

06| arg z−arg z0|<α

y(k)(z)− y(k)(z0)
z − z0

, 0 < α <
π

2
,

è ò. ä.).
Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü ñèñòåìà

nm∑

k=0

ak,my(k)(z̃) = dm, m = 0, 1, . . . , (5.24)

ãäå

∀m > 0 anm,m 6= 0, 0 6 nm 6 nm+1, lim
m→∞

nm = ∞, z̃ ∈ Q, (5.25)

òàêîâà, ÷òî ïðè ëþáîì m > 0 nm = nm+1 = · · · = nm+sm ; sm > 0.
Äëÿ òîãî ÷òîáû èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.24) (ïðè óñëîâè-

ÿõ (5.25)) áûëà ðàçðåøèìà â C∞, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

nm > m + sm − 1 ∀m > 1. (5.26)
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C Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî

∃m0 > 1 : nm0 < m0 + sm0 − 1. (5.27)

Ðàññìîòðèì ïåðâûå m0 + sm0 óðàâíåíèé ñèñòåìû (5.24) êàê ñà-
ìîñòîÿòåëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ y(k)(z̃)
k = 0, 1, . . . , nm0 . Åå ìàòðèöà A ñîñòîèò èç nm0+1 ñòîëáöîâ è m0+sm0

ñòðîê. Â ñèëó óñëîâèÿ (5.27) ðàíã r ýòîé ìàòðèöû íå áîëüøå nm0 +1.
Ïóñòü âûáðàííàÿ ¾óñå÷åííàÿ¿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå ïðè êàêèõ-òî
ïðàâûõ ÷àñòÿõ c0, c1, . . . , cm0+sm0−1. Ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà � Êà-
ïåëëè ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí r. Ýòî îçíà÷àåò, â
÷àñòíîñòè, ÷òî ðàâíû íóëþ âñå ìèíîðû, ïîëó÷åííûå ïðèñîåäèíåíèåì
(¾îêàéìëåíèåì¿) ê îòëè÷íîìó îò íóëÿ ìèíîðó 4 ïîðÿäêà r ìàòðè-
öû A åå (r + 1)-ãî ñòîëáöà (dl1 , dl2 , . . . , dlr+1) è êàêîé-ëèáî (r + 1)-îé
ñòðîêè aj1 , lr+1, aj2 , lr+1, . . . , ajr+1 , lr+1:

dlr+1 · 4+
r∑

k=1

dlkγk,τ = 0, l1 < l2 < · · · < lr+1 6 m0 + sm0 . (5.28)

Íî ðàâåíñòâî (5.28) îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñèñòå-
ìû (5.24), â ñëó÷àå åå ðàçðåøèìîñòè, äîëæíà áûòü ëèíåéíàÿ çàâè-
ñèìîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü ðàçðåøèìà ïðè
ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòè èç C∞. B

2. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå C∞(Q) îáîáùåííóþ çàäà÷ó Áîðåëÿ

y(nm)(z̃) = dm, m = 0, 1, . . . , (5.29)

ãäå
0 6 n0 6 n1 6 . . . (5.30)

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïî÷òè î÷åâèäåí.
Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü z̃ ∈ Q è ñèñòåìà (5.29) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (5.30). Äëÿ òîãî ÷òîáû èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.29) áûëà
ðàçðåøèìà â C∞(Q) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dm}∞m=0 èç C∞,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû

nm+1 > nm ∀m > 0. (5.31)

C Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè êàêîì-ëèáî m0 > 0 nm0+1 = nm0 , òî
òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ (â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (5.29)
â C∞(Q)) ðàâåíñòâî dm0+1 = dm0 , è ñíîâà ñèñòåìà (5.29) íå ìîæåò
èìåòü ðåøåíèå â C∞(Q) ïðè ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòè (dm)∞m=0. B



5.3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà 279

Èç òåîðåì 5.3 (ñ ó÷åòîì êîíöà ïóíêòà 5.2.5) è 5.9 âûòåêàåò òàêîå
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü z̃ ∈ C, φ ∈ [0, π) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5.30).

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîáùåííàÿ çàäà÷à Áîðåëÿ (5.29) äëÿ ëþáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {dm}∞m=1 èç C∞ áûëà ðàçðåøèìà â A(Γφ)∩BC∞(Γ̄φ),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (5.31).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü φ ∈ [0, π), à íàòóðàëüíûå ÷èñëà nm òàêîâû,
÷òî nm > 0 ïðè ëþáîì m > 0, íî óñëîâèå (5.30) íå îáÿçàòåëüíî
âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà-
÷à (5.29) áûëà ðàçðåøèìà â A(Γφ) ∩ BC∞(Γφ) äëÿ ëþáîé ïðàâîé
÷àñòè (dm)∞m=0 èç C∞, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ÷èñëà
{nm}∞m=0 áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

5.3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà

5.3.1. Íàïîìíèì âíà÷àëå õîðîøî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î çàäà-
÷å Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

n∑

k=0

aky(k)(z) = 0, ak ∈ C, k = 0, 1, . . . , n; an 6= 0. (5.32)

Äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 èç C è ïðîèçâîëüíî çàäàííîé ñèñòåìû n
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë c0, c1, . . . , cn íàéäåòñÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ v(z), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (5.32) âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è
òàêàÿ, ÷òî

v(k)(z0) = ck, k = 0, 1, . . . , n− 1. (5.33)

Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.32), (5.33) åäèíñòâåííî â êëàñ-
ñå A{z0} ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îêðåñòíîñòè (ñâîåé äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè èç A{z0}) òî÷êè z0.

Ñèòóàöèÿ èçìåíèòñÿ, åñëè èùåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.32), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì:

v(k)(z0) = ck, k = 0, 1, . . . , n. (5.34)

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå
A{z0} ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà÷àëüíûå äàííûå ck
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(0 6 k 6 n) óæå íå ïðîèçâîëüíû, à óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó ñîîò-
íîøåíèþ

n∑

k=0

akck = 0. (5.35)

Åñëè ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî â êëàññå A{z0} è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó A(C) âñåõ öåëûõ ôóíêöèé.

Íàêîíåö, äëÿ óðàâíåíèÿ (5.32) ìîæíî ïîñòàâèòü è áåñêîíå÷íóþ
çàäà÷ó Êîøè, ñîñòîÿùóþ â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ èç êëàññà A{z0}
óðàâíåíèÿ (5.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó íà÷àëüíûõ
óñëîâèé:

y(mk)(z0) = ck, k = 0, 1, 2, . . . , 0 6 mk ↑ +∞. (5.36)

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ òàêîé çàäà÷è, ïðèâåäåíû
â [33, � 1].

5.3.2. Îáðàùàÿñü ê îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

L∞y :=
∞∑

k=0

aky(k)(z) = 0, ak ∈ C, k = 0, 1, . . . , (5.37)

è îãðàíè÷èâàÿñü åãî àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, åñòåñòâåííî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî îïåðàòîð L∞, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíå-
íèÿ, ïðèìåíèì ê ëþáîé ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â êàêîé-íèáóäü
îáëàñòè èç C, â êàæäîé òî÷êå åå àíàëèòè÷íîñòè, ò. å. (ñì., íàïðè-
ìåð, [32]), ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ a(x) :=

∑∞
k=0 akxk îïå-

ðàòîðà L∞ ÿâëÿåòñÿ öåëîé è, áîëåå òîãî, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó [1, 0] âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ðîñòà íå âûøå, ÷åì ïåðâîãî ïîðÿäêà
è ìèíèìàëüíîãî òèïà. Êàê õîðîøî èçâåñòíî åùå èç ðàáîò Ïîëèà è
Âàëèðîíà [170, 178], äëÿ ëþáîé îáëàñòè G èç C îïåðàòîð L∞ ñ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé (ñèìâîëîì) èç [1, 0] íåïðåðûâåí â ïðî-
ñòðàíñòâå A(G); äàëåå, åñëè y � ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.37) èç
êëàññà A{z0}, ãäå z0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç C, òî ôóíêöèÿ y âñþ-
äó îäíîçíà÷íà è åå ïîëíàÿ âåéåðøòðàññîâà îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ
W (y) âûïóêëà. Äëÿ óðàâíåíèÿ (5.37) â êëàññå A{z0}, z0 ∈ C, ìîæ-
íî ñòàâèòü êàê êîíå÷íóþ, òàê è áåñêîíå÷íóþ çàäà÷ó Êîøè (5.36).
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè â [33, � 2].
Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ÷àñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñóùåñòâåí-
íî óñèëèòü è îáîáùèòü. Èòàê, ïóñòü a(z) � òðàíñöåíäåíòíàÿ öåëàÿ
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ôóíêöèÿ èç êëàññà [1, 0], {λk}∞k=1 � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âñåõ åå íóëåé (ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòè).

Ïóñòü, äàëåå, z0 ∈ C è ïóñòü ñíà÷àëà y(z) � ðåøåíèå èç A{z0}
¾ñòàíäàðòíîé¿ áåñêîíå÷íîé çàäà÷è Êîøè:

y(n)(z0) = dn, n = 0, 1, 2, . . . (5.38)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dn}∞n=0 óäîâëåòâîðÿëà äâóì óñ-
ëîâèÿì

1)
∞∑

k=0

akdk = 0; 2) lim
k→∞

|dk|1/k

(k!)1/k
< +∞.

Äàëåå, åñëè ýòè äâà óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè (5.37), (5.38) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî â êëàññå A{z0} è çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå y(z) =

∑∞
n=0

dn

n! (z − z0)n. Àíàëîãè÷íî, åñëè G �
ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü èç C è z0 ∈ G, òî äëÿ ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è Êîøè (5.37), (5.38) â A(G) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå óñëîâèé 1), 2) è åùå òàêîãî:

3) ôóíêöèÿ
∑∞

k=0
dk

k! (z− z0)k, îïðåäåëåííàÿ (â ñèëó óñëîâèÿ 2)) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, äîïóñêàåò (îäíîçíà÷íîå) àíàëèòè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå â îáëàñòü G.

Åñëè óñëîâèÿ 1)�3) âûïîëíåíû, òî çàäà÷à Êîøè (5.37), (5.38) ðàç-
ðåøèìà â A(G), ïðè÷åì åå ðåøåíèå åäèíñòâåííî â A{z0} (è ïîäàâíî
â A(G)).

5.3.3. Ñîâñåì èíîé õàðàêòåð èìåþò ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è Êîøè â ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå y(z) óðàâíåíèÿ (5.37) àíàëè-
òè÷íî â êàêîé-ëèáî îáëàñòè G, à z0 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà G.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ââåäåì ìíîæåñòâî µa âñåõ ïðåäåëü-
íûõ òî÷åê (áåñêîíå÷íîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {arg λn}∞n=1 (çäåñü è
äàëåå â ýòîì ðàçäåëå arg w îòñ÷èòûâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè îò ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè w-ïëîñêîñòè è èçìåíÿåòñÿ â ïðîìå-
æóòêå [0, 2π)). Ïóñòü ν ∈ µa (ìíîæåñòâî µa íåïóñòî, òàê êàê ôóíê-
öèÿ a(z) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëü-
íóþ òî÷êó z0 èç C è îáîçíà÷èì ñèìâîëîì D(z0, ν) ïîëóïëîñêîñòü
π
2 −ν < arg(z− z0) < 3

2π−ν ñ ãðàíèöåé lν(z0) � ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó z0. Ïîñòàðàåìñÿ íàéòè ðåøåíèå y(z) óðàâíåíèÿ (5.37) èç
A(D(z0, ν)) òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ y(z) è êàæäàÿ åå ïðîèçâîäíàÿ y(n)(z)
èìåþò â D(z0, ν)) óãëîâûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ â òî÷êå z0, êîòîðûå
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ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå ñèìâîëàìè y(z0), y(n)(z0), n > 1, ïðè-
÷åì ýòè óãëîâûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

nm∑

k=0

ak,my(k)(z0) = dm, m = 0, 1, 2, . . . , (5.39)

â êîòîðûõ (dn)∞n=0 � ïðîèçâîëüíî çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë, à {ak,m : k = 0, 1, . . . , nm; m = 0, 1, . . .} � (òàê-
æå ïðîèçâîëüíî) çàôèêñèðîâàííàÿ ñîâîêóïíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë, äëÿ êîòîðûõ nm ↑ +∞ è anm,m

6= 0, m = 0, 1, . . .
Ñ ýòîé öåëüþ âûäåëèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τk}∞k=1 ={λnk

}∞k=1

íóëåé ôóíêöèè a(z) òàêóþ, ÷òî

τk 6= 0, |τk| ↑ ∞,

∞∑

k=1

1
|τk| < ∞ è lim

k→∞
arg τk = ν.

Ñîñòàâèì ðÿä
∞∑

k=1

xk exp τk(z − z0), (5.40)

â êîòîðîì ÷èñëà xk îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
∞∑

k=1

xkbk,s = ds, s = 0, 1, 2, . . . ; bk,s =
ns∑

j=0

aj,s(τk)j . (5.41)

Ïðè ýòîì lim
k→∞

|bk,s| = +∞, lim
k→∞

bk,s

bk,s+1
= 0 ïðè ëþáîì s > 0 è

ïî òåîðåìå 5.4 Ïîëèà, êîòîðàÿ óæå ïðèìåíÿëàñü â ïðåäûäóùåì ðàç-
äåëå, ñèñòåìà (5.41) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé {xk}∞k=1 òàêèõ, ÷òî

∑∞
k=1 |xk||bk,s| < ∞, s = 0, 1, 2, . . .

Òàê êàê ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì s > 0 è k →∞

|bk,s| ∼ |ans,s||τk|ns , ns ↑ +∞, |τk| → ∞,

òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∑∞

k=0 |xk||τk|p < ∞ ïðè âñåõ p > 0.
Çàôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî δ ∈ (

0, π
2

)
. Ïóñòü

z ∈ Γ(z0, ν; δ) :=

:=
{

z : z ∈ D(z0, ν),
π

2
− ν + δ 6 arg(z − z0) 6 3

2
π − ν − δ

}
.
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Òîãäà ïðè ëþáûõ s > 0 è k > N0

∞∑

k=N0

|xk||τk|s| exp τk(z − z0)| =

=
∞∑

k=N0

|xk||τk|s exp
[|τk||z − z0| cos(arg τk + arg(z − z0))

]
.

Íîìåð N0 âûáåðåì òàê, ÷òîáû arg τk ∈
(
ν − δ

2 , ν + δ
2

)
äëÿ ëþáîãî

k > N0. Íî òîãäà

∃β > 0 :
∞∑

k=N0

|xk||τk|s| exp τk(z − z0)| 6

6
∞∑

k=N0

|xk||τk|s exp
{
|τk||z − z0|max

[
cos

(
π

2
+

δ

2

)
, cos

(
3
2
π − δ

2

)]}
=

=
∞∑

k=N0

|xk||τk|s exp(−β|τk||z − z0|) 6
∞∑

k=N0

|xk||τk|s < ∞ (β > 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (5.40) è ëþáîé ðÿä, ïîëó÷åííûé åãî ïî÷ëåí-
íûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì s ðàç (s = 1, 2, . . .), ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåð-
íî íà ìíîæåñòâå Γ(z0, ν; δ). Ïîýòîìó ñóììà y(z) ðÿäà áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå Γ(z0, ν; δ) (áîëåå òîãî,
y ∈ A(Γ(z0, ν; δ))) è ïðè êàæäîì s > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

y(s)(z0) = lim
z→z0,

z∈Γ(z0,ν;δ)

y(s)(z),

ïðè÷åì ÷èñëà y(s)(z0) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (5.39).
Ïîäâåäåì èòîã ïðîâåäåííûì ðàññóæäåíèÿì, ïðèíèìàÿ âî âíèìà-

íèå, ÷òî ÷èñëî δ > 0 ìîæíî âçÿòü êàê óãîäíî ìàëûì.
Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü z0 ∈ C, ν ∈ µa, (dk)∞k=0 � ïðîèçâîëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è a(z) � òðàíñöåíäåíòíàÿ
ôóíêöèÿ èç êëàññà [1, 0]. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå A(D(z0, ν)) íàéäåò-
ñÿ ôóíêöèÿ y(z), ïðåäñòàâèìàÿ ñõîäÿùèìñÿ â A(D(z0, ν)) ðÿäîì âè-
äà (5.40) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ â D(z0, ν) óðàâíåíèþ (5.37). Êðîìå òî-
ãî, ïðè ëþáîì s > 0 ôóíêöèÿ y(s)(z), ãäå y � ñóììà ðÿäà (5.40),
èìååò â D(z0, ν) â òî÷êå z0 óãëîâîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå:

y(s)(z0) := lim
z→z0,

z∈Γ(z0,ν;δ)

y(s)(z) ∀ δ ∈
(
0,

π

2

)
, ∀ s > 0,

è ôóíêöèÿ y(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îáîáùåííîé çàäà÷è Êîøè (5.39).
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Ïóñòü òåïåðü {x1
k}∞k=1 è {x(2)

k }∞k=1 � äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû (5.41) òàêèå, ÷òî

∑∞
k=1 |xj

k||τk|s < ∞, j = 1, 2, ãäå ÷èñëà
{τk}∞k=1 âûáðàíû, êàê âûøå â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.10. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò k0 > 1: x1

k0
6= x2

k0
.

Ïîëîæèì ak0(z) = a(z)
(z−τk0 )m0 , ãäå m0 � êðàòíîñòü íóëÿ τk0 ñèì-

âîëà a(z). Òîãäà ak0(z) ∈ A(C) è ïî òåîðåìå î êàòåãîðèÿõ [98, ãë. I]
ak0(z) ∈ [1, 0]. Ïîëîæèì Lk0∞u := ak0(D)y =

∑∞
l=0 bl,k0y

(l)(z), ãäå
∞∑

l=0

bl,k0z
l = ak0(z); vj(z) :=

∞∑

k=1

xj
k exp τk(z − z0), j = 1, 2.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ D(z0, ν)

Lk0∞(v1(z)− v2(z)) = (x1
k0
− x2

k0
)ak0(τk0) exp τk0(z − z0) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, v1 è v2 � ðàçëè÷íûå ôóíêöèè èç A(D(z0, ν)) è
òåîðåìó 5.10 ìîæíî äîïîëíèòü ñëåäóþùèìè óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 5.11. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 5.10 ñóùåñòâóåò áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.37)
èç êëàññà A(D(z0, ν)), ÿâëÿþùèõñÿ è ðåøåíèÿìè îáîáùåííîé çàäà÷è
Êîøè (5.39).

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèòü ïðè ëþáîì m> 0 nm = m, anm,m = 1,
ak,m = 0, 0 6 k < nm, òî òåîðåìà 5.11 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå, êî-
ãäà óðàâíåíèå (5.37) íå âûðîæäàåòñÿ â óðàâíåíèå êîíå÷íîãî ïîðÿä-
êà (ò. å. êîãäà åãî ñèìâîë a(z) íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì), (óãëîâûå)
ãðàíè÷íûå çàäàíèÿ y(m)(z0) = dm, m = 0, 1, . . . , íå îïðåäåëÿþò îäíî-
çíà÷íî ñîîòâåòñòâóþùåå ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè è, ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà íåò ïðÿìîãî àíàëî-
ãà èçâåñòíîé òåîðåìû Áðèî è Áóêå (äîïîëíåííîé Ïèêàðîì è Ïåíëå-
âå), ñïðàâåäëèâîé äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

5.3.4. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñè-
òåëüíî íóëåé {λn}∞n=1 ñèìâîëà a(z) òåîðåìû 5.10 è 5.11 ìîæíî óñè-
ëèòü.

Òåîðåìà 5.12. Ïóñòü ν ∈ µa è ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {tk}∞k=1, tk = λjk

, jk ↑ ∞, íóëåé a(z) òàêàÿ, ÷òî

lim
k→∞

|ν − arg tk| · |tk|
ln |tk| < +∞. (5.42)
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Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë {dk}∞k=1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ (5.37), àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëóïëîñêîñòè D(z0, ν), áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ â êàæäîé êîíå÷íîé òî÷êå åå çàìûêàíèÿ D(z0, ν) è
òàêèõ, ÷òî ñàìî ðåøåíèå v(z) è åå ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ v(n)(z), n > 1,
èìåþò â òî÷êå z0 ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ â D(z0, ν), óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿì (5.39)

lim
z→z0,

z∈D(z0,ν)

v(m)(z) = v(m)(z0);
nm∑

k=0

ak,mv(k)(z0) = dm, m = 0, 1, . . .

C Êàê è ðàíåå, ñòðîèì ðÿä
∑∞

k=1 yk exp tk(z− z0), êîýôôèöèåíòû
yk êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ∞∑

k=1

ykbk,s = ds, s = 0, 1, 2, . . . (5.43)

Íà îñíîâàíèè âñå òîé æå òåîðåìû Ïîëèà óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ñè-
ñòåìà (5.43) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé
{yk}∞k=1 òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ s > 0

∑∞
k=1 |yk||tk|s < +∞. Èìååì äëÿ

ëþáîãî s > 0
∞∑

k=1

|yk||tk|s| exp tk(z − z0)| =

=
∞∑

k=1

|yk||tk|s exp |tk||z − z0| cos[arg tk + arg(z − z0)].

Äëÿ k > 1 íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (5.42)

| cos(arg tk+arg(z−z0))−cos(ν+arg(z−z0))| 6 M | arg tk−ν| 6 M1
ln |tk|
|tk| .

Äàëåå, ïðè ëþáûõ s > 0, k > 1 è z ∈ D(z0, ν)

|yk||tk|s| exp tk(z − z0)| 6 |yk||tk|s exp |tk||z − z0| cos(ν + arg(z − z0)×
× exp M1|z − z0| ln |tk| 6 |yk||tk|s+M1|z−z0|.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∑∞

k=1 yktsk exp tk(z − z0) ðàâíîìåðíî è àáñî-
ëþòíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì ìíîæåñòâå KR(z0) ∩D(z0, ν), ãäå

KR(z0) := {z ∈ C : |z − z0| 6 R}, 0 < R < +∞.
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Íî òîãäà åãî ñóììà v(z) àíàëèòè÷íà â D(z0, ν), áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìà â D(z0, ν) è äëÿ ëþáîãî n > 0 â D(z0, ν) ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

v(n)(z0) := lim
z→z0,

z∈D(z0,ν)

v(n)(z),

ïðè÷åì äëÿ âñåõ m > 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (5.39).
Íàêîíåö, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.11, ïîêàçûâàåì, ÷òî

ðàçëè÷íûì ðåøåíèÿì {yk}∞k=1 ñèñòåìû (5.43) îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå
ôóíêöèè âèäà

∑∞
k=1 yk exp tk(z− z0), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû. B
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ν ∈ µa è èìååòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íó-

ëåé {tk}∞k=1 ñèìâîëà a(z) òàêèõ, ÷òî arg tk = ν, k > 1. Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâû âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 5.12.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîãî m > 0 anm
= 1, ak,m = 0 ïðè

0 6 k < nm, ò. å. äëÿ îáû÷íîé áåñêîíå÷íîé çàäà÷è Êîøè (5.38), ýòî
ñëåäñòâèå ðàíåå ïîëó÷åíî â ðàáîòå [33].

5.3.5. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáîáùåííîé çàäà÷å Êîøè (5.39) äëÿ
óðàâíåíèÿ (5.37), ñ÷èòàÿ, ÷òî åå ðåøåíèå èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå A(G)
ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé îáëàñòè G, è ÷òî òî÷êà z0, â
êîòîðîé çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå, ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ∂G îá-
ëàñòè G.

Ïóñòü, êàê âûøå, µa � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {arg λn}∞n=1 è {λn} � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íóëè
ôóíêöèè a(z) =

∑∞
k=0 akzk èç êëàññà [1, 0].

Êàê áûëî äîêàçàíî àâòîðîì (ñì. [56, òåîðåìà 5] èëè [59]), äëÿ ëþ-
áîãî ðåøåíèÿ y(z) óðàâíåíèÿ (5.37), àíàëèòè÷åñêîãî â îãðàíè÷åííîé
âûïóêëîé îáëàñòè G, ñóùåñòâóåò îáëàñòü G0 ⊇ G, â êîòîðóþ y(z)
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïî èçâåñòíîé òåîðåìå
Ïîëèà � Âàëèðîíà (íå ïóòàòü ñ òåîðåìîé 5.4, òàêæå ïðèíàäëåæà-
ùåé Ïîëèà) ëþáîå àíàëèòè÷åñêîå â îêðåñòíîñòè êàêîé-ëèáî òî÷êè
z0 ðåøåíèå y(z) óðàâíåíèÿ (5.37) ñ ñèìâîëîì a(z) èç [1, 0] âñþäó îä-
íîçíà÷íî è åãî ïîëíàÿ âåéåðøòðàññîâà îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ Wy

âûïóêëà. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî [56, 59], åñëè y(z) � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (5.37) (ïî-ïðåæíåìó ñ a(z) ∈ [1, 0]) èç A(G), ãäå G � âûïóêëàÿ
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, òî

Wy ⊇ G0 :=
⋂

να∈µa

D(wα, να),
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ãäå ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî âñåì να èç µa, à wα ∈ ∂G. Ïðè ýòîì
âñåãäà G ⊆ G0. Êàê ïîêàçàíî â [56, 59], ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ y(z)
óðàâíåíèÿ (5.37) èç A(G) (íàçâàííûå â [56] G-ãëàâíûìè), äëÿ êîòî-
ðûõ Wy = G0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè (âñåãäà íåïóñòîå) ìíîæåñòâî µa

ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî G0 � ïîëóïëîñêîñòü, îãðàíè÷åííàÿ
îïîðíîé ïðÿìîé ê G; åñëè µa ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà, òî G0 � óãîë
èëè ïîëîñà, à åñëè µa ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, ãäå 3 6 n < ∞, òî
G0 � âûïóêëûé n-óãîëüíèê, îïèñàííûé âîêðóã G. Íàêîíåö, åñëè
ìíîæåñòâî µa áåñêîíå÷íî, òî G0 � âûïóêëàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ
G. Åñëè z0 � ëþáàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà G0, òî íàéäåòñÿ ïîëóïëîñêîñòü
D(z0, ν0), ν0 ∈ µa, ñîäåðæàùàÿ G0 (è ïîäàâíî G). Îáîáùåííàÿ çàäà-
÷à Êîøè (5.39) äëÿ óðàâíåíèÿ (5.37), êàê áûëî óæå äîêàçàíî, èìååò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èç A(D(z0, ν0)) (ïîäàâíî èç A(G)).

Åñëè æå z0 ∈ G0 \G, òî â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíû ëèøü ðåçóëüòàòû,
óêàçàííûå äëÿ ¾ñòàíäàðòíîé¿ çàäà÷è Êîøè (5.37), (5.38) â ï. 5.3.2.

5.3.6. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì îáû÷íóþ çàäà÷ó
Êîøè (5.38) äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

∞∑

k=0

aky(k)(z) = f(z), (5.44)

ñ÷èòàÿ, ÷òî a(z) :=
∑∞

k=0 akzk ∈ [1, 0], G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â C,
f ∈ A(G). Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.44), (5.38) èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
A(G). Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [36]), äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç
A(G) óðàâíåíèå (5.44) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå yf (z) èç A(G). Ïåðåéäÿ
ê íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè v(z) = y(z) − yf (z), ïîëó÷èì äëÿ íåå
îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

∞∑

k=0

akv(k)(z) = 0.

Åñëè z0 ∈ G, òî çàäà÷à Êîøè äëÿ íîâîé ôóíêöèè v(z) ïðèíèìàåò
âèä

v(n)(z0) = dn − y
(n)
f (z0), n = 0, 1, . . . (5.45)

Î÷åâèäíî, ÷òî îíà ðàçðåøèìà â A(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∞∑

k=0

akdk =
∞∑

k=0

aky
(k)
f (z0)
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è êîãäà ôóíêöèÿ
∞∑

n=0

[
dn − y

(n)
f (z0)

] (z − z0)n

n!
=

∞∑
n=0

dn
(z − z0)n

n!
− yf (z)

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â G (ò. å.
∑∞

n=0
dn(z−z0)

n

n! ∈ A(G)). Åñ-
ëè æå z0 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà G, òî íà÷àëüíûå çàäàíèÿ èìåþò ñìûñë
ëèøü â ñëó÷àå, åñëè îïðåäåëåíû âñå âåëè÷èíû y

(n)
f (z0), n = 0, 1, . . .

Òàê, íàïðèìåð, áóäåò, åñëè f ëîêàëüíî-àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé îá-
ëàñòè Ḡ (ò. å. f ∈ Ā(Ḡ)), òàê êàê [36] âñåãäà ñóùåñòâóåò ÷àñòíîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (5.44) èç Ā(Ḡ). Áîëåå òîãî, äàæå åñëè ðàññìàòðèâàòü
çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (5.44) ïî-ïðåæíåìó â êëàññå A(G) (íî
ñ÷èòàÿ, ÷òî f ∈ A(Ḡ)), òî â ýòîì ñëó÷àå ¾ðàáîòàåò¿ çàìåíà ïåðåìåí-
íîé v(z) = y(z) − yf (z), yf ∈ A(Ḡ), ïðèâîäÿùàÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.37) â êëàññå A(G) ñ íà÷àëüíûìè äàííû-
ìè (5.4).

Åñëè æå íåèçâåñòíî, îïðåäåëåíû ëè âåëè÷èíû y
(n)
f (z0), n > 0, òî

òàêîé ïåðåõîä ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (5.37) îêàçûâàåòñÿ íåâîç-
ìîæíûì (ýòî îáñòîÿòåëüñòâî â ðàáîòå [33] íå áûëî ó÷òåíî).

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåé ñèòóàöèè äàæå îáû÷íàÿ áåñêîíå÷íàÿ çà-
äà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.44) ñ ñèìâîëîì a(z) èç
[1, 0] è ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ f èç A(G), ãäå G � âûïóêëàÿ
îáëàñòü, à z0 ∈ ∂G, åùå æäåò ñâîåãî ðåøåíèÿ.

Ïî÷òè íå ðàçðàáàòûâàëàñü è çàäà÷à Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (5.37) â ñëó÷àå, êîãäà a(z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî òèïà (íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèâåäå-
íû â � 3 ðàáîòû [33] äëÿ ñïåöèàëüíîé ñèòóàöèè, êîãäà G � êðóã
KR = {z : |z| < R}.

5.4. Èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è
è íåòðèâèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ íóëÿ

5.4.1. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé
ôóíêöèåé g(−ϕ); ïóñòü åùå Ḡ1 � êàêîé-ëèáî âûïóêëûé êîìïàêò
G ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g1(−ϕ), à G1 := int Ḡ1 � åãî âíóòðåííîñòü
(âîçìîæíî, ïóñòàÿ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ Ḡ1 ⊂ G, ò. å. ÷òî

0 6 g1(ϕ) < g(ϕ) ∀ϕ ∈ [0, 2π]. (5.46)
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Ðàññìîòðèì èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó

y(λn) = dn, n = 1, 2, . . . , (5.47)

ïðåäïîëàãàÿ äî êîíöà äàííîãî ðàçäåëà è âïðåäü óæå ýòîãî íå îãî-
âàðèâàÿ, ÷òî ÷èñëà λn ïîïàðíî ðàçëè÷íû è âîçðàñòàþò íå ñëèøêîì
ìåäëåííî � òàê, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
n→∞

ln n

λn
= 0. (5.48)

Äîïóñòèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.47) èìååò ðåøåíèå v(λ)
â êëàññå [1, g1(ϕ)] âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ
èíäèêàòîðîì, íå ïðåâîñõîäÿùèì g1(ϕ). Òîãäà, î÷åâèäíî,

lim
n→∞

[
1
|λn| ln |dn| − g1(arg λn)

]
6 0. (5.49)

Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
b := {bk}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

bk 6= 0 ∀ k > 1; lim
k→∞

[
1
|λk| ln |bk|+ g1(arg λk)

]
< 0. (5.50)

Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ (ó÷èòûâàÿ åùå ñîîòíîøåíèÿ (5.46) è (5.48)),
òîãäà

∑∞
k=1 |bk| < ∞,

∑∞
k=1 |dk||bk| < ∞, ðÿäû

Db(λ) :=
∞∑

k=1

dkbk

λ− λk
, Bb(λ) :=

∞∑

k=1

bk

λ− λk

àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ ïðè âñåõ λ 6= λk, k = 1, 2, . . . , è Db(λ), Bb(λ) �
ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ñ âîçìîæíûìè ïðîñòûìè ïîëþñàìè â òî÷-
êàõ λk, k = 1, 2, . . . Ïðè ýòîì íåêîòîðûå èç ÷èñåë dk ìîãóò ðàâíÿòüñÿ
íóëþ, è òîãäà â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ λk ôóíêöèÿ Db(λ) àíàëè-
òè÷íà.

Ïîëîæèì w(λ) := Db(λ)
Bb(λ) , λ ∈ C, λ 6= λk, w(λk) = lim

λ→λk

Db(λ)
Bb(λ) , k ∈ N.

ßñíî, ÷òî w(λ) ∈ A(C), ïðè÷åì w(λn) = dn äëÿ ëþáîãî n > 1. Åñ-
ëè w ∈ [1, g1], òî w � ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (5.47) èç
[1, g1(ϕ)]. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 5.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.46), (5.48)�(5.50).
Ïóñòü, äàëåå, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Db(λ)
Bb(λ)

∈ [1, g1]. (5.51)

Òîãäà çàäà÷à (5.47) èìååò ðåøåíèå Db(λ)
Bb(λ) â [1, g1(ϕ)].

5.4.2. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óñëî-
âèå (5.51) áóäåò è íåîáõîäèìûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿöèîí-
íîé çàäà÷è (5.47) â [1, g1].

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïðåäïîëîæèì (è áóäåì ñ÷èòàòü òàê íà
ïðîòÿæåíèè âñåãî äàííîãî ðàçäåëà), ÷òî â A(G) èìååòñÿ íåòðèâèàëü-
íîå ðàçëîæåíèå íóëÿ (í. ð. í.) ïî ñèñòåìå EΛ := (exp λkz)∞k=1. Êàê ìû
óæå çíàåì, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ ðÿä âèäà

∑∞
k=1 ckeλkz, íå âñå

êîýôôèöèåíòû ck êîòîðîãî ðàâíû íóëþ è êîòîðûé ñõîäèòñÿ â A(G),
ïðè÷åì åãî ñóììà ðàâíà íóëþ. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (5.48), çàêëþ÷àåì
ïî òåîðåìå 2.3, ÷òî ðÿä

∑∞
k=1 ckeλkz ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G) è åãî

êîýôôèöèåíòû ck òàêîâû, ÷òî

lim
n→∞

[
1
|λn| ln |cn|+ g(arg λn)

]
6 0.

Çàôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî λ 6= λn, n = 1, 2, . . . , è ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ (îò z) ϕλ(z) :=

∑∞
n=1

cneλnz

λ−λn
. Î÷åâèäíî, ÷òî ϕλ(z) ∈ A(G), ïðè-

÷åì d
dz ϕλ(z) = λϕλ(z) è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕλ(z) = Φ(λ)eλz. Îòñþäà

Φ(λ) = e−λz
∞∑

n=1

cneλnz

λ− λn
∀ z ∈ G, ∀λ 6= λn, n = 1, 2, . . .

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå z = 0, ïîëó÷èì, ÷òî Φ(λ) =∑∞
n=1

cn

λ−λn
. Òàêèì îáðàçîì, Φ � ìåðîìîðôíàÿ â C ôóíêöèÿ ñ (âîç-

ìîæíûìè, åñëè cn 6= 0) ïðîñòûìè ïîëþñàìè λn, n = 1, 2, . . .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.47) èìååò ðåøå-

íèå v â êëàññå [1, g1]. Òîãäà ÷èñëà dn = v(λn) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ (5.49). Îáðàçóåì (ïî-ïðåæíåìó ïðè ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðî-
âàííîì λ, îòëè÷íîì îò âñåõ ÷èñåë λn, n > 1) ôóíêöèþ Mλ(z) :=∑∞

n=1
cndneλnz

λ−λn
.

Ïóñòü G2 � âûïóêëàÿ ïîäîáëàñòü G ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g2(−ϕ)
òàêîé, ÷òî 0 < g2(ϕ) < g(ϕ) − g1(ϕ) ïðè ëþáîì ϕ ∈ [0, 2π]. Âûáå-
ðåì ÷èñëî η > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî g2(ϕ) + g1(ϕ) + 3η < g(ϕ),
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ϕ ∈ [0, 2π). Äëÿ ëþáîãî δ > 0 è äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà
Q áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Qδ âûïóêëîå æå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþ-
ùååñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñóììîé Q è Kδ, ãäå Kδ = {z : |z| 6 δ}:
Qδ := {z = z1 + z2 : z1 ∈ Q, z2 ∈ Kδ}. Åñëè Γη := ∂(Gη

1), òî
v(λn) = 1

2πi

∫
Γη

W (t)eλnt dt ïðè âñåõ n > 1, ãäå W (t) � ôóíêöèÿ,
àññîöèèðîâàííàÿ ñ v ïî Áîðåëþ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z èç Gη

2 èìååì:

Mλ(z) =
∞∑

n=1

cndneλnz

λ− λn
=

∞∑
n=1

cneλnz

(λ− λn)
· 1
2πi

∫

Γη

eλntW (t) dt =

=
1

2πi

∫

Γη

W (t)
∞∑

n=1

cneλn(z+t)

λ− λn
dt = Φ(λ)eλz · 1

2πi

∫

Γη

eλtW (t) dt =

= Φ(λ)eλzv(λ) = H(λ)eλz, H(λ) := v(λ) · Φ(λ).

Îòñþäà H(λ)
Φ(λ) = v(λ) ∈ [1, g1]. Ïðè ýòîì H(λ) = Mλ(0) = Dc(λ),

ãäå c = {ck}∞k=1.
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 5.14. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, ñî-

äåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g(−ϕ). Ïóñòü, äà-
ëåå, â A(G) èìååòñÿ í. ð. í. ïî ñèñòåìå EΛ = (eλkz)∞k=1 :

∞∑
n=1

cneλnz = 0, z ∈ G.

Ïóñòü, íàêîíåö, g1(ϕ) � òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
òàêàÿ, ÷òî 0 6 g1(ϕ) < g(ϕ) ïðè ëþáîì ϕ ∈ [0, 2π], à {dn}∞n=1 � ÷èñ-
ëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå (5.49).
Òîãäà, åñëè èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.47) ðàçðåøèìà â [1, g1], òî
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Dc(λ)

Bc(λ) ∈ [1, g1], ãäå

Dc(λ) = Mλ(0) =
∞∑

n=1

cndn

λ− λn
; Bc(λ) = Φ(λ) =

∞∑
n=1

cn

λ− λn
.

Êðîìå òîãî, lim
λ→λn

Dc(λ)
Bc(λ) = dn äëÿ ëþáîãî n > 1.

Íà îñíîâàíèè òåîðåì 5.13 è 5.14 ìîæíî óæå ñôîðìóëèðîâàòü êðè-
òåðèé ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (5.47) â [1, g1].
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Òåîðåìà 5.15. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ
òåîðåìû 5.14 è ïóñòü d := {dn}∞n=1 � êàêàÿ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç CN, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5.49).

Ñîñòàâèì äâå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

Dc(λ) =
∞∑

n=1

dncn

λ− λn
, Bc(λ) =

∞∑
n=1

cn

λ− λn
.

Òîãäà äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (5.47) â êëàññå [1, g1] íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:

a)
Dc(λ)
Bc(λ)

∈ [1, g1]; b) lim
λ→λn

Dc(λ)
Bc(λ)

= dn ∀n > 1.

C Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé a) è b) äëÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿ-
öèîííîé çàäà÷è (5.47) â [1, g1] ïðÿìî ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.14. Îá-
ðàòíî, åñëè óñëîâèÿ a) è b) èìåþò ìåñòî, òî ôóíêöèÿ Dc(λ)

Bc(λ) ÿâëÿåòñÿ
èñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5.47). B

Ïåðåä òåì, êàê ñôîðìóëèðîâàòü îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå òåîðå-
ìû 5.15, çàìåòèì, ÷òî åñëè ck 6= 0 äëÿ âñåõ k > 1, òî, êàê óæå îòìå-
÷àëîñü â ï. 5.4.1, óñëîâèå b) âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà Dc(λ)

Bc(λ) ∈ A(G). Äàëåå,
åñëè Dc(λ)

Bc(λ) ∈ [1, g1], òî ïî òåîðåìå 5.13 çàäà÷à (5.47) èìååò ðåøåíèå â
êëàññå [1, g1].

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìå÷àíèåì íàïîìíèì îäíî îïðåäåëåíèå èç [45].
Ãîâîðÿò, ÷òî â A(G) èìååòñÿ ñóùåñòâåííî íåòðèâèàëüíîå ðàçëîæå-
íèå íóëÿ (ñ. í. ð. í.) ïî ñèñòåìå EΛ, åñëè ñóùåñòâóåò ñõîäÿùèéñÿ â
A(G) ðÿä

∑∞
k=1 ckeλkz òàêîé, ÷òî åãî ñóììà ðàâíà íóëþ â G, à âñå

êîýôôèöèåíòû ck îòëè÷íû îò íóëÿ.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 5.14 è

ïóñòü â A(G) èìååòñÿ ñ. í. ð. í. ïî EΛ:
∑∞

k=1 ckeλkz = 0, z ∈ G è ck 6= 0
ïðè ëþáîì k > 1. Ïóñòü, äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d = {dk}∞k=1

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.49).
Òîãäà äëÿ ðàçðåøèìîñòè â [1, g1] èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (5.47)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Dc(λ)
Bc(λ) ∈ [1, g1], ãäå, êàê è âûøå,

Dc(λ) =
∞∑

n=1

dncn

λ− λn
, Bc(λ) =

∞∑
n=1

cn

λ− λn
.
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5.4.3. Êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (5.47) â êëàññå [1, g1], óêà-
çàííûå â òåîðåìå 5.15 è åå ñëåäñòâèè, ìîæíî âûðàçèòü â äðóãîé ôîð-
ìå, áîëåå óäîáíîé äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Ïðåäâàðèòåëüíî äîïîëíèì òåîðåìó 5.14 îäíèì óòâåðæäåíèåì.
Òåîðåìà 5.16. Ïóñòü G, Λ = (λk)∞k=1, {dn}∞n=1, g(ϕ) è g1(ϕ) òå

æå, ÷òî è â òåîðåìå 5.14, è ïóñòü â A(G) èìååòñÿ í. ð. í. ïî EΛ.
Òîãäà, åñëè èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.47) ðàçðåøèìà â [1, g1],

òî
∞∑

n=1

cndneλnz = 0 ∀ z ∈ G2, (5.52)

ãäå G2 � ëþáàÿ âûïóêëàÿ ïîäîáëàñòü G ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g2(−ϕ)
òàêîé, ÷òî 0 < g2(−ϕ) 6 g(−ϕ)− g1(−ϕ) ïðè ëþáîì ϕ ∈ [0, 2π], à
{cn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ èìåþùåãîñÿ â A(G)
í. ð. í. ïî EΛ.

C Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî g2(ϕ) < g(ϕ) − g1(ϕ) äëÿ ëþáîãî ϕ ∈
[0, 2π] è âîçüìåì ÷èñëî η > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû Ḡη

1 + Ḡη
2 ⊂ G.

Òîãäà, åñëè Γη := ∂(Ḡη
1), à v(λ) � ðåøåíèå çàäà÷è (5.47) èç [1, g1],

òî dn = v(λn) = 1
2πi

∫
Γη

eλntW (t) dt ïðè âñåõ n > 1 (êàê ðàíüøå,
W (t) � ôóíêöèÿ èç A0(CG1), àññîöèèðîâàííàÿ ñ v ïî Áîðåëþ). Äëÿ
ëþáîé òî÷êè τ èç Ḡη

2 èìååì:

∞∑
n=1

cndneλnτ =
∞∑

n=1

cneλnτ 1
2πi

∫

Γη

eλntW (t) dt =

=
1

2πi

∫

Γη

W (t)
∞∑

n=1

cneλn(t+τ) dt = 0.

Åñëè æå g2(ϕ) 6 g(ϕ)− g1(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π], òî qg2(ϕ) < g(ϕ)− g1(ϕ)
ïðè ëþáûõ q∈ (0, 1) è ϕ∈ [0, 2π] è ïî äîêàçàííîìó

∑∞
n=1 dncneλnτ =0,

τ ∈ qG2. Óñòðåìëÿÿ q ê 1, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (5.52). B
Ïåðåä òåì, êàê óñòàíîâèòü íîâûé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè çàäà-

÷è (5.47) â êëàññå [1, g1], óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ñëåäóÿ [45], ÷òî âû-
ïîëíåíî óñëîâèå A1), åñëè êëàññ Mg îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî
íóëÿ ôóíêöèé h(λ) èç [1, g(ϕ)] òàêèõ, ÷òî h(λn) = 0 ïðè âñåõ n > 1,
íåïóñò. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ h (èç Mg) ìîæåò èìåòü è äðóãèå íóëè,
êðîìå {λn}∞n=1, à íóëè λm ìîãóò áûòü è êðàòíûìè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
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â A(G) èìååòñÿ í. ð. í. ïî ñèñòåìå EΛ, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç Mg îá-
ëàäàåò îïðåäåëåííîé ïðàâèëüíîñòüþ ðîñòà (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó [45,
ëåììû 3�5]).

Òåîðåìà 5.17. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ òå-
îðåìû 5.15, âûïîëíåíî óñëîâèå A1) è L(λ) � êàêàÿ-ëèáî ôóíê-
öèÿ èç êëàññà Mg. Òîãäà äëÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé çà-
äà÷è (5.47) â ïðîñòðàíñòâå [1, g1] íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå, êîãäà
g2(ϕ) := g(ϕ) − g1(ϕ) � òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (5.49) è ÷òîáû

H1(λ)
Φ1(λ)

∈ A(C), (5.53)

lim
λ→λm

H1(λ)
Φ1(λ)

= dm ∀m > 1, (5.54)

∞∑
n=1

dncneλnz = 0 ∀ z ∈ G2, (5.55)

ãäå H1(λ) := Dc(λ)L(λ), Φ1(λ) := LBc(λ)L(λ), G2 � âûïóêëàÿ ïîäîá-
ëàñòü G ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g2(−ϕ), à

∑∞
n=1 cneλnz = 0 � ñ. í. ð. í.

â A(G).
C Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 5.14 è 5.15.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè îñíîâàíî íà îäíîé ëåììå, ñïðàâåäëè-
âîñòü êîòîðîé áóäåò ñåé÷àñ óñòàíîâëåíà.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, ñîäåð-
æàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g(−ϕ), à G1 � åå âû-
ïóêëàÿ ïîäîáëàñòü ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−ϕ) òàêîé, ÷òî 0 < h(ϕ) 6
g(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π]. Ïóñòü, äàëåå, L(λ) � ëþáàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî L(λn) = 0 ïðè ëþáîì n > 1, ïðè ýòîì L(λ) ìîæåò èìåòü è äðó-
ãèå íóëè, à íóëè λn ìîãóò áûòü êðàòíûìè. Ïóñòü, íàêîíåö, â A(G1)
èìååòñÿ í. ð. í. ïî ñèñòåìå EΛ ñ êîýôôèöèåíòàìè {cn}∞n=1.

Òîãäà äëÿ âñåõ λ èç C è z èç G1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Tc(λ)eλz =
∞∑

n=1

cneλnzL(λ)
λ− λn

,

â êîòîðîì Tc(λ) ∈ A(C) è èìååòñÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ |Tc(λ)| : äëÿ
ëþáîãî θ ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò Bθ < +∞ òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ λ ∈ C \U

|Tc(λ)| 6 Bθe
−θh(arg λ)|λ| · |L(λ)|. (5.56)
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Ïðè ýòîì èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî U íå çàâèñèò îò âûáîðà
ôóíêöèè L è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êðóæêîâ ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ
λn è ðàäèóñàìè rn òàêèìè, ÷òî

∑∞
n=1 rn < ∞.

C Êàê ïîêàçàíî â íà÷àëå ï. 5.4.2, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Bc(λ) = Φ(λ) =
∞∑

n=1

eλnzcne−λz

λ− λn
,

â êîòîðîì ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G1), åñëè λ 6= λn, n>1.
Îòñþäà, åñëè Tc(λ) := L(λ) · Φ(λ), òî Tc(λ) =

∑∞
n=1

eλnzcnL(λ)e−λz

λ−λn
.

Òàê êàê L(λ)
λ−λn

∈ A(C) ïðè âñåõ n > 1, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ z ∈ G1, λ ∈ C è Tc(λ) ∈ A(C). Âûáåðåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εn òàêèõ, ÷òî εn ↓ 0,∑∞

n=1 e−εn|λn| =: M < ∞, è ïîëîæèì

U :=
∞⋃

n=1

Un, Un :=
{

λ : |λ− λn| < e−εn|λn|
}
∀n > 1.

Ïóñòü θ ∈ (0, 1) è λ 6∈ U . Âûáåðåì ÷èñëà εn òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ
n > 1 è äëÿ âñåõ ϕ ∈ [0, 2π]

θh(ϕ) + εn < θ1h(ϕ) ïðè íåêîòîðîì θ1 ∈ (θ, 1).

Òîãäà

|Tc(λ)| 6 |L(λ)| inf
z∈θG1

[
|e−λz|

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

ckeλkz

λ− λk

∣∣∣∣∣

]
6

6 |L(λ)|
sup

z∈θG1

exp<e λz
·
∞∑

k=1

|ck| exp |λk|
[
θh(arg λk) + εk

]
,

è ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (5.56). B
Âîçâðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.17, äîïóñòèì, ÷òî

ñïðàâåäëèâû âñå åå ïðåäïîëîæåíèÿ. Òîãäà ïî ëåììå 5.2 Φ1(λ) =
B(λ)L(λ) = Tc(λ) ∈ [1, 0] (ïîëàãàåì â ëåììå 5.2 h(θ) = g(θ) è ó÷è-
òûâàåì, ÷òî ÷èñëî θ èç (0, 1) ìîæíî âçÿòü êàê óãîäíî áëèçêèì ê 1,
à L(λ) ∈ [1, g(θ)]). Äàëåå, òàê êàê

∑∞
k=1 dkckeλkz = 0 � í. ð. í. ïî

ñèñòåìå EΛ â A(G2), òî, ïîëàãàÿ â òîé æå ëåììå h(ϕ) = g2(ϕ), íà-
õîäèì òàêèì æå îáðàçîì, ÷òî H1(λ) = L(λ)H(λ) ∈ [1, g1], ãäå, êàê
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âûøå, H (λ) =
∑∞

k=1
dkck

λ−λk
(= D(λ)). Äàëåå, H1

Φ1
∈ A(C) è ïî òåîðå-

ìå î êàòåãîðèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [98, ñ. 37]) R(λ) := H1(λ)
Φ1(λ) ∈ [1,∞),

ïðè÷åì èíäèêàòîðû öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà R(λ) è
H1(λ) ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, R(λ) ∈ [1, g1] è îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ
íà òåîðåìó 5.15. B

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G � ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò îãðà-
íè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g(−ϕ). Ïóñòü,
äàëåå, g1(ϕ) � òàêàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî
0 < g1(ϕ) < g(ϕ). Ïóñòü, íàêîíåö, â A(G) èìååòñÿ ñ. í. ð. í. ïî ñèñòåìå
EΛ := {eλnz}∞n=1 ñ êîýôôèöèåíòàìè c = {cn}∞n=1. Òîãäà äëÿ ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷è (5.47) ïðè äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d = {dn}∞n=1,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (5.49), íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå, êîãäà
g2(ϕ) := g(ϕ) − g1(ϕ) � òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (5.53) è (5.55).

Çàìå÷àíèå. Åñëè ÷èñëà (dn)∞n=1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (5.49),
òî ðÿä

∑∞
n=1 cndneλnz ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â A(G2). Ïîýòîìó â ôîð-

ìóëèðîâêå òåîðåìû 5.17 ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðàâåíñòâî (5.52)
âûïîëíÿëîñü ëèøü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ (ïî òåîðåìå åäèí-
ñòâåííîñòè â ýòîì ñëó÷àå ñóììà ðÿäà

∑∞
n=1 cndneλnz ðàâíÿåòñÿ íóëþ

â G2). Áîëåå òîãî, ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèå (5.55) ôîðìàëüíî áîëåå
ñëàáûì óñëîâèåì:

∞∑

k=1

dkck(λk)n = 0, n = 0, 1, 2 . . .

5.4.4. Âûâåäåì òåïåðü êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿöèîí-
íîé çàäà÷è (5.47) â ïðîñòðàíñòâå [1, g(ϕ)).

Òåîðåìà 5.18. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, ñî-
äåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g(−ϕ). Ïóñòü, äà-
ëåå, âûïîëíåíî óñëîâèå A1) è â A(G) èìååòñÿ ñ. í. ð. í. ïî ñèñòåìå
EΛ.

Òîãäà çàäà÷à (5.47) ðàçðåøèìà â [1, g) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè ñïðàâåäëèâî îäíî èç äâóõ ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé:

a1) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (5.53), ðàâåíñòâî (5.55) âûïîëíÿåòñÿ
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è, íàêîíåö,

lim
n→∞

[
1
|λn| ln |dn| − g(arg λn)

]
< 0; (5.57)
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a2) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (5.57) è
∑∞

k=1 bkdk = 0 äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë {bk}∞k=1 òàêèõ, ÷òî

∑∞
k=1 bkeλkz � ñ. í. ð. í.

â A(G) ïî ñèñòåìå EΛ.
C I. Òî, ÷òî óòâåðæäåíèå a1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ðàçðå-

øèìîñòè çàäà÷è (5.47) â [1, g), âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.17 è çàìå÷àíèÿ,
ñäåëàííîãî ïîñëå åå äîêàçàòåëüñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå (5.57)
(î÷åâèäíî, íåîáõîäèìîå äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (5.47) â [1, g)) ðàâ-
íîñèëüíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî q ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî

lim
n→∞

[
1
|λn| ln |dn| − qg(arg λn)

]
6 0.

Åñëè ïîëîæèòü g1(θ) = qg(θ)è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå a1)
èìååò ìåñòî, òî ïî òåîðåìå 5.17 çàäà÷à (5.47) ðàçðåøèìà â [1, g1] è
ïîäàâíî â [1, g). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çàäà÷à (5.47) ðàçðåøèìà
â [1, g), òî íàéäåòñÿ ÷èñëî q ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî ðåøåíèå v(λ) çà-
äà÷è (5.47) èç [1, g) ïðèíàäëåæèò êëàññó [1, qg]. Îñòàåòñÿ âíîâü ñî-
ñëàòüñÿ íà òåîðåìó 5.17 è çàìå÷àíèÿ ê íåé.

II. 1) Ïóñòü òåïåðü èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå a2) è ïóñòü∑∞
k=1 ckeλkz � ñ. í. ð. í. â A(G) ïî ñèñòåìå EΛ (îíî ñóùåñòâóåò ñîãëàñ-

íî èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû). Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ (5.57)
ðÿä

∑∞
n=1 cndneλnz ñõîäèòñÿ â A(Kδ) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0 è

åãî ñóììà ðàâíà íóëþ. Ïðè ýòîì âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü (óìåíüøèâ
â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ÷èñëî δ), ÷òî Kδ = {z : |z| 6 δ} ⊂ G. Ïóñòü
G1 � âûïóêëàÿ ïîäîáëàñòü G òàêàÿ, ÷òî G1 + Kδ ⊂ G. Ïîëîæèì
Φ1(λ) = L(λ)Φ(λ), H1(λ) = L(λ)H(λ), ãäå L(λ) � ïðîèçâîëüíî çà-
ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ èç Mg,

Φ(λ) =
∞∑

n=1

cn

λ− λn
, H(λ) =

∞∑
n=1

cndn

λ− λn
.

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ1 ∈ A(C) è H1 ∈ A(C). Êðîìå òîãî, êàê ïîêàçàíî â
íà÷àëå ï. 5.4.2, Φ(λ) = e−λz

∑∞
n=1

cneλnz

λ−λn
ïðè ëþáûõ z ∈ G è λ 6∈ Λ. Èç

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì z èç G

ôóíêöèè Φ(λ) è
∑∞

n=1
cneλnz

λ−λn
èìåþò (êàê ôóíêöèè îò λ) îäíè è òå æå

íóëè îäèíàêîâîé êðàòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè λ0 � íóëü êðàòíîñòè
p ôóíêöèè Φ(λ) =

∑∞
n=1

cn

λ−λn
, òî λ0 � íóëü êðàòíîñòè p ôóíêöèè

∑∞
n=1

cneλnz

λ−λn
ïðè ëþáîì z èç G, îòêóäà

∑∞
n=1

cneλnz

(λ0−λn)s = 0 äëÿ âñåõ
s 6 p − 1 è z ∈ G. Íî òîãäà äëÿ òåõ æå s 6 p − 1

∑∞
n=1

cneλnz

(λ0−λn)s �
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c. í. ð. í. â A(G) è â ñèëó óòâåðæäåíèÿ a2)
∑∞

n=1
dncn

(λ0−λn)s = 0, s =
0, 1, . . . , p−1. Ñëåäîâàòåëüíî, λ0 � íóëü êðàòíîñòè > p ôóíêöèè H(λ)
è, òàêèì îáðàçîì, H1(λ)

Φ1(λ) = H (λ)
Φ(λ) ∈ A(C).

Ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 5.17 èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.47) èìå-
åò ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå [1, g1(ϕ)], ãäå g1(−ϕ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ
îáëàñòè G1. Ïîäàâíî ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà â [1, g).

2) Ïóñòü, îáðàòíî, çàäà÷à (5.47) ðàçðåøèìà â [1, g(ϕ)). Òîãäà
óñëîâèå (5.57), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü òåïåðü

∑∞
n=1 bneλnz �

êàêîå-ëèáî í. ð. í. ïî EΛ â A(G). Âûáåðåì òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóê-
ëóþ ôóíêöèþ g1(ϕ) òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ [0, 2π] 0 < g1(ϕ) <
g(ϕ) è v ∈ [1, g1(ϕ)], ãäå v(λ) � ñóùåñòâóþùåå ïî ïðåäïîëîæåíèþ
ðåøåíèå çàäà÷è (5.47) èç [1, g). Ïóñòü W (t) � ôóíêöèÿ, àññîöèèðî-
âàííàÿ ñ v(λ) ïî Áîðåëþ, à η > 0 âûáðàíî òàê, ÷òî Gη

1 + K3η ⊂ G.
Åñëè Γη = ∂(G2η

1 ), òî
∞∑

n=1

dnbneλnz =
1

2πi

∫

Γη

W (t)
∞∑

n=1

bneλn(z+t) dt = 0,

êîãäà z ∈ Kη/2. Ïîëàãàÿ z = 0, ïîëó÷èì
∑∞

n=1 bndn = 0, ÷åì è
çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. B

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïîïóòíî óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò, êîòîðûé âñêîðå áóäåò âîñòðåáîâàí. Ïóñòü G � ñîäåðæàùàÿ
íà÷àëî êîîðäèíàò îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ îïîðíîé ôóíê-
öèåé g(−ϕ), êëàññ Mg íåïóñò è â A(G) èìååòñÿ ñ. í. ð. í. ïî ñèñòå-
ìå EΛ. Ïóñòü, äàëåå, {dn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ
÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5.57). Òîãäà èíòåðïîëÿöèîííàÿ
çàäà÷à (5.47) ðàçðåøèìà â [1, g(ϕ)) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñ-
ëè

∑∞
n=1 dnbn = 0, ãäå

∑∞
n=1 bneλnz = 0 � ëþáîå c. í. ð. í. â A(G)

ïî EΛ.
Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {dk}∞k=1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (5.57), ðàâíîñèëüíû òàêèå
óòâåðæäåíèÿ:

I)
∑∞

n=1 dnbn = 0, åñëè
∑∞

n=1 bneλnz � ëþáîå ñ. í. ð. í. ïî EΛ â
A(G);

II)
∑∞

n=1 dnbn = 0, åñëè
∑∞

n=1 bneλnz � ëþáîå í. ð. í. ïî EΛ â
A(G).

5.4.5. Ïðèâåäåì ïðèëîæåíèå òåîðåìû 5.18 ê ÀÏÑ ýêñïîíåíò â
A(G).
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Òåîðåìà 5.19. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, ñî-
äåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g(−ϕ). Ïóñòü, äà-
ëåå, Λ = (λn)∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë è EΛ := (exp λkz)∞k=1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðî-
ñòðàíñòâå [1, g(ϕ)] èìååòñÿ îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ôóí-
êöèÿ L(λ) òàêàÿ, ÷òî L(λn) = 0 ïðè ëþáîì n > 1.

Òîãäà íàëè÷èå â A(G) í. ð. í. ïî ñèñòåìå EΛ íåîáõîäèìî è â ñëó-
÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (5.48), äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà
áûëà ÀÏÑ â A(G).

C Íåîáõîäèìîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ óæå ïðèìåíÿâøèìñÿ ïðèåìîì.
Åñëè EΛ � ÀÏÑ â A(G), òî ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî ñõîäÿùååñÿ â
A(G) ðàçëîæåíèå z ïî ñèñòåìå EΛ: z =

∑∞
n=1 aneλnz. Äèôôåðåí-

öèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì, ÷òî 1 =
∑∞

n=1 λnaneλnz ïðè ëþáîì
z ∈ G, ãäå ñóùåñòâóåò n0 > 1 : λn0 · an0 6= 0. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ
ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî åùå ðàç, ïðèäåì ê í. ð. í. â A(G) ïî ñèñòåìå
EΛ:

∑∞
n=1(λn)2aneλnz = 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ G.

Ïóñòü, îáðàòíî,
∑∞

n=1 bneλnz = 0 � í. ð. í. ïî ñèñòåìå EΛ â A(G).
Ïîëîæèì N1 := {m > 1 : bm 6= 0}. Òàê êàê âñå ÷èñëà λn ïîïàð-
íî ðàçëè÷íû, òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé {eλkz}N

k=1

ëèíåéíî íåçàâèñèìà â A(G) (ýòî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, è èç ðàññóæ-
äåíèé, ïðîâåäåííûõ â ï. 3.1.7). Òîãäà N1 = {bmk

}∞k=1, 1 6 mk ↑ ∞.
Ïóñòü µk := λmk

, βk := bmk
, k = 1, 2, . . . ßñíî, ÷òî

∑∞
k=1 βkeµkz = 0 �

ñ. í. ð. í. â A(G) ïî ñèñòåìå EΛ1 , ãäå Λ1 = (µk)∞k=1 è lim
k→∞

ln k
|µk| = 0.

Ïðè ýòîì L(µk) = 0, k = 1, 2, . . . , è êëàññ Mg íåïóñò. Ïî çàìå÷à-
íèþ ê òåîðåìå 5.18 èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à

y(µk) = δk, k = 1, 2, . . . ,

ðàçðåøèìà â [1, g(ϕ)) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {δk}∞k=1 òàêîé,
÷òî lim

k→∞

[
1
|µk| ln |δk| − g(arg µk)

]
< 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑∞
k=1 δkck = 0, ãäå

∑∞
k=1 ckeµkz = 0 � ïðîèçâîëüíîå í. ð. í. â A(G)

ïî ñèñòåìå EΛ.
Ââåäåì, êàê â ï. 3.9.5, ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

A2 := A2(EΛ1 , A(G)) =

=
{

a = (ak)∞k=1 : lim
k→∞

[
1
|µk| ln |ak|+ g(arg µk)

]
6 0

}
,



300 Ãëàâà 5. Ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì

Â1 := Â2(EΛ1 , A(G)) =

=
{

b = (bk)∞k=1 : lim
k→∞

[
1
|µk| ln |bk| − g(arg µk)

]
< 0

}

è óñòàíîâèì ìåæäó ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè îòäåëèìóþ äâîéñòâåí-
íîñòü ïîñðåäñòâîì áèëèíåéíîé ôîðìû 〈a, b〉 =

∑∞
k=1 akbk. Ïðîñòðàí-

ñòâî A2 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå ñ îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ
ñ÷åòíûì íàáîðîì íîðì ‖a‖n := supk>1 |ak|e|λk|g(arg λk)qn , n = 1, 2, . . . ,
ãäå 0 < qn ↑ 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qn}∞n=1 çàôèêñèðîâàíà.

Îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ LΛ1 :

∀ a ∈ A2 → LΛ1a =
∞∑

k=1

akeµkz ∈ A(G),

êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îïå-
ðàòîðîì èç A2 â A(G), à ñîïðÿæåííûé ñ íèì îïåðàòîð (LΛ)′ èìååò
âèä:

(LΛ)′=`(f) : ∀ f ∈ [1, h) = (A(G))′→ `(f) = {f(µk)}∞k=1 ∈ Â2 = (A2)′.

Ïî çàìå÷àíèþ ê òåîðåìå 5.18 îáðàç

`([1, h)) =
{
(f(µk))∞k=1 : f ∈ [1, h)

}

ñîïðÿæåííîãî ê LΛ îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
{

b(bk)∞k=1 ∈ Â2 : 〈a, b〉 = 0, åñëè
∞∑

k=1

akeµkz = 0 � í. ð. í. â A(G) ïî ñèñòåìå EΛ1

}
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, `([1, h)) ñîâïàäàåò ñ ïîëÿðîé (L−1
Λ1

(0))0 ÿäðà L−1
Λ1

(0)
îïåðàòîðà LΛ1 . Íî, êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [143, ñ. 685�
686]), (L−1

Λ1
(0))0 � ñëàáî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Â2,

òîïîëîãèÿ â êîòîðîì îïèñàíà â ï. 3.9.5. Ïî òåîðåìå 3.31 EΛ1 � ÀÏÑ
â A(G). Íî òîãäà EΛ � ïîäàâíî ÀÏÑ â A(G) è äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 5.19 çàêîí÷åíî. B

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â C è ïóñòü EΛ :=
(exp λkz)∞k=1, ãäå λk ∈ C äëÿ ëþáîãî k > 1. Íàëè÷èå í. ð. í. â A(G) ïî
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ñèñòåìå EΛ íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A1)
è îáëàñòü G îãðàíè÷åíà, è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áû-
ëî ðàçëîæèòü â àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â A(G) ðÿä ïî ñèñòåìå EΛ

ëþáóþ ôóíêöèþ èç êàêîãî-íèáóäü ïîäêëàññà F ïðîñòðàíñòâà A(G),
ñîäåðæàùåãî ôóíêöèþ z, è, â ÷àñòíîñòè, ëþáóþ ôóíêöèþ èç òàêèõ
êëàññîâ: 1) F � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé az + b, a ∈ C,
b ∈ C; 2) F = S � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ; 3) A(C) � êëàññ âñåõ
öåëûõ ôóíêöèé; 4) A(Ḡ) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé, ëîêàëüíî-
àíàëèòè÷åñêèõ íà âûïóêëîì êîìïàêòå Ḡ; 5) Am

c (G) � êëàññ âñåõ
ôóíêöèé èç A(G), èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå â G äî ïî-
ðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî; 6) A(G).

Çàìå÷àíèå. Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ñëåäñòâèè, ìîæíî óñè-
ëèòü ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ íåêîòîðûõ ïîäêëàññîâ F èç A(G). Íàïðè-
ìåð, â [45, òåîðåìà 18] óñòàíîâëåí òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.20. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ëþáóþ öåëóþ ôóíêöèþ ìîæíî áûëî ðàçëîæèòü â
àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â A(G) ðÿä ïî ñèñòåìå EΛ, íåîáõîäèìî, à â
ñëó÷àå, êîãäà supk>1

k
|λk| < +∞, è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â A(G) èìåëîñü

í. ð. í ïî EΛ.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå F â ñëåäñòâèè òåîðåìû 5.19

ìîæíî âçÿòü è ëþáîå ïîäìíîæåñòâî A(G), ñîäåðæàùåå õîòÿ áû îä-
íó ôóíêöèþ âèäà P(z)eαz, ãäå P(z) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí è
α 6= λn, n ∈ N.

5.4.6. Ïðè èññëåäîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (5.47) â
[1, g1(ϕ)] âñþäó â äàííîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî

g(ϕ) > g1(ϕ) > 0 ∀ϕ ∈ [0, 2π],

ò. å. 0 ∈ Ḡ1 ⊂ G. Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà Ḡ1 ⊂
G, íî óñëîâèå 0 ∈ Ḡ1 óæå íå îáÿçàòåëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïîäîáðàòü òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî a = |a|eiγ , ÷òî 0 ∈ Ḡ1+a ⊂ G+a.
Ïóñòü
g3(−ϕ) := g1(−ϕ) + |a| cos(γ − ϕ), g4(−ϕ) := g(−ϕ) + |a| cos(γ − ϕ).

(Êàê âûøå, g1(−ϕ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè G1, à g(−ϕ) � îá-
ëàñòè G.) Òîãäà ïðè ëþáîì ϕ ∈ [0, 2π] 0 6 g3(ϕ) < g4(ϕ). Ìåæäó
êëàññàìè [1, g1] è [1, g3], à òàêæå ìåæäó êëàññàìè [1, g) è [1, g4) ìîæ-
íî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ïî ôîðìóëå

y(λ)eaλ = v(λ), y ∈ [1, g1], v ∈ [1, g3].
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èëè, ñîîòâåòñòâåííî,

y(λ)eaλ = v(λ), y ∈ [1, g), v ∈ [1, g4).

Ïðè ýòîì çàäà÷à (5.47): y(λn) = dn, n = 1, 2, . . . , ðàçðåøèìà â [1, g1]
èëè â [1, g) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êëàññå [1, g3] (ñîîòâåòñòâåí-
íî, [1, g4)) ðàçðåøèìà çàäà÷à

v(λn) = dneaλn , n = 1, 2, . . .

Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à â êëàññàõ [1, g3] è [1, g4] èññëåäîâàíà âûøå. ×è-
òàòåëü ìîæåò ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ, ñîâåðøåí-
íî àíàëîãè÷íûõ òåîðåìàì 5.14�5.19.

5.4.6. Èçëîæåííûå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
àâòîðîì âî âòîðîé ïîëîâèíå 70-õ ãã. XX âåêà. Ïîñëå îäíîãî åãî äî-
êëàäà íà êîíôåðåíöèè â Óôå À. À. Ãîí÷àð îáðàòèë âíèìàíèå äî-
êëàä÷èêà íà ðàáîòó [150]. Â ýòîé ñòàòüå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî G �
æîðäàíîâà îáëàñòü â C, ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ E(G) âñåõ öåëûõ
ôóíêöèé (ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà) f(z), ïðåäñòàâèìûõ ïðè ëþáîì
z èç C â âèäå ðÿäà f(z) =

∑∞
k=1 akeµkz, â êîòîðîì {ak}∞k=1 ∈ `1,

à {µk}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
òî÷åê èç G, íå èìåþùàÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê â G. Â êëàññå E(G) ââî-
äèòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì òîïîëîãèÿ (ôàêòîð-òîïîëîãèÿ), â êî-
òîðîé E(G) ÿâëÿåòñÿ B-ïðîñòðàíñòâîì. Â ðàáîòå [150] äàåòñÿ ñòðóê-
òóðíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà E(G), èç êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëå-
äóåò, ÷òî åñëè G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé
ôóíêöèåé g(−ϕ), òî [1, g(ϕ)) ⊆ E(G) ⊆ [1, g(ϕ)]. Äàëåå, â [150] ôèê-
ñèðóåòñÿ êàêàÿ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Λ {λn}∞n=1 èç G, íå
èìåþùàÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê â G, è íàõîäèòñÿ ðÿä êðèòåðèåâ òîãî,
÷òî EΛ := {exp λkz}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ `1-ïðåäñòàâëÿþùåé â E(G), ò. å.
òîãî, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ y(z) èç E(G) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ðÿäà

y(z) =
∞∑

k=1

ykeλkz, {yk}∞k=1 ∈ `1

(íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå òàêîé ðÿä ñõîäèòñÿ àá-
ñîëþòíî â E(G)). Îäèí èç ýòèõ êðèòåðèåâ, ïîëó÷åííûõ â [150],
è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â E(G) èìååòñÿ í. ð. í. ïî ñèñòåìå EΛ∑∞

k=1 ckeλkz = 0, z ∈ C, ñ êîýôôèöèåíòàìè {ck}∞k=1 èç `1.
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Ê ñîæàëåíèþ, ýòà ðàáîòà (íà íàø âçãëÿä, âåñüìà èíòåðåñíàÿ è
èìåþùàÿ çàêîí÷åííûé õàðàêòåð) íå íàøëà ïðîäîëæåíèÿ ïðèìåíè-
òåëüíî ê äðóãèì ïðîñòðàíñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ è áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé (âî âñÿêîì ñëó÷àå àâòîðó íåèçâåñòíû êàêèå-
ëèáî ïóáëèêàöèè â ýòîì íàïðàâëåíèè). Êðîìå òîãî, îíà ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçóåò òåõíèêó, õàðàêòåðíóþ äëÿ B-ïðîñòðàíñòâ è íåïðè-
ìåíèìóþ (áåç ñåðüåçíîãî åå èçìåíåíèÿ) ê íåáàíàõîâûì ïðîñòðàíñò-
âàì.

Ïîçäíåå, â íà÷àëå 70-õ ãã., ñâÿçü ìåæäó âîçìîæíîñòüþ ðàçëîæå-
íèÿ ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè èç íåêîòîðîãî ïîäêëàññà ïðî-
ñòðàíñòâà A(G), ãäå G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â G, â
ñõîäÿùèéñÿ â A(G) ðÿä ïî ñèñòåìå EΛ = {exp λkz}∞k=1, λk ∈ C,
lim

k→∞
|λk| = ∞, ñ îïðåäåëåííûì îáðàçîì âû÷èñëåííûìè êîýôôèöè-

åíòàìè, è íàëè÷èåì â A(G) í. ð. í. ïî ñèñòåìå EΛ ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè îïðåäåëåííîãî âèäà, áûëà èñïîëüçîâàíà â öèêëå èññëåäîâàíèé
À. Ô. Ëåîíòüåâà î ðàçëîæåíèè â ðÿäû ýêñïîíåíò ôóíêöèé, àíàëè-
òè÷åñêèõ â îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè. Ïðèâåäåì îäèí èç îñ-
íîâíûõ ðåçóëüòàòîâ À. Ô. Ëåîíòüåâà, ïîëó÷åííûõ â ýòîì íàïðàâëå-
íèè [100].

Òåîðåìà 5.21 [100]. Ïóñòü G � ñîäåðæàùàÿ z = 0 îãðàíè÷åííàÿ
âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g(−ϕ), L(λ) � öåëàÿ ôóíê-
öèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì g(ϕ) è ïðîñòûìè íóëÿìè
{λn}∞n=1. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ôóíêöèè f , (ëîêàëüíî) àíàëèòè÷åñêîé
íà Ḡ, ðÿä

∞∑

k=1

fkeλkz, fk =
1

2πi

∫

γ

f(t)ψk(t) dt, k = 1, 2, . . . , (5.58)

â êîòîðîì ψk(t) � ôóíêöèÿ, àññîöèèðîâàííàÿ ïî Áîðåëþ ñ ôóíê-
öèåé L(λ)

(λ−λk)L′(λk) , à γ � ñïðÿìëÿåìàÿ çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ,
ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ Ḡ è ëåæàùàÿ â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóí-
êöèè f .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä (5.58) ñõîäèëñÿ â îáëàñòè G ê ïîðîäèâøåé
åãî ôóíêöèè f , êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèÿ f èç Ā(Ḡ), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

∞∑
n=1

eλnz

L′(λn)
= 0 ∀ z ∈ G.



304 Ãëàâà 5. Ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû À. Ô. Ëåîíòüåâ ïîëó÷èë ñâîé âàæ-
íåéøèé â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ
f èç A(G) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ â A(G) ðÿäà
f(z) =

∑∞
k=1 fkeλkz, è óêàçàë ñïîñîá (â îáùåé ñèòóàöèè âåñüìà ñëîæ-

íûé) îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ fk.
Ýòè èññëåäîâàíèÿ, îïóáëèêîâàííûå â öèêëå ðàáîò À. Ô. Ëåîí-

òüåâà è ïîäûòîæåííûå â ìîíîãðàôèè [100], áûëè ïðîäîëæåíû â
70�80-õ ãã. XX âåêà À. Ô. Ëåîíòüåâûì, åãî ó÷åíèêàìè è ïîñëåäî-
âàòåëÿìè, ðàñïðîñòðàíåíû íà äðóãèå ïðîñòðàíñòâà àíàëèòè÷åñêèõ
è öåëûõ ôóíêöèé, à òàêæå íà ðÿäû ïî îáîáùåííûì ýêñïîíåíòàì
{Eρ(λkz)}∞k=1, ãäå Eρ(z) � ôóíêöèÿ Ìèòòàã � Ëåôôëåðà Eρ(z) =∑∞

n=0
zn

Γ(1+n/ρ) , 0 < ρ < ∞.

Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè îïèñûâàòü çäåñü áîëåå ïîäðîáíî ýòè ðå-
çóëüòàòû (çíà÷èòåëüíàÿ èõ ÷àñòü èçëîæåíà ñ äîñòàòî÷íîé ïîëíî-
òîé â ìîíîãðàôèÿõ [100�103]), îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà îäíîì âîïðîñå,
à èìåííî, íà ðàçëè÷èè â ìåòîäàõ, èñïîëüçîâàííûõ À. Ô. Ëåîíòüå-
âûì è àâòîðîì ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëîæåíèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóí-
êöèé â ðÿäû ýêñïîíåíò. Ýòî ðàçëè÷èå îòìå÷àë è ñàì À. Ô. Ëåîí-
òüåâ (ñì., íàïðèìåð, [101]). Èññëåäîâàíèÿ À. Ô. Ëåîíòüåâà, âèä-
íîãî ïðåäñòàâèòåëÿ çíàìåíèòîé ðîññèéñêîé øêîëû òåîðèè ôóíê-
öèé è áëåñòÿùåãî ¾àíàëèñòà¿, âèðòóîçíî âëàäåâøåãî òåõíèêîé òîí-
êèõ è âåñüìà ñëîæíûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê, îñíîâàíû íà ïî-
ñòðîåíèè öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñî ñïåöèôè÷åñêè-
ìè ñâîéñòâàìè, îïðåäåëÿåìûìè õàðàêòåðîì ðàñïðåäåëåíèÿ åå íó-
ëåé, à òàêæå íà äåòàëüíîì èçó÷åíèè ñèñòåìû ôóíêöèé {ψn(t)}∞n=1

èç Ā0(CG), áèîðòîãîíàëüíîé ê ñèñòåìå EΛ = (eΛkz)∞k=1. Íà çàâåð-
øàþùåì ýòàïå ðàññóæäåíèé ïðèâëåêàëñÿ òàêæå ëèíåéíûé äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è ñèìâîëîì (õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé) èç [1, 0].
Ïðè ýòîì À. Ô. Ëåîíòüåâ ïðèìåíÿë èñêëþ÷èòåëüíî ìåòîäû ¾÷è-
ñòîé¿ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ïðåæäå âñåãî öå-
ëûõ ôóíêöèé, íå èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà.

Ïîäõîä æå Þ. Ô. Êîðîáåéíèêà îñíîâàí ïðåæäå âñåãî íà îáùåé
òåîðèè äâîéñòâåííîñòè â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ðàçó-
ìååòñÿ â ñî÷åòàíèè ñ òåîðèåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé). Ïðè ýòîì
êîíå÷íîé öåëüþ áûëî ïîëó÷åíèå êðèòåðèåâ ðàçëîæèìîñòè ëþáîãî
ýëåìåíòà x èç ÏÎËÂÏ H â ðÿä (íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííûé) ïî
ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå ýêñïîíåíò (eλkz) (à â ïîñëåäóþùåì � ïî áî-
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ëåå îáùèì ñèñòåìàì), ñõîäÿùèéñÿ (èëè àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ) â
H. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì ýôôåêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â îáùåé ñèòóàöèè íå óêàçûâàëñÿ, à ëèøü
èñïîëüçîâàëñÿ ñàì ôàêò íàëè÷èÿ ïîäîáíîãî ðàçëîæåíèÿ â H äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà x èç H.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, îïóá-
ëèêîâàíû â ñòàòüå àâòîðà [45]. Â äàëüíåéøåì îíè áûëè ðàñïðîñòðà-
íåíû íà áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ðîëü ýêñïîíåíò èãðàëè
ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñ îïðåäåëåí-
íûìè ñâîéñòâàìè (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó ðàáîòû Þ. Ô. Êîðîáåéíèêà
è åãî ó÷åíèêîâ À. Â. Àáàíèíà, Ñ. Í. Ìåëèõîâà, Â. Á. Øåðñòþêîâà,
íàïðèìåð, [3, ãë. I; 4; 44; 47, ãë. IV; 59; 60; 62; 86; 113; 140; 158]).

5.4.8. Â íàñòîÿùåé êíèãå ïðè èññëåäîâàíèè îñíîâíûõ åå îáúåê-
òîâ � ðÿäîâ ïî ýêñïîíåíòàì è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì ýêñïîíåíò
íåîäíîêðàòíî âñòðå÷àëàñü (êàê ïðàâèëî, ñêîðåå â êà÷åñòâå âñïîìîãà-
òåëüíîãî àïïàðàòà äëÿ èçó÷åíèÿ ðÿäîâ è ÏÑ èç ýêñïîíåíò) èíòåðïî-
ëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.47) â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé (ãëàâà 1, ðàçäåë 1.4; ãëàâà 3, ðàçäåë 3.9).

Ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è (5.47) ìîæíî â îáùèõ ÷åðòàõ îïè-
ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàåòñÿ êàêîå-òî ïðîñòðàíñòâî H ôóí-
êöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Q èç C, è ôèêñèðî-
âàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {λn}∞n=1 èç Q, íå èìåþùàÿ ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê â Q. Äàëåå áåðåòñÿ ïðîñòðàíñòâî DH ÷èñëîâûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ H {y(λn)}∞n=1 ∈ DH ,
ôèêñèðóåòñÿ êàêîå-ëèáî åãî ïîäïðîñòðàíñòâî D1

H è îòûñêèâàþòñÿ
óñëîâèÿ (ïî âîçìîæíîñòè, êðèòåðèàëüíîãî õàðàêòåðà), ïðè êîòîðûõ
èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (5.47) èìååò ðåøåíèå y â H äëÿ ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {dm}∞m=1 èç D1

H , èëè, â äðóãèõ òåðìèíàõ, óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ çàäà÷à D1

H , (5.47) ðàçðåøèìà. Åñëè ââåñòè îïåðàòîð
èíòåðïîëèðîâàíèÿ T : H → CN : ∀ y ∈ H → {y(λn)}∞n=1 ∈ CN è
ïîëîæèòü T (H) :=

{{y(λn)}∞n=1 : y ∈ H
}
, òî òîëüêî ÷òî ñêàçàííîå

ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïî ïðîñòðàíñòâó H è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λn}∞n=1 èç QN îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî DH ïðîñòðàíñòâà CN òàêîå, ÷òî T (H) ⊆ DH ,
ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî D1

H ïðîñòðàíñòâà DH è íà-
õîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ D1

H ⊆ T (H). Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâà
D1

H , ó÷àñòâóþùèå â ðàçëè÷íûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷àõ (5.47),
ðàññìàòðèâàâøèõñÿ â ýòîé êíèãå, ìîãóò äîâîëüíî ðåçêî îòëè÷àòüñÿ
äðóã îò äðóãà. Ïðåæäå ÷åì îïèñàòü áîëåå òî÷íî ýòè ðàçëè÷èÿ, ââå-
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äåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Èìåííî, íàçîâåì ïîäïðîñòðàíñòâî D1
H

ïðîñòðàíñòâà DH :
à) ôèíèòíî ïîëíûì, åñëè D1

H ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Φ âñåõ ôè-
íèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (d1, d2, . . . , dn, 0, 0, 0, . . .), dk ∈ C äëÿ
ëþáîãî k > 1; n = 1, 2, . . . è, â ÷àñòíîñòè, âñå îðòû e(m) = {δk,m}∞k=1,
m = 1, 2, . . . , ãäå, êàê îáû÷íî, δk,m � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ò. å. δk,m = 0,
åñëè k 6= m, è δm,m = 1, m = 1, 2, . . . ;

á) ïî÷òè ôèíèòíî ïîëíûì, åñëè D1
H ñîäåðæèò âñå îðòû e(m), m =

1, 2, . . . , êðîìå êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà;
â) ôèíèòíî íåïîëíûì, åñëè íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî îð-

òîâ {e(nk)}∞k=1
, nk ↑ +∞, íå ïðèíàäëåæèò D1

H ;
ã) ïî÷òè ôèíèòíî òîùèì, åñëè D1

H ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî îðòîâ {e(mk)}N

k=1
, N < +∞;

ä) ôèíèòíî òîùèì, åñëè D1
H íå ñîäåðæèò íè îäíîãî îðòà.

Â ñèòóàöèè, ðàññìîòðåííîé â ïï. 1.4.3�1.4.5, ìîæíî ïîëîæèòü

Q = C, H = [1, 0],

D1
H = DH :=

{
d = (dk)∞k=1 : `Λ(d) := lim

n→∞
1
|λn| ln |dn| = 0

}
.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî D1
H (= DH) ôèíèòíî ïîëíî.

Åñëè æå ïðè òåõ æå Q, {λk}∞k=1, H è DH â êà÷åñòâå D1
H âçÿòü

ïðîñòðàíñòâî D
(m)
H := {d = (dk)∞k=1 ∈ DH : dk = 0, k = 1, 2, . . . , m},

ãäå m � ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî D1
H =

D
(m)
H ïî÷òè ôèíèòíî ïîëíî. Ïðè ýòîì, åñëè èíòåðïîëÿöèîííàÿ çà-

äà÷à DH , (5.47) ðàçðåøèìà, òî ïðè ëþáîì m > 1 èíòåðïîëÿöèîííàÿ
çàäà÷à D

(m)
H , (5.47) òàêæå ðàçðåøèìà.

Òî÷íî òàê æå, åñëè Q = C, H = [1, h(ϕ)] èëè H = [1, h(ϕ)), ãäå
h(ϕ) � ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàííàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ,

DH =
{

d = (d)∞k=1 : `h
Λ(d) := lim

k→∞

[
1
|λk| − h(arg λk)

]
6 0

}

(ñîîòâåòñòâåííî, â ñëó÷àå H =[1, h(ϕ)) DH ={d=(d)∞k=1 : `h
Λ(d)<0}),

òî ïðîñòðàíñòâî D1
H = DH ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî ïîëíûì (çàäà÷à

DH , (5.47) íàçûâàåòñÿ â äàííîé ñèòóàöèè â ñòàòüå [19] çàäà÷åé ñâî-
áîäíîé èíòåðïîëÿöèè). Åñëè æå â êà÷åñòâå D1

H âçÿòü D
(m)
H = {d =

(dk)∞k=1 ∈ DH : ds = 0, 1 6 s 6 m}, òî, êàê âûøå, D
(m)
H � ïî÷òè
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ôèíèòíî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî. È çäåñü èç ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿ-
öèîííîé çàäà÷è DH , (5.47) ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à D

(m)
H , (5.47) òàêæå

ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì m > 1.
×òî æå êàñàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (5.47), ðàññìîòðåííîé

â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, òî îíà èìååò íåñêîëüêî èíîé õàðàêòåð. Èìåí-
íî, äëÿ íåå H = [1, g1] èëè H = [1, g), ãäå g(−ϕ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ
ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G, à
g1(−ϕ) � åå âûïóêëîãî êîìïàêòà G1, òàêæå ñîäåðæàùåãî íà÷àëî êî-
îðäèíàò. Äàëåå, Λ = (λn)∞n=1 � ôèêñèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5.48), à

DH =
{
d = (dn)∞n=1 : `g

Λ(d) < 0
}
,

åñëè H = [1, g(ϕ)), è DH =
{
d ∈ CN : `g1

Λ (d) 6 0
}
, êîãäà H = [1, g1(ϕ)].

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ DH � ôèíèòíî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, è åñëè ïîëî-
æèòü D1

H = DH , òî ïîëó÷àåì èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó DH , (5.47),
óæå ðàññìîòðåííóþ ðàíåå (êàê çàäà÷ó ¾ñâîáîäíîé èíòåðïîëÿöèè¿).

Íî åñëè ïîëîæèòü

D1
H = D0

H :=
{

d = (dk)∞k=1

∣∣∣ d ∈ DH è
∞∑

k=1

dkck = 0

äëÿ ëþáîãî í. ð. í. â A(G) :
∞∑

k=1

ckeλkz = 0, z ∈ G

}

è ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð ýêñïîíåíò
{eµkz}N

k=1 ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîìïëåêñíûìè ïîêàçàòåëÿìè
{µk}N

k=1 ëèíåéíî íåçàâèñèì â A(G), òî ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ (ck)∞k=1

ëþáîãî í. ð. í. â A(G) âñåãäà íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî îò-
ëè÷íûõ îò íóëÿ {cn`

}∞`=1, n` ↑ ∞. Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, òîãäà
e(n`) /∈ D0

H ïðè ëþáîì ` > 1 è, òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî D0
H ôè-

íèòíî íåïîëíî. Áîëåå òîãî, åñëè äëÿ ëþáîãî íîìåðà m > 1 íàéäåòñÿ
í. ð. í. â A(G) ïî ñèñòåìå EΛ

∑∞
s=1 cse

λsz = 0 òàêîå, ÷òî cm 6= 0 (òàê,
íàïðèìåð, áóäåò, åñëè â A(G) èìååòñÿ ñ. í. ð. í. ïî EΛ), òî e(m) /∈ D0

H

ïðè âñåõ m > 1 è ïðîñòðàíñòâî D0
H � ôèíèòíî òîùåå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî D0
H ôèíèòíî ïîëíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà â A(G) íåò íè îäíîãî í. ð. í. ïî EΛ.
5.4.9. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû î ñâÿçè ðàññìàòðèâàåìîé èí-

òåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è ñ ÀÏÑ ýêñïîíåíò â A(G).
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Ïóñòü 0 ∈ G, G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé
ôóíêöèåé g(−ϕ), EΛ = (expλkz)∞k=1, ãäå lim

k→∞
ln k
|λk| = 0, è LΛ � óæå

çíàêîìûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëåíèÿ:

∀ b = (bk)∞k=1 ∈ A2 :=
{

b(bk)∞k=1 : lim
k→∞

[
1
|λk| ln |bk|+ g(arg λk)

]
60

}
→

−→ LΛb =
∞∑

k=1

bkeλkz ∈ A(G).

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ï. 3.9.5 (ñì. òàêæå ï. 5.4.5), LΛ � ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç A2 â A(G), à ñîïðÿæåííûé ñ íèì îïåðàòîð
èìååò âèä

(LΛ)′ϕ = `Λϕ : ∀ y ∈ [1, g(ϕ)) −→ {y(λn)}∞n=1 ∈ Â2 =

=
{

f(fk)∞k=1 : lim
k→∞

[
1
|λk| ln |fk| − g(arg λk)

]
< 0

}
.

Äîïóñòèì, ÷òî EΛ � ÀÏÑ â (EΛ; A(G)) � çàìûêàíèè EΛ ïî òîïîëî-
ãèè A(G). Òîãäà LΛ � ýïèìîðôèçì A2 íà (EΛ; A(G)). Ñîãëàñíî îáùåé
òåîðèè äâîéñòâåííîñòè (ñì. ðàçäåë 3.9) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð
`Λ îòîáðàæàåò [1, g(ϕ)) íà çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ïðîñòðàí-
ñòâà Â2. Ïîëîæèì DH = M è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî M
ôèíèòíî ïîëíî. Ïóñòü Φ � ìíîæåñòâî âñåõ ôèíèòíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé. Òîãäà Φ ⊆ M è Φ̄ ⊆ M̄ = M . Íî, êàê íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ìíîæåñòâî Φ ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Â2 ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
ôèíèòíîé òîïîëîãèåé è ïîòîìó Φ̄ = M = Â2. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñ-
íî âñå òåì æå ðåçóëüòàòàì îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè, îïåðàòîð
LΛ = (`Λ)′ îòîáðàæàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íî A2 íà çàìêíóòîå ïîäìíî-
æåñòâî A(G), ò. å. íà ïðîñòðàíñòâî (EΛ; A(G)). Ñëåäîâàòåëüíî, EΛ �
àáñîëþòíûé áàçèñ â (EΛ; A(G)). Ïîýòîìó, åñëè ìû èùåì êðèòåðèé òî-
ãî, ÷òî EΛ � ÀÏÑ, íî íå ÀÁ â (EΛ; A(G)), òî íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ
îò ôèíèòíîé ïîëíîòû M , îáåñïå÷èâàþùåé ðàâåíñòâî M = Â2. Íî
òîãäà ïðèõîäèòñÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî àáñî-
ëþòíî ñõîäÿùååñÿ â A(G) í. ð. í. ïî ñèñòåìå EΛ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
èññëåäîâàíèè ÀÏÑ ýêñïîíåíò â A(G) âîçíèêàþò òàêèå èíòåðïîëÿöè-
îííûå çàäà÷è (5.47), êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû â äàííîì ðàçäåëå.
Óæå ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîäîáíûå çàäà÷è, íå èçáàëîâàííûå âíèìàíè-
åì ìàòåìàòèêîâ, çàñëóæèâàþò áîëåå îáñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Ïðè
ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî òàêèå æå èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è
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ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì
ôóíêöèé, áîëåå îáùèõ, ÷åì îáû÷íûå ýêñïîíåíòû (íàïðèìåð, ñèñòåì
{Eρ(λkz)}∞n=1 ïî îáîáùåííûì ýêñïîíåíòàì) â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

5.5. Î ãðàíè÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, ñëåäóÿ [48, ñ. 365�366], ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G ⊂ C ìîæíî ïîñòðîèòü
ðÿä ýêñïîíåíò âèäà (1.1) (ñ p = 1), ñóììà êîòîðîãî àíàëèòè÷íà, íî
íåîãðàíè÷åíà â îáëàñòè G. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ óæå íåîäíîêðàò-
íî âñòðå÷àâøàÿñÿ òåîðåìà Ïîëèà 5.4. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèìåíÿåòñÿ
çàòåì ê ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì áåñêîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñèìâîëîì èç [1, 0], ïîçâîëÿÿ
óñòàíîâèòü êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â õàðàêòåðå ãðàíè÷íîé ãëàäêîñòè
÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêîâ.

5.5.1. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ := {λk}∞k=1 ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê λk èç C òàêèõ, ÷òî

lim
k→∞

ln k

λk
= 0. (5.59)

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ω′ (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ
òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ω := {arg λk}∞k=1. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî
àðãóìåíò ëþáîé òî÷êè z èç C îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òàê ÷òî âñåãäà 0 6 arg z < 2π. Ïîýòîìó
Ω′ ⊆ [0, 2π].

Çàôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó φ0 èç Ω′ è âûäåëèì ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {µk}∞k=1, µk = λnk

, k = 1, 2, . . . , nk ↑ +∞, äëÿ êîòîðîé
lim

k→∞
arg µk = φ0.

Ïðîâåäåì ïðÿìóþ l ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé äåé-
ñòâèòåëüíóþ îñü â íà÷àëå êîîðäèíàò ïîä óãëîì −φ0 (îòíîñèòåëüíî
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè). Ïóñòü, äàëåå, M � òà ïîëóïëîñêîñòü, êî-
òîðàÿ îãðàíè÷åíà ïðÿìîé l è ñîäåðæèò ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé
èç êàêîé-ëèáî òî÷êè ïðÿìîé l â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì ëó-
÷ó arg z = −φ0. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Q(z0, δ) óãîë â ïîëóïëîñêîñòè
M ðàñòâîðà π − 2δ

(
0 < δ < π

2

)
ñ âåðøèíîé â êàêîé-ëèáî òî÷êå z0

ïðÿìîé l, ñîäåðæàùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê l â òî÷êå z0 è ñèììåòðè÷-
íûé îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Ïóñòü òåïåðü T � ëþáîé
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ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå z0, ëåæàùèé â Q(z0, δ). Âûáåðåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê {zn}∞n=1 íà T òàê, ÷òîáû ρ(zn, z0) = |zn − z0| ↓ 0.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dk}∞k=1 êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë òàêóþ, ÷òî

lim
n→∞

|dn| = +∞, (5.60)

è ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (îòíîñèòåëüíî xk):

∞∑

k=1

xk · exp(µkzn) = dn, n = 1, 2, . . . (5.61)

Äëÿ ëþáîãî n > 1 èìååì

zn − zn+1 = hneiφ, hn > 0,
π

2
+ δ − φ0 6 φ 6 3

2
π − δ − φ0.

Äàëåå, ïðè ëþáîì k > 1 µk = |µk|eiψk , ψk → φ0. Íî òîãäà

<e µk(zn − zn+1) = hn|µk| cos(ψk + φ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lim
k→∞

| exp µk(zn − zn+1)| = 0 äëÿ âñåõ n > 1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïîëèà 5.4 ñèñòåìà (5.61) èìååò õîòÿ áû îäíî
(íà ñàìîì � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íå èñïîëü-
çóåòñÿ) ðåøåíèå {xk}∞k=1 òàêîå, ÷òî âñå ðÿäû â ëåâîé ÷àñòè (5.61)
àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî lim
k→∞

arg µk = φ0, óñòàíàâëèâàåì àáñîëþòíóþ
ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑∞
k=1 xkeµkz âî âñåõ òî÷êàõ ïîëóïëîñêîñòè M . Ïðè

ýòîì, åñëè v(z) � ñóììà ýòîãî ðÿäà, òî v ∈ A(M), íî lim
n→∞

|v(zn)| = ∞
(â ñèëó ñîîòíîøåíèé (5.61)) è ïîòîìó v íåîãðàíè÷åíà â M .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî l ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ïîëóïëîñêîñòè M
àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
k=1 xkeµkz.

5.5.2. Ïóñòü, äàëåå, φ0 ∈ Ω′, D � îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ê îãðàíè÷åí-
íîé âûïóêëîé îáëàñòè G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàïðàâëåíèþ −φ0, è z0 �
îäíà èç òî÷åê îïîðû (z0 ∈ D ∩ Ḡ). Åñëè ãðàíèöà ∂G îáëàñòè G èìå-
åò êàñàòåëüíóþ â òî÷êå z0, òî ýòà êàñàòåëüíàÿ ñîâïàäàåò ñ D, è âñå
äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê z0 òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî â òî÷-
êå z0 ê ïðÿìîé D â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì −φ0, ïðèíàäëå-
æàò G. Åñëè æå â òî÷êå z0 èìåþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå îäíîñòîðîííèå
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êàñàòåëüíûå ê ∂G (êàê èçâåñòíî, îíè âñåãäà ñóùåñòâóþò), òî óãîë
ìåæäó ýòèìè äâóìÿ (îäíîñòîðîííèìè) êàñàòåëüíûìè ìåíüøå, ÷åì
π, è ñíîâà íàéäåòñÿ ëó÷, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè z0, âñå òî÷êè êîòîðî-
ãî, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê z0, ïðèíàäëåæàò G. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, åñëè
âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {zn}∞n=1 (íà ïåðïåíäèêóëÿðå èëè �
âî âòîðîì ñëó÷àå � ëó÷å), ñòðåìÿùóþñÿ ê z0, è ïîñòðîèòü îïèñàííûì
âûøå ñïîñîáîì ðÿä

∑∞
k=1 xkeλnk

z, òî åãî ñóììà v(z) àíàëèòè÷íà, íî
íå îãðàíè÷åíà â G (ïîäàâíî v /∈ AC(G)).

5.5.3. Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà

(Lay)(z) :=
∞∑

k=0

aky(k)(z) = f(z), (5.62)

â êîòîðîì a(λ) :=
∑∞

k=0 akλk � òðàíñöåíäåíòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ
èç êëàññà [1, 0]. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð La

íåïðåðûâåí â A(G), êàêîâà áû íè áûëà îáëàñòü G èç C, ïðè÷åì ðÿä∑∞
k=0 aky(k)(z) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå èç G è ðàâíîìåðíî

âíóòðè G.
Ïóñòü {λk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íó-

ëåé ôóíêöèè a(λ). Òîãäà, êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [98]
èëè [100]), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5.59) è, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, äëÿ
ëþáîé îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G íàéäåòñÿ ñõîäÿùèéñÿ àá-
ñîëþòíî â G ðÿä

∑∞
k=1 xkeλnk

z, ñóììà v(z) êîòîðîãî àíàëèòè÷íà, íî
íå îãðàíè÷åíà â G. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòè G
óðàâíåíèþ (Lay)(z) = 0, òàê êàê

La

( ∞∑

k=1

xkeλnk
z

)
=

∞∑

k=1

xkLa

(
eλnk

z
)
=

∞∑

k=1

xka(λnk
)eλnk

z = 0 ∀ z ∈ G.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ôóíêöèÿ f ëîêàëüíî-àíàëèòè÷íà íà Ḡ,
ò. å. àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G,
ñîäåðæàùåé Ḡ, òî ñîãëàñíî [34�36] íàéäåòñÿ ðåøåíèå y1(z) óðàâíå-
íèÿ (5.62) èç A(G1), óäîâëåòâîðÿþùåå åìó â g1 è ïîäàâíî â G. Òîãäà
ôóíêöèÿ w(z) := y1(z) + v(z) àíàëèòè÷íà, íî íå îãðàíè÷åíà â îá-
ëàñòè G è óäîâëåòâîðÿåò â ýòîé îáëàñòè óðàâíåíèþ (5.62). Ïîäàâíî
w /∈ AC(G), õîòÿ f ∈ AC(G). Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî
¾ïëîõîãî¿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.62) ïðè ¾õîðîøåé¿ ïðà-
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âîé ÷àñòè f íåâîçìîæíî â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà

p∑

k=0

aky(k)(z) = f(z), ap 6= 0, 1 6 p < +∞, (5.63)

â êîòîðîì a(z) =
∑p

k=0 akzk � ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà (ñòåïåíè) p. Êàê
õîðîøî èçâåñòíî èç êóðñîâ ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, åñëè 0 6 m 6 +∞, G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ
(áåñêîíå÷íî) ãëàäêîé ãðàíèöåé è f ∈ ACm(G), òî ëþáîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (5.63) èç A(G) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ACm+p(G).

Â ñâÿçè ñ èçëîæåííûì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâî-
âàíèè ¾õîðîøèõ¿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿä-
êà (5.62), ò. å. ðåøåíèé èç ïðîñòðàíñòâà A(G) ñ îïðåäåëåííîé äîïîë-
íèòåëüíîé ãëàäêîñòüþ íà ∂G â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü f ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé â Ḡ. Ýòîò âîïðîñ äîâîëüíî ïîäðîáíî
èññëåäîâàí â ðàáîòå [48]. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ñòàòüå óñòàíîâëåíî, ÷òî
åñëè G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, à ñèì-
âîë a(z) îïåðàòîðà La îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè (íàïðè-
ìåð, óêàçàííûìè â òåîðåìå Â èç [48]), òî ìíîæåñòâî Ef âñåõ ÷àñòíûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.62) èç A(G) âåñüìà ¾ïåñòðî¿ ïî îòíîøåíèþ ê
ñâîåé ãðàíè÷íîé ãëàäêîñòè â G: åñëè f ∈ AC(G), òî â Ef ñîäåðæàò-
ñÿ ðåøåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ íåîãðàíè÷åííûõ â G è çàêàí÷èâàÿ áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìûìè â Ḡ ðåøåíèÿìè. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ óðàâíå-
íèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (5.63) òàêîé ¾ðàçáðîñ¿ ãðàíè÷íîé ãëàäêîñòè
÷àñòíûõ ðåøåíèé íåâîçìîæåí.

5.6. Äðóãèå ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíò.
Ïðîáëåìû è ïåðñïåêòèâû

Èçëîæåííûé âûøå ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà ââåäåíèåì â
íåêîòîðûå ðàçäåëû òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå è â òåîðèþ ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ñèñòåì. Èíòåðåñ ê ýòèì âîïðîñàì áûë âûçâàí ïðåæäå âñåãî
ìíîãî÷èñëåííûìè è ðàçíîîáðàçíûìè ïðèëîæåíèÿìè ðÿäîâ ýêñïî-
íåíò è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì èç îáû÷íûõ è îáîáùåííûõ ýêñïîíåíò
(â ÷àñòíîñòè, ê òåîðèè ÷èñåë, êîìïëåêñíîìó àíàëèçó è äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì). Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå äàåòñÿ êðàòêèé è äîâîëü-
íî ñõåìàòè÷íûé îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ýòîì
íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâèòåëÿìè ðîñòîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû.
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5.6.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð ñâåðòêè L : L(eλz) = a(λ)eλz

äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç ïîëíîãî îòäåëèìîãî ëîêàëüíî âûïóêëîãî
ïðîñòðàíñòâà (ÏÎËÂÏ) H1 â ÏÎËÂÏ H2. Äîïóñòèì åùå, ÷òî E∧ :=
(eλkz)∞k=1 � àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà (ÀÏÑ) ýêñïîíåíò â
H2. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

Ãj := A2(EΛ,Hj) =

=

{
C = (Cn)∞n=1 : qp(j)(C) :=

∞∑
n=1

p(j)(eλnz)|Cn| < ∞ ∀ p(j) ∈ Pj

}
.

Çäåñü Λ = {λk : k > 1}, Pj =
{
p(j)

}
, j = 1, 2, � íàáîð

ïðåäíîðì, îïðåäåëÿþùèé òîïîëîãèþ â ÏÎËÂÏ Hj . Ïóñòü, íàêîíåö,{
1

a(λn)

}∞
n=1

� ìóëüòèïëèêàòîð ïàðû ïðîñòðàíñòâ Ã2, Ã1, ò. å.
{

Cn

a(λn)

}∞

n=1

∈ Ã1 ∀C = (Cn)∞n=1 ∈ Ã2.

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà L � ýïèìîðôèçì H1 íà H2, è óêàæåì ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ly = f èç H1 äëÿ ëþáîé
ïðàâîé ÷àñòè f èç H.

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ E∧ � ÀÏÑ â H2, òî ñóùåñòâóåò
àáñîëþòíî ñõîäÿùååñÿ â H2 ðàçëîæåíèå f â ðÿä ïî ñèñòåìå E∧ :
f =

∑∞
k=1 akeλkz, ãäå {ak}∞k=1 ∈ Ã2. Òîãäà

{
ak

a(λk)

} ∈ Ã1 è yf :=∑∞
k=1

ak

a(λk)e
λkz ∈ H1. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â

H1, îòêóäà

Lyf =
∞∑

k=1

ak

a(λk)
L(eλkz) =

∞∑

k=1

akeλkz = f.

Òàêèì îáðàçîì, yf � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ly = f èç H1

ïðè ïðîèçâîëüíî çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè f èç H2.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò îáùèé ðåçóëüòàò îäíèì êîíêðåòíûì ïðè-

ìåðîì, â êîòîðîì L � îïåðàòîð ñâåðòêè ñ ñèìâîëîì a(z) èç êëàññà
[1,∞), Y � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, ñî-
äåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, à B � ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà [98]
ôóíêöèè a(z), ò. å. íàèìåíüøèé âûïóêëûé êîìïàêò, ñîäåðæàùèé âñå
îñîáåííîñòè ôóíêöèè Ea(z) :=

∑∞
n=0 a(n)(0)z−n−1, àññîöèèðîâàííîé

ñ a(z) ïî Áîðåëþ. Êàê óæå íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü ðàíåå, L � ëè-
íåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç H1 = A(Y + B) â H2 = A(Y ).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ a(z) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò
ïðè ïîêàçàòåëå 1 [98]. Òîãäà íàéäåòñÿ íåêîòîðîå C0-ìíîæåñòâî T0

êðóæêîâ â C íóëåâîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè òàêîå, ÷òî ðàâíîìåðíî
ïî ϕ ∈ [0, 2π] ñóùåñòâóåò lim

r→∞
reiϕ 6∈T0

[
ln |a(reiϕ)|

r

]
= h(ϕ), ãäå h(ϕ) �

èíäèêàòîð a(z) (ïðè ïîêàçàòåëå 1). Ïóñòü EΛ = (exp λkz)∞k=1, ãäå
lim

k→∞
|λk| = ∞ � êàêàÿ-ëèáî óíèâåðñàëüíî àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþ-

ùàÿ ñèñòåìà (ÓÀÏÑ) â C, è ïóñòü f ∈ A(Y ). Åñëè Λ0 := Λ ∩ T0 è
Λ1 = Λ \Λ0 = {µk}∞k=1, òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, EΛ1 � ÀÏÑ â A(Y ).
Òîãäà

Ã2 := A2(EΛ1 , A(Y )) =
{

d = (dn)∞n=1 :

∞∑
n=1

|dn| exp
[
hm(arg µn)|µn|

]
=: |α|m < ∞, m = 1, 2, . . .

}
,

ãäå {Fm}∞m=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Y òàêèõ,
÷òî Fm ⊂ intFm+1 ⊂ Fm+1 ⊂ Y =

⋃∞
s=1 Fs ïðè ëþáîì m > 1, è

hm(−ϕ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ Fm.
Àíàëîãè÷íî,

Ã1 := A2(EΛ1 , A(Y + B)) =
{

γ = (γn)∞n=1 :

∞∑
n=1

|γn| exp
[
hm(arg µn) + b(− arg µn)

]|µn| < ∞, m = 1, 2, . . .

}

(çäåñü b(−ϕ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ êîìïàêòà B, ñîâïàäàþùàÿ ïî èç-
âåñòíîé òåîðåìå Ïîëèà [98] ñ ôóíêöèåé h(ϕ)).

Ïóñòü f(z) =
∑∞

k=1 fk exp µkz � êàêîå-ëèáî àáñîëþòíî ñõîäÿùåå-
ñÿ â H2 = A(Y ) ðàçëîæåíèå ïî ÀÏÑ EΛ1 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî m > 1

∞∑

k=1

|fk| exp
[|µk|hm(arg µk)

]
< ∞.

Ñîñòàâèì ðÿä y(z) =
∑∞

k=1
fk

a(µk) exp µkz. Òàê êàê Λ1 ∩ T0 = ∅, òî
ñóùåñòâóåò {εk}∞k=1: εk → 0 è |a(µk)| = exp

[|µk|(εk + h(arg µk))
]
.
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Îòñþäà ïðè âñåõ m > 1

∞∑

k=1

|fk|
|a(µk)| exp |µk|

[
hm(arg µk) + h(arg µk)

]
=

=
∞∑

k=1

|fk| exp
[
hm(arg µk)− εk

]|µk|.

Òàê êàê hm+1(ϕ)− hm(ϕ) > 0 äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ [0, 2π], òî

sup
k>1

[
hm(arg µk)− εk − hm+1(arg µk)

]
= Dm < ∞,

îòêóäà
∞∑

k=1

|fk|
|a(µk)| exp

[
hm(arg µk) + h(arg µk)

]|µk| 6 eDm · |f |m+1 < ∞

è
{

fk

a(µk)

}∞
k=1

∈ A2(EΛ1 , A(Y + B)), ò. å. y ∈ A(Y + B) = H1.
Òàêèì îáðàçîì,

{
1

a(µk)

}∞
k=1

� ìóëüòèïëèêàòîð ïàðû Ã2, Ã1, à
y � ýôôåêòèâíî ïîñòðîåííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ly = f
èç A(Y + B). Òåì ñàìûì ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, óñòàíîâëåííûé ðàíåå
â [41, ñ. 353].

Â ïîñëåäóþùåì îïèñàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ly = f â ñëó÷àå, êîãäà L � îïåðàòîð ñâåðòêè èëè òè-
ïà ñâåðòêè, èñïîëüçîâàëñÿ â äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
êàê ñàìèì àâòîðîì, òàê è åãî ó÷åíèêàìè (Î. Â. Åïèôàíîâ, Â. Â. Ìîð-
æàêîâ, À. Â. Àáàíèí, Â. À. Ñàâåëüåâ è äð.).

5.6.2. Ïóñòü T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç ÏÎËÂÏ
H1â ÏÎËÂÏ H2. Äîïóñòèì, ÷òî T � ýïèìîðôèçì H1 íà H2. Âîç-
íèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, èìååò ëè îïåðàòîð T ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé ïðàâûé îáðàòíûé (ËÍÏÎ)

T1 : H2 → H1, TT1y = y ∀ y ∈ H2.

Èíûìè ñëîâàìè, ñïðàøèâàåòñÿ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà îïåðàòîð
T è ïðîñòðàíñòâà Hj äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f èç H2 â H1 íàéäåò-
ñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ty = f , çàâèñÿùåå îò f íåïðåðûâ-
íî è ëèíåéíî. Â ñëó÷àå, êîãäà îáà ïðîñòðàíñòâà H1, H2 ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòðàíñòâàìè Ôðåøå, ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Ìàéêëà ëþáîé
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ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé (èç H1 â H2) îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ýïè-
ìîðôèçìîì H1 íà H2, îáëàäàåò íåïðåðûâíûì (íî íå îáÿçàòåëüíî
ëèíåéíûì!) ïðàâûì îáðàòíûì.

Êàê ïîêàçàë àâòîð â êîíöå 80-õ � íà÷àëå 90-õ ãã. XX âåêà, îïè-
ñàííàÿ â ï. 5.6.1 ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
ñâåðòêè Ly = f ïîçâîëÿåò (ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î
òîì, ÷òî

{
1

a(λk)

}∞
k=1

� íåïðåðûâíûé ìóëüòèïëèêàòîð ïàðû Ã2, Ã1)
ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíî ËÍÏÎ äëÿ îïåðàòîðà ñâåðòêè L. Ðàçóìååòñÿ,
îïðåäåëåíèå ËÍÏÎ äëÿ L ìîæíî ñ÷èòàòü ýôôåêòèâíûì â òîé ìåðå,
â êàêîé ýôôåêòèâíî ðàçëîæåíèå f â H2 ïî ÀÏÑ E∧; â îáùåé ñèòóà-
öèè ýòèì ìåòîäîì óäàåòñÿ ëèøü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ËÍÏÎ.

Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ìåñò äàííîé êíèãè (òåîðåìà 1.20 èç ï. 1.2.4,
ï. 1.2.5, êîíåö ï. 2.1.5 è äð.) äàíî ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà âñåõ
(íåïðåðûâíûõ) ìóëüòèïëèêàòîðîâ íåêîòîðûõ ïàð ÷èñëîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íåòðóäíî óêàçàòü äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ (è ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ) ËÍÏÎ äëÿ îïåðà-
òîðà ñâåðòêè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íå îñòàíàâëèâàÿñü
íà ýòèõ ðåçóëüòàòàõ, êîòîðûå ìîæåò ñôîðìóëèðîâàòü ñàì ÷èòàòåëü,
îòìåòèì ëèøü, ÷òî â ðàáîòàõ àâòîðà è åãî ó÷åíèêîâ (À. Â. Àáà-
íèí, Ñ. Í. Ìåëèõîâ è äð.) áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ
ËÍÏÎ ó îïåðàòîðà ñâåðòêè è áîëåå îáùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
íåïðåðûâíî äåéñòâóþùèõ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðå-
äåëåííîé ïðèðîäû (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó ðàáîòû [92, 116], à òàêæå
ãëàâó 3 ìîíîãðàôèè [86]).

5.6.3. Ïóñòü, êàê è â ï. 5.6.1, L � îïåðàòîð ñâåðòêè, äåéñòâó-
þùèé íåïðåðûâíî èç ÏÎËÂÏ H1 â ÏÎËÂÏ H2. Äîïóñòèì, ÷òî â
H1 èìååòñÿ ÀÏÑ ýêñïîíåíò Eµ = (eµkz)∞k=1, è ïóñòü y � êàêîå-ëèáî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ly = 0 èç H1. Òîãäà íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â H1 ðÿä âèäà

∑∞
k=1 αkeµkz òàêîé, ÷òî

y =
∑∞

k=1 αkeµkz. Îòñþäà

0 = Ly =
∞∑

k=1

αka(µk)eµkz.

Ïîëîæèì A0
2 =

{
b = (bl)∞l=1 ∈ Ã2 :

∑∞
l=1 ble

µlz = 0
}
. Òîãäà

{
αka(µk)

}∞
k=1

∈ A0
2.

Çäåñü, êàê è âûøå, Ãj = A2(Eµ,Hj).
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Îáðàòíî, åñëè {αk}∞k=1 ∈ Ã1, {αka(µk)}∞k=1 ∈ A0
2, òî

y :=
∞∑

k=1

αkeµkz ∈ H1

è y ∈ L−1(0). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîñòðàíñòâà Ã1 è Ã2 èçâåñòíû
(à îíè � ïî êðàéíåé ìåðå òåîðåòè÷åñêè � îïðåäåëÿþòñÿ ïî H1 è
H2), òî îïèñàíèå ÿäðà L−1(0) îïåðàòîðà L : H1 → H2 ñâîäèòñÿ (ïðè
óñëîâèè, ÷òî

{
1

a(µk)

}∞
k=1

� ìóëüòèïëèêàòîð ïàðû A1, A2) ê çàäà÷å
îïèñàíèÿ îáùåãî âèäà êîýôôèöèåíòîâ âñåõ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ
â H2 ðÿäîâ âèäà

∑∞
k=1 ckeµkz, ñóììà êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà íó-

ëþ (ò. å. àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ íåòðèâèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ íóëÿ
â H2 ïî ñèñòåìå Eµ). Áîëåå ïîäðîáíî ñ ýòèì ìåòîäîì îïèñàíèÿ ÿä-
ðà L−1(0) îïåðàòîðà ñâåðòêè L : H1 → H2 ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ïî
ðàáîòå [59]. Òàì æå ïðèâåäåíû ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ìåòîäà, îñíîâàí-
íîãî íà îïèñàíèè îáùåãî âèäà àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ íåòðèâèàëü-
íîãî ðàçëîæåíèÿ íóëÿ ïî ñèñòåìå ýêñïîíåíò, è ê äðóãèì âîïðîñàì
òåîðèè îïåðàòîðîâ ñâåðòêè (ðàçðåøèìîñòü ñèñòåì óðàâíåíèé ñâåðò-
êè, ïðîáëåìà ôàêòîðèçàöèè è ò. ä.). Â ïîñëåäóþùåì ýòîò ìåòîä áûë
ïðèìåíåí êàê ñàìèì àâòîðîì, òàê è åãî ó÷åíèêàìè, ê îïåðàòîðàì
îáîáùåííîé ñâåðòêè (ρ-ñâåðòêè) è äðóãèì îïåðàòîðàì îïðåäåëåííîé
ïðèðîäû. ×èòàòåëþ, çàèíòåðåñîâàâøåìóñÿ ýòîé òåìàòèêîé, ìîæíî
ðåêîìåíäîâàòü äëÿ âõîæäåíèÿ â íåå ðàáîòû [3, 59, 60, 159].

5.6.4. Â ðÿäå ðàáîò àâòîðà (íà÷èíàÿ ñî ñòàòüè [45]) áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêñ-
ïîíåíò

EΛ = {eλkz}∞k=1

ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â ÏÎËÂÏ H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â H èìååòñÿ
àáñîëþòíî ñõîäÿùååñÿ íåòðèâèàëüíîå ðàçëîæåíèå íóëÿ ïî ñèñòåìå
E∧. Â ïîñëåäóþùåì ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî õàðàêòåðà î ñâÿçè ìåæ-
äó ñâîéñòâîì êàêîé-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xλ} áûòü ÀÏÑ â H è
íàëè÷èåì â H àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ íåòðèâèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
íóëÿ ïî ñèñòåìå {xλ : λ ∈ Λ} áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì è åãî ó÷åíè-
êàìè äëÿ îïåðàòîðîâ è ïðîñòðàíñòâ äîâîëüíî îáùåé ïðèðîäû (ñì.
íàïðèìåð, [3, 44, 45, 62, 86, 116, 158, 159]). Îá ýòîì óæå ãîâîðèëîñü
â ðàçäåëå 5.4.

Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî xλ � ñîáñòâåííûå ýëå-
ìåíòû ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî â H îïåðàòîðà T òàêîãî, ÷òî âñå



318 Ãëàâà 5. Ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì

êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà (T − λE)−1(0) îäíîìåðíû. Íî ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå äîâîëüíî ÷àñòî íå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà H � ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå èç Cm èëè Rm,
óæå ïðè m = 2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì âñòðå÷àâøååñÿ â ïóíê-
òå 4.6.8 ïðîñòðàíñòâî Hr(G) âñåõ ôóíêöèé u(x, y), îïðåäåëåííûõ è
ãàðìîíè÷åñêèõ â îáëàñòè G ∈ R2, ò. å. èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðî-
èçâîäíûå ïî îáåèì ïåðåìåííûì è óäîâëåòâîðÿþùèõ â êàæäîé òî÷êå
èç G óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

(∆u)(x, y) :=
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó ãàðìîíè÷åñêèìè è àíàëèòè÷åñêèìè ôóí-
êöèÿìè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç Hr(G) èìååò
â G íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà ïî îáåèì
ïåðåìåííûì.

Òîïîëîãèþ â Hr(G) ìîæíî ââåñòè ñ ïîìîùüþ âîçðàñòàþùåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn}∞n=1 êîìïàêòîâ â G ñ íåïóñòûìè âíóòðåííî-
ñòÿìè F 0

n , àïðîêñèìèðóþùåé èçíóòðè îáëàñòü G:

G =
∞⋃

n=1

Fn; Fn ⊆ F 0
n+1 ⊂ G ∀n > 1.

Òîãäà ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðì

‖U‖n = max
{|u(x, y)| : (x, y) ∈ Fn

}
, n ∈ N,

îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ â Hr(G), â êîòîðîé ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì Ôðåøå íàä ïîëåì R.

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå èç êóðñà òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêèõ â
êðóãå êîíå÷íîãî ðàäèóñà è íåïðåðûâíûõ â åãî çàìûêàíèè, à çà-
òåì ëåììó Ãåéíå � Áîðåëÿ, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
Hr(G), ãäå G � îáëàñòü â R2, íåïðåðûâåí ëþáîé ëèíåéíûé äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð îò äâóõ ïåðåìåííûõ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïóñòü µ ∈ R è xµ := eµx cosµy, yµ := eµx sin µy. Î÷åâèäíî, ÷òî

xµ ∈ Hr(R2), yµ ∈ Hr(R2) ∀µ ∈ R2,

è (
∂xµ

∂x

)
(x, y) = µxµ(x, y),

(
∂yµ

∂x

)
(x, y) = µ yµ(x, y).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì µ èç R êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Hr(R2) ∩
(

∂

∂x
− µE

)−1

(0)

ñîäåðæèò äâóìåðíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñîáñòâåííûõ ýëåìåí-
òîâ îïåðàòîðà ∂

∂x , ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà êîòîðûõ ëèíåéíî
íåçàâèñèìà â Hr(G), ãäå G � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â R2. Äåéñòâè-
òåëüíî,

xµ ∈ Hr(R2) ∩
(

∂

∂x
− µE

)−1

(0),

yµ ∈ Hr(R2) ∩
(

∂

∂x
− µE

)−1

(0),

åñëè µ ∈ R. Àíàëîãè÷íî, ïðîñòðàíñòâî Hr(R2)∩ (
∂
∂y −µE

)−1(0) äâó-
ìåðíî, à ïðîñòðàíñòâî Hr(R2) ∩ (

∂2

∂x2 − µE
)−1(0) ÷åòûðåõìåðíî.

Âñå èçâåñòíûå àâòîðó ðàáîòû î ñâÿçè ìåæäó ÀÏÑ è àáñîëþòíî
ñõîäÿùèìèñÿ íåòðèâèàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè íóëÿ ïî ñèñòåìå ñîá-
ñòâåííûõ ýëåìåíòîâ xλ îïåðàòîðà T , â êîòîðûõ êîðíåâûå ïðîñòðàí-
ñòâà

H ∩ (T − λE)−1(0)

èëè ïóñòû, èëè îäíîìåðíû, ê äàííîé ñèòóàöèè íåïðèìåíèìû. Áûëî
áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü çäåñü êàêèå-ëèáî íîâûå ðåçóëüòàòû.

Íå îïèñàíà è ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì ñèñòåìû (ìíîãîìåðíûõ) ýêñ-
ïîíåíò E Λ

r :=
{

exp
(∑r

k=1 λ
(n)
k zk

)}∞
n=1

, r > 2, áûòü ÀÏÑ â A(G), ãäå
G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cr, è íàëè÷èåì â A(G) àá-
ñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ íåòðèâèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ íóëÿ ïî ñèñòåìå
E Λ

r . Ýòà ñâÿçü ïðîàíàëèçèðîâàíà è îïèñàíà äîâîëüíî ïîäðîáíî ëèøü
â ðàáîòå [104] äëÿ âåñüìà ÷àñòíîé ñèòóàöèè, êîãäà G = ×p

k=1Gk è
Gk � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â R, k = 1, 2, . . . , p.

Àâòîðó íåèçâåñòíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîèçâîëüíîé
îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè â Cp, p > 2.

5.6.5. Ðÿäû ýêñïîíåíò ñ ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè íàøëè ïðèëî-
æåíèÿ (êàê óäîáíûé àïïàðàò ïðåäñòàâëåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ) â
ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ è áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé (îá ýòîì óæå, â ÷àñòíîñòè, ãîâîðèëîñü â êîíöå ðàç-
äåëîâ 5.1�5.3; ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó òàêæå ñòàòüè [9, 57, 72, 75, 81] è
áèáëèîãðàôèþ ê íèì).



320 Ãëàâà 5. Ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì

Íàêîíåö, ðÿäû ýêñïîíåíò îêàçàëèñü âåñüìà óäîáíûì àïïàðàòîì
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ çàäà÷ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òàê, â äîâîëüíî
áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò àâòîðà è åãî ó÷åíèêîâ (À. Á. Ìèõàéëîâ è
äð.) ðåøàëàñü çàäà÷à Êîøè äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè [76, 94]).

Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî èññëåäîâàíèå ðÿäîâ ýêñïîíåíò,
èõ îáîáùåíèé è ïðèëîæåíèé ïðîâîäèëèñü ðîñòîâñêèìè ìàòåìàòè-
êàìè ïîä íåïîñðåäñòâåííûì âëèÿíèåì ðàáîò èçâåñòíîãî ðîññèéñêî-
ãî ìàòåìàòèêà À. Ô. Ëåîíòüåâà, ïîäûòîæåííûõ â åãî öèêëå ìîíî-
ãðàôèé [100�103]. Íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà äåñÿòèëåòèé ïðåäñòàâèòåëè
óôèìñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, âîçãëàâëÿåìîé À. Ô. Ëåîíòüå-
âûì, åãî ìíîãî÷èñëåííûå ó÷åíèêè (â ïåðâóþ î÷åðåäü È. Ô. Êðàñè÷-
êîâ-Òåðíîâñêèé è Â. Â. Íàïàëêîâ) è ðîñòîâñêèå ìàòåìàòèêè, ãðóï-
ïèðîâàâøèåñÿ âîêðóã àâòîðà äàííîé êíèãè, ïðîâîäèëè ñâîè èññëåäî-
âàíèÿ â òåñíîì è ïëîäîòâîðíîì êîíòàêòå.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî õîòÿ âñå ýòè èññëåäîâàíèÿ îòíîñèëèñü ê
ëèíåéíîìó êîìïëåêñíîìó àíàëèçó è, â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíûì óðàâ-
íåíèÿì, â ñîäåðæàòåëüíîì îáçîðå Ñ. Þ. Äîáðîõîòîâà è àêàäåìèêà
Â. Ï. Ìàñëîâà [21] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîìåðíûå ðÿäû Äèðèõëå ìîæíî
ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü è ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøå-
íèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ýòó êíèãó, íàïèñàííóþ ìåñòàìè âåñüìà ëàïèäàðíî, õîòåëîñü áû
çàêîí÷èòü öèòàòîé èç îáçîðà [21]. ¾Èçó÷åíèå ðÿäîâ (1.1) (â íàøåé
íóìåðàöèè � Þ. Ê.) è ñâîéñòâ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ ýòèìè ðÿäà-
ìè, ñîñòàâëÿåò â íàñòîÿùåå âðåìÿ öåëûé ðàçäåë òåîðèè ôóíêöèé¿.
È äàëåå, ãîâîðÿ î òîì, ÷òî ¾íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû â
ýòîé îáëàñòè èìåëè ìåñòî â ïîñëåäíåå âðåìÿ¿ (ïðåæäå âñåãî, ðàáîòû
À. Ô. Ëåîíòüåâà), àâòîðû îáçîðà [21], ïðîäîëæàþò: ¾Ýòè äîñòèæå-
íèÿ áåçóñëîâíî ïðèâåäóò ê ïðîãðåññó â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìà-
òèêè, â òîì ÷èñëå è â ðàçâèòèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé¿.

Áóäåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå ðîññèéñêèõ ìàòåìà-
òèêîâ âíåñåò ñóùåñòâåííûé âêëàä â äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ðÿ-
äîâ ýêñïîíåíò, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì è èõ ïðèìåíåíèå ê ¾ðàçëè÷-
íûì îáëàñòÿì ìàòåìàòèêè¿.
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