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)
f(h(t))

)
+E
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g(t)Dh

∗f(h(t))
)
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(
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DhEh

t g(t)
)
f(h(t))

)
= E
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Dhg(t)
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f(h(t))
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t+∆t g(t+∆t)
)
f(h(t+∆t))−

(
Eh
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)
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Eh

t+∆t g(t+∆t)
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−Eh

t g(t)
}
f(h(t+∆t))+

+Eh
t g(t)

{
f(h(t+∆t))− f(h(t))

}
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t
7 ��" Dy

∗x(t) = 0
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l,+ p-1���gBg���g

x(t)
h " ����������m!�	����������f!�����!�������

P
y
t

$ ���
E(x(t +

∆t) |Py
t ) = x(t)

� 3���"5�����P" $ d����
N

y
t

�jf��%�
σ

 c��j���	�Pm��������`�

P
y
t

$ � � � �
E

y
t (E( · |Py

t )) = E
y
t (·)

� 1���g��P"Å�,���������X" $

E
y
t

(
x(t+∆t)− x(t)

)
= E

y
t

(
E(x(t+∆t)− x(t)) |Py

t

)
= 0.
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��� � 	 �9�jf��!��d������Y��f!c����������������%�a��c���� �9�!�P�������8�,������������m��!" ����������m!�	��� �
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ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

β(s) ds+

t∫

0

A(s) dw(s),
l h � �Xp
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��b �9�!�P����b=c�����6��jf f!b6��� �8� d�� ����������m��:����c��.�`��� �8� d�� ��������b��Nc�����6��jft

f!b �
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 ��� ��" 8 ����� ��� � "%���&"%J�" � � ��� ξ(t) + � �8#�
(1.6) Dξ(t)
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;���������� �9�������?����������" b f �P� ��d���� ���?����m�� $ d���� ∫ t

0 A(s) dw(s)
f�����f�����f f
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ξ
t

�.���L�P��"�" b2h � ���
C �P� ��d�f 3 ;�� 7 l f�" � �	��g<�(� 3 � ; 7îp $ " b>�����j���P" ��� �8� ��������6����	������dF9 e���


����g���������f�����g�d
D2

f ��d@d���������m��xc�����6��jf f �
ξ(t)

$ g@����������f���c���� �9�!��f�����f f
� ���P" dj�P���

D2ξ(t) = lim
4t→+0

E
ξ
t

(
(ξ(t+4t)− ξ(t))(ξ(t +4t)− ξ(t))∗

4t

)
,

l h � ��p
m �9�

(ξ(t + 4t) − ξ(t))
����f f�" ����������������f fxg���gEf�����������6 l ��� g������G�

Rn p $
(ξ(t+4t)− ξ(t))∗

h g���g-f�������g�� l ��������f!c�������������������b��Y������f���c��Xf<�(����

��b��-��� g������9p $ �-c���� �9�!��c���� ��c�������m!������f f-f!dFDa�jf�����dF9�DN�P"_�
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A�I�"%J*8#�
D2ξ(t)
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+��K�'� � D2ξ(t) = E
ξ
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J*8:�
α(t) =

A(t)A∗(t) 7 A∗(t) � �)!����4
��&"%� � !#"%+�������� 5 .C���)! � $�� A(t) � A(t)A∗(t) ���!#" � �1+6�98:�)� � � .C���)! � $#A �,
�� � ξ(t) � 8 ����� ��� � "%�����,� ��!#"%$&�'


 7 ��"
D2ξ(t) = α(t, ξ(t)) 7 J*8:� α � 3K"
� ���/� $ � �)�4�L8 ����� ��� ��� (
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	 ����

�
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� � 7 D2ξ(t) = 0

��"%J*8#� � ��"%���-3K"G��"%J*8#� 7 3K"%J*8#� A = 0 � 7 
��&�98:" �+������)���-�&" 7 ξ(t) �&� 
��������������,� � � .D�
�'� C1 �
J ���1843 � � �)!����)34��"1! ��� A

C i ��������d������ c�������� ��� �9������� ��� g���������
 f���������6�� (ξ(t+4t)−ξ(t)) f!c�����
���S�-��� g���������
 f�������g��
(ξ(t+4t)− ξ(t))∗

f �P� ���£f�����f�����f f�" ��������6����:������

m!� h � bc��f!g@������g�d

ξ(t+4t)−ξ(t) =
∫ t+4t

t
a(s) ds+

∫ t+4t

t
A(s) dw(s)

$ ��� $
c��������P" ��f(���N�����P" �������Sf!������f���������������m����	�P��� �8������m!���(0c��� $ �P��m g@� ����
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������"

a(t)a(t)∗(∆t)2 + (a(t)∆t)(A(t)∆w(t))∗ + (A(t)∆w(t))(a(t)∆t)∗ +
A(t)A(t)∗∆t

� 1���gÅd���� $ ��������g@�
A(t)A(t)∗∆t

f�����f�����f f ���jf!g@������d�����" ��

�P��������m�� �(�Nc����Xf���g�� $ g���g`�

∆t
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∆t
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"5����f�f � ���P" dj��d l h � ��p $ c�����d@d�����"�d@��������� �9�������À����������" b $ c���f!g@������g�d
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c � � � �P"5�����
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A = 0
c � � � � $ �	��g��P" �,���������X" $

D2ξ(t) = 0
�

C|�9��d@m����_f�����������b $ �jf ���
D2ξ(t) = 0
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(ξ(t+4t)− ξ(t))(ξ(t+4t)− ξ(t))∗
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ξ
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(
(ξ(t+4t)− ξ(t))⊗ (ξ(t+4t)− ξ(t))

4t
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,
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m �9� ⊗ h �����������������Lc�������� ��� �9������� �
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I
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Rn�������

ξ(t) = ξ0 +
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0

β(s) ds+ σw(t).
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∂

∂t
Z +

(
Y 0 · ∇

)
Z +

σ2

2
∇2Z,

l h � h � p

D∗Z =
∂

∂t
Z +

(
Y 0
∗ · ∇

)
Z − σ2

2
∇2Z,

l h � h ; p
J*8:� ∇ =

(
∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xn

) 7 ∇2 � ����������
 � ��� 7 ��"��23�� "-0-" �1���������'�>
�3���� 5 ! ��&"-� ��!#" � �1+6�98:�)� � � + Rn 7 � +6�)34��"1!&����� �&"%� 5 Y 0(t, x) � Y 0
∗ (t, x)

+-+6�98:�)���
+
(1.3)

A

C
aE� g������������Qc����P�

Z(t, x)
"5�.�����À����f f�" �������������%� g���g �����,�����2�(��


�����
Z : [0, T ]× Rn → Rn �Zc����P"5�������%� � ���P" dj��b=0c��� l G � hjiXpe� l G � h � p �



hj� &(' � � � × Æ ��� � �+� � � ����� � � � � ��������	
� ���P" dj��� l h � h � pYf �P� ��d����À����"5� ���P������� ��� l G � hjiXp � �a����f����������!������� $ c����
c����P"5����������� � ���P" dj��b l h � hup/g l G � hjiXpYf

Z
�X"5�jf����

f
$ " b �������P" $ d����

c���f �P� �9�����/f ����m!����"5��� f!c��������Y����������dj��� $ �	��g_g���gZ��������m����	�70c����f�����f�

����f fÀ" ����������m!�	�P�X" ��������f!�����!�������

P
ξ
t

l f�" � �P��"�" dGh � � �À����������" dxh � hup �
3�d�� �����9��� $ d����

E
ξ
t (Z

′(β)) = ((Y 0 · ∇)Z)(ξ(t))
� $ c���f!g@������g�d

A = σI
$

1
2 trZ

′′(A,A) = σ2

2 ∇2Z
�

8c������d �9��� �����9���%� $ d����£�,����������dF9 � ���P" dj��d�0c��� l G � h � p�"5�.�������	��g<�(�
c����P"5�������%�Yg

Z(t, ξ(t))
$ �(�	��g<�(� $ d����

Y 0
∗ (t, ξ(t)) = D∗ξ(t) = E

ξ
t (β(t)) − 2uξ(t, ξ(t))

��d����
−2uξ(t, ξ(t)) = lim

∆t→+0
E

ξ
t

(
w(t) − w(t−∆t)

∆t

)

f!dFDa�jf�����d���� c�� �P��"�"5�Yh � � � � �	�P��� $

E
ξ
t (Z

′(β(t))) + lim
∆t→+0

E
ξ
t




t∫
t−∆t

Z ′d∗w

∆t


 =

((
Y 0
∗ · ∇

)
Z
)
(ξ(t)).

l h � h��@p

1���g��P" �,���������X" $<l h � h ; p f �P� ��d���� ��� l G � h � p � l h � h��@p $ �	��g.g���g(��b����2�(�������
����f 1

2 trZ
′′ �	��g@��� �(� $ g���g.�N�9��g����j�����!����f������ � ���P" dj��b l h � h � p �

B
� B2.�/��2B20*-*/ (�' ��' �8��m g@�L�����9���%� $ d���� ����f/c�����6��jf f � l h � �Xp��������	�P��m!��e

� ���P" dj� l h � h � p�� l h � h ; p��X"5�jf���� σ2

2 ∇2Z
��d �9����f����uf��%� 1

2 trZ
′′(A,A)

$ �L��f��
��f��	�	������b��Lf ����m!����" b��H��d ��d@�(�	��g��P" �0�(� $ g���g(� l h � h � p]� l h � h ; p �

� _���_ ^������ �@Y ! �5Y � ���X[�� �	��� Z ���-� ����Z�������[3������[3������� �����
@ ��f f�"5�������P"7��� �8� d�� ��������b���c�����6��jf f �������

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(s)) ds+

t∫

0

A(s, ξ(s)) dw(s).
l h � hu	�p

bLd�f��%�Lc����P�*������������b�e!��c���������������� l " ��������69p
A(t, x)

m ���$��g@�L�!��� ��b�

���.� �9����� � 3����������ud��P"jd������ �

α(t, x) = (aij(t, x))
c����P�

A(t, x)A∗(t, x)l g@� :��8� ��6��������N��� �8� d�� ���9p � 8S��c��X"5���P" $ d���� : ���Yc����P��f���f��������Y����f!�P"*

"5��������d��jf!g���e8" ��������6��£f�����f�����f f

(2, 0)

¼��������������bC"(c����P��" � 1���gSg���g8" ����


����6�b
A(t, x)

��� ��b����.� �9����b $ ���
α(t, x)

c����P�.�Y�����!�������!��c���� �9�!�P����b �



× Æ Õ Æ�� � � 	 � ' � �
' *�
������:' � � � � ��	 � 
���������� � � ��� � � � ��
�� � h��

1���g g���g���f�� : ���Å" ��������6�b ��� ��b����.� �9����b2�Äm ���$��g�� $ ���_f!dFDa�jf�����dX

���^m ���$��g@���7c����P� f!���P"5��������d��jf!g���e6c����P�.�Y�����!������� ��c���� �9�!�P������b�e �,��

��������b�eÁ" ��������6

(αij(t, x))
l
(0, 2)


¼�����������������`c����P�up � �?��� c����P��"5�.�����
����f f�" �������������%�Ng���g�������dF9D�j������f f*DNdF9���� ������"5���������P" ��������d:"5��������g�d
αt(·, ·) = αij(t, x) dx

i⊗ dxj
���

Rn � 3���"5�����P" $ d����
αt(·, ·)

"5�.����� f�d����	���%�
f!d��(��������"����Lc��������Xe�����f��%� d@��������f

t = const
���P" �����������!"5��������g��

α(·, ·)���
R × Rn � " ��������6�����"5��������d��jf!g@��m��:�������������-�:����d�g@�

(t, x) ∈ R × Rn�������
(αkl(t, x)) =

(
1 0
0 (αij(t, x))

)
.

3���"5�����P" $ d����C��c���� �9�!�������!���a" ��������6
(αkl(t, x))

�
(αij(t, x))

f�����c��$���%9�� �
� ���P" ���,�,IK��" ��"5��������g��

αt(·, · )
���*c��������Xe�����f����Ld@��������f

t = const
�P"5�����

�����
Λαt

=
√
det(αij(t, x)) dx

1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn,
� $ �����ud���� $P� ���P" �a�,�,IK��" �("5��������g��

α(·, ·) h �����

Λα =
√
det(αij(t, x)) dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn = dt ∧ Λαt

.

3����������ud��P"2f!�P" �����P�X"
ρξ(t, x)

�������uf�������f�����dF9 c��P��������f��%�Å����f!c�����

�9�!�P������f�f ��d@d���������m�� : �P��"5�����	�

ξ(t)
��������f!�����!������� � ���P" b �,�,IK��" �

Λαt���
[0, T ] × Rn $ � � � � ����f`��9������&��� c�������be����������m���������d���������� � d@��g�6����

f : [0, T ]× Rn → R
��bec����P��f�����f f.f����������,8a�������

T∫

0

E(f(t, ξ(t))) dt =

T∫

0

(∫

Ω

f(t, ξ(t)) dP

)
dt =

=

T∫

0

(∫

Rn

f(t, x) ρξ(t, x) Λαt

)
dt.

K �+������� � � _�� 3 ; � $ �@	67¼_��	��

�
�
ξ(t) � 8 ����� ��� � "%�����,� ��!#"%$&�'


 (1.15) AI�"%J*8#� +G��!#�984�&"%�&"1<>�)� ��� 7 �6��" ρξ � � J*8:�	�&� !���+-�&"?���2��H

uξ(t, x) =
1

2

∂
∂xj

(
αij(t, x)ρξ(t, x)

)

ρξ(t, x)

∂

∂xi
,

l h � hj�Xp

J*8:�
(αij) � .C���)! � $��>"%�&�*!�����"1!�� AA∗ A



h6G &(' � � � × Æ ��� � �+� � � ����� � � � � ��������	
C
a b ��������"4c�������� ����������dF9nm ���$��g�dF9 � d@��g�6��*9

f(t, x)
f�g@�X" c���g���


��bC"j����f!�����!�P��"j���
Rn � 3���"5�����P" $ d����

f(t, ξ(t))
f�����f�����f f

N
ξ

t


 ����"5��

���P"5��� � C �P� �9���������!������� $

E

(
f(ξ(t))Eξ

t

( t∫

t−∆t

A(t, ξ(t)) dw(t)

))
=

= E

(
f(ξ(t))

t∫

t−∆t

A(t, ξ(t)) dw(t)

)
.

bc��f!g@������g�d
f(ξ(t−∆t))

� ∫ t

t−∆t
A(t, ξ(t)) dw(t)

��� �j������f!�P" b|�

E

t∫

t−∆t

A(t, ξ(t)) dw(t) = 0,

���Yc�����d@d��P"

E(f(ξ(t)))

( t∫

t−∆t

A(t, ξ(t)) dw(t)

)
=

= E

(
(
f(ξ(t))− f(ξ(t−∆t))

)
( t∫

t−∆t

A(t, ξ(t)) dw(t)

))
.

bc� � ���P" dj�P��0c���

f(ξ(t))− f(ξ(t−∆t)) =

t∫

t−∆t

(
df · a(s, ξ(s))

)
ds+

+
1

2

t∫

t−∆t

���
f ′′(ξ(s)) ds++

t∫

t−∆t

(
df · A(s, ξ(s))

)
dw(s)

l d������ � · " b �,���������ud�����"7f!c����������������
1

 � ���P" �(��� g����������@p �



× Æ Õ Æ�� � � 	 � ' � �
' *�
������:' � � � � ��	 � 
���������� � � ��� � � � ��
�� � h��

1���g��P"Å�,���������X" $

E

(
f(ξ(t))

t∫

t−∆t

A(t, ξ(t)) dw(t)

)
=̃

=̃E

( t∫

t−∆t

(
df · a(s, ξ(s))

)
A(s, ξ(s)) ds dw(s)

)
+

+
1

2

t∫

t−∆t

���
f ′′(ξ(s))

(
A(s, ξ(s)), A(s, ξ(s))

)
ds dw(s)+

+

t∫

t−∆t

(
df ·A(s, ξ(s))

)
A(s, ξ(s)) ds.

bc������b��Y�����`��������m����	���`�_c����������Äd���f����Å��������b ��dj��9 � a b�d���f �P������f �
g@���������������	��e/���%9��!����������f������

(df ·A)A = df · (AA∗)
�

C �9��d@m����.f�����������b $

T∫

0

E
(
f(t, ξ(t))uξ(t, ξ(t))

)
dt =

= −1

2

T∫

0

E

(
f(t, ξ(t)) lim

∆t→+0
E

ξ
t

(∫ t

t−∆t
A(s, ξ(s)) dw(s)

∆t

))
dt =

= −1

2

T∫

0

E(df · AA∗) dt = −1

2

T∫

0

(∫

Rn

df · AA∗ · ρξΛαt

)
dt =

=
1

2

T∫

0

(∫

Rn

f · d(AA∗ · ρξ)Λαt

)
dt =

1

2

T∫

0

(
R

nf
d(AA∗ · ρξ)

ρξ
ρξΛαt

)
dt =

=
1

2

T∫

0

E

(
f
d(AA∗ · ρξ)

ρξ

)
dt =

1

2

T∫

0

E

(
f(t, ξ(t))

∂
∂xj (α

ijρξ)

ρξ
∂

∂xi

)
dt.
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bc��f!g@������g�d : ���L��bec����P��f�����f f�����f/c�������� ������������� � d@��g�6����

f
g���g ��b 8a� $

: �����������ud������ $ d����

uξ =
1

2

d(AA∗ · ρξ)
ρξ

=
1

2

∂
∂xj (α

ijρξ)

ρξ
∂

∂xi
. B

� ����� � � _ �2_ �G� 5 vξ(t, x) � ρξ(t, x) ��!#"%$&�'


 � (1.15) +-�,�&"%��� 5 �'�2
 5!���+6�)�4

�
+6" � � ���?��!���+-�&�)� �65 �&�)��!#�*!&�,+-�&"�

� � 
��&�98���H	FG�)J�"?+ � 8#�

∂ρξ(t, x)

∂t
= −Divt

(
vξ(t, x)ρξ(t, x)

)
,

l h � h���p
J*8:�

Divt
"-0-" �1���������'�	8 � +6�*!&J��)��$ � H "��
�&"�
 � ���)���-�&"?! � .C���&"%+6"%� .D�'�)! � 3 �

αt( · , · )
��� �&"%+6�*!��6�&"�

� � ��!#"%+-� 5 t = const

A

C
3����������ud��P" f!�P" �����P�X"

ΛE
� ���P" d��,�,IK��" �

dx1 ∧ . . . ∧ dxn � 1���g��P"
�,���������X" $

Λαt
=
√
det(αij)ΛE

�
8S��c��X"5���P" $ d����

Divt(ρ
ξvξ) = d((ρξvξ) c Λαt

)
$ m �9� c h ����d@�������������

c�������� ��� �9������� ��� g��������
(ρξvξ)

�
n

 � ���P" b

Λαt

$ �*������8a����� ��� �8� ��������6���

�	�
d
����f f�" ����������������f f���� c��������Xe�����f�����d@��������f

t = const
$ � � � � f��j�9�����Y���

��� �8� ��������6���������������f«��������g@�Qc��Zc�����f���������f�����������bC"Dg@���������������	��"
xi

�
1K��m ���

(ρξvξ) c Λαt
=
√
det(αij)

∑n
i=1(ρ

ξvξ)idx1 ∧ . . . ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧
. . . ∧ dxn � $ �	��g��P"Å�,���������X" $

Divt(ρ
ξvξ) =

(ρξvξ)i√
det(αij)

∂
√
det(αij)

∂xi
+
∂(ρξvξ)i

∂xi
.

l h � h6GXp
	 � � ��g�f!����d���"«m ���$��g�dF9 � d@��g�6��*9

f(t, x)
f g@�X" c���g�����bC"À����f!�����!�P��"

�
R

n �������(d���f ���
s < t

� C]�P" �����P�X"
df

" b �,���������ud�����"Z��� �8� ��������6����	�
��������f!�����!��������c�����f���������f�����������b�e g@���������������

xi
7
df = ∂f

∂xi dx
i � 3���"5��


���P" $ d����/��b�d���f �P������f.�/g@���������������	��e/���%9��
T∫

0

(∫

Rn

(
df ·

(
ρξvξ(t, ξ(τ))

))
Λαt

)
dt =

=

T∫

0

(∫

Rn

(
df ·

(
ρξvξ(t, ξ(t))

)√
det(αij)

)
ΛE

)
dt =

= −
T∫

0

(∫

Rn

(
f(t, x)

[√
det(αij)

∂(ρξvξ)i

∂xi
+



× Æ Õ Æ�� � � 	 � ' � �
' *�
������:' � � � � ��	 � 
���������� � � ��� � � � ��
�� � � h

+(ρξvξ)i
∂
√
det(αij)

∂xi

])
ΛE

)
dt = −

T∫

0

(∫

Rn

(
f(t, x)

[
∂(ρξvξ)i

∂xi
+

+
(ρξvξ)i√
det(αij)

∂
√
det(αij)

∂xi

]√
det(αij)

)
ΛE

)
dt =

= −
T∫

0

(∫

Rn

(
f(t, x)

[
∂(ρξvξ)i

∂xi
+

(ρξvξ)i√
det(αij)

∂
√
det(αij)

∂xi

])
Λαt

)
dt =

= −
T∫

0

(∫

Rn

(
f(τ, x)Divt(ρ

ξvξ)
)
Λαt

)
dt.

1���g
�(� $ g���g=�6�E�9��g����j�����!����f������_�P��"�" b h � ;�$ ��� � ���P" dj��b 0c���
��������d �9���Y��be���jf���� $ d����

E
(
f(t, ξ(t))− f(s, ξ(s))

)
=

= E

( t∫

s

∂f

∂τ
dτ +

t∫

s

df · Y 0(τ, ξ(τ)) dτ +
1

2

t∫

s

���
f ′′(A,A) dτ

)
,

� ���8�,������������� � ���P" dj��b40c��� $ d����

E
(
f(t, ξ(t))− f(s, ξ(s))

)
=

= E

( t∫

s

∂f

∂τ
dτ +

t∫

s

df · Y 0
∗ (τ, ξ(τ)) dτ − 1

2

t∫

s

���
f ′′(A,A) dτ

)
.

C �P� �9���������!������� $

E
(
f(t, ξ(t))− f(s, ξ(s))

)
= E

( t∫

s

∂f

∂τ
dτ +

t∫

s

df · vξ(τ, ξ(τ)) dτ
)
.

bc��f!g@������g�d
E(f(t, ξ(t))) −E(f(s, ξ(s))) = E

(
f(t, ξ(t)) − f(s, ξ(s))

) $
��������f�c��������%Da������f

E(f(t, ξ(t))
���(" �	�P�X"«������� � g@�c" b|c�����d@d�����" � ����


" dj��d
E(f(t, ξ(t))) dt = E

(
∂f

∂t
+ df · vξ(t, ξ(t))

)
dt.



��� &(' � � � × Æ ��� � �+� � � ����� � � � � ��������	
1K��m ���

T∫

0

E(f(t, ξ(t))) dt =

T∫

0

E

(
∂f

∂t
+ df · vξ(t, ξ(t))

)
dt =

=

T∫

0

(∫

Rn

(
∂f

∂t
ρξ +

[
df ·

(
ρξvξ(t, ξ(t))

)])
Λαt

)
dt =

=

T∫

0

(∫

Rn

∂

∂t

(
f(t, x)ρξ

)
Λαt

)
dt−

T∫

0

(∫

Rn

(
f(t, x)

∂ρξ

∂t

)
Λαt

)
dt−

−
T∫

0

(∫

Rn

(
f(t, x)Divt

(
ρξvξ

))
Λαt

)
dt =

=

T∫

0

E (f(t, ξ(t))) dt−
T∫

0

(∫

Rn

(
f(t, x)

∂ρξ

∂t

)
Λαt

)
dt−

−
T∫

0

(∫

Rn

(
f(t, x)Divt

(
ρξvξ

))
Λαt

)
dt.

1���g��P"Å�,���������X" $
T∫

0

(∫

Rn

(
f(t, x)

∂ρξ

∂t

)
Λαt

)
dt+

T∫

0

(∫

Rn

(
f(t, x)Divt

(
ρξvξ

))
Λαt

)
dt = 0.

bc��f!g@������g�d : ���S��bec����P��f�����f f�����f ��9������ � d@��g�6����
f(t, x)

g���g/��b 8a� $ ���
����f�9 ���/f �P� ��d���� $ d���� ∂ρξ

∂τ
= −Divt(ρ

ξvξ)
�
B

� ����� � � _���_ � .D�
�'�?.D�'

��" � "1!4.#�2���

Divt(ρ
ξvξ) = αt(v

ξ,Gradt ρ
ξ) + ρξDivt v

ξ ,

J*8:�
Gradt

"-0-" �1���������'� J)!��18 � �)�4� "��
�&"�
 � ���)���-�&"E! � .C���&"%+6"%� .D�'�)! � 3 �
αt(·, ·)

��� �&"%+6�*!��6�&"�

� � ��!#"%+-� 5 t = const
A

C
a^����d�����f����Q�����	�P��m ��d���� ��be���j��d � ���P" dj��b l h � h6GXp]c�����d@d�����"

Divt(v
ξ) =

(vξ)i√
det(αij)

∂
√
det(αij)

∂xi
+
∂(vξ)i

∂xi
.

l h � h��Xp
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' * � ����� � ��� ��� �  � $ � ��� ����� � �%;

8S��c��X"5���P" $ d���� ∂(ρξvξ)i

∂xi = ρξ
∂(vξ)i

∂xi +(vξ)i ∂ρ
ξ

∂xi

� 1K��m ��� ��� � ���P" dj��b l h � h6GXp
fL��f!c���������������������" � ���P" dj��b l h � h��Xp]��be���j���P" $ d����

Divt(ρ
ξvξ) = ρξ Divt v

ξ + (vξ)i
∂ρξ

∂xi
,

m �9�
(vξ)i ∂ρ

ξ

∂xi

h c�������� ���j�9����fSc��P��������f����
ρξ
c��£����c��������P�����*9 ��� g�����������m��

c�����f(c�����f
vξ

��� d�g����j����������c��������Xe�����f����(d@��������f � 8c�/c��!��c���� �9�!�P�����*9
m����$���������	�

Gradt
c���f �P� �9��f�f.c�������� ���j�9����f:���������

αt(v
ξ ,Gradt ρ

ξ)
�
BbLd�f��%�

A
c���f����uf������x� ���7��b����.� �9����� � 1K��m ��� �,������������f " ��������6��

(αij) = (αij)−1 g@������� g������:��c���� �9�!�P�����/�&"5�.�(��������f f�" �������������%��f f(g���g
" ��������6�����������m��Sf!g��	��f�������m��Sc�������� ��� �9������f/�

Rn � a : ���X"�f ��d@d���� �P"5�����
"5�jf����

R8Y���� � ���9Z�� � _ � _ �,
�� � A �&"�

��" 5 ���&" � �&�)+-�D!#"1<?8:�)�&" 7 ��"

uξ(t, x) =
1

2
Grad ln ρξ(t, x) = Grad ln

√
ρξ(t, x),

l h � � iXp
J*8:�

Grad
"-0-" �1���������'� J)!��18 � �)�4� "��
�&"�
 � ���)���-�&" 
�3���� 5 !&�&"%J�" ��!#" � �1+6�98:� �� �65 
/.C���)! � $&�)� (αij)

A
�a����f����������!������� $ �jf ���

A
c���f����uf������ $ ���

(αij)
�	��g<�(�Qc���f����uf������ $ �

� ���P" dj��� l h � hj�Xp]c��������P" �����/�����

uξ(t, x) =
1

2

∂
∂qj

(αijρξ(t, x))

ρξ(t, x)
=

1

2
αij

∂
∂qj

(ρξ(t, x))

ρξ(t, x)
=

=
1

2
Grad ln ρξ(t, x) = Grad ln

√
ρξ(t, x).

����f`c�����6��jf f � l h � �Xp ��������dXe.�9��g����j������b�e.��b 8a�a����������"�"5�.������c���

��d@d����%�Lc����P� ����b��*f �P� ��f�������f � 3���"5�����P" $ d����L� : ���X"Zf ��d@d���� c��P��������f��%�

ρ����������f fU��������f!�����!��������"5����b �8������m!�
λ

���
[0, T ]× Rn �

� ����� � � _��K_ �G� 5 ��!#"%$&�'


 � (1.9) + Rn +6�)34��"1!&�&"-���&"%�&� uξ(t, x) ��!#�98 �

�
��+ � .D"?+ + � 8:�

uξ(t, x) =
1

2
σ2 grad ln ρξ(t, x).

l h � � hup
� ����� � � _���_ �G� 5 ��!#"%$&�'


 � (1.9) + Rn +6�)34��"1!&�&"-� �&"%�&� vξ(t, x) ����&"��
�&"�

�
�

ρξ(t, x)
�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 H?�	��!���+-�&�)� � H �&�)��!#�*!&�,+-�&"�

� �

∂ρξ(t, x)

∂t
= −div(ρξvξ).

l h � ��� p



� � &(' � � � × Æ ��� � �+� � � ����� � � � � ��������	
� _��K_�� ! �*Z ��Y���
*Z��������PZ�� �%����
�!!\ � ��������
����

�5Y � �9Z�
������ � ��[3���:� ����������� �:�
����f_��������������f!g@��m��(c�����6��jf f �

w(t)
�
Rn ��� �8��"�" b�h � �«l,+ pLf �P� ��d���� $

d����
Dw(t) = 0

$
t ∈ [0, l)

$ c���f!g@������g�d
w(t)

h " ����������m!�	� �
� ����� � � _��K_��G� 5 t ∈ (0, T ] � .D�
�'� .D�'

��"�!���+6�)�4

�
+6" D∗w(t) =

w(t)
t

A

C
a : ���X" f ��d@d���� ��� ��c���� �9�!�P������f ��f�"5������d��jf!g@��� f!g@������f����

uw(t, w(t))
f �P� ��d���� $ d����

D∗w(t) = −2uw(t, w(t))
� 8S��c��X"5���P" $ d����Sc��P����


����f��%�
ρw(t, x)

�j�$��������f f � ���P" dj�P��� l G � �Xpt7
ρw(t, x) = 1

(2πt)
n
2
e−

x2

2t .
1���g��P"

�,���������X" $ f���m ����f���� � ���P" dj�P� l h � � hup��P"5����"
uw(t, x) = − 1

2 · x
t

$ ����g�d ���
D∗w(t) =

w(t)
t

�
B

3�d�� �����9��bC"Ä�,���������X"�c�����6��jf f w(t)
t

���Sf!dFDa�jf�����d����Nc����
t = 0

� 3e�9����

g@� $ �P"5������"5�jf����-f �P� ��dF9�Da���Sd@��������� �9������� �
� ����� � � _��K_ ���4���)J)!���� ∫ t

0
w(s)
s
ds

*��FG�'

�
+��K�'� �#A*�#A;84� 5 +�
1� �

t ∈ [0, T ]
A

C
C?�	��������������bC" ����b�d���f �P������fP" � fD��f!c���������������������" c��P��������f����

ρw(t, x)
�P��m g@�Nc�����d@d����%�(��6�����g�d

E
∫ t

0

∥∥w(s)
s

∥∥ds < C ·
√
t
$ m �9� g@����f��	�����	�

C > 0
�j������f!������������g@�G����������"5��������f����

n
� 1K� c����*�&��� � dj�����	���`f �P� ��d����

���Sg�����f f!��d��jf!g@��m��(��������������f��������c����b 8a� ��� �
BR8Y���� � ���9Z�� � _���_

DSw(t) =
w(t)
2t

A
� B2.�/��2B20*-*/ (�' �2'	5 � : � C]���������$9 g��,�����������("5��� �����P" �������?��� f �P� ��dX


9�Da���E�,��f����uf����!����f������ � 1���gNg���gS����fN��������������f!g@��m��ec�����6��jf f �
E(w(t)2) =

t
$ ���Ä��� � �����X"5�������P��m ��d��jf!g@�X"6d@��������������f f!d�� �9�������^"5�.�����7f!g����j���%� $

d����_f���� �9����� c����,����m:d���f�����6�b���������������f!g@��m��.c�����6��jf f �Q�j�`������"*f
t

����

����� √

t
� $ f �P� �9���������!������� $ d ���!�P��m��08Nd�" �

ẇ(t)
���=��������� 1

2
√
t

� 8c�-����f
��� g�dFDa����f!g@������f����

DSw(t) = w(t)
2t

�����	�P��m ��d���b�� � �����X"5�������P��m ��d��jf!g����
����f f!d�� �9������fG���%9��Å����� �(�=��� � dj�����	��������fDf���� �9����m�� c����,����m!�Äd���f�����

6�b87 1

2
√
t

� �?���7�7g���g@�X"*
¼���7f�" b f �P�&�jf����jf��������������`f����������,8a�������G"5��� ��d
c�������� ���j�9�����

ẇ(t)
��������������f!g@��m��7c�����6��jf f � l f!dFDa�jf�����dF9�Da���Á��������g@� �

f�" b f �P�&�,���,�,Da������b�e � d@��g�6����9p/�^��m��Ä��� g�dFDa���|f!g@������f��%�,9 $ g@����������f $
g���g ��b*�P�`f!g����j�����.��b 8a� $ f�����f�����f f«�jf����jf�����������bC"4�����	�P��m��X"��,��b�d������
� ��� ��d��jf!g@���.f!g@������f���� �

3����������P" f fNg/��b�d���f �P�����*9Ec�������� ���j�9��b�e��Sf���� �9����"Z��b f�8N��eNc����Xf��P

g@���(���

w(t)
� bc�������P" ��f(��� �����P" �������Lf!��f�����" d:�,���������ud��������-��� 3 h �@$ � ; 7 $

" b��*Da��"
k

¼�.c�������� ���j�9��b���g���g

Dw $
Dw

∗
�����

Dw
S

l f�" �Cl h � �@pN� l h � 	�p�p
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���
(k − 1)


äe7c�������� ���j�9��b�e � �?���Å�,���������ud�������f�c��j�9d�����g������%9�� $ d����«" b
��f���m ���N��f!c�������� d���"

σ

 �	�Pm�������d��u����f����uf*Da��� � c�����6��jf f �

w(t)
�

� ����� � � _ ��� 3 h �@$ � ; 7¼_ l,+ p
Dw
(w(t)

t

)
= −w(t)

t2
7 t ∈ (0, l);l,+ + p

Dw
∗
(w(t)

t

)
= 0

$
t ∈ (0, T ];l,+ + + p

Dw
S

(w(t)
t

)
= −w(t)

2t2
$
t ∈ (0, T ]

�
C

�a����f����������!������� $

Dw

(
w(t)

t

)
=

(
d

dt

1

t

)
w(t) +

1

t
Dw(t) = −w(t)

t2�

Dw
∗

(
w(t)

t

)
=

(
d

dt

1

t

)
w(t) +

1

t
D∗w(t) = −w(t)

t2
+
w(t)

t2
= 0.

;���������� �9������� l,+ + + p*f �P� ��d����/���Sc���f �P� �9����eY����dXe � ���P" dj� �
B

� ����� � � _ � � _ l,+ p
Dw
(w(t)

tk

)
= −k w(t)

tk+1 ;l,+ + p
Dw

∗
(w(t)

tk

)
= −(k − 1)w(t)

tk+1 ;l,+ + + p
Dw

S

(w(t)
tk

)
= − 2k−1

2
w(t)
tk+1

A

C (i) Dw

(
w(t)

tk

)
=

d

dt

1

tk
w(t) +

1

tk
Dw(t) =

= −kw(t)
tk+1

+ 0 = −kw(t)
tk+1

.

(ii) Dw
∗

(
w(t)

tk

)
=

d

dt

1

tk
w(t) +

1

tk
D∗w(t) =

= −kw(t)
tk+1

+
1

tk
w(t)

t
= −(k − 1)

w(t)

tk+1
.

l,+ + + p*0L�Lc���f �P� �9����eY����dXe � ���P" dj�&" bDc�����d@d�����" $ d����

Dw
S

(
w(t)

tk

)
= −2k − 1

2

w(t)

tk+1
. B

� ����� � � _ � ��_��G� 5 $&�)�&"%J�">� � 
���� k > 2

Dk
Sw(t) = (−1)k−1

k−1∏
i=1

(2i− 1)

2k
w(t)

tk
.



� � &(' � � � × Æ ��� � �+� � � ����� � � � � ��������	
�?�	� � ���P" dj��� �9��g���� be��������f fNc���������d�g�6���� $ ���ud�������fYf*d@��������� �9�������

f �P� ��f�������f�h � ��$ �P��"�" bvh � hji l,+ + + p �(�P��"�" b2h � h�h l,+ + + p �
bLd�f��%�

P (t)
h ��� c�������be������fGc��

t
���jf ��d@d���������f

n × n
" ��������d�����f

� d@��g�6���f $ �
w(t)

h
n

#"5������b��`��������������f!g����Qc�����6��jf f � @ ��f f�"5�������P"E����


����m����	�70c��� ∫ t

0 P (s) dw(s)
� 8L�<�(�!����"|c������$�9�,������f f � ���P" dj���.f!�P"�"5����


����d��jf!g@���(c�������� ���j�9�������Yf���� �9����"Å��� : ����m��/��������m����	��� �
K �+������� � � _ �2_��G� 5 t > 0 � .D�
�'�?.D�'

��" � "1!4.#�2���

Dw
S

t∫

0

P (s) dw(s) = P (t)
w(t)

2t
.

C
�a����f����������!������� $ c���f!g@������g�d ∫ t

0 P (s) dw(s)
h " ����������m!�	�«��������f!��


���!���������$c����,8��P��m��
�-��������������f!g@��m��Yc�����6��jf f � $ ���
Dw

∫ t

0 P (s) dw(s) = 0l f�" � �P��"�" d.h � � p � �c���,��bx��b�d���f �����%�Sc�������� ���j�9��dF9E��f���� �9����"�f �P� ��� $ �9��

f��	������d����:����f f�"5���������%�-f ����m!����"5���S������������m����	���������`f!d�"�" b $ �j�$���%9�Da���
��������m����	� $ �������

P (t−∆t)(w(t) − w(t −∆t))
� bc����c���� �9�!�P�����*9>c���������


���j�9�������Yf���� �9����"xf �P� ��� c�����d@d�����"

D∗

t∫

0

P (s) dw(s) = lim
∆t→+0

Ew
t

P (t−∆t)(w(t) − w(t −∆t))

∆t
.

bc��f!g@������g�d � d@��g�6���f
P (t)

���jf ��d@d�������� $ ���U���("5�.��������b����jf����Z�j�-������g
d�f �P��������m��Ä" ������" ������d��jf!g@��m��Ä�.�Y����������f $ �7c���f!g@������g�dÀ�����«��� c�������be��

��� $ ���

lim∆t→0 P (t − ∆t) = P (t)
�
D∗
∫ t

0 P (s) dw(s) = P (t)D∗w(t)
�

8c�.c��.�P��"�"5�`h � G
D∗w(t) = w(t)

t

� C �P� �9���������!������� $
DS

∫ t

0
P (s) dw(s) =

P (t)w(t)
2t

�
BbLd�f��%�
ξ(t)

h c�����6��jf f ��� �8� d�� ����������m��(����c�� �
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/�(�' ��'�bc����6��jf f

w
ξ
∗(t) = −

∫ t

0
D

ξ
∗ w(s) + w(t)

����� be����

����f f  �� A*#2�!1�� / ?2&�1 ) A  2?%��+,&F/ �2A  �� ) ���� /j��������f!�����!�������

ξ(t)
�

3�d�� �����9��� $ d����
w

ξ
∗(t)

h �,����������b��Á" ����������m!�	�Á��������f!�����!�������
F

ξ
t

�
bc�j�9d�����g�����" $ d����

w
ξ
∗(t)

�j������f!���n��� �j�$����������m���c�����6��jf f �
ξ(t)

� 0L�
�P��"�"vh � GQ�Eh � �`f �P� ��d���� $ d����

ww
∗ (t) = −

∫ t

0
w(s)
s
ds + w(t)

� : �����`c�����

6��jf f-g@������� g���������c���� �9�!�P��� � �c���,��bv��b�d���f �����%�

w
ξ
∗(t)

����f c�������� ��������

����m��/c�����6��jf f �

ξ(t)
$ ���$�9�Y�������%�

D
ξ
∗w(t)

� a b�d���f �P�������
D

ξ
∗w(t)

����f.c�����

6��jf f����(f(� ��������d���bC"|g@� :��8� ��6����������X"x��� �8� d�� ���Zc�������� �9�����(�.f �P� ��dX

9�Da��"Bc�������m���� � � lê� ���P" dj��� l h � ; iXp�p � 3���"5�����P" $ d����Qd �9�,�����(��f!c�����������




× Æ þ Æ ��� � �+� � � ����� � $ � ��� ����� ��� ����" "$�:� � � ��� �  � 
�� $ � � �
�����%�

w
ξ
∗(t)

����fYc���� ��f��	�����P������f
ξ(t)

d������ � : �������,����������b���" ����������m!�	�-� $
�	��g��P"Å�,���������X" $ ����f.��b�d���f �P������fU�,����������b�e�c�������� ���j�9��b�e �
0L� �P��"�"|h � GN�Zh � hji���d�� �����9��bC"Ä�,���������X"7f �P� ��d���� $ d����

Dw
∗ w

w
∗ (t) = 0�

Dwww
∗ (t) = −D∗w(t)

� 3���"5�����P" $ d���� : ��������������f���������� ��bec����P��f*9���

f f $ �jf ���

Dw
∗
�
Dw �j��"5�������%�&���

D∗
�
D
f�������������f������������ � 8S��c����P"5��� $

� 3 	X��7 c���g����j����� $ d����
ww

∗ (t)
h ��������������f!g����Qc�����6��jf f���������f!�����!�������:��m��

f��,��f�������������m�� �$c����,8��P��m��
� �
� B2.�/��2B20*-*/ (�' ��' i b ����f!b*������"jd����	�����!��fBg|g�����m!��" � � 8c�!����f���


��� 3 � ;�$ ���27 $ m �9�a��c���f ���.�9��d@m����Zc��j�PeX�j�ZgZ��b�d���f �P�����*92c�������� ���j�9��b�e.�
f���� �9����" �

� _ �2_�� ! �*Z ��Y���
*Z��������PZ�� �%����
�!!\ � ��������
����
�5Y � ����������� �:� � ��Z���� � ��Z���
�
����:� ��Z����

�?����������� �9�!��c���f!��f*Da���_��b�d���f �P�����*9 c�������� ���j�9��b�eZ�Qf���� �9����"E����f
c�����6��jf f����(0c���-��� �8� d�� ����������m��:����c��(������� l h � �Xp � �c���,��b>f �9�!�����%� : ��� $
" b�f����ud��	������c��*8a��" "5�����j�x����fx��b�d���f �P������fxd�f �P������b�eÀ" ������" ������d���

f!g���eU�.�Y�����������(c����.����"5�����������.�������uf�������f��������U"5����b �
8S�8��� g@���������X"��������uf�������f������X"_c�����f���������f������

(Ω,F ,P)
����f f�"5�������P"

������dF94�������uf�������f�����dF9 "5����d
µ
� bLd�f��%�

µ
�%��f�����9������(��� c�������be�����(��������


f!�����!�������
P
fSc��P��������f��%�,9

θ
$ �.c�d�f��%�

B
h
σ

 c��j���	�Pm��������

F
�
ψ

h ����

"5�����P"5���������,�����2�(�������*���

(Ω,F )
�
Rn f �������!�P� ��f!g@��� σ 
 �	�Pm���������� � 3�����


�����ud��P"
d������ �
E0(ψ |B)

d�f �P���������G" ������" ������d��jf!g@���G�.�Y�����������(����f
ψ��������f!�����!�������

B
���Z�������uf�������f������X"=c�����f���������f������

(Ω,F ,P)
$ �=d������ �

E′(ψ |B)
h �����(�Df ��"5���Á�.�Y�����������Á���=�������uf�������f������X"Vc�����f���������


f������
(Ω,F , µ)

� 	 ����f
E0(ψ |B)

$ "5�.�����.��b�d���f �����%�
E′(ψ |B)

f �P� ��dF9C

DN�P" �,���������X" � ����f���9������ � d@��g�6����

λ
$ ����"5�����P"5���À��������f!�����!�������

B
$

�P"5����"
E′(λψ) = E′(λE′(ψ |B)) = E0(λE′(ψ |B)θ) =

= E0(λE′(ψ |B)E0(θ |B)),�Qf �9��d@m����Qf�����������b
E′(λψ) = E0(λψθ) = E0(λE0(ψθ |B)).

1���g��P" �,���������X" $

E′(ψ |B) = E0(θ |B)−1E0(ψθ |B).
l h � �%; p

@ ��f f�"5�������P"Dc�����6��jf f/��� �8� d�� ����������m�������c�� l h � �XpL������f7c�����f�������b
c����P�.�Y�P"

σ = 1
� ����f/c�����b

(Ω̃,F )
$ m �9�

Ω̃ = C0([0, T ],Rn)
h c�����f���������
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f���������� c�������be����b�e_g�������b�e $ �

F̃
h
σ

 �	�Pm���������6����������9����d��jf!g���eÄ"5����


�(�jf����c���
Ω̃

$ ����f f�"5�������P"Q����� �������uf�������f�����b�e�c�����f���������f������
(Ω̃, F̃ , ν)

�
(Ω̃, F̃ , µ)

$ m �9�
ν

f�����f�����f fU"5�������(a ��������� $ �("5�����
µ
f�������������f�����d�����c�����


6��jf f!d
ξ(t)

� 3����������ud��P"4g@������������������b�� c�����6��jf f����
(Ω̃, F̃ )

d������ �
ζ(t)

�
8S��c��X"5���P" $ d����

ζ(t)
$ ����f f�" ��������������" b��Qg���gQc�����6��jf f����

(Ω̃, F̃ , ν)
$ f���


��f�����f fE��������������f!g��P"=c�����6��jf f��X" $ �^�,���������ud��P" ��m��Äd������ �
W (t)

� bc����

6��jf f

ζ(t)
$ ����f f�" ��������������" b��U���

(Ω̃, F̃ , µ)
$ f�����f�����f f(c�����6��jf f��X"

ξ(t)
�

� �����,8a� ��� ���jf������ $ d���� $ �jf ���
ξ(t)

d �9�����P���������Xf���� d�f �P�����*9

P

( T∫

0

β(s)2 ds <∞
)

= 1,
l h � � �@p

���
µ
�%��f�����9���������� c�������be��������������f!�����!�������

ν
� bc���G��� g@��������b�e-�9��c�����


�������!������b�e_d�f �P������f�e�"5�.�����.c���g����j���%� $ d����Qc��P��������f��%�
µ

��������f!�����!����

���

ν
�P"5�����Y����� l f�" � $ ����c����P"5��� $ 3 � h 7îp

θ(T ) = exp

(
− 1

2

T∫

0

β(s)2 ds+

T∫

0

(β(s) · dW (s))

)
l h � � 	�p

l d�c��X"*f���d@��b�� ��b 8a� d�f �P������f��������ud��%9�� $ d����
θ(T )

h c��P��������f��%� �������uf���

����f����9p*� $ �	��g��P" �,���������X" $

µ
�
ν
: g��������	�P��������b � 8L�<�(�S� : ���X" ����� �9�!�P�

" bDc���� ��c�������m!����" $ d���� l h � � �@p]�.d�c��X"*f���d@��b��Ld�f �P������f(��bec����P������b �
3 c���� �9�!���P"

θ(t)
�����	�P��m ��d���� l h � � 	�p f(�j��"5�������

T
���

t
� 1K��m ��� $ ��ft


c�������� d�f � ���P" dj��d(0c��� $ �P��m g@�/c���g����j���%� $ d����

θ(T ) = 1 +

T∫

0

θ(s)(β(s) · dW (s))
l h � � �Xp

l f�" � �9���	�	��� $ ����c����P"5��� $ � 3 � h 7îp �
8S��c��X"5���P" $ d�����c��=����������"5��h � h

Dξ(t) = E
ξ
t (β(t))

� ����f ��b�d���f �P��

����f

D∗ξ(t)
����" c������$�9�,������f f����jf!g@������g@�(����e�����d��jf!g���e(d@��������� �9������� �

3����������ud��P" l d�f �P���������upJ" ������" ������d��jf!g@���£�.�Y�����������£���
(Ω̃, F̃ , ν)

d���

��� �

E0 $ �(���
(Ω̃, F̃ , µ)

h d������ �
E′ �

� ����� � � _ � �K_

E
0ζ
t (θ(l))−1E

0ζ
t (θ(t)β(t)) = E

ξ
t (β(t)).

l h � � ��p
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C
0Sf!c�������� d�f � ���P" dj��b l h � �%; p]� l h � � �Xp?��������d �9���Y��b�d���f �����%�

Dξ(t) = lim
∆t→+0

E
′ζ
t

(
ζ(t+∆t)− ζ(t)

∆t

)
=

= lim
∆t→+0

E
0ζ
t (θ(l))−1E

0ζ
t

(
ζ(t+∆t)− ζ(t)

∆t
θ(l)

)
=

= E
0ζ
t (θ(l))−1 lim

∆t→+0
E

0ζ
t

(
ζ(t+∆t)− ζ(t)

∆t

)
+

+E
0ζ
t (θ(l))−1 lim

∆t→+0
E

0ζ
t

(
ζ(t+∆t)− ζ(t)

∆t

)( l∫

0

θ(t)(β(t) · dW (t))

)
.

bc��f!g@������g�d
ζ(t)

���
(Ω̃, F̃ , ν)

�jf��%�
W (t)

l f�" � ��b 8a�up $ ���

E
0ζ
t

(
ζ(t+∆t)− ζ(t)

∆t

)
= 0.

a b ��������"Zc�������� ����������dF9 m ���$��g�dF9 � d@��g�6��*9
f :M → R

feg@�X" c���g���

��bC"Å����f!�����!�P��" � 1K��m ��� $ c���f!g@������g�dY� �9�jf��

ξ(t) =W (t)
�.c�� : ���X" d

f(ζ(t))(ζ(t +∆t)− ζ(t)) =

t+∆t∫

0

f(W (t)) dW (s),

"5�.�����Ec����P"5�������%�Á�,��b�d���b�� f!������f������xd�"5���.�(������f4��������m����	�P���|0c��� $
d����,��bBc�����d@d����%�

E0(f(ζ(t))) lim
∆t→+0

E
0ζ
t

(
ζ(t+∆t)− ζ(t)

∆t

)
=

= lim
∆t→+0

E0(f(ζ(t)))

(
ζ(t+∆t)− ζ(t)

∆t

)
=

= lim
∆t→+0

E0

(∫ t+∆t

t
f(W (t)) θ(s)β(s) ds

∆t

)
=E0

(
f(ζ(t)) θ(t)β(t)

)
.

l h � � GXp

1���g��P" �,���������X" $ c���f!g@������g�d
f

h c�������� ������������f � d@��g�6���fQ��b 8a� d�c��X"*f�

��d@����m��!����c�� $

lim
∆t→+0

E
0ζ
t


ζ(t+∆t)− ζ(t)

∆t

t∫

0

θ(s)(β(s) · dW (s))


 = E

0ζ
t (θ(t)β(t)).
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C`�9��d@m����/f�����������b $ c��£����������"5�Lh � h

Dξ(t) = E
ξ
t (β(t))

$ d����L�S�9��g���� be�������
��������dF94�P��"�" d �

B@ ��f f�"5�������P"
����m����jf f!�*9 ����f
EW

t (θ(T ))
$ � � � � �������!�P� ��f!g�dF9 � d@��g�


6��*9
EW

t (θ(T ))(x)
���

Rn �	��g�dF9 $ d����
EW

t (θ(T ))(ζ(t)) = EW
t (θ(T ))

�
<S��g��,��b�d���� $

EW
t (θ(T ))

�=���(����m����jf f!�*9 " b �,���������ud�����" �j�9���P"E�=����"
�(�Nf!�P" �����P�X" � a ��� �9��" �,���������ud���������7

κ(t) = θ(T )−1gradEW
t (θ(T ))

$ m �9�
gradEW

t (θ(T ))
�������ud�������m����$���������U���U����m����jf f!��� $ �.g@��������b��Zc��j��f��	����


�P�����
ζ(t)

�
� ����� � � _ � �2_ � .D�)H?�?.D�'

��">
��&�98���H	F � � � "1!4.#�2���
	

D∗ξ(t) = E
ξ
t (β(t)) +

ξ(t)

t
−E

ξ
t (κ(t)),

l h � � �Xp

Dξ
∗w(t) =

ξ(t)

t
−E

ξ
t (κ(t)).

l h � ; iXp

C D∗ξ(t) = lim
∆t→+0

E
′ζ
t

(
ζ(t)− ζ(t−∆t)

∆t

)
=

= E
0ζ
t (θ(T ))−1 lim

∆t→+0
E

0ζ
t

(
ζ(t) − ζ(t−∆t)

∆t
θ(T )

)
.

0Sf!c�������� d�f«��� �(��f ��" b��:����f f!d�� �9������f $ d����Z� �.�9��g����j�����!����f������ �P��"*

" b2h � h ;�$ �P��m g@�/c�����d@d�����"

E0(f(ζ(t)) lim
∆t→+0

E
0ζ
t

(
ζ(t) − ζ(t−∆t)

∆t
θ(T )

)
=

= lim
∆t→+0

E0

((
f(W (t))− f(W (t−∆t))

)W (t)−W (t−∆t)

∆t
θ(T )

)
+

+ lim
∆t→+0

E0

(
f(W (t−∆t))

W (t) −W (t−∆t)

∆t
θ(T )

)
.

aE���������Sf ����m!����"5���L�/c����������Ud���f����.c������,������� d�����f f(�����	�P��m ��d���� � ���P" dX

�P� l h � � GXp $ � � � � ���������

E0(f(ζ(t)) θ(t)β(t)).
a b�d���f ���P".c���������� f ����m!����"5��� �

	 �9�jf��=" b�c����P"5����f���"6c������������`d�"5���.�(������f7��������m����	�P���_0c��� $5� ���P" dX

��d.0c���-�Q��������m�������������������c��:d���f���fP" � i b �,���������ud�����"À����" �(��f ��" bC"
f!�P" �����P�X"vd�f �P���������&" ������" ������d��jf!g@���=�.�Y�����������Z�Bf�������������f�����dF9�DNdF9
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lim
∆t→+0

E0

((
f(W (t))− f(W (t−∆t))

)W (t)−W (t−∆t)

∆t
θ(T )

)
=

= lim
∆t→+0

E0

([
f ′′(W (t−∆t)

)
∆t +

+
(
gradf(W (t−∆t))

)(
W (t)−W (t−∆t)

)]W (t)−W (t−∆t)

∆t
θ(T )

)
=

= E0
(
grad f(W (t))θ(T )

)
=

∫

[0,T ]×Rn

[
(gradf(W (t))) θ(T )

]
ρW dλ =

=

∫

[0,T ]×Rn

[
f(W (t))

(
−gradρW

ρW

)
θ(T )

]
ρW dλ +

+

∫

[0,T ]×Rn

[
f(W (t))

[
−gradEW

t (θ(T ))

θ(T )

]
θ(T )

]
ρW dλ =

= E0

(
f(W (t))

(
−grad ρW

ρW

)
θ(T )

)
−

−E0
(
f(W (t))

[
θ(T )−1gradEW

t (θ(T ))
]
θ(T )

)
=

=E0

(
f(ζ(t))

(
W (t)

t

)
θ(T )

)
−E0

(
f(ζ(t))

[
θ(T )−1gradEW

t (θ(T ))
]
θ(T )

)
,

m �9� − grad ρW

ρW = W (t)
t

c��/�P��"�"5�Yh � G �
0L�c��������g@�(d����Yc�����d@d�������b�e � ���P" dj�`f �P� ��d���� $ d����

D∗ξ(t) = EW
t (θ(T ))−1

{
EW

t (θ(t)β(t)) +EW
t

[(
W (t)

t

)
θ(T )

]
+

+EW
t

( [
θ(T )−1gradEW

t (θ(T ))
]
θ(T )

)}

� $ c����P"5����f�f l h � �%; p $�l h � � �Xp�� l h � � ��p $ c�����d@d�����" l h � � �Xp � l h � ; iXp h f �P� �P

f�������� l h � � ��p � l h � � �Xp �

BR8Y���� � ���9Z�� � _��K_
D∗ξ(t) = E

ξ
t (β(t)) − 2uW (t, ξ(t))−E

ξ
t (κ(t)).�a����f����������!������� $ c����P��"�" ��"=h � ��� h � G −2uW (t, x) = − grad ρW

ρW = x
t
.bc�j��f��	�������

ξ(t)
� : ��������������f������ $ c�����d@d��P" d@��������� �9�������Sf �P� ��f�������f �
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DξE
ξ
t (κ(t)) = 0, Dξ

∗E
ξ
t (κ(t)) = 0.

C
bc���P"5�����P" �P��"�" dZh � hL� � ���P" dj��d l h � �%; p f �P� ��dF9�DN�P"Å�,���������X"�7

DξE
ξ
t (κ(t)) = DξE

ξ
t

[
θ(T )−1gradEW

t (θ(T ))
]
=

= Dξ
[
θ(T )−1gradEW

t (θ(T ))
]
=

= lim
∆t→+0

E
ξ
t

{
θ(T )−1grad

(
EW

t+∆t(θ(T ))−EW
t (θ(T ))

)

∆t

}
=EW

t (θ(T ))−1×

× lim
∆t→+0

EW
t

({
θ(T )−1grad

(
EW

t+∆t(θ(T ))−EW
t (θ(T ))

)

∆t

}
θ(T )

)
=

= EW
t (θ(T ))−1 lim

∆t→+0
EW

t

(
grad

(
EW

t+∆t(θ(T ))−EW
t (θ(T ))

)

∆t

)
=

= EW
t (θ(T ))−1gradDW

(
EW

t θ(T )
)
= EW

t (θ(T ))−1gradDW θ(T ) = 0.

�a��g����j�����!����f�����������������m��!����������f������ �����	�P��m ��d���� �
B

� ����� � � _ � �K_ l,+ p
Dξ
( ξ(t)

t

)
= E

ξ
t

(β(t)
t

)
− ξ(t)

t2
;l,+ + p

D
ξ
∗
( ξ(t)

t

)
= E

ξ
t

(β(t)
t

− κ(t)
t

) A
�8��"�" �Eh � hj� h f �P� ��f�������������������" b h � h`�E�P��"�" b h � h�� � aod���f�������


f���� $�l,+ + p]f �P� ��d�������� c���f���� ��f������������N��������������" b=h � h ��g@����f�����d�g�6����-c�����

��� ���j�9����� �
� ����� � � _ � ��_

DξuW(t, ξ(t))=DWuW(t, ξ(t))+Eξ
t (β(t)·∇)uW(t, ξ(t)).

C DξE
ξ
t u

W(t, ξ(t))=

= lim
∆t→+0

1

∆t
E

ξ
t

[
uW(t+∆t, ξ(t+∆t))− uW(t, ξ(t))

]
=

=
(
EW

t θ(T )
)−1

lim
∆t→+0

1

∆t
EW

t

[(
uW(t+∆t, ξ(t+∆t))−uW(t, ξ(t))

)
θ(T )

]
=

=
(
EW

t θ(T )
)−1

lim
∆t→+0

1

∆t

{
EW

t

[
uW (t+∆t, ξ(t+∆t))− uW (t, ξ(t))

]
+
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+EW
t

[
(
uW (t+∆t, ξ(t+∆t))− uW (t, ξ(t))

)
l∫

0

θ(s)β(s) · dW (s)

]}
=

=
(
EW

t θ(T )
)−1

lim
∆t→+0

1

∆t

{
EW

t

[
uW (t+∆t, ξ(t+∆t))− uW (t, ξ(t))

]
+

+EW
t

[ t+∆t∫

t

DWuW (s, ξ(s)) ds

l∫

0

(θ(s)β(s) · dW (s))

]
+

+EW
t

[ t+∆t∫

t

θ(s)(β(s) · ∇)uW (s, ξ(s)) ds

]}
=

=
(
EW

t θ(T )
)−1

{
DWuW (t, ξ(t))+

+DWuW(t, ξ(t))EW
t

l∫

0

θ(s)β(s) · dW (s)+EW
t (θ(t)β(t)·∇)uW(t, ξ(t))

}
=

=
(
EW

t θ(T )
)−1
{
DWuW(t, ξ(t))EW

t θ(T )+EW
t (θ(T )β(t)·∇)uW(t, ξ(t))

}
=

= DWuW (t, ξ(t)) +E
ξ
t (β(t) · ∇)uW (t, ξ(t)).

	 �9�jf��
uW (t+∆t, ξ(t+∆t))− uW (t, ξ(t)) =

=

t+∆t∫

t

DWuW (s, ξ(s)) ds +

t+∆t∫

t

(dW (s) · ∇)uW (s, ξ(s))

c�� � ���P" dj�P��0c��� �
B

� ����� � � _ � �K_ 	 �,�&"%��� 5 H?�2
 5 
��&�98���H	F � � !���+6�)�4

�
+�� 	

DDξ(t) = Dξβ(t),
l h � ; hup

D∗D∗ξ(t) = Dξ
∗β(t) +E

ξ
t

(
β(t)

t
− κ(t)

t

)
,

l h � ;�� p

D∗Dξ(t) = Dξ
∗β(t),

l h � ;,; p
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DD∗ξ(t) = Dξβ(t) +E
ξ
t

(
β(t)

t

)
− ξ(t)

t2
,

l h � ; �@p

DD∗ξ(t) = Dξβ(t)−DWuW (t, ξ(t)) −E
ξ
t (β(t) · ∇)uW (t, ξ(t)).

l h � ; 	�p
C
� ���P" dj��b l h � ; hup 5�l h � ; 	�p�f �P� ��dF9��e��� �P��"�"_h � h�� 5 h � h�� $ f �P� ��f�������fYh � ;

������������" b2h � h �
BF]f����jf������������ $P� ���P" dj��b l h � ; �@p]� l h � ; 	�p : g��������	�P��������b �
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a*f�9 ��d>�B���	���������*8a��" " b ����f c�����f�������b ��d �9��" ����f f�" �������������%�
d@��������������f $ ��eG����8a������fQ�.�9��d@m ���a�,�,IK� g���b ���Yg@������d����X" ������� � g@��������

"5�����

t ∈ [0, T ]
�

bLd�f��%� �j�$������b ����"5�����P" b��ec��8�E�����!��9^�����,�����2�(������f
a(t, x)

�
α(t, x)���

[0, T ]× Rn � Rn �(� S+(n)
f�������������f������������ �

@ ��f f�"5�������P"xf!��f�����" d��������
{
Dξ(t) = a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t)),

l ��� hup

g@��������dF9 ������������" @6&�
�
 ) A ) 1���&$# � 5,1�� / � A*#%?21 ) 1�& ) / � ) A4?2 ��  �� A�
 @6+�# �
�2A  .&"/%?2 2@61�� / &�?�� A ) @61 ) / � �2A*#%?%# �;�d�����be����f�����������" b�h � hN� h � ��$ �P��m g@�������9���%� $ d����(�j�$���ud�������eX�.� �9��

����f c�����6��jf f �e��� �8� d�� ����������m��C����c�� $

P

 c � � � d �9�����P���������Xf*9�Da��m�� l ��� hup $ �

c�������6���c�� $ g@������� g������ � bc����f������ $ d�����c����������Sd@���������������Nf!��f�����" b l ��� hup
��c���� �9�!��f����Yf�����f $ � ����������� h g@� :��8� ��6������������ �8� d�� ���(c�����6��jf f � �

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��'*(�'a� d �9��" m������������%� $ d���� l ��� hupZ�P"5����� ����8a�������
���

[0, T ]
f����ud��	������bC"=d�f �P��������"

x0 ∈ R
n $ �jf ���Ef!dFDa�jf�����d������������uf���


����f��������_c�����f���������f������
(Ω,F ,P)

�B�j�$��������b��Á���Å����" c����
t ∈ [0, T ]c�����6��jf f

ξ(t)
f��N�����ud�������fP" �Y�

Rn �	��g@��� $ d����
ξ(0) = x0

$ �-c����
t ∈ [0, T ]����f

ξ(t) P

 c � � � ��bec����P��f�����f f l ��� hup �

����fS���	���������*8a��m�������"Qc�����������d�����f f f �P� ��dF9�Da���E����e�����d��jf!g@��� d@��������
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�
�

α(t, x) � �&�)��!#�*!&�,+-�&"-�>�&" 
1"%+6"%3������&"�

� � �&� �!#� .D�)����� � "���"-01!��%<>�)� � � � � [0, T ] × Rn + S+(n)
AGI�"%J*8#� 
*��FG�'

�
+��K�'�

�&�)��!#�*!&�,+-�&"-�;�&"@
1"%+6"%3������&"�

� � �&�*!#� .D�)����� � "���"-01!��%<>�)� � � A(t, x) � �
[0, T ] × Rn + ��!#"�

�)!����4

�
+6" L(Rn,Rn)

�
��3K"-� 7 �6��";��! � ��H 0%� � t ∈ R 7
x ∈ Rn +-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x)

A

C
bc��f!g@������g�d f!�P"�"5��������d��jf!g���� " ��������6�b

α(t, x)
c����P�.�Y�����!�������

��c���� �9�!�P����b $ ���|��f��7��e|������m������	������b��Ä" ��������bVc����P�.�Y�����!������bV� $ �
d���f�������f���� $ ���j����d���b ������dj��f � 1K��m ���(�P"5�����&"5�jf����������!�P�.�(�������Y5��$d�f f �
l f�" ��3 hj� $ ����������" ����� � � � ; 7îp

α = ζδz
$ m �9�

ζ
h ���<����������� d@m�����������f!" ��������6��

f�� ��������6���" �:��� ������m������	��� $
z

h �����Xe���������� d@m�����������f�" ��������6���f�� ��������

6���" ������������m������	��� $

δ
h ������m������	��������f�" ��������6�� � bc��� : ���X" : �P��"5������b

" ��������6
ζ
$
δ
�
z
��b����2�/�%9���f f8����6��������	�������Cd������ � : �P��"5������b

α
$ � � � � d�g���


�j������b���" ��������6�bj��� c�������be����bvc��Zf�������g�d�c�����f����_c�������"5������b�e
t, x

� 0L�
����m�� $ d����

α
h f!�P"�"5��������d��jf!g����:" ��������6�b $ �P��m g@�(d������9���%� $ d����

z = ζ∗l
z

������������������f!c��������������������X" d
ζ
p � 1���g<�(�£��������d �9���N�����9���%� $ d���� ������ft


f�" ��������������" b�eNd�f �P������f�e : �P��"5������b ������m������	���������a" ��������6�b
δ
c����P�.�Y��


���!������b � C �P� �9���������!������� $ g@������� g���������c���� �9�!�P����� ������m������	��������f!" ��������

6�� √

δ
$ ���]������m������	��� g@�����������Sf����uf��*g����$�9��������b�� g@�������L���]f�������������f�����dX


9�DN��e : �P��"5���������a" ��������6�b
δ
� @ ��f f�"5�������P"Ä" ��������6�b

A(t, x) = ζ
√
δ
� bc�

c���f������������*9
A(t, x)

��� c�������be�����Zc���f�������g�d�c�����f����7c�������"5������b�e
t, x

�
c���� : ���X"

A(t, x)A∗(t, x) = ζ(t, x) δ(t, x) z(t, x) = α(t, x)
�
BR8Y���� � ���9Z�� ��_ � _ �,
�� � + ��
��&"%+ ��� �&� . .�� 2.1

�'�2.D�)� � �
�@�)!#�
0-"%+�� �� � � �&�)��!#�*!&�,+-�&"�

� � A(t, x) �)!#�
0-"%+���� � � . � �
.D�*! � .D"�

� � �&"��/"1!#�)��H ( � � �J ���1843K"�

� � ) 7 ��" 
*��FG�'

�
+��K�'� � �
.D�*! � .D"-� �&"��/"1!#�)��H (

1"-"��
+6�'�2

�
+6�)���&"

J ���1843K"-�
)
"���"-01!��%<>�)� � ��.C���)! � $ A(t, x) � � [0, T ] × R

n + ��!#"�

�)!���� �

�
+6"
L(Rn,Rn)

�
��3K"-� 7 �6��" ��! � ��H 0%� � t ∈ R 7 x ∈ Rn +-�,�&"%��� 5 �'�2
 5
A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x)

A
����fGf ��d@d���f $ g@��m ���

α(t, x)
�9����f�����d������

S+(n)
$ "5�.�����7c���f����������%�

��� c�������be�������
A(t, x)

c���� �����P���£�,������"5���������!������b�e�c���� ��c����P�.�(������f�e �
� ����� � ��_���_ �,
�� � α(t, x) � "���"-01!��%<>�)� � � J ���1843K"�

� � C2 � � [0, T ]×

Rn + S+(n)
7 ��"�
*��FG�'

�
+��K�'�D�&�)��!#�*!&�,+-�&"-�:�&"�
1"%+6"%3������&"�

� � �&�*!#� .D�)����� �"���"-01!��%<>�)� � � A(t, x) � � [0, T ]× Rn +>��!#"�

�)!����4

�
+6" L(Rn,Rn)

.C���)! � $�
��3K"-� 7 �6��"L��! � ��H 0%� � t ∈ R 7 x ∈ R
n +-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 A(t, x)A∗(t, x) =

α(t, x)
A

�8��"�" � ��� � ��be���j������f f���� 3 � � $ 1K��������" �.h�7 �
K �+������� � ��_ � _?�	��

�
� +@
 � 

��� .D� (2.1) α(t, x) �&�)��!#�*!&�,+-�&" �&"E
1" �+6"%3������&"�

� � �&�*!#� .D�)����� � 7 �&"%�&"1< � ���)���-�&" "%��!#�98:�)�&�)�&" (

�1A,��AD��! � +�
1� �
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t ∈ [0, T ] 7 x ∈ R
n ��! � ���184�&��< � � S+(n))

7 � 84� 5 �&�)J�"	+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 "%$&�)� �3��

‖trα(t, x)‖ < K1(1 + ‖x‖)2 l ��� � p
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K1 > 0

A��	��

�
�
a(t, x) � �
.D�*! � .D"	�&" �/"1!#�)��H � 84� 5 �&�)J�"+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 "%$&�)��3��

‖a(t, x)‖ < K2(1 + ‖x‖) l ��� ; p
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K2 > 0

A I�"%J*8#�@84� 5 ��H 0-"%J�" �����������-�&"%J�" ��
��&"%+ �65
ξ(0) = x0 ∈ R

n ��!���+-�&�)� � � (2.1) � .D�
�'�,!#���G�)� � � 7 "%��!#�98:�)�&�)���&"-� ��� +�
1� ."��)!#� �13K�
[0, T ]

A

C
1���gQg���g

α(t, x)
��� c�������be�����Y�.c����P�.�Y�����!�������!��c���� �9�!�P����� $ ���Yc��

�P��"�"5� ��� h f!dFDa�jf�����d�������� c�������be�������
A(t, x)

�	��g@��� $ d����
A(t, x)A∗(t, x) =

α(t, x)
� 8c� c���f���� ��f����������������(��c���� �9�!�P������f_f �P� �����Y���������X"|f ��d@d����Nc���


��d@d�����" $ d���� ���
α(t, x)

���������Bf!d�"�"5��g����$�9��������� ��f���e : �P��"5��������� " ����

����6�b

A(t, x)
$ � � � � f�����f�����f f6g����$�9�������X" � ��g������9������� �����P" b �Ec�����


f���������f������
n × n

" ��������6 � bc��f!g@������g�d.�(g@������d����X"5�������X"Ec�����f���������f������
S(n)

f!�P"�"5��������d��jf!g���e
n × n

" ��������6Z��f��a�����P" b : g��������	�P��������b $ �������
d�f �P������f l ��� � pSf������ d�f �P� ��d���� $ d���� ‖A(t, x)‖ < K3(1 + ‖x‖) ����fÀ��� g@��

��������m��

K3 > 0
� 1���gxg���g

α(t, x)
c����P�.�Y�����!�������=��c���� �9�!�P����� $ ���«" ����


����6��
A(t, x)

c����7��f���e
t, x

���-��b����.� �9����� � bc��f!g@������g�d
a(t, x)

����"5������

"5���`d �9�����P���������Xf���� l ��� ; p $ ���(c����&��c���f ������b�e.��b 8a� f!������f�������e

A(t, x)c�� 3 hji $ ����������" � ����� � ;�� ; 7 f!dFDa�jf�����d����!����8a�������Nf����ue���f�����d��jf!g@��m��N��� �8� ��

������6����	��������m�� d@��������������f

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(s)) ds+

t∫

0

A(s, ξ(s)) dw(s),
l ��� �@p

��c���� �9�!�P��������m��a���N��f���"Ä������� � g@�
[0, T ]

� 0L������������"|h � h �_h � � ��d�� �����9��bC"
�,���������X"7f �P� ��d���� $ d����!����8a�������

ξ(t)
c���f �P� �9����m�� d@��������������f

P

 c � � � d �9��


���P���������Xf���� l ��� hup �
BK �+������� � ��_���_	�	��

�
�

α(t, x) C2 �
J ���1843K" 7 �&�
"��)! � $������)���-�&" "%��!#�98:� ��&�)�&"

(
�1A4��A6��! � +�
1� � t ∈ [0, T ] 7 x ∈ Rn ��! � ���184�&��< � � S+(n)) �

�
8:"%+-�&�
��
+6"1! 5 �'� (2.2) A6�	��

�
� a(t, x) �&�)��!#�*!&�,+-�&" � �
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'� (2.3) A�I�"%J*8#�84� 5 ��H 0-"%J�" �����������-�&"%J�" ��
��&"%+ �65 ξ(0) = x0 ∈ R

n ��!���+-�&�)� � � (2.1) � .D�
�'�!#���G�)� � � 7 "%��!#�98:�)�&�)���&"-�/��� +�
1� .�"��)!#� �13K� [0, T ] A
C

bc���P��"�"5� ��� � f!dFDa�jf�����d����o��� c�������be�������
A(t, x)

�	��g@��� $ d����
α(t, x) = A(t, x)A∗(t, x)

� 1���g �(� $ g���gY���S�9��g����j�����!����f������C����������" b ��� h $



; G &(' � � � Õ Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	
��be���j������f f«��6�����g�� ‖A(t, x)‖ < K3(1 + ‖x‖) ����fÀ��� g@����������m��

K3 > 0
�

1K��m ��� $ �	��g(g���g
a(t, x)

�
A(t, x)

��� c�������be����bD�.��bec����P������� l ��� ; p $ d@������

��������� l ��� �@pYd �9�����P���������Xf���� d�f �P������fP" 3 hji $ ����������" � ����� � ��� �%7 $ � � � � ����f
����m��Nf!dFDa�jf�����d����c����8a������� $ ��c���� �9�!�P�������������S��f���"=������� � g@�

[0, T ]
� <S��g/�

��������� $ ��d�� �����9��� $ d����
P

 c � � � �����/d �9�����P���������Xf���� l ��� hup �

B3���"5�����P" $ d����>c���f!g@������g�d
�j�9���������ud���b��Á�����,�����2�(������f f�����f*9���f f
d���f�����bC"_f ��d@d�����"�"5����m��������ud���b�e $ ��� ����f/d@��������������� f ����"5�����P"5���/c�����

�����(d���f��%�,9 $ d �9�����P���������Xf*9�DN��eNd�f �P������fP"&����������" b ��� � l f�" � ���<�(�up $ g���g
f �P� ��f��������8" b����.�(� c�����d@d�����"Ä����������" d�f!dFDa�jf���������������f:����8a������� � 1���g�

�(� �P"5�����a"5�jf����a����������" ��f!dFDa�jf���������������f(����8a�������-��f ��d@d����C��� c�������be��

��b�e-c�������b�e�d���f������ $ d/g@��������b�e

α(t, x)
c��������P" �����N�����ud�������f��

S+(n)
p $

�jf ���.d@��������������� d �9�����P���������Xf���� d�f �P������fP"À����������" b ��� 	 l f�" � ���<�(�up �

��_���_���Z���� ������
��*Z��@Y � 
�! � �9[2Y�� ����
*Z��
� �����PZ�� �%����
�!G�£Z � ��������
���� ���������%�

bLd�f��%�
a(t, x)

�
α(t, x)

h "5����m��������ud���b��������,�����2�(������f ���
[0, T ]×Rn�

Rn � � S+(n)
f�������������f������������ ��� &�
�
 ) A ) 1���&$# � 5,1�� / ?2+��	� (*) 1�& ) / �

�2A  .&"/%?2 2@61�� / &�?�� A ) @61 ) / � �2A*#%?%#!��d �9��"Å����� be�����%�/f!��f�����" d��������
{
Dξ(t) ∈ a(t, x),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)).

l ��� 	�p

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' ��'K� d �9��" m������������%� $ d���� l ��� 	�pe�P"5����������8a�������(���
[0, T ]

f����ud��	������bC"Zd�f �P��������"
x0 ∈ Rn $ �jf ���Yf!dFDa�jf�����d����L�������uf�������f��������

c�����f���������f������
(Ω,F ,P)

�(�j�$��������b������a����"7c����
t ∈ [0, T ]

c�����6��jf f
ξ(t)f��������ud�������fP" �x�

Rn � ���ud��	������bC"6�����ud���������"
ξ(0) = x0

�	��g@��� $ d����
P

 c � � � ����fU����m��/��bec����P��f�����f f l ��� 	�p �
a_c�����f������*8N��eNf ��d@d���f�eS����c�����f�� f!dFDa�jf����������������8����8a������fS����f l ��� 	�p

f!���j������f fGg^����������" ��"vf!dFDa�jf���������������f ����8a������f ����f l ��� hup � bc������� �9��"
c����P"5���Zc��j�9�,������m��/d@��������� �9������f � 8S��c��X"5���P" $ d����(�����ud����������,���������ud���

����f��u�����P" �!"5���.�(�jf�������� c�������� �9�����/�/g@����6��8bc��� ����f �P������f �
K �+������� � ��_��K_��	��

�
�

α(t, x)
��! � � � .C���'� �1�������)� �65 + �&"%�&"1< � ���)���-�&""%��!#�98:�)�&�)����� �L.C���)! � $�� � S+(n)
7 � .D�
�'� �'�2.�3����4�
���/+-�,����3�������"-01!��
�1� 7�&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&" 
�� � �)� � 84� 5 3��%<?8:"%J�" α ∈ α(t, x)

+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 "%$&�)� �3��

‖trα(t, x)‖ < K1(1 + ‖x‖)2



Õ Æ Õ Æ�� ��" " � � � � � � � ' ����� � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	 � $ � � � � ; �
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K1 > 0

A
�	��

�
�
a(t, x) 5 +-� 5 �'�2
 5 � �
.D�*! � .��/.;�&" �/"1!#�)��H.��&"%J�" �1�����2���/.�"���"-01!��%<>�)� � � . � �
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'� "%$&�)��3K�

‖a(t, x)‖ < K2(1 + ‖x‖) l ��� �Xp
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K2 > 0

A I�"%J*8#�@84� 5 ��H 0-"%J�" �����������-�&"%J�" ��
��&"%+ �65
ξ(0) = ξ0


*��FG�'

�
+��K�'� !#���G�)� � � (2.5) 7 "%��!#�98:�)�&�)���&"-� ��� +�
1� . "��)!#� � �3K�
[0, T ]

A

C
bc���Bf �9�!��������b�exc���� ��c����P�.�(������f�exc��À����������"5� i ����g���� l ����������


" �CG � hupE"5����m��������ud������������,�����2�(�������
α(t, x)

�P"5�����!��� c�������be����b��U�j�9����

�����ud���b��(f��!�P� g������

α(t, x)
� 0L��"5�����P"5��� c��(�E�����!��9 "5����m��������ud������������,��


���2�(�������
a(t, x)

�P"5����������"5�����P" b����j�9���������ud���b��`f��!�P� g������
a(t, x)

� 1K��

m ��� d@���������������

{
Dξ(t) = a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t))
d �9�����P���������Xf����Yd�f �P������fP" ����������" b ��� h�� $ f �P� �9���������!������� $ �P"5����������8a��

����� $ g@�����������£��d�� �����9��bC"Å�,���������X"«f�����f�����f f(������8a��������" l ��� 	�p �

BaEf ��d@d���� $ g@��m �����
α(t, x)

$ �
a(t, x)

c�����d@��� c�������be����bBf������ d $ �P"5��9��
�j��" g���d@��b��]��bec�d�g���b��J�,������� b_�

α(t, x)
c��������P" ����� �����ud�������fS�

S+
$ d �9��


���P���������Xf*9��:��6�����g���"G���Nd�f �P������fG����������" b ��� ; �`��� ���jf������ $ d����U��� c�����

��be����b��2f��!�P� g������

α(t, x)
�����,�����2�(������f

α(t, x)
$ g@��������b��2f!dFDa�jf�����dX


��� c��Å����������"5� i ����g���� l ����������" ��G � hup $ c���� ��f��	�����P"2� �����9�
α(t, x) =

A(t, x)A∗(t, x)
f���� c�������be����bC"

A(t, x)
$ ��������d �9���Q�9��g����j���%�Qf!dFDa�jf�������


���������c����8a������f-����f l ��� 	�p c�d@����"xf!��� �9������f(g�����������"5� ��� ���
����f.f ��d@d���f $ g@��m ���

α(t, x)
�
a(t, x)

���S�P"5��9������ c�������be����b�e(f��!�P� g�

��������� $ �9��g��2�(��" f �P� ��dF9�Da���Ld@��������� �9�������c�-f!dFDa�jf����������������:����8a������f �

K �+������� � ��_ �2_?�	��

�
�
a(t, x) � "%J)!���� � ���)���&"-� � �
.D�*! � .D"-�L�&" �/" �!#�)��H .��&"%J�" �1�����2�&"-� "���"-01!��%<>�)� � � � � [0, T ] × Rn + Rn 
 �'�2.�3����4�
�/. �"-01!��
�'�2. � A�	��

�
�

α(t, x) � "%J)!���� � ���)���&"-� � �
.D�*! � .D"-� �&" �/"1!#�)��H .��&"%J�" �1����� ��&"-� "���"-01!��%<>�)� � �L
 �'�2.�3����4�
�/. � "-01!��
�'�2. �E� � [0, T ] × Rn + S+(n) �
*��FG�'

�
+��K�'�
ε0 > 0

�
��3K"-� 7 �6��" 84� 5 +�
1� � t, x ε0 �
"%3�!#�'

�
�&"�

�
� .��&"1<>�

�

�
+��
α(t, x)

+
S(n)

�&� �&�*!#�'
1�)3����'�>.��&"1<>�'

�
+6"
S0(n)


 � . .D�'�)! � ���'
�3 � �+-�D!#"1<?8:�)����� �
n× n

.C���)! � $#AI�"%J*8#� 84� 5 ��H 0-"%J�";�����������-�&"%J�">��
��&"%+ �65 ξ(0) = ξ0 ∈ Rn +-3���H ��� �� � � (2.5) � .D�
�'��!#���G�)� � ��A

C
1���g=g���g

a(t, x)
�

α(t, x)
f�����f*9���f f6����"5�����P" bC" �>c����E�����!��9

"5����m��������ud���bC" �Á�����,�����2�(������fP" � $ ��� �����B�P"5��9��x����"5�����P" b���c�� �E��




��i &(' � � � Õ Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	
���!��9 f��!�P� g�������b

a(t, x)
�
α(t, x)

$ g@��������b�� c��|c���f������������*9 ��m���������

d�����b � bc�Bf �P� ��f������*9 ��� h f!dFDa�jf�����d����E����"5�����P"5���

A(t, x)
�	��g@��� $ d����

α(t, x) = A(t, x)A∗(t, x)
� bc��� : ���X"�c��|c���f������������*9

A(t, x)
��m���������


d������E�´���������X"5������� ��� �9�!�P�����^���^"5���.�(�jf������x��b����.� �9������b�e " ��������6
�
L(Rn,Rn)

� 1K��m ���Yf����ue���f�����d��jf!g@���e��� �8� ��������6����	��������� d@���������������

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(s)) ds+

t∫

0

A(s, ξ(s)) dw(s)

d �9�����P���������Xf����/d�f �P������fP" 3 � i $ ����������" � ��� � � � hH7��Q�P"5�����:����8a������� $ g@������

�����c��d�� �����9��bC"À�,���������X"«f�����f�����f f�����8a��������" l ��� 	�p �

BK �+������� � ��_���_ 	 ��0-�*!#� . ��!#" � �1+6"%���-�&"-� �����������-�&"-� �1�������)� � � ξ0 ∈
Rn A��	��

�
� a(t, x) � �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"-� 
�+6�*!����E.��&"%J�" �1�����2�&"-�G"���"-01!�� �<>�)� � � 
 �'�2.�3����4�
�/. � +-�,����3����/. � "-01!��
�'�2. ��� � [0, T ] × Rn + Rn 7 �����

�
� "%�&"��
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'� "%$&�)��3K�

‖a(t, x)‖2 < K(1 + ‖x‖2) l ��� ��p
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K > 0

A
�	��

�
�

α(t, x) � �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"-� 
�+6�*!���� .��&"%J�" �1�����2�&"-�D"���"-01!��%<>� �� � ��
��'�2.�3����4�
�/. � +-�,����3����/. � "-01!��
�'�2. � � � [0, T ]×Rn + S+(n)
�
��3K"-� 7

�6��"�84� 5 3��%<?8:"%J�" α(t, x) ∈ α(t, x)
+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 "%$&�)��3��

|trα(t, x)| < K(1 + ‖x‖2) l ��� GXp
��! � �&�)3K"���"1!#"�. K > 0

A
I�"%J*8#�G
*��FG�'

�
+��K�'�/!#���G�)� � �/+-3���H ���)� �65 (2.5) 
,�����������-���/. ��
��&"%+ � �� .
ξ0
��! � t ∈ [0, T ]

A
1K��������" � ��� 	af�����f�����f f&d���f�����bC"Ef ��d@d�����" ����������" b ;�� h $ �9��g����j���������

���<�(� �

��_��K_���Z���� ������
��*Z��@Y � 
�! � �9[2Y�� ����
*Z��
� �����PZ�� �%����
�!G�£Z � ��������
���� ��Y�� �%�

;���������������f(�.��g���9�d�������fQfLc�������� ���j�9��bC" �(�-f���� �9����"xf �P� ��� ����������

g��%9��/c�������c���f �������U��� g@��������b�e(f!c���6����	������b�e�f����ue���f�����d��jf!g���e�c�����6��jft

f���� �!" ������" ������d��jf!g@��� � ��� ��g@� � 8S��c����P"5��� $ � 3 � �@$ � ; 7 l f�" � �	��g<�(� ��������

������d@��dL� : ����e����%�����	��ePp���be��� �9�����ed@���������������]����������m�� c����Xf���g�� f c���������

���j�9��bC" ��f �P� �������am���d�c�c���e�f��,�����P� ��f!g���eN��� �8� ���X"5��� � ����"5��� $ g@�����������



Õ Æ ÿ Æ � ��" " � � � � � � � ' ����� � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	 � ' � � � ��h
��c���f!be�������Sc�����6��jf f $ d*����" ������" ������d��jf!g@�����.�Y������������f�����f�����f fYc�������g@�X"
��f�� g@���!�Y����g@��f���� l f�" � m � � �Xp � C �P� ��d����8����"5�������%� $ d������	��g����ed@��������������f
�/��g���9�d�������fY���jf��X" � f �P�.����b ����f/��f f �P� �9����������f c���f��������������*9|f*d@������

��������fP" �Z�Z��g���9�d�������fP" �_f�c�������� ���j�9��bC" �`�(f���� �9����"|f!c�������� � 1K��"^���
"5���������P"5������f f`c�����f������&"5�����j� $ f!��f��j������b��`fS��f!c���������������������"À�,�����%Da��

����f�������"5������d�����8a��������d@���������������_����g���9�d��������7f/c�������� ���j�9��bC" �_�
f���� �9����"7f!c�������� $ g@��������b��Yc���� ������f����Lc�����d@d����%����� g@��������b��C��� � dj�����	����b
�Z����f7f ��d@d���f_c�������� ���j�9��b�e_f �P� ��� � 	 �9�jf��G" b2c�����������9 f���������d���" : �����
"5�����j�&��� c�����f����X" c����P"5����� �

C]��f�����" �
{
D∗ξ(t) = a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t))

l ��� �Xp
����� be��������f f � A*#%?21 ) 1�& ) /�� ) A4?2 ��  �� A�
 @6+�#�� �2A  .&"/%?2 2@61�� / & ? � A ) @61 ) /
� � ) ?%# �

i b^��� �����j���P"Zc�����f������ $ �����	�P��m ��d���������c�������������d
D2

�L���������X"7f ��dX

d���� $ �	��gEg���gE���Zf!������f����7��������m����	��� 0c��� f �P� ��d���� $ d���������fEc�����6��jf f �
��� �8� d�� ����������m��C����c��

ξ(t)
��� � dj�����	��� c����P"5����������f ������"5�.������m�� �����	�P��m!�

f�����c��$�������ef
D2ξ(t)

l ����f�f ��d@d���f ��� �8� d�� ��������b�e c�����6��jf f���� : ��� f �P� ��d����
���8��� � dj�����	������� 3 � ;�$ ���27îp �

bLd�f��%�
a(t, x)

�
α(t, x)

f�����f*9���f f�"5����m��������ud���bC" �G�����,�����2�(������fP" �
���

[0, T ]× Rn � Rn �(� S+(n)
f�������������f������������ � C]��f�����" �/�������

{
D∗ξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t))

l ��� hjiXp
����� be��������f f�?2+��	� (*) 1�& ) / � ) A4?2 ��  �� A�
 @6+�#0� �2A  .&"/%?2 2@61�� / & ?0� A ) @61 ) /
� � ) ?%# �@ ��f f�"5�������P"G����8a�������

η(t)
$ �j�$�����������?���C������� � g@�

t ∈ [0, T ]
$ f?���ud��	����


��bC"xd�f �P��������"
η(0) = 0

f �P� ��dF9�Da��m��N��� �8� ��������6����	��������m�� ��g���9�d�������f
fLc�������� ���j�9��bC" ���Yf���� �9����"xf!c���������7

{
Dη(t) ∈ −a(1− t, η(t)),

D2η(t) ∈ α(1− t, η(t)).

l ��� h�hup

K �+������� � ��_��K_6�/!#"%$&�'



ξ(t) = ξ0−η(T )+η(T−t) 5

+-� 5 �'�2
 5 !#���G�)� � �� .
(2.10)


/�����������-���/. ��
��&"%+ � � . ξ(0) = ξ0
7 J*8:� η(t) � !#���G�)� � � (2.11)
/�����������-���/. ��
��&"%+ � � . η(0) = 0

A
�a����f����������!������� $

D∗ξ(t) = −Dη(T − t) ∈ a(t, η(T − t)) = a(t, ξ(t))
�

����f
D2ξ(t)

����f f!d�� �9������f.�����	�P��m ��d���b �



� � &(' � � � Õ Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	
��_ �2_�� ����� 
���
*Z�� � ���X[�� �«Z��£Z ��[3������� �����£Z

<S��g/f!g����j����� ��b 8a� $ ��� g�dFD ��fYf!g@������f��%�£f�����f�����f f c��XfP" bC"������	�P��m��X"
�,��b�d������xf!g@������f���� � ��� ��d��jf!g���e7�9�������P" ������������������b�e c�����6��jf f���� � 1���g
d����`f ��d@d����_d@���������������_f!��� g�dFDN�P" �7f!g@������f���fP" � $ c���
 �������P"5�X" d $ f�����f�

����f f������*�����P���£�jf����jf�����������bC"xf � ��� ��d��jf!g@��������d�g��.����������f �

C]��f�����" d��������
{
DSξ(t) = v(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t))

l ��� h � p
" b^����� be������" � A*#%?21 ) 1�& ) / � ) A4?2 ��  �� A�
 @6+�#!� � ) + � � &F/ & ��+, A  2��� 
</ & �

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' ��'�5@�������Xf�� $ d���� l ��� h � p*�P"5�����:����8a�������a���-����������

���	�P�

[0, T ]
$ �jf ���`f!dFDa�jf�����d����/�������uf�������f��������Sc�����f���������f������

(Ω,F ,P)
�

�j�$��������b��&��������"Ec����
t ∈ [0, T ]

c�����6��jf f
ξ(t)

$ ����f`g@����������m��-��bec����P��f�

����f f l ��� h � p �
K �+������� � ��_���_ �	��

�
�

v : [0, T ] × Rn → Rn � α : [0, T ] × Rn →
S+(n) �

J ���1843 � �:�&"�
1"%+6"%3������&"�

� � �&�*!#� .D�)����� � ( + ����

�
�&"�

� � 7 �%��"	" �1��� ������'� 7 �6��";��! � 3��%<?8:"�. t �&"%�&� α "%��!#�98:�)� 5 �'� �'��+ � 
 5 F ��H "��L+%!#� .D�)� �! � .C���&"%+��=.D�'�)! � 3�� αt(·, ·)
���

Rn 7 +-+6�98:�)������H + �
1.2)
A �	��

�
�@�
��36<>�

+-�,�&"%��� 5 H?�2
 5 "%$&�)��3 �

‖v(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖) l ��� h ; p
�

|trα(t, x)| < K(1 + ‖x‖2), l ��� h��@p
� ����

�
� 84� 5 +�
1� � � �-8:�)3�
1"%+ ij � �&� .D�)�4�
�E.C���)! � $�� αt(x)

�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 H?��&�*!���+6�)�4

�
+��
∣∣∣∣
∂aij

∂xj
(t, x)

∣∣∣∣ < K(1 + ‖x‖) l ��� hu	�p
��! � �&�)3K"���"1!#"�. K > 0

A2�	��

�
�
ξ0 �


��������������,� � �&� .D�)�4�?
1" �1�������)� �65 . �+
Rn 7 �>3K"���"1!#"%J�"	+6�*!#" 5 �
�&"�

�
��� 5 ���&"��
�&"�

�
��!���
���!#�98:�)�&�)� �65 ρ0

"��
�&"�
 � ����)���-�&" � "1!4.�� "-0��4� .C� Λαt

.D�'�)! � 3 � αt(·, ·)
���

Rn (

).,A �

1.2)
J ���1843�� �� � J*8:���&� !���+-��� ���2��H A:I�"%J*8#� 84� 5 �����������-�&"%J�"���
��&"%+ �65 ξ(0) = ξ0
��!���+

��&�)� � � (2.12) � .D�
�'��!#���G�)� � � 7 3K"1!�!#�)34�
�&">"%��!#�98:�)�&�)���&"-�	��� +�
1� .="��)!#� � �3K�
t ∈ [0, T ] 7 3K"���"1!#"-���98 � �4

�
+6�)���&"?3���3 8 ����� ��� � "%�����,�L��!#"%$&�'


%A
C

bc��f!g@������g�d
v(t, x)

m ���$��g@�(�`����f=����m��(��bec����P����������6�����g�� l ��� h ; p $
���-c�������g

gt
: ����m��-��� g�����������m��/c�����fQg@������� g������:��c���� �9�!�P���G���Y��f���" ����


��� � g@�
t ∈ [0, T ]

� C]�P" �����P�X"
gt(x)

�,���������ud��P"«���*������d : ����m�� c�������g�� $ � � � �



Õ Æ þ Æ � � � � ��� ���+* ��
������:'���	 � ��� � � � ��
�*�	 � � ;
����8a�������/d@��������������f

x′(t) = v(t, x)
f(���ud��	������bC"Ed�f �P��������"

g0(x) = x
�

bc��f!g@������g�d
v(t, x)

m ���$��g@� $ ���!��m��/c�������g��	��g<�(�cm ���$��g���� �
0Sf!c�������� d�f(�P��"�" d7h � 	 $ c�������� �9��"Gd@���������������a��� c�������be������f����

(1.17)g.������d
∂ρ(t, x)

∂t
= −αt(v,Gradt ρ)− ρDivt v.

l ��� hj�Xp
bc��� ��c����P�.�Y�P" $ d����

ρ(t, x)
����m �9������������������dj��9E�

[0, T ]×Rn � 1K��m ���£" b
"5�.�(��" ����� �9�!�����%� l ��� hj�XpE���

ρ
� $ �	��g��P" �,���������X" $ c������,���������������%�(��m��Yg

������d
∂p

∂t
= −αt(v,Gradt p)−Divt v,

l ��� h���p
m �9�

p = ln ρ
� a ��� �9��"Å�,���������ud���������7

p0 = ln ρ0
�

bc��g��2�(��" $ d����£����8a�������]d@��������������f l ��� h���p�f?���ud��	������bC" �Sd�f �P������fP" �
p(0) = p0

��c���f!be��������f f � ���P" dj�P���

p(t, x) = p0(g−t(x)) −
t∫

0

(Divτ v)(s, gs(g−t(x)) ds.

a ��� �9��"Ec�������� ��� �9�������
[0, T ] × Rn �=����f f�"5�������P" � d@��g�6��*9

p0
g���gZ�j��


��������dF9 ���7c��������Xe�����f����Gd@��������f
(0,Rn)

� @ ��f f�"5�������P"v��� g������������Qc���

�P�

(1, v(t, x))
���

[0, T ]× Rn � 3��*������b ��m���c�������g��
ĝt

$ ���ud������%9�DN���jf f`�
����d�g���e_c��������Xe�����f����

(0,Rn)
$ �P"5��9��`�����

ĝt(0, x) = (t, gt(x))
$ �7c�������g

f�����f�����f f!m ���$��g��P" $ g���g/�
gt

� @ ��f f�"5�������P"=���
[0, T ]×R

n ���P" ��������d("5����

����g�d

α(·, ·) l f�" � � 	 � hup � 3���"5�����P" $ d���� ����f g��2� �9��m��
(t, x)

����d�g��
ĝ−t(t, x)c��������$���P���Y���

(0,Rn)
$ m �9� � d@��g�6���f

p0
�j�$������� � 1���g��P"G�,���������X" $ f��j�9�����

f�����������b $
(1, v)p(t, x)

h c�������� ���j�9����f � d@��g�6����
p(t, x)

c��8����c��������P�����*9
��� g�����������m�� c�����f

(1, v)
h c��Sc���f������������*9^��������� −Divt v(t, x)

� : $ f]�9��dX

m����.f�����������b $ ��������d �9���-��b�d���f �����%� $ d����

(1, v)p(t, x) =
∂

∂t
p(t, x) + αt(v(t, x),Gradt p(t, x)).

1���g�d���� l ��� h���p]��bec����P��f�����f f �
bc�j�9d�����g�����" $ d����

ρ = ep
�9����f����������!������������m �9�����U���������G��dj��9�� $

�	��g��P"Å�,���������X" $ ����f f!d�� �9������f(g@������� g�����b �
0L�.c���f�������������fEf �P� ��d���� $ d����_����fG�j�$��������b�e c�����f

α
� ���ud��	���������

c��P��������f����
ρ0

$ d �9�����P���������Xf*9�DN��e d�f �P������fP" ����������" b $ c��P��������f����Gc���

f���������������m�������������m ���$��g����N��� g���������b�� c�����f $ dQg@��������b�eQc�������g��Zc�����

��b $ ����eX�j�Pf���f f����/���j���P"5����
¼�j�9���������ud����X"�f�������������f�������� � 1���gUd����Yc���f �P�



��� &(' � � � Õ Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	
����eX�.� �9������f(c��P��������f����

ρ(t, x)
����fG����8a������f.d@��������������f l ��� h � pE" b´"5��


�(��"Ä�����������	��g<�(�£��f�"5������d��jf!g�dF94f!g@������f��%�
uξ(t, x)

c�� � ���P" dj�P� l h � hj�Xp $
� � � �

u = 1
2Grad p+ 1

2 Ξ = Grad ln
√
ρ+ 1

2 Ξ
� 3���"5�����P" $ d����

u
�j�9���������ud����

��c���� �9�!��f�����f fZc��P��������f��%�,9
ρ
�_c����P��"

α
� $ �	��g��P"Á�,���������X" $ c�������� ���j�P


����f`�(f���� �9����"|f!c�������� ����f&����8a������f��	��g<�(�a�j�9���������ud�������c���� �9�!��f�����f f
� ���P" dj�P���

a(t, x) = v(t, x) +
1

2
Grad p+

1

2
Ξ = v(t, x) + Grad ln

√
ρ+

1

2
Ξ.

0L� �P��"�" b ��� h �S��� d�f �P������fc����������" b���b���� g������ $ d���� �P"5������f f8m ���$��g@���
c����P�

A(t, x)
�	��g@��� $ d����

A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x)
����bec����P��f�����f f���6�����g��

‖A(t, x)‖ < K(1+‖x‖) � 1K��m ��� �����,�,Da���a�����������/d@��������������� f c�������� ���j�P

��bC" �7�`f���� �9����"Df!c��������.f �P� ��d���� $ d����

ξ(t)
$ g���g���b 8a� $ d �9�����P���������Xf����

f����ue���f�����d��jf!g@�X" d ��� �8� ��������6����	�������X" dYd@�������������*9

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(s)) ds+

t∫

0

A(s, ξ(s)) dw(s).
l ��� h6GXp

0L� d�f �P������f&����������" b=�Z���!��� � dj�����	������� 3 hji.7]f �P� ��d���� $ d���� l ��� h6GXp �P"5�����
f!�����������Z�Bf!���������Å� ������f�������������������8a�������

ξ(t)
f&���ud��	���������Ec��P��������


f��%�,9
ρ0

$ g@�����������Ng@������� g���������c���� �9�!�P���������:������� � g@�
t ∈ [0, T ]

� 1���g��P"
�,���������X" $ ��������������" b h � � ��be���j���P" $ d����

D2ξ(t) = α(t, ξ(t))
� 1K��� � ��g�� $

d����
DSξ(t) = v(t, ξ(t))

$ f �P� ��d����/���Lc���f�������������f �
B

� ����� � ��_��K_	�	��

�
�
α(x) 7 ρ(t, x) � Λα �

�
��3 � � <>� 7 3���3 + ���
"1!#� �.D�
2.7
AK�	��

�
�;�
��36<>��+6�)34��"1!&�������&"%� 5 v � α � �G���
"1!#� .�� 2.7

��+���"%�&"�.
����?A&I�"%J*8#� �&"���"%3

ĝt
+6�)34��"1!&�&"%J�"	�&"%� 5 (1, v(x)) ��� [0, T ]×Rn 
1" �-!���� 5 �'�

� "1!4.#� "-0��4� .C� ρ(t, x) dt ∧ Λα (
�1A���A

ĝ∗t (ρ(t, x) dt ∧ Λα) = ρ0(x) dt ∧ Λα
7

J*8:�
ĝ∗t �

"-01!����
���,�L"-01!��
�
) � 7 �
��3 � . "-01!��
�%"�. 7 84� 5 ��H 0-"%J�" � �
.D�*! � .D"%J�".��&"1<>�'

�
+��

Q ⊂ Rn � ��H 0-"%J�" t ∈ [0, T ]
+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 
1"-"��
�&" �G�)� � �

∫

Q

ρ0(x) Λα =

∫

gt(Q)

ρ(t, x) Λα.

C
�a��f��	������d���� c���g����j���%� $ d����

L(1,v)(ρ(t, x) dt ∧ Λα) = 0
$ m �9�

L(1,v)
h c�������� ���j�9����f �S� c��£����c��������P�����*9

(1, v)
� 3�d�� �����9��bC"&�,���������X" $

L(1,v)(ρ(t, x) dt ∧ Λα) = (L(1,v)ρ(t, x)) dt ∧ Λα + ρ(t, x)(L(1,v) dt ∧ Λα).����f � d@��g�6����(c�������� ���j�9����f �S�.f�����c��$������� f£�,��b�d�������c�������� ���j�9������c��



Õ Æ Ú Æ � � ' &$��� ���+* ��
������:'���	 � ��� � � � ��
�*�	 � �@	
����c��������P�����*9 $ f �P� �9���������!������� $

L(1,v)ρ(t, x) = ∂ρ
∂t

+ α(v,Grad ρ)
l f�" �

�9��g����j�����!����f������a����������" b ��� ��p $ � $ �	��g��P"Å�,���������X" $

(L(1,v)ρ(t, x)) dt ∧ Λα =

(
∂ρ

∂t
+ α(v,Grad ρ)

)
dt ∧ Λα.

bc��f!g@������g�d���� � ���P" �
Λα

$ ���.��� g������������Lc����P�
v(x)

���S�j������f f��(���
t
$ ���

L(1,v)dt∧Λα = dt∧ (LvΛα) = Div v (dt∧Λα)
$ �	��g-g���g-c�������� ���j�9����f �S�

c��!����c��������P�����*9
v

� ���P" bÁ�,�,IK��" �
Λα

���������
(Div v)Λα

� bc�������P" ��f����
�����P" ������� l ��� hj�Xp $ c�����d@d�����"

L(1,v)(ρ(t, x) dt ∧ Λα) = 0
�
B

��_���_��a[2Y�� ����
*Z�� � ���X[�� �«Z��£Z ��[3������� �����£Z
a : ���X"6c�������m���� � �U" bn����f f�"5�������P"4��� �8� ��������6����	������b�����g���9�d���


����fZf8��� g�dFDN�P" �Zf!g@������f���fP" �����Yc��P��f!g@�X"
n

#"5�������X" ������� � bc������eX�j�&���

�����Qc���� ������f����/d�c�����f������%��"5����m ����g@����f�����d�g�6����Q�`f���f���� �9������d����%��f f����
f!������f�������eLf ��" ��eL��g���9�d�������� $ �����?��������e�����d��jf!g���e8����d �9����f���f�e $ f!��f��j����

��b�eQfSf!��f�����" ��" �&���

Rn � 8S��c��X"5���P" $ d����Yc��P��f!g����G����� h : ��� � ��g�������

c�����f���������f������

R
n c��(6��!�P��d���f �P���������U����8a����g@� $ ���Ng@���������X"Ä����f f�" ��������


��������f f����P" ���������8"5��������g�� $ d@����f �P� �9������������f/��� f!g��	��f�������m���c�������� ��� �9��

����f-�

Rn � 1���g:d���� $ f��j�9�����-f�����������b $ m����X"5��������d��jf!g���� g@����f�����d�g�6����:���
c��P��f!g@�X"��������]c�����g�����d��jf!g��a�	��g����E�(� $ g���g���� ��g������9�����X"(c�����f���������f������ $
� $ f �9��d@m����Qf�����������b $ c��P��f!g����G������f�����f�����f f.g@�X" c���g�����bC" "5����m����,������

� ����" $ d�������� � g@�/d�c����,D ����� ��f f �P� �9����������� �

3���"5�����P" $ d����/��f f �P� �9�����������e��� �8� ��������6����	������b�eY��g���9�d��������.f�����

g�dFDN�P" �_f!g@������f���fP" �Gf�����f�����f f`�j�$���ud���� $ f!dFDa�jf������������ �����P���Nf �P�.������� $
d���" ��f f �P� �9�����������L�����	�P��m ��d���b�e�d@��������������� � C]dFDa�jf���������������������8a�������
��g���9�d��������U���(����f����uf*DN���U"5�X"5����� d ��������f f-�9��g����j���%�Nc����.f!��������b�e/�9��

c����P�������!������b�e-c���� ��c����P�.�(������f�e $ g@��������b�� $ c��/f!d@���-�9�!��� $ ��bec����P��f*9���

f f����*8 �N����f���� g@��������b�e(f!c���6����	������b�e�g�����f f���� ��g���9�d�������� �

��_���_ � _�X �X[3��������! �����X\ 
*Z�������[*Z��a[3��
 � �"����[��*Z*ZE_�8S��c��X"5���P" $ d����
���P��"�"5� ��� hC������f��������������!�P�.�(������f-5��$d�f f �Sc���g����j����� $ d����Ng��2� ����f:" ����

����6��

α ∈ S+(n)
c���� ��f��	�����P" �G�E�����9�

α = ζδζ∗
$ m �9�

ζ
h ���<������


����� d@m�����������fÀ" ��������6��Zf:� ��������6���" �À���.������m������	��� $
ζ∗

h ������������f!c���

������������������f $ � � � � �����Xe�����
¼����� d@m�����������f�" ��������6��.f(� ��������6���" �«���-������

m������	��� $ �

δ
h ������m������	��������f�" ��������6�� $ d*��� d@m �P����b��E" ��������b l ����"5�����P" $

d����S��f��������/c����P�.�Y�����!������b�p f�����c��$���%9��Lfed@m �P����bC" �!" ����������" ��" ��������

6�b

α
� 3����������ud��P"`������m������	������b�� : �P��"5������b�" ��������6�b

δ
d������ �

δ1, . . . δn
�

1K��m ���
A = ζ

√
δ
$ m �9� √

δ
h ������m������	��������f�" ��������6��(f √

δ1, . . . ,
√
δn

���
������m������	��� $ �	��g@����� $ d����

α = AA∗ �



��� &(' � � � Õ Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	
F]f ���|c����

t ∈ R
�
m ∈ T n c����P�

α(t,m)
��� c�������be����� l ����"5������


"5� $ m ���$��g@�@p $ ���
A(t,m)

���.�(����� c�������be����� l ����"5�����P"5� $ m ���$��g@�Nf�������������

f������������ $ f�" � f �P� ��f�������� ��� hup �

3����������ud��P"Ud������ �
T−(n)

"5���.�(�jf����������<������
¼����� d@m���������b�e
n×n " ����


����6 f:��dj��fP" �À���.������m������	��� � �?���`���������������-c��j��c�����f���������f������`�`c�����

f���������f������

Rn2 ��f���e
n× n

" ��������6 � 3�d�� �����9��� $ d����
ζ
$ ��c���f ��������� ��b 8a� $

c��������$���P���Y���N�������������X" d-c��j�<"5����m����,������� �*9
T−(n) + I

�
Rn2 $ m �9�

I
h

� ��������d�����f
n×n

" ��������6�� � 3����������ud��P"�d������ �
T : S+(n) → T−(n)

m ���$�P

g@���c�����,�����2�(�������

α ∈ S+(n)
�

Tα = ζ − I ∈ T−(n).
l ��� h��Xp

3����������ud��P"«d������ �
SLC

"5���.�(�jf������/f!�P"�"5��������d��jf!g���e(c����P�.�Y�����!�������
��c���� �9�!�P������b�e(" ��������6-f c���f����uf�����bC" l ��������bC"

C > 0
p*��c���� �9�!�������!�P��" �

a=d���f�������f���� $.: ���£�������ud������ $ d����
δ1 ·. . .·δn = const = C

$ � √
δ1 ·. . .·

√
δn =√

C
$ m �9�c����d�g��!�,���������ud�������c�������� ��� �9������� �
bLd�f��%�

L0(n)
h ��������������� c��j��c�����f���������f������L�

R
n $ f���f����uf*Da���e���e��� g�


���������
X = (X1, . . . , Xn)

�	��g���e $ d����
X1+. . .+Xn = 0

� a ��� �9��"Gm ���$��g@���
�����,�����2�(�������

LC : SLC → L0
$ c������ ���j�Pf*Da����f!�P"�"5��������d��jf!g�dF9j" ��������6�d

α ∈ SLC

�

LC(α) =

(
ln

√
δ1√
C
, . . . , ln

√
δn√
C

)
∈ L0(n),

l ��� � iXp
m �9�

δi
h ������m������	������b�� : �P��"5������b " ��������6�b

δ
$ f�������������f�����dF9�Da���

α
�

3���"5�����P" $ d����
T−(n)

�
L0(n)

h ������������b��/c�����f���������f������ $ � � � � c���

��f������S��bec�d�g��P��m��!"5���.�(�jf������ �!����e(g@������� g������!��c���� �9�!�P����� �
8S��c��X"5���P" �Vf �P��m g���d�c�����f����P" ����f ���%8a��m���f ��d@d���f g@����f�����d�g�


6��*9 ���P" �����������G"5��������g�� $ c������.� �9����������m ���$��g��P"xc����P��"Gf!�P"�"5��������d���

f!g���e.c����P�.�Y�����!����������c���� �9�!�P������b�eU��������������������c��

(2, 0)
f�" ��������6���" �

α(m) = (αij (m))
l f�" � � h � � p � 3���"5�����P" $ d����_�����j����d����U��� � h � � � �9�jf��

" bB�P"5����"7�9�!�P�/f �����P��� c�����f������.f!����d���6������ $ g@��m ����d�g����j��������� c����P�S����

�������X"5��� � bc��f!g@������g�d/��f�� : ���G" ��������6�b ��� ��b����.� �9����b $ c����P�c�,����������b�e
" ��������6

(αij)
f!dFDa�jf�����d����Q�À�	��g<�(�:m ���$��g@� $ g����X"5�:����m�� $ �Zg��2� �9�X"

m" ��������6��
(αij)(m)

f!�P"�"5��������d������`c����P�.�Y�����!�������:��c���� �9�!�P����� � bc� : ����

" d(c���f �P� �9�����Sc����P�S�j�$�������(���

T n ������dF9´���P" ��������d�"5��������g�d l m ���$��g@���
c����P�Zf!�P"�"5��������d��jf!g���eEc����P�.�Y�����!�������Ä��c���� �9�!�P������b�e

(0, 2)

¼���������������@p

α(·, ·) = αijdq
i ⊗ dqj

� @ ��f f�"5�������P"Å��� � ���P" d:�,�,IK��" �

Λα =
√
det(αij) dq

1 ∧ dq2 ∧ . . . ∧ dqn.
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������:'���	 � ��� � � � ��
�*�	 � ���
� ����� � ��_ � 3 ��h 7¼_ �G� 5 ��H 0-"%J�"�J ���1843K"%J�"���+���"%�&"�.��&"%J�" (2, 0) � ���)���%"1! ��&"%J�"?�&"%� 5 α(m)

��� ���&"�
�3K"�.@��"1!#�
T n 
1" �1�������)� �65 . � + SLC

	

l,+ p � "1!4.C� "-0��4� .C� Λα


1"-"��
+6�'�2

�
+���H	FG�)� ! � .C���&"%+6"%� .D�'�)! � 3 � α(·, ·)
(

).,A�+-� �G�

)
!���+-��� √

CΛE
7 J*8:� ΛE = dq1∧ . . .∧dqn � � "1!4.C��"-0��4� .C���)+ �3�� � 8:"%+6"%� .D�'�)! � 3 � ��� T n 7 ������
��&�98:"%+������&"%� � � Rn ��! � � ��34��"1! � �'��$ ����&"?$&�)�&"�� � 
��&�)���&"%�>!#���G�'�
3K���l,+ + p 84� 5 ��H 0-"%J�"GJ ���1843K"%J�"G+6�)34��"1!&�&"%J�"G�&"%� 5 v(t,m)

���
T n �)J�" 8 � �+6�*!&J��)��$ �65 Div v

"��
�&"�
 � ���)���-�&" Λα


1"%+-���18#���'��
,"-0%� �2�&"%�?8 � +6�*!&J��)��$ � �)�

div v (
�1A���A�"��
�&"�
 � ���)���-�&" ΛE)

�

l,+ + + p?84� 5 ��H 0-"%J�" 
������������&"%J�" � �&� .D�)�4�
� 
1" �1�������)� �65 . � + T n �)J�"
���&"��
�&"�

�
�?!���
���!#�98:�)�&�)� �65 "��
�&"�
 � ���)���-�&" Λα

!���+-���?���&"��
�&"�

� � !���
���!#� �8:�)�&�)� �65 "��
�&"�
 � ���)���-�&" ΛE
7 8:�)�&�)���&"%� ��� √C A

C
�a����f����������!������� $

Λα =
√
det(αij) dq

1 ∧ . . . ∧ dqn
$ �Ec���f!g@������g�d

det(αij) = C
$ ���

Λα =
√
CΛE =

√
C dq1 ∧ . . . ∧ dqn.

8S��c��X"5���P" $ d���� ����������m�����6���f
Div v

����eX�j������f f(���c����������f������
LvΛα = (Div v)Λα,

m �9�
Lv

h c�������� ���j�9����f �S�2�	�9�����
v

l f�" � c��j�9���,������f���� $ ����c����P"5��� $
� 3 h � 7îp � 8S��c��X"5���P" �	��g<�(� $ d����

LvΛα = d(vcΛα)
$ m �9� c �,���������ud������

����d@�������������Lc�������� ��� �9�������L��� g���������� �-��� �8� ��������6����	������b�e � ���P" � bc��

f!g@������g�d

C
c���f����uf������ $ ���

d(vcΛα) =
∂vi

∂qi

√
CΛE =

∂vi

∂qi
Λα.

C �P� �9���������!������� $
Div v =

∂vi

∂qi
= div v.

;���������� �9������� l,+ + + p*��b���� g������ ��� l,+ p �
B

��_���_���_-R0� �	��� ���%� �%��
*Z�� �����	��
*Z�� � ��Y � �����
[ �%���5������Z���
�!!\
�����PZ�� �%����
�!!\ Z��

SLC

_8bLd�f��%�
v(t,m)

h "5����m��������ud������_��� g������������
c����P� $

α(t,m)
h "5����m��������ud������-f!�P"�"5��������d��jf!g@����c����P�.�Y�����!�������&��c�����


�9�!�P���������
(2, 0)


¼�����������������Lc����P�c���
T n � C]��f�����" �/�������

{
DSξ(t) ∈ v(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t))

l ��� � hup



��G &(' � � � Õ Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	
����� be��������f f�@6&�
�
 ) A ) 1���&$# � 5,1�� / ?2+��	� (*) 1�& ) /�� � ) + � � &F/ &���+, A  2��� 
$'
/ & � ) A4?2 ��  �� A�
 @6+�# � bc����f������a����8a�������N��g���9�d�������f l ��� � hup*�:����d�����f����
�����	�P��m ��d����Yc�����f����*9 ����8a������f(����f`d@��������������fQf8��� g�dFDN�P" �Zf!g@������f���f�

" � $ ����� �9�������X" d-�!��c���� �9�!�P������� ��� ;��

i b�����g����$��be������"À���
v(t,m)

�
α(t,m)

f �P� ��dF9�DN���Sd�f �P������f �
� ��Y�� �9Z�� ��_ � _��;�&"%J�" �1�����2�&"-�:+6�)34��"1!&�&"-���&"%�&�

v(m)
���

Tn ��+���"%�&"�. ��&" 7 !���+-�&"�.D�*!&�&">"%J)!���� � ���)�&" � � .D�
�'� �'�2.�3����4�
��� "-01!��
�1�?A�����FG�'

�
+��K�'��&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

�
� �&"%�&"1< � ���)���-��� � � � 
1�)� εk → 0
�
��3�� 5 7 �6��";84� 5��H 0-"%J�"

εk
�&"%�&�

v(m) � .D�
�'�?J ���1843���H εk �
������!#"%3�
 � .C��$ � H vi(m) 7 � +�
1��%� � ������!#"%3�
 � .C��$ ���@� .D�)H?�;!���+-�&"�.D�*!&�&" "%J)!���� � ���)������� "�84�&"%� � ��"%�<>��3K"%�4

�
���4��"%� �&" 
1"%+6"%3������&"�

� � t ∈ [0, T ] � m ∈ Tn �&�*!&+-��� ����

�
�����

��!#" � �1+6"�84����� ∂vi
∂mj

A
� ��Y�� �9Z�� ��_���_ l,+ p��;�&"%J�" �1�����2�&"-�

(2, 0) �
���)���%"1!&�&"-�>�&"%�&�

α
���

T n

��! � � � .C���'� �1�������)� �65 + SLC

��"%�&"/��+���"%�&"�.��&" � �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"�
�+6�*!���� �l,+ + p �1�������)� �65 α �'�2.�3����4�
� � !���+-�&"�.D�*!&�&" "%J)!���� � ���)��� �l,+ + + pD84� 5 3��%<?8:"%J�" m ∈ T n .��&"1<>�'

�
+6"
T(α(m))

+-�,����3��&" +
T−(n)

� .��&"1<>�'

�
+6" LC(α(m))
+-�,����3��&" +

L0(n)
A

� ����� � ��_���_D�/! � +-�,�&"%���&�)� ��� ��
��&"%+ �65 2.1 .��&"%J�" �1�����2�&"-�	+6�)34��"1! ��&"-�L�&"%�&�
v(t,m) � .D�
�'� �&�)��!#�*!&�,+-���,� 
1�)�&�)34��"1! 7 3=3K"���"1!#"�.#�E!���+-�&" �.D�*!&�&"G
 ��"�8 � �2
 5 �&"�84�&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

�
� �&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

� � ������!#"%3 �
 � .C��$ � � vi(m)

��! � i→ ∞ A�a����f����������!������� $ ���!����������" bv: f!g@����� l f�" � 3 h��.7îp���������d �9���Q��be���jf���� $
d���� c����|��bec����P���������Ed�f �P������f ��� h`c���f �P� �9���������!��������f��%�

vi(t,m)
g@�X"*


c���g������/�/c�����f���������f������c��� c�������be����b�e���� g���������b�e�c����P�������
T n �

K �+������� � ��_��K_4�	��

�
�?.��&"%J�" �1�����2�&"-�D+6�)34��"1!&�&"-� �&"%�&�
v(t,m)

���
T n

�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'����
��&"%+ � H 2.1 7 � .��&"%J�" �1�����2�&"-� (2, 0) �
���)���%"1!&�&"-� �&"%�&�

α(m)
�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'� ��
��&"%+ � H 2.2

A�BC��


).D"��)! � .E
��������������,� � �&� .D�)�4� ξ0
1" �1�������)� �65 . � + T n 7 � 3K"���"1!#"%J�"C!���
���!#�98:�)�&�)� � � "��
�&"�
 � ���)���-�&" � "1!4.��"-0��4� .C�
ΛE

!���+-�&" √
Cρ0
7 J*8:� ρ0

J ���1843K" � � � J*8:�/�&� !���+-�&"����2��H A#I�"%J*8#�84� 5 �����������-�&"%J�" ��
��&"%+ �65 ξ(0) = ξ0
+-3���H ���)� � � l ��� � hup � .D�
�'�?!#���G�)� � � 7"%��!#�98:�)�&�)���&"-�/��� +�
1� . � �4���*!&+����&� t ∈ [0, T ]

A

C
1���g|g���g^�����,�����2�(������f

T
�
LC

m ���$��g�� $ "5����m��������ud���b��G�����,������

�(������f

Tα
f��E�����ud�������fP" �4�

T−(n)
�

LCα
f��E�����ud�������fP" �4�

L0(n)c�����d@��� c�������be����b f!�����Xe�d $ c���f!g@������g�dÁ�	��g@�����
α

� bc�Ed�f �P�����*9 ��� � ��e
�����ud�������f ��bec�d�g���b $ �j��" g���d@��b�� ���������X"5����������m���������d�����b � 1K��m ���Zc��
����������"5��G � � ����f|��9������Dc���f �P� �9���������!��������f����|c����P�.�Y�����!������b�e^d���f��!�
εq → 0

f!dFDa�jf�����dF9��(c���f �P� �9���������!��������f������j�9���������ud���b�eG��� c�������be����b�e



Õ Æ Ú Æ � � ' &$��� ���+* ��
������:'���	 � ��� � � � ��
�*�	 � �X�

εq

 ��c�c�����g�f!�P" ��6���� $ g@��������b��`c�������d���d���� f eX�j�Pf���f fEg=�������!�P� ��f!g��P"vf���


�P� g���������"|c����P���
Tα

�
LCα

f�������������f������������ � a b ��������"|d�g����j������b��Nc���

f �P� �9���������!��������f����Y��c�c�����g�f!�P" ��6����N����fYc���f �P� �9���������!��������f����

εk → 0
���

d�f �P������f ��� h � �E� ����m���������d�������f(�,�,Da����f���� ��f�� : ���-��c�c�����g�f!�P" ��6����!"5�.�!

���Sf�d����	���%�cm ���$��g��P" � � 1���g!d�����f!dFDa�jf�����d���� c���f �P� �9���������!��������f��%�

αk(m)�j�9���������ud���b�e&m ���$��g���e_�«���������X"5����������m���������d�������b�e
(2, 0)


¼��������������b�e
c����P���|���

SLC
$ g@����������fEc�������d���d���� f eX�j������f fGg �������!�P� ��f!g@�X" dxf��!�P� g�


������d
α(m)

"5����m��������ud�����m��(c�����f
α(m)

� <c�X" c�����������b2c�����f
αk(m)

" b
�,���������ud�����"«d������ �

α
ij
k

�
bc��f��������P" ���P" ��������b´"5��������g��

αk(·, ·)
���a��������������b�e.c����P���

αk(m)
$

g���g(��b 8a� �
@ ��f f�"5�������P" c���f �P� �9���������!��������f��%�Nd@���������������

{
DSξ(t) = vk(ξ(t)),

D2ξ(t) = αk(ξ(t)).

l ��� ��� p

3���"5�����P" $ d�����c��S�P��"�"5� ��� � ����f-��f���e : ����eYd@����������������"5�.����������f f�" ����

���������%�(�j�9���/�U���!�(�c���ud��	��������� d�f �P�������

ξ0
$ c���f!g@������g�d���m�� c��P��������f����

��������f!�����!����������f���e
αk(·, ·)

f�����c��$���%9���"5��� ��d`f��,����� � 3���"5�����P"Á�	��g<�(� $
d����/��f��

vk
�
αk

���������X"5�������(��m���������d�����bÁ�j�9�������U����� �(�Lg@����f��	��������� $
�	��gSg���g8�����cf�����f*9���f f

ε

 ��c�c�����g�f!�P" ��6���fP" �c���������X"5����������m���������d�������b�e

"5����m��������ud���b�e«�����,�����2�(������� � bc��f!g@������g�dZ��f���d�g����j������b��
ε

 ��c�c�����g�f!��


" ��6�����g���g�" �����P" d�"
C1 
¼m ���$��g��-�-�j�$������b^����g@�X" c���g������X"Ä"5���.�(�jf������ $

������e�d���f�����b��Nc�������� ���j�9��b��8���������X"5����������m���������d�����bB����f`g��2� �9��m��
kf!�������/g@����f��	��������� � 1���g:d����N��f�� d@��������������f l ��� ��� p d �9�����P���������Xf*9��Sd�f �P��


����fP"Ä����������" b ��� � $ � � � � ����f-g��2� �9��m��Nd@��������������f�f!dFDa�jf�����d���������8a������� �
@5��8a�������

k

¼m�� d@��������������fU�,���������ud��P"Äd������ �

ξk(t)
�

<S��g-f!g����j������� � ��� 	 � h $ g��2� �9���
αk(m)

c���� ��f��	�����P"5���N�����9�
αk(m) =

Ak(m)A∗
k(m)

$ m �9�
Ak(m)

m ���$��g��.�U���������X"5�������!��m���������d�����b �
8S�!��������eX�����X"Ä"5����m����,������� ���

C0([0, T ],T n)
��� c�������be����b�e(g�������b�e

�
T n ����� �9��" σ


 �	�Pm�������d
C

$ c������.� �9������dF9j6����������9����d��jf!g��P" �Ä"5���.�(��

f�������" � $ �Á�,���������ud��P"
d������ �

µk

"5����d^���
(C0([0, T ],T n),C )

$ c������.�!

�9������dF9 ����8a��������"

ξk(t)
� 1���g<�(�Q����� �9��">f���"5����f������7c����P��b�e

σ

 c��j���	��


m������
Pt

$ c������.� �9������b�eG6����������9����d��jf!g��P" �«"5���.�(�jf�������" �Zfa��f�������������

fP" �U���$�

[0, t]
$
t ∈ [0, T ]

$ �.f���"5����f������ c����P��b�e
σ

 c��j���	�Pm������

Nt
$ c������.�!


�9������b�e.c������,�������j��" �0�������!�P� ��f!g���eU"5���.�(�jf����Y�
T n c����G�����,�����2�(�������

x(·) 7→ x(t)
� bc����f������ $ d����

Nt

f�����f�����f f
σ

 c��j���	�Pm����������Y�

Pt

��d����
Ptf�����f�����f fYc����,8���bC" $ �

Nt
h ����f����uf*DN�P"Q����f-g@������������������b�e c�����6��jf f����

l f�� � � G � ;�� hup �



	�i &(' � � � Õ Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	
� ����� � ��_��K_��;�&"1<>�'

�
+6"?.D�*!

µk

���
(C0([0, T ],T n),C )


�����0-"�3K"�.
�����34�
�&"6A

C
bc����� �9�S��f���m��!����"5�����P" $ d����Yc���f!g@������g�d-��f��Sc�����6��jf f!b

ξk(t)
c�����


���P" �%9��L�����ud�������f �Lg@�X" c���g������X"&������� $ ���L��f��
Eξk(t)

���������X"5�������£��m�����

����d�����b �

	 � � ��g�f!����d���"(����� ����Da�jf�����������b�ead���f ���
0 6 s < t 6 T

f�" �	�P���(������

����f��%�,9

t− s � 1K��m ���Sc����Y��9����X"
k
c��������%Da�������

ξk
���

[s, t]
��c�c�����g�f!�P" ��


��d�����f f(��b����2�(��������"
vk(

s+t
2 )(t− s) +Ak(s)(w(t) − w(s))

� @ ��f f�"5�������P"

E

((
vk

(
s+ t

2

)
(t− s) +Ak(s)(w(t) − w(s))

)

(
vk

(
s+ t

2

)
(t− s) +Ak(s)(w(t) − w(s))

)∗)
.

1���gSg���g
vk
�
Ak

���������X"5����������m���������d�����bZc����S��f���e
k
�j�9�����L�c�����H�(�

g@����f��	��������� $ ��������f f!d�� ����f(�	��gC�(� $ g���g/�L�9��g����j�����!����f������E����������" b4h � ��$
�P��m g@�`�����9���%� $ d����_f���� ���7c�����d@d�������b�e�� : ���X"D��b����2�(������� f ����m!����" b�e
��������g@�

αk(t−s)
�P"5�����Sc����Xf��9��g!" �	�P��f����

t−s $ �L��f�����f��	�	������b��ef ����m!����

" b��Ef�����f*9���f f!���jf!g@������d����c" �	��bC" �!�����P��� ��b f���g@��m�� c����Xf���g�� $ d���"

t−s �	 ���ud�����f!dFDa�jf�����d����Sg@����f��	�����	�
h1

�	��g���f $ d����Nc����:" �	�P��������������f����
t− sd�g����j���������e��b����2�(�������ec��������P"5�C��� c���� ����f eX�j�����

h1(t− s)
� C c��X"5�,D �,9

��������m�����������������fG����f�9 ������������d �9������be���jf���� $ d�����f!dFDa�jf�����d����Yg@����f��	����

�	�
h > 0

$ �j������f f*D ��fa���
T
�!���Lg@����f��	������b $ ��m���������d������%9�Da���(�����P" b

vk�
αk

$ �	��g���f $ d����(c����`��9���b�e
0 6 t1 < t2 6 T

�`��9����X"
k
��bec����P��f�����


f fU��������������f������
E(ξk(t2)− ξk(t1))

4 < h(t2 − t2)
2 � 1K� c����*�Yd@��������� �9�������

�P��"�" b4f �P� ��d����/��� 3 � $ m � ��� � $ � � $ ����������" � � 7 �
Bbc���j�9���*�Y�P"-�9��g����j�����!����f�����������������" b ��� G � 1���gNg���g�"5���.�(�jf������ {µk}"5�������

(C0([0, T ],T n),C )
f ���%���eg@�X" c���g������ $ ���£"5�.�����e��b �������%�ec��j��c���


f �P� �9���������!��������f��%� $ g@����������f�f ���%���.f eX�j������f fZg«��� g@�����������«"5�����
µ
� �E� �

��m���������d�������fÅ�,�,Da����f����Å"5�.������f�d����	���%� $ d����_c���f �P� �9���������!��������f��%�
µkf ���%���_f eX�j������f f7g

µ
� @ ��f f�"5�������P"6g@������������������b�� c�����6��jf f

ξ(t)
���`����


���uf�������f������X" c�����f���������f������
(C0([0, T ],T n),C , µ)

$ � � � � ����f g��2� �9��

m�� : �P��"5�����	��������m��4f��,��b�����f

m(·) ∈ C0([0, T ],T n)
c�� ��c���� �9�!�P�����*9

ξ(t,m(·)) = m(t)
� 8S��c��X"5���P" $ d����

Pt

f�����f�����f f �$c����,8���bC" �/����f
ξ(t)

$
�

Nt
h �u����f����uf*DN�P" � �

bc�/c���f������������*9
DSξk(t) = vk(t, ξk(t))

c����(��9����X"
k
� �?�����������ud������ $

d����S����fY��9���������m���������d�������������� c�������be�������Y����Da�jf�������������� � d@��g�6����
f���

C0([0, T ],T n)
$ ����"5�����P"5���G��������f!�����!�������

Nt
$ c����.��f���e

k
��bec����P��f�




Õ Æ Ú Æ � � ' &$��� ���+* ��
������:'���	 � ��� � � � ��
�*�	 � 	�h
����f f�����������f������

lim
∆t→0

∫

C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− vk(m(t))

]
f(m(·)) dµk = 0.

a b ��������"xc�������� �������������
ε > 0

� 1���gZg���g
µk

f ���%����f eX�j������f fQg
µ
$ ���

f!dFDa�jf�����d����
K(ε)

�	��g@��� $ d����Yc����
k > K(ε)

∥∥∥∥∥

∫

C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t

]
f(m(·)) dµk −

−
∫

C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t

]
f(m(·)) dµ

∥∥∥∥∥ < ε

�
∥∥∥∥∥

∫

C0([0,T ],T n)

f(·) v(m(t)) dµk −
∫

C0([0,T ],T n)

f(·) v(m(t)) dµ

∥∥∥∥∥ < ε.

8S��g@������6 $ �	��gQg���g
vk(t,m)

���������X"5�������-f eX�j�Pf���f f(g
v(t,m)

$ ���:������

���X"5�������N����f.��f���e

µi
$ ��g���9�d���f

µ
$ �����������X"5������� c��

t

∫

C0([0,T ],T n)

f(m(·)) vk(m(t)) dµi →
∫

C0([0,T ],T n)

f(m(·)) v(m(t)) dµi

c����
k → ∞ $ � � � � ����f_��9�����m��

ε1 > 0
f!dFDa�jf�����d����

K1
�	��g@��� $ d����Qc����

k > K1
c����.��f���e

i
�.c����.��f���e

t ∈ [0, T ]

∥∥∥∥∥

∫

[0,T ]×Ω

f(m(·)) vk(m(t)) dµi −
∫

[0,T ]×Ω

f(m(·)) v(m(t)) dµi

∥∥∥∥∥ < ε1.



	 � &(' � � � Õ Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	
1K��m ��� c����

k > max(K,K1)

∥∥∥∥∥

∫

C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− v(m(t))

]
f(m(·)) dµk −

−
∫

C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− vk(m(t))

]
f(m(·)) dµ

∥∥∥∥∥ <

<

∥∥∥∥∥

∫

C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t

]
f(m(·)) dµk −

−
∫

C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t

]
f(m(·)) dµ

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥

∫

[0,T ]×Ω

f(m(·)) vk(m(t)) dµk −
∫

[0,T ]×Ω

f(m(·)) v(m(t)) dµk

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥

∫

C0([0,T ],T n)

f(·) v(m(t)) dµk −
∫

C0([0,T ],T n)

f(·) v(m(t)) dµ

∥∥∥∥∥ < 2ε+ ε1.

C �P� �9���������!������� $

lim
∆t→0

∫

C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− v(m(t))

]
f(m(·)) dµ = 0.

bc��f!g@������g�d
f(m(·)) h c�������� ������������fÅ��m���������d���������f ��� c�������be������f

� d@��g�6���f $ ����"5�����P" ��fU��������f!�����!�������
Nt

$ ��������f�9 ��� ��b���� g������ $ d����

DSξ(t) = v(ξ(t)).
l ��� �%; p

8S��c��X"5���P" $ d����Yc��/c���f������������*9
v(ξ(t)) ∈ v(ξ(t)) µ


 c � � �
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������:'���	 � ��� � � � ��
�*�	 � 	 ;
bc�(c���f������������*9>����fZ��9�����m��

ξk(t)
��m��(g����$�9��������d�����fZc�������� ���j�9����f

���������
αk(ξk(t))

� �?�����������ud������ $ d����N����f(��9������ � d@��g�6����
f(m(·))

lim
∆t→0

∫

C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t +∆t)−m(t))∗

∆t
−

−αk(m(t))

]
f(m(·)) dµk = 0.

1���g7g���g
αk(t,m)

f�������" ����f f7g
α(t,m)

c����
k → ∞ c�������d���d���� $ ���

αk(t,m)
f�������" ����f f-g

α(t,m)
c � � � ��������f!�����!�������S��f���e!"5���

µk

����������f!��

���!�������

µ
� a b ��������"

δ > 0
� bc�U����������"5� FJm���������� l f�" � $ ����c����P"5��� $ 3 h6G.7îp

����f ��9�����m��
i
f!dFDa�jf�����d����Qc��j�<"5���.�(�jf������

K̃i
δ ⊂ C0([0, T ],T n)

�	��g@��� $
d����

(µi)(K̃
i
δ) > 1 − δ

�2c���f �P� �9���������!��������f��%�
αk(m(t))

f eX�j������f f6g
α(m(t))

���������X"5�����������
K̃i

δ

� a ��� �9��" �,���������ud���������7
K̃δ =

⋃∞
i=0 K̃

i
δ

� bc��

f �P� �9���������!��������f��%�

αk(m(t))
f eX�j������f f�g

α(m(t))
���������X"5�����������

K̃δ

c����
��f���e

i
�
µ(K̃δ) > 1− δ

�
bc���P�

α(m(t))
��� c�������be����� ��� "5���.�(�jf������ c����P����� "5����b

µ���
C0([0, T ],T n)

� �a����f����������!������� $ ����f f�"5�������P" c���f �P� �9���������!��������f��%�
δi → 0

� f�������������f�����dF9�DNdF9 c���f �P� �9���������!��������f��%�
K̃δi

� bc�>c���f���������

���*9

α(m(t))
f�����f�����f f^���������X"5������bC">c���� �9�!�P�X"2c���f �P� �9���������!��������f����

��� c�������be����b�e � d@��g�6����&���-g��2� �9�X"
K̃δi

� bc� : ���X" d
α(m(t))

��� c�������be��

���a���Ng��2� �9�X"

K̃δi

$ � � � � �����S��9����X"7g@������d����X"«�,�,IK� ������������� ⋃n
i=1 K̃δi

�
3�d�� �����9��bC"À�,���������X" $

limn→∞ µ(
⋃n

i=1 K̃δi) = 1
�

0L��
 �j�£��c���f ���������/��b 8a�����������X"5���������Yf eX�j���P"5��f����!���
K̃δ

c����Y��f���e
k" b���be���j���P"D���U��m���������d���������f����

f(m(·)) $ d����_c����7�9��f��	������d���� ��������

8a�X"

k ∥∥∥∥∥

∫

K̃δ

[
αk(m(t))− α(m(t))

]
f(m(·)) dµk

∥∥∥∥∥ < δ.

1���g g���g
f(m(·)) ��m���������d������ $ ���L�P"5������f f(��� g@�����������?d���f �P�

Ξ > 0
�	��g@��� $

d���� |f(m(·))| < Ξ
����f-��9�����m��

m(·) � 8S��c��X"5���P" $ d���� ��f��
αk(m)

�
α(m)���������X"5����������m���������d�����b $ � � � � ��e=�����P" bj���-c���� ����f eX�j�Pf������ g@����������m��

d���f ���
Q > 0

� 1K��m ��� $ c���f!g@������g�d

µk

(
C0([0, T ],T n)\K̃δ

)
< δ



	�� &(' � � � Õ Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* � $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	
c����.��f���eY�9��f��	������d����!�������,8N��e

k
$ ���

∥∥∥∥∥

∫

C0([0,T ],T n)\K̃δ

[
αk(m(t))− α(m(t))

]
f(m(·)) dµk

∥∥∥∥∥ < 2δQΞ

c����.��f���eY�9��f��	������d����!�������,8N��e
k
� 1���g.g���g

δ
h c�������� ������������� c����P�.�Y��


���!���������cd���f �P� $ ���

lim
k→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[
αk(m(t))− α(m(t))

]
f(m(·)) dµk = 0.

� d@��g�6���f
α(m(t))

h
µ

 c � � � ��� c�������be������� ��m���������d������ ���

C0([0, T ],T n)
l f�" � ��b 8a�up � 1���g g���g g ���X" d �(� "5����b

µk

f ���%���
f eX�j�Pf���f f�g

µ
$ ���/c��/�P��"�"5�S��� 3 hji $ � � � � h�7

lim
k→∞

∫

C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·)) dµk =

∫

C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·)) dµ.

3�d�� �����9��bC"À�,���������X" $

lim
k→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗

∆t

]
f(m(·)) dµk =

=

∫

C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t +∆t)−m(t))∗

∆t

]
f(m(·)) dµ.

1���g��P" �,���������X" $

lim
∆t→0

∫

C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t +∆t)−m(t))∗

∆t
−

−α(m(t))

]
f(m(·)) dµ = 0.

bc��f!g@������g�d
f(m(·)) h c�������� ������������fÅ��m���������d���������f ��� c�������be������f

� d@��g�6���f $ ����"5�����P" ��f���������f!�����!�������
Nt

$ ��� : ���8�������ud������ $ d����
D2ξ(t) =

α(ξ(t))
� 8c�/c��/c���f������������*9

α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) µ

 c � � �

a�"5�jf���� f l ��� �%; p : �����������ud������ $ d����
ξ(t)

f�����f�����f f���f!g@�X" bC"�����8a��������"
��g���9�d�������f l ��� � hup � 1K��������" � ��� GS�9��g����j����� �

B
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8a������f-c����

α
$ d �9�����P���������Xf*9�Da��"_d�f �P�����*9 ��� ��$ �:�j�9���������ud����X"_�:m ���$�P


g@�X"
v
� �?����� f ��d@d����-��f f �P� �9�������Y� 3 ���27 � 3e�9����g@� $ ��� �(� f ��"5��� ���������N�-�

f ��d@d���� $ g@��m ���
v
�P"5������m ���$��g����-f��!�P� g������ � bc������� �9��"`����f : ����m���f ��d@d���f

��� � dj�����	����bB��� 3 �%; 7 �
K �+������� � ��_��K_4�	��

�
�

v(t,m) � .��&"%J�" �1�����2�&"-��!���+-�&"�.D�*!&�&" "%J)!���� � ����)���&"-� +6�)34��"1!&�&"-�D�&"%�&� ���
T n 7 � .D�)H	FG�
� J ���1843 � � 
1�)�&�)34��"1! 7 � α(m) �.��&"%J�" �1�����2�&"-�

(2, 0) �
���)���%"1!&�&"-�>�&"%�&� 7 �
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 H	FG�
� ��
��&"%+ � H 2.2

A
�	��

�
�?�
��36<>�

ξ0 �

��������������,� � �&� .D�)�4��
1" �1�������)� �65 . � + T n 7 �2� 5 ���&"�� ��&"�

�
�

ρ0
J ���1843�� � � � J*8:�	�&�,!���+-��� ���2��H A:I�"%J*8#��84� 5 �����������-�&"%J�"���
��&" �+ �65 ξ(0) = ξ0

+-3���H ���)� � � (2.21) � .D�
�'� !#���G�)� � � 7 3K"���"1!#"-� 
*��FG�'

�
+��K�'���� +�
1� . � �4���*!&+����&� t ∈ [0, T ]
A

�a��g����j�����!����f�����������������" b ��� ����d�� �����9��bC"��,���������X" f�����f�����f f«d���f���

��bC"xf ��d@d�����"��9��g����j�����!����f������a����������" b ��� G �

bc������� �9��" ����������" b f!dFDa�jf���������������fÅ����8a�������G��� 3 �%; 7 $ ��f!c�������� dF9C

DN����g�������������� ���	����d���f dÄ"5����m��������ud�����m��G�����,�����2�(������fÄm ���$��g@��m��Zf���

�P� g�������� �

����fo���!�P�jf�����m��v�j��" g���d@����m��v��bec�d�g��P��m�� "5���.�(�jf������
A
� ��� g�����


���
V
�
Rn ����� �9��"j�	��gÁ����� be������" dF9 ��c�������dF9 � d@��g�6��*9

Ψ(A, V ) =
supy∈A(y, V )

$ m �9�
(·, ·) h f!g��	��f��������/c�������� ��� �9������� � @ ��f f�"5�������P" "5����


m��������ud������Y��� g������������Yc����P�
v(t,m)

���
T n $ d_g@����������m��G�,������� b ���!�P�jft


��b $ ��bec�d�g���bG�Y�j��" g���d@��b � bc��f!g@������g�dSg���f �����!��������������f f �P���������*g:������d
�����������	������� $ ���!"5�.�����(����f f�"5���������%�/c���f����uf�������� ��� g������������ c����P�

V
���

������� � 3����������ud��P"Äd������ �
Ψ(t,m, V )

��c�������dF9 � d@��g�6��*9
Ψ(v(t,m), V )

�
� ��Y�� �9Z�� ��_��K_D�/! � ��H 0-"�. V � ����3�$ �65 Ψ(t,m, V ) 5 +-� 5 �'�2
 5 J ���18 �3K"%�#A
K �+������� � ��_ ��� _C�	��

�
�

v(t,m) � .��&"%J�" �1�����2�&"-�,!���+-�&"�.D�*!&�&">"%J)!�� �� � ���)���&"-� �&�)��!#�*!&�,+-�&"-��+6�)34��"1!&�&"-�:�&"%�&� ��� T n 7 � .D�)H	FG�
� ���)�&�'
������ +-� �����3������ �'�2.�3����4�
���C"-01!��
�1� � �
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+6"1! 5 H	FG�
�4��
��&"%+ � H 2.3 7 � α(m) �.��&"%J�" �1�����2�&"-�
(2, 0) �

���)���%"1!&�&"-�>�&"%�&� 7 �
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 H	FG�
� ��
��&"%+ � H 2.2
A

�	��

�
�?�
��36<>�
ξ0 �


��������������,� � �&� .D�)�4��
1" �1�������)� �65 . � + T n 7 �2� 5 ���&"�� ��&"�

�
�
ρ0
J ���1843�� � � � J*8:�	�&�,!���+-��� ���2��H A:I�"%J*8#��84� 5 �����������-�&"%J�"���
��&" �+ �65 ξ(0) = ξ0

+-3���H ���)� � � (2.21) � .D�
�'� !#���G�)� � � 7 3K"���"1!#"-� 
*��FG�'

�
+��K�'���� +�
1� . � �4���*!&+����&� t ∈ [0, T ]
A

C
a����%������� 3 ; 7��9��g����j����� $ d����-c����.��bec����P���������.d�f �P������f ��� ; ��� c�����


��be�������C"5����m��������ud����������������X"5�������c��m���������d����������e��� g������������*c����P� f*�j��

" g���d@��bC" �G��bec�d�g���bC" � �,�������j��" � �P"5�����«m ���$��g����Gf��!�P� g������ � 1���g d����
d@��������� �9�������c����������" b4f �P� ��d����/���8����������" b ��� � �

B
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v(t,m)
���!���!�P�jft


��b � a�"5�jf���� : ����m���c���� ��c����P�.�Y�P" $ d����(g��2� ��b��&�,�������
v(t,m)

�P���Y���(�
c��j��c�����f���������f������

TmT n $ c�����d���"xd�g����j������b��Sc��j��c�����f���������f������ �P"5��9��
c���f����uf�����dF9 ������"5��������f��%�

k < n
$ ��� �j������f f*DNdF9����

m ∈ T n � bc��f��	�������
g��2� �9�X" d

m ∈ T n � f�������������f��������Qd�g����j���������.c��j��c�����f���������f������ $ " b
c�����d@d��P"Á�����,�����2�(�������

Φ
���
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f���������f�����������"5��������f����

k
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� α(m) � .��&"%J�" ��1�����2�&"-�
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+6"1! 5 H	FG�
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ρ0
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��&" �+ �65 ξ(0) = ξ0
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m ���$��g�����f��!�P� g������ � 1���g«d����Qd@��������� �9�������!����������" bvf �P� ��d����(��������������

" b ��� � �

B
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�K_ � _ W ����Z�� �@Y � 
�! �������	��
*Z�� �5Y � �9[2Y�� ����
*Z��
� �����PZ�� �%����
�!G�£Z � ��������
����

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��'*(�'�C?�������*8a��������������8a������� ��g���9�d�������f l ��� 	�p h�: ���
f����ue���f�����d��jf!g���� c�����6��jf f(f���� c�������be����bC" � ��b ��������d���bC" �Ä������� g���������

fP" �Å�	��g@��� $ d����=���Äf�����f�����f fÀ����8a��������"4�_f�" b f �P�U��c���� �9�!�P������f ��� � �
"5����� $ f�������������f�����dF9�D ��f���" d&����c�����f���������f������!��� c�������be����b�eZg�������b�e $
f�����f�����f f�f ���%��bC"|c���� �9�!�P�X" "5��� $ c������.� �9������b�e�����8a������fP" ��c���f �P� �9��

�������!��������f���� d@��������������� 0c���Q��� �8� d�� ����������m��&����c��_f:��� c�������be����bC" �
g@� :��8� ��6��������	��" � �

� B2.�/��2B20*-*/ ��'*(�'*3���"5�����P" $ d����7f��������*8a������b��U����8a������f $ ��c�c�����g�

f!�P" ����d���" b��c����8a������fP" �(d@���������������-��� �8� d�� ����������m�������c�� $ �jf����jf���������

��bC"��,���������X"E����������g��%9��(�.c������P�.�(������f�e � 3e�9����g@� : ��������g���b���b��7����

c�����f�7$��f��]���(����8a������faf�����f*9���f f f��������*8a������bC" �N�����/f!dFDa�jf�����dF9������jf���

�����*8a������b��c����8a������f��
8L�<�(�c" bD�P"5����"��9�!�P�Yf c���f �P� �9���������!��������f��%�,9Bc�����6��jf f����

ξi(t)
l ����


8a������fP" � c���f �P� �9���������!��������f�����f����ue���f�����d��jf!g���e���� �8� ��������6����	������b�e
d@���������������S�

Rn p��	��g���e $ d����e����f��j�9�����S������� �(� g@����f��	������b
C2 > 0

c����
��f���e

i
��bec����P��f�����f fU��6�����g��

E(sup06t6T ‖ξi(t)‖2) 6 C2
l f�" � 3 hji $ � ����� � ��$

�P��"�" �Zh�7îp � a4c���� ��f��	�����P��������d������ � g@������������������b��`c�����6��jf fNc���f �P� �9�����
��������������f������(�������ud������ $ d����

∫

Ω

(
sup

06t6T

‖x(t)‖2
)
dµi 6 C2

l ;�� hup

����f���f���e="5���
µi

$ c������.� �9������b�eZc�����6��jf f ��" �
ξi(t)

g���g_��b 8a� � ����f=�	��

g���e c�����6��jf f���������"
��d �9���=��d������_��f!c����������������%�`f �P� ��dF9�Da���U����e�����d���

f!g@���Ld@��������� �9������� �
1 6����#� ��� �txz���)4���rt��vä��xz�t� �urz�u���u��su� �uwu{�y5{us�xzsu}�rt�trt���ur�~u~���w������06�rt}�}�{u�u}���rtv�rs�x����usurtv�r8y5rts�~�x	� �uwurt���u� 7 
 �z�,= 
 �,:;:;:;<;<����t�K�urz��s�|u�����K�!�c <rtwurtsu�#�?}���r���v�rt}#� ~�xzw��}����t��susur�����su{u�t��wu}�{u��������
¼�



	%G &(' � � � ÿ Æ�� $ 
���	�� ' ��� � � � $ � � ��' � �����
� ����� � �K_ � _KBC��


).D"��)! � . �&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

�
��+6�*!#" 5 �
�&"�

�
��� � .D�*!

µk

���
(Ω,F )

�
��3���H 7 �6��" (3.1)
+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 84� 5 +�
1� � i

A �	��

�
�E.D�
�!&�

µi


�����0-" 
 ��"�8 5 �2
 5 3 �&�)3K"���"1!#"%� .D�*!#� µ ��! � i→ ∞ A 	 +6�98:� . .D�*!&� νi
1"-"��
�&" �G�)� �65 . � dνi = (1 + ‖x(·)‖C0) dµi �
.D�*!&�

ν1i

1"-"��
�&" �G�)� �65 . �

dν1i = (1 + ‖x(·)‖2C0) dµi

A�I�"%J*8#� .D�*!&�
νi

�����0-"E
 ��"�8 5 �2
 5 3 .D�*!#� ν 7�'�18#�����&"%� 
1"-"��
�&" �G�)� � � . dν = (1 + ‖x(·)‖C0) dµ 7 � .D�*!&� ν1i


�����0-" 
 ��"
�8 5 �2
 5 3;.D�*!#� ν1 7 �'�18#�����&"%� 
1"-"��
�&" �G�)� � � . dν1 = (1 + ‖x(·)‖2C0) dµ

A
�a����f����������!������� $ ��b ��������"_c�������� ����������dF9^��m���������d�������dF9Á��� c�������be��


��dF9 � d@��g�6��*9
f : Ω → R

� ;���������� �9������� �P��"�" b ;�� he��b���� g��%9��S���C����m�� $
d����Nc�� � ���P" dj�P� l ;�� hup f ��d@d�������b�� ���!����d�����b

f(ξk)(1+ ‖ξk‖)
���������X"5����


���_��������m�������d���" b �	��g �(� $ g���g
f(ξk)(1 + ‖ξk‖2)

l f�" � $ ����c����P"5��� $ 3 �X� $
�P��"�" ��G27îp �

R8Y���� � ���9Z�� �K_ � _K�	��

�
�
b : [0, T ]×Ω→ Rn � �&�)��!#�*!&�,+-��� 5 +6�)34��"1! �

� ����3�$ �65 �
��3�� 5 7 �6��" ‖b(t, x(·))‖ < K(1 + ‖x(·)‖C0) 7 � �������&"%J � �2�&" b1�
��3�� 5 7 �6��" ‖b1(t, x(·))‖ < K(1 + ‖x(·)‖2C0)
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K > 0

A
I�"%J*8#�

l,+ p
lim
k→∞

∫
Ω

b(t, x(·)) dµk =
∫
Ω

b(t, x(·)) dµ;
l,+ + p

lim
k→∞

∫
Ω

b(t, x(·))2 dµk =
∫
Ω

b(t, x(·))2 dµ A

�a����f����������!������� $
∫

Ω

b(t, x(·)) dµk =

∫

Ω

b(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ dνk

c�� �P��"�"5� ;�� h*f�������" ����f f/g ∫
Ω

b(t,x(·))
1+‖x(·)‖ dν

$ c���f!g@������g�d b(t,x(·))
1+‖x(·)‖

��� c�������be��

��� �^��m���������d������ � 8c� b(t,x(·))

1+‖x(·)‖ dν = b(t, x(·)) dµ � �a��g����j�����!����f������ l,+ + p
�!����d�����f����Q�����	�P��m ��d���� �
8S��c��X"5���P" $ d����-f�" b f �G�,���������ud�������f �u�����P" �!"5���.�(�jf��������(��c���f ���(�

g@����6��8bc��� ����f �P������f �
K �+������� � �K_ � _ 	 ��0-�*!#� . ��!#" � �1+6"%���-�&"-� �����������-�&"-� �1�������)� � � ξ0 ∈

Rn A��	��

�
� a(t, x) � �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"-� 
�+6�*!����E.��&"%J�" �1�����2�&"-�G"���"-01!�� �<>�)� � � 
 �'�2.�3����4�
�/. � +-�,����3����/. � "-01!��
�'�2. �?� � [0, T ]×Rn + Rn � ����

�
�"%�&"��
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'�?"%$&�)��3K�

‖a(t, x)‖2 < K(1 + ‖x‖2) l ;�� � p
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K > 0

A



ÿ Æ × Æ�� $ 
���	�� ' ����� � � � ) � ���+* � ' * � � ' &$��� ������� $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	 	��
�	��

�
�

α(t, x) � �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"-� 
�+6�*!���� .��&"%J�" �1�����2�&"-�D"���"-01!��%<>� �� � ��
��'�2.�3����4�
�/. � +-�,����3����/. � "-01!��
�'�2. � � � [0, T ]×Rn + S+(n)
�
��3K"-� 7

�6��"�84� 5 3��%<?8:"%J�" α(t, x) ∈ α(t, x)
+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 "%$&�)��3��

|trα(t, x)| < K(1 + ‖x‖2) l ;�� ; p
��! � �&�)3K"���"1!#"�. K > 0

A
I�"%J*8#� 84� 5 3��%<?8:"%�E�&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

� � εi → 0 7 εi > 0 7 3��%<?8#� 5���
!��L�&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

���)�

ai(t, x) � αi(t, x) εi �
������!#"%3�
 � .C��$ � �E"���"-0 �!��%<>�)� � � a(t, x) � α(t, x) 7 
1"-"��
+6�'�2

�
+6�)���&" 7 �&"1!#"1<?8#���'�,
1"%+6�*! �G�)���&"-�4!#� ��G�)� � �	+-3���H ���)� �65 (2.5) 
,�����������-���/. ��
��&"%+ � � . ξ0
A

C
a b ��������" c���f �P� �9���������!��������f��%�

εi → 0
�=c���f �P� �9���������!��������f����

εi

 ��c�c�����g�f!�P" ��6����

ai(t, x)
�
α̃i(t, x)

g���g-��d�f �P������������������" b � �E� ����m�����

����d�������f��,�,Da����f�����"5�.����� c���� ��c�������m!���%� $ d����

α̃i(t, x)
f�����f*9���f f εi

2



��c�c�����g�f!�P" ��6���fP" �U�����,�����2�(������f

α(t, x)
�

a g��ud��jf������U�����P" b��
S(n)

�������X"5��">f!d��(�����������
S(n)

� ��g������9�������
�����P" b l � � � � g����$�9��������b��-g@�������*����� f!d�"�" b|g����$�9���������S��f���e : �P��"5���������
" ��������6�b�p�� c�����f���������f������

L(Rn,Rn)
$ �����X"5��� � ���X"

Rn2 � bc��f!g@������g�d ��f��
�����P" b4�-g@������d����X"5�������X"xc�����f���������f������

S(n)
: g��������	�P��������b $ ����f : �����

�����P" b l ;�� ; p*�	��g<�(�e��bec����P��f�����f f $ ������"5�.�����Sf]�9��d@m����/g@����f��	��������� $ ����f
g@������������" b4f��ue��������P"Ä�,���������ud��������

K
�

a*f��
ai(t, x)

d �9�����P���������Xf*9�� l ;�� � p f���� g@�����������/g@����f��	���������!�������,8a��� $
d���"

K
��� d�f �P������fc����������" b � 1K��"G���E"5�������?" b f��ue��������P"U�,���������ud��������

K����f : �����(g@����f��	������b � bc��f!g@������g�d
1+ ‖x‖2 6 (1 + ‖x‖)2 $ ���N����f ai(t, x)

‖ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖) l ;�� �@p
�	��g<�(�L��bec����P��f�����f f �
: c�c�����g�f!�P" ��6����

α̃i(t, x)
c��������P" �%9��4�����ud�������f>�

S+(n)
� a ��� �9��"

�,���������ud���������7
αi(t, x) = α̃i(t, x)+

εi
4 I

$ m �9�
I
h � ��������d�����f�" ��������6�� � C?����


� d`���Yc���f�������������f7f �P� ��d���� $ d����
αi(t, x)

c����_��9����X"
i
f�����f�����f f«��� c�����


��be������� $
εi


 ��c�c�����g�f!�P" ��6������������,�����2�(������f
α(t, x)

�Gd������/��9������G����d�

g@�

(t, x)
������c��������$���P���Y���

S+(n)
$ � � � � f�����f�����f f-f�������m���c����P�.�Y�����!�������

��c���� �9�!�P������bC" � <c���X"5������m�� $
αi(t, x)

d �9�����P���������Xf���� l ;�� ; p $ m �9� g@����f��	����

�	�
K > 0

�������,8a� $ d���"`g@����f��	�����	� ���*d�f �P������f�����������" b $ ���£����"�����"5�������
" b4f��ue��������P"À�,���������ud��������

K
����f������ �

bc�*�P��"�"5� ��� h f!dFDa�jf�����d�������� c�������be�������
Ai(t, x)

�	��g@��� $ d����
αi(t, x) =

Ai(t, x)A
∗
i (t, x)

� 8c� c���f���� ��f������������`���:��c���� �9�!�P������f f �P� ���&" b�c�����d@d���

��" $ d���� ���

αi(t, x)
���������6f!d�"�"5�Eg����$�9���������4��f���e : �P��"5���������´" ��������


6�b
Ai(t, x)

$ � � � ��: ���Yg����$�9�����!� ��g������9�������U�����P" bD�
L(Rn,Rn)

� C �P� �9��

�������!������� $ ��� l ;�� ; p �(���c��d�� �����9����m��a��������������f������

1+ ‖x‖2 6 (1 + ‖x‖)2



��i &(' � � � ÿ Æ�� $ 
���	�� ' ��� � � � $ � � ��' � �����
��b���� g������ $ d����

Ai(t, x)
d �9�����P���������Xf����a��������������f�����d
‖Ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). l ;�� 	�p

�E� ����m���������d�������f:�,�,Da����f�����"5�.�����Nc���� ��c����P�.�Y���%� $ d���� d�g����j������b��
��b 8a�U��� c�������be����b��

εi

 ��c�c�����g�f!�P" ��6����

ai
�
Ai

f�����f*9���f f m ���$��g��P" � �
�a����f����������!������� $ �jf ������� g@�����������

ai
���=m ���$��g@� $ ��� "5�.�����x��c�c�����g�f!��


" �����������%�U��m��.c���f �P� �9���������!��������f��%�,9 m ���$��g���e&�����,�����2�(�������
aij

$ g@������

����f4f eX�j������f f|g

ai
c����

j → ∞ ��������f!�����!������� ���������X"5���������Á�����P" b
��� g@�X" c���g��	��e � C �P� �9���������!������� $ c����E�9��f��	������d������������,8a�X"

j
m���� � ��g

�����,�����2�(������f
aij

�P���Y��� �
εi


¼��g����jf�������f�����m���� � ��g��
a
� 1���g��P"À�,���������X" $

aij
h
εi


 ��c�c�����g�f!�P" ��6���f
a
� 1K��m �����j��"5�����P"���� c�������be�������

ai
: ���P"

aij
$

� � � � c����P"5��" ��m����j�����������
ai

� ����f
Ai

����f f!d�� �9������fG��� �(� f ��" b�� � 3���

"5�����P" $ d����.c���f �P�!�	��g@���Z�j��"5����b
��6�����g�� l ;�� �@p � l ;�� 	�p���f��	�%9���f f�f!c�����

��� ��������bC" � � 1���g��P" �,���������X" $ ��f��Nf����ue���f�����d��jf!g���� ��� �8� ��������6����	������b��
d@��������������f

ξi(t) = ξ0 +

t∫

0

ai(s, ξi(s)) ds+

t∫

0

Ai(s, ξi(s)) dw(s)
l ;�� �Xp

�P"5��9��.f!��������b��a����8a������f
ξi(t)

$ g@������� g���������c���� �9�!�P������b��a���-��f���"E����

���������	�P�

[0, T ]
l f�" � � G � ;�� � $ c��j�9���,������� ���!�P�.�(�������8"5�.�����(���������.� 3 hji.7îp �

aÅd���f�������f���� $�: ���a�������ud������ $ d����Ng��2� ��b��Yc�����6��jf f
ξi

"5�.�(��� ��b��%���j�$�����
���N��9����X" c��j�PeX�j�Pf*Da��"7�������uf�������f������X"7c�����f���������f������ $ m �9�

w(t)
c��j�9d���


�����Qf!������" d-f��,��f������������X" d �$c����,8��P�X" d � �
@ ��f f�"5�������P"G����"5�����P"5���Nc�����f���������f������

(Ω̃, F̃ )
$ ����� �9���������S� � G � ;�� h �
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ãi : [0, T ] × Ω̃ → Rn c�� � ���P" dj�P�
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ãi
f ���%���a��������f!�����!������� g@�X"*


c���g������_�
L2([0, T ] × Ω̃,Rn)

$ �	��gÅd����Ä"5�.�����Z��b �������%�Zc��j��c���f �P� �9������

���!��������f��%� $ g@����������f.f ���%���/f eX�j������f f��

L2([0, T ]× Ω̃,Rn)
gU��� g@���������X" d

a : [0, T ] × Ω̃ → Rn � ����f�c�����f�������bvc�d�f��%�`f ��" �
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a bec����P��f*9���f f.f �P� ��dF9�DN����f����������,8a������fK7
∥∥∥∥∥

n(k)∑

i=j(k)

βi

(∫

Ω

f(x(·))(x(t +∆t)− x(t)− ai(t, x(t))) dµi

)
−

−
∫

Ω

f(x(·))(x(t +∆t)− x(t) − a(t, x(·))) dµ
∥∥∥∥∥ 6

6

∥∥∥∥∥

∫

Ω

f(x(·))((x(t+∆t)−x(t)) dµk −
∫

Ω

f(x(·))((x(t+∆t) − x(t)) dµ

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥

n(k)∑

i=j(k)

βi

(∫

Ω

f(x(·)) ai(t, x(t)) dµi −
∫

Ω

f(x(·)) ai(t, x(t)) dµ
)∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥

∫

Ω

f(x(·)) ak(t, x(·)) dµ −
∫

Ω

f(x(·)) a(t, x(·)) dµ
∥∥∥∥∥,



ÿ Æ × Æ�� $ 
���	�� ' ����� � � � ) � ���+* � ' * � � ' &$��� ������� $ � � �+� � � ����� 	 � � � � ��������	 �X	
m �9�ec���������f(d���f��%� : ����m��c��������������f������Lf��	������������f f�"5���*�,8a� ��9�����m��Sc����P��

�Y�����!��������m��!d���f ��� c������9��f��	������d����C�������,8a�X"

k
� 1���g�d����

lim
∆t→+0

∫

Ω

f(x(·))(x(t +∆t)− x(t)− a(t, x(·))) dµ =

= lim
∆t→+0

(
n(k)∑

i=j(k)

βi

(∫

Ω

f(x(·))(x(t +∆t)− x(t) − ai(t, x(t))) dµi

))
= 0,

� $ �	��g��P"Å�,���������X" $
Dξ(t) = a(t, ξ(·)) ∈ ã(t, ξ(·)) = a(t, ξ(t)) µ


 c � � �
1���g(g���g ‖Ai(t, x(t))‖2 =

���
αi(t, x(t)) 6 K(1 + ‖x(t)‖2) c�� l ;�� ; p $ ��� $

c��������P" ��f.���/�����P" ������� �P��"�" d ;�� ��$ c�����d@d�����"
∫

Ω×[0,T ]

‖Ai(t, x(t))‖2 dµ× dλ1 6 K2
l ;�� h�hup

����f_��f���e
i
�=��� g@����������m��

K2 > 0
� a ��� �9��"

Ãi(t, x(·)) = Ai(t, x(t))
� 1K��


m ��� ��� l ;�� h�hup-f �P� ��d���� $ d���� "5���.�(�jf������ ��f���e
Ãi

���������X"5�������Å��m���������

d���������������f!�����!�������������P" b ��m �����,�������������X"Dc�����f���������f������

L2([0, T ] ×
Ω̃, L(Rn,Rn))

� C �P� �9���������!������� $ : ��� "5���.�(�jf������=f ���%���´��������f!�����!�������
g@�X" c���g������ � : ���X"�c�����f���������f������ $ � $ �	��g��P" �,���������X" $ "5�.����� ��b�

�������%�Qc��j��c���f �P� �9���������!��������f��%� $ g@����������f7f ���%���`f eX�j������f f_�

L2([0, T ] ×
Ω̃, L(Rn,Rn))

g=��� g@���������X" d
A : [0, T ]× Ω̃ → L(Rn,Rn)

� ����fZc�����f�����

��b c�d�f��%�7f ��" �

Ãi(t, x(·))
��d �9��� : �����xc��j��c���f �P� �9���������!��������f��%�,9 � @ ��ft


f�"5�������P" �	��g<�(�
A(t, x(·)) = E(A|Nt)

��� �������uf�������f������X" c�����f���������f������
(Ω̃, F̃ , µ)

$
x(·) ∈ Ω̃

� bc� c���f������������*9
µ

 c � � �

A(t, ξ(·))A∗(t, ξ(·)) f�����f�����f f
f��!�P� g��������X"

α(t, ξ(t))
�

1K��m ��� $ c����P"5����f�f��P��"�" d i ��� d@���(�Ä����������" dZFJm���������� $ �����	�P��m ��d����
����f f!d�� �9������fP" ��b 8a� c���g���� be������" $ d���� ����f

f(·)

lim
∆t→+0

∫

Ω

f(·)
[
(x(t +∆t)− x(t))(x(t +∆t)− x(t))∗ −

−A(t, x(t))A∗(t, x(t))
]
dµ = 0.

C �P� �9���������!������� $
D2ξ(t) = A(t, ξ(t))A(t, ξ(t))∗

� 1K��������" � ;�� h��9��g����j����� �
B

� B2.�/��2B20*-*/ ��' ��'�3���"5�����P" $ d����-��f���c���f �P� �9���������!��������f����
ε

 ��c�c�����


g�f!�P" ��6����Nc���� ��f���e�c���f �P� �9���������!��������f���f�e
εi → 0

$ ��f!c�������������������b�eLc����
�9��g����j�����!����f������5����������" � ;�� h $ d �9�����P���������Xf*9�� l ;�� �@p�� l ;�� 	�p�f��j�9���P"(�8����"



��� &(' � � � ÿ Æ�� $ 
���	�� ' ��� � � � $ � � ��' � �����
�(�

K
$ �	��g�d�����c���f �P� ��f������*9|��� 3 hji $ � ����� � � 7<"5���.�(�jf������8"5��� {µi}

l f�������

������f�����dF9�DN��e���f���" c���f �P� �9���������!��������f���fP"��.��f���"

i
p*f ���%��� g@�X" c���g������ �

bLd�f��%�
f

h ��� c�������be������f���m���������d���������fY����Da�jf�������������f � d@��g�6���f:���
R × Rn � ����fG����8a�������`��g���9�d�������f l ��� 	�p�����f f�"5�������P" � d@��g�6��������	�`g���

d��jf������ �������

J(ξ(·)) = E

T∫

0

f(t, ξ(t)) dt.
l ;�� h � p

i bG�*Da��"=����8a������f $ ���Sg@��������b�e : ����� � d@��g�6��������	�Yg��ud��jf������ c��������P" ��

����" �����P" �	���������L�����ud�������� �
K �+������� � �K_���_ �4!#�98 � 
1"%+6�*! �G�)����� � !#���G�)� � �>+-3���H ���)� �65 (2.5) 7 �&" �

�)!#"-�)����� � + 8:"%3��
�'�����)����

�
+6�>���
"1!#� .��

3.1 7 � .D�
�'�2
 5 !#���G�)� � � ξ(t) 7 ���3K"���"1!#"�. �1�������)� � � J . � � � .C�����-�&"6A

C
bc��f!g@������g�d-��f��a"5����b´���

(Ω̃, F̃ )
$ c���f�������������b����/�9��g����j�����!����f������

����������" b ;�� h��Sf��������*8a������b�ea����8a������f�e ��g���9�d�������f l ��� 	�p $ f�����f*9���f f/����

���uf�������f�����bC" �Z� � d@��g�6���f

f
� l ;�� h � p���m���������d������ $ ���U"5���.�(�jf������-������


d��������
J

��� : ����e "5������eÅ��m���������d������ � F]f ��� : ���À"5���.�(�jf������_�����ud��������
�P"5�����U" �����P" d�" $ ����m ����f�������������f�����dF9�D ��f&"5�����

µ
h �P"5�������U�	� $ g@������


��dF9 " b��*Da��"�7 g@������������������b��xc�����6��jf f����_c�����f���������f������
(Ω̃, F̃ , µ)

�
�jf��%�!��c����P" �	���������c����8a������� �

bc��� ��c����P�.�Y�P" $ d���� d�g����j���������]��b 8a��"5���.�(�jf������ �����ud��������a���*�P"5�����
" �����P" d�" � $ ���&����m ���������.�P"5�����`��� � �P" d�" ℵ $ g@��������b��«f�����f�����f f�c�����

�9�!���������=����d�g@���_� : ���X" "5���.�(�jf������ � bLd�f��%�

µ∗
i

h c���f �P� �9���������!��������f��%�
�	��g���f $ d����G����f6f�������������f�����dF9�DN��e�����8a�������

ξ∗i (t)
�����ud�������f

J(ξ∗i (t))f eX�j�Pf���f fxg ℵ � <S�2� ����f
µ∗
i

�jf��%� f ���%��b��Gc���� �9�!�|c���f �P� �9���������!��������f����
"5���

µij
$ f�������������f�����dF9�DN��e!��� g@�����������Yc���f �P� �9���������!��������f����

εj

 ��c�c�����g�


f!�P" ��6���� c����
j → ∞ � a b ��������"4���(c���f �P� �9���������!��������f�����c��j��c���f �P� �9��


�������!��������f��%� l ����f`c�����f�������b " b´�,���������ud�����"Ä���8����" �(�Nf!�P" �����P�X"
µij

p
�	��g�dF9 $ d����N����f.f�������������f�����dF9�DN��e:����8a�������

ξij(t)
�-����f(��f���e

i
" bBc���


��d@d�����"j���������X"5������dF9Vf eX�j���P"5��f��%� �����ud��������
J(ξij(·))

g
J(ξ∗i (·))

c����
j → ∞ � 1K��m ���

J(ξii(·)) → ℵ c����
i → ∞ � bc��f!g@������g�d�"5���.�(�jf������

��f���e�"5��� $ f�������������f�����dF9�DN��e���f���"G��c�c�����g�f!�P" ��6���fP" $ f ���%���/g@�X" c���g������
l f�" � ��b 8a�up $ ���£"5�.����� ��b �������%� ���

µii

c��j��c���f �P� �9���������!��������f��%� l �,����������

d��P"&���?����" �(�*f!�P" �����P�X"

µii

p $ g@����������f�f ���%��� f eX�j������f fSg(��� g@�����������a"5��

���
µ∗ � bc� c���f������������*9 ����f g@��������������������m�� c�����6��jf f �

ξ∗(t)
���

(Ω̃, F̃ , µ∗)c�����d@d�����"
J(ξ∗(·)) = ℵ $ � � � � �����ud���������" �����P" �	������� � bc��f!g@������g�d

µ∗ h
c���� �9�!� "5���

µii
$ ���

ξ∗(t)
h f��������*8a���������:����8a������� l ��� 	�p $ g@�����������U" b

�*Da��" �
B



ÿ Æ Õ Æ���' � � � � � � ' &$��� ����� 
�� $ �1 � � 	 ��
 � ��������� �  � � � � � � ��� ��� �  � � � ��� � ���+* �@�
�K_���_ R8Y � ����� �9[2Y�� ����
*Z��#��Z���� �:�+��� ���"�*Z�������[3���:�

������� 
�� � ��[3���:� � �9Z�� ��
*Z��
	 �9�jf���" b �P"5����".�9�!�P� f�� f �P� ��dF9�DN�P"G�,���,�,Da��������"U�	��ga����� be������"5��m��

m����X"5��������d��jf!g@��m�� ������d@������f!g@��m�� �����<�(������f $ �e�P"5������� $ f c�����6��jf f��X"
S(t)

$
g@��������b���d �9�����P���������Xf����Nf!��f�����"5�Sf����ue���f�����d��jf!g���e ��� �8� ��������6����	������b�e
d@�����������������

dSα(t) = Sαaα
(
t;S1(t), . . . , Sn(t)

)
dt+

+Sα(t)Aα
β

(
t;S1(t), . . . , Sn(t)

)
dwβ ,

l ;�� h ; p

m �9�
wβ h ��� �j������f!�P" b��N��������������f!g�����c�����6��jf f!b4�

R1 $ g@��������b��N��f�������

g�d�c�����f���� �,������� dF9��`��������������f!g���� c�����6��jf f��

Rn $
a(t, x)

h ��� g������������
c����P�c���

Rn $
A(t, x)

h �����,�����2�(������� ���
[0, T ]× Rn �/c�����f���������f������ ����
��������b�e=��c����������������

L(Rn,Rn)
$ �

(Aα
β )

�,���������ud������U" ��������6�d=��c�����������

���

A
� 3���"5�����P" $ d���� l f��	�����������������upEm����X"5��������d��jf!g@��� ������d@������f!g@���e������


�(��������d �9�����P���������Xf���� l ;�� h ; p*��f ��d@d���� $ m �9�
a(t)

�
A(t)

�j������f f�����������g@�
���/������"5�����

t
l � � � � ���S�j������f f��(���(����d�g��

x ∈ Rn p �
bc����6��jf f!b $ d �9�����P���������Xf*9�DN��� l ;�� h ; p $ ����������g��%9�� �!�����!����d���b�e.f�����


e���f�����d��jf!g���eU"5�j�9�!��f�e �
bc��� ��c����P�.�Y�P" $ d����Lg@����������������b

Sα ����8a������f l ;�� h ; p�c����P�.�Y�����!������b
c����.��f���e

t
� 1K��m ���/c�� � ���P" dj�P��0c���/c�����6��jf f

ξ(t) = lnS(t) =
{
lnS1(t), . . . , lnSn(t)

}

d �9�����P���������Xf���� d@�������������*9

dξα(t) =

(
aα − 1

2

(
Aα

βδ
βγAα

γ

))
(t, ξ(t)) dt +Aα

β(t, ξ(t)) dw
β(t),

l ;�� h��@p
c���f!g@������g�d

dwαdwβ = δαβdt
l � �9�jf��

δαβ
h f!�P" �����-<c������� g@������7

δαα = 1
$

δαβ = 0
����f

α 6= β
p �

:C���	�P��m ��d����L��� � ���P" dj��bG0c���S��be���j���P" $ d����8�jf ���/c�����6��jf f
ξ(t)

d �9��

���P���������Xf���� l ;�� h��@p $ ���

S(t) = exp ξ(t) =
(
exp ξ1(t), . . . , exp ξn(t)

) d �9��

���P���������Xf���� l ;�� h ; p � 3���"5�����P" $ d����N� : ���X"7f ��d@d���� g@����������������b

Sα c����P��

�Y�����!������b �

3����������ud��P" d������ �
B
f!�P"�"5��������d��jf!g�dF9Vc����P�.�Y�����!�������Ä��c���� �9�!�P����


��dF9�" ��������6�d
AA∗ l m �9�

A∗ h ��c������������ $ f���c��Xf<�(������b��Yg
A
g���gY��b 8a�up $

��� xz�ur���su{������u��r8���Ä{u}��urz���t�#�����=}�rtvä��xz�J��su{u�
	<�usu�J�����us�x8rc}#�u�P��{uwurt��xzsu{u{:�ur�urt�t��rtw�|u�*�J������}ä|8�t��w���su�����c{�su{���su�����c{us�~�����}#���



�,G &(' � � � ÿ Æ�� $ 
���	�� ' ��� � � � $ � � ��' � �����
�&d������ ��� +����

B
h ��� g������ $ c���f�������������b�� ���-������m������	������b�e : �P��"5���������

" ��������6�b
B

� 3���"5�����P" $ d����
Aα

βδ
βγAα

γ

h>: ���
α

¼� : �P��"5�����

Bαα ����� +���� B �
F]f ���(c�����6��jf f d �9�����P���������Xf���� l ;�� h��@p $ �����	��g<�(� d �9�����P���������Xf����Nf �P� ��dF9C

Da��" d�d@�������������*96f c�������� ���j�9��bC" �(�Yf���� �9����"�7

{
Dξ(t) =

(
a− 1

2

� +����
B
)
(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = B(t, ξ(t))

l ;�� hu	�p
����� $*: g��������	�P��������� $

{
Dξ(t) + 1

2

� +����
D2(ξ(t)) = a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = B(t, ξ(t)).

l ;�� hj�Xp

bLd�f��%�
ξ(t)

h ����8a������� d@��������������f l ;�� hu	�p l ����� l ;�� hj�Xp�p � i bÅ����� be������"
��m�� �$ �� # A &�
 /  /Bc�����6��jf f �

S(t) = exp ξ(t) =
(
eξ

1(t), . . . , eξ
n(t)
) �

3���"5�����P" $ d����Ä�jf ���xd@��������������� l ;�� hu	�p l ����� l ;�� hj�Xp�p��j�$����������c�������

���GfU��� g@��������bC"

B ∈ S+(n)
$ ����c�����6��jf f

S(t) = exp(ξ(t))
"5�.�(�������

d �9�����P���������Xf��%� l ;�� h ; p � 1���g��P"��,���������X" $ "5�j�9�!��� $ ��f�������������b��(���(d@������

��������f�e l ;�� hu	�p������ l ;�� hj�Xp $ c���g���be���%9�� �����P��� 8N������g���� g�����f f �j�$���ud $ d���"
��� $ g@��������b��c��f�����������bÁ��� l ;�� h��@p �
@ ��f f�"5�������P"´"5����m��������ud���b��:�����,�����2�(������f

a : [0, T ] × Rn → Rn �
B : [0, T ]× Rn → S+(n)

�_f �P� ��dF9�Da��� ��g���9�d��������YfNc�������� ���j�9��bC" �Z�
f���� �9����"�7

{
Dξ(t) + 1

2

� +����
D2ξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ B(t, ξ(t)).

l ;�� h���p
a g���9�d�������� l ;�� h���p&����� be��������f f ?2+��	� (*) 1�& ) / �!&
�$# � )  / ) � A & (*) ��+, ��  
� A  ��,1� 2?%��+, ��  @.?2&�� ) 1�&�
 � 1���g@���L��g���9�d��������8"5�.�(���!��b��%�/c���f������������ ���
d@��������������f/������� l ;�� hj�Xp fed�c��������P��������"��,��b�d���bC"�f!c���f��,���X" � bLd�f��%�Sc�����

��b���d���f����

a(t, x, u)
�
B(t, x, u)

d@��������������f l ;�� hj�XpN�j������f f��=����d�c�������

��f*9�Da��m��.c�������"5�������

u
$ �

U(t, x)
h "5���.�(�jf������(������"5�.����b�e`�����ud��������

d�c���������f*9�Da��m�� c�������"5������� �
(t, x)

� 1K��m ��� $ c���f����������
a(t, x) = cl

⋃

u∈U(t,x)

a(t, x, u)
�

B(t, x) = cl
⋃

u∈U(t,x)

B(t, x, u),

m �9�
cl

�,���������ud���������bec�d�g��P���L�j��" beg�������� $ c�����d@d��P" ��g���9�d�������� l ;�� h���p �
8L�<�(����c��*8a��"7d�f �P������f $ c����(g@��������b�e:����8a������f l ;�� h���p f!dFDa�jf�����dF9�� $

� �9��g��2�(��"�f!dFDa�jf�������������������c����P" �	��������m��8����8a������f:" ��g�f!�P" ��� ����dF9�Da��

m�� l ����� " �����P" ��� ����dF9�Da��m��@p � d@��g�6��������	�Bg��ud��jf������

J
$ ����� �9������b��B�

c���� ��b ��dFDa��" c�������m���� � � �
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�� $ �1 � � 	 ��
 � ��������� �  � � � � � � ��� ��� �  � � � ��� � ���+* ���
bc�j�9d�����g�����" $ d�������g���9�d�������� l ;�� h���p��P"5����������� $ �����	�P��m ��d���b��/d@������


�������*9 l ;�� hj�Xp � a g���9�d��������S������� $ �����	�P��m ��d�����m�� l ;�� hu	�p $ ���Sg@������� g������ �
K �+������� � �K_��K_��&� �/� 3�
 � !K�K� . ��!#" � �1+6"%���-�&"-�;�����������-�&"-� �1�������)� � �

ξ0 ∈ Rn A2�	��

�
� a(t, x) � �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"-�,
�+6�*!���� .��&"%J�" �1�����2�&"-� "���"-0 �!��%<>�)� � � 
��'�2.�3����4�
�/. � +-�,����3����/. � "-01!��
�'�2. �;� � [0, T ]× Rn + Rn 7 �����

�
� 84� 5 +�
1� � a ∈ a(t, x)
+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 "%$&�)��3��

‖a‖2 < K(1 + ‖x‖2) l ;�� h6GXp
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K > 0

A
�	��

�
�

B(t, x) � �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"-�D
�+6�*!���� .��&"%J�" �1�����2�&"-�C"���"-01!��%<>� �� � ��
��'�2.�3����4�
�/. � +-�,����3����/. � "-01!��
�'�2. � � � [0, T ]×Rn + S+(n)
�
��3K"-� 7

�6��"�84� 5 3��%<?8:"%J�" B(t, x) ∈ B(t, x)
+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 "%$&�)��3��

|trB(t, x)| < K(1 + ‖x‖) l ;�� h��Xp
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K > 0

A
I�"%J*8#� 84� 5 3��%<?8:"%�E�&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

� � εi → 0 7 εi > 0 7 3��%<?8#� 5���
!��?�&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

���)�

ai(t, x) � Bi(t, x) εi �
������!#"%3�
 � .C��$ � � a(t, x)

� B(t, x) 7 
1"-"��
+6�'�2

�
+6�)���&" 7 �&"1!#"1<?8#���'�G
1"%+6�*! �G�)���&"-� !#���G�)� � ��+-3���H ��� �� �65 (3.17) 
,�����������-���/. ��
��&"%+ � � . ξ0
A

C
1K��������" � ;�� ; �9��g���� be��������f fYc��a����� �(�Lf eX��"5������f f!d�� �9������� $ g���g-�

����������" � ;�� h $ f������������,8N�P" �&"5�j��� � ��g���6���fP" � $ ��be� ��������bC" �G���	����d�����"
�9��c����P�������!��������m�� f ����m!����"5��m�� 1

2

� +����
D2ξ(t)

� c��������X"���g���9�d���������f!��f�����

" b l ;�� h���pec��.f��������������*92fNc�������bC"E��g���9�d���������"|f!��f�����" b l ��� 	�p � $ g���g
f �P� ��f�������� $ �����!����d�����"�"5��� ��dG��������������f�������" � l ;�� ; pe� l ;�� h��Xp � bc� : ���X" d
c�������� �9��"7c��j�9���,������c�������dF9�d���f��%�S�9��g����j�����!����f������ h d���f�����d���� c���������

�Xf*9�DNdF94c�������dF9´d���f��%�N�9��g����j�����!����f�����������������" b ;�� h $ ���Yf��j�9�����/�%DNdF9
d�g����j������b��="5�j��� � ��g���6���� h � ��f��	�����P" �j�������*8a�������`�9��g����j�����!����f������
d����	�����!��9 $ c���f!g@������g�d«������f�����c��$�������Zf��j�������*8a��������"D�9��g����j�����!����f������
����������" b ;�� h �

	 � � ��g�f!����d���"Dc���f �P� �9���������!��������f��%�
εi → 0

� c���f �P� �9���������!��������f����
εi


 ��c�c�����g�f!�P" ��6����
ai(t, x)

�
B̃i(t, x)

���Nd�f �P������fG����������" b � �E� �Nc����������
�,�,Da����f����À" b "5�.�(��"6f�d����	���%� $ d����

B̃i(t, x)
f�����f*9���f f εi

2


 ��c�c�����g�f!�P" ��

6���fP" �

B(t, x)
�

<S��ga�����P" dS�
S(n)

" b �������X"5��"`f!d��(�������E���
S(n)

� ��g������9�������������P" b
� c�����f���������f������

L(Rn,Rn)
$ �����X"5��� � ���X"

Rn2 � �E� � c������������,�,Da����f�����" b
c����P�.�Y�P" $ d���� l ;�� h��Xp]��bec����P��f�����f f(� : �����������P"5� �

3���"5�����P" $ d����
ai(t, x)

d �9�����P���������Xf*9�� l ;�� h6GXp*f8��� g@�����������Qg@����f��	����

����� $ g@����������f �������,8a� $ d���"

K
��� d�f �P������f�����������" b � 1K��"&����"5�������*f��ue�����


���P"G�,���������ud��������
K
����f : ������g@����f��	������b � 1���g�g���g

1+‖x‖2 6 (1+‖x‖)2 $



�	i &(' � � � ÿ Æ�� $ 
���	�� ' ��� � � � $ � � ��' � �����
��� ����f

ai(t, x)
��bec����P��f�����f f���6�����g��

‖ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). l ;�� � iXp
: c�c�����g�f!�P" ��6����

B̃i(t, x)
c��������P" �%9��D�����ud�������f6�

S+(n)
� a ��� �9��"

�,���������ud���������7
Bi(t, x) = B̃i(t, x) +

εi
4 I

$ m �9�
I

h � ��������d�����f " ��������6�� �
8c� c���f���� ��f������������ ���_c���f�������������fBf �P� ��d���� $ d����

Bi(t, x)
c����|��9����X"

if�����f�����f f ��� c�������be�������
εi


 ��c�c�����g�f!�P" ��6������
B(t, x)

�´d����E�Eg��2� �9���
����d�g@�

(t, x)
�����(c��������$���P���Y���

S+(n)
$ � � � � �����.f�������m��Qc����P�.�Y�����!�������

��c���� �9�!�P����� � <c���X"5������m�� $
Bi(t, x)

d �9�����P���������Xf���� l ;�� h��Xp $ m �9� g@����f��	�����	�
K > 0

�������,8a� $ d���"Gg@����f��	�����	�/����d�f �P������f�����������" b � 8c�:����" ���a"5�������
" b4f��ue��������P"À�,���������ud��������

K
����f����������(g@����f��	������b �

bc�(�P��"�"5� ��� hYf!dFDa�jf�����dF9��G��� c�������be����b��Yc�����f
Ai(t, x)

�	��g���� $ d����
Bi(t, x) = Ai(t, x)A

∗
i (t, x)

� bc�XfP"5�6c�� ��c���� �9�!�P�����*9 f �P� ���6c�����d@d���

��" $ d����

trBi(t, x)
���������vf!d�"�"5�Gg����$�9���������D��f���e : �P��"5���������´" ��������


6�b
Ai(t, x)

$ � � � � g����$�9������d � ��g������9������� �����P" b
Ai(t, x)

�
L(Rn,Rn)

�
C �P� �9���������!������� $ ��� l ;�� h��Xp�� ���U��d�� �����9����m��&��������������f������

(1 + ‖x‖) 6

(1 + ‖x‖)2 ��b���� g������ $ d����Y��f��
Ai(t, x)

d �9�����P���������Xf*9��

‖Ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). l ;�� � hup
�E� �8��m���������d�������fG�,�,Da����f���� $ g���g.�`� �9��g����j�����!����f������(����������" b ;�� h $

"5�.����� f�d����	���%� $ d���� d�g����j������b�� ��b 8a�J��� c�������be����b�� ��c�c�����g�f!�P" ��6����
ai�

Ai

f�����f*9���f f�m ���$��g��P" � l f�" � �9��g����j�����!����f������a����������" b ;�� hup �
@ ��f f�"5�������P"�c���f �P� �9���������!��������f��%� f����ue���f�����d��jf!g���e ��� �8� ��������6���


�	������b�e�d@���������������

dξi(t) =

(
ai −

1

2

� +����
Bi

)
(t, ξi(t)) dt+Ai(t, ξi(t)) dw(t),

l ;�� ��� p
m �9�

w(t)
h ��������������f!g�����c�����6��jf f �

Rn �
3���"5�����P" $ d����Zg��2� �9���

(ai − 1
2

� +����
Bi)(t, x)

m ���$��g@� $ g���gÄ����������f��%�
m ���$��g���e������,�����2�(������� �
@ ��f f�"5�������P" ‖(ai − 1

2

� +����
Bi)(t, x)‖

��c���g��2�(��" $ d����(����f«����m��.��b�

c����P��f�����f fa��6�����g��C����c�� l ;�� � iXp�f]g@����f��	��������� �������,8a��� $ d���"

K
� �a����f�������


���!������� $
∥∥∥∥
(
ai −

1

2

� +����
Bi

)
(t, x)

∥∥∥∥ 6 ‖ai(t, x)‖+
∥∥∥∥
1

2

� +����
Bi(t, x)

∥∥∥∥ <

< K(1 + ‖x‖) +K1trBi(t, x) < K2(1 + ‖x‖).

l ;�� �%; p
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�� $ �1 � � 	 ��
 � ��������� �  � � � � � � ��� ��� �  � � � ��� � ���+* ��h
1���g��P" �,���������X" $ g@� :��8� ��6���������b d@��������������� l ;�� ��� p�m ���$��g��x�Gd �9��


���P���������Xf*9�����6�����g���" l ;�� �%; p � l ;�� � hup � 	 ���ud����Ng��2� �9��� d@��������������� l ;�� ��� p
: �����(c���f �P� �9���������!��������f������P"5�����!� ������f��������������Sf!�����������c����8a�������

ξi(t)
$

g@������� g������!��c���� �9�!�P���������c���/��f���" c����X"5���Yd@��g@�
[0, T ]

l f�" � 3 hji.7îp �
� �	���������*8a���L�9��g����j�����!����f�������f�����c��$��������fS�9��g����j�����!����f������X" ����������


" b ;�� h �
B3���"5�����P" $ d���������fÁ"5��� $ f�������������f�����dF9�DN��e

ε

 ��c�c�����g�f!�P" ��6���fP"=���

�9��g����j�����!����f������À����������" b ;�� ;�$ ��bec����P��f�����f fB�j��"5��d�������� ;�� ;�$ � � � � : ���
"5���.�(�jf������!"5���Qf ���%���/g@�X" c���g������ �

bLd�f��%�
f

h ��� c�������be������f ��m���������d���������f4����Da�jf�������������f � d@��g�6���f
���

Rn � ����f�����8a������� l ;�� h���p�����f f�"5�������P" � d@��g�6��������	��g��ud��jf������ l ;�� h � p �
K �+������� � �K_ �2_ �4!#�98 � 
1"%+6�*! �G�)����� � !#���G�)� � � +-3���H ���)� �65 (3.17) 7�&"�

�)!#"-�)����� � +	8:"%3��
�'�����)����

�
+6�,���
"1!#� .��

3.3 7 � .D�
�'�2
 5 !#���G�)� � � ξ(t) 7 ���3K"���"1!#"�. �1�������)� � � J . � � � .C�����-�&" ( � � � .C��3�
 � .C�����-�&" ) A�a��g����j�����!����f������(����������" b ;�� ��f�����c��$�������Yf �9��g����j�����!����f������X"Å����������

" b ;�� ���

� B2.�/��2B20*-*/ ��' �2'�3���"5�����P" $ d����-fLc��X"5�,D �,9 ����e0�(�8����f f!d�� �9������� $
g���gx�`�9��g����j�����!����f������U����������" b ;�� � $ "5�.�����Z�9��g����j���%�_f!dFDa�jf����������������
" ��g�f!�P" �	��������m�� l " �����P" �	��������m��@p�����8a������f.����fQ�9��d@m���m�� � d@��g�6��������	���
g��ud��jf������ � 8S��c����P"5��� $ c�d�f��%�

f
h ��� c�������be������f���m���������d���������fD����Da��


f�������������f � d@��g�6���f ���
[0, T ] × Rn � ����f ����8a������� l ;�� h���pa����f f�"5�������P"

� d@��g�6��������	�.g��ud��jf������N�������

J1(ξ(·)) = Ef(T, ξ(T )) dt.
l ;�� � �@p

1K��m ����f!dFDa�jf�����d����Sf��������*8a��������������8a�������
ξ(t)

$ ���Lg@���������X"Z�����ud��������
J1" ��g�f!�P" �	������� l " �����P" �	�������@p �

� �*Z�� ��� ���*Z�� ��
���
*Z���_�@ ��f f�"5�������P"G��g���9�d�������� l ;�� h���p $ c�����d@d�����

����� ��� d@��������������f-fed�c��������P��������" � 8S��c��X"5���P" $ d���������8a������f

ξ(t)
��g���9C


d�������f l ;�� h���p h �P��m!����� � " bxc�����6��jf f����
S(t)

$ g@��������b��Cd���f���������������g��%9��
�Sc������P�.�(������f�e � F]f����jf�������������c���� ��c�������m!���%� $ d��������Lg@������d����X"Z������"5����

���X"D�������������	�P�

[0, T ]
�����ud�������f���f���e_g@���������������.c�����6��jf f �

S(t)
����"5��


m d@�-d@�����Z� ���jf!g@������d�����f��%� $ � $ �	��g��P" �,���������X" $ ��e`f!d�"�" �:���Nc���� ��b 8 ��

������� g@����������m���d���f ���

C > 0
� bc��� : ����eZc���� ��c����P�.�(������f�e&����f f�"5�������P"

� d@��g�6��*9
g : Rn → R

$ �j�$��������dF9 � ���P" dj�P���

g(X) =

{
x1 + . . .+ xn, x1 + . . .+ xn < C,

C, x1 + . . .+ xn > C,

l ;�� � 	�p



� � &(' � � � ÿ Æ�� $ 
���	�� ' ��� � � � $ � � ��' � �����
m �9�

x1, . . . , xn
h g@����������������b ��� g��������

X ∈ R
n � a ��� �9��" � d@��g�6��*9

f(X) = g(ex
1

, . . . , ex
n

)
� 3���"5�����P" $ d���� c�� c���f������������*9

f
f�����f�����f f���m�����


����d����������a��� c�������be������� � d@��g�6������ $ �	��gad����c"5�.�����£����f f�"5���������%� � d@��g�

6��������	�7g��ud��jf������

J1
l f�" ��l ;�� � �@p�pLf : �����

f
� 1K��m ������c����P" �	��������������8a��


����� $ f!dFDa�jf����������������eg@����������m��L�9��g����j�����S������������"5� ;�� � $ " ��g�f!�P" ��� ����d����
f���� �9�����*�����ud��������������	�	���������(6�����b �Lg@������d���b���"5�X"5�����L������"5�����

T
f�����


���Zc�����6��jf f����
S(t) = exp ξ(t)

$ �P��m!����� � " b4g@��������b�e
ξ(t)

d �9�����P���������Xf�

9�� l ;�� h���p � F]f ��������f f�"5�������P" � d@��g�6��������	�(g��ud��jf������

J
l f�" �2l ;�� h � p�p $ ��c�


���P" �	��������������8a��������" ��g�f!�P" ��� ����d���� l " �����P" ��� ����d����XpS��������m����	� f���� �P

����m��Q�����ud�������fÄ�����	�	���������«6�����bj���G���ud��	��������m��(�����ud�������f7������"5�����_�9�
"5�X"5�����	�

T
�

�K_��K_�J�
��@Y�����Y������ !V^�Z2Y5Z������ �%�
	 �9�jf�� $ f �P� ��d�f 3 h���7 $ c�����d@d��P" "5�j��� � ��g���6��*96��� ���jf��������(�P��"�" b � ��


����c�c������_���G��c����P" �	��������m���d�c��������P������f �9�������P" ������������������bC" �Ef!��f�����

" ��" � $ �-�P"5������� $ c���g��2�(��" $ d����-����f`d@���������������Zf�d�c��������P��������"Ef�c�����

��� ���j�9��bC" ���Qf���� �9����"|����f«��c����P" �	������b�e=����8a�������7f�������������f�����dF9�DN��e
��g���9�d�������� $ f!dFDa�jf����������������`g@��������b�ex�9��g����j�����7� ����dXeEc���� ��b ��dFDN��e
c�������m���� � ��e $ f!dFDa�jf�����d���� d�c��������P�������L��eU���j�	����� dF9�Da��� �

i b ����f!b*������"�d����	�����!��f/g � G � h $ m �9����c���f ����bxc�����f�����f/�j��" g���d@����f����
����� c�������be������f�����"5����m��������ud�����m��(�����,�����2�(������f �
8S��" c������$�9�,������f f(f �P� ��dF9�Da���c����e�����d��jf!g@���Ld@��������� �9������� �
� ����� � �K_��K_,�	��

�
� .��&"%J�" �1�����2�&"-� "���"-01!��%<>�)� � � F : [0, T ] × C0 ×

Rm → C(Rn)
�'�2.�3����4��" 7 "���"-01!��%<>�)� � � g : [0, T ]×C0 → Rn �&�)��!#�*!&�,+-�&"

� 84� 5 ��H 0-"%J�" t ∈ [0, T ]
�����-8:�'�2
 5 u(t, x(·)) ∈ Rm �
��3K"-� 7 �6��"

g(t, x(·)) ∈ F (t, x(·), u(t, x(·))).
I�"%J*8#� .��&"%J�" �1�����2��� 5 � ����3�$ �65 Γ : [0, T ]× C0 → C(Rm),

Γ(t, x(·)) =
{
u(t, x(·)) |u(t, x(·)) ∈ R

m, g(t, x(·)) ∈ F (t, x(·), u(t, x(·)))
}

�'�2.�3����4�
��A
C
8S��"G�����,�ueX�j���P"5�*�9��g����j���%� $ d����c"5����m��������ud������?�����,�����2�(�������

Γ
�j��


" g���d@��� � bc�a����������"5�HG � 	 : ���(�������ud������ $ d���������f���9���b�e-c���f �P� �9���������!����

����f������ {tk, xk(·)} ∈ [0, T ]×C0 $ {tk, xk(·)} → {t, x(·)} $ �-����f uk(t, x(·))�	��g���e $ d����

uk(t, x(·)) ∈ R
m,

g(tk, xk(·)) ∈ F (tk, xk(·), uk(t, x(·))),



ÿ Æ ÿ Æ " � � '��  ' ��	 	 � � � ' � $�$ ��� � � ;

uk(t, x(·)) → u(t, x(·))��bec����P�������
u(t, x(·)) ∈ Rm $

g(t, x(·)) ∈ F (t, x(·), u(t, x(·))) �
i ����m��������ud������J�����,�����2�(�������

F
�j��" g���d@��� � 1K��m ��� c��£����������"5� G � 	 ����f

��9���b�e�c���f �P� �9���������!��������f������
{tk, xk(·), uk(t, x(·))} ∈ [0, T ]× C0 × R

m,

{tk, xk(·), uk(t, x(·))} → {t, x(·), uk(t, x(·))},�
yk ⊂ Rn �	��g���e $ d����

yk ∈ F (tk, xk(·), uk(t, x(·)))
$
yk → y

$ ��bec����P�������
y ∈ F (t, x(·), u(t, x(·))) �1���gZg���g������,�����2�(�������

g
��� c�������be����� $ ���-����fZ��9���b�e {tk, xk(·)} →

{t, x(·)} g(tk, xk(·)) → g(t, x(·)) � 3��,IK� ���������������.d@��������� �9������f $ c�����dX

d��P" �j��" g���d@����f��%�������,�����2�(������f

Γ
�
B� d �9��" ����f f�" �������������%��d�c���������f���" dF9 f!��f�����" dxf��,�������������xf!��f����,9

�������




Dξ(t) = a(t, ξ(t), u1(tξ(t))),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t), u2(tξ(t))),

u1(t, ξ(t)) ∈ U1(t, ξ(t)),

u2(t, ξ(t)) ∈ U2(t, ξ(t)).

l ;�� � �Xp

	 �9�jf��
a : [0, T ]×R

n ×R
m → R

n � α : [0, T ]×R
n ×R

m → S+(n)
h

����"5�����P" b��(c��=�E�����!��9 �����,�����2�(������f��
Rm h c�����f���������f������Zd�c���������f�


9�DN��eEc�������"5��������� �
U1, U2 : [0, T ] × Rn → K(Rm)

h "5����m��������ud���b��
� d@��g�6������,�������������(f!��f�� � $ m �9�

K(Rm)
h "5���.�(�jf������ g@�X" c���g������/�

Rm �
@5��8a��������" d�c���������f���"5��� f!��f�����" b l ;�� � �Xp ������������" c�����d

{ξ(t), (u1, u2)}
$ f���f����uf*DNdF9 ��� c�����6��jf f �

ξ(t)
�6d�c��������P������f

(u1, u2)
�

	 �9�jf��
ξ(t) : [0, T ] → Rn h c�����6��jf f4��� �8� d�� ����������m�� ����c�� �	��


g@��� $ d����
P

 c � � � d �9�����P���������Xf���� l ;�� � �XpDc���d���� ��f�9 ��d ���

[0, T ]
$ �

u1, u2 : [0, T ] × R
n → R

m h ����"5�����P" b��6c��j�E�����!��9 � d@��g�6���� $
d �9�����P���������Xf*9�DN��� ��g���9�d�������fP"x��� l ;�� � �Xp]��f�9 ��d:���

[0, T ]
�

a ��� �9��" "5����m��������ud���b�� �����,�����2�(������f
a(t, x) = a(t, x, U1(t, x))

�
α(t, x) = α(t, x, U1(t, x))

� 3��7d�c���������f���"5���Gf!��f�����" b c����������9��"2gE��ft

f���6������������������X" d-f£��������� �8� ��������6����	�������X" dY��g���9�d������*9

{
Dξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)).

l ;�� � ��p

3�d�� �����9��� $ d����Sg��2� ����fa������� g���������fYf!��f�����" b l ;�� � �XpKf�����f�����f f(����8a��

������" ��g���9�d�������f l ;�� � ��p � ; f��	���������P" ���,����������dF94�j������f!�P"5��f��%� �



�u� &(' � � � ÿ Æ�� $ 
���	�� ' ��� � � � $ � � ��' � �����
K �+������� � �K_���_ �	��

�
�

a(t, x) 5 +-� 5 �'�2
 5 �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-���/. 
�+6�*!����.��&"%J�" �1�����2���/. "���"-01!��%<>�)� � � . 
 �'�2.�3����4�
�/. � +-�,����3����/. � "-01!��
�'�2. �
� � [0, T ]× Rn + Rn � �
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'� "%$&�)��3K�

‖a(t, x)‖2 < K(1 + ‖x‖2) l ;�� � GXp
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K > 0

A
�	��

�
�

α(t, x) 5 +-� 5 �'�2
 5 �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-���/. 
�+6�*!���� .��&"%J�" �1�����2���/."���"-01!��%<>�)� � � . 
 �'�2.�3����4�
�/. � +-�,����3����/. � "-01!��
�'�2. � � � [0, T ] × Rn +

S+(n)
�
��3 � . 7 �6��"C84� 5 ��H 0-"%J�" α(t, x) ∈ α(t, x) � .D�
�'� .D�'

��"�
��&�98���H	F � 5"%$&�)��3�� 	

|trα(t, x)| < K(1 + ‖x‖2) l ;�� � �Xp
84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" K > 0

A
�;�&"%J�" �1�����2����� "���"-01!��%<>�)� �65 U1(t, x), U2(t, x) : [0, T ]×R

n → K(Rm)�&"%�����&�)��!#�*!&�,+-��� 
�+6�*!���� �
{
Dξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t))

�&"��6� � 84� 5 +�
1� � t ∈ I
A

I�"%J*8#� 
*��FG�'

�
+���H?� �
��3 � � � �
.D�*! � .���� 
1�)�&�)34��"1!&� u1 ∈ SU1
� u2 ∈

SU2
(
J*8:�

SU1

7 SU2
� .��&"1<>�'

�
+6" 
1�)�&�)34��"1!#"%+ .��&"%J�" �1�����2��� �L"���"-01!��%<>� �� � � U1 � U2


1"-"��
+6�'�2

�
+6�)���&"
) 7 �6��"





Dξ(t) = a(t, ξ(t), u1(t)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t), u2(t)),

u1(t) ∈ U1(t),

u2(t) ∈ U2(t)

�&"��6� � 84� 5 +�
1� � t ∈ [0, T ]
A

C
@ ��f f�"5�������P"Gc���f �P� �9���������!��������f��%�

εi → 0
�`f�������������f�����dF9�DN���8���

c���f �P� �9���������!��������f����=��� c�������be����b�e7��c�c�����g�f!�P" ��6����
ai(t, x)

�
αi(t, x)

$
g���g��j����������"5� ;�� h l ����c��X"5���P" $ d����

αi(t, x)
c��������$���P���/���

S+(n)
p �

a*f��
ai(t, x)

d �9�����P���������Xf*9�� l ;�� � GXp�f:��� g@�����������7g@����f��	��������� $ �������,8a���
d���"

K
� C?�ue��������P" �,���������ud��������

K
����f : ������g@����f��	������b � 1���g g���g

1 + ‖x‖2 6 (1 + ‖x‖)2 $ ��� ����f ai(t, x) ��bec����P�������a��6�����g��

‖ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). l ;�� ; iXp



ÿ Æ ÿ Æ " � � '��  ' ��	 	 � � � ' � $�$ ��� � ��	
bc� �P��"�"5� ��� hSf!dFDa�jf�����dF9��!��� c�������be����b��

Ai(t, x)
�	��g���� $ d����

αi(t, x) =
Ai(t, x)A

∗
i (t, x)

� 0L����c���� �9�!�P������f(f �P� ����c�����d@d�����" $ d����
trαi(t, x)

���������
f!d�"�"5�]g����$�9���������*��f���e : �P��"5���������

Ai(t, x)
$ � � � ��: ��� g����$�9������� ��g������9�������

�����P" b7�
L(Rn,Rn)

� C �P� �9���������!������� $ ��� l ;�� � �Xp�����������������f������
1+‖x‖2 6

(1 + ‖x‖)2 f �P� ��d���� $ d���� Ai(t, x)
d �9�����P���������Xf����

‖Ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). l ;�� ; hup
�E� �!��m���������d�������f=�,�,Da����f����«" b "5�.�(��"|c���� ��c�������m!���%� $ d����G��� c�����


��be����b��
εi


 ��c�c�����g�f!�P" ��6����
ai
�
Ai

f�����f*9���f f&m ���$��g��P" � � 1���g��P"^�,������

���X" $ f����ue���f�����d��jf!g����Ld@��������������f

ξi(t) = ξ0 +

t∫

0

ai(s, ξi(s)) ds+

t∫

0

Ai(s, ξi(s)) dw(s)

�P"5��9�� f!��������b��?����8a������f
ξi(t)

$ ��c���� �9�!�P������b��?��� ��f���".�������������	�P�
[0, T ]

�
bc����6��jf f

ξi(t)
��c���� �9�!��f����Ä"5����d

µi

���
(Ω,F )

� 8S�Z�������uf�������f������X"
c�����f���������f������

(Ω,F , µi)
c�����6��jf f

ξi(t)
f�����f�����f fEg@������������������bC">c�����


6��jf f��X" $ � � � �
ξ(t, x(·)) = x(t)

$
x(·) ∈ Ω

�
bc�e�j��"5��d������*97��� 3 hji $ � ����� � � 7X"5���.�(�jf������C"5��� {µi}

f ���%���eg@�X" c���g������ �
1���g��P"=�,���������X" $ ����f/�j�$�����������Nc���f �P� �9���������!��������f���� ��c�c�����g�f!�P" ��6����

ai�
Ai

���*c���f �P� �9���������!��������f����Nf�������������f�����dF9�DN��e("5���
µi

"5�.�����L��b �������%�
c��j��c���f �P� �9���������!��������f��%� $ g@����������f-f ���%���Nf eX�j������f fYg:��� g@�����������:"5�����

µ
�

����fQc�����f�������b4c���� ��c����P�.�Y�P" $ d����(f ��" �/c���f �P� �9���������!��������f��%�
µi

f ���%���
f eX�j������f f�g

µ
� 3����������ud��P"�d������ �

ξ(t)
g@������������������b��7c�����6��jf f����Qc�����


f���������f������
(Ω,F , µ)

�
� d �9��" ��f!c����������������%� f �P� ��dF9�Da���Ld@��������� �9��������7
� ����� � �K_ � 3 hji.7¼_ ∫

Ω
(sup06t6T ‖x(t)‖2) dµ 6 C2

7 J*8:� 3K"%�4

�
���4�
�

C2 > 0
�'��+ � 
 � � ��"%���-3K" "�� � �4���*!&+������ [0, T ] � K � � (3.30) � (3.31) A1���gGg���g ‖ai(t, x(t))‖2 6 K(1 + ‖x(t)‖2) c�� l ;�� � GXp $ ��� $ ��f!c�������� d�f

�P��"�" d ;�� � $ c�����d@d��P" $ d���� ����fU��� g@����������m��
K1 > 0

∫

[0,T ]×Ω

‖ai(t, x(t))‖2 dλ1 × dµ 6 K1.
l ;�� ;�� p

a ��� �9��"À�����,�����2�(������f
ãi : [0, T ]× Ω → Rn c�� � ���P" dj�P�

ãi(t, x(·)) =
ai(t, x(t))

� 0L� l ;�� GXp*f �P� ��d���� $ d�����"5���.�(�jf������/��f���e
ãi

���������X"5�������!��m�����

����d������c��������f!�����!�������c�����P" bx�cm �����,�������������X"Qc�����f���������f������

L2([0, T ]×
Ω,Rn)

$ ��c���� �9�!�P��������m��!��������f!�����!�������:"5���
λ1
�
[0, T ]

�
µ
�
Ω

� 1���gQg���g



�	� &(' � � � ÿ Æ�� $ 
���	�� ' ��� � � � $ � � ��' � �����
"5���.�(�jf������ ��f���e

ãi
f ���%������������f!�����!�������Lg@�X" c���g������ �

L2([0, T ]×Ω,Rn)
$

���="5�.�����`��b �������%�Qc��j��c���f �P� �9���������!��������f��%� $ g@����������f f ���%���`f eX�j������f f
�
L2([0, T ]×Ω,Rn)

ga��c���� �9�!�P�������X" d
a : [0, T ]×Ω → Rn � ����f�c�����f�������b

c�d�f��%�Yf ��"5�
ãi(t, x(·))

��d �9��� : �����(c��j��c���f �P� �9���������!��������f��%�,9 �
a ��� �9��" �	��g<�(�

a(t, x(·)) = E(a |Nt)
���`�������uf�������f������X"Dc�����f���������


f������
(Ω,F , µ)

$
x(·) ∈ Ω

� 0L�G�9��g����j�����!����f������ ����������" b ;�� hBf �P� ��dX

��� $ d����

a(t, x(·)) ��� c�������be����� ��� "5���.�(�jf�������c����P����� "5����b
µ
�
Ω
�

Dξ(t) = a(t, ξ(·)) �@ ��f f�"5�������P" "5����m��������ud���dF9 � d@��g�6��*9
Γ : [0, T ]× C0 → C(Rm)

7

Γ(t, x(·)) =
{
u(t, x(·)) | u(t, x(·))∈R

m, a(t, x(·))∈a(t, x(·), U1(t, x(·)))
}
.

8c������d �9���`�����9���%� $ d�����"5����m��������ud�����f � d@��g�6���f
Φ = Γ ∩ U1 : [0, T ] ×

C0 → K(Rm)
g@������� g������Ä��c���� �9�!�P�����7�^���`����"5�����P" b��Bf��!�P� g������ f���


��f�����f fE��f!g@�X"5��� � d@��g�6������
u1 : [0, T ] × Rn → Rm � C �P� �9���������!������� $

����fY�9��g����j�����!����f������c����������" bG�9��f��	������d����L�9��g����j���%������"5�����P"5��f��%�!"5����

m��������ud�����m��a�����,�����2�(������f

Φ
�

0L�=����������" b G � ; f �P� ��d���� �j��" g���d@����f��%� "5����m��������ud�����m��À�����,�����2�(��

����f

a
���

[0, T ]×Rn $ ���!����m ���N�/f!����d/�P��"�" b ;�� ; "5����m��������ud�����f � d@��g�

6���f

Γ
�j��" g���d@�	�&���="5���.�(�jf������(c����P�����Å"5����b

µ
�
Ω

� C �P� �9���������!�������
l c��£����������"5� G � �@p $ "5����m��������ud������J�����,�����2�(�������

Φ
c�����d@��� c�������be����� f!������


e�d!���a"5���.�(�jf������ c����P������"5����b
µ
�
Ω

$ ����g�d ����� f!����dY����"5�����P"5��f�����c���

��d@��� c�������be������m��/f!�����Xe�d:"5����m��������ud�����m��a�����,�����2�(������f-�P��m g@�/��b���� g������
����"5�����P"5��f��%�

Φ
����"5���.�(�jf������Lc����P������"5����b

µ
�
Ω

�
:C���	�P��m ��d������9��g���� be��������f f�����"5�����P"5��f��%� $

Ψ = Π ∩ U2 : [0, T ]× C0 → K(Rm),

Π(t, x(·))=
{
u(t, x(·)) | u(t, x(·))∈R

m, α(t, x(·))∈α(t, x(·), U2(t, x(·)))
}
.1���g=d����Qf!dFDa�jf�����dF9��(����"5�����P" b��Yf��!�P� g�������b

u1 ∈ U1
$
u2 ∈ U2

�	��g���� $
d���� {

Dξ(t) = a(t, ξ(t), u1(t)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t), u2(t)).

l ;�� ;,; p

1���g��P" �,���������X" $ c����Gd�g����j������b�e ��b 8a�(d�f �P������f�e_����fx��9�����m��=����

8a������f

ξ(t)
��g���9�d�������f ;�� � ����������d@��f f �	��g����|����"5�����P" b�� � d@��g�6����

u1, u2 : [0, T ] → R
m $ d����Qc������ {ξ(t), (u1, u2)}

��d �9��������8a��������"Bf!��f�����

" b l ;�� � �Xp � 1K��������" � ;�� 	L�9��g����j����� �

Ba d���f�������f���� $ c�����d@d����������Qd@��������� �9�������`��������������f^��c����P" �	������b�e
����8a������� $ d*���Nf!dFDa�jf���������������� �9��g����j����� �/����dXe(c���� ��b ��dFDN��e.c�������m�����

� ��e �
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�2_ � _ � ��� ����
�� �9[3� ����� � �*Z
<S��g�����"5��d���������bc��� ����f �P������� $ �����P" ��� �$d@���������������S�P�������%��� ��f!g@��m��

����c���� c���� ���P�.�(���N5 � : � C]���������$9 g@�X" � �?�����C�����P" ���a�,��d�f �P�����P���c����"G�,��

f����uf����!����f������X" $ d���� c�������� g@��������b�e �9��c����P�������!������b�eSc���� ��c����P�.�(������f�e
f!��f�����" �À"5�j�9�!������d����Ä"5���(��������f �P� ��dF9 : g@�����X" ��g�d �$�j����������b 5 ��bec�d�f!g��
�8�������%��� ���/f�d@d������X"x�j��c���f���� � �?����f!c���6����	������b��G����c&�	��gG����� be������" b�e
�	�Pm���������
 ��� �8� ��������6����	������b�e d@��������������� $ � g@��������b�eL� �P� �����8d���f�����c����
c�������� ���j�9�����Ef�������� ��b����.� �9��������f " ��������6�� $ �7c������ ����� ��� ���jf�����bC"v�
c����������Åd���f���� h ��� ��b����.� �9��������fÅ" ��������6�� $ � $ g����X"5������m�� $ ��c����������
d���f����(�P"5������f f.f!���,���j�9��b��:d��P��� $ �j������f f*DN���:��������g@�(��� ������"5����� � a^����

�����	��eQ: � � � � �jf��	��g@�����Y�Z5 � : � C]���������$9 g�� 3 � � $ �X	67 �������P" ������e : ����e
d@��������������� ��b*���Zf���� �������`� ��� d@d�������"5�j�9�!���Q��������" ��d��jf!g@��m��Z��f!g��2�(��

����f`f!��m����	�P���Y�����$�����Yd�f���������f�������e l c���� : ���X"x�j������f f*DN�������/������"5�����
f!���,���j�9��b��!d��P��������������c�����������d�����f f(g���g-��eX�j�Pf*DN���-f!��m����	�<p � a ���%�����	��e
� � : � a]����f�����g@� $ : � 5 � @ d@��g���f � $ i � C � � ������c�g@����f!g@���`�`�9� � ����f f�" ����

����������" b��.f!��f�����" b ����������g��%9��`c���� " ������" ������d��jf!g@�X" "5�j�9�!�����������������
g@���P������������� : �P� g�������d��jf!g���eU6�� c���� �
a=d�g����j������b�eZ��b 8a�Y�j�$���ud���e $ �jf����jf������������ $ ���$�9�Qd@d�����be�����%�Qc��X"5��


e�� $ g@��������b��C�,��b�d�������c���f!be���%9���f f����!��bC" 8Nd�"5�X" � 3e�9����g@� $ d@��������������f
�P�������%��� ��f!g@��m��U����c��.�P"5��9��Ge�������g���������dF9j��f��,����������f��%� h c����«����eX�.�!

�9�������_�Z��f f �P� �9�����������&����8a�������_c�����eX�j������f f`��f!c����������������%�-c�������� ���j�P

��b��-f!���,���j�9��b�eGd��P���������9��f��	������d����.��b f���g@��m���c����Xf���g�� � bc���=���	����d����
c��X"5��eÁ��d�����b c�������� ���j�9��b������!�P��m�� 8Nd�" � $ d���� ��������d���� ��f!c���������������

����f��,���,�,Da������b�e � d@��g�6���� � aÅ����f����uf*Da���!m ��������" b ���j�	����� d���"Zc��j�PeX�j� $
1 6����#� ��� �txz���)4���rt��vä��xz�t� �urz�u���u��su� �uwu{�y5{us�xzsu}�rt�trt���ur�~u~���w������06�rt}�}�{u�u}���rtv�rs�x����usurtv�r8y5rts�~�x	� �uwurt���u� 7 
 �z�,= 
 �,:;:;:;<;<����t�K�urz��s�|u�����K�!�c <rtwurtsu�#�?}���r���v�rt}#� ~�xzw��}����t��susur�����su{u�t��wu}�{u��������
¼�



�2G &(' � � � þ Æ�� � � � ��� ���+* ' � � ��
���� � ��� �  � 
�� $ �
��g@���������X"_�X"5�jf���� ���!�P��m�� 8Nd�" �S��f!c�������� d�����f f!��� g�dFD ��f-f!g@������f��%� l f!�P"*

"5��������d��jf!g���fEc�������� ���j�9����fx� f���� �9����"Jp $ g@����������f $ g���gEf!g����j��������b 8a� $
f�����f�����f f�c��XfP" bC"D�����	�P��m��X"Á�,��b�d�������f!g@������f����Z�9�������P" ��������������������m��
c�����6��jf f � � aÅ��f����������X"=" bG��f!c�������� d���"=��� g�dFDNdF9Bf!g@������f��%�S��������������f!g@��

m��.c�����6��jf f � $ ����f�g@����������m���� � h � � �������9����b � ���P" dj��b6����f�f!�P"�"5��������

d��jf!g���e�c�������� ���j�9��b�eZ��b f���g@��m��.c����Xf���g�� � �?���.�������Q������"5�.������f��%������f
c�����d@d�������f �����	��������d��jf!g���e � ���P" dj������fa����8a�������Nd@�����������������P�������%��� ��

f!g@��m��C����c�� f]c��X"5��e���" � � :e����������������������b��Nc��j�PeX�j�Ng : �������j�$���ud�� $ �	��g<�(�
��f!c�������� dF9�DN���a��� g�dFDN���ef!g@������f����N��������������f!g@��m�� c�����6��jf f � $ ���������%�����	���
: � � ��� �jf��	��g@����bC" �Q5 � : � C]���������$9 g@�X" 3 ���.7 �

	 ������"
" b���be���j���P"=d@��������������� $ �����	�P��m ��d������(�P�����%��� ��f!g@�X" d $ ���7�
�����P" ������e(��� g�dFDa���Yf!g@������f����(��m��c����8a������f $ g���g : ����f �9�!������� ����f!�,�,DN��e
d@���������������.fc��� g�dFDN�P" �Qf!g@������f���fP" �(� � ��� � �

i b«���ud���������"���f f �P� �9����������� fJ�,�,Da��m��*d@��������������f �P�������%��� ��f!g@��m�������

c��/f��Yf ��d@d�������bC" �.������" dFDa������fP" � l c��X"5��e���" �9p $ g@����������� �P"5�����Y�����

L̃ξ(t) = M̃

t∫

0

ξ(s) ds+ f(t) +Bw̃(t),

m �9�
L̃

h ��b����.� �9��������fÁ" ��������6��
n × n

$
M̃

�
B

h ��� ��b����.� �9������b��
" ��������6�b

n× n
$
ξ(t)

h
n

#"5������b��(f ��d@d�������b���c�����6��jf f $

f(t)
h m ���$��g���f

n

#"5��������fG��� g�������
 � d@��g�6���f $

w̃(t)
h ��������������f!g����xc�����6��jf f.�

Rn � � ��

� ��d��jf!g����Ef�" b f �|f���f��������_�7f �P� ��dF9�Da��"�7

f(t)
h f!��m����	� $ ��eX�j�Pf*DN��� �

d�f���������f������ $ ��c���f!be������"5���U" ��������6���" �
L̃
�
M̃

$ ����m ���Zg���g
B ˙̃w(t)

l m �9�
˙̃w(t)

h �$c�������� ���j�9����f��N��������������f!g@��m���c�����6��jf f � $ � � � � ���!��b��08Nd�"Jp?��c���

f!be������� c��X"5��e�� �

�2_���_ R����@\ � � ��Z�������[*Z�� � ����� 
���
*Z��ÅY��+��
��"�%� � ��[3���:����Z����
Z^Z*\ [3��
���
*Z�������[*Z�� �9Z �

<S��g�����"5��d������G� � � � h $ f����ue���f�����d��jf!g@���Q��� �8� ��������6����	���������_d@������

��������� �P�������%��� ��f!g@��m�������c�� h : ���Qf����ue���f�����d��jf!g@���S��� �8� ��������6����	���������
d@���������������L�

Rn �������

L̃ξ(t) = M̃

t∫

0

ξ(s) ds+

t∫

0

f(s)) ds+Bw̃(t),



þ Æ Õ Æ � 
 � ) ����
��������������$� � � � ��� ���+* ' � � ��
���� � ��� �  � 
�� $ � ���
m �9�

ξ(t)
h f ��d@d�������b�� $ �

f(t)
h �9�������P" ������������������b��

n

#"5������b�� ��� g�����


��b $
L̃
$
M̃
�
B

h
n× n

" ��������6�b $ m �9�
L̃

h ��b����.� �9����� l �P"5�����!��dj�P� �����
��c���� �9�!�������!���@p $ ����m ���Ng���g

M̃
�
B

��� ��b����.� �9����b $
w̃(t)

h ��������������f!g����
c�����6��jf f � 0£e � ��� ��d��jf!g���fx����������c������	��6���f|f �P� ��dF9�D ��fK7

f(t)
h ��eX�j�Pf�


DN����f!��m����	���Nd�f���������f������ $ ��c���f!be������"5������c���������������" �
L̃
�
M̃

$
B ˙̃w

$ m �9�
˙̃w(t)

h ���!��b�� 8Nd�" $<: ���/c��X"5��e�� $ �
ξ(t)

h ��b�eX�j�Pf*DN����f!��m����	� � aE� g�������

� d@��g�6���f

f(t)
c���� ��c�������m!������f f�m ���$��g@��� �

F]f ���(" ��������d���b�� c�d@d���g
M̃+λL̃

����m dj��f�����b�� l � � � � e�������g���������f�����d���

f!g����U"5����m���d��P���

det M̃ +det L̃
����f�����f�����f f:���.� �9�jf������������a��������bC"«��dX


��9cp $ ���:"5�.�����/c����P"5�������%�:�	��g������ be������"5��� c������,������������������� <c������� g@��

��� h aE�������*8a������f f �L�Yf!���jf�����" ��������6�b

L̃
�
M̃
gYg������ ��
 ������m������	�������X" d

������d l f�" � 3 G.7îp � �?���-c������,�������������������c��c���f!be��������f fQc��������G��� ��b����.� �9����

��b�e�������������b�e���c���������������� l " ��������69p $ g@��������b���" bÅ�,���������ud��P"

A = (aij)l �9����f�����d����.f �P� ���Xp �
AR

l �9����f�����d����Qf!c��������Xp � C?��c��Xf<�(������b��Zg
A

��c���

����������" b �,���������ud�����"

A∗ � a7g������ ��
 ������m������	��������� � ���P"5�*c����Yc��j�PeX�j�Pf�

Da���!��d�"5������6����Y��� g����������H����� ��f � ��" ��������6��

L = AL̃AR

f����ud��	��� �	�9�����
������m������	���N����d@���(��������������b7g��P����g��YfE��dj��fP" �(��� ������m������	��� $ � c���f �P� �P

��f�f�" ��������6����	�9�����L������m������	��� h � ��������d�����f�" ��������6�� � a

M = AM̃AR�-f�������g���e $ f�������������f�����dF9�DN��e �(��������������bC"7g��P����g���"Gf���������� ��������d�����f
" ��������6�� $ � c���f �P� �9����� ���P��g|c���� ��f��	������f���� ����f����uf^��� ��b����.� �9������dF9
" ��������6�d8�,�,Da��m��e������� � a�f �P� ��dF9�Da��".c�������m���� � ������fNc����P������bÀ" b7c�����

��� �9��" c����P"5����b4d�g����j������b�e�" ��������6.�(f������X" �����9� �

3����������ud��P"�d������ �
(·, ·) f��	�����������������(f!g��	��f��������-c�������� ��� �9������� l � ��


g������9����d8"5��������g�d�p��
Rn � 8S��c��X"5���P" $ d���� ��������������f!g�����c�����6��jf f

w̃(t)
f���


��f�����f f(m!�$d�f f�����bC".f��Lf���� �9���P"Z�����ud���������"
0
�!" ��������6���� g@������������6����

tI
$

m �9�
I

h � ��������d�����f=" ��������6�� $ � � � � f�c��P��������f��%�,9
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0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ ÆÆÆ
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0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 . . . 0
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g@����������������c�����6��jf f �
w(t)

�
Rn $ �

Af(t)
h
q + 1



"5������b��x��� g������ $ c���f�������������b�� ���(c���f �P� �9����e

q + 1
g@���������������

Af(t)
�

����f l � � �Xp ��� ���jf������/�����	��������d��jf!g���f � ���P" dj��������f�����8a������fK7
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eK(t−τ)Af(τ) dτ +

t∫
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eK(t−τ) dw(τ).
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0 0 1 0 . . . 0��� ��� ��� ���

. . .
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0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 . . . 0
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w(t)
� bc����f������ $ d����Eg@����������������b

Af
�P"5��9��E�����

(Af)i =
∑n

j=1 a
i
jf

j � 1K��m ���
η(p+1)(t)

��c���f!be��������f f�d@����������������"

Nη(p+1)(t) =

t∫

0

(
η(p+1)(s) + (Af)(p+1)(s)

)
ds+ w(p+1)(t).

	 ��c���f ��������f��/g@���������������	��e : �	�/f!��f�����" �/c��������P" �����/�����



0 1 0 0 0
0 0 1 0 0��� ��� ��� ��� ���
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0







η1(t)
η2(t)���
ηp(t)
ηp+1(t)




=

=




t∫
0

(
η1(s) +

n∑
j=1

a1jf
j
)
ds

t∫
0

(
η2(s) +

n∑
j=1

a2jf
j
)
ds

���
t∫
0

(
ηp(s) +

n∑
j=1

a
p
jf

j
)
ds

t∫
0

(
ηp+1 +

n∑
j=1

a
p+1
j f j

)
ds




+




w1(t)
w2(t)���
wp(t)
wp+1(t)



.

l � � ��p

0L�Lc���f �P� �9����m��/d@��������������f l � � ��p?����eX�j���P"
t∫

0

ηp+1(s) ds = −
t∫

0

(
n∑

j=1

a
p+1
j f j

)
ds− wp+1(t).

l � � GXp

bc��f!g@������g�d���� g�dFD ��f_f!g@������f��%� l f!�P"�"5��������d��jf!g���fZc�������� ���j�9����fQ�(f���� �P

����"Jp f�������������f�����d���� � ��� ��d��jf!g@���Qf!g@������f���� $ ���-��� : ����m��Yd@��������������f�����

eX�j���P"

ηp+1(t)
$ c����P"5����f�fDc�������� ���j�9��dF9

Dw
S

g��,��� �P" d���f���fP" ����������

f������ l f�" � �j��"5��d���������� � hup � 3�d�� �����9��bC"��,���������X"Bc�������� ���j�9��b��/�Zf���� �P

����"

Dw �
Dw

∗
l � $ �	��g��P" �,���������X" $

Dw
S

p $ c����P"5����������b��-g7��������m����	����"



þ Æ ÿ Æ� � ) � ���+* ��
 � ) ����
�������������) � � � � ��� ����� ' � � ��
���� � ��� �  � 
�� $ � GX	
�(�,��� ��e�d���f���f�e�c���f �P� �9����m��a����������f������ $ ���%9��/f�������������f������������

ηp+1(t)
�

∑n
j=1 a

p+1
j f j � 	 ���ud����/c�����d@d�����"

ηp+1(t) = −
n∑

j=1

a
p+1
j f j −Dw

Sw
p+1(t) = −

n∑

j=1

a
p+1
j f j − wp+1(t)

2t
.

l � � �Xp

0L�Lc���� ��c���f �P� �9����m��/d@��������������fU" bDc�����d@d�����" $ d����

ηp+1(t) =

t∫

0

(
ηp(s) +

n∑

j=1

a
p
jf

j

)
ds+ wp(t).

l � � hjiXp

0Sf!c�������� d�f(�����	�P��m ��d���b��£����f f!d�� �9������f $ ��be���j���P" $ d����

ηp(t) = Dw
S η

p+1(t)−
n∑

j=1

a
p
jf

j −Dw
Sw

p(t).

bc�j��f��	����������b����2�(�������N����f
ηp+1(t)

��� l � � �Xp �.c���f �P� �9�����!����������f������(�
��f!c�������� d�f-�P��"�" dZh � hji $ c�����d@d�����"

ηp(t) = −
n∑

j=1

a
p+1
j

df j

dt
−

n∑

j=1

a
p
jf

j +
wp+1(t)

4t2
− wp(t)

2t
.

l � � h�hup

a
����d�����f����x�����	�P��m ��d����Q����f
1 6 i 6 p

c�����d@d�����"´��� g�d@������������dF9
� ���P" dj��d

ηi(t) = Dw
S η

i+1(t)−
n∑

j=1

aijf
j −Dw

Sw
i(t).

l � � h � p

bc�������P" ��f7���.�����P" �������Y�P��"�" dxh � h ��$ ��� l � � h � p ��be���j���P"Áf��������Y��b�����

�(������� ����f���9�����m��

ηi(t)
$
1 6 i 6 p

$ �/�����9�

ηi(t) = −
p∑

k=i

(
n∑

j=1

ak+1
j

dk−if j

dtk−i

)
−

n∑

j=1

aijf
j +

+

p+1∑

k=i+1


(−1)k−i+1

k−i∏
j=1

(2j − 1)

2k−i+1

wk(t)

tk−i+1


− wi(t)

2t
.

l � � h ; p



G�� &(' � � � þ Æ�� � � � ��� ���+* ' � � ��
���� � ��� �  � 
�� $ �
� B2.�/��2B20*-*/ �2' ��'�aE��������" f fYgY����c�����f!da����dj�P� ��b�e(���ud��	������b�e d�f �P��


����f�e�����f ����8a�������Gf!��f�����" b l � � ��p � 0L�U��c���� �9�!�P������fxf!�P"�"5��������d��jf!g���e
c�������� ���j�9��b�eY�Yf���� �9����"Äf�f���� $ d����!������g@������� g������!��c���� �9�!�P����b���������g@�
���!����g���b���b�e(�������������	����e $ c���f!g@������g�d-�!����e(�j�$�9����f�������������b|c��������%Da��

����f.�.��c�������� $ �(���P� ��� �
0L� � ���P" dj��b l � � h ; p��P��m g@�Lc�����f��%� $ d����Sc���f�������������b��*��b 8a������8a������f

�P"5��9��/�����`f!d�"�" b $ �/g@��������������� g@��������b��Sf ����m!����" b�� �P"5��9��Yf��X"5���.�Y��

���!��������c�� wj(t)

tk

$
k > 1

� 1���gUd���������8a������f.f�������"*f���f f(g ���jf!g@������d�����f���� $
g@��m ���

t→ 0
$ � � � � ������d�g@�

t = 0
�����U����f!dFDa�jf�����dF9�� �

a*�����������*��b�eX�j��� ��� : ����ec����d �9����f������Nf���f��������*� f �P� ��dF9�Da��" � 	 � � ��g�

f!����d���"Ec�������� �������������a" �	�P���N�����ud��������N������"5�����

t0 ∈ (0, T )
�Z�j�$���$���P"

� d@��g�6��*9
t0(t)

� ���P" dj�P���

t0(t) =

{
t0, 0 6 t 6 t0,

t, t0 6 t.

a � ���P" dj����e l � � �Xp $<l � � h�hup � l � � h � p �j��"5�����P" wj(t)
tk

��� wj(t)
(t0(t))k

� bc��f �P� : ����

m��Sc�����6��jf f!bxc����P" d@�8��dj�P� �����e�����ud��������ec����

t = 0
$ ���8��������g@�Sc����

t > t0�����Bf��	����d@�Å����8a������fP" � l � � ; p � 3���"5�����P" $ d����7����fE����dXe ��������b�eE������

d��������

t
(1)
0

�
t
(2)
0

$ c����
t > max(t

(1)
0 , t

(2)
0 )

�����ud�������fxf�������������f�����dF9�DN��e
����8a�������.c � � � f�����c��$���%9�� �
8S��c��X"5���P" $ d����������ud�������f c�������� ���j�9��b�eN��f���� �9����"_f!dFDa�jf������������L�j��


����f f������a����m�� $
σ

 �	�Pm�������d �u����f����uf*Da��� �Sg���g@��m���c�����6��jf f �a" b|��f!c�������� dX


��" � bc����������9 f���������d���" : ���!���/c����P"5�����Sc�����d@d�������b�e���b 8a� � ���P" dj� �
a �j��"5��d��������^� � h&" b �,����f��������	��� ��f!c��������������������

σ

 �	�Pm�������b �u����


f����uf*Da��� �
n

#"5��������m�����������������f!g@��m��Lc�����6��jf f � l � � � � ��f!c��������������������ec�����


��� ���j�9�����
Dw

S

p $ ��f eX�j�PfG��������f f�"5������������f l � � ; p/g���g^� ���������Bf!��f�����" b �
3e�9����g@� $ �����,�,Da�Em��������Xf $ �Sd�f �P�������*g@����g������������/�j�$���ud���"5�.�(���L��eX�j�����%�
�������������������&�,� ��f!c��������������������Gg���g@����
¼���*��d �$�_�9��d@m����

σ

 �	�Pm�������b � 1K��


m ��� � ���P" dj��b ����f^����8a�������E����"5����f���f f � 8S��c����P"5��� $ �	��gGc��������������9��� $
�jf ���G����f f�" �������������%�Yd@��������������f`f!��f�����" b l � � ��p*c��:��� �9�!��������f���� � ;�������

��������� l � � GXp£���Y�j������f!���������9��d@m ��e_d@���������������7f!��f�����" b l � � ��p �À"5�.�(���
��f f �P� �9�������%��f f!��� �9�!����������� l � � ��p � a : ���X"7f ��d@d���� $ ����f f!d�� ����fYg���g-���j��

"5��d��������&� � h $ "5�.�����-c����������ZgQ��be���j��d $ d������-g@����f�����d�g�6����`c�������� ���j�P

��b�e ��f���� �9����"4����fGc�����6��jf f����

ξp+1(t)
�
wp+1(t)

���$�9�_��f!c����������������%�
σ

 �	�Pm�������d��u����f����uf*Da��� �Yc�����6��jf f �

wp+1(t)
� bc����� c��*8a��"G�j������"Gd@����������




þ Æ þ Æ ��' � � � � � ��� $ � ��
 � * ����� 	 � � � � " "$� � ��� ��
���	 � G@�
����� l � � hjiXp]�/�����9�

ξp+1(t)−
t∫

0

ξp(s) ds = wp(t).

3 c�f��%�&����f f!d�� ����f7�����	�P��m ��d����Q�j��"5��d������*9 � � h $ c������9��"6g7��be���j��d $
d����Y����f`c�������� ���j�9��b�e.��f���� �9����"Gc�����6��jf f����-��� : ����m��-d@��������������fG���$�9�
��f!c����������������%�

σ

 �	�Pm�������d �u����f����uf*Da��� �(c�����6��jf f �

wp(t)
�Ä� � � � 8S��c��X"*


���P" $ d�����g@����������������b
n

#"5��������m��_c�����6��jf f �

w(t)
f�����f*9���f f ��� �j������f!��


" bC" �
1

#"5������bC" �4��������������f!g��P" �Dc�����6��jf f ��" � � bc�Ef!������f�������" d�f �P����


����m��´" ������" ������d��jf!g@��m��´�.�Y����������f : ���´�������ud������ $ d����
Ewi

t (wj(t)) =
E(wj(t)) = 0

c����
i 6= j

� :C���	�P��m(��� g�d@��������������� � ���P" dj��b l � � h � p c�����

"5���������

ξi(t) = Dwi

S ξi+1(t) −Dwi

S wi(t).
3e�9����g@� $ ��� f!g����j��������m��Y��b 8a�

�Yg@����f�����d�g�6����Yc�������� ���j�9��b�eN�Nf���� �9����"_��b���� g������ $ d����
Dwi

S ξi+1(t) = 0
$

� � � �
ξi(t) = −Dwi

S wi(t) = −w
i(t)

2t
, i = 1, . . . , p+ 1.

�2_ �2_ R8Y � ������� 
�������� ���'� 
�
�!G�£Z^[3��� ����Z��*Z���
������£Z
< ����f f!��d��jf!g@����d@���������������(�P�������%��� ��f!g@��m�������c�� $ d g@����������m��_��eX�j�Pf�


DN���S�!����m���" ��������6�bD�j������f f��(��� ������"5����� $ �P"5�����Y�����
L̃(t)ξ̇(t) = M̃(t)ξ(t) + f̃(t),

l � � h��@p
m �9�

L̃(t)
h ��b����.� �9��������f " ��������6��

n × n
$
M̃(t)

h ��� ��b����.� �9��������f
" ��������6��

n × n
$
ξ(t)

h
n

#"5������b��7c�����6��jf f $

f(t)
h m ���$��g���f

n

#"5��������f

��� g�������
 � d@��g�6���f � bc���U���	����d����(c��X"5��e�� d@��������������� l � � h��@p c��uf�����f�����f f
�9��c����P�������!���������Lf ����m!����"5��� � c����������:d���f���� $ ��b����2�(����������d������ �H���!��b��
8Nd�" � <S��g��,��b�d���� $ �X"5�jf����-d@��������������fQf ���!��bC" 8Nd�"5�X" " b4c�������eX�j���P"
gQf����ue���f�����d��jf!g@�X" d ��� �8� ��������6����	�������X" dYd@�������������*9

L̃(t)η(t) =

t∫

0

M̃(s) η(s) ds +

t∫

0

f(s) ds+ w(t).
l � � hu	�p

i b7�P"5����"(�9�!�P� f d@��������������fP" �����C��� g@���������X"(�������������	�P�
[0, T ] ⊂ R

�
bc��� ��c����P�.�Y�P" $ d����&" ��������d���b�� c�d@d���g

λL̃ + M̃
��� ��b����.� �9��� � C?���ud���


��� " b ����f f�"5�������P" �����	��������d��jf!g����4f ��d@d���� $ �xg@���������X" f!dFDa�jf�����dF9��
" ��������6�b

P (t)
�
Q(t)

��������������" b
G � � l,+ p $ g@������� g������:��c���� �9�!�P������b������



G,G &(' � � � þ Æ�� � � � ��� ���+* ' � � ��
���� � ��� �  � 
�� $ �
��f���"6�������������	�P�

[0, T ] ⊂ R
� a ��� �9��" " ��������6�b

L(t) = P (t)L̃(t)Q(t)
�

M(t) = P (t)M̃(t)Q(t)
� �c���,��b=c������ ���jf����Zd@��������������� l � � hu	�p � � ���P" d`f

" ��������6���" �
L
�
M

$ ���$�9�Sc����P"5�������%�(" ��������6�d
P (t)

g-g��2� �9�X" dN��� g�������d
�
Rn �.�j��"5�������%�

ξ(t)
���

η(t) = Q−1(t)ξ(t)
� bc��f �P� : ����m�� $ c��������P" ��f.���

�����P" ������� c��X"5��e�� $ c����������9��" g(f �P� ��dF9�Da��" d�f����ue���f�����d��jf!g@�X" dN��� �8� ��

������6����	�������X" d-d@�������������*94� � ���P"5�S0c���P7

L(t) η(t) =

t∫

0

M(s) η(s) ds+

t∫

0

P (s) f(s) ds+

t∫

0

P (s) dw(s)
l � � hj�Xp

f8���ud��	������bC" �.d�f �P������fP" �
η(0) = 0

$ m �9�
w(t)

h ��������������f!g����.c�����6��jf f �
bc� � ���P" dj�P� l G � � p]d@��������������� l � � hj�Xp]�P"5�����/�����

(
Id 0
0 N(t)

)
η(t) =

t∫

0

(
J(s) 0
0 In−d

)
η(s) ds+

+

t∫

0

P (s)f(s) ds+

t∫

0

P (s) dw(s).

����f(�����Xe������(c�����b����P��g@���!" bDc�����d@d�����" f!��f�����" d



η1(t)
η2(t)���
ηd(t)


 =

t∫

0

J(s)




η1(s)
η2(s)���
ηd(s)


 ds +

+

t∫

0




P 1
1 (s) P 1

2 (s) · · · P 1
n(s)

P 2
1 (s) P 2

2 (s) · · · P 2
n(s)��� ��� � � � ���

P d
1 (s) P d

2 (s) · · · P d
n(s)







f1(s)
f2(s)���
fn(s)


 ds +

+

t∫

0




P 1
1 (s) P 1

2 (s) · · · P 1
n(s)

P 2
1 (s) P 2

2 (s) · · · P 2
n(s)��� ��� � � � ���

P d
1 (s) P d

2 (s) · · · P d
n (s)


 d




w1(s)
w2(s)���
wn(s)


 .

l � � h���p

� �����,8a�-��� ���jf������ $ d���� : ����d@���������������N�P"5������� ������f�������������������8a�������/f
��dj�P� ��bC" �����ud��	������bC" �-��������bC" � l f�" � 3 hji.7îp �
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���	 � G��
����fU���<�������.c�����b����P��g@���!" bDc�����d@d�����" f!��f�����" d




0 Nd+1
d+2 (t) Nd+1

d+3 (t) · · · Nd+1
n (t)

0 0 Nd+2
d+3 (t) · · · Nd+2

n (t)��� ��� ��� � � � ���
0 0 0 · · · Nn−1

n (t)
0 0 0 · · · 0







ηd+1(t)
ηd+2(t)���
ηn−1(t)
ηn(t)




=

=

t∫

0




ηd+1(s)
ηd+2(s)���
ηn−1(s)
ηn(s)



ds+

+

t∫

0




P d+1
1 (s) P d+1

2 (s) · · · P d+1
n (s)

P d+2
1 (s) P d+2

2 (s) · · · P d+2
n (s)��� ��� � � � ���

Pn
1 (s) Pn

2 (s) · · · Pn
n (s)







fd+1(s)���
fn−1(s)
fn(s)


 ds+

+

t∫

0




P d+1
1 (s) P d+1

2 (s) · · · P d+1
n (s)

P d+2
1 (s) P d+2

2 (s) · · · P d+2
n (s)��� ��� � � � ���

Pn
1 (s) Pn

2 (s) · · · Pn
n (s)



d




wd+1(s)���
wn−1(s)
wn(s)


 .

l � � h6GXp

0L� � ��� ��d��jf!g���e f����,�����2�(�������7c�������� ���j�9��b��-��f���� �9����"´����8a������� : ����

m���d@��������������f ���$�9����b�d���f ��f��%� ��������f!�����!�������

σ

 �	�Pm�������b �u����f����uf�


Da��� �
N w

t

��������������f!g@��m���c�����6��jf f � � i b ��f!c�������� d���" ��� g�dFDN���_f!g@������

f���� l c���f!g@������g�d!�����:f�����f*9���f f��jf����jf�����������bC" �.�����	�P��m!��" � � ��� ��d��jf!g@���
f!g@������f����.�9�������P" ������������������b�eQc�����6��jf f����@p*�`c��������P" ����"E���������P" �������
� ���P" dj��b7����f f!�P"�"5��������d��jf!g���e c�������� ���j�9��b�e��Lf���� �9����" l � � � � ��� g�dFDN��e
f!g@������f������9p���� �P��"�" bBh � h ��$ f �P� ��f�������f�h � � �(����������" b|h � � � 3���"5�����P"��	��g�

�(� $ d����-����f����jf ��d@d����������&m ���$��g@��� � d@��g�6���� l �	��g@���`g���g

N(t)
�
P (t)

p
f!�P"�"5��������d��jf!g���f(c�������� ���j�9����fY�/f���� �9����" f�����c��$�������Nf��,��b�d������-c���������

���j�9����� �



��i &(' � � � þ Æ�� � � � ��� ���+* ' � � ��
���� � ��� �  � 
�� $ �
0L�Lc���f �P� �9����m��/d@��������������f l � � h6GXp]��be���j���P" $ d����Yc����

t > 0
f!c�������� �P


�������/f �P� ��dF9�D ��f � ���P" dj����7

ηn = −
n∑

j=1

Pn
j f

j −
n∑

j=1

Pn
j

wj

2t
.

l � � h��Xp

1K��m ���

Dw
S ηn = − d

dt

n∑

j=1

Pn
j f

j −
n∑

j=1

(
d

dt
Pn
j

)
wj

2t
+

n∑

j=1

Pn
j

wj

4t2
.

0L�
(n− 1)


¼m�� d@��������������f(c�����d@d�����"
(
d

dt
Nn−1

n

)
ηn +Nn−1

n Dw
S ηn = ηn−1 +

n∑

j=1

Pn−1
j f j +

n−1∑

j=1

Pn
j

wj

2t
.

1���g��P" �,���������X" $

ηn−1 =

(
d

dt
Nn−1

n

)(
−

n∑

j=1

Pn
j f

j −
n∑

j=1

Pn
j

wj

2t

)
+

+Nn−1
n

(
− d

dt

n∑

j=1

Pn
j f

j −
n∑

j=1

(
d

dt
Pn
j

)
wj

2t
+

n∑

j=1

Pn
j

wj

4t2

)
−

−
n∑

j=1

Pn−1
j f j −

n−1∑

j=1

Pn
j

wj

2t
.

3�d�� �����9��bC"��,���������X"Qc����
d+1 6 i 6 n−1

�P"5������"5�jf�����f �P� ��dF9�D ��f
��� g�d@��������������f � ���P" dj����7

Dw
S

n∑

j=i+1

N i
j η

j = ηi +

n∑

j=1

P i
j f

j +

n∑

j=1

P i
j

wj

2t
,

l � � � iXp
m �9�c��������d �9���Y�����9���%� $ d����

Dw
S

n∑

j=i+1

N i
j η

j =
n∑

j=i+1

((
d

dt
N i

j

)
ηj +N i

j D
w
S η

j

)
.

0Sf!c�������� d�f l � � � iXp $ "5�.��������������� ��f��-g@����������������b
η(t)

8 ��m��j� 8 ��m��X"
����" �(��f!c���f��,���X" $ d����Y�(��b 8a� �



þ Æ þ Æ ��' � � � � � ��� $ � ��
 � * ����� 	 � � � � " "$� � ��� ��
���	 � ��h
3���"5�����P" $ d���� � ���P" dj��b l � � h��Xp � l � � � iXp�����f�����8a�������:��� g@������� g�����b

c����
t = 0

� �c���,��bB���������/���%� : ��d:����d �9����f��%� $ ���$�9�/��f!c����������������%�Nc�������"
���S�j��"5��d�������fU� � ��$ � � � � �j��"5�������%�Y������"*f

t
��� � d@��g�6��*9

t0(t)
�

F]f ����" ��������6�b
L̃(t)

�
M̃(t)

m ���$��g�� $ ���:��� �����	��������d���b $ ���U"5�.�(��"
c����P"5�������%�!����������" d G � � l,+ + p �(c�����d@d����%�(����8a�������£���a��� g@���������X"7c��j������

���������	�P�SfLc��X"5�,D �,9 ����e �(�8����f f!d�� �9������� �
1K� c����*�j����f f�"5�������P" f!��f�����" d��vf ��d@d���� $ g@��m ��� " ��������6�b

L̃(t)
�

M̃(t)
m ���$��g��Y�/�9��c����P�������!��������d �9�����P���������Xf*9���d�f �P�����*9^������m�
 f���� c����*� �

bc���P"5������� ����������" d G � ���B��f!c�������������������b��`��b 8a������f f!d�� �9������f $ f!����

�9��" l � � hj�Xp]g

(
Id 0
0 0

)
η(t) =

t∫

0

(
J(s) 0
0 In−d

)
η(s) ds+

+

t∫

0

P (s)f(s) ds+

t∫

0

P (s) dw(s).

l � � � hup

3�d�� �����9��bC"��,���������X" $ ����fS�����Xe������Lc�����b����P��g@��� � l � � � hup�c�����d@d��P"(d@������

��������fU����m�� �(�£����c�� $ d����/� l � � h���p � 8c������fU���<�������(c�����b ���P��g@���Nd@������

���������Sc���� �����%D ������f f��

t∫

0




ηd+1(s)
ηd+2(s)���
ηn−1(s)
ηn(s)



ds =

= −
t∫

0




P d+1
1 (s) P d+1

2 (s) · · · P d+1
n (s)

P d+2
1 (s) P d+2

2 (s) · · · P d+2
n (s)��� ��� � � � ���

Pn
1 (s) Pn

2 (s) · · · Pn
n (s)







fd+1(s)���
fn−1(s)
fn(s)


 ds−

−
t∫

0




P d+1
1 (s) P d+1

2 (s) · · · P d+1
n (s)

P d+2
1 (s) P d+2

2 (s) · · · P d+2
n (s)��� ��� � � � ���

Pn
1 (s) Pn

2 (s) · · · Pn
n (s)



d




wd+1(s)���
wn−1(s)
wn(s)


 .

l � � ��� p
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�� $ �
1���g��P" �,���������X" $ ����f l � � ��� pYc�����d@d�����" f �P� ��dF9�DN��� � ���P" dj��b�����f

����8a�������K7




ηd+1(t)
ηd+2(t)���
ηn−1(t)
ηn(s)




=

= −




P d+1
1 (t) P d+1

2 (t) · · · P d+1
n (t)

P d+2
1 (t) P d+2

2 (t) · · · P d+2
n (t)��� ��� � � � ���

Pn
1 (t) Pn

2 (t) · · · Pn
n (t)







fd+1(t)���
fn−1(t)
fn(t)


−

−




P d+1
1 (t) P d+1

2 (t) · · · P d+1
n (t)

P d+2
1 (t) P d+2

2 (t) · · · P d+2
n (t)��� ��� � � � ���

Pn
1 (t) Pn

2 (t) · · · Pn
n (t)







wd+1

2t���
wn−1

2t
wn

2t



.

l � � �%; p

�c���,��b6��bec����P��f�����f������ud��	������b��Nd�f �P������f
η(0) = 0

$ � wi(t)
2t

�j��"5�����P"
t���

t0(t)
$ g���g(�.��b 8a� l f�" � �j��"5��d��������c� � � p �

����fY��f f �P� �9����������f-f����ue���f�����d��jf!g���e/d@���������������/�P�������%��� ��f!g@��m��c����c��
fa" ��������6���" � $ �j������f f*DN�P" �G���-c�����f���������f��������������`c�������"5��������� $ "5�.�����
��f!c����������������%����������g@�G����������" d G � G $ d����`c��������j�����Qg_�9��c����P�������!������bC"
����d �9����f���fP"E�`c���� ������f���� �9��g����j���%�-f!dFDa�jf����������������8��������g@�Y�P��g��	������b�e
����8a��������� f�" b f �P� f����ue���f�����d��jf!g@��m�� �����	�����j� � bc� : ���X" dc" bÄ����f f�"5�������P"
��������g@��f ��" b��-c�����f������-f ��d@d���� $ ��g@���������X"���c����������-f!��f�����" �Sc���� ��f��	����

�P����� �/�����9�

(
Id 0
0 0

)
η(t) =

t∫

0

(
J(η(s)) 0

0 In−d

)
η(s) ds+ f(t) + w(t),

l � � � �@p

m �9�
J(x)

h ��� g@����������f
d× d

" ��������6�� $ m ���$��g���f�c��
x ∈ Rn �
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����f(�����Xe������(c�����b����P��g@���!" bDc�����d@d�����" f!��f�����" d



η1(t)

η2(t)���
ηd(t)


 =

t∫

0

J(η(s))




η1(s)

η2(s)���
ηd(s)


 ds+

t∫

0




f1(s)

f2(s)���
fn(s)


 ds+




w1(t)

w2(t)���
wn(t)


 .

bc��f!g@������g�d�������������b�����c������������
J(x)

��d�� �����9��bC" �,���������X"xd �9�����P��������

�Xf����(d�f �P�����*9 0c��� l c��j����������������m�������f��	�Xp �

J(x)
m ���$��g@�(c��

x
$ ��� : �	�

f!��f�����" �/�P"5�����:� ������f��������������c����8a�������Nfc��dj�P� ��bC" �����ud��	������bC" �.d�f �P��

����fP" � l f�" � 3 hji.7îp �

C]��f�����" ������f����<�������.c�����b>���P��g@���N�P"5�����Y�����

t∫

o




ηd+1(s)���
ηn−1(s)

ηn(s)


 ds = −

t∫

0




fd+1(s)���
fn−1(s)

fn(s)


 ds−




wd+1(t)���
wn−1(t)

wn(t)


 .

C �P� �9���������!������� $�� ���P" dj��������f�����8a������f(�P"5�����Y�����



ηd+1(t)���
ηn−1(t)

ηn(t)


 = −




fd+1(t)���
fn−1(t)

fn(t)


−




wd+1

2t���
wn−1

2t
wn

2t



.

�c���,��b7d �9�����P�������������%�C��dj�P� ���X" d8���ud��	�������X" d d�f �P�����*9
η(0) = 0

$ � wi(t)
2t�j��"5�����P"

t
���

t0(t)
$ g���g(�.��b 8a� l f�" � �j��"5��d��������c� � � p �

�2_���_�� ����� 
���
*Z��ÀY��+��
��"�%� � ��[3���:����Z���� ���������£Z�
���\
���X[�� �«Z*\ ��[3������� �����������	��
*Z��

�2_���_ � _ W � 
�� � 
��"�Á[3��
 � �"����[��*Z���_JbLd�f��%�
L̃

h ��b����.� �9��������f&" ����

����6�� $ �

M̃
h ��� ��b����.� �9��������fG" ��������6��:�	��g���� $ d����U" ��������d���b��`c�d@d���g

λL̃ + M̃
����m dj��f������ � aE� � �9�&���<�(�Q� : ���X" ����� �9�!�P��" b c���� ��c�������m!����" $

d���� : �����.c�d@d���g_d �9�����P���������Xf����(d�f �P�����*9j������m�
 f���� c����*� l f�" � ��c���� �9�!�P��

�����EG � ��p � aE�����X"5��"U" ��������6�b

P
�
Q
���J����������" b�G � � �Sc���f��������P"�" ��������6�b

L = PL̃Q
�
M = PM̃Q

� 0L�c����������" b G � �S��b���� g������ $ d����

L =

(
Id 0
0 0

)
, M =

(
J 0
0 In−d

)
.
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3���"5�����P" $ d����Lc���f!g@������g�d

M̃
��� ��b����.� �9����� $

J
�	��g<�(����� ��b����.� �9����� �

a ��� �9��" " ��������6�d
L = QLQ∗ � ����f

C∞ 
¼m ���$��g@��� ��� g�������
 � d@��g�6����
f(t)

����f f�"5�������P"xf!��f�����" d
{
L̃DSξ(t) = M̃ξ(t) + f̃(t),

D2ξ(t) = L,

l � � � 	�p
g@��������dF9 ����� be������"=���! �"$#%���!& (*) ��+,&F/ � A*#%?21 ) 1�& ) / � )  .1�� 5 ) ?%��+, ��  !�!&�'
�$#0? � ) + � � &<" ��+, A  2��� 
*" A ) � ) 1�&�
 � :*�9� g���������b��(���ud��	������b���d�f �P������f
����fÀ����8a������� d@��������������f l � � � 	�pH��d ��d@������f f�"5����������b ���<�(� � 3���"5�����P" $
d����-�&" ��������6��

L
$ �&" ��������6��

L
c��Yc���f������������*9>f!�P"�"5��������d���b6�G��������


����6������!�������!��c���� �9�!�P����b � bc� : ���X" dY����������f.f�������g�� � l � � � 	�p]g@������� g������ �
@ ��f f�"5�������P"

η(t) = Q−1ξ(t)
�
f(t) = P f̃(t)

� 1K��m ���-��f�������������f��������
fQc������,��������������������"6d@��������������f l � � � 	�p $ d�g����j�������X"=�Ä����������"5��G � � $ c���

��d@d�����"vc�������dF9 f�������g�dG� l � � � 	�p/� � ���P"5�

LDSη(t) = Mη(t) + f(t)
�

bc��f!g@������g�d
η(t) = Q−1ξ(t)

$ ����������c���� �9�!�P������f
L
�:��c���� �9�!�P������f

D2
c��

� ���P" dj�P� l h � ��p c�����d@d�����" $ d���� ����������f(f�������g�� l � � � 	�p ����f
η(t)

c��������P" ��

���(�����

D2η(t) = L
� 1���g��P"��,���������X" $ d@��������������� l � � � 	�p c������,�����������������

�/d@��������������� ����f
η(t)

�������
{
LDS η(t) =Mη(t) + f(t),

D2η(t) = L,

l � � � �Xp

m �9������������f f�������g��`g@������� g������ $ c���f!g@������g�d
L
f!�P"�"5��������d����_�Å������������


6������!�������(��c���� �9�!�P����� � 1���gUd����
Rn �����!����m!������f f-� c��XfP" dF96f!d�"�" d/����dXe

c��j��c�����f���������f����
Rd � Rn−d $ �Sd@��������������� l � � � �Xp<�����!����m!������f f �*��������� �j��


����f!�P" b�e�d@��������������f(� : ����e(c��j��c�����f���������f�������e�7
{
DSη

(1)(t) = Jη(1)(t) + f (1)(t),

D2η
(1)(t) = Id

l � � � ��p

�
Rd � {

η(2)(t) + f (2)(t) = 0,

D2η
(2)(t) = 0

l � � � GXp
�
Rn−d �0L� �����������Nf�������g�� l � � � GXp���b���� g������ $ d����c����8a������� l � � � GXp����jf ��d@d�������� �

1K��m ���7���`c����������Ef�������g��|f �P� ��d���� $ d����À����8a�������`�P"5�����7�����
η(2)(t) =

−f (2)(t)
f£��d�� �����9��bC" �U���ud��	������bC" �(d�f �P������fP" �

η(2)(0) = −f (2)(0)
�

����f(��f f �P� �9����������f l � � � ��pE" bDc����P"5����f���"Å����������" d ��� � �



þ Æ Ú Æ�� � � � ��� ���+* ' � � ��
���� � ��� �  � 
�� $ � � 
������:'���)���� � � � ��
�* ) �X	
����f/c�����f�������b �,���������ud��P"

C∞ 
¼m ���$��g@���e��� g������������ec����P�
Jx+f (1)(t)���

Rd f!�P" �����P�X" v(t, x)
$ �Yf!�P" �����P�X"

gt
h ��m��/c�������g �

0L�*����������� f�������g�� l � � � ��p�f �P� ��d���� $ d����8����8a������� $ �jf ���!�����Sf!dFDa�jf�����dX

��� $ �9���*�������P"5���%� � ���P" d l h � �Xp � 	 � � ��g�f!����d���"6�������uf�������f�����dF9 c��P����

����f��%�

ρ0
���

Rd ����m �9�£���£��������dF9 ��dj��9 � a : ���X" f ��d@d���� ���£����������" b ��� �
f �P� ��d���� $ d����Sc��P��������f��%�

ρ(t)
����8a������f/fE���ud��	���������Nc��P��������f��%�,9

ρ0
�P"5��


���������
ρ(t) = ep(t),

m �9�
p(t, x) = p0(g−t(x))−

∫ t

0 (
� + �

v)(s, gs(g−t(x))) ds
$

p0 = ln ρ0.bc�j�9d�����g�����" $ d����
ρ(t, x)

g@������� g������!��c���� �9�!�P����������f(��f���e
t ∈ [0, T ]

�
3����������ud��P" d������ �

η
(1)
0

f ��d@d�������b�� : �P��"5�����_�
Rd f(c��P��������f��%�,9 ρ0

$ �
d������ �

η(1)(t)
h ��f!g@�X"5���£����8a������� �

bc�Qc���f������������*9
DSη

(1)(t) = v(t, η(1)(t))
� bc�.�P��"�"5�Zh � ����f�"5������d���


f!g���f f!g@������f��%�£����8a������f/f����ue���f�����d��jf!g@��m��e��� �8� ��������6����	��������m�� d@����������

����fQf c���f����uf�����bC"

A
�P"5�����/�����

u = 1
2 gradp = grad ln

√
ρ.a ��� �9��"��,���������ud���������7

a(t, x) = v(t, x)+u(t, x)
� 0Sf!c�������� d�f£��� �(������ft


f!d�� �9������f $ d����-�`�/�9��g����j�����!����f������8����������" b ��� � $ c�����eX�j���P"GgQ��be���j��d $
d����

η(1)(t)
�9���*�����/d �9�����P���������Xf��%�/f����ue���f�����d��jf!g@�X" d ��� �8� ��������6����	����


���X" d-d@�������������*9

η(1)(t) = η
(1)
0 +

t∫

0

a
(
s, η(1)(s)

)
ds+ w(s),

l � � � �Xp

g@�����������Q�P"5�����Å����8a������� � �?��� �Á�jf��%�À����8a������� l � � � ��p/� � ���P"5� l h � �Xp $
g@�����������8" bB�*Da��" �
1���g��P"Å�,���������X" $ " b|�9��g����j�	���
K �+������� � �2_���_	�/! � "%� � 
 ������� � +-� �G� ��
��&"%+ �65 � ��!���+-�&�)� � � (4.25)
 �����������-���/. � ��
��&"%+ �65 . � η(2) = −f (2)(0)

+
Rn−d � 
��������������/. � �&� �.D�)�4��"�.

η(1)(0)
+
Rd 
?���&"��
�&"�

�
�-H ρ0

7 � � J*8:� �&��!���+-�&"%� ���2��H 7 � .D�
�'�!#���G�)� � ��A
�2_���_���_�W ��
�� � � � ���	��
*Z��9_]@ ��f f�"5�������P"
��� g@��������dF9 f!�P"�"5��������d���


f!g�dF9vc����P�.�Y�����!����������c���� �9�!�P������dF9 " ��������6�d
Ξ
�
Rd � bc��f!g@������g�d������

c����P�.�Y�����!�������c��c���� �9�!�P����� $ �������e��b����.� �9����� $ � l f�" � �P��"�" d ��� hup f!dFDa��

f�����d�������� ��b����.� �9��������f(" ��������6��

A
�
Rd �	��g���f $ d����

Ξ = AA∗ $ m �9� A∗ h
��������f!c���������������������f

A
� a ��� �9��" " ��������6�d

Θ =

(
Ξ 0
0 0

) � " ��������6�d
Θ = QΘQ∗ � Rn � @ ��f f�"5�������P" d@���������������

{
L̃DSξ(t) = M̃ξ(t) + f̃(t),

D2ξ(t) = Θ.

l � � ; iXp



��� &(' � � � þ Æ�� � � � ��� ���+* ' � � ��
���� � ��� �  � 
�� $ �
1K��" � �(� ����f f!d�� �9������fP" � $ g���g l � � � 	�p=��b*�P��c������,�����������������vg ����

��d l � � � �Xp $ c����P"5����f�f

P
�
Q

$ c������,������� d���" l � � ; iXp]�/d@���������������
{
LDSη(t) =Mη(t) + f(t),

D2η(t) = Θ.

l � � ; hup

3���"5�����P" $ d����/c���f!g@������g�dYc��Yc���f������������*9´" ��������6�b
Θ
�
Θ
f!�P"�"5����


����d���b � c����P�.�Y�����!�������&��c���� �9�!�P����b $ d@��������������f l � � ; iXpL� l � � ; hup g@����

��� g�����b �
1���g �(� $ g���g���b 8a� $<l � � ; hup�����f!c��$��������f fY�S��������� �j������f!�P" b�eYd@����������


����fK7
{
DSη

(1)(t) = Jη(1)(t) + f (1)(t),

D2η
(1)(t) = Ξ

l � � ;�� p
�
Rd � {

η(2)(t) + f (2)(t) = 0,

D2η
(2)(t) = 0

l � � ;,; p

�
R

n−d � 3���"5�����P" $ d���� l � � ;,; p f�����c��$�������Nf l � � � GXp $ �-����fU��m��N��f f �P� �9������

����fG"5�.�����/c����P"5�������%�����H�(�8����f f!d�� �9������f $ d����Y��b 8a� �

����f=��� d@d�������f l � � ;�� pQ����� �9��"��
Rd ��������� f!g��	��f�������� c�������� ��� �9��


����� 〈·, ·〉 �	��g@��� $ d����x����fDc�������� ����������b�e|��� g����������
X
�
Y
�
Rd ��m��

�����ud����������j�$��������f fQg���g 〈X,Y 〉 = (Ξ−1X,Y )
� 	 � � ��g�f!����d���"Å���ud��	���������

����f!c���� �9�!�P�������
ρ0
�
Rd ����m �9�U������������������dj��9 � @ ��f f�"5�������P"=��� g�������


����� c����P�
v(t, x) = Mx + f(t)

�=�,���������ud��P" d������ �
gt

��m��(c�������g � 1K��m ���
���a����������" b ��� � f �P� ��d���� $ d�����c��P��������f��%�

ρ0
�P"5�����������

ρ(t) = ep(t),
m �9�

p(t, x) = p0(g−t(x)) −
∫ t

0
(
� + �

v)(s, gs(g−t(x))) ds
$
p0 = ln ρ0

��� + � �,����

�����ud������ ����������m�����6��*9G�

Rd f��Sf!g��	��f�����bC"`c�������� ��� �9��������" 〈·, ·〉 � �a��c�����

�������!��������f�"5�j��� � ��g���6���f(c���f�������������f(� �9�jf��Yf���f��������/�!���X" $ d����

η(1)(t) = η
(1)
0 +

t∫

0

a
(
s, η(1)(s)

)
ds+Aw(s)

l �����	�P��m l � � � �Xp�p � 1���g��P"Á�,���������X" $ " b4�9��g����j�	���`f �P� ��dF9�Da��� d@��������� �9��

�����
K �+������� � �2_��K_ �/! � 
 8:�)��������� � +-� �G� ��!#�984�&"%�&"1<>�)� �65 � ��!���+-�&� �� � � (4.30) 7 ��!#�
"-01!��
�%"%+������&"-�/3;+ � 8�� (4.31) 7 
������������-���/. � ��
��&"%+ �65 . �

η(2)(0) = −f (2)(0)
+
Rn−d � 
��������������/. � �&� .D�)�4��"�. 
 �&"%���&"�

�
�-H ρ0

7
� � J*8:�	�&� !���+-�&"%�L���2��H + Rd 7 � .D�
�'�	!#���G�)� � ��A
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C?���ue���f�����d��jf!g���fÅ"5��e�������g��_8c�!����f������ h : ���Ä" ������" ������d��jf!g���f ������

����f $ ��f���������������f(����g�����f f!��d��jf!g@��� � ��� ��g@� $ ���L���%9�D ��f���� �(� c���� ��f!g���

�j������f $ d����S� g���������������f("5��e�������g��e����fC8N������g@��m�� g�����f f � �j�$���ud $ �Lg@������

��b�e����	� $ �L�9��d@m!��f������������Nc����P"5�����P" b � i �.����� f�d����	���%� $ d����Lf����ue���f�����

d��jf!g���fU"5��e�������g��8f�����f�����f fU��f��,��bC"7f!c���f��,���X"�g�������������������f $ ���j����d���bC"
����m!��" �����������������]�L����m������<�(� ��� l �������P" ������eL��������m����	�P���ec���������� g���������

fP"Jp�f!c���f��,����� � 3e�9���������Em ��������b�e8���j����d������!������b�e�d������ f����ue���f�����d��jf!g@���
"5��e�������g��Uf�����f�����f fU��� $ d����Y�!�����.g���������d�����f f.�����������(�j��g@���(8H�,9�������� $
�U���Yd@��������������f�5���" �������������(����� ����m������<�/� � C?���ue���f�����d��jf!g����������	�P��m
�j��g@����� 8H�,9�������� ��� ���jf������(g���g(d@���������������S8H�,9�������� h 8c�!����f������ �

<�����f����uf*Da��" d ������"5���������cf�� beg@� f����ue���f�����d��jf!g@����"5��e�������g��Y��f f �P��

�9��������� �������,8a����d���f �P���j�$���udYg����������������!����������� � 3e�9����g@��������b*�P����f!dX

Da�jf������P�����(��c���f ������� �����<�(������f�g�����������������d���f�����6�bB�/g��	���*����������d����X"
c����P� $ c���
 �������P"5�X" d $ ����
 �j�a����m�� $ d��������������c���H��b*�P� ��� ���jf������!��c���f �������
g�����f f!��d��jf!g@����d���f�����6�b �Gg��	���*����������d����X"vc����P��� �����P" ������eD����������m��
�j��g@�����Q8H�,9�������� � 1���g@������c���f ������� ��b*�P�`c���� ���P�.�(�����Q� 3 	�i.7 l f�" � �	��g�

�(� 3 h �@$ � ; 7îp $ m �9� ��b*�P�_c���f������������Z� ��� d@d�������f!c���6����	���������-d@���������������
����������m�� c����Xf���g������£����f f �P�����������/f��Sf!��f�������f��%�,9 $ g@����������� ����������c���������

�������	�P��f�� g���g.�����������.�j��g@���Q8H�,9�������� $ ��c���f!be���%9�DN���������<�(�������Sg�����ft

f!��d��jf!g@��� d���f�����6�b��7g�����f f!��d��jf!g@�X"=g��	���*����������d����X"6c����P� � 8S�=��f��������
: ����m�� $ f �P� ��d�f 3 	�h $ 	 � 7 $ � �9�jf��!" bB��� d@d�����" f�������������f�����dF9�Da��� d@���������������
8H�,9�������� h 8c�!����f������(���!����f f �P��������f�e.f��-f!��f�������f���fP" � � @ ��f f�" ������������

9���f f_�����`f ��d@d���fK7�g@��m ��� �����j������f f �P��������f h ���P" ���������&"5����m����,������� ���
�xf ��"5�=����f f �P��������� l m �����������-�x��� g������������upS����Da�jf������������ $ � g@��m ��� ����

�j�«����f f �P��������f h c�����f���������f������ 5 ������"*f �,�,Da��� �����������^��������f!�����!��������

f����7�Ä����f f �P���������Yg@�X" c��P� g�f���� � bc��f �P� �9�����7f ��d@d���������������c�����������d�����f f
132 }�}#���#~�rt��xzsu{�|X���trt�J�#~��J{u���54��t�Evä��xz�z�����ur�~u~���w��Exzsu��6�rt}�}�{u�u}��u{��!y5rts�~�r��(y*��s��~�xt����su�tx ���tsu���£{u}�}#���#~�rt��xzsu{u�X���uwurt���u�87 
39 �,: 
 �,:;:;<;=;:��
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 � ) ����
�������������* 	 � ) � ������� � ��� ' �+� � ��� � ����� � $ ��' *
g���gG��c���f �������S�����<�(������fQg����������������G���!��f���������f���f!g@���&d���f�����6�b6�-g�����ft

f!��d��jf!g@�X"`g��	���*����������d����X".c����P� � ����f(d���f�������m��Sf ��d@d���fam���d�c�c�bGf!�P"�"5����

�����

U(1)
��f f �P� ��d�����f f.f!��f����/fLg���������������� : �P� g������j��������" ��g@��� �

��_ � _���������Y�
*Z�����Y � 
�! � � ��[��"!
Z�� �:�+��� ���"�*Z*Z@� 
����:� � �����"��Z��

8S��c��X"5���P" $ d����:��� g��2� �9�X"Å����f f �P���������
E → M

���$��"5����m����,������� ��

��"

M
$ ��g��2� �9�X"xg���f �����!�������X"xc�����f���������f������

T(m,x)E
g`c�����f���������f�����d

����f f �P��������f
E
�P"5������f f`f!c���6����	���������Lc��j��c�����f���������f������

V(m,x)
$ ����� be����
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f �P�,9

Em

������d�g@�
(m,x)

$
m ∈ M

� aE� g�������b6��� c��j��c�����f���������f����
V(m,x)����� be���%9���f f_����������g��	������bC" � � 4 ? 
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E
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c�����f���������f����Q�.g���f �����!�������X"|c�����f���������f������Yg
E

�	��g@��� $ d����
T(m,x)E =

H(m,x)⊕V(m,x)
� g��2� �9���(����d�g@�

(m,x) ∈ E
$ � : �����£���%�����Nd �9�����P���������Xf�


���:��� g@��������bC" �9��c����P�������!������bC"xd�f �P������fP" m ���$��g@��f����.�`����������������������

f����K7����cm ��������b�ea����f f �P��������f�ea����f!c���� �9�!�P�������

H
���������������������c��������f!��


���!�������Yc���������m����9����f�������fQf�����d�g���d@��������m���d�c�c�b ����f f �P��������f $ �!��� ��� g�

��������b�e�����f f �P��������f�e h ��������f!�����!���������	��g:����� be������"5��m�� �9����f�������f:d���ft

�P�������Yc��XfP"5��� l f�" � m � � G ��c��j�9���,������f����Y�P"5��9���f f $ ����c����P"5��� $ � 3 h �@$ � ; 7îp �

bLd�f��%�
M

h ����Da�jf��������������(���P" ���������(�����_c�f�� �	�9�����P" ���������U"5����m���

�,������� ���/f!"5��������g@���

g(·, ·) � bLd�f��%�
Π : E → M

h m �����������a����f f �P���������
���$�

M
f�� f�����d�g���d@��������m���d�c�c����

G
� �c����� �

g
" bÄ�,���������ud�����"��	�Pm�������d �S�

m���d�c�c�b �S�
G

� bLd�f��%�c���
E
�j�$������� f!��f�������f��%�

H
f � ���P"5���/f!��f�������f����

θl f�" � � G � 	�pS� � ���P"5��� g�������������b
Φ = Dθ

� 	 �9�jf��
D

h g@������������������b��
��� �8� ��������6����	�27

Dθ(X) = dθ(H X,H X)
l f�" � c��j�9���,������f���� $ ����c�����


"5��� $ � 3 	.7îp � 8S��c��X"5���P" $ d����
1

 � ���P" �

θ
�
2

 � ���P" �

Φ
: g���������������������b $

c��������P" �%9�� �����ud�������f-� �	�Pm��������
g
��d����

Φ
m��������������	�	������� l c��������P" �����

��dj�P� ��b��������ud�������fG���Y����������g��	������b�e.��� g���������ePp � bc��� ��c�������m!������f f $ d����
� ���P" � g�������������bBd �9�����P���������Xf���� d@��������������fP"

DΦ = 0, D ∗ Φ = ∗J l 	 � hup
l ��������e(c���������� h g�����f f!��d��jf!g@���c���.� �9�jf������:� ��f���g��9p $ m �9�

J
h ��� g@������


����f
1

 � ���P" �a���

E
f��/�����ud�������fP" �.�

g
�

i b c���� ��c�������m!����" $ d����
G

f�����f�����f f m���d�c�c����
GL(k,R)

l �����
GL(k,C)

p«��� ��b����.� �9������b�e
" ��������6
k × k

fE����Da�jf�����������bC" � l g@�X"*

c��P� g�f���bC" �9pvg@� :��8� ��6��������	��" � ����� g���g@����
¼���*��d �$� ��� c��j�9m���d�c�c���� �
bLd�f��%�

F
h

k

#"5���������7����Da�jf�������������� l f�������������f������������Eg@�X" c��P� g�f������up
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 � ��� 	 � �  � � � � ��� ��� ���
��� g������������]c�����f���������f������ $ ��� g@���������X"

G
�9����f�����d���� f �P� ��� $ �Nc�d�f��%�����

F�j�$�������xf!g��	��f��������Zc�������� ��� �9�������
h(·, ·) $ ��������������������������������f!�����!�������

�9����f�������f
G

� i b c���� ��c�������m!����" $ d����Z�j�$�������&��� g@�����������:�����,�����2�(�������
e : F → g∗

l m �9�
g∗

h g@���	�Pm�������� $ � � � � f���c��Xf<�(���������eg
g
c�����f���������f������@p $

g@������������c���f����uf������:���:���*�����	��e�m���d�c�c�b
G

� �?���U�����,�����2�(�������8����� be����

����f f /%# A�
 @6 / �
@ ��f f�"5�������P"=��� g�����������������f f �P���������

π : Q → M
f���f��	��������������bC"

f �P����"
F

$ ��f f���6��������������������-f
E

� 1K��d�g��xc�����f���������f������&����f f �P��������f
Q" b´�,���������ud�����" f!�P" ��������" �

(m, q)
$ m �9�

m ∈ M
$ �

q ∈ Qm
$
Qm

h f �P���
�&����d�g@�

m
� 3����������ud��P"Ád������ �

λ : E × F → Q
� ��g����������j��6��*9 $ g@������


����fÄ��c���� �9�!��f����&����f f �P���������
Q

l f�" � m � � G $ c��j�9���,������f����7�P"5��9���f f $ ����

c����P"5��� $ � 3 	67îp � <S��f �����!���������������,�����2�(�������

Tλ
c�����������f!����f!��f�������f��%�

H���-g���f �����!������b�e_c�����f���������f����Qg
E
�`g���f �����!������b��/c�����f���������f������Qg

Q
�

bc����d@d�������dF9Vf!��f�������f��%�Å���
Q

" b �,���������ud�����" d������ �
H π � aE� g�������b $

�P���/�%DN��� �(c�����f���������f�������e
H π $ ����� be���%9���f f �  A &"/2 .1��C# � 5,1�� / & � 8S��


c��X"5���P" $ d����Gc�����f���������f������Gf!��f�������f�����f�����f*9���f f�f��9����" � �	��g ����� b�

������"5��m��Ä�����,�����2�(������fEf!��f�������f����

Kπ : TQ → Q
$ g@�����������`f�����������f f

f �P� ��dF9�DN�P" �,���������X" � @ ��f f�"5�������P"Å�����!�P�.�(�������Lg���f �����!��������m�� ��� g��������
X ∈ T(m,q)Q

�
(m, q) ∈ Q

���Um��������������	�	������dF92������������g��	������dF9vg@�X"*

c�����������d<7

X = H X + V X
$ m �9�

H X ∈ H π
(m,q)

�
V X ∈ V(m,q)

� a ��� �9��"
��c������������

p : V(m,q) → Qm
h �jf����jf�����������b�� �����X"5��� � ����"B��������������m��

g���f �����!��������m��.c�����f���������f������
V(m,q) = TqQm

g f �P�,9
Qm

���`f ��"4f �P���
l ��� g������������Lc�����f���������f������@p

Qm
� 1K��m ���

KπX = pV X
�

8S�£"5����m����,������� ���
Q

l c�����f���������f�����������f f �P��������f9p�c���f��������P"&���P" ������

��d!"5��������g�d

gQ
f �P� ��dF9�DN�P"«�,���������X"�7���m��������������	�	������b�e c��j��c�����f���������


f�������e
H π ����� �9��"=��� g���g:�,����������b��:�,�������

Tπ∗g
$ � ����������g��	������b�e/c�����


f���������f�������e
V

h g���g
h
$ �(c����P�.�Y�P" $ d����

H π � V
��������m������	������bG�9��d@m

�9��d@m d � 3���"5�����P" $ d����S�Lg@�X" c��P� g�f����X"Zf ��d@d����*c���f���������������f!"5��������g��8"5��

�(���!����� be�����%��f f����P" �������������/���jf��X" �(�,���,�,Da�������X"7f�" b f �P� �

3����������ud��P"�c������ g�6��*96g���f �����!��������m��a����f f �P��������f
TM

���
M
f!�P" ����


�P�X"
τ : TM → M

� a ��� �9��"xf!��f�������f��%� �8� ��� h �L�������	�
H τ "5��������g��

g���
M

� FJ�������,�����2�(��������f!��f�������f����
Kτ : T 2M → TM

f�����������f f`�����	�P��

m ��d����Sf ��d@d��%9

Kπ $ m �9�
Q
�j��"5����f�����f f(���

TM
�
TQ

h ���
T 2M = TTM

�
8S��c��X"5���P"�f��	��������������dF9Bg@����f�����d�g�6��*9Df!��f�������f��������Sc�����f���������f������

����f f �P��������f
Q

$ ��f�������������dF9 ���xf!��f�������f���f�e
H π �

H τ l f�" � $ ����c�����

"5��� $ 3 h �@$ hu	67îp � 3����,�����2�(������� : �����7f!��f�������f����

KQ : T 2Q → TQ
�P"5�����

�����*7
KQ = KH +KV $ m �9�

KH : T 2Q → H π � KV : T 2Q → V
$ �Yc���


f �P� �9�����c�����,�����2�(������f��j�$���%9���f f � ���P" dj����" �K7
KH = Tπ−1 ◦Kτ ◦ T 2π

$
m �9�

T 2π = T (Tπ) : T 2Q → T 2M
$ �

Tπ−1 h ������������b��7�����X"5��� � ����"
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g���f �����!������b�e>c�����f���������f����6g

M
���6c�����f���������f������4f!��f�������f������

H π �

KV = p−1 ◦Kπ ◦ TKπ �
8S��c��X"5���P" $ d����

λ
���j���P"5���&�j�9���������ud����������,�����2�/�����Qf��	��������������b��

f �P���
F

���Sf �P��������f f �P��������f
Q

$ c�� : ���X" d �j���Xf��
e
g@������� g���������c���� �9�!�P���

���/��f���"
Q

� bc��f!g@������g�d-g���f �����!���������c�����,�����2�(�������
Tλ

f�����f�����f f��	��g<�(�
���j���P"5���«�j�9���������ud���bC"´�����,�����2�(��������">f!��f�������f������x�

Φ
: g�������������������


��� $ ���Ä"5�.�����������jf����7��� �8� ��������6����	������dF9 � ���P" d
Φ̃

���
Q
f��������ud���


����fP" �D�
g
f �P� ��dF9�DN�P" �,���������X" � @ ��f f�"5�������P"

(m, q) = λ((m, p), f)
$

m �9�
(m, p) ∈ E

�
f ∈ F

� ����f
X

$
Y ∈ T(m,q)Q

�,���������ud��P"4f!�P" ��������

" �

H X
�

H Y
��eÅm��������������	�	������b���g@�X" c�����������b � 	 ������"´��c���� �9�!���P"

Φ̃(m,q)(X,Y ) = Φ(m,p)(Tλ
−1H X,Tλ−1H Y )

�
3����������ud��P" d������ � • f!c���������������� : �P��"5���������(���

g
�Z���

g∗
� @ ��f f�"5����


���P"
((m, q), X)

h ��� g������ $ g���f �����!������b�� g
Q
�
(m, q)

� bc����f������ $ d����
e((m, q)) • Φ̃(m,q)( · , X)

f�����f�����f f��,��b�d������
1

 � ���P"5��� l � � � � ��� �8� ��������


6����	��������� � ���P"5����f��Q�����ud�������fP" ���Q����Da�jf�����������b�e�d���f ����ePp � 3�����������

d��P"Ád������ �

e((m, q)) • Φ̃(m,q)( · , X)
g���f �����!������b��`��� g������_g

Q
$�� ��� ��d���


f!g�� : g��������	�P��������b��Qh�
 � ���P"5�
e((m, q))• Φ̃(m,q)( · , X)

$ � � � � c�����d@d�������b��
c��j�9��f�������" �����9� g�f����Yf ��f!c���������������������"Ä���P" �����������U"5��������g��

gQ
�

� ����� � ��_ � _ 	/�)34��"1!&�&"-�D�&"%�&�
e((m, q)) • Φ̃(m,q)( · , X)

J�"1! � �%"%�4�
����� ��&" 7 �1A&��A���! � ���184�&��< � �?��!#"�

�)!����4

�
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�+ 5 �1�&"�

� � H π A

C
bc�*c���f������������*9 � ���P" �

Φ̃(·, ·) m��������������	�	������� $ � � � �
Φ̃(Y, q̇) = 0

����f
��9�����m��N��� g��������

Y ∈ V
� 1K��m ���S����f�����m�� �(�

Y
�P"5����"

e(q) • Φ̃(Y, q̇) = 0�.c��/c���f������������*9
gQ(e(q) • Φ̃( · , q̇), Y ) = 0

�
Ba ��� �9��"_g@������������������dF9Ec�������� ���j�9��dF9 DQ

dt
= KQ d

dt

���Sc�����f���������f������
����f f �P��������f

Q
� @ ��f f�"5�������P" d@���������������

DQ

dt
q̇ = e((m, q)) • Φ̃(m,q)( · , q̇),

l 	 � � p
g@�����������E"5�.�(��� ��b��%� ����������c�������������������� g���gNd@��������������� �����<�(������fS����ft

f!��d��jf!g@���Ud���f�����6�bD�/g�����f f!��d��jf!g@�X" g��	���*����������d����X"�c����P� �
0L� �P��"�" b´	 � hSf �P� ��d���� $ d����Yd@��������������� l 	 � � p : g��������	�P���������Yf!��f�����"5�

DH

dt
q̇ = e(q) • Φ̃( · , q̇), l 	 � ; p

DV

dt
q̇ = 0.

l 	 � �@p
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�

q(t) � !#���G�)� � � (5.2)

;J�"1! � �%"%�4�
����� ����/.������������-���/. ��
��&"%+ � � . q̇(0) = q̇0 ∈ Hπ A�I�"%J*8#� q(t) J�"1! � �%"%�4�
�����-�&"

(
�1A/��A

q̇ ∈ Hπ)
��! � +�
1� � t 7 ��! � 3K"���"1!&� � "%�&" "%��!#�98:�)�&�)�&" 7 � e(q(t))�&"�

��" 5 ���&"6A

C
a �P��g��	������b�e�g@���������������	��e c���� ��f��	�����P"

q(t)
�v�����9�

q(t) =
(m(t), c(t))

$ m �9�
m(t) ∈ M

$
c(t)

c��������$���P���Y���2f �P�,9
m(t)

� 1K��m ���
q̇ = (m, c, ṁ, ċ)

� 3���"5�����P" $ d����
Kπ q̇ = (m, ċ+Γπ

m(c, ṁ))
$ m �9�

Γπ
m(·, ·) h

�P��g��	������b��xg@� :��8� ��6��������_f!��f�������f����
Hπ � 1���g^d����7d�f �P�������

q̇0 ∈ Hπ���P��g��	������b�e.g@���������������	��e.�j��c���f!be��������f fQ�(�����9�
ċ0 + Γπ

m(c0, ṁ0) = 0
�

� �	�P��� $
TKπ d

dt
q̇ = d

dt
(m, ċ + Γπ

m(c, ṁ)) = (m, c, ṁ, d
dt
(ċ + Γπ

m(c, ṁ)))
�

bc� l 	 � ; p D
dt

V
q̇ = KV d

dt
q̇ = p−1 ◦Kπ ◦TKπ d

dt
q̇ = 0

$ ����g�d ���Nf �P� ��d���� $ d����
TKπ d

dt
q̇
c��������$���P���Y���Yf!��f�������f����

Hπ � �?�����������ud������ $ d����

d

dt

(
m, ċ+ Γπ

m(c, ṁ)
)
=
(
m, c, ṁ,−Γπ

m

(
ṁ, ċ+ Γπ

m(c, ṁ)
))
.

	 ���ud����
d

dt

(
ċ+ Γπ

m(c, ṁ)
)
= −Γπ

m

(
ṁ, ċ+ Γπ

m(c, ṁ)
)
.

bc��f �P� �9�����G����������f������7c���� ��f��	������f����7���Zf����ufx���������������.��� �8� ��������6���

�	����������d@���������������a��������f!�����!�������

ċ + Γπ
m(c, ṁ)

f���dj�P� ��bC" �����ud��	������b�

" �Gd�f �P������fP" � � bc� : ���X" d

ċ + Γπ
m(c, ṁ) = 0

$ ����g�d ���_�G��b���� g������_c�����

������d@��������� �9������� � bc��f!g@������g�d�g���������f

q(t) = (m(t), c(t))
m��������������	�	����


��� $ �����-c���� ��f��	�����P" �-�������9�
(m(t), bt(f))

$ m �9�
(m(t), bt)

h ��� g@��������b��
m��������������	�	������b��Ec��j�$IK��"2g����������

m(t)
�

E
$ �

f
h ��� g@��������b�� � ��g�


f!��������������b��6��� g������=�
F

� 1���g d����
bt(f)

�P���Y���B�Á���*�������
G
�

F
$

� � � �
e(q(t)) = e(bt(f))

c���f����uf������ �
B8L�<�(�c����" c�����������dF9���f fQf �P� ��dF9�DN���Sf!������f������ f!��f�������f����

H Q �
K �+������� � ��_���_ �	��

�
�

(m(t), q(t)) � J ���1843�� 5 3�! � +�� 5 + Q A �	��

�
�

X(t) � ���
!������&�)���-���,�@�&�*!#�)�&"�
>+6�)34��"1!�� X ∈ T(m(t0),q(t0))Q
"��
�&"�
 � ����)���-�&"G
�+ 5 �1�&"�

� � H Q +'8:"%��� (m(t), q(t))

A
l,+ p � J�"1! � �%"%�4�
�����-��� 5 H X(t) 7 � +6�*!:� � 3������-��� 5 V X(t)

3K"�.��&"%�&�)�4�
�
+6�)34��"1!��

X(t) 5 +-� 5 H?�2
 5 ���
!������&�)���-���/. � +6�)34��"1!&���/. � �&"%� 5 . � +'8:"%���

(m(t), q(t))
"��
�&"�
 � ���)���-�&" H Q 7 ��! � ��� . ���
!������&�)���-���,� �&�*!#�)�&"�
 J�"1! � ��%"%�4�
�����-��� �E+6�)34��"1!#"%+ 
1" �-!���� 5 �'� �&"1!4.�� � 
�3���� 5 !&�����>��!#" � �1+6�98:�)� �65"��
�&"�
 � ���)���-�&" gQ Al,+ + p 	/�)34��"1!&�&"-� �&"%�&�

TπX(t) 5 +-� 5 �'�2
 5 ���
!������&�)���-���/. +'8:"%��� m(t)���
M
"��
�&"�
 � ���)���-�&" 
�+ 5 �1�&"�

� � H τ A
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�������������* 	 � ) � ������� � ��� ' �+� � ��� � ����� � $ ��' *
C
;����������������Nc������	���P�!��������m��Y��� g�����������m��-c�����f&��������f!�����!�������

H Q�P"5����������� DQ

dt
X(t) = 0

� 3���� : g��������	�P���������7f!��f�����"5� DH

dt
X(t) = 0

�
DV

dt
X(t) = 0

� bc��f!g@������g�d DH

dt
X(t) = KH d

dt
X(t)

$
KH = Tπ−1◦Kτ ◦T 2π,���U��������d �9���.�����9���%� $ d����

Kτ ◦ T 2π d
dt
X(t) = 0.

1���g_g���g
T 2π d

dt
X(t) =

d
dt
TπX(t),

��� D
dt
TπX(t) = Kτ d

dt
TπX(t) = 0.

a d���f�������f���� $ : ���G��������

d�������d����N��� g������������ c����P�

TπX(t)
f�����f�����f f-c������	���P�!������bC"_�	�9�����

m(t)�
M

��������f!�����!�������
H τ � bc��f!g@������g�d7c������	���P�!������b��xc�����������f���������f!��


���!�������Sf!��f�������f���� �8� ����
 �L�������	� f��ue�������f����£�����P" b �Yf!g��	��f�����b��*c���������

��� �9������fY�("5��������g@�

g
$ �
gQ

���Sc�����f���������f�������e
H π f�����f�����f f��,����������bC"

�,���������X"
g
$ ���«����f�9 ���Zf �P� ��d���� $ d�����c������	���P�!������b�� c�����������f�m�������������


�	�	������b�e(��� g����������!��������f!�����!�������
H Q f��ue�������f����!�����P" bD�`f!g��	��f�����b��

c�������� ��� �9������fU��������f!�����!�������
gQ

�
bc� c���f������������*9

TπX(t) = TπH X(t)
� bc� : ���X" d

DH

dt
H X(t) = KH d

dt
H X(t) = Tπ−1 ◦Kτ ◦ T 2π

d

dt
H X(t) =

= Tπ−1 ◦Kτ d

dt
TπH X(t) = 0.

bc��f!g@������g�d
H X(t)

m��������������	�	������� $
KπH X(t) = 0

c����2��f���e
t��� �,������f���� ��c���� �9�!�P������f g����������

(m(t), q(t))
� �?��� �������ud������ $ d����

d
dt
KπH X(t)

m��������������	�	������� l ���_�P"5�����x����������g��	���������|g@�X" c�����������b�p $
� � � �

Kπ d
dt
KπH X(t) = 0

� 8c� d
dt
KπH X(t) = TKπ d

dt
H X(t)

� 1���gGd����

DV

dt
H X(t) = KV d

dt
H X(t) = p−1 ◦Kπ ◦ TKπ d

dt
H X(t) =

= p−1 ◦Kπ d

dt
Kπ

H X(t) = 0.

1���g�g���g�" bEc���g����j�	���Y��b 8a� $ d���� DH

dt
H X(t) = 0

$ ��� : ���a�������ud������ $ d����
DQ

dt
H X(t) = 0

�
bc� d�f �P�����*9 DQ

dt
X(t) = 0

� C �9��d@m����.f�����������b $

DQ

dt
X(t) =

DQ

dt
H X(t) +

DQ

dt
V X(t)

� DQ

dt
H X(t) = 0.

C �P� �9���������!������� $
DQ

dt
V X(t) = 0. B
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"*f=����e�����d��jf!g��=�����!����d��%9�DN�P" ��f f_f ��d@d���fP" �K7�����Da�jf�����������bC" ������f f �P��

������fP" �G���$�&���P" ��������bC" �G"5����m����,������� ��fP" �(�.g@�X" c��P� g�f���bC" �G����f f �P����

����fP" �G���$�.�P��������6�� ��bC" �G"5����m����,������� ��f � �c���,��b������!����d����%� � ���P" dj��b $
f�������������f�����dF9�DN��� : ���P"=f ��d@d���fP" $ " b f��ue��������P" �,���������ud�������f7f!��f�������

f������

H π $
H τ � H Q ����f�c���������m��Nf ��d@d���fY������� �9��"=�,���������ud�������f

H
π $

H
τ �

H
Q $ f�������������f������������ $ ����f_����������m�� � bc�j�9d�����g�����" $ d����(��f�� g@����


f�����d�g�6����(�:��� � dj�����	����bÁ����f����uf*Da��m���c�������m���� � �L��������b|�a�,������eYf ��d@d���

f�e �

��_���_ R8Y � ����� �%���	��� ���%��
�
�!!\ ��� � ��Y�� ��
*Z��

���� �*Z�� ��
�� � !G�£Z@� 
����:� � �����"��Z����£Z

��_���_ � _ � ���PZ�� �%����
�! � � ��������
���� 
�� �*Z�� ��
�� �%��� � 
����:� � �������
��Z*ZE_�a : ���X"7c�������m���� � �£" bÁ����f f�" ��������������"Ä���P" ��������bÁ"5����m����,������� ��f �
C ��d@d����/�P��������6�� ��b�e!"5����m����,������� ��� l � � � � f!c���6����	������b��Yf ��d@d����Yc�f�� �	�9��

���P" ��������b�ePp $ ����g@��������b�e/����
 �j�8����m�� $ d����a�����,�ueX�j���P" � ����������������������f��%�
��������f!�����!�������(m���d�c�c�b �8��������6�� $ c�������� ���j�9��b�� �/f���� �9����" �����j�Pf���f fYc���

�9��d@m��X" d $ ��d �9���!����f f�"5���������.�N���	���������*8N��e�c�������m���� � ��e �

@ ��f f�"5�������P"Gf ��d@d�������b��.c�����6��jf f
ξ(t)

f��Y�����ud�������fP" �Q�����P" ���������X"
"5����m����,������� ���

M
$ �j�$��������b��&������� g@���������X"G�������uf�������f������X"Gc�����f���������


f������
(Ω,F ,P)

� C]�P" �����P�X"
N

ξ
t

�,���������ud��P"G" �����P" �	������dF9
σ

 c��j���	�Pm�������d

σ

 �	�Pm�������b

F
$ c������.� �9������dF9 c������,�������j��" � �������!�P� ��f!g���ec"5���.�(�jf���� �

Mc����a�����,�����2�(�������
ξ(t) : Ω →M

l �u����f����uf*Da��� � c�����6��jf f � ��� ξ(t) p $ �Nf!�P"*

�����P�X"

E
ξ
t = E( · |N ξ

t )
h d�f �P���������C" ������" ������d��jf!g@���C�.�Y�����������C��������f!��


���!�������
N

ξ
t

� 8S��c��X"5���P" $ d����Nd�f �P���������C" ������" ������d��jf!g@���C�.�Y����������� f ��dX

d���������m�� : �P��"5�����	�

ϑ
��������f!�����!�������

N
ξ
t

"5�.�(��� ��b��%�Nc���� ��f��	�����P������g���g
Θ(ξ(t))

$ m �9�
Θ

h ����"5�����P"5���*c��8�E�����!��9 �����,�����2�(������� $ �	��g(����� be������" ��f
A ) � A ) ����&�
 $ g@����������f��,��b�d����(�,���������ud�������f f:�	��gK7

Θ(m) = E(ϑ | ξ(t) = m)l f�" � $ ����c����P"5��� $ 3 � 	67îp �
a b ��������" ����d�g�d

m ∈ M
�Å����f f�"5�������P"´�����P" �	������dF9 g�������d

Um

�
: �����:����d�g@�£��������f!�����!������� : g�f!c���������6����	��������m��8�����,�����2�(������f-f!��f�������f����
�8� ����
 �L�������	�����

M
� bc��f��������P" �

Um

f �P� ��dF9�DN���c����m����jf f!���K7

Y Um(t,m′) = lim
∆t↓0

E
ξ
t

(
ξ(t+∆t)− ξ(t)

∆t

∣∣∣∣ ξ(t) = m′
)
,

l 	 � 	�p

Y Um
∗ (t,m′) = lim

∆t↓0
E

ξ
t

(
ξ(t) − ξ(t−∆t)

∆t

∣∣∣∣ ξ(t) = m′
)
.

l 	 � �Xp
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�������������* 	 � ) � ������� � ��� ' �+� � ��� � ����� � $ ��' *
a ��� �9��" �,���������ud�������fK7

X0(t,m) = Y Um(t,m)
$
X0

∗(t,m) = Y Um∗ (t,m).3���"5�����P" $ d����
X0(t,m)

�
X0

∗ (t,m)
f�����f*9���f f>��� g���������bC" �>c�����fP" �

���
M

$ � � � � c������j��"5������eZg@���������������������_c������,������� dF9���f f_g���g_f���d�������f
g���f �����!��������m��a����f f �P��������f

TM
�

- A  .&"/%?2 2@61�� ) ?!� A ) @61 ) /�� �2A*#%?%# & � � ) ?%#Sc�����6��jf f � ξ(t) ��c���� �9�!��f*9���

f f.f�������������f������������ � ���P" dj����" �

Dξ(t) = X0(t, ξ(t)), D∗ξ(t) = X0
∗ (t, ξ(t)).

l 	 � ��p
aE� g������

vξ(t) = 1
2 (D + D∗)ξ(t)

����� be��������f f � ) + � �C) ->��+, A  2��� 5 �c�����6��jf f �
ξ(t)

� 0L� f!������f����Nd�f �P��������m���" ������" ������d��jf!g@��m����.�Y����������f�f �P��

��d���� $ d����Zf!dFDa�jf�����d����G����m����jf f!��f $ � � � � ��� g������������Yc����P�

vξ(t,m)
���

M�	��g@��� $ d����
vξ(t) = vξ(t, ξ(t))

�
a ��� �9��" c��������%Da������f.c�����6��jf f �

ξ(t)
7
∆ξ(t) = E

ξ
t (ξ(t +∆t)− ξ(t))

�
�	��gc����� be������" dF9�g����$�9��������d���dF9 c�������� ���j�9��dF9�� f���� �9����"

D2
� ���P" dj�P���

D2ξ(t) = lim
∆τ↓0

E
ξ
t

∆ξ(t) ⊗∆ξ(t)

∆t
.

F]f ��������� f!dFDa�jf�����d���� $ ��� c��������P" ����� �����ud�������fS� f!�P"�"5��������d��jf!g���e���������

����6������!�������À��c���� �9�!�P������b�e

(2, 0)

¼��������������e l f�" � m � � h`�Ec��j�9���,������f����

� 3 � ; 7îp �
a*f�9 ��dG���	�P���À" b���d �9��"��P"5���%�x�9�!�P�|f�c�����6��jf f ��" � $ �	�9�����xg@������


��b�exg@������� g������Ä��c���� �9�!�P���xc������	���P�!������b��Gc�����������fU��������f!�����!�������7f���

����������f�����dF9�Da���Zf!��f�������f���� � C?����d���fa" b=c���� ��c�������m!����" $ d�����g@������� g������
��c���� �9�!�P���Zc������	���P�!������b��`c�����������f��	�9�����

ξ(·) ��������f!�����!�������
H τ � �?���

c���� ��c����P�.�(����������bec����P������� $ ����c����P"5��� $ �jf ���
ξ(t)

f�����f�����f fQc�����6��jf f��X"
0c���a���

M
$ � � � � ����� ��������g@����0c��� l f�" � � G � � $ c��j�9���,�������e���!�P�.�(������� �P"5��


����f fE� 3 h � 7îp!��� g@����������m���c�����6��jf f �70c��� � g���g@�X"*
¼���*��d �$��g���f �����!�������X"
c�����f���������f������Sg

M
� $ �!d���f�������f���� $ f���" �P" ����������m!�	�P�X" � 3����������ud��P"Àd���


��� �
Γt,s

��c������������Ed�g����j��������m���c������	���P�!��������m���c�����������f ����� g����������7���
l f ��d@d����������9pE����d�g��

ξ(s)
c�����6��jf f �N� l f ��d@d�������dF9cpE����d�g�d

ξ(t)
�

����fZ��� g�����������m��(c�����f
Z(t,m)

���
M

��m��.g@������������������b��Nc�������� ���j�P

��b��e�Sf���� �9����"_f!c��������

DZ(t, ξ(t))
�Yf �P� ���

D∗Z(t, ξ(t))
�	�9�����

ξ(·) f�������
f���f f.c�� � ���P" dj����"

DZ(t, ξ(t)) = lim
∆t↓0

E
ξ
t

(
Γt,t+∆tZ(t+∆t, ξ(t+∆t))−Z(t, ξ(t))

∆t

)
,

l 	 � GXp

D∗Z(t, ξ(t)) = lim
∆t↓0

E
ξ
t

(
Z(t, ξ(t))−Γt,t−∆tZ(t−∆t, ξ(t−∆t))

∆t

)
.

l 	 � �Xp
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α(m,X)
$

X ∈ TmM
$ ���(���P" ���������X"Å"5����m����,������� ����" b ����� be������" f!��f�����" d��������

{
1
2 (DD∗ +D∗D)ξ(t) = α(ξ(t), vξ(t)),

D2ξ(t) =
~

mI,

l 	 � hjiXp

m �9�
~ = h

2π

$
h

h c���f����uf�������f b ������g�� $ �
m

h " ��f f �jd���f�����6�b �
C]��f���� : ����m��Zd@��������������f f-g����������������À"5��e�������g@���À��c���f ����� $ ����c����P"5��� $
� 3 h �@$ � ;�$ � �@$ ���27 � 3���b�d������(c����������&d���f���� : ����m��(d@��������������f&�������P" ��

�������X" "5����m����,������� ���.�P"5������f fQ�9��c����P�������!���������Nf ����m!����"5���S�������P" ������e
g�������������bE@ ��d�d�� � i bÁ����f f�" ��������������"_d@��������������� 8H�,9�������� h 8c�!����f���

���L� � ���P"5� l 	 � hjiXp $ �P"5��f/�S������dL���	���������*8a���*c����P"5�����������C��m��S�c���!��f�����

����f���f!g@��������������� $ �Yg@�����������.d�g����j��������� �9��c����P�������!����������f ����m!����"5���c���
��f!c�������� d�����f f � i b ����f!b*������"&d����	�����!��f/g 3 h �@$ � ;�$ � �@$ ���27 $ m �9�*c�������� �9�����
��f f �P� �9����������� : ����m��/d@��������������f � F]f ���Qf!���P�������Lc����P�

α
c���������6����	�������Yf

c���������6����	�P�X"
V

$ ���/�����P��������f � d@��g�6���f $ f�������������f�����dF9�D ��f-d@�������������*9
� ��� ������m������Lf c���������6����	�P�X"

V
$ �(����8a������f d@��������������f l 	 � hjiXp�c����(��� g@��


������b�e��jf����jf�����������b�e �9��c����P�������!������b�e�d�f �P������f�eL��b����2�/�%9���f f �9��d@mEd���

��� �/�9��d@m!� � 3���"5�����P" $ d����`�&���%8a��"4f ��d@d����Y�`d@��������������� � ��� ������m������
��eX�j�����8��c������������ ����c�����f � h �E�!����������" � ∇∇∗ $ m �9� ∇ h g@��������������������f
c�������� ���j�9����f $ �_��f ��d@d����Qf-�9��c����P�������!������bC">f ����m!����" bC"=fU�������������X"
@ ��d�d�� h ��c������������ ����c�����f � h �9�S@ ��" �

dδ + δd
�

��_���_���_ � ���PZ�� �%����
�! � � ��������
���� 
�� �%���	��� ���%��
�
���� �%�X[������ �

���� ��� � ��Y�� ��
*Z*Z 
���� �*Z�� ��
�� � !G� � 
����:� � �����"��Z����(_]a : ���X"6c���

����m���� � �!" b
"5�j��� � ��6�����d���"B��c�c��������(c�������� ���j�9��b�eQ�Qf���� �9����"B���/c���

����m���� � �Ä	 � ��� h��	��g $ d����À��m���d ��������f fG��f!c����������������%�=��d�����bC"=����f^����f
�,���������X"B����fGc�����6��jf f��������_c�����f���������f������.����Da�jf�������������m��Z��� g�����������m��
����f f �P��������f

Q
���$�G���P" ��������bC" "5����m����,������� ����"

M
�

@ ��f f�"5�������P"Gf ��d@d�������b��.c�����6��jf f
η(t)

���/c�����f���������f�����������Da�jf���������

����m��`��� g�����������m��&����f f �P��������f

Q
� c�����6��jf f

ξ(t) = πη(t)
���

M
� 	 �9�jf��

" b �,���������ud�����"Ád������ �
Γπ
t,s

c������	���P�!������b���c�����������f-f ��d@d�������b�e���� g�����

����� ��� f �P�uf

Qξ(s)
�Sf �P���

Qξ(t)
�	�9�����

ξ(·) ��������f!�����!�������Sf!��f�������f����
H π �

����f
η(t)

" bE�����j���P"`g@������������������b��ec�������� ���j�9��b��e��f���� �9����" � ���P" dj����

" �

Dη(t) = lim
∆t↓0

E
ξ
t

(
Γπ
t,t+∆tη(t+∆t)− η(t)

∆t

)
,

l 	 � h�hup

D∗η(t) = lim
∆t↓0

E
ξ
t

(
η(t)− Γπ

t,t−∆tη(t−∆t)

∆t

)
.

l 	 � h � p
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�������������* 	 � ) � ������� � ��� ' �+� � ��� � ����� � $ ��' *
l �����	�P��m � l 	 � GXp � l 	 � �Xp�p � <S��gZ�_��b 8a� $

vη(t) = 1
2 (D +D∗)η(t)

����� be����

����f f � ) + � �C) -���+, A  2��� 5 �4c�����6��jf f � η(t) � bc�j�9d�����g�����" $ d����.� � ���P" dX

����e l 	 � h�hup]� l 	 � h � p]��f!c�������� d�����f f(d�f �P���������c" ������" ������d��jf!g@���8�.�Y�����������
��������f!�����!������� �u����f����uf*Da��m��
�Nc�����6��jf f �

ξ(t)
$ �(���

η(t)
�

� ����� � ��_���_ l,+ p
TπDη(t) = Dξ(t);l,+ + p

TπD∗η(t) = D∗ξ(t);l,+ + + p
Tπvη = vξ

A
�c���,��b �j�$�����%�Sc�������� ���j�9��b��*��f���� �9����"_��� g�����������m��Sc�����f/�	�9�����

η(t)���
Q

$ " b ��f!c�������� d���" ��c������������7c������	���P�!��������m��Qc�����������f �
ΓQ
t,s

��� g�����

����� $ g���f �����!������b�e�g

Q
�=����d�g@�

η(s)
$ �Z��� g�������b $ g���f �����!������b���g

Q
�

����d�g@�
η(t)

$ �	�9�����
η(·) ��������f!�����!�������Sf!��f�������f����

H Q � :C���	�P��m ��d���� � ����

" dj����" l 	 � GXp � l 	 � �Xp ����f(��� g�����������m��Nc�����f

Z(t, (m, q))
���

Q
" bB�����j���P"

g@������������������b�� c�������� ���j�9��b�� � ���P" dj����" �

DQZ(t, η(t)) =

= lim
∆t↓0

E
ξ
t

(
ΓQ
t,t+∆tZ(t+∆t, η(t+∆t))− Z(t, η(t))

∆t

)
,

l 	 � h ; p

DQ
∗ Z(t, η(t)) =

= lim
∆t↓0

E
ξ
t

(
Z(t, η(t))− ΓQ

t,t−∆tZ(t−∆t, η(t−∆t))

∆t

)
.

l 	 � h��@p

� ����� � ��_��K_
ΓQ
t,s

�&�*!#�)+6"�8 � � H π
η(s)

���
H π

η(t)
7 � Vη(s) �

���
Vη(t)

7 � ��! ��%��"�. ���
!������&�)���-���,�@�&�*!#�)�&"�
LJ�"1! � �%"%�4�
�����-��� � 3K"�.��&"%�&�)�4� 
1" �-!���� 5 �'��&"1!4.�� � 
�3���� 5 !&�����/��!#" � �1+6�98:�)� �65 "��
�&"�
 � ���)���-�&" .D�'�)! � 3 � gQ A;���������� �9�������Z�P��"�" b 	 � ; f �P� ��d���� ���«����������" b 	 � � � ����m�� � ��g��	�
l f�" � 3 h �@$ hu	 $ � ; 7îp $ d����.c������	���P�!������b��Zc�����������fN�	�9�����.f ��d@d���������m���c�����

6��jf f ��"5�.�(��� ��b��%����c���f ���Yg���gYc���� �9�!�-c������	���P�!������b�e/c�����������f����S�	�9�����
c�����6��jf f���� $ d*��� ��b ��������d���b���������� g����������Àf�����f*9���f f g�d�f���d�����
¼m����	�9� � ��

d��jf!g��P" � l � � � � �8d���f�������f���� $ g�d�f���d����cm ���$��g��P" �9p ��c�c�����g�f!�P" ��6���fP" � ��b�

��������d���b�e:������� g���������������f f�" ��������������"5��m�� c�����6��jf f � �

C]�P" ��������" �
DH �

DH
∗

" b �,���������ud�����"=c�������� ���j�9��b�� $ ����� �9������b��
� ���P" dj����" � l 	 � h ; p � l 	 � h��@p f�������������f������������ $ ����f:m��������������	�	������b�e/g@�X"*

c�������������� g���������� l � � � � c��������P" �%9�DN��� �����ud�������f`�

H π p $ ��f!�P" ��������" �
DV �

DV
∗

h ����f_����������g��	������b�eQg@�X" c���������� l � � � � c��������P" �%9�DN��� ������

d�������f.�

V
p � 1���g��P"Å�,���������X" $

DQ = DH +DV $
D

Q
∗ = DH

∗ +DV
∗ .
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aE� g������ 1

2 (D
QD∗ + D

Q
∗ D)η

����� be��������f f ����+, A ) 1�& ) / c�����6��jf f �
η
�

c�����f���������f������c����f f �P��������f
Q

�
��_���_��K_ � ����� 
���
*Z��GX � �7����
���� X ��Y � �:��
�� 
�� ������� �"����
 � ���%�

�%���	��� ���%��
�
����:� �%�X[�������
����:� ��� � ��Y�� ��
*Z�� 
���� �*Z�� ��
�� � !G� � 
�� �
�:� � �����"��Z����(_�aVf�������������f��������6f«�,�,Da���4���9�����P��m �����6f����ue���f�����d��jf!g@���
"5��e�������g��.d@���������������S8H�,9�������� h 8c�!����f������ $ f�������������f�����dF9�Da���L�j��g@����d
8H�,9�������� l 	 � � p $ �P"5�����/�����

{
1
2

(
DQD∗ +D

Q
∗ D
)
η(t) = e(η(t)) • Φ̃η(t)( · , vη(t)),

D2ξ(t) =
~

mI,

l 	 � hu	�p

m �9�
ξ(t) = πη(t)

�
@ ���!�P�.�Y�P" ��� g�dFDNdF9 f!g@������f��%�

vη
�|c���������� d���f���� l 	 � hu	�p(�Bf!d�"*


" d ����������g��	��������� � m��������������	�	��������� g@�X" c�����������7
vη = vHη + vVη

$ m �9�
vHη ∈ H π � vVη ∈ V

� 0L�J����m�� $ d����
Φ̃η(t)(·, ·)

������������� c��C�,�����P".����m d�"5����

�	��" $ f �P� ��d���� $ d����

Φ̃η(t)( · , vη) = Φ̃η(t)( · , vHη ) + Φ̃η(t)( · , vVη )
$ �Y��������m�� $

d���� : �	� � ���P" �8m��������������	�	������� l f�" � �P��"�" d�	 � hup h d����
Φ̃η(t)( · , vVη ) = 0

�
1���g��P"
�,���������X" $ c����������.d@���������������`f!��f�����" b l 	 � hu	�p : g��������	�P���������

f �P� ��dF9�Da���Qf!��f�����"5��7

1

2

(
DHD∗ +DH

∗ D
)
η(t) = e(η(t)) • Φ̃η(t)( · , vHη (t)),

l 	 � hj�Xp

1

2

(
DV D∗ +DV

∗ D
)
η(t) = 0.

l 	 � h���p
����fDd �9�,��f������ ���!�P�.�(������f �,���������ud��P"

e(η(t)) • Φ̃η(t)( · , vHη (t))
f!�P" ����


�P�X"
α(t,η(t))v

H
η

$ m �9�*c�� c���f������������*9
α(t,(m′,q′))(·)

h ������������b��!��c������������
�

H π
(m′,q′)

l
(1, 1)


¼�����������9p �
a ��� �9��"
m��������������	�	���������

(1, 2)

¼�����������������Qc����P�&���

Q
7 ∇Hα(·, ·) =

KHTα(·). aE� g������
tr∇Hα(α·, ·) �	��g<�(�cm��������������	�	�P���(c��/c���f������������*9 �

K �+������� � ��_��K_4�	��

�
�	84� 5 ���)���%"1!&�&"%J�"��&"%� 5 α(t,(m,q))(·)

*��FG�'

�
+��K�'�

3K"%�4

�
���4�
�
C > 0

�
��3�� 5 7 �6��"

T∫

0

(∥∥α(t,x(t))(·)
∥∥2 +

∥∥tr∇Hα(t,x(t))(α·, ·)
∥∥2
)
dt < C

l 	 � h6GXp
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84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�"	+-��01!������&"%J�" T > 0 � ��H 0-"%�>�&�)��!#�*!&�,+-�&"%�>3�! � +6"%� x(t)+
Q 7 t ∈ [0, T ] 7 J*8:� ‖α(t,x)(·)‖ �

"%�&�*!�����"1!&��� 5 �&"1!4.C� ( +�
1� �&"1!4.�� �&" �!#"1<?8:�)���
gQ)
AK�	��

�
�L"-0-�?
�+ 5 �1�&"�

� � H τ � H π 

��" �6��

� � ���'
�3 � �&"%�����

(

).,AC"%��!#�98:�)�&�)� � � 8.36) A I�"%J*8#�>84� 5 ��H 0-"%�@��"��23 � (m, q)

+
Q 7 ��H 0-"%J�"+6�)34��"1!��

β0 ∈ H π
(m,q) �

��H 0-"%J�"L.D"�.D�)�4�
�;+%!#� .D�)� � t0 > 0

*��FG�'

�
+��K�'�


��������������,�L��!#"%$&�'



η(t)
+
Q
�
��3K"%� 7 �6��"

• "%�L3K"1!�!#�)34�
�&" "%��!#�98:�)�&�)� ��� [0, T ] �

• η(0) = (m, q) � Dη(0) = β0
�

• 84� 5 +�
1� � t ∈ (t0, T )
��!#"%$&�'


��

η(t) � ξ(t) = πη(t)
�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �H?� l 	 � hu	�p �

• +'8:"%��� η(t) �'�
! 5 8 e(η(t)) � .D�
�'�?�&"�

��" 5 ���&"-� �1�������)� � ��A

C
�E� �vc���������� �,�,Da����f���� " b ����fVc�����f�������b�c����P�.�Y�P"

~

m = 1
�

8S��c�����f���������f������ ��� c�������be����b�e g�������b�e
C0([0, T ], TmM)

����f f�"5����

���P" � ������������6��*9

Pt
$ m �9� c���� g��2� �9�X"

t ∈ [0, T ] σ

 �	�Pm�����


���
Pt

c������.� �9����� 6����������9����d��jf!g��P" � "5���.�(�jf�������" �Vfj��f�������������f�

" �´���

[0, t]
� 	 �$���$���P"o"5����dDa ���������

ν
���G����"5�����P"5�X"�c�����f���������f������

(C0([0, T ], TmM),PT )
�Å����f f�"5�������P"6�

TmM
f��	��������������b�� ��������������


f!g�����c�����6��jf f
Wm(t)

h g@������������������b�� c�����6��jf f^���6�������uf�������f������X"
c�����f���������f������

(C0([0, T ], TmM),PT , ν)
� bc��f!g@������g�d

H τ f����ue���f�����d���

f!g��4c����P��� $ ���^����� ��������g��G0c���

WM (t)
c�����6��jf f �

Wm(t)
��������f!�����!����


���
H τ ���

M
g@������� g������«��c���� �9�!�P����� � bc��f!g@������g�d

H π �	��g<�(�Qf����ue���

f�����d��jf!g���c����P��� $ ���am��������������	�	������b��Yc��j�$IK��"

WQ(t)
���

Q
��������f!�����!����


���
H π fG���ud��	������bC">d�f �P��������"

(m, q)
�	��g<�(�`g@������� g������À��c���� �9�!�P��� �

bc�j�9���,�������c��c���f ��������g@����f�����d�g�6����Qc�����6��jf f����
WM (t)

�
WQ(t)

�P"5������

f f(� 3 h � 7 �
1���g`g���g

Tπ : H π
(m,q) → TmM

h ������������b��`�����X"5��� � ����" $ g@��������b��
��c���� �9�!��f����="5��������d��jf!g����Å�����������

qQ
�

H π
(m,q)

c�����������f��X"
g
���

TmM
$

c����������jf���"��
H π

(m,q)

"5����dBa ���������x�D��������������f!g����Bc�����6��jf fZ���
TmM�

H π
(m,q)

� 3����������ud��P"|c�����d@d�������b�����������������f!g�����c�����6��jf f!d������ �
W (t)

�
�?��� g@������������������b��Gc�����6��jf fG��� c�����f���������f������&��� c�������be����b�eGg�������b�e
�

H π
(m,q)

f
σ

 �	�Pm����������

PT
$ �j�$��������b��U"5�������Qa ��������� �

����f
t > 0

����� �9��" ����Da�jf�����������dF9 � d@��g�6��*9

t0(t) =

{
1
t0
, t < t0,

1
t
, t > t0.

l 	 � h��Xp

FJ�Sc�������� ���j�9����f
t′0(t)

���������
0
c����

t < t0
� − 1

t2

c����
t > t0

�
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1K� c����*�a����f f�"5�������P"��

H π
(m,q)

f �P� ��dF9�Da��� d@��������������� � � ���P"5� 0c���:7

β(t) = β0 +
1

2

t∫

0

ΓQ
0,s

��� ∇Hα(s,WQ(s))(α·, ·) ds+

+

t∫

0

ΓQ
0,s α(s,WQ(s)) dW (s)−

− 1

2

t∫

0

t0(s)β(s) ds−
1

2

t∫

0

t′0(s)W (s) ds.

l 	 � � iXp

bc��f!g@������g�d�d@��������������� l 	 � � iXp���������������c��
β
$ �����S�P"5�����Nf!�����������e�-f!������


��� � ������f�������������������8a�������
β(t)

� 1���gBg���g : ���Å����8a��������f!����������� $ �����
��c���� �9�!�P�����!��� ��9����X" �������uf�������f������X" c�����f���������f������ $ ���/g@���������X" g@����

��� g���������c���� �9�!�P���S��������������f!g����Lc�����6��jf f $ �Cd���f�������f���� $ ���ec�����f���������f������
��� c�������be����b�eYg�������b�eY�

H π
(m,q)

$ f����%�.�(�������X"«"5��������a ��������� � @ ��f f�"5����

���P"Å��� : ���X" �������uf�������f������X" c�����f���������f������Lc��P��������f��%�Y�������

θ(T ) = exp


−1

2

T∫

0

β(s)2 ds+

T∫

0

(β(s) · dW (s))


 .

l 	 � � hup

0L� � ���P" dj��b l 	 � h6GXp��/���e�P��"�" bÁ	 � ; f �P� ��d���� $ d�����c��P��������f��%� l 	 � � hup�g@����

��� g������=��c���� �9�!�P����� � a ��� �9��"´"5����d $ �P"5��9�DNdF9�c��P��������f��%� l 	 � � hup8��������

f!�����!�������«"5����b a ��������� � � �����,8a�Z��� ���jf������ $ d����_c���f �P���	��g@��� �j��"5����b
"5����bDg@������������������b��(c�����6��jf f c��������P" �����/�����

ζ(t) =

t∫

0

β(s) ds+ w(t),

m �9�
w(t)

h ��� g@��������b��|��������������f!g����Ec�����6��jf f $ ���_d�c������ ���%9�DN���Á����

����f!�����!�������

Pt
l f�" � ��c���� �9�!�P��������G � h � p � 3����������ud��P"=c�����6��jf f

WQ(t)
$

����f f�" ��������������" b�����������f!�����!������������������"5����b $ f!�P" �����P�X"
η(t)

�-����� �9��"
c�����6��jf f

ξ(t) = πη(t)
� bc����6��jf f

ξ(t)
c�����d@d����.���

WM (t)
�j��"5�������G"5����b �



h�hji &(' � � � Ú Æ � 
 � ) ����
�������������* 	 � ) � ������� � ��� ' �+� � ��� � ����� � $ ��' *
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β(t) = β0 +
1

2

t∫

0

ΓQ
0,s

��� ∇Hα(s,η(t))(α·, ·) ds+

+

t∫

0

ΓQ
0,s α(s,η(s)) β(s) ds+

+

t∫

0

(
ΓQ
0,s α(s,η(s))(·) +

1

2
t0(s)

)
dw(s)−

− 1

2

t∫

0

t0(s)β(s) ds−
1

2
t0(t) ζ(t).

l 	 � ��� p

bc��c���f������������*9
η(0) = (m, q)

�
Dη(t) = β0

� bc����6��jf f
η(t)

d �9�����P��

�������Xf����&����������f�����d l 	 � h���p8�	��g<�(��c��Zc���f������������*9 � 1K��� � ��g�� $ d����Zc����
t ∈ (t0, T )

c�����6��jf f!b
η(t)

�
ξ(t) = πη(t)

d �9�����P���������Xf*9�� l 	 � hj�Xp �Äd����
D2ξ(t) = I

$ f �P� ��dF9������ � ���P" dj� ����fGc�������� ���j�9��b�e ��f���� �9����" $ ������

�9������b�ex� 3 h �@$ m � � h ��$ h6G27 � 3�d�� �����9��bC" �,���������X"

η(t)
f�����f�����f f m�������


�������	�	������bC"Bc��j�$IK��"5�X"Dc�����6��jf f �
ξ(t)

��������f!�����!�������Zf!��f�������f����
H π f���ud��	������bC"4d�f �P��������"

(m, q)
� 8S��c��X"5���P" $ d����«m��������������	�	������b�� c��j�$I�


��"
η(t)

c�����6��jf f �
ξ(t)

f�����f�����f fYc������	���P�!������bC"_c�����������f��X"
(m, q)

�	�9�����
ξ(·) ��������f!�����!�������

H π � C �P� �9���������!������� $ ���«"5�.�(��� ��b��%�.c���� ��f��	�����P���
�N�����9�

(ξ(t), bt(f))
$ m �9�

bt
h m��������������	�	������b��Yc��j�$IK��"�c�����6��jf f �

ξ(t)
���

E
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H
$ �
f

h ��� g@��������b��/��� g������Yf��	����������������m��
f �P�uf
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η(t)
�P���/���Z�=���*�������Um���d�c�c�b

G
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e
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����fK7��P��������6�� ���U"5����m����,������� ��� ��d �9���U�,���������ud����%��f f`f!�P" �����P�X"

M
l : ���

c���� ���������£d����	�����!��9^���*c�d@�	���%�Sf ��d@d����(���P" ��������� �N�P��������6�� ���£"5����m����,��

����� ���9p $ �c�	��g<�(�C" b ��� ��d �9��"Z��f!c����������������%�Sf���g����%Da�����������,���������ud��������
����f7d�f �P��������m��G" ������" ������d��jf!g@��m��&�.�Y����������f«��������f!�����!�������

σ

 �	�Pm�������b

�u����f����uf*Da��� � l f�" � ���<�(�up �
@ ��f f�"5�������P"Gf����ue���f�����d��jf!g����.c�����6��jf f

ξ(t)
f��Y�����ud�������fP" �Q�/�P��������


6�� ���X"="5����m����,������� ���
M

$ �j�$��������b��!���c��� g@���������X"Z�������uf�������f������X"`c�����

f���������f������

(Ω,F ,P)
� <S��g �G��b 8a� $ d������ �

N
ξ
t

" b �,���������ud�����"´" ������

" �	������dF9

σ

 c��j���	�Pm�������d

σ

 �	�Pm�������b

F
$ c������.� �9������dF9Ec������,�������j��" �C����


���!�P� ��f!g���eG"5���.�(�jf����-�
M

c����������,�����2�(�������
ξ(t) : Ω → M

l �u����f����uf�

Da��� ��c�����6��jf f �

ξ(t)
p � a : ���X"7c�������m���� � � l �a���j����d����£������f����:��f��	�	���������

g�����m �9p£����"Ed �9�,�������(�,���������ud����%��d�f �P���������(" ������" ������d��jf!g@���(�.�Y�����������
��������f!�����!�������

N
ξ
t

f!�P" �����P�X"
E( · |N ξ

t )
� 	 �9�jf��

t
h ��������������������b��Qc���


����"5����� $ g@��������b��="5�.�(���(��m������%�U�������.f��,��f�������������m��-������"5����� � 8S��c��X"*

���P" l f�" � ��b 8a�up $ d���� d�f �P����������" ������" ������d��jf!g@���£�.�Y����������� f ��d@d���������m��
: �P��"5�����	�

ϑ
��������f!�����!�������

N
ξ
t

"5�.�(������b��%��c���� ��f��	�����P�����Yg���g
Θ(ξ(t))m �9�

Θ
h : �����	��gG����� be������" ��f A ) � A ) ����&�
 $ g@����������f.�����j������f f � ���P" dj�P���

l f�" � $ ����c����P"5��� $ 3 � 	67îp

Θ(m) = E(ϑ | ξ(t) = m).

a b ��������"6f��,��b������ l � � � � ����d�g�d7�
M

pN�Å����f f�"5�������P"´�����P" �	������dF9
g�������d

Um

� : �����«����d�g@����������f!�����!������� : g�f!c���������6����	��������m��������,�����2�(��

����f_f!��f�������f���� �8� ����
 �L�������	�!���

M
� �?��dQg�������dG"5�.�����(f�d����	���%���,������


f��%�,9B��g���f �����!�������X"Zc�����f���������f������
TmM

$ ��g@������������"5��������g��
g
�j�$�������

f�����d�g���d@��dxc�����f���������f������ i ����g@����f!g@��m�� � a Um

c���f��������P"2f �P� ��dF9�DN���
����m����jf f!���

Y Um

+ (t,m′) =

= lim
∆t↓0

E

(
ξ(t+∆t)− ξ(t)

∆t

∣∣∣∣ ξ(t) = m′, (ξ(t+∆t)− ξ(t))2 6 0

)
+

+ lim
∆t↓0

E

(
ξ(t)− ξ(t−∆t)

∆t

∣∣∣∣ ξ(t) = m′, (ξ(t)− ξ(t−∆t))2 > 0

)
,

l 	 � �%; p
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Y Um

− (t,m′) =

= lim
∆t↓0

E

(
ξ(t) − ξ(t−∆t)

∆t

∣∣∣∣ ξ(t) = m′, (ξ(t)− ξ(t−∆t))2 6 0

)
+

+ lim
∆t↓0

E

(
ξ(t+∆t)− ξ(t)

∆t

∣∣∣∣ ξ(t) = m′, (ξ(t+∆t)− ξ(t))2 > 0

)
.

l 	 � � �@p

a ��� �9��"
X0

+(t,m) = Y Um

+ (t,m)
�
X0

−(t,m) = Y Um

− (t,m)
� 3���"5�����P" $

d����
X0

+(t,m)
�
X0

−(t,m)
h ��� g���������b��Qc�����f ���

M
$ � � � � c����G�j��"5��


����eYg@���������������������-c������,������� dF9���f f-g���g�f���d�������f-g���f �����!��������m�������f f �P��

������f

TM
�

� ) ��
$�!&$?2&$���C��+,& ) �2A  .&"/%?2 2@61�� ) ?�� A ) @61 ) / � �2A*#%?%# & � � ) ?%# c�����6��jft
f �
ξ(t)

��c���� �9�!��f*9���f f � ���P" dj����" �
D+ξ(t) = X0

+(t, ξ(t)), D−ξ(t) = X0
−(t, ξ(t)).

l 	 � � 	�p
bc��g����j����� $ d�����c�������� ���j�9��b��e�Nf���� �9����" $ ����� �9������b�� � ���P" dj����" � l 	 � � 	�p $
g@������������������bÁ��������f!�����!�������!m���d�c�c�b �8��������6�� �
aE� g������

vξ(t) = 1
2 (D+ +D−)ξ(t)

����� be��������f f�� ) + � �C) - ��+, A  2��� 5 �c�����6��jf f �
ξ(t)

� 0L� f!������f����Nd�f �P��������m���" ������" ������d��jf!g@��m����.�Y����������f�f �P��

��d���� $ d����Lf!dFDa�jf�����dF9�� ����"5�����P" b�� c����E�����!��9 ��� g���������b��]c�����f l ����m����jft

f!���9p

vξ(t,m)
���

M
�	��g���� $ d����

vξ(t) = vξ(t, ξ(t))
�

a ��� �9��" �u���!��f���������f���f!g���� �`c��������%Da������f c�����6��jf f �
ξ(t)

f �P� ��dF9�DN�P"
�,���������X"�7

∆+ξ(t) = E
(
ξ(t+∆t)− ξ(t)

∣∣ (ξ(t +∆t)− ξ(t))2 6 0
)
+

+E
(
ξ(t)− ξ(t−∆t)

∣∣ (ξ(t)− ξ(t−∆t))2 > 0
)

�
∆−ξ(τ) = E

(
ξ(t)− ξ(t−∆t)

∣∣ (ξ(t)− ξ(t−∆t))2 > 0
)
+

+E
(
ξ(t+∆t)− ξ(t)

∣∣ (ξ(t+∆t)− ξ(t))2 6 0
)
.
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��� ���j�9��dF94�Yf���� �9����"

D2
� ���P" dj�P���

D2ξ(t) = lim
∆τ↓0

E

(
∆+ξ(t)⊗∆+ξ(t)

∆t

∣∣∣∣N
ξ
t

)
=

= lim
∆τ↓0

E

(
∆−ξ(t) ⊗∆−ξ(t)

∆t

∣∣∣∣N
ξ
t

)
.
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M
$ � � � � ����� ��������


g��Q0c��� l f�" � ��c���� �9�!�P������� G � ; 	�p c�����6��jf f �.0c���Q�G��� g@���������X"|g���f �����!����

���X" c�����f���������f������Lg

M
l f�" �43 h �@$ � ; 7îp � 3����������ud��P"Äd������ �

Γt,s

��c������������
�	��g@��m���c������	���P�!��������m��-c�����������f ����� g�������������� l f ��d@d����������9pC����d�g��

ξ(s)c�����6��jf f � � l f ��d@d�������dF9cpE����d�g�d
ξ(t)

�
8S��c��X"5���P"Z�j��"5��d��������£	 � h��,�S����"5�����������:�,���������ud�������� �����%8a��"�f ��dX


d����Lc��Yf��������������*9=f£���P" ��������bC" ����Da�jf�����������bC" f ��d@d�����" �
����f-��� g�����������m��Nc�����f

Z(t,m)
���

M
���!��f���������f���f!g����Lc�������� ���j�9��b��

�Gf���� �9����"�f!c�������� �4f �P� ���
D+Z(t, ξ(t))

�
D−Z(t, ξ(t))

f������uf���f fBc��
� ���P" dj����"

D+Z(t, ξ(t)) =

= lim
∆t↓0

E

(
Γt,t+∆tZ(t+∆t, ξ(t+∆t))− Z(t, ξ(t))

∆t

∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t+∆t)− ξ(t))2 6 0

)
+

+ lim
∆t↓0

E

(
Z(t, ξ(t)) − Γt,t−∆tZ(t−∆t, ξ(t−∆t))

∆t

∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t)− ξ(t−∆t))2 > 0

)
,

l 	 � � �Xp

D−Z(t, ξ(t)) =

= lim
∆t↓0

E

(
Z(t, ξ(t))− Γt,t−∆tZ(t−∆t, ξ(t−∆t))

∆t

∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t) − ξ(t−∆t))2 6 0

)
+

+ lim
∆t↓0

E

(
Γt,t+∆tZ(t+∆t, ξ(t+∆t))− Z(t, ξ(t))

∆t

∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t+∆t)− ξ(t))2 > 0

)
.

l 	 � � ��p
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 � ) ����
�������������* 	 � ) � ������� � ��� ' �+� � ��� � ����� � $ ��' *
@5�!��f���������f���f!g@���Ld@���������������S8H�,9�������� h 8c�!����f������N�P"5�����/�����

{
1
2 (D+D− +D−D+)ξ(t) = α(ξ(t), vξ(t)),

D2ξ(t) =
~

mI,

l 	 � � GXp

m �9�
~ = h

2π

$
h

h c���f����uf�������f�b ������g��7�
m

h " ��f f � l " ��f f � c���g@�uf9p
d���f�����6�b �
F]f ���vf!��f�������f��%� �8� ����
 �L�������	��"5��������g��

g
f����ue���f�����d��jf!g��>c����P��� $

� 3 h � 7�c���g����j����� $ d���� c����8��� g@��������b�e d�f �P������f�e�����c�����m���������d���������f�����f!��

�P������m��Sc�����fYd@��������������� l 	 � � GXp �P"5�����a����8a������� f c��j�PeX�j�Pf*DN�P" �!���ud��	����

��bC" � d�f �P������fP" �_����fxf!���P������m��Qc�����f �������

α(ξ(t), vξ(t)) = α(ξ(t))vξ
$

m �9�
α(m) : TmM → TmM

h ������������b�����c������������ � F]f����jf�����������b�� f�������

���,8a������f:"5��� ��d l 	 � � GXp �-d@����������������"�< �P������� h 5@�����9�����L����� g@��������b�e
f ��d@d���f�e���c���f ����bB� 3 ; G $ 	�� $ �@� $ �,G.7 �

��_��K_���_ � ���PZ�� �%����
�! � � ��������
���� 
�� [3��� �2Y��X[ � 
�!!\ �%�X[������ �

�!!\ ��� � ��Y�� ��
*Z���\	
����ÅY�������
���� � !G� � 
����:� � �����"��Z����(_�a : ���X"_c���

����m���� � �(" b
"5�j��� � ��6�����d���"|��c�c�������� � 	 � ;�� ha�	��g $ d����U��m��(d ��������f f_��ft

c����������������%�a��� c�����f���������f������Lg@�X" c��P� g�f�����m�� ��� g�����������m��a����f f �P��������f

Q���$�.�P��������6�� ��bC" "5����m����,������� ����"
M

�
@ ��f f�"5�������P"_f����ue���f�����d��jf!g����/c�����6��jf f

η(t)
���Lc�����f���������f�����������f f �P��


������f
Q
�7����� �9��"Dc�����6��jf f

ξ(t) = πη(t)
���

M
� �c����� �

Γ
π

t,s

�,���������ud��P"
c������	���P�!������b���c�����������f f ��d@d�������b�e���� g���������� ���*f �P�uf

Qξ(s)
�Lf �P���

Qξ(t)�	�9�����
ξ(·) ��������f!�����!�������Nf!��f�������f����

H π l f�� � � 	 � ;�� hup � ����f
η(t)

" bE������

���P" g@������������������b��Lc�������� ���j�9��b�� �Yf���� �9����" � ���P" dj����" �

D+η(t) = lim
∆t↓0

E

(
Γ
π

t,t+∆tη(t+∆t)− η(t)

∆t

∣∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t+∆t)− ξ(t))2 6 0

)
+

+ lim
∆t↓0

E

(
η(t)− Γ

π

t,t−∆tη(t−∆t)

∆t

∣∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t)− ξ(t−∆t))2 > 0

)
,

l 	 � � �Xp
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D−η(t) = lim
∆t↓0

E

(
η(t)− Γ

π

t,t−∆tη(t−∆t)

∆t

∣∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t)− ξ(t−∆t))2 6 0

)
+

+ lim
∆t↓0

E

(
Γ
π

t,t+∆tη(t+∆t)− η(t)

∆t

∣∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t+∆t)− ξ(t))2 > 0

)
.

l 	 � ; iXp

l �����	�P��m � l 	 � � �Xp � l 	 � � ��p�p � <S��g-�-��b 8a� $
vη(t) = 1

2 (D+ +D−)η(t)
����� b�


��������f f�� ) + � �C) -���+, A  2��� 5 �Gc�����6��jf f � η(t) �
� ����� � ��_ �2_ l,+ p

TπD+η(t) = D+ξ(t);l,+ + p
TπD−η(t) = D−ξ(t);l,+ + + p
Tπvη = vξ

A
;���������� �9�������/�P��"�" b 	 � �Qf �P� ��d����.��� � ���P" dj� l 	 � �%; p $?l 	 � � �@p $?l 	 � � �Xp

� l 	 � ; iXp]�(���8��c���� �9�!�P������f���� g�dFDa���.f!g@������f���� �
����fY�j�$��������fYc�������� ���j�9��b�e/�Nf���� �9����"7��� g���������b�e/c����P���-�	�9�����

η(t)���
Q

" bB��f!c�������� d���"7c������	���P�!������b���c�����������f
Γ
Q

t,s

��� g���������� $ g���f �����!����

��b�e.g

Q
�
η(s)

$ �-��� g�������b $ g���f �����!������b��Sg
Q
�
η(t)

$ �	�9�����
η(·) ��������


f!�����!�������-f!��f�������f����
H Q � :C���	�P��m ��d���� � ���P" dj����" l 	 � � �Xp � l 	 � � ��p $ ����f

��� g�����������m��Lc�����f
Z(t, (m, q))

���
Q
����� �9��"`g@������������������b��*c�������� ���j�9��b��

�Yf���� �9����" � ���P" dj����" �

D
Q
+Z(t, η(t)) =

= lim
∆t↓0

E

(
Γ
Q

t,t+∆tZ(t+∆t, η(t+∆t))− Z(t, η(t))

∆t

∣∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t+∆t)− ξ(t))2 6 0

)
+

+ lim
∆t↓0

E

(
Z(t, η(t))− Γ

Q

t,t−∆tZ(t−∆t, η(t−∆t))

∆t

∣∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t)− ξ(t−∆t))2 > 0

)
;

l 	 � ; hup
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D
Q
−Z(t, η(t)) =

= lim
∆t↓0

E

(
Z(t, η(t)) − Γ

Q

t,t−∆tZ(t−∆t, η(t−∆t))

∆t

∣∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t)− ξ(t−∆t))2 6 0

)
+

+ lim
∆t↓0

E

(
Γ
Q

t,t+∆tZ(t+∆t, η(t+∆t))− Z(t, η(t))

∆t

∣∣∣∣∣

N
ξ
t , (ξ(t+∆t)− ξ(t))2 > 0

)
.

l 	 � ;�� p

8S��c��X"5���P" l f�" � $ ����c����P"5��� $�3 h �@$ hu	67îp $ d����7c������	���P�!������b��xc�����������f
�	�9�����-f ��d@d���������m��/c�����6��jf f ��"5�.�(���C��b��%�-c���� ��f��	�����P���.g���g.c���� �9�!�`c���

���	���P�!������b�eGc�����������f���� �	�9�����7c�����6��jf f���� $ d*���|��b ��������d���b��G������� g�����

������f�����f*9���f f_g�d�f���d�����
¼m����j�9� � ��d��jf!g��P" � l � � � � g�d�f���d�����
¼m ���$��g��P" �9p ��c�

c�����g�f!�P" ��6���fP" �(��b ��������d���b�e�������� g����������(c������������ud��	��������m��Sc�����6��jf f � �
1���g��P"��,���������X" $ ���!����������" b 	 � � f �P� ��d���� $ d����.c������	���P�!������b��Zc�����������f
��������f!�����!�������

H Q f��ue�������f����(����f!c���� �9�!�P������f
H π � V

��������������������b�

" � $ � � � �

Γ
Q

t,s

c������ ���j�����
H π

η(s)

���
H π

η(t)

�
Vη(s)

���
Vη(t)

$ f�������������f���������

��� � 3����������ud��P" d������ �

DH
+

�
DH

−
c�������� ���j�9��b�� $ ����� �9������b�� � ���P" dj����


" � l 	 � ; hup�� l 	 � ;�� p $ f�������������f������������ $ ����f m��������������	�	������b�e g@�X" c����������
��� g���������� l � � � � c��������P" �%9�DN���`�����ud�������fQ�

H π p $ ��d������ �
DV

+

�
DV

−
h

����f ����������g��	������b�e�g@�X" c���������� ��� g���������� l � � � � c��������P" �%9�DN��eN�����ud�������f
�

V
p � 1���g��P"Å�,���������X" $

D
Q
+ = DH

+ +DV
+

�
D

Q
− = DH

− +DV
−
�

aE� g������ 1
2

(
D

Q
+D−+D

Q
−D+

)
η

����� be��������f f!��
 ����+, A ) 1�& ) /xc�����6��jf f � η�/c�����f���������f������c����f f �P��������f
Q

�
��_��K_��K_ � �9Z�� ��
*Z��Å[ �%��
���� �%��� ��� � ��Z���! ��[2Y�� � ��Z�������[3��� [3���

Y5Z ����� �%� ��
����
����Y��9_�bc�8�,�,Da��� ���9�����P��m ���Yf����ue���f�����d��jf!g@���!"5��e�������g��
d@����������������8H�,9�������� h 8c�!����f������ $ f�������������f�����dF9�Da���Z�j��g@����dE8H�,9�����

��� l 	 � � p $ �P"5�����/�����

{
1
2

(
D

Q
+D− +D

Q
−D+

)
η(t) = e(η(t)) • Φ̃η(t)( · , vη(t)),

D2ξ(t) =
~

mI,

l 	 � ;,; p

m �9�
ξ(t) = πη(t)

� i bG����������c�����������d���" l 	 � ;,; p g���g/d@���������������*�����<�(������f
g�����������������d���f�����6�bD�/g�����f f!��d��jf!g@�X" g��	���*����������d����X"�c����P� �
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1K� g�dFD ��f f!g@������f��%�

vη
� c�����������d���f���� l 	 � ;,; p�����f!g����$��be��������f fS�Lf!d�"*


" d����S����������g��	���������(��m��������������	�	����������g@�X" c�����������7
vη = vHη + vVη

$ m �9�
vHη ∈ H π � vVη ∈ V

� 0L�J����m�� $ d����
Φ̃η(t)(·, ·)

������������� c��C�,�����P".����m d�"5����

�	��" $ f �P� ��d���� $ d����

Φ̃η(t)( · , vη) = Φ̃η(t)( · , vHη ) + Φ̃η(t)( · , vVη )
$ �Y��������m�� $

d���� : �	� � ���P" �8m��������������	�	������� l f�" � �P��"�" d�	 � hup h d����
Φ̃η(t)( · , vVη ) = 0

�
bc� : ���X" d(c�����������d@���������������Nf!��f�����" b l 	 � ;,; p : g��������	�P����������f �P� ��dF9�Da���
f!��f�����"5��7

1

2

(
DH

+D− +DH
−D+

)
η(t) = e(η(t)) • Φ̃η(t)

(
· , vHη (t)

)
,

l 	 � ; �@p

1

2

(
DV

+D− +DV
−D+

)
η(t) = 0.

l 	 � ; 	�p
bc��f!g@������g�d

Φ
h

2

 � ���P" � $ ���

e(η(t)) • Φ̃η(t)

(
vHη (t), vHη (t)

)
= 0

$
� � � �

e(η(t)) • Φ̃η(t)

(
· , vHη (t)

) ��������m������	�������
vHη (t)

��������f!�����!�������
gQ

�
����f.c�����f�������bD���!�P�.�(������f��,���������ud��P"

e(η(t)) • Φ̃η(t)( · , vHη (t))
f!�P"*


�����P�X"
α(t,η(t))v

H
η

$ m �9�
α(t,(m′,q′))(·)

h ������������b�� ��c������������ �
H π

(m′,q′)l
(1, 1)


¼�����������9p c��.c���f������������*9 � a ��� �9��"�m��������������	�	���������
(1, 2)


¼������������

�����`c����P� ∇Hα(·, ·) = KHTα(·) ���

Q
� aE� g������������`c����P�

tr∇Hα(α·, ·)�	��g<�(�cm��������������	�	������� c��/c���f������������*9 �
bc��� ��c����P�.�Y�P" $ d����-�

H τ $ � H π f����ue���f�����d��jf!g��.c����P��b l f�" � 3 h � 7îp �
a b ��������" ����d�g�d

(m, q) ∈ Q
� �

TmM
�j� � ��g�f!����d���" �P��������6�


��������m������	������b��:��� c���� $ f���f����uf*DN���-���L��� g����������
X0, X1, X2, X3

$ m �9�
X0������"5������c��j�9�,����b�� $ �^��f��	�	������b������ g�������b c�����f���������f�������������c��j�9�,����b �

a ��� �9��"6�
TmM

� ��g������9����dÄ"5��������g�d $ ����"5�������_������g
X2

0

fU" ����d�f �����
c���9 f � 1K��m ���

TmM
f��	������������f f�� ��g������9����bC" c�����f���������f������X" �

	 � � ��g�f!����d���"
T > 0

� 8S� ��������eX�����X"`c�����f���������f������
C0([0, T ], TmM )����� �9��"

σ

 �	�Pm�������d

P
$ c������.� �9������dF9^6����������9����d��jf!g��P" ��"5���.�(�jf�������" � $

�Nf���"5����f������C���]c��j���	�Pm������
Pt

$ c������.� �9����������6����������9����d��jf!g��P" �("5���.�(��

f�������" �-f���f�������������fP" �!���

[0, t]
� bc��f!g@������g�d

TmM
��� c����*���P"5�����Nf�����d�g�


��d@��d�� ��g������9�����/c�����f���������f������ $ ���U"5�.�����:��c���� �9�!�����%�U"5����dQa ���������
ν���

(C0([0, T ], TmM ),P)
� $ �	��g��P"o�,���������X" $ ����f f�"5���������%�|f��	������������


��b�� ��������������f!g���� c�����6��jf f
Wm(t)

�
TmM

h g@������������������b�� c�����6��jf f
���

(C0([0, T ], TmM ),P , ν)
� i b=c���� ��c�������m!����"x��f�� Pt

c����P��bC" � $ � � � �
f��j�9�����/�%DN�P" ����f��8"5���.�(�jf������(��dj�P� ������"5����b

ν
�

1���g g���g f!��f�������f��%�
H τ f����ue���f�����d��jf!g�� c����P��� $ ����� ��������g���0c���

WM (t)
c�����6��jf f �

Wm(t)
��������f!�����!�������

H τ ���
M

��c���� �9�!�P����� g@����

��� g������ � bc��f!g@������g�d

H π �	��g<�(� f����ue���f�����d��jf!g��Dc����P��� $ m��������������	�	����
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��b��_c��j�$IK��"Gc�����6��jf f �

WQ(t)
���

Q
��������f!�����!�������

H π $ ���ud������%9�DN����

f f|�

(m, q)
$ �	��g<�(�=��c���� �9�!�P���|g@������� g������ � �E���P���Zc��j�9���,����� c���f���������


�����-c�����6��jf f����
WM (t)

�
WQ(t)

��c���f �����Q� 3 h � 7 � a �9�����
WQ ����f f�"5����


���P" : �P��"5������b
αi
j(t, x)

" ��������6�b
αt,x(·)

�Zg@����������������b
V k(t, x)

��� g�����

���

tr∇Hαt,x(αt,x·, ·)
��������f!�����!�������!����� ��f���� $ c�����d@d�������b�e�g���g�m�������������


�	�	������b��(c��j�$IK��" c������	���P�!��������m�� c�����������f �(��� c������
X0, . . . , X3

�
3���"5�����P" $ d����Nd�f �P������� l 	 � h6GXp5��� �P"5�����N�S���������X"�f ��d@d������jf����jf���������


����m�� � ��� ��d��jf!g��G��f�" b f �P��������m��Y�����	�P��m!� � a�"5�jf���������m��:" bB�9�!������"xf �P��

��dF9�Da���

� ��Y�� �9Z�� ��_ � _ 	�8:"%���>+-��0-"1!#"��2��� � �)!����)34��"1! � � x(t) ��!#"%$&�'


 � WQ

84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" C > 0 ν �
�#A*�#A6+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 �&�*!���+6�)�4

�
+6"

T∫

0

(
αi
j(t, x(t))

2 + V k(t, x(t))2
)
dt < C

84� 5 +�
1� � � �-8:�)3�
1"%+ i, j, k AK �+������� � ��_ �2_K�	��

�
� "-0-� 
�+ 5 �1�&"�

� � H τ � H π 

��" �6��

� � ���'
�3 � �&"%� ���� � +-�,�&"%���&�)�&" ��
��&"%+ � � 5.1. I�"%J*8#� 84� 5 ��H 0-"%J�" +6�)34��"1!�� β0 ∈ H π
(m,q)

� ��H 0-"%J�"�.D"�.D�)�4�
� +%!#� .D�)� � t0 > 0

*��FG�'

�
+��K�'�/��!#"%$&�'




η(t)
+
Q
�
��3K"%� 7

�6��"

• "%�L3K"1!�!#�)34�
�&" "%��!#�98:�)�&�)� ��� [0, T ];
• η(0) = (m, q) � D+η(0) = β0;
• 84� 5 t ∈ (t0, T )

��!#"%$&�'


��
η(t) � ξ(t) = πη(t)

�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 H?� ��!���+ ��&�)� � H l 	 � ;,; p
;

• +'8:"%��� η(t) �'�
! 5 8 e(η(t)) � .D�
�'�?�&"�

��" 5 ���&"-� �1�������)� � ��A
� B2.�/��2B20*-*/ ��' ��'�0L� � ��� ��d��jf!g���e�f����,�����2�(�������_��� g������

β0
f �P� ��dX


���N��b ���������%�Ng���g:m��������������	�	������b��Yc��j�$IK��"�������"5������c��j�9�,������m��S��� g��������
�
TmM

$ ����c��������P��������m�� �C��d ��dFDa��� �
C

;�32S2B���B<1K/@,�APWP1K4<3 1K/P32O�/�.�� ��' �2'P����fZc�����f�������b=����� �Nc����������
�,�,Da����f�����" bDc�������m!����"

~

m = 1
�

bc��f!g@������g�d
Tπ : H π

(m,q) → TmM
h ������������b��|�����X"5��� � ����" $ ���

"5�.�����7c����������jf����|�^� ��g������9����dÅ"5��������g�d $ �E��������������f!g����Gc�����6��jf f.���
TmM

�
H π

(m,q)

� 3����������ud��P"Dc���f �P� �9����� ��������������f!g���� c�����6��jf f-f!�P" ����

�P�X"

W (t)
� �?���_g@������������������b�� c�����6��jf f:���`�������uf�������f������X"4c�����f���������


f������ (
C0
(
[0, T ],H π

(m,q)

)
,P , ν

) �
� �	�P���c" b���d �9��" ��f!c����������������%� � d@��g�6��*9

t0(t)
$ ����� �9������dF9 � ���P" dX


�P��� l 	 � h��Xp $ �����Sc�������� ���j�9��dF9 �



Ú Æ ÿ Æ ��' � � � � � � 	 $ ' ��� � ����) � ����� '�� � ����� h�h��
1K� c����*������f f�"5�������P"6�

H π
(m,q)

f �P� ��dF9�Da���(f����ue���f�����d��jf!g@���/��� �8� ��

������6����	���������Ld@��������������� � � ���P"5�S0c���P7

β(t) = β0 +
1

2

t∫

0

Γ
Q

0,s
��� ∇Hα(s,WQ(s))(α·, ·) ds+

+

t∫

0

Γ
Q

0,s α(s,WQ(s)) dW (s)−

− 1

2

t∫

0

t0(s)β(s) ds−
1

2

t∫

0

t′0(s)W (s) ds.

l 	 � ; �Xp

3���"5�����P" $ d��������jf�"5�����Xf����:��� $ d����(������d@��������������f l 	 � ; �Xpec�����g�����

d��jf!g�� f�����c��$�������.f l 	 � � iXp $ � : ����e�d@��������������f�eZ�j�$�9����f�������������b ��������b��
f!��f�������f����Z����������b��(��c�������������b6c������	���P�!��������m��-c�����������f � � 1K��"Á����"5��

����������f f!d�� �9������f $ ��f!c�������������������b��Y�Q�9��g����j�����!����f������:����������" b 	 � ;�$ �
��f����������X" f��ue�������f*9���f f �
0L��d�f �P������f&	 � h�f �P� ��d���� $ d���� l 	 � ; �Xp g@������� g���������c���� �9�!�P����� � 0L�S����


����������f����Zd@��������������f l 	 � ; �Xpef �P� ��d���� $ d����U�����-�P"5�����.f!�����������N�Zf!���������
� ������f��������������U����8a�������

β(t)
� bc��f �P���j��"5����b "5����b�a �������������="5����d f

c��P��������f��%�,9

θ(T ) = exp


−1

2

T∫

0

β(s)2 ds+

T∫

0

(β(s) · dW (s))


 l 	 � ; ��p

��������f!�����!�������
ν

l m �9�
β2 � (β(s) ·dW (s))

�������9����b ��������f!�����!�������8� ��g�����

�9�����/f!g��	��f�������m��/c�������� ��� �9������f.�

H π
(m,q)

�����Sd�f �P������fG	 � h�f �P� ��d���� $ d����
c��P��������f��%� l 	 � ; ��p]�j�$�������Ng@������� g������@p c�����d@d�����" d@���������������

β(t) = β0 +
1

2

t∫

0

Γ
Q

0,s
��� ∇Hα(s,η(t))(α·, ·) ds+

+

t∫

0

Γ
Q

0,sα(s,η(s)) β(s) ds+

t∫

0

Γ
Q

0,s α(s,η(s)) dw(s)−

−1

2

t∫

0

t0(s)β(s) ds −
1

2

t∫

0

t′0(s) ζ(s) ds.

l 	 � ; GXp
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bc� c���f������������*9

η(0) = (m, q)
�

D+η(t) = β0
� @ ��������f������ l 	 � ; 	�p

��bec����P������������f
η(t)

�
ξ(t) = πη(t)

�	��g<�(�Zc�� c���f������������*9 � 1K� $ d����
c����

t ∈ (t0, T )
c�����6��jf f!b

η(t)
�
ξ(t)

d �9�����P���������Xf*9�� l 	 � ; �@pQ� d����
D2ξ(t) = I

$ ��b���� g��%9��Q��� � ���P" dj� c�������� ���j�9��b�eZ�Zf���� �9����" $ ��be��� �9����

��b�e(� 3 h �@$ m � � h ��$ h6G27 l f�" � �	��g<�(� 3 � ;�$ m � � � $ hu	.7 � p

1K��� � ��g�� $ d����(�j���Xf��
e

f�����f�����f f`c���f����uf�����bC"G�	�9����������8a������f $ �9��

g���� be��������f f��!����d�����f������	��g �(� $ g���g(�N�9��g����j�����!����f������£����������" b´	 � ;��

B
�S��f�����b���f ��d@d�����m���d�c�c�b

G
$ �����������

U(1)
$
SU(2)

�����
SU(3)

$ �
F

$
f�����f*9�DN�P" f fQg@�X" c��P� g�f���bC"x������������bC"Gc�����f���������f������X"Ef�������������f�����dF9C

Da���(������"5��������f���� $ c���� ��f��	������f*9��£��f��,��b��������������jf � 3����a��c���f!be���%9�� g���

���*����������d���b��.c�����f $ ��� d@d�����" b��Q� f���������"5��������� � ��� ��g@� � @ ��f f�"5�������P"
f ��d@d����

G = U(1)
�

F = C1 f h(X,Y ) = XY
l d������	�&�������ud������(g@�X"*


c��P� g�f������Sf���c��Xf<�(�������up �
:e�Pm�������� �S�

u(1)
h : ���(����Da�jf�������������fQc��XfP" ��f $ f �P� �9���������!�������-�j��


�Xf�� c���� �����%D ������f fv�=����Da�jf�������������
 �����ud���dF9 � d@��g�6��*9 $ �
θ
�

Φ
h

�8�,��b�d���b�� ��� �8� ��������6����	������b�� � ���P" bGf��������ud�������fP" �Y�
R

� 0L� f�����d�g�

��d@����b�e�d@��������������� l 	 � hup������E����m�� $ d����

U(1)
h g@�X"�" d@�	������������f�m���d�c�c�� $

��be���j���P" $ d����
Φ = Dθ = dθ

� �?���G�������ud������ $ d���� $ ����
 c�������b�e $
Φ

f�����f�

����f f�c��j�$IK��"5�X"Á��� g@����������� � 
 � ���P" b

Ψ
f

M
���

E
$ � $ ����
 ��������b�e $ d����

d@��������������f l 	 � hup c���� �����%D �%9���f fx�«�,��b�d���b��.d@��������������f i ��g�f!���!�����Z�m����X"5��������d��jf!g�������������������������� � ���P"5� l f�" � $ ����c����P"5��� $ 3 h � 7îp � F]f ��� l g���g
�,��b�d����@p]c���� ��c����P�.�Y�P" $ d����Y�j��" g���d@�	��f � ���P" �

Ψ
����d���� $ � � � �

Ψ = dA
$

m �9�
A

h h�
 � ���P" �8���
M

$ ����m ���-h�
 � ���P" d
A

"5�.����� f�d����	���%�(��
 c���������6���

�	�P�X" $ �

Ψ
h : �P� g������X" ��m���������bC" c����P��" � 8S��c��X"5���P" $ d����(���Nc�����f���������


f������ i ����g@����f!g@��m�� ��f��L�j��" g���d@��b�� � ���P" b�����d���b �
1���g�g���g������ud�������� �j���Xf����

e
�	�9�����a����8a������f $ c���f���������������m��N�(����������


"5��	 � ;�$ c���f����uf������ $ ���.�P��m g@�(�����9���%� $ d����
e • Φ̃ c���� �����%D ������f fZ�.c��j�$I�


��"|��� g��������
eΨ

f
M

���
Q

� 1���g��P"��,���������X" $ d@��������������� l 	 � ;,; p f!���j������

f f`gZd@�������������*9>8H�,9�������� h 8c�!����f����������

M
$ g@�����������Nf�������������f�����d����

g�����f f!��d��jf!g@�X" d`d@�������������*9 �8��������6��Y�����<�(������f��j���Xf<�(����������d���f�����6�b
� : �P� g������X" ��m����������X"=c����P� � 3���"5�����P" $ d����_� 3 ; G $ 	�� $ �@� $ �,G.7ed�f��	��������

�P����b=f����������,8a������f&"5��� ��d : ���P"Ed@����������������"G8H�,9�������� h 8c�!����f������/�
d@����������������" < �P������� h 5@�����9����� �
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C?���ud��	���Ä��c��*8a��" ��f���������dF9 ���9��9 �,�Å��c���f �������|��f�� g@���Ám ���9���j����

����" ��g��Á���Äf�� beg@�`c�������� ���j�9��b�eG� f���� �9����" ��� � �����X"5�������P��m ��d��jf!g@�X"
d@���������Sf�������m���f���� �
0 �9��fNf���f�������� � f �P� ��dF9�Da��" � bLd�f��%� �Y����g@��f����S�����<�Yd@��f f�c�� c��P��f!g@��


" d
n

#"5�������X" d8������d

T n� �*@ ��f f�"5�������P"Z��� g������������ c�����f���������f������
Vect(s)��f���e(f��,�����P� ��f!g���e

Hs 
 ��� g���������b�e-c����P��� l
s > n

2 + 1
p?���

T n �
bLd�f��%� ���

n

#"5�������X"�c��P��f!g@�X" �������

T n �j�$�����6f ��d@d�������b��6c�������g
ξ(t,m)

fU���ud��	������bC" � ��������bC" �
ξ(0,m) = m ∈ T n � bc��� ��c����P�.�Y�P" $

d���� : �����,�,Da��������8a������� f����ue���f�����d��jf!g@��m�� ��� �8� ��������6����	��������m��Ld@����������

����f.�������

ξ(t,m) = m+

t∫

0

a(s, ξ(s,m)) ds+ σw(t).
l � � hup

bLd�f��%�
D∗ξ(t,m) = v(t, ξ(t,m))

$ m �9�
v(t,m)

h
C1 
¼m ���$��g@���xc�� t

�
C2 
¼m ���$��g@��� c�� m ∈ T n ��� g������������Lc����P�8���

T n � bLd�f��%�
σ > 0

h ����Da��

f�������������f(g@����f��	�����	� �(c�d�f��%�

ξ(t,m)
d �9�����P���������Xf���� f����������,8a�����*9

D∗D∗ξ(t,m) = F (t,m),
l � � � p
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h ��� &(' � � � Ø Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� � � *:������*� �� � � � ����� ��	 �����
m �9�

F (t,m)
h ��� g������������ec����P�C���

T n � bc�������P" ��f/���������P" ������� � ���P" dX

��d l h � h ; p $ c�����d@d�����" $ d����

D∗D∗ξ(t,m) =

(
∂

∂t
v + (v,∇)v − σ2

2
∇2v

)
=

∂

∂t
v + (v,∇)v − σ2

2
∇2v.

1���g��P"^�,���������X" $*l � � � p��������ud������ $ d����
v(t,m)

d �9�����P���������Xf����-f����������,8a��

���*9

∂

∂t
v + (v,∇)v − σ2

2
∇2v = F (t,m),

l � � ; p
g@������������f�����f�����f f � A*#%?21 ) 1�& ) /�� � A � ) A4� #(f(��f�� g@��f��%�,9 σ2

2

�G������8a�����
f!���P���

F (t,m)
� i bV����������c�����������d���" l � � � p�g���g4f����ue���f�����d��jf!g����4������


�P��m ����������m��S�j��g@�����S8H�,9��������8���8m���d�c�c�� f��,�����P� ��f!g���e���� �8� ���X"5��� � ����

"5���

Ds(T n)
�

C ��d@d����|��f�� g���e^���jf �Y�P" ����" b�e=�Y����g@��f���������������d������9��c����P�������!����

��b�eLg@����f�����d�g�6���� � a ��� �9��"

L2 
 f!g��	��f�������� c�������� ��� �9�������J���
Vect(s)

� ����

" dj�P���

(X,Y ) =

∫

T n

〈X(m), Y (m)〉µ(dm),
l � � �@p

m �9� 〈·, ·〉 h c��P��f!g���f����P" ����������"5��������g������
T n $ �

µ
h f�������������f�����dF9�D ��f

� ���P" �(�,�,IK��" � �
3����������ud��P"Äd������ �

β
c��j��c�����f���������f������/�

Vect(s)
$ f���f����uf*Da���L���S��f���e

��� � ����������m���������b�e ��� g���������b�e c����P��� � 	 ������" ����f f�"5�������P" ��������m������	����

��dF9 c������ g�6��*9 ��������f!�����!������� l � � �@p

P : Vect(s) → β
� 0L�������!�P�.�(������f

� �j���/�7f �P� ��d���� $ d����Äf��9���
P

h : ��� c��j��c�����f���������f������ $ f���f����uf*Da���Q���
��f���e�m����$������������� � 1���g��P"Å�,���������X" $ ����f���9�����m��

Y ∈ Vect(s)
" bD�P"5����"

P (Y ) = Y − gradp,
l � � 	�p

m �9�
p

h : ������� g@����������f
Hs+1 
 � d@��g�6���fU���

T n $ � ������f�������������f.f£����d�����

f��%�,9D�9�Y�$�����������������(g@����f��	������b|����f.�j�$����������m��

Y
�

bLd�f��%� ���Ec��P��f!g@�X"
n

#"5�������X"o�������

T n �j�$�����6f ��d@d�������b��6c�������g
ξ(t,m)

f����ud��	������bC" �(��������bC" �
ξ(0,m) = m ∈ T n � bLd�f��%�

ξ(t,m)
f���


��f�����f fG�,�,DN�P"Å����8a��������"xf����ue���f�����d��jf!g@��m��N��� �8� ��������6����	��������m�� d@������

��������f
����c�� l � � hup`�2c�d�f��%�

D∗ξ(t,m) = u(t, ξ(t,m))
$ m �9�

u(t,m)
h

C1 
¼m ���$��g@���/c�� t � C2 
¼m ���$��g@���Yc�� m ∈ T n ��� � ����������m������������Y��� g�������
������c����P�����
T n $ �

σ > 0
h ����Da�jf�������������fQg@����f��	�����	� � bc��� ��c����P�.�Y�P" $

d����
ξ(t,m)

d �9�����P���������Xf����/f����������,8a�����*9
PD∗D∗ξ(t,m) = F (t,m),

l � � �Xp



Ø Æ Õ Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� h �%;
m �9�

F (t,m)
h ��� � ����������m������������S��� g������������Sc����P�����

T n � bc�������P" ��f.���
�����P" ������� � ���P" dj��b l h � h ; p]� l � � 	�p $ c�����d@d�����"

PD∗D∗ξ(t,m) = P

(
∂

∂t
u+ (u,∇)u− σ2

2
∇2u

)
=

=
∂

∂t
u+ (u,∇)u− σ2

2
∇2u− gradp.

1���g��P" �,���������X" $�l � � �Xpa�������ud������ $ d����
u(t,m)

h ��� � ����������m���������������� g�

�����������Lc����P� $ d �9�����P���������Xf*9�Da���Lf����������,8a�����*9

∂

∂t
u+ (u,∇)u− σ2

2
∇2u− gradp = F (t,m),

l � � ��p
g@�����������=f�����f�����f f � A*#%?21 ) 1�& ) /��!#%?�5 ) � 4 �! .+�� #7f���f�� g@��f��%�,9 σ2

2

�
������8a�����.f!���P���

F (t,m)
�

i bB����������c�����������d���" l � � �Xp]g���g(f����ue���f�����d��jf!g����(�����	�P��m ����������m��N�j��

g@������8H�,9��������=���«m���d�c�c��`f��,�����P� ��f!g���e���� �8� ���X"5��� � ����"5���

Ds(T n)
$

c��j�9d�����������b��G"5��e�������d��jf!g@���(f!��f�� � �
a ���%������� 3 � � 7 l f�" � �	��g<�(� 3 � ; 7îp?������f�������� : ���������9� � ��b*�P�Nc�����d@d������

��c���f ������� � ��f f �P� �9��������b7d@��������������f(� 9���m�����f � $ @5�����������	��f � �/8S���,��� h
C?����g�f � � 	 �9�jf�� $ f �P� ��d�f 3 	 ; 7 $ ��c��*8a��" �,���,�,Da������� : �����Zg@����f�����d�g�6����&���
f ��d@d���������������������c���b�e �Y����g@��f������ $ d`g@��������b�e`� : ���P���������X"^��c���f �������
l � � � � �.d@��������������f�e=����c��G� 9���m�����f � $ @5�����������	��f �(� 8S���,��� h C?����g�f �Xp
��c������������ ����c�����f �/�j��"5������� �����P���8�,�,DN�P"7��� �8� ��������6����	������bC" ��c�������

�������X">����������m��7c����Xf���g�� $ �j������f f*DN�P" ���7������"5����� � �S��f�����bC"vf ��d@d�����"
f�����f�����f fNf ��d@d����Nd@���������������a� 9���m�����f � � 8S���,��� h C?����g�f � f]��f�� g@��f��%�,9 $
�j������f f*Da�������/������"5����� �

C?������m!��f����j�	�����j��6���f(���9��� $ ��c���f ������b�e�� : ���X" c�������m���� � � $ c���� ��c���

����m!�����Y��f!c��������������������cm����X"5���������&m���d�c�c(��� �8� ���X"5��� � ����"5��� $ g@�����������
c���f!��f*Da���.f �P� ��dF9�DN���(c�������m���� �!�

�K_���_�[ ��� ����! ��Z���� �+��� ������Z���� � �
a : ���X"�c�������m���� � ����c��*8a��" ��� g@��������b���f!������f������Àm���d�c�c4f��,�����P� ��


f!g���eS��� �8� ���X"5��� � ����"5���C��� c��P��f!g@�X"
n

#"5�������X"G������� l f�" � c��j�9���,������f����

� 3 ; �.7îp �
bLd�f��%�

T n h c��P��f!g����
n

#"5������b��=�����Z�

Ds(T n)
h ��m���m���d�c�c��(f���


�����P� ��f!g���e/��� �8� ���X"5��� � ����"5��� g�����f f �
Hs l s > n

2 + 1
p � 8S��c��X"5���P" $ d����

����f
s > n

2 + 1
�����,�����2�(������f����

Hs �P"5��9���m ���$��g@��f��%�
C1 �



h � � &(' � � � Ø Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� � � *:������*� �� � � � ����� ��	 �����
Ds(T n)

f�����f�����f f�f�����f�����f f�m �����,������������bC"«"5����m����,������� ����"_�:m���d�c�

c����:��������f!�����!�������Nf!d�c�����c���� ��6����-fC� ��������6����

e =
+ � � <S��f �����!���������ec�����


f���������f������
TeD

s(T n)
h : ���.c�����f���������f������(��f���e

Hs 
 ��� g���������b�eZc����P���
���

T n � 3����������ud��P"«d������ �
β
c��j��c�����f���������f������ �

TeD
s(T n)

$ f���f����uf*Da���
��� ��� � ����������m���������b�e

Hs 
 ��� g���������b�e�c����P���U���
T n �

<S��f �����!���������!����f f �P���������
TDs(T n)

h : ���="5���.�(�jf������
Hs 
¼�����,������


�(�������(���
T n � TT n �	��g@��� $ d����/c������ g�6��������

T n ���%9��(�����,�����2�(������f
���

Ds(T n)
�

aB��9����X"
TfDs(T n)

"5�.��������c���� �9�!�����%�
L2 
 f!g��	��f���������c�������� ��� �9��
�����Sc�� � ���P" dj�P�

(X,Y ) =

∫

T n

〈X(m), Y (m)〉f(m) µ(dm).
l � � GXp

C?��"5����f������ : ����e_f!g��	��f�����b�eQc�������� ��� �9���������,������� d����:�	��g������ be������" dF9
f ���%��dF9Ä���P" ��������dc"5��������g�dc���

Ds(T n)
� a�d���f�������f���� $ �

TeD
s(T n)

l � � GXp
c��������P" �����/�����

(X,Y )e =

∫

T n

〈X(m), Y (m)〉m µ(dm).
l � � �Xp

bc������b��>f ������m
Rf : Ds(Tn) → Ds(Tn)

$ m �9�
Rf (Θ) = Θ ◦ f $

Θ, f ∈ Ds(Tn)
h
C∞ 
¼m ���$��g@���(�����,�����2�(������� � <S��f �����!���������a�����,�����2�(��


�����Sg.c��������X" d-f ������m d-�P"5�����/�����
TRf (X) = X ◦ f, X ∈ TD

s(Tn).

C �9��d@m����=f�����������b $ �P� ��b��>f ������m
Lf : Ds(Tn) → Ds(Tn)

$ m �9�
Lf (Θ) = f ◦ Θ

$
Θ, f ∈ Ds(Tn)

$ ��������g@�Á��� c�������be����� � 	 � � ��g�f!����dX

��"v��� g������

x ∈ R
n �Á�,���������ud��P" d������ �

lx : Tn → Tn �����,�����2�(�������
lx(m) = m+ x

c��:"5�j��dj��9 � ��g����������j��6����(c���6��!�P��d���f �P��������������8a����g��
c�����f���������f������

Rn � 3���"5�����P" $ d����/�P� ��b��.f ������m
Llx C

∞ 
¼m ���$�9��g �
8S��c��X"5���P" $ d����

TT n = T n × Rn � a ��� �9��"Å��c�������������b
B : TT

n → R
n

h c������ g�6����U���/�����������(f��X"5���.�Y�����!���/�
T n × Rn $ �

A(m) : Rn → T
n
m ,

h �,����������b���g
B
������������b��N�����X"5��� � ����"

R
n ��� g���f �����!��������� c�����f���������


f������/g
T n � m ∈ T n �



Ø Æ Õ Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� h � 	
a ��� �9��"À�,���������ud���������7

Qg(m) = A(g(m)) ◦B,
m �9�

g ∈ Ds(T n)
$
m ∈ T n � ����f�g��2� �9��m��

Y ∈ TfDs(T n)
c�����d@d�����" $

d����
QgY = A(g(m)) ◦B(Y (m)) ∈ TgD

s(T n)
c����.��f���e

f ∈ Ds(T n)
�

� ����� � �K_ � _ � .D�)H?�?.D�'

��">
��&�98���H	F � � 
1"-"��
�&" �G�)� �65 	

TRg−1(QgX) = Qe(TRg−1X),

TRg(Qg−1X) = Qe(TRgX).

� ����� � �K_���_
Qg 5

+-� 5 �'�2
 5 ���
!������&�)���-���/. �&�*!#�)�&"�
1"�. + Ds(T n)
"��
��&"�
 � ���)���-�&"G
�+ 5 �1�&"�

� ��� �)+ � ��� � + � �
�?.D�'�)! � 3 � (6.8) A�a��g����j�����!����f������L�P��"�"G� � h �Q� � � "5�.�����!��������� $ ����c����P"5��� $ � 3 � ; 7 �

1���g��P" �,���������X" $ ����f«m ���$��g@��m��(��� g�����������m��(c�����f
Y (t)

�	�9�����Um ���$�P

g@���(g����������

g(t)
�

Ds(T n)
g@��������������������f�c�������� ���j�9����f���"5�X"5�����/������


"5�����
t∗

��c���� �9�!��f�����f f(g���g

D

dt
Y (t)

∣∣∣∣
t=t∗

=
d

dt

(
Qg(t∗)Y (t)

) ∣∣∣∣
t=t∗

.

8S��c��X"5���P" $ d���� l f�" � 3 � ; 7îp�m����j�9� � ��d��jf!g���f h : ���=m ���$��g���f7g���������f
g(t)�

Ds(T n)
�	��g���f $ d����

D

dt
ġ(t) = 0.

l � � hjiXp
����fa�	��g@���Ng����������

g(t)
c���f��������P"`��� g������

v(t) ∈ TeD
s(T n)

c�� � ���P" dj�P�
v(t) = ġ(t) ◦ g−1(t)

�
� ����� � �K_��K_ �,
�� � g(t) � J��
"�8:� � � ���'
�3�� 5 7 3�! � +�� 5 Rfg(t) �

�
��36<>�
J��
"�8:� � � ���'
�3�� 5 A
� ����� � �K_ �2_D�	��

�
�

g(t) � J��
"�8:� � � ���'
�3�� 5 � x ∈ Rn � �&�)3K"���"1!&�,�+6�)34��"1! 7 ��"%J*8#� lxg(t) �
J��
"�8:� � � ���'
�3�� 5 A@ ��f f�"5�������P"���c������������

A : Ds(T n) × R
n → TDs(T n pc�	��g@��� $ d����

Ae

f�����c��$�������Sf ����� �9������bC"Z��b 8a�
A

$ � ����f-g��2� �9��m��
g ∈ Ds(T n)

�����,��

���2�(�������

Ag : Rn → TgD
s(T n)

c�����d@d�������f f ���
Ae

c�������bC"4f ������m��X" $
� � � � ����f

X ∈ Rn

Ag(X) = TRg ◦Ae(X) = (A ◦ g)(X).



h � � &(' � � � Ø Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� � � *:������*� �� � � � ����� ��	 �����
<S�2� �9��� c�������������������������������� ��� g������������ c����P�

A(X)
f�����f�����f f

C∞ 
¼m ���$�P

g��P"Å���

Ds(T n)
����f.g��2� �9��m��

X ∈ Rn �
����f���9������«����d�g��

m ∈ Tn �,���������ud��P"�d������ �
expm : TmT

n → Tn�����,�����2�(������� $ g@�����������/c������ ���j�����(��� g������
X ∈ TmT

n �G����d�g�d
m + Xc��U"5�j��dj��9 � ��g����������j��6����Qc���6��!�P��d���f �P���������&����8a����g@�a���

Tn � C?��"5����

f��������	��g���eG�����,�����2�(�������Qc������.� �������:�����,�����2�(�������

exp : TeD
s(Tn) →

Ds(Tn)
$ g@�����������Lc������ ���j����� ��� g������

X ∈ TeD
s(Tn)

�
e+X ∈ Ds(Tn)

$
m �9�

e+X
h ��� �8� ���X"5��� � ����"

Tn ������� (e+X)(m) = m+X(m)
�

@ ��f f�"5�������P"Gf!d�c�����c���� ��6��*9
exp ◦ Ae : Rn → Ds(T n)

� bc�Yc���f���������

���*9D����f.c�������� ������������m��

X ∈ Rn c�����d@d�����" $ d����

exp ◦Ae(X)(m) = m+X,

� � � � �����!�(��f ��" b��(��� g������
X
�9�,��������f�����f f�g.g��2� �9���U����d�g@�

m
�

��� �
w(t)

h ��������������f!g����xc�����6��jf fQ�
Rn $ �j�$��������b�� ���«��� g@���������X"

�������uf�������f������X"(c�����f���������f������
(Ω,F ,P)

� bc��f��������P".f ��d@d�������b���c�����6��jf f

W (t) = exp ◦Ae

( t∫

0

B(s) dw(s)

) l � � h�hup

�
Ds(T n)

$ m �9�
B(t)

h l ���jf ��d@d�������b��9p ������������b��Á��c������������ $ �j������f f�

DN���&���-������"5����� � bc�-c���f������������*96����f

ω ∈ Ω
f�������������f�����dF9�D ��f.��b ����


����d�����f�������� g���������f
Wω(t)

h : ���-��� �8� ���X"5��� � ����"G�������
Wω(t)(m) =

m +
∫ t

0
B(s) dw(s)ω

� 3���"5�����P" $ d����.����f��j�$����������m��
ω ∈ Ω

�7�j�$����������

m��

t ∈ R
c�����d@d�����" $ d���� ∫ t

0
B(s) dw(s)ω

h c���f����uf�����b�� ��� g������ �
Rn �

�?��� �������ud������ $ d���� ����fB�j�$����������m��
ω
�
t
�9����f��������

Wω(t)
f�����c��$�������

f
l∫ t

0
B(s) dw(s)ω

�
bLd�f��%�

Ds
µ(T

n)
h m���d�c�c���f��,�����P� ��f!g���e�f��ue�������f*9�DN��e �,�,IK��"

Hs 
 ��� �8� ���X"5��� � ����"5���(���
T n l

s > n
2 + 1

p $ c��j�9m���d�c�c�� ��m �����,�������������
c��j�<"5����m����,������� ���Y�

Ds(T n)
l f�" � 3 ; � $ � ; 7îp � 1���g �(��g���g�����f

Ds(T n)"5�.�����-�����jf����.c�������b��`f ������mS�Q�P� ��b��Qf ������m � bc������b�� h
C∞ 
¼m ���$��g���� $

� ����������� h ��� c�������be����� �
<S��f �����!���������Gc�����f���������f������>g

Ds
µ(T

n)
� � ��������6��

e =
+ � �,����


�����ud�������f f d������ �
TeD

s
µ(T

n)
� �?���6c�����f���������f������4��f���e���� � ����������m�������


��b�e
Hs 
 ��� g���������b�e c����P��� ���

T n � <S��f �����!��������� c�����f���������f������ �
η ∈ Ds

µ(T
n)
f���f��������G��� f!d�c�����c���� ��6����

X ◦ η $ m �9�
X ∈ TeD

s
µ(T

n)
�

3���"5�����P" $ d����=g���f �����!��������� �����,�����2�(�������xg c��������X" d>f ������m d=�P"5�����
��d��(� � ���P" d $ g���gvc�����f����4����f c���������m��6f ������m!��7

TRgX = X ◦ g $
X ∈ TeD

s
µ(T

n)
�



Ø Æ Õ Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� h � �
bc������������������������������� ��� g������������Gc����P�

X
���

Ds
µ(T

n)
c������.� �9�����

� ������f�����������bC" ��� g��������X"
X ∈ TeD

s
µ(T

n)
c�� � ���P" dj�P�

Xg = TRgX = X ◦ g.
3���"5�����P" $ d����

X
f�����f�����f f

Ck 
¼m ���$��g��P"U����m ��� ����������g@������m ��� $ g@��m ���
X

$
g���g-��� g����������

T n $ c��������$���P���Y��� f��,�����P� ��f!g@�X" d�g�����f f!d
Hs+k � a d���f���


����f���� $
X C∞ 
¼m ���$��g@�(����m ��� ����������g@�!����m ��� $ g@��m ���

X C∞ 
¼m ���$��g@� �
3���"5�����P" $ d����-c����P�8��c����������������

A
"5�.����������f f�"5�����������%�-g���g������,��


���2�(�������
A : Rn → TeD

s
µ(T

n)
�

8S�
Ds

µ(T
n)

" b ��f!c�������� d���"4f ���%��dF9o���P" ��������dÄ"5��������g�d $ g@����������f
f�����f�����f f|f!d��(��������" l � � GXp!��� g���f �����!���������G����f f �P���������

Ds
µ(T

n)
� @ ��ft


f�"5�������P"^��������m������	������dF9=c������ g�6��*9 ��������f!�����!��������f!g��	��f�������m��-c���������

��� �9������f l � � �Xpt7

P : Hs → TeD
s
µ(T

n).0L�J�����!�P�.�(������f � �j���/� l f�" � $ ����c����P"5��� $�3 ; � $ � ; 7îp���b���� g������ $ d���� : �	�ec�����

� g�6���fNf!dFDa�jf�����d����e��f��9���

P
f�����f�����f f�c�����f���������f������X"(��f���ecm����$������������� �

1���g�d���� ����f.c�������� ������������m��
Y ∈ Hs �P"5������"5�jf����Yc���� ��f��	�����P�������

P (Y ) = Y − gradp,
l � � h � p

m �9�
p

h ��� g@����������f
Hs+1 
 � d@��g�6���f:���

T n l � ������f�������������f�f�����d�����f��%�,9
�9�Y�$�����������������.g@����f��	������b�p �

<c��������������������f-c�������� ���j�9����f����
Ds

µ(T
n)
�����j������f f � ���P" dj�P���

D

dt
= P

D

dt
.

@ ��f f�"5�������P" d@���������������

D̃

dt
ġ(t) = F (t, g(t), ġ(t))

l � � h ; p
���

Ds
µ(T

n)
� F]f ���

F
�9��f��	������d����&m ���$��g@� $ ���Q����f ��9�����m��&���ud��	��������m��

����������m��
g(0) = e

$
ġ(0) = u0 ∈ TeD

s
µ(T

n)
d@��������������� l � � h ; p��P"5�����C����8a��


����� $ g@������� g���������c���� �9�!�P���������8���!��� g@���������X" �������������	�P�
t ∈ [0, T ]

� �?���
����8a�������£��c���f!be��������c�������g����9�j�	���������:���jf �Y�P" ����"5�����Y����g@��f��������

T nc��j�Y�9����f���������"�������8a�����Yf!����b
F

� F]f ���
F = 0

$,: ����m����j�9� � ��d��jf!g���fYf!��f���

����f���� �8� ����
 �L�������	�E"5��������g�� l � � �Xp��8��������c���f!be�������*c�������gL������f!d@��f��������
������8a����e f!��� � 8L�<�(� $ �jf ���!���ef!g����j����� c���������������� $ " b �P"5����"Q�9�!�P�Lf

g(t)�Yf ��d@d����
F = 0

�



h � G &(' � � � Ø Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� � � *:������*� �� � � � ����� ��	 �����
�K_��K_�� � ��[3�"�#��Z �5������Z�
����£Z*[3�

	 �9�jf��:" b4c���� ��c�������m!����" $ d����
s > n

2 + 2
� 1���g&d����Y��� �8� ���X"5��� � ����


" b6���
Ds(T n)

�P"5��9
m ���$��g@��f��%�
C2 �	��g<�(� $ g���g`�`��� g���������b��Nc�����fQ���

TeD
s(T n)

���(������� � aE� � �9�£���<�(�8" bD��f!c�������� d���"Ä�j������������� �(�Sf����ue���

f�����d��jf!g����(c�����6��jf f

W (t)
$ c���f�������������b������L��b ������������m�������" �(��������������


f!g@��m�� c�����6��jf f �
w(t)

�
Rn c�� � ���P" dj�P� l � � h�hup �

bLd�f��%�
g(t)

h ����8a������� d@��������������f l � � hjiXp����
Ds(T n)

fa���ud��	������bC"
d�f �P��������"

g(0) = e
�
ġ(0) = v0 ∈ TeD

s(T n)
� �?��������8a��������f!dFDa�jf�����d����

���:��� g@���������X"x�������������	�P�
t ∈ [0, T ]

� @ ��f f�"5�������P"
v(t) = ġ(t) ◦ g−1(t) ∈

TeD
s(T n)

� �?����� ���jf!g@������d����X"5������b��Z��� g������«"5�.�(���0��b��%�U�	��g<�(�!��c���

f ���(g���g(��� g������������Lc����P�c���

T n $ g@�����������8" b��,���������ud��P"Äd������ �
v(t,m)

�
@ ��f f�"5�������P"vf ��d@d�������b��Ec�����6��jf f

η(t) = W (t) ◦ g(t) ���
Ds(T n)

�
aBg@������d����X"5�������X"xc���� ��f��	�����P�������

η(t)
f�����f�����f f`f ��d@d�������bC" ��� �8� ����


"5��� � ����"5�X"À���
T n �������

η(t,m) = g(t,m) +

t∫

0

B(s) dw(s).

bc��f��������P" �9��c����P�������!������b��Zf ��d@d�������b��`c�����6��jf f
ξ(t) = η(T − t)

$ ����� $
�(g@������d����X"5�������X"^��c���f ������� $

ξ(t,m) = g(T − t,m) +
∫ T−t

0 B(s) dw(s)
�

bc��f!g@������g�d ∫ t

0
B(s) dw(s)

h " ����������m!�	�(��������f!�����!����������m�� f��,��f�������������m��
�$c����,8��P��m��
� $ ���-����f!������f�������������f!�����!��������m��:" ������" ������d��jf!g@��m����.�Y������

����f|��be���j���P" $ d����

D∗ξ(t) = ġ(T − t,m) = v(T − t, g(T − t,m)),
�

c�� : ���X" d
D∗D∗ξ(t) =

D
ds
ġ(s)

∣∣
s=T−t

= 0
���

Ds(T n)
�

@ ��f f�"5�������P"xf ��d@d�������b��(c�����6��jf f
ξt(s) = ξ(s) ◦ ξ−1(t) =

= W (T − s) ◦ g(T − s) ◦ g−1(T − t) ◦ (W (T − t))−1.

3���"5�����P" $ d����Zf ��d@d�������b��_��� �8� ���X"5��� � ����"
(W (T − t))−1 �9����f�����d����c��/c�����������d

(W (T − t))−1(m) = m−
T−t∫

0

B(s) dw(s).

bc���
s = t

" bDc�����d@d�����"
ξt(t) = ξ(t) ◦ ξ−1(t) =

= W (T − t) ◦ g(T − t) ◦ g−1(T − t) ◦ (W (T − t))−1 = e.



Ø Æ ÿ Æ�� *:������*� �� � � � ����� ��	 ����� h � �
bc�/c���f������������*9

m = ξ
(
t, ξ−1(t,m)

)
= g

(
T − t, ξ−1(t,m)

)
+

T−t∫

0

B(s) dw(s).

1K��m ���

g
(
T − t, ξ−1(t,m)

)
= m−

T−t∫

0

B(s) dw(s).

1���g�d����

ξ−1(t,m) = g−1

(
T − t,m−

T−t∫

0

B(s) dw(s)

)
.

C �P� �9���������!������� $

ξt(s,m) = ξ

(
s, g−1

(
T − t,m−

T−t∫

0

B(s) dw(s)

))
=

= g

(
T − s, g−1

(
T − t,m−

T−t∫

0

B(s) dw(s)

))
+

T−t∫

0

B(s) dw(s).

3���"5�����P" $ d����

ξt(t,m) = m−
T−t∫

0

B(s) dw(s) +

T−t∫

0

B(s)w(s) = m,

� � � �
ξt(t) = e

���
Ds(T n)

� 1K��m ���
σ

 �	�Pm�������� �u����f����uf*Da��� �

N
ξ
t

����������

�	������� $ � : ���(�������ud������ $ d����/d�f �P���������£" ������" ������d��jf!g@���£�.�Y�����������£��������

f!�����!������� : �����

σ

 �	�Pm�������b7f�����c��$�������efJ�,��b�d���bC"�" ������" ������d��jf!g��P"G�.�Y��


����������" � 1���g��P"´�,���������X" $ c��������P" ��f ���Q�����P" ��������f����������,8a������fÄ"5���!

��d

v(t)
�
g(t)

�U��c���� �9�!�P�������
D∗

$ " bDc�����d@d�����" $ d����

D∗ξt(s) = E

(
v

(
T − t,m−

T−t∫

0

B(s) dw(s)

))
=

= E
(
QeTR

−1
W (T−t)v(T − t)

)
.



h ; i &(' � � � Ø Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� � � *:������*� �� � � � ����� ��	 �����
a ��� �9��"À���

T n ��� g������������ c����P�

V (t,m) = E

(
v

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

))

l �C���jf!g@������d����X"5�������X"À��c���f �������
V (t) = E(QeTR

−1
W (t)v(t))

p �
K �+������� � �K_ � _

V (t,m)
�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'� 
��&�98���H	FG� .#� �������&"%J �>��!���+ ��&�)� �65 � H !&J��*!:
 � 	

∂

∂t
V (T − t,m) + (V (T − t,m) · ∇)V (T − t,m)−

− B̃(t)V (T − t,m) = 0,

l � � h��@p

J*8:�
B̃(t) � 8 ����� �*!#�)��$ � �����-���,� "%�&�*!�����"1! +���"1!#"%J�" �&"1! 5 843�� 7

B̃(t) =
1

2
B̃ij(t)

∂

∂xi∂xj
,


	.C���)! � $&�)� (B̃ij)(t) = B(t)B∗(t)
A

C
a b ��������"

t ∈ [0, T ]
�
ω ∈ Ω

� ����f f�"5�������P"�g�������dF9
ζt,ω(s)

$
s ∈ [0, T ]

$ �j������f f*DNdF9 ���/c�������"5�������
ω
$ �������

ζt,ω(s) = R−1
Wω(T−t)g

(
T − s, g−1(T − t)

)
=

= g

(
T − s, g−1

(
T − t,m−

T−t∫

0

B(s) dw(s)

))
.

3���"5�����P" $ d����
ζt,ω(s)

�j�$������� c�� �����	�P��m ���Lf
ξt,ω(s)

$ ����� �9�������X"-��b 8a� $ ���
� � ���P" dj�P�*����f

ξt,ω(s)
�P"5������f f �9��c����P�������!������b���f����ue���f�����d��jf!g����!d��P���

∫ T−t

0 B(s) dw(s)
� 1���g��P" �,���������X" $ " b "5�.�(��"n����f f�" �������������%�

ζt,ω(s)g���gUm ���$��g�dF94g�������dF9=f£���ud��	������bC" d�f �P��������"
ζt,ω(t) = R−1

Wω(T−t)e = (Wω(T − t))−1.

3���"5�����P" $ d����

d

ds
ζt,ω(s)

∣∣∣∣
s=t

= −ġ
(
T − s, g−1

(
T − t,m−

T−t∫

0

B(s) dw(s)

))
=

= −TR−1
Wω(T−t)v(T − s).



Ø Æ ÿ Æ�� *:������*� �� � � � ����� ��	 ����� h ; h
bc��f!g@������g�d

g(T−s) h m����j�9� � ��d��jf!g���f $ ���Lc�� �P��"�"5� � � � g���������f
ζt,ω(s)

h
���.�(�Åm����j�9� � ��d��jf!g���f4c����>c���d����>��f���e

ω ∈ Ω
� 8S��c��X"5���P" $ d����|�9����


f��������
Wω(t)

f�����c��$������� f �9����f���������"
l∫ t

0
B(s) dw(s)ω

� 	 ���ud����

Wω(t)ζt,ω(s) = lT−t∫
0

B(s) dw(s)ω

ζt,ω(s)

���.�(�cm����j�9� � ��d��jf!g���f � 0c�	��g $

D

ds

d

ds
lT−t∫

0

B(s) dw(s)ω

ζt,ω(s) = 0.

3���"5�����P" $ d����

d

ds
lT−t∫

0

B(s) dw(s)ω

ζt,ω(s) = Qe

d

ds
ζt,ω(s)

∣∣∣∣
s=t

=

= −Qe T R
−1
Wω(T−t)v(T − t).

8S��c��X"5���P" $ d����

EQeTR
−1
Wω(T−t)v(T − t) = V (T − t), D∗ξt(s) = V (T − t).

0L� : ����m���" bD��be���j���P" $ d����

D∗D∗ξt(s) = D∗V (T − t, ξt(s))|s=t =

= −E
(
D

ds

d

ds
lT−t∫

0

B(s)dw(s)ω

ζt,ω(s)

)
= 0.

8c� $ f��9��d@m����Nf�����������b $ c��������P" ��f���� �����P" ������� � ���P" dj��b l h � h � p�� l h � h ; p
����f�����m����jf f!��� $ c�����d@d�����" $ d����

D∗D∗ξt(s) = D∗V (T − t, ξt(s)) =
∂

∂t
V (T − t,m)+

+ (V (T − t,m) · ∇)V (T − t,m)− B̃(t)V (T − t,m).

C?�����������ec���f �P� �9�*9�9 � ���P" dj��d f���� � dj�����	���	��" �L��b�d���f �P�������
D∗D∗ξt(s)

$
c�����d@d�����" d@��������������� l � � h��@p �

B



h ;�� &(' � � � Ø Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� � � *:������*� �� � � � ����� ��	 �����
1K� c����*�Yc����������9��" gQf ��d@d��%9 ���jf �Y�P" ����" b�e �Y����g@��f������ �
bLd�f��%�

g(t)
h ����8a�������7d@��������������f l � � h ; p(f

F = 0
� @ ��f f�"5�������P"

u(t) = ġ(t)◦g−1(t) ∈ TeD
s
µ(T

n)
� �?���������jf!g@������d����X"5������b��S��� g������a"5�.�!


���&�	��g<�(�-c���� ��f��	�������%�`g���g���� � ����������m������������-��� g������������-c����P�:���
T n $

g@������������" b �,���������ud��P"Gd������ �
u(t,m)

� 8S��c��X"5���P" l f�" � $ ����c����P"5��� $*3 ; �.7îp $
d����

u(t,m)
d �9�����P���������Xf����Dd@�������������*9 �?���P�����
��� �G������8a����� f!����b87

∂u
∂t

= −P ((u · ∇)u)
$ g@�����������Nc���f �P� c����P"5����������f � ���P" dj��b l � � h � pec�����


���P" �����!�,��b�d���b��(����� ∂u
∂t

+ (u · ∇)u− grad p = 0
�

@ ��f f�"5�������P"2����� �9������b��E��b 8a�Qc�����6��jf f
W (t)

� bc� c���f������������*9 ���
c��������P" �����(�����ud�������f`�

Ds
µ(T

n)
� 1���g��P"Á�,���������X" $ ���

Ds
µ(T

n)
" b "5��


�(��"Dc��������������%�.c�������� �9������dF9���b 8a�/g@����f�����d�g�6��*9v����f
Ds(T n)

$ � � � �
��c���� �9�!�����%�

η(t) =W (t)◦g(t) $ m �9� t ∈ [0, T ]
�
ξ(t) = η(T − t) l � � � � �Lg@��


����d����X"5������b�e��,���������ud�������f�e
ξ(t,m) = g(T − t,m) +

∫ T−t

0 B(s) dw(s)
p �

�8��m g@� �����9���%� $ d����
D∗ξ(t) = ġ(T−t,m) = u(T−t, g(T−t,m))

� $ �	��g��P"
�,���������X" $

PD∗D∗ξ(t) =
D̃
ds
ġ(s)

∣∣
s=T−t

= 0
���

Ds
µ(T

n)
�

1���g �(� $ g���g���b 8a� $ c�����6��jf f
ξt(s) = ξ(s) ◦ ξ−1(t)

�,�����$�������Nf!������f�����

�X"

ξt(t) = e
� FJm�� g@������d����X"5���������G��c���f �������Q�À����d�����f����|�����	�P��m ��d����

f ��d@d��%9
Ds(T n)

�
a ��� �9��"À���

T n ��� g������������Lc����P�

U(t,m) = E

(
u

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

))

l c��XfP"5���7�����	�P��m
V (t,m)

p � i b
�	��g<�(���,���������ud��P" : ���Qc����P�Yg���g����jf!g@��

����d����X"5������b��.��� g������

U(t) = E
(
QeTR

−1
W (t)u(t)

) �
� ����� � �K_���_ 	/�)34��"1!&�&"-�/�&"%�&�

U(t,m)
0-� � 8 � +6�*!&J��)�4�
�&"6A

C
bc�Sc���f������������*9E����f : �P��"5�����	��������m��Nf��,��b�����f

ω ∈ Ω
��� �8� ���X"5����


� ����"
(W (t)ω)

−1 c���� ��f��	������f�����f��,�����Yf ������m��������86��!����g@�X"«���Sc���f����uf���

��b��/��� g������ � C �P� �9���������!������� $

Qe
$ c����P"5������������� g

TR−1
W (t)ω

u(t)
$ �������ud���


����c������	���P�!������b��Yc�����������fC���8����������� � ����������m�����������m��S��� g�����������m���c�����f
6��!����g@�X"

u(t)
���=�������(�`f ��" b��xc���f����uf�����b��G��� g������ �����j�$� � 1���g d����

QeTR
−1
W (t)u(t)

h f ��d@d���������� ��� � ����������m������������ ��� g������������ c����P�����a������� �
C �P� �9���������!�������(��m���" ������" ������d��jf!g@���c�.�Y�����������H��� � ����������m���������� �

B0c�	��g $
U(t) ∈ TeD

s
µ(T

n)
� �8��m g@� c���g����j���%� $ d����

D∗ξt(s)|s=t = U(T − t).
l � � hu	�p

3���"5�����P" $ d����
lxg(t)

h ����m����j�9� � ��d��jf!g���f ���
Ds

µ(T
n)

� 1���gÁd���� $ " b
�P"5����"

PD∗D∗ξt(s)|s=t = D∗U(T − t, ξt(s))|s=t 6= 0
� C �P� �9���������!������� $
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�����������	�P��m!�£����������" bE� � h � bc�������P" ��fY���S�����P" ������� � ���P" dj��d l � � h � p $ " b
"5�.�(��"��9��g����j���%�(��������g@�Yf �P� ��dF9�DNdF9´����������" d �
K �+������� � �K_���_

U(t,m)
�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'� 
��&�98���H	FG� .#� �������&"%J � 3�����
 �
 � ���'
�3K"%J�"���!���+-�&�)� �65 BD�)���&"%���'8�
 � 	

∂

∂t
U+E

[
((u·∇)u)

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)]
−B̃(t)U−grad p = 0.

l � � hj�Xp

C
0L� � ���P" dj��bD0c���-f �P� ��d���� $ d����

du

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)
=
∂u

∂t

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)
dt+

+Bu

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)
dt− u′B(t) dw(t),

m �9�
u′

h ������������b�����c������������ h c�������� ���j�9����f
u
�
m ∈ T n �

8S��c��X"5���P" $ d����
u(t,m)

d �9�����P���������Xf���� d@�������������*9 �?���P����� ��� �
������8a�����.f!����b $ � � � � ∂u

∂t
= −P ((u · ∇)u)

� bc��f!g@������g�d

E

(
d

dt
u(t,m− σw(t))

)
=

∂

∂t
Eu(t,m− σw(t)) =

∂

∂t
U(t)

�
E(u′B(t)dw(t)) = 0

$ ���Y��be���j���P" $ d����

∂

∂t
U = E

(
d

dt
u

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

))
=

= E

[
− P ((u · ∇)u)

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)
+

+B(t)u

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)]
=

= −E
[
((u · ∇)u)

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)]
+BU + gradp.

1���g�d���� l � � hj�Xp]��bec����P��f�����f f �
B
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1K� c����*� " b "5�.�(��"�c������,���������������%� l � � hj�Xp.g=������d $ �����	�P��m ��d����X" d

f��	����������������� � ���P"5��d@��������������fD@5�����������	��f � � ����f>��� � ����������m�����������m��
��� g�����������m��ec�����f

X(m)
���

T n ����� �9��".f ��d@d���������� ��� � ����������m������������ ��� g�
�����������Lc����P�

ŬX(t,m) = X

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)
−E

(
X

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)

))
,

g@�����������L�C���jf!g@������d����X"5�������X"Ä��c���f �������(�P"5�����/�����

Ŭ(t) = Qe T R
−1
W (T−t)X −E

(
QeTR

−1
W (T−t)X

)
.

����f
X = u(t)

c�����d@d�����"

Ŭu(t,m) = u

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)
−E

(
u

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)

))
=

= u

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)
− U(t,m);

E
(
Ŭu(t,m)

)
=

= E

(
u

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)

))
−E

(
E

(
u

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)))
=

= E

(
u

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)

))
−E

(
u

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)

))
= 0.

C �P� �9���������!������� $

u

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

)
= U(t,m) + Ŭu(t,m).

l � � h���p

0L� l � � h���p]��b���� g������ $ d����

E

[(
(u·∇)

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)

))]
=(U ·∇)U+E

[(
Ŭu(t) · ∇

)
Ŭu(t)

]
.
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1���g�d���� l � � hj�Xp]c������,������� d�����f f��/d@���������������

∂

∂t
U + (U · ∇)U − B̃(t)U − gradp = −E

[(
Ŭu(t) · ∇

)
Ŭu(t)

]
,

l � � h6GXp
g@����������� f�����f�����f f �����	�P��m��X" f��	����������������� � ���P" b�d@��������������f @5����

�������	��f � �
@ ��������6��Ä"5��� ��d l � � h6GXp �|f�������������f�����dF9�DN�P"2�����	�P��m��X"=d@��������������f

8S���,��� h C?����g�f �(f���f����������U���X" $ d���� l � � h6GXp f��j�9�����Y����������8a�*9�9 f!����d
−E
[(
Ŭu(t) · ∇

)
Ŭu(t)

]
,
�j������f f*DNdF9 ���

u(t,m)
$ �!���c���

U(t,m)
�

1K� c����*�.c���g��2�(��" $ d����������������,8 ��f�"5�j��� � ��g���6���fZc�������� �9���������_��b�

8a�(f eX��" bj����f f!d�� �9������� c���� ������f����Qd ���	�����%�Z������8a�*9�9�f!����d�� l � � h6GXp �
����f : ����m��a" bE�����j���P"�f!c���6����	��������� f ��d@d���������� f!���P�������ec����P� ��d@����������

����� l � � h ; p �

����f�f ��d@d���������m������ � ����������m�����������m��>c � � �
Hs+1 
 ��� g�����������m��>c�����f

Xω(m)
���

Tn l � � � � f ��d@d����������-��� g������������-c����P�
Xω ∈ TeD

s+1
µ (Tn) ⊂

TeD
s
µ(T

n)
p c���f��������P"Gf ��d@d����������L��� g������������Lc����P�

ŬXω
(t,m)

�	��g@��� $ d����
����f

ω ∈ Ω
�����(��c���f!be��������f f � ���P" dj�P���

ŬXω
(t,m) = Xω

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

)
−E

(
Xω

(
m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

))
.

1K� c����*�Nc���f��������P"=���jf ��d@d����������
Hs 
 ��� g������������ec����P� PE[(ŬXω

·∇
)
ŬXω

]
�Qf ��d@d����������L��� g������������ c����P�

Fω(t,Xω) ∈ TeD
s
µ(T

n)
c�� � ���P" dj�P�

Fω(t,Xω) = QeTRW (t)PE
[(
ŬXω

· ∇
)
ŬXω

]
.

3���"5�����P" $ d����
PE
[(
ŬXω

· ∇
)
ŬXω

] �Gc�� : ���X" d
Fω(t,Xω)

�����Xf�����c�����

��� ���j�9��b�� $ � � � � ������c��������$���P���/���/f��,�����P� ��f!g@�X" d g�����f f!d

Hs ��������g@�a�jft

���

Xω

c��������$���P���Y���
Hs+1 � 1���g��P"��,���������X" $

Fω(t,Xω)
g@������� g������C��c�����


�9�!�P�����!��������g@�!��� c��P�������X" c��j�<"5���.�(�jf������
TeD

s+1
µ (T n)

�
TeD

s
µ(T

n)
�

1K� c����*�Z����� �9��"Dc��������������������������������-f!���P�������Yc����P�
Fω(t, g, Yω)

$ m �9�
Yω ∈ TgD

s
µ(T

n)Ds
µ(T

n)
�	��g@����� $ d����Q����f

g ∈ Ds+1
µ (Tn)

�
ω ∈ Ω

�����
�j�$������� � ���P" dj�P���

Fω(t, g, Yω) = TRgFω

(
t, TR−1

g Yω
)
,

m �9�
TR−1

g Yω
h c � � � ��� � ����������m������������

Hs+1 
 ��� g������������Lc����P� �
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@ ��f f�"5�������P" d@���������������

D

dt
ġω(t) = Fω(t, gω(t), ġω(t))

l � � h��Xp

���
Ds

µ(T
n)

�
bc��� ��c����P�.�Y�P" $ d����e����fa���ud��	������b�e ��������b�e

gω(0) = e
�
ġ(0) = u0 ∈

TeD
s+1
µ (Tn)

f!dFDa�jf�����d������ ������f��������������
Hs+1 
¼����8a�������

gω
$ g@�����������]c � � �

g@������� g������a��c���� �9�!�P�����a�������jf ��d@d��������X"��������������	�P�
t ∈ [0, T ]

� @ ��f f�"5����

���P" ��� � ����������m������������

Hs+1 
 ��� g�������������c����P� uω(t,m)
���

Tn $ �j�$�����������
f����������,8a��������"

uω(t,m) = ġω(t,m) ◦ g−1
ω (t,m)

� :C���	�P��m ��� g��������
U

$ ������

�9��������m��/��b 8a� $ ��� c����*�/c��������P" �����Y�����

U(t,m) = E

(
uω

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

))
.

l � � � iXp

�8��m g@�N�����9���%� $ d����
U(t,m)

f�����f�����f f ��� � ����������m���������bC"7��� g���������bC"7c���

�P��" �

K �+������� � �K_��K_ �/� � 8 � +6�*!&J��)�4�
�&"-� +6�)34��"1!&�&"-� �&"%�&� U 7 �'�18#�����&"-� � "1! �.#�2�&"%�
(6.20) 7 �
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'� 
��&�98���H	FG� .#� �������&"%J �/��!���+-�&�)� �65�� ��+-�6� �

�D��"%3�
 � 	

∂

∂t
U+ (U · ∇)U− B̃(t)U− grad p = 0,

l � � � hup

J*8:�

B̃(t) =
1

2
B̃ij(t)

∂

∂xi∂xj
�
(
B̃ij

)
(t) = B(t)B∗(t).

C
bc��f!g@������g�d

U(t,m) = E

(
uω

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

))
,
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�

E

(
duω

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

))
=

= E

(
∂

∂t
uω

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

)
+

+ B̃(t)uω

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

))
=

= E

(
− P [((uω · ∇)uω)] + Fω(t, uω(t))+

+ B̃(t)uω

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

))
,

l � � ��� p

���Yc�����d@d�����"

∂

∂t
U = E

(
∂

∂t
uω

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

))
=

= −E
[
((uω · ∇)uω)

(
t,m−

t∫

0

B(s) dw(s)ω

)]
+

+ B̃U+ gradp+EQe T R
−1
W (t)Fω(t, uω(t)) =

= −(U · ∇)U+ B̃(t)U+ grad p−E
[(
Ŭuω(t) · ∇

)
Ŭuω(t)

]
+

+EQe T R
−1
W (t)Fω(t, uω(t)) = −(U · ∇)U+ B̃(t)U+ grad p−

−E
[(
Ŭuω(t) · ∇

)
Ŭuω(t)

]
+ PE

[(
Ŭuω(t) · ∇

)
Ŭuω(t)

]
.

l � � �%; p

8S��c��X"5���P" $ d���������fGg��2� �9��m�� ��� � ����������m�����������m������ g�����������m���c�����f
Ŭ��� g���������b��]c�����f ∂

∂t
Ŭ
�
B̃(t)Ŭ

�	��g<�(�E��� � ����������m���������b � 0L�?��c���� �9�!�P������f
��������m������	��������m��Nc������ g��������

P
��be���j���P" $ d����

PE
[(
Ŭuω(t) · ∇

)
Ŭuω(t)

]
= E

[(
Ŭuω(t) · ∇

)
Ŭuω(t)

]
− grad p.



h ; G &(' � � � Ø Æ�& � � $�$ � ����" " � � 	 � � "$�+��	 ��� � � *:������*� �� � � � ����� ��	 �����
a ��� �9��"

p1
�
p2
f����������,8a������fP" �

P ((U · ∇)U) = (U · ∇)U− grad p1

�

PE
[(
Ŭuω(t) · ∇

)
Ŭuω(t)

]
= E

[(
Ŭuω(t) · ∇

)
Ŭuω(t)

]
− grad p2.

1���g��P"«�,���������X" $ d@��������������� l � � � hup���b���� g������S��� l � � ��� p�� l � � �%; p � C �P��

�9���������!������� l � � � hupSc��������P" �����_����� �jf����jf�������������m��_�����	�P��m!�.d@��������������f
8S���,��� h C?����g�f �
∂

∂t
U+ (U · ∇)U−BU− gradp = 0, grad p = gradp1 + gradp2. B

� B2.�/��2B20*-*/ ��'*(�' �S��f�����b��Yf ��d@d����!��c��������������
B(t)

h�: ���8��c������������
√
2σ(t)I

$ m �9�
σ(t)

h ��� c�������be������f.����Da�jf�������������f � d@��g�6���fQ�
I

h � ����

����d���b�����c������������ � 1K��m ���

B(t) = σ2(t)∆
$ m �9�

∆
h ����c�����f!����� $ � $ �	��g��P"

�,���������X" $ ��f f �P� �9����������b��]��b 8a�]d@��������������f�c���� �����%D �%9���f f�� d@��������������f
� 9���m�����f � $ @5�����������	��f ����8S���,��� h C?����g�f �(f ��f�� g@��f��%�,9 1

2σ
2(t)

$ �j������

f f*Da���U���/������"5����� �
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a : �����Ám ��������" b ��� d@d�����"vd@��������������fE�B��g���9�d�������fBf`c�������� ���j�P

��bC" ���.f���� �9����"����U���P" ��������b�e�"5����m����,������� ��f�eG�	��g���� $ d����.�(c�������b�e
d���f���f�eG�P"5��9���f fDf ����m!����" b��Zf`�j��c���� ��be����������" $ c�����d���" �j��c���� ��be���%9C

DN���ad��P���a��c���f!be��������f fS�������P" ������e����P" ���������ec������	���P�!��������m��ec�����������f �
�	�9�����/f ��d@d�������b�e�c�����6��jf f���� �
0L� d@d��������£�	��g���e(f!��f�����"Å"5������������d�����f f.f �P� ��dF9�DN�P" � � ��� ��d��jf!g��P" �

f����,�����2�(������fP" � $ f!��f��j������bC" � f!��c���f ��������" "5��e�������d��jf!g@��m��������<�(������f
�������!������������b�eSg@��� � ��m d@����6���������b�e c�����f���������f�������e � ����f8�	��g���eSf!��f�����"
@ �$�9��� l f�" � 3 	%G.7îp c���g����j�	� $ d����U���P" �������-c������	���P�!������b��Qc�����������f��	�9�����
g����������U����"5����m����,������� ���:f�����f�����f fU�jf����jf��������������.�j��"5�������Um �P�,���	���������
c������	���P�!��������f���� l ����c����P"5��� $ ��f!��f�����" ��e $ f!��f��j������b�e fUm ������f!g@��c���" �9p
���.c��P��f!g���e_g@��� � ��m d@����6���������b�e`c�����f���������f�������e � a d���f�������f���� $ �j��c�����

��be���%9�DN���Ud��P���.f c������	���P�!������bC" c�����������f��X"À��c���f!be�������a�jf����jf��������������
�j��c���� ��be���������£��� ��f!g��������P������b�e(g@��� � ��m d@����6���������b�eYc�����f���������f�������e �
< ����f fLg@������� g���������c���� �9�!�P������b�e`f����ue���f�����d��jf!g���e � d@��g�6��������	��������


��� �8� ��������6����	������b�eSd@�������������������C���P" ��������b�e�"5����m����,������� ��f�e $ m �9�]�j��

c���� ��be���%9�DN���Gd��P������b*�Z�j�$�����Q�������P" ������e&���P" ���������/c������	���P�!��������m��
c�����������f � $ ��� d@d��	��f f�� 3 ��i.7 �
a : �����!m �������*��f�9 ��d���f!c�������� dF9���f f/c�������� ���j�9��b�� ��f���� �9����"����8"5����


m����,������� ��f�e $ g�������g@�U��c���f ������b��/� � G � � $ m �9�(�	��g<�(�N������b ��c���� �9�!�P������f
f����ue���f�����d��jf!g��7c����P�����7f!��f�������f����7� f����ue���f�����d��jf!g���c����P����m��&"5����m����,��

����� ��f �
1 ¡?xzsus�x |Evä��xz��x2|u�z�u|u����}ä|Ewu���#� ��� �txz��r��8}�rt������}���surt��w�xz¢trt����xz�t��rtw�x*}��*� ���K���?�zqcrz���xt�P���#~�r����tr��twu����|a�uwu��¢t�K��xzsu{�|!xz�t��rtw�xC�	����surz� 2 �u��{usurt�u}���r�����su{u�t��wu}�{u���������urv�w�xzsu�t��y5rts�~�x �J� ��¢tw�xz�u�tx�� =;: 
;
 v¼�



h���i &(' � � � û Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* �1� � $ ������� � � ������	
��_ � � ����� �������«Z�� ��Y � ����� 
�� � ���@\ � � ��Z�������[*Z

����Y�
���� � 
����:� � �����"��Z*Z
bLd�f��%�

M
h m ���$��g@���

n

#"5���������?���P" ���������£"5����m����,������� ��� $ ��� g@���������X"

" b � ��g�f!����d���" f!��f�������f��%� �8� ����
 �L�������	� �
C �P� ��d�f 3 � ; 7 $ �,���������ud��P" d������ �

Γt,s : Tξ(s)M → Tξ(t)M
��c������������

c������	���P�!��������m��Qc�����������f �`�	�9�����Zf���" �P" ����������m!�	���
ξ : [0, T ] × Ω → M��������f!�����!�������Yf!��f�������f���� �8� ����
 �L�������	� �

@ ��f f�"5�������P"Z�����S��� g���������b�e/c�����f
X,Y : [0, T ]×M → TM

���
M

$ �
c�d�f��%�

h > 0
h �j�$����������� � ��g�f!����������������� �j��c���� ��be��������� � a : ���X"xc�������


m���� � �C" bG��� d@d��P"=����������8N�P"5��f��%�Sf �P� ��dF9�Da��m�� ���! �"$#%���!& (*) ��+, ��  � A*#%?2'
1 ) 1�&�
�� �2A  .&"/%?2 2@61�� / &�?�� A ) @61 ) / � /%#��$# /%@ � ?%#21�& ) /87

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t, ξ(t− h)),

D2ξ(t) = I, t ∈ [0, T ],
l � � hup

ξ(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0].
a l � � hup

I
h � ��������d�����f�" ��������6�� $ �c���ud��	��������� d�f �P�������

ϕ : [−h, 0] →
M

h m ���$��g���f�g���������fU���
M

�
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/��<'*(�'�5@�������Xf�� $ d����.d@��������������� l � � hup �P"5�����G����8a�������

���G�������������	�P�
[−h, T ) $ �jf ���6f!dFDa�jf�����d����x�������uf�������f���������c�����f���������f���


���
(Ω,F ,P)

�Q�j�$��������b�����������"Gf���" �P" ����������m!�	�
ξ : [−h, T )× Ω → M�	��g@��� $ d����Yc����

t ∈ [−h, T ) d@��������������� l � � hup]��bec����P������� �
	 � � ��g�f!����d���"n����d�g�d

m0 ∈ M
�
T > 0

� @ ��f f�"5�������P" ��������eX�����
c�����f���������f������

C0([0, T ], Tm0
M)

��� c�������be����b�e.g�������b�e
[0, T ] → Tm0

MfU�,��b�d������Å���������X"5���������Å�����P"5��� � bLd�f��%�
C

h
σ

 �	�Pm�������� $ c������.� �9����


����f�6����������9����d��jf!g��P" �«"5���.�(�jf�������" �
C0([0, T ], Tm0

M)
� ����fZg��2� �9��m��

t ∈ [0, T ]
�,���������ud��P"Ád������ �

Pt σ

 c��j���	�Pm�������d`�

C
$ c������.� �9������dF9n6���


�������9����d��jf!g��P" �&"5���.�(�jf�������" �U���
[0, t]

�
@ ��f f�"5�������P"

m0 = ϕ(0)
�

K �+������� � ��_ � _ �/!#�984�&"%�&"1< � . 7 �6��";84� 5 +-��01!������&"%J�" T > 0
+6�)3
���"1!&����� �&"%� 5 X,Y : [0, T ] × M → TM � �
.D�*! � .�� �&" �/"1!#�)��H �&"
1"%+6"%3������&"�

� � �&�*!#� .D�)����� � � !���+-�&"�.D�*!&�&" "%J)!���� � ���)��� 7 � �
��36<>� 7 �6��"! � .C���&"%+6" .��&"%J�"-"-01!��
� � � M 

��" �6��

� � ���'
�3 � �&"%���&"6A	I�"%J*8#�L84� 5 ��H 0-"%������������-�&"%�

C1 �
3�! � +6"%� ϕ 
*��FG�'

�
+��K�'�>!#���G�)� � � ξ : [−h, T ] × Ω → M��!���+-�&�)� �65 l � � hup A

C i b��9��g��2�(��" m �P�,���	��������� f!dFDa�jf����������������j����8a������� d@����������

����f l � � hup]c���f �P� �9���������!������bC" �08 ��m!��" �Y��������b

h > 0
�



û Æ × Æ ��� � ��
�� �+)���� � ' � � � ��� � ��
 � ) ����
������������ $ ��' � � 	 	 � �  � � � � ��� ��� h���h
C?���ud��	��������f f�"5�������P"Bf ��d@d���� $ g@��m ���

0 < T 6 h
� bLd�f��%�

w̃
h f��	����


����������b��(��������������f!g����-c�����6��jf fC���
Tm0

M
$ � � � � g@������������������b��-c�����6��jf f

w̃(t, x(·)) = x(t)
��� �������uf�������f������X".c�����f���������f������

(C0([0, T ], Tm0
M),C ,

ν)
$ m �9�

ν
h "5����� a ��������� � 8S��c��X"5���P" $ d���� ����d�g���c�����f���������f������

C0([0, T ], Tm0
M)

h : ���!��� c�������be������f�g���������f
x(·) ∈ C0([0, T ], Tm0

M)
�

bc����f������ $ d����
w̃
�$����c���������������g � ������������6���� {Pt}06t6T

�
bc��f!g@������g�d

M
f����ue���f�����d��jf!g�� c����P��� $ ����� ��������g�� 0c���

RI w̃(·)l f�" � � G � � $ c��j�9���,������f����Y�P"5��9���f f-� 3 � ; 7îp ��������������f!g@��m��Lc�����6��jf f �
w̃
g@����


��� g���������c���� �9�!�P����������f.��f���e
t ∈ [0,∞)

�
a 3 � ; 7*c���g����j����� $ d����

RIx(t)
� c������	���P�!������b��7c�����������f-�	�9�����

x(·)f!dFDa�jf�����dF9��S����f
ν

 c���d����(��f���e

x(·) ∈ C0([0, T ], Tm0
M)

� �E���P��������m�� $ ���
f!������f����Yc������	���P�!��������m��/c�����������f �/�&����� ��������g��

RI

f �P� ��d���� $ d�����f����ue���

f�����d��jf!g����Zc�����6��jf f

Γ0,tX
(
t, RI w̃(t)

) $
0 6 t 6 T,

�
Tm0

M
���������X"5�������

��m���������d������7c��j�9d�������� � ������������6���� {Pt}06t6T
� bc��f!g@������g�d

ϕ(·) g���g" �����P" d�"
C1 
¼m ���$��g@� $ �����,��b�d���b��Zc������	���P�!������b��_c�����������f �	�9�����

ϕ(·)g@������� g������c��c���� �9�!�P���/��"5�.����� c���f����������%�Sg�������dF9
Γ0,t−hY (t, ϕ(t−h)) $

t ∈ [0, T ]
$ �

Tm0
M

� 3���"5�����P" $ d�����c��7f!������f�������"6c������	���P�!��������m��Zc���

��������f ��c���f �P� �9��f�fGg���������f ���������X"5�������Ä��m���������d������ � a ��� �9��">c�����6��jf f
�
Tm0

M
7
a(t) := Γ0,tX(t, RIw̃(t)) + Γ0,t−hY (t, ϕ(t− h))

$
t ∈ [0, T ].@ ��f f�"5�������P" "5����d

µ
���

(C0([0, T ], Tm0
M),C )

f/c��P��������f��%�,9
ρ

����

����f!�����!�������

ν
�������

ρ(x(·)) = exp

( T∫

0

〈a(t), dw̃(t)〉 − 1

2

T∫

0

a(t)2 dt

)
.

l � � � p

0L� ���jf������ l f�" � 3 hji.7îp $ d����Y�/d�f �P������f�e:���%8a���U����������" b
∫

C0([0,T ],Tm0
M)

ρ dν = 1,
l � � ; p

� � � �
µ

h �������uf�������f�������f�"5����� $ � $ �����P���c����m�� $

w
(
t, x(·)

)
= x(t)−

t∫

0

a(τ) dτ

f�����f�����f f.��������������f!g��P" c�����6��jf f��X"Å���
(C0([0, T ], Tm0

M),C , µ)
��������f!��


���!������� {Pt}06t6T
l f�" �E3 hji.7îp � �8��m g@�.�����9���%� $ d����`��� � �9�

ρ > 0
$ � � � �

ν�%��f�����9������a��� c�������be�����(��������f!�����!�������
µ
���P"5����� c��P��������f��%�

ρ−1 � �a��dX

m �P" �-f �P������" � $ �������uf�������f�����b���"5����b

µ
�
ν
: g��������	�P��������b � <c����������������


��b��xc�����6��jf f
z(t, x(·)) = x(t), 0 6 t 6 T

���
(C0([0, T ], Tm0

M),C , µ)



h�� � &(' � � � û Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* �1� � $ ������� � � ������	
c��j�9d�������� � ������������6���� {Pt}06t6T

� �E���P��������m�� $
Pt = Pz

t

����fx��f���e
t ∈ [0, T ]

� bc��f!g@������g�d "5����b
µ
�
ν
: g��������	�P��������b $ ���

RI(z(t, x(·)) =
RIx(t)

f!dFDa�jf�����d����
µ

 c � � � 1���g��P"��,���������X" $

z(t)
�
w(t)

f!��f��j����b=d@������

����������"

dz(t) = a(t) dt+ dw(t), 0 6 t 6 T
l � � �@p

���
Tm0

M
� bc����c���� �9�!�P�����*92c�����6��jf f

RIz(·)
f!dFDa�jf�����d����:���

(C0([0, T ],
Tm0

M),C , µ)
� a ��� �9��"Dc�����6��jf f

ξ(t)
$
t ∈ [−h, T ] $ g@��������b�� f�����c��$�������

f
RIz(t)

c����
t ∈ [0, T ]

�7f
ϕ(t)

c����
t ∈ [−h, 0] � a 3 � ; 7]c���g����j����� $ d����

Dξ(t) = Γt,0a(t)
� 8c�ec��ec���f������������*9

Γt,0a(t) = X(t, ξ(t))+Γt,t−hY (t, ξ(t
−h)) � 1K��� � ��g�� $ d����

D2ξ(t) = I
c����

t ∈ [0, T ]
$ ��b���� g������L��� 3 � ; 7 � 1���g��P"

�,���������X" $
ξ(t), t ∈ [0, T ],

f�����f�����f f�����8a��������" l � � hup]�Yf ��d@d����
0 < T 6 h

�
C �P� ��dF9�DN����8 ��m h : ���Qf ��d@d���� $ g@��m ���

h 6 T
� i b2c���� ��c����P�.�Y�P" $

d����
h 6 T 6 2h

� ����fQc�������� ������������m��
T > h

��� � dj�����	���Yc�����d@d�������f fQc��
������d�g�6���� � @ ��f f!d�� �9������f � �9�jf�� c��ueX�.�Y�Nc�������� �9������bC"`��b 8a� $ ���Lf��Sf �P��

��dF9�DN�P" �("5�j��� � ��g���6���fP" � � bc���

t ∈ [0, h]
" bÀ��c���� �9�!��f���"Qc�����6��jf f

a(t)����� �(�Zf ��"5��� � ���P" dj�P���
a(t) := Γ0,tX(t, RI w̃(t)) + Γ0,t−hY (t, ϕ(t −

h))
�a���6c����

t ∈ [h, T ]
h c�� � ���P" dj�P�

a(t) := Γ0,tX(t, RI w̃(t)) +
Γ0,t−hY (t, RI w̃(t−h))

$ m �9� �j�$�9����f������������Sc������	���P�!������b���c�����������f]�	�9�����
f����ue���f�����d��jf!g@����d���f����.c�����6��jf f � �

B1K� c����*���,���������P" f f_g7f ��d@d��%9v��g���9�d�������� � 	 �9�jf��G" b2�P"5����"E�9�!�P�Qf
"5����m��������ud���bC" �/��� g���������bC" �-c�����fP" �

X(t, ·) � Y(t, ·) $ � � � � ��g���f �����!����
���X".c�����f���������f������
TmM

����f�g��2� �9��������d�g��
m ∈M

�j�$������b��j��" g���d@��b��
"5���.�(�jf������

X(t,m)
�
Y(t,m)

$ �j������f f*DN�������S������"5�����
t
� i bxc���� ��c�������
m!����" $ d���� : ���U"5����m��������ud���b�� ��� g�������bE����"5�����P" b|c��!�E�����!��9B� f�" b f �P�

"5����m��������ud���b�ec�����,�����2�(������� � 8S��c��X"5���P" $ ��d���f�������f���� $ d���� : ���N��� g�������

��b��Sc�����f(�P"5��9��Y����"5�����P" b��Sc����E�����!��9=f��!�P� g�������b �
@ ��f f�"5�������P"xf!��f�����" d

Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY(t, ξ(t − h)),

D2ξ(t) = I,

ξ(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0].

l � � 	�p

bc����f������c����8a������f�����f l � � 	�p �����	�P��m ��d���� c�����f����*9 ����8a������f-����f l � � hup �
K �+������� � ��_���_��	��

�
�L84� 5 �&�)3K"���"1!#"%J�" T > 0

.��&"%J�" �1�����2����� +6�)3
���"1!&����� �&"%� 5 X(t,m) � Y(t,m) � �
.D�*! � .�� �&" �/"1!#�)��H � !���+-�&"�.D�*!&�&""%J)!���� � ���)��� ��! � t ∈ [0, T ]

A
�/!#�984�&"%�&"1< � . �
��36<>� 7 �6��"D! � .C���&"%+6" .��&"%J�" �"-01!��
� � � M 

��" �6��

� � ���'
�3 � �&"%���&"6A�I�"%J*8#� 84� 5 ��H 0-"%� �����������-�&"%� C1 �
3�! � �+6"%�

ϕ

*��FG�'

�
+��K�'�/!#���G�)� � � ξ(t) +-3���H ���)� �65 l � � 	�pD��! � +�
1� � t ∈ [−h, T ] A



û Æ Õ Æ � � ��
�� � ��� ��� � ��' � ��� � �#����� h�� ;
1K��������" �a� � � f!���j������f f g�����������"5�£� � hef �P� ��dF9�DN�P"=�,���������X" � <S��gYf!g���


�j�����G��b 8a� $ ����"5�����P" b��7c��^�E�����!��9 "5����m��������ud���b��_��� g���������b���c�����f
�P"5��9��G����"5�����P" b���c��^�E�����!��9 f��!�P� g�������b � aE�����X"5��" �	��g����7f��!�P� g�����

��b

X(t,m)
�
Y (t,m)

c����P���
X(t,m)

�
Y(t,m)

f�������������f������������ � 0L� d�f �P��

����f f �P� ��d���� $ d����

X(t,m)
�
Y (t,m)

d �9�����P���������Xf*9��`d�f �P������fP" ����������

" b � � ��� 1K��m ��� c��C����������"5��� � � d@��������������� l � � hup�f : ���P" �

X(t,m)
�
Y (t,m)�P"5�����!����8a������� $ g@������������f�����f�����f f��	��g<�(�L������8a��������" l � � 	�p �

��_�� � ��� ����
�� �9[3��� ���	���)����� � �*Z
bLd�f��%�a���(���P" ���������X"À"5����m����,������� ���

M
�j�$������bG�����N��� g���������b�e-c���


��f
X(t,m)

�
Y (t,m)

�7�����
(2, 0)


¼��������������b�e7c�����f
α(t,m)

�
β(t,m)

$
t > 0

� <S��g��N��b 8a� $ �,���������ud��P"Ud������ �
Γt,s

c������	���P�!������b���c�����������f �	�9�����
m ���$��g@���Qg����������`�����_f ��d@d���������m��-c�����6��jf f �-��� g����������-���������������������-���
"5�X"5�����	�L������"5�����

s
��"5�X"5�����S������"5�����

t
� 8L�<�(���	��g<�(� ��d �9��"_�P"5���%�L�9��


�P�Nf�"5����m��������ud���bC" �Y��� g���������bC" �-c�����fP" �
X(t,m)

�
Y (t,m)

$ �8�	��g<�(�
f8"5����m��������ud���bC" �

(2, 0)

¼��������������bC" �.c�����fP" �

α(t,m)
�
β(t,m)

�
	 � � ��g�f!����d���"

h > 0
� @ ��f f�"5�������P"xf!��f�����" d

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t)) + Γt,t−hβ(t− h, ξ(t− h)),

l � � �Xp

g@����������f������ be��������f f����! �"$#%���!& (*) ��+,&F/�@6&�
�
 ) A ) 1���&$# � 5,1�� / � A*#%?21 ) 1�&�'
) /  �� �C) �  �?2&$@.# ���2A  .&"/%?2 2@61�� / & ?�� A ) @61 ) / ��/%#��$# /%@ � ?%#21�& ) / � ����f
"5����m��������ud���b�e-��� g���������b�e�����������������b�e(c����P���.f!��f�����" �

Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)) + Γt,t−hβ(t− h, ξ(t− h))

l � � ��p

����� be��������f f ���! �"$#%���!& (*) ��+,&F/�@6&�
�
 ) A ) 1���&$# � 5,1�� /�?2+��	� (*) 1�& ) /� �� �C) '
�  �?2&$@.# � �2A  .&"/%?2 2@61�� / &�?�� A ) @61 ) / � /%#��$# /%@ � ?%#21�& ) / �

	 � � ��g�f!����d���"
C1 
 g�������dF9 ϕ : [−h, 0] →M

�
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/��<' ��'K� d �9��"�m������������%� $ d����.d@��������������� l � � �Xp l ��g���9C


d�������� l � � ��p�f�������������f������������@pY�P"5����� ����8a�������=��� �������������	�P�
[−h, ε) f���ud��	������bC" d�f �P��������"

ϕ
$ �jf ���`f!dFDa�jf�����d���� �������uf�������f��������Sc�����f���������f���


���
(Ω,F ,P)

��f ��d@d�������b���c�����6��jf f
ξ(·) : [−h, ε) →M

$
ε > 0

$ �j�$��������b��
c����

t ∈ [−h, ε) ���
(Ω,F ,P)

� c��������P" �%9�DN��� �����ud�������f7�
M

$ �	��g@��� $
d����:���Qf�����c��$�������Yf

ϕ
���

[−h, 0] �Qd �9�����P���������Xf���� l � � �Xp l f�������������f���������

��� l � � ��p�pE���

[ 0, ε)
�



h���� &(' � � � û Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* �1� � $ ������� � � ������	
bc���P� �����-f����ud��	���/c����������	����� �����������%�/d�c����,Da������b��`f ��d@d����Qd@����������


����� l � � �Xp*�`��g���9�d�������� l � � ��p $ g@��m ���/�j��c���� ��be���%9�DN���Sf ����m!����" b����j������

f f��!��������g@�(���/������"5����� � 1���g�����f!��f�����" bD�j�$���%9���f f � ���P" dj����" �

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,0Y (t),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t)) + Γt,0β(t)

l � � GXp

�
Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,0Y (t),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)) + Γt,0β(t).

l � � �Xp

a : ���X"Qf ��d@d����
Y (t)

$
Y (t)

$
β(t)

�
β(t)

c��������P" �%9�� �����ud�������fS� g���f �����!����

���X"`c�����f���������f������*g

M
�£���ud��	���������a����d�g@�

m0
� C?��m ����f���� c��������$���P���/��


Da���Q@ �$�9����d��`d�g����j���������(��b 8a�a"5��e�������d��jf!g@���(����������c������	��6����`c������	��

�P�!��������m��Yc�����������f � l f�" � 3 	%G.7îp � ��� ��d��jf!g����`f�" b f � l � � GXp*� l � � �Xpef���f��������
�����X" $ d����N��������b�� f ����m!����" b��e�Nc�������b�e(d���f���f�eY�j�$������bG�Nf!��f�����" ��e�����

f�d����	� $ g@��������b���f�����f*9���f fÀ�jf����jf��������������7�j��"5������� c���f����uf�����b�e7f!��f�����"
����f�d����	� � ������������b�e(g@��� � ��m d@����6���������b�e-c�����f���������f�������e �

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ �<' ��'�� d �9��"Gm������������%� $ d���� d@��������������� l � � GXp l ��g���9�d���

����� l � � �Xp�f�������������f������������@p��P"5�����£����8a�������E��� �������������	�P�

[0, ε)
f?���ud��	����


��bC">d�f �P��������"
m0 ∈ M

$ �jf ���Ef!dFDa�jf�����d����_�������uf�������f��������.c�����f���������

f������

(Ω,F ,P)
��f ��d@d�������b��Yc�����6��jf f

ξ(·) : [0, ε) →M
$
ε > 0

$ �j�$��������b��
���

(Ω,F ,P)
�`c��������P" �%9�DN���Z�����ud�������fQ�

M
$ �	��g@��� $ d����

ξ(0) = m0
�

���(d �9�����P���������Xf���� l � � GXp l�l � � �Xp*f�������������f������������@p?���
[0, ε)

�
0c����m ��� ��d �9��"�����f f�" �������������%�

Y (t)
�
β(t)

g���g�f ��d@d�������b��]c�����6��jf f!b �
a*�2�����À����"5�������%� $ d���� l � � �Xp:"5�.�(��� ��b��%�xf!��� �9����� g l � � GXp $ � l � � ��p h
g l � � �Xp � �?������d �9���!�,�,I�f�f��������a���<�(�S�N�9��g����j�����!����f������£����������" b � � � �

��_��K_ R0� �	��� ���%� �%��
*Z�� �����	��
*Z�� �	� ���	��� ��Y � �����

���[3��� ����[���
���� � 
����:� � �����"��Z*Z

K �+������� � ��_��K_�BC��


).D"��)! � . 3K"�.�����34�
�&"-�=! � .C���&"%+6" .��&"%J�"-"-01!�� �� � � M � �'� �/� 3�
 � !K�K� . �&�)3K"���"1!K��H ��"��23�� m0 ∈M
A��	��

�
��84� 5 m ∈ M 7

t > 0
+6�)34��"1!&�

X(t,m) � Y (t) ⊂ Tm0
M 7 � �
��36<>� ���)���%"1!&� α(t,m) � β(t)+

m0 5
+-� 5 H?�2
 5 J ���1843 � . �>� !���+-�&"�.D�*!&�&" "%J)!���� � ���)�����/. � A&I�"%J*8#����!���+ ��&�)� � � l � � GXp � .D�
�'� !#���G�)� � �L
 �����������-���/.=��
��&"%+ � � . ξ(0) = m0 �

�%��"
!#���G�)� � �?
*��FG�'

�
+��K�'����! � +�
1� � t > 0

A

C
bc���������9��" ��� ����f f �P���������´�������������P" ��������������b�e ����� ��f����

OM���$�
M

� bLd�f��%�
H

h f!��f�������f��%� �8� ����
 �L�������	�=���
OM

� <S��f �����!���������
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�� � 	 	 � �  � � � � ��� ��� h��@	
�����,�����2�(�������eg��jf����jf��������������Yc������ g�6����

π : OM →M
������d@6�����d����S������


"5��� � ����"
Tπ : Hb → TπbM

�Yg��2� �9��������d�g@�
b ∈ OM

� C �P� �9���������!������� $
�/g��2� �9�X"

b ∈ OM
c�����d@d�����" ��� g������

XT (t, b) = Tπ−1X(t, πb) ∈ Hb ⊂ TbOM.
aE� g�������b

XT (t, b)
�,������� dF9��cm��������������	�	��������� l � � � � �P���/�%Da���e�

H
p ��� g�


�����������Lc����P�8���
OM
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	 � � ��g�f!����d���" �������������P" ��������������b�������� ��f

O
�
Tm0

M
� �*��� ��f

O"5�.�����Å����f f�" �������������%� g���g|�����X"5��� � ����"
O : Rn → Tm0

M
$ m �9�

n =
dimM

�
R

n h ����� � "5������d��jf!g@���
n

#"5��������� c�����f���������f������Yf���������6����/f

ng@�X" c����������	��" � � 1���gUd����!"5�.����� c���f����������%�(m��������������	�	��������� �j������f f*Da���
���-������"5����� ����� ��f���������� g�������������c����P�

Y T (t, b) = E(O−1Y (t))
���

OM
$

m �9�
O−1Y (t)

�,���������ud������Lf�����������6Y���
Rn $ f���f����uf*DN���/��� g@���������������L��� g�
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����f �������������P" ����������������m�������� ��f �

b
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b∗
��d��	������b�������� ��fY�`g@��g���f �����!�������X"Bc�����


f���������f������
T ∗
mM

l c�����f���������f������ $ f���c��Xf<�(���������Sg
TmM

p � i b´����f f�" ����

����������" ����� ��f!b

b
�
b∗
g���gQ������������b��a��c�������������b6��� ����� � "5������d��jf!g@��m��

c�����f���������f������
Rn � TmM �`�

T ∗
mM

f�������������f������������ $ g@��������b��Nc������ ����

�Pf���f�����������6Q���

n
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� $ f�������������f������������ $ �

1

 � ���P" d $ �P"5��9�DNdF9 : ���

g@����������������b^��������f!�����!�������
b∗

� 0£e:�,����������b�����c�������������b
b−1 � b∗−1 c���
��� ���j�Pf�� f�������������f�����dF9�DN��� g���f �����!��������� ��g@��g���f �����!��������� c�����f���������f������

�Y����� � "5������d��jf!g@���Lc�����f���������f������
Rn �

1K� c����*�Z����� �9��" ���
OM (2, 0)


¼�����������������Yc����P�
αT (t, b)

f �P� ��dF9�DN�P"
�,���������X" � 3�����������b����,�������

T ∗π : T ∗
πbM → T ∗

b OM
c������ ���j������g��2� ��dF9

1

 � ���P" d

ζ ∈ T ∗
πbM

�£"5���.�(�jf������
Zb ∈ T ∗

b OM
�	��g@��� $ d���� g��2� �9���

θ ∈ Zb���/��� g��������
V ∈ TbOM

c��������P" �����Y�����ud��������
θ(V ) = ζ(TπV )

� 3�d�� �����P

��bC"n�,���������X" $ g��2� ����f

1

 � ���P" �

θ
�
T ∗
b OM

c��������$���P���Y��� �,������������

" dÅ�,������� dÀ��� g@�����������

1

 � ���P" b

ζ
�
T ∗
πbM

$ �=�,�������������������,�����2�(�������
(Tπ∗)−1 c������ ���j����� θ � ζ � 8S�.g��2� �9���_c������ 1


 � ���P"
θ1
�
θ2
�
T ∗
b OM�����������

αT (t, b)
c��������P" �����Y�����ud��������

αT (t, b)(θ1, θ2) = Tπ−1α(t, πb)
(
(Tπ∗)−1θ1, (Tπ

∗)−1θ2
)
∈ Hb.a ��� �9��"´�	��g<�(�

(2, 0)

¼�����������������(c����P�

βT (t, b)
���

OM
f �P� ��dF9�DN�P"

�,���������X"�7

βT (t, b)(θ1, θ2) =

= Tπ−1b
(
O

−1β
(
O

∗b∗
−1

Tπ∗−1
θ1,O

∗b∗
−1

Tπ∗−1
θ2

))
∈ Hb.



h���� &(' � � � û Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* �1� � $ ������� � � ������	
3���"5�����P" $ d����/��f��Lc�����f

XT $
Y T $

αT � βT m ���$��g��(c��Yc���f������������*9 �
0L� 3 ��h $ f �P� ��f��������U� � ��� �%7 f �P� ��d���� $ d����Zf!dFDa�jf�����d����G� ��g������9�����Qc�����


f���������f������
RK f �9��f��	������d����C�������,8N�P"

K
�UeX����f ��bB�P��g��	������� d �9�����P��


�������Xf*9�DN�P"`d�f �P�����*9 �S��c*8N��6�� c����P��"Q������������b�ea��c����������������
AT (t, b) :

R
K → Hb

�	��g���e $ d����
AT (t, b)AT ∗

(t, b) = αT (t, b) + βT (t, b)
�

F]f ���xc����P�
αT (t, b) + βT (t, b)

���.��b����.� �9����� l � � � � c����P�.�Y�����!�������
��c���� �9�!�P�����@p �=m ���$��g@� $ ���(c����P�

A
� ������f������������ $ m ���$��g@���`����f���m��(c���


f�������������fG"5�.����� ��f!c����������������%�!"5�����j� $ ��c���f ������b��(� 3 � ; 7 � 	 �9�jf���" b����
m!��������������d���" $ d����

αT (t, b) + βT (t, b)
���S��b����.� �9����� �

bc���j�9���*�Y�P" �9��g����j�����!����f������:����������" bj� � ;�� bLd�f��%�
w(t)

h ��������������

f!g����Qc�����6��jf fL�

RK � @ ��f f�"5�������P"Gf �P� ��dF9�Da���Sd@����������������0c���Y� � ���P"5�
�E�!�P��c�������f!g@��� h � �	�P��6�g@��m��(���

OM
7

dζ(t) = eζ(t)

((
XT (t, ζ(t)) + Y T (t, ζ(t))

)
dt+AT (t, ζ(t)) dw(t)

)
.

l � � hjiXp
bc��f!g@������g�d�g@� :��8� ��6���������b l � � hjiXp8eX����f���b �P��g��	�������Zd �9�����P���������Xf*9��
d�f �P�����*9 �S��c*8N��6��|�
"5����m����,������� ���

OM
g@�X" c���g������ l f�" � � G � �Xp $ ���

�����.�P"5������� ������f��������������-f!�����������!����8a�������
ζ(t)

f!���ud��	������bC"Ed�f �P������

��"

ζ(0) = O
� : ���Ä����8a�������Qf!dFDa�jf�����d����_c����G��f���e

t > 0
� 3���"5�����P" $

d����
ζ(t)

f�����f�����f f=m��������������	�	������bC"Ec��j�$IK��"5�X"|c�����6��jf f �
ξ(t) = πζ(t)

$
� � � � c�����f

Y T �
βT c������	���P�!������b>�	�9�����

ξ(t)
� 1���g��P"��,���������X" $ c��.c���


f������������*94�(c�� �P��"�"5� G � �
ξ(t)

d �9�����P���������Xf���� l � � GXp f£���ud��	������bC"7d�f �P��

������"

ξ(0) = m0
$ � : ���G����8a�������-f!dFDa�jf�����d����(c�������f���e

t > 0
$ �	��g�g���g

"5����m����,������� ���
OM

g@�X" c���g������ �
BK �+������� � ��_ �2_ � � 3K"�.�����34�
�&"�.@! � .C���&"%+6"�. .��&"%J�"-"-01!��
� ��� M 3���3

+-� �G� 7 ����

�
� ��! � +�
1� � m ∈ M � t > 0
+6�)34��"1!&�

X(t,m) � Y (t,m)
� ���)���%"1!&� α(t,m) � β(t,m)

J ���1843 �L� !���+-�&"�.D�*!&�&" "%J)!���� � ���)���?A�I�"%J*8#���!���+-�&�)� � � l � � �Xp � .D�
�'�D!#���G�)� � �#84� 5 ��H 0-"%J�",�����������-�&"%J�" �1�������)� �65 ϕ(t)3���3L+ "%��!#�98:�)�&�)� ��� 7.2 � �%��"�!#���G�)� � �?
*��FG�'

�
+��K�'����! � t ∈ [−h, h] A

C
	 �9�jf�� " b ��f!c�������� d���" �,���������ud�������f|���Z�9��g����j�����!����f������À����������


" b � � ;�� @ ��f f�"5�������P"Df �P� ��dF9�DN��� � d@��g�6����
t ∈ [0, h]

f��(�����ud�������fP" �_�
Tϕ(0)M

7
Y (t) = Γ0,t−hY (t−h, ϕ(t−h)) � β(t) = Γ0,t−hβ(t−h, ϕ(t−h))

�
HLf���� $ d����Ä����8a�������

ξ(t)
d@��������������f l � � GXp f(����� �9������bC" �

Y (t)
�
β(t)

$
g@�����������xf!dFDa�jf�����d����Bc�� ����������"5�Á� � ;�$ f�����f�����f f>��f!g@�X" bC" ����8a��������"
����f l � � �Xp?���

[−h, h] � B3���"5�����P" $ d����a����d �9����f��%�Nfec����j�9���*�(��������"=����8a������f����
t ∈ (h,+∞)f!��f��j�����Lf�����" $ d����S� : ���X"_f ��d@d��������$�9� ��d �9���L��f!c����������������%�Lf ��d@d�������b��

c�����f
Y (t)

�
β(t)

$ c�����d@d�������b��.c������	���P�!������bC"=c�����������f��X"=�	�9�����
ξ(t)



û Æ ÿ Æ � ��'���� � ' � � � ��� � � � 	 $ ����
�� � 	 	 � �  � � � � ��� ��� h����
�
ξ(h)

� ����f : ����m�� f ��d@d���f������ �����	�P��m!� l f�" �<3 ��h $ f �P� ��f���������� � ��� �%7îp � 3e�9����

g@� $ ������dXe:d���f�����b�e(f ��d@d���f�eYd ��������f f(��f����(� c�����d@d����%�/f!dFDa�jf����������������
����8a�������.c����.��f���e

t > h
�

K �+������� � ��_���_/�	��

�
�
X(t,m) 7 Y (t,m) � α(t,m)

�
��3 � � <>� 7 3���3 +���
"1!#� .D�
7.4
A:I�"%J*8#� 84� 5 ��H 0-"%J�" �����������-�&"%J�" ��
��&"%+ �65 ϕ(t) 3���3 +;"%��!#� �8:�)�&�)� ��� 7.2 
*��FG�'

�
+��K�'�/!#���G�)� � � ξ(t) ��!���+-�&�)� �65

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t)),

l � � h�hup
3K"1!�!#�)34�
�&" "%��!#�98:�)�&�)���&"-�/��! � +�
1� � t ∈ [−h,∞)

A

C
����f

t ∈ [−h, h] d@��������� �9�������a����������" b>f �P� ��d��������a����������" bj� � � �
bc���j�9���*�(������� ���

t > h
"5�.����� c���f����������%��f �P� ��dF9�DN�P" �,���������X" �

0L� 3 ��h $ f �P� ��f��������C� � ��� �%7�f �P� ��d���� $ d����Nf!dFDa�jf�����d����c� ��g������9�����Lc�����f���������

f������

R
K f`�9��f��	������d���� �������,8N�P"

K
�D�P��g��	������� ����c*8N��6�� ���^��� c�����


��be������� c����P� ������������b�e ��c����������������
A(t,m) : RK → TmM

�	��g@��� $
d����

A(t,m)A∗(t,m) = α(t,m)
� bLd�f��%�

w(t)
h ��������������f!g����|c�����6��jf f

�
RK � bc��f��������P"Gc����P��������������b�eG��c����������������

AT (t, b) : RK → Hb

g���g
Tπ−1A(t, πb) |Hb

� 8S�
OM

����� �9��"7��� g������������ c����P�
XT (t, b)

g���g-���9��g���

�j�����!����f������!����������" bn� � ; �7f ��d@d����������/��� g������������/c����P�

Y T
m(·)(t, b)

� ����

" dj�P���

Y T
m(·)(t, b) = Eb

(
O

−1
m(h)Γh,t−hY (t− h,m(t− h))

)
,

l � � h � p
m �9�

m(·) ����f f�" ����������������f fLg���g : �P��"5�����	���������]f��,��b������ ���
Ω̃

l f�" � � G � ;�� hup $
�
Γh,t

�,���������ud�������c������	���P�!������b��(c�����������f �	�9�����
ξ(t)

�
	 ������"�����f f�"5�������P"Zf �P� ��dF9�Da���]d@��������������� 0c��� � � ���P"5�E�E�!�P��c�������ft


g@��� h � �	�P��6�g@��m��a���
OM

7

dζ(t) = eζ(t)

((
XT (t, ζ(t)) + Y T

m(·)(t, ζ(t))
)
dt+

+AT (t, ζ(t)) dw(t)
)
.

l � � h ; p

3���"5�����P" $ d���� c��Nc���f������������*9
XT (t, b)

m ���$��g@� $
AT (t, b)

�P��g��	�������L����c�

8N��6�� ���.�

Y T
m(·)(t, b)

c � � � m ���$��g@�.c��Qf�������g�d�c�����f����_c�������"5������b�e
t
�
b
�

1K��m ���(f!dFDa�jf�����d����:����8a�������
ζ(t)

d@��������������f l � � h ; p fa���ud��	������bC"Gd�f �P��

������"

ζ(h) = Om(h)
l f�" �E3 � ; 7îp � bc��f!g@������g�d

OM
g@�X" c���g������ l f�" � � G � �Xp $

���
ζ(t)

f!dFDa�jf�����d����a��� ��f���" c����X"5���Yd@��g@�
t ∈ [h, 2h]

� 3�d�� �����9��bC"À�,������

���X" $ c�����6��jf f

ξ(t) = πζ(t)
f�����f�����f f(c����j�9���*�(��������"7��f!g@�X"5��m��(����8a������f

���
[h, 2h]

� C �P� ��dF9�DN��� 8 ��m �(�!����d�����f����Q�����	�P��m ��d���b �
B



h���G &(' � � � û Æ�� � � � ��� ���+* � � � ' &$��� ���+* �1� � $ ������� � � ������	
K �+������� � ��_��K_	�	��

�
�

X(t,m) 7 Y (t,m) � β(t,m)
�
��3 � � <>� 7 3���3 +���
"1!#� .D�

7.4
A#I�"%J*8#��84� 5 ��H 0-"%J�"?�����������-�&"%J�"���
��&"%+ �65 ϕ(t) 7 3���3L+L"%��!#� �8:�)�&�)� ��� 7.2 7 
*��FG�'

�
+��K�'�/!#���G�)� � � ξ(t) ��!���+-�&�)� �65

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) = Γt,t−hβ(t, ξ(t))

l � � h��@p

3K"1!�!#�)34�
�&" "%��!#�98:�)�&�)���&"-�/��! � +�
1� � t ∈ [−h,∞)
A

C
@ ��f f!d�� �9������fY� �9�jf��N�����	�P��m ��d���b �9��g����j�����!����f�����d�����������" b � � 	Sf��

f �P� ��dF9�Da���Ä"5�j��� � ��g���6������ � 0L� 3 ��h $ f �P� ��f��������:� � ��� �%7 f �P� ��d���� $ d����`f!dX

Da�jf�����d����£� ��g������9����� c�����f���������f������

RK f]�9��f��	������d���� �������,8N�P"
K
�N�P��


g��	�������S����c*8N��6�� ���a��� c�������be������� c����P� ������������b�e:��c����������������
B(t,m) :

RK → TmM
�	��g@��� $ d����

B(t,m)B∗(t,m) = β(t,m)
� a�"5�jf���� l � � h ; p�" b

�P"5����"7�9�!�P�-f

dζ(t) = eζ(t)

((
XT (t, ζ(t)) + Y T

m(·)(t, ζ(t))
)
dt+

+BT
m(·)(t, ζ(t)) dw(t)

)
,

l � � hu	�p

m �9�
BT

m(·) = Tπ−1b
(
O

−1
m(h)Γh,t−hB(t− h,m(t− h))

)
. B

��_ �2_ W�� � ���	��
*Z�� 
�� �9[2Y�� ����
*Z��
Z#
�����������! � 
�! � � ����� 
���
*Z��

� ��Y�� �9Z�� ��_ � _ �	��

�
�
X(t,m) � Y(t,m) � .��&"%J�" �1�����2������+6�)34��"1! ������/�&"%� 5 ��� M � α(t,m) � β(t,m) � .��&"%J�" �1�����2����� (2, 0) � ���)���%"1!&������&"%� 5 7 ��! � � � .C��H	F � � �1�������)� �65 + S+(n)

+ 3��%<?8:"%� ��"��23K�
m ∈ M

A �;�
��!#�984�&"%����J
��� . 7 �6��" ��! � +�
1� � t ∈ R � m ∈ M

"-01!��
�1� +�
1� � �%� � � �&"%�&�)�
5 +-� 5 H?�2
 5 �'�2.�3����4�
�/. � +-�,����3����/. � .��&"1<>�'

�
+��2. � + 
1"-"��
+6�'�2

�
+���H	F � ���!#"�

�)!����4

�
+�� � � �6��">+�
1� �%� � �&"%� 5 �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-��� 
�+6�*!���� �&" 
1"%+6" �3������&"�

� � �&�*!#� .D�)����� ��A

�/!#"�.D� ��"%J�" 7 .�� 0
�
8:� . !���0-"��
���
�;
?.��&"%J�" �1�����2���/. � "���"-01!��%<>�)� �65 �. � Y(t) � � [0,∞)
+	3���
 �����)���-�&"-�#��!#"�

�)!����4

�
+6" +	�&�)3K"���"1!#"%� ��"��23K�

m0 ∈
M � β(t) � � [0,∞)

+
S+(n)

+ ��!#"�

�)!����4

�
+6" 
 � . .D�'�)! � ���'
�3 � � (2, 0) ����)���%"1!#"%+ +
m0
A �;� �
��36<>�?��!#�984�&"%����J
��� . 7 �6��" � � "-01!��
�1� +�
1� � ��"����)3+

[0,∞)
�'�2.�3����4�
� � +-�,����3���� � �%� � "���"-01!��%<>�)� �65 �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-���
�+6�*!����6A



û Æ þ Æ�� � � ��' � ������� � � � ' &$��� ���+* � ��� $ � � � � � ��� � � � � � ��� ���+* h��X�
K �+������� � ��_���_/�	��

�
�

M � 3K"�.�����34�
�&"-��! � .C���&"%+6" .��&"%J�"-"-01!��
� � � 73���3 +-� �G��A 	 ��0-�*!#� . �&�)3K"���"1!K��H ��"��23��
m0 ∈ M

A��	��

�
�G84� 5 m ∈ M 7
t > 0

.��&"%J�" �1�����2����� +6�)34��"1!&�
X(t,m) � Y(t) ⊂ Tm0

M � .��&"%J�" �1�����2�����
(2, 0) �

���)���%"1!&�����C�&"%� 5 α(t,m) � β(t) + m0
�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 H?�D��
��&"%+ � H 7.1

� 5 +-� 5 H?�2
 5 !���+-�&"�.D�*!&�&"�"%J)!���� � ���)�����/. � A�I�"%J*8#��+-3���H ���)� � � l � � �Xp � .D� ��'�?!#���G�)� � �?��! � �����������-�&"�. ��
��&"%+ ��� ξ(0) = m0 �
�%��" !#���G�)� � � 
*��FG� �

�
+��K�'����! � +�
1� � t > 0

A

C
a b ��������"�c���f �P� �9���������!��������f��%� c����P�.�Y�����!������b�eÁd���f��!�

εq → 0c����
q → ∞ � bc�À����������"5��G � � ����f|c�����d@��� c�������be����b�eEf!�����Xe�d "5����m���


�����ud���b�eU�����,�����2�(�������
X(t,m)

�
Y(t)

fL�j��" g���d@��bC" �Q��bec�d�g���bC" �G�,��

�����j��" �7f!dFDa�jf�����dF9��Qc���f �P� �9���������!��������f�������� c�������be����b�e

εq

 ��c�c�����g�f!��


" ��6����
Xq(t,m)

�
Yq(t)

$ f�������������f������������ $ �	��g���� $ d����
Xq(t,m)

l
Yq(t)

f���

����������f������������@pLc�������d���d����`f eX�j������f f_g7����"5�����P"5�X" d�c��&�E�����!��9 f��!�P� g�

������d

X(t,m)
l
Y(t)

f�������������f������������@p � :C���	�P��m ��d���b��
ε

 ��c�c�����g�f!�P" ��6����

α̂q(t,m)
�
β̂q(t)

f!dFDa�jf�����dF9��G�D����f
(2, 0)


¼��������������b�eDc����P���
α(t,m)�

β(t)
$ f�������������f������������ $ f �9��c����P�������!������bC"Qd�f �P��������"�7��	��gNg���g

S+(n)
h

��bec�d�g��P���8"5���.�(�jf������ �
S(n)

$ ��� : ���Q��c�c�����g�f!�P" ��6����(c��������P" �%9��Y������

d�������f.�

S+(n)
�Yf�������������f�����dF9�DN��e�c�����f���������f�������e���������������� �

1���gZg���g&��� c�������be����dF9 � d@��g�6��*9
"5�.�����.��c�c�����g�f!�P" �����������%��m ���$�P

g@���xf�����d�����f��%�,9 �9�_c�������� ������������m��

ε > 0
$ ��� ��� �(c����������Å�,�,Da����f����

"5�.�����Yf�d����	���%� $ d����
Xq(t,m)

�
Yq(t)

m ���$��g���� �
a ��� �9��"
αq(t,m) = α̂q(t,m) +

εq

4
g̃(m)

�
βq(t) = β̂q(t) +

εq

4
g̃(m),

m �9�
g(m)

h
(2, 0)


#"5��������d��jf!g���� ����������� ���
M

$ f�������������f�����dF9�DN��� ����

" ����������� "5��������g@� l g@����������f f�����f�����f f

(0, 2)

#"5��������d��jf!g��P" �������������X"Jp

���
M

� 3�d�� �����9��bC"j�,���������X" $
αq(t,m)

l
βq(t)

p�c�������d���d����Gf eX�j������f fEg
����"5�����P"5�X" d c��«�E�����!��9 f��!�P� g�������d

α(t,m)
l
β(t)

f�������������f������������@p $ �
: ���B��c�c�����g�f!�P" ��6����Gc��������P" �%9�� �����ud�������fE�

S+(n)
� f�������������f�����dF9C


DN��e(c�����f���������f�������e � 1���gGd����:"5�.�����-��c�c�����g�f!�P" �����������%� εq
4

m ���$��g��P" �
�����,�����2�(������fP" �/� $ �	��g��P"«�,���������X" $ ��� �C��m���������d�������f��,�,Da����f�����"5�.�����
����f f�" �������������%�

αq(t,m)
�
βq(t)

g���gUm ���$��g���� �
@ ��f f�"5�������P" d@��������������f

Dξq(t) = Xq(t, ξ(t)) + Γt,0Yq(t),

D2ξ(t) = αq(t, ξ(t)) + Γt,0βq(t),g@��������b���d �9�����P���������Xf*9��-d�f �P������fP" ����������" b
� � ;�� 3����������ud��P" d������ �
µq"5����b«���*c�����f���������f������ ��b ��������d���b�eC������� g���������� $ f�������������f�����dF9�DN��e£����
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8a������fP" l � � hj�Xp $ g@��������b�� f!dFDa�jf�����dF9��Sc�������������"5�8� � ; ���Sc�������� �����������X"
������"5�������X" �������������	�P�

[0, T ]
�

3 f��	���,8 ��f�f f8d���f��%� �9��g����j�����!����f������ c����ueX�j����� g���g c�����f��	��f("5�j��� � ��

g���6���f(�9��g����j�����!����f������a����������" b´�Y��� 3 ;,; 7 l ��������f������������(���/�����X"5��������

d��jf!g@�X"����P�.�(�������:"5����m����,������� ��f/�a� ��g������9�����Sc�����f���������f������L�9��f��	������d�

�����������,8a����������"5��������f����9p � bc��g����j����� $ d����:"5���.�(�jf�������"5��� {µq}

f ���%���
g@�X" c���g������ $ �	��gad����c"5�.����� ��b �������%� f ���%��� f eX�j�Pf*DNdF9 f fSc��j��c���f �P� �9������

���!��������f��%� � � �	�P���Sc���g���� be��������f f $ d�����c�����6��jf f $ f�������������f�����dF9�DN���Qc�����

�9�!����������"5����� $ d �9�����P���������Xf���� l � � �Xp �

BR8Y���� � ���9Z�� ��_ � _��D�
+6�*!�<?8:�)� � �����
"1!#� .�� 7.3

���!���+6�984� � +6" 7 �'
�� �

X(t,m) 7 Y (t) 7 α(t,m) � β(t) �&�)��!#�*!&�,+-���?A�a����f����������!������� $ �j�9���������ud���b��c��� c�������be����b��8�,�,IK� g�� h�: ���Cd���f�����b��
f ��d@d�����"5����m��������ud�����m�� c�����d@��� c�������be������m�� f!�����Xe�d:�,�,IK� g��	� �

3�d�� �����9��bC" �,���������X" $ "5�j��� � ��g���6����xc���f��������������G� ����f f!d�� �9������� $
��f!c�������������������b�e ��b 8a� $ c���� ������f*9��]�9��g����j���%�ef �P� ��dF9�Da��� d@��������� �9������� �
K �+������� � ��_��K_��	��

�
� 84� 5 3K"�.�����34�
�&"%J�" ! � .C���&"%+�� .��&"%J�"-"-01!�� �� �65 M 7 3���3 +-� �G� 7 84� 5 m ∈ M 7 t > 0

.��&"%J�" �1�����2�����/+6�)34��"1!&�
X(t,m)

� Y(t,m) � .��&"%J�" �1�����2����� ���)���%"1!&� α(t,m) � β(t,m)
�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �H?�;��
��&"%+ � H 7.1 � !���+-�&"�.D�*!&�&" "%J)!���� � ���)���?A�I�"%J*8#� +-3���H ���)� � � l � � ��p

� .D�
�'��!#���G�)� � � 84� 5 ��H 0-"%J�" �����������-�&"%J�" �1�������)� �65 ϕ(t) 7 3���3 + "%��!#�98:� ��&�)� ��� 7.2 7 � �%��"�!#���G�)� � �?
*��FG�'

�
+��K�'����! � t ∈ [−h, h] AK �+������� � ��_��K_,�	��

�
�
X(t,m) 7 Y(t,m) � α(t,m)

�
��3 � � <>� 7 3���3 +���
"1!#� .D�
7.8
A#I�"%J*8#��84� 5 ��H 0-"%J�"?�����������-�&"%J�"���
��&"%+ �65 ϕ(t) 7 3���3L+L"%��!#� �8:�)�&�)� ��� 7.2 7 
*��FG�'

�
+��K�'�/!#���G�)� � � ξ(t) +-3���H ���)� �65

Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY(t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)),

l � � hj�Xp
3K"���"1!#"-� 
*��FG�'

�
+��K�'����! � +�
1� � t ∈ [−h,∞)

A
K �+������� � ��_ ��� _��	��

�
�

X(t,m) 7 Y(t,m) � β(t,m)
�
��3 � �	<>� 7 3���3 +���
"1!#� .D�

7.8
A#I�"%J*8#��84� 5 ��H 0-"%J�"?�����������-�&"%J�"���
��&"%+ �65 ϕ(t) 7 3���3L+L"%��!#� �8:�)�&�)� ��� 7.2 7 
*��FG�'

�
+��K�'�/!#���G�)� � � ξ(t) +-3���H ���)� �65

Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY(t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) ∈ Γt,t−hβ(t, ξ(t)),

l � � h���p
3K"���"1!#"-�/3K"1!�!#�)34�
�&" "%��!#�98:�)�&�)�&"	84� 5 +�
1� � t ∈ [−h,∞)

A
R8Y���� � ���9Z�� ��_���_��D�
+6�*!�<?8:�)� �65 ���
"1!#� . 7.4 7 7.5 � 7.6 +-�,�&"%��� 5 H?�2
 5 7�'
�� � X(t,m) 7 Y (t,m) 7 α(t,m) � β(t,m)
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� 1� ��  /21$# ( 1� )  .�! �� A*#�� ) 1�& ) F "5���.�(�jf������

X
�«"5���.�(�jf������

Y
h

: ���&�	��g@���-f�������������f�������� $ g@�����������-f���c���f��	������f����(g��2� �9���«����d�g@�
x ∈ X��� c�d�f������Lc��j�<"5���.�(�jf������

F (x) ⊂ Y
$ ����� be������"5���! �� A*# /2 /

x
�

aEf ��d@d���� $ �jf ���
X

$
Y

h "5��������d��jf!g����Lc�����f���������f������ $ ��������f�"5����m���

�����ud���b�eG�����,�����2�(�������`�����j�Pf��:���jf!g@������g@�:�����!����d���b�e`c�����f������=��� c�����

��be������f���� $ g@��������b��S��f ��d@d����8�j�9���������ud���b�eU�����,�����2�(�������.c�������eX�j�Pf��/�
f��	��������������������c���� �9�!�P�������C��� c�������be������f���� l " b^���C��f��	������������������" f fa���
��c���f ������� : ����e/c�����f������/����f:"5����m��������ud���b�ea�����,�����2�(�������!����c����P��m ��d���

f!g���e(c�����f���������f���� ��f�" � 3 �27îp �

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/���'*(�' i ����m��������ud������������,�����2�(�������G����� be��������f f �� .'
�	�,1 ) �2A ) A � ?21�� / ��? ) A�"
� ? �! ( + ) x ∈ X

$ �jf ���_����f7��9�����m��
ε > 0

f!dX

Da�jf�����d�������g����jf�������f��%�

U(x)
����d�g��

x
�	��g���f $ d����`���

x′ ∈ U(x)
f �P� ��dX


��� $ d����
F (x′)

�P���Y�����
ε

¼��g����jf�������f����&"5���.�(�jf������

F (x)
�
F

����� be��������f f
�� �	�,1 ) �2A ) A � ?21�� / ��? ) A�"
�����

X
$ �jf ���Ä�����Qc�����d@��� c�������be�����Qf!�����Xe�dZ�

g��2� �9���U����d�g@� �
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/���' ��' i ����m��������ud������!�����,�����2�(�������

F : X → Y
����


� be��������f f��� �	�,1 ) �2A ) A � ?21�� / ��1�&"/�� ?0�! ( + ) x ∈ X
$ �jf ���`����fZ��9�����m��

ε > 0
f!dFDa�jf�����d�������g����jf�������f��%�

U(x)
����d�g��

x
�	��g���f $ d��������

x′ ∈ U(x)f �P� ��d���� $ d����
F (x)

�P���Y��� �
ε

¼��g����jf�������f����("5���.�(�jf������

F (x′)
�
F

����� be����

����f f �� �	�,1 ) �2A ) A � ?21�� / ��1�&"/������

X
$ �jf ���������/c�����d@��� c�������be�����Yf������ d

�/g��2� �9���U����d�g@� �
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/���' ��'�F]f ���

F
�j�9����������"5��������c�����d@��� c�������be�����Nf������ d

��f!�����Xe�d $ ���a����������� be��������f f 1 ) �2A ) A � ?21�� / �� �� #�����@6 A 
 � l �����-c�����f����
��� c�������be����bC"Jp �
8c� c�������be����b�� c�� � �$d�f �9��� � d(�����,�����2�(������f��	��g���� $ d���������f(g��2� �9��


m��
x

��m��(�,�������
F (x)

�jf��%�!��m���������d����������L�j��" g���d@�����c"5���.�(�jf������ $ ��� c�����

��be����b ��������f!�����!������� �	��g ����� be������"5��� "5��������g�� � �$d�f �9��� � �E�Dc�����




hu	 � &(' � � � ü Æ � � $ ��' ��� ���+*
f���������f������]��f���ec��� c�d�f���b�ec��m���������d�������b�eL�j��" g���d@��b�eSc��j�<"5���.�(�jf����e�

Y
�

08"5������� $ ����� �9��" � d@��g�6��*96d�g��P����������f�"5���.�(�jf����

ρ∗(A,B) = sup
a∈A

(a,B),

m �9�
ρ

h "5��������g��/�
Y

� 1K��m ���!"5��������g�� � �$d�f �9��� � ���j�$��������f f � ���P" dj�P���

h(A,B) = max(ρ∗(A,B), ρ∗(B,A)).

i ����m��������ud������*�����,�����2�(������������� be��������f f0/%#�/ +,1
�,� � / $ �jf ���8��m���m�����

� ��g f�����f�����f fD�j��" g���d@��bC"o"5���.�(�jf������X"��

X × Y
� F]f ���

F
�j��" g���dX


���_� ����f ��9������Å����d�g��
x ∈ X

f!dFDa�jf�����d����&��g����jf�������f��%�
U(x)

�	��g���f $
d����

F (U(x))
��������f!�����!�������/g@�X" c���g������ $ ���

F
c�����d@��� c�������be�����Yf!�����Xe�d �

a*�2����dF9 ����e�����d��jf!g�dF9 ������� c���� ��f f �P� �9����������� "5����m��������ud���b�e
�����,�����2�(�������v��m����%9��´�j�9���������ud���b�� �����,�����2�(������f2� ���X"V����� �����X"
f�" b f �P� ��c�c�����g�f!�P" ����dF9�DN���£"5����m��������ud���b�� � 3 c��*8a��"_������f������	���	��g���e
�j�9���������ud���b�e:�����,�����2�(������� h f��!�P� g�������bB�

ε

 ��c�c�����g�f!�P" ��6���� �

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' �2'�bLd�f��%�
F : X → Y

h "5����m��������ud������=�����,��

���2�(������� � FJm�� � ) � ) +,�! A  / ����� be��������f f �j�9���������ud������
�����,�����2�(�������
f : X → Y

�	��g@��� $ d����`����f g��2� �9��m��
x ∈ X

��bec����P��f�����f f ��g���9�d��������
f(x) ∈ F (x)

�
� �	�P� g@�c��� ��f f�g@����"5����m��������ud������������,�����2�(�������e�P"5��������� c�������be����b��

f��!�P� g������ � bc������� �9��"|g�����f f!��d��jf!g�dF9j����������" d&�Qf!dFDa�jf�������������������� c�����

��be����b�e(f��!�P� g���������������f(c�����d@��� c�������be����b�e�f������ d:�����,�����2�(�������(f ��b�

c�d�g���bC" �.�j��" g���d@��bC" �G�,�������j��" � �
K �+������� � �K_ � l ����������" � i ����g����Xpt_ �,
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�)!����4

�
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�)!����4

�
+6" 7 ��"��&"%�����&�)��!#� �!&�,+-�&"-�>
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��3K"-� 7 �6��" "-01!��
� ��H 0-"%� ��"��23 � 5 +-� 5 �'�2
 5+-�,����3����/. �'�2.�3����4�
�/. .��&"1<>�'

�
+6"�. 7 � .D�
�'� �&�)��!#�*!&�,+-���,� 
1�)�&�)34��"1! Aa_c������P�.�(������f�ecd��%Da�]��f�������d��%9���f f�c�����d@��� c�������be����b��]f!�����Xe�d£�����,��


���2�(������f � 3���� $ �����,�,Da�Jm��������Xf $ ��� �P"5��9������ c�������be����b�e�f��!�P� g���������� $ ���
�P"5��9��`����"5�����P" b���f��!�P� g�������b � ����f���f f �P� �9����������f_c�����d@��� c�������be����b�e
f!�����Xe�d�"5����m��������ud���b�e������,�����2�(�������U��g���� be���%9���f f�c����P� ����bC" ���	��g�����

� be������" b��

ε

 #��
�2A  .+���&F/ # ��&�& �

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' ��'Kbc���_�j�$���������X"
ε > 0

��� c�������be�������(�j�9���������ud�

�����������,�����2�(�������

fε : X → Y
����� be��������f f

ε

 ��c�c�����g�f!�P" ��6������«"5����m���


�����ud�����m��(�����,�����2�(������f
F : X → Y

$ �jf ����m���� � ��gU�����,�����2�(������f
f
$ g���g

"5���.�(�jf������L�
X×Y $ �P���Y���S�

ε

¼��g����jf�������f����!m���� � ��g��£�����,�����2�(������f

F
�
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 � � � ��� � ���+* hu	 ;
0L� c�����d@��� c�������be����b�eSf!�����Xe�dc"5����m��������ud���b�e£�����,�����2�(�������S� g@������d�


���X"5������b�eZc�����f���������f�������e
Rn $ ����f_g@��������b�e.�9��g����j������f!dFDa�jf����������������

ε

 ��c�c�����g�f!�P" ��6����(c����(��9����X"

ε > 0
$ " bDd�g��2�(��" f �P� ��dF9�DN���Lg�����f f!b87

• �����,�����2�(������f(fL��bec�d�g���bC" �(�j��" g���d@��bC" ���,�������j��" ���
• �	��g:����� be������" b��������,�����2�(������f-f��,�������j��" �-��f � ������d���bC" �Y������f���e

������"5��������f���f�e����
1
�9�

n − 1
�7f ���%���.��f � ������d���bC" �_��������"5��������f����

nl f�" � 3 ��7îp � �?�����Qg�����f f:"5����m��������ud���b�e������,�����2�(������� ��b*�7��c�������b�������ft

f�"5��������� : � � � i b 8Ng���f��X"D� h��X	��Gm �E3 � �27 $ � 3 ��7*� 3 h�h 7 ����fÀ����m�� ��b*���
c���f�����������b ����c����P��m ��d��jf!g����:e�������g���������f�����g��À����c���d���f ��� �8� � 8a��6��.�
����c����P��m ��d��jf!g@��m��S�����9� g�f � � bc�����(� l �!G�i�
äe!m�m ����� ��� g��Xp : ������g�����f f ��b*�
c�����������g���b��7� ����� ����� �u�����,�����2�(������fP" � $ d*��� �,������� b��7g��2� �9��� ����d�

g@�(�P"5��9��

uvk

 f!������f������`c����

k = 1, . . . , n
� l f�" � ����d������U��c���� �9�!�P������� $

����c����P"5��� $ � 3 	��.7îp �
C �P� ��dF9�Da���Ld@��������� �9������� �9��g����j����� � 3 ; �27 l f�" � �	��g<�(� 3 � ; 7îp �
K �+������� � �K_���_G�	��

�
�

Φ : R
n → R

n � �&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"-� 
�+6�*! ����G.��&"%J�" �1�����2�&"-� "���"-01!��%<>�)� � �,
C+-�,����3����/. � �'�2.�3����4�
�/. � "%J)!���� � ���)� ����/. � "-01!��
�'�2. � A �G� 5 ��H 0-"%� �&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

� � εi → 0

*��FG�'

�
+��K�'�

�&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

�
�,�&�)��!#�*!&�,+-��� �
εi �
������!#"%3�
 � .C��$ � � "���"-01!��%<>�)� �65 Φ 73K"���"1!�� 5 �&"���"����%�2�&" 
 ��"�8 � �2
 5 3 � �
.D�*! � .D"�.#� �&" �/"1!#�)��H 
1�)�&�)34��"1!K� Φ A

�,
�� � Φ ��! � � � .C���'� �1�������)� �65 +G+-�,����3��&"�. .��&"1<>�'

�
+6� Ξ + Rn 7 ��"?��3�� ��'���������
ε �
������!#"%3�
 � .C��$ ��� �
��36<>�/��! � � � .C��H?� �1�������)� �65 + Ξ AbLd�f��%�
X

h ��������eX������c�����f���������f������ $
F : X → X

h c�����d@��� c�������be��

����� f!�����Xe�d�"5����m��������ud������������,�����2�(�������*f*��bec�d�g���bC" �/�j��" g���d@��bC" ���,��

�����j��" � � bLd�f��%�U�	��g<�(������f_��9�����m�����m���������d���������m���"5���.�(�jf������

Ω ⊂ X��m��:�,�������
F (Ω)

��������f!�����!�������-g@�X" c���g������ � 1K��m ��� $ �jf ���
F
c������ ���j�����Y�

f����uf08 ���
B
c�����f���������f������

X
$ ���Y�

B
f!dFDa�jf�����d����(��� c��j�����<������fU����d�g��

x ∈ F (x)
l 1K��������" �Y<S��g�d@�	����� $ �����	�P��mLc�������6���c�� � �$d �9�����Xp �

C �P� ��dF9�DN����������d@��������� �9������f�"5�.��������������� $ ����c����P"5��� $ � 3 �.7 � 	 �9�jf��
d������ �

C(Y ),K(Y )
�,���������ud�����b7f�������g�d�c�����f���� $ f���f����uf*DN���]���*��f���e���� c�dX


f���b�e.�j��" g���d@��b�e.����� $ f�������������f������������ $ g@�X" c���g�����b�e(c��j�<"5���.�(�jf���������

c����P��m ��d��jf!g@��m�� c�����f���������f������

Y
�

K �+������� � �K_��K_ �,
�� � .��&"%J�" �1�����2�&"-� "���"-01!��%<>�)� � � F : X → C(Y )�&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"�
�+6�*!���� � ��!#"�

�)!����4

�
+6" Y !#�)J �2� 5 !&�&" 7 ��" F �'�2.�3����4��"6A
K �+������� � �K_ �2_D�	��

�
�L.��&"%J�" �1�����2�&"-� "���"-01!��%<>�)� � � F0 : X → C(Y )�'�2.�3����4��" 7 .��&"%J�" �1�����2�&"-�D"���"-01!��%<>�)� � � F1 : X → K(Y )

�&"%�����&�)��!#�*!&�,+
��&"G
�+6�*!���� �

F0(x) ∩ F1(x) 6= ∅, ∀x ∈ X.
I�"%J*8#� �&�*!#�'
1�%���)� � � F = F0 ∩ F1 : X → K(Y )

�&"%�����&�)��!#�*!&�,+-�&"G
�+6�*!����6A



hu	�� &(' � � � ü Æ � � $ ��' ��� ���+*
K �+������� � �K_���_ �;�&"%J�" �1�����2�&"-�?"���"-01!��%<>�)� � � F : X → Y

�'�2.�3����4��"
��"%J*8#� � ��"%���-3K"���"%J*8#� 7 3K"%J*8#�C84� 5 ��H 0%� �?�&"�
��&�98:"%+������)���-�&"�

���)� xk ⊂ X 7
yk ⊂ Y 7 �
��3 � � 7 �6��" xk → x 7 yk ∈ F (xk)

7 yk → y 7 +-�,�&"%���&�)�&" y ∈ F (x)
A

bLd�f��%�
F : R×Rn → Rn h "5����m��������ud������������,�����2�(������� � � &�
�
 ) A ) 1�'

��&$# � 5,1� ) ?2+��	� (*) 1�& )
ẋ ∈ F (t, x)

l G � hup
f�����f�����f fB�����	�P��m��X"=��� �8� ��������6����	��������m�� d@��������������f l �Bc�������eX�j����� �
����m�� $ �jf ���

F
h �j�9���������ud������������,�����2�(�������up �

@5��8a��������" l G � hup������ be��������f fQ�%��f�����9���������� c�������be������fQg���������f
x(t)

$
����f.g@�����������(c���d����.��f�9 ��d-��bec����P��f�����f f l G � hup �

F]f ���
F
c�����d@��� c�������be����� f!�����Xe�d $ �P"5����� ��bec�d�g���b�� �j��" g���d@��b��?��m�����


����d�������b��&�,������� b $ ��������fG��9���b�e
x0 ∈ Rn $

t0 ∈ R
f!dFDa�jf�����d����_�P��


g��	��������� l � � � � f!dFDa�jf�����dF9�Da��� c����Q�9��f��	������d�����" �	��b�e
t > 0

p�����8a�������
d�g����j��������m�����g���9�d�������f|f&���ud��	������bC">d�f �P��������"

x(t0) = x0
� 0L� ���jf���


�����	��g<�(� $ d����Y����fZc�����d@��� c�������be������m��-f!�����Xe�d
F
f��j��" g���d@��bC" ����m�����


����d�������bC" � �,�������j��" � $ g@��������b�� $ �����,�,Da�:m��������Xf $ ���.��bec�d�g���b $ f!dFDa��

f�����d����À����8a�������Z�j�$���ud��E<c�,8N�x����fE��� �8� ��������6����	��������m�����g���9�d�������f
ẋ ∈ � � F (t, x), m �9� � � F (t, x) h ��bec�d�g��P���L�j��" beg��������

F (t, x)
�

�K_���_�X �X[3��������! � � ��[��"! Z�� ���+���*Z*Z=� ���"�*Z��
bc�j�9���,����������c���f �������£" �����������	��� : ����m��Nc�������m���� � �S�P"5������f f $ ����c�����


"5��� $ � 3 � G.7 �
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' ��'�bLd�f��%�N�j�$������bx�����

n× n
" ��������d���b�� � d@��g�6����

A(x)
�
B(x)

$ m �9�
x

h ��� g������_��� ��������������m��(c�����f���������f������
X

l ����c�����

"5��� $

X
"5�.�(��� ��b��%�

R
1 �-� : ���X"�f ��d@d�����" bE��f!c�������� d���"��,���������ud��������

t�X"5�jf����
x
p � a b����2�(�������

λA(x)+B(x)
$ m �9�

λ
h ����Da�jf�����������b��/�����Yg@�X"*


c��P� g�f���b��`c�������"5����� $ ����� be��������f f��
� ( +, / � ) A ) / ) 1�1�� " / #2� A &�� � i ����

m���d��P���

det(λA(x) + B(x))
l ��������f!�����!�������

λ
p������ be��������f f "$# A*#2+,� ) A &�'

���!& (*) ��+,&F/ / 1� ��  ( � ) 1� / �
� ( +�# �
K �+������� � �K_��K_ l,+ p �	��

�
�

A(t) � B(t)
������� � � � ���'
�3 � �,�&" t ∈ (a, b) ⊂

R1 � 

�
�
! � � �;3K"
� ���/� $ � �)�4� �6�
!���34���*! � 

� � ���'
�3K"%J�" .��&"%J�"��2�&�)��� � � J*8:����
(a, b)

�&�C!���+6�)�>���2��H A4I�"%J*8#� 
*��FG�'

�
+���H?�	�&�)+-�D!#"1<?8:�)������� .C���)! � $��

P (t) � Q(t) 7 ������� � � � ���'
�3 � �/�&" t ∈ (a, b) 7 �
��3 � � 7 �6��"

P (t)(λA(t) +B(t))Q(t) = λ

(
Id 0
0 N(t)

)
+

(
J(t) 0
0 In−d

)
,

l G � � p
J*8:�

Id � In−d �
�98 � � � �2�����D.C���)! � $�� 
1"-"��
+6�'�2

�
+���H	F � ��!��
�
.D�*!&�&"�

���)� 7

N(t) � +6�*!��6�&�'�)!#� ��J�"%���-��� 5 .C���)! � $�� 
?���2� 5 . � ��� 8 � ��J�"%����� � 7 J(t) �
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�� �+��
�� � � ��� 	���
 � � � hu	�	
�&�)3K"���"1!&�,�

d × d
0%�&"%3#A � ���)! � $�� N(t) � J(t) �'��+ � 
 5 � "�� t ∈ (a, b)������� � � � ���'
�3 � Al,+ + p �,
�� � A(t) � B(t) Ci �

J ���1843 � + t ∈ (a, b) (i = 1, 2, . . .∞) 7 ��"�
*��FG� �

�
+��K�'� �&"�8 � �4���*!&+���� (a1, b1) ⊂ (a, b)
�
��3K"%� 7 �6��"G��! � t ∈ (a1, b1)


*��FG�
�

�
+���H?�

Ci �
J ���1843 � �,�&�)+-�D!#"1<?8:�)�������/.C���)! � $�� P (t) � Q(t) 7 3K"1!�!#�)34�
�&""%��!#�98:�)�&�)������� � �
��3 � � 7 �6��" +-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 � "1!4.#�2��� l G � � p1A�	 �%��"�. 
����

������
N(t) � J(t) Ci �

J ���1843 � + t ∈ (a1, b1)
A

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' �<'�bLd�f��%� $ g���g ����b 8a� $ f��	���*8N����g@� :��8� ��6���

�����Åe�������g���������f�����d��jf!g@��m�� "5����m���d��P�����À����m �9�«���«������������dj��9 ���x����

���������	�P�

(a, b)
� F]f ����e�������g���������f�����d��jf!g���� "5����m���d��P���Bd �9�����P���������Xf����

����������f�����d
� �����

(A(t)) = deg (det(λA(t) +B(t))),
l G � ; p

���:m��������Xf�� $ d�����" ��������d���b��Zc�d@d���gQd �9�����P���������Xf����/d�f �P�����*9>A*#21	� 'B��� ) '
� ) 1�5 �3���"5�����P" $ d����`c���� ��bec����P���������7d�f �P������f«������m�
 f���� c����*� $ ������m�" ����

����6�b

A(t)
�P"5�����Yc���f����uf�������� �����ud��������c���

(a, b)
�

K �+������� � �K_���_ �,
�� � .C���)! � �2���,� ������"%3=�
8:"%+-�&�'�
+6"1! 5 �'� ��
��&"%+ � H!�����J
�


���)�&�)��� 7 �4�
+6�*!�<?8:�)� � � l,+ + p/���
"1!#� .��

8.6
+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 ��� +�
1� . � � ����*!&+����&�

(a, b) (
�1A���A

(a1, b1) = (a, b)) 7 � � "1!4.#�2��� l G � � p � .D�
�'�?+ � 8

P (t)(λA(t) +B(t))Q(t) = λ

(
Id 0
0 0

)
+

(
J(t) 0
0 In−d

)
.

l G � �@p

08"5������f f�f �P� ��dF9�Da�����,���,�,Da�������ed@��������� �9������f l,+ + pJ����������" b�G � � ����f
f ��d@d���f $ g@��m ���(" ��������6�b4�j������f f��a���/��� g��������

x ∈ Rn �
K �+������� ���K_��K_��	��

�
�	.C���)! � $�� A(x) � B(x) 5 +-� 5 H?�2
 5 Ci �

J ���1843 � . �
(i = 1, 2, . . . ,∞)

�&"
x ∈ U 7 J*8:� U � �&�)3K"���"1!�� 5 "��
3�!&���
� 5 "-0%����

�
��+ Rn A

I�"%J*8#� 
*��FG�'

�
+��K�'��"��
3�!&���
� 5 "-0%����

�
� U1 ⊂ U 7 ����3K"���"1!#"%� 
*��FG�'

�
+���H?�

Ci �
J ���1843 � �G�&�)+-�D!#"1<?8:�)�������>.C���)! � $�� P (x) � Q(x) (x ∈ U1)

�
��3 � � 7�6��"

P (x)(λA(x) +B(x))Q(x) = λ

(
Id 0
0 N(x)

)
+

(
J(x) 0
0 In−d

)
,

l G � 	�p

J*8:�
Id � In−d �

�98 � � � �2�����D.C���)! � $�� 
1"-"��
+6�'�2

�
+���H	F � ��!��
�
.D�*!&�&"�

���)� 7
N(x) � +6�*!��6�&�'�)!#� ��J�"%���-��� 5 .C���)! � $��L
	���2� 5 . � ��� 8 � ��J�"%����� � 7 J(x) ��&�)3K"���"1!&�,�

d× d
0%�&"%3#A � ���)! � $�� N(x) � J(x) Ci �

J ���1843 � �&" x ∈ U1
A
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	 �9�jf��!" b ��c���f!be������"À��� g@��������b�� � ��g���bB�.g@����f�����d�g�6����.���c�����������
�������uf�������f������.�G�����������`f ��d@d�������b�e(c�����6��jf f���� $ g@��������b��8d���f�����d����Y��b�

eX�j�Pf�� �j�£����" g��(�,�,Da��m�� g�d@��f � : ����e(����� �9�!�P���c" ������" ������g�� � aÄ��f����������X"
: ���N�9�!��������f f-����f(d �9�,��f������ f f!b*�P��g(�!��� g�f����c���<�(� $ ���/�!��c���� �9�!�P���������
"5������c�������� �9������b��7� �9�jf���" �����������	�Å"5�.�����`��f!c����������������%������f c���������

m��S������g@�X" f������ f*c���� �<"5�����X" � 3 f���������b�� c�����f�����f������������/�������uf�������f������ $
��g���9�d���f c�����f�����f

σ

 �	�Pm�������b l �c���X"�d���f �P� �������!�P� ��f!g@���9p $ "5����b �(��� �j��


����f!�P"5��f����Qf ��d@d�������b�e����!����d����(c���� ��c�������m!�%9���f f(��� ���jf�����bC" � �
@ ��f f�" �����������%9���f f f ��d@d�������b��|���!����d�����b l ����"5�����P" b��������,�����2�(��


����f9p $ ��c���� �9�!�P������b��J���ec����P���X".�������uf�������f������X"�c�����f���������f������
(Ω,F ,P)�>c��������P" �%9�DN���x�����ud�������f>�Bg@������d����X"5�������X" ��� g����������X" c�����f���������


f������
R

n f �������!�P� ��f!g@��� σ 
 �	�Pm���������� � ����f-f ��d@d�������b�e ���!����d����-f��������ud���

����fP" ���C���!������������b�e�"5����m����,������� ��f�e � ����f ���jf!g@������d����X"5��������m��ef ��d@d���f
�P"5��9��:"5�jf����-�����	�P��m ��d���b�� g@����f�����d�g�6���� �

bc�j�9�,������� ���!�P�.�(�������ec��������j���P"5��m��L� �9�jf���" �����������	���S�P"5������f fY� 3 hji $
� h $����@$�� 	 $�; i.7 �

� d �9��"«m������������%� $ d����
σ

 c��j���	�Pm��������

Bξ

�
F
c������.� �9������f ��d@d����������

���!����d��������
ξ : Ω → Rn $ �jf ���

Bξ

�jf��%�:" �����P" �	��������f
σ

 �	�Pm�������� $ f��j�9����


�/�%D ��f�c������,������� b���f���e �������!�P� ��f!g���e8"5���.�(�jf����
Rn c����a�����,�����2�(�������

ξ����� $ : g��������	�P��������� $
Bξ

�jf��%�Ä" �����P" �	��������f
σ

 �	�Pm�������� $ ��������f!�����!�������

g@�����������(����"5�����P"5�
ξ
�

�K_��K_ � _ R8Y � ������
�! � ����������� ��_���Z2Y5Z�
 �5�*Z�������[*Z��@� 
�� � ��� ���%��_
C ��d@d�������b��.c�����6��jf f c���� ��f��	������f����Yf��,�����(�j������f f*DNdF9 ���/������"5�����Qf ��dX

d�������dF9 ���!����d�����d � 5@�������Xf�� $ d����Zc�����6��jf f

η(t)
$
t ∈ [0,∞)

$ �P"5�����Zc � � �
��� c�������be����b���������� g���������� $ �jf ���

P

 c � � � ����f

ω ∈ Ω
g���������f

η(t, ω)
��� c�����


��be����� � bc����f���������f���������� c�������be����b�e=g�������b�e
C0([0,∞),Rn)

� : ���X"
f ��d@d����c����� be��������f f��2A  2��� A*#21$���C?2 / l ? � �. A  ( 1�� "5pH� A*# ) +,�! A &�- �

	 � � ��g�f!����d���"=g@������d�������d���f �P�Ä����d�� g
t1, . . . , tk ∈ [0,∞)

�Gg@������d�

��b������%����� �������!�P� ��f!g���e�"5���.�(�jf����

B1, . . . , Bk ⊂ Rn ��� &��$&�1$@BA & (*) ��+,&F/����� be��������f fU"5���.�(�jf������/�
C0([0,∞),Rn)

�������
Jt1,...,tk × (B1, . . . , Bk) =

{
x(·) ∈ C0([0,∞),Rn) |x(ti) ∈ Bi

}
,

� � � � "5���.�(�jf������/g�������b�e $ g@��������b��S������d�g���e
ti
c��������P" �%9��-�����ud�������f.�

c��j�<"5���.�(�jf������
Bi

$ ���U��f��	�	������b�eG����d�g���e h c�������� ����������b��N�����ud�������f �
C ��d@d�������b��-c�����6��jf f f c � � � ��� c�������be����bC" ��������� g���������fP" �U"5�.�����a����ft

f�" �������������%�Ng���g�f ��d@d�������dF9B���!����d�����dYf��N�����ud�������fP" ���

C0([0,∞),Rn)f
σ

 �	�Pm���������� $ c������.� �9���������U6����������9����d��jf!g��P" �&"5���.�(�jf�������" � �



ü Æ ÿ Æ�� � � � �+* � � � � *�
�� � ��
�� ��� � ' � � � ����� � $ � ��� ����� � hu	X�
3����������ud��P"

C0([0,∞),Rn)
f!�P" �����P�X"

Ω̃
$ �
σ

 �	�Pm�������d $ c������.� �9������dF9

6����������9����d��jf!g��P" �^"5���.�(�jf�������" � $*h f!�P" �����P�X"
F̃

� 1K��m ��� $ c���f!g@������g�d
c�����6��jf f

ξ(·) "5�.�����Ä����f f�" �������������%��g���gG����"5�����P"5���&�����,�����2�(�������(���
(Ω,F )

�
(Ω̃, F̃ )

$ ���Bc������.� ������� �������uf�������f�����dF9 "5����d
µξ

���
(Ω̃, F̃ )�,��b�d���bC"À�,���������X"�7

µξ(A) = P(ξ−1(A))
����f

A ∈ F̃
� �?�	��"5�����(����� be����


����f f / ) A  .-�� �� A  � @ ) 1�1� .-��2A  �� ) ���� / ξ(t)
���

(Ω̃, F̃ )
����� A*#%� �2A ) @ ) � ) '

1�& ) / �2A  �� ) ��� # ξ(t) �����f ��9������G�������uf�������f�������� "5����b
µ
$ �j�$����������� ���

(Ω̃, F̃ )
$ "5�.�����

c���f����������%�(f ��d@d�������b��`c�����6��jf f
ηµ(t)

���-�������uf�������f������X"Gc�����f���������f������
(Ω̃, F̃ , µ)

f��Z�����ud�������fP" � �
Rn f �P� ��dF9�DN�P" �,���������X"�7

ηµ(t, ω) = ω(t)
$

m �9� : �P��"5�����	���������/f��,��b������
ω ∈ C0([0,∞),Rn)

c��U��c���� �9�!�P�����*9 f�����f�

����f f���� c�������be�������.g����������

ω : [0,∞) → Rn � bc����6��jf f
ξµ(t)

����� be��������f f
+, . A4@6&�1$#2�!1�� / �2A  �� ) ���� /Á���/�������uf�������f������X"7c�����f���������f������

(Ω̃, F̃ , µ)
�

3���"5�����P" $ d����4����f
µ = µξ

$ c������.� �9��������� f ��d@d�������bC"Vc�����6��jft

f��X"

ξ(t)
f���� c�������be����bC" �/��b ��������d���bC" �!������� g���������fP" �Y�

Rn $ f�������������

f�����dF9�DN���Qg@������������������b��.c�����6��jf fLc��-c���f������������*96�P"5�����:�����(��f ��"5���
����f!c���� �9�!�P������� $ d����Y�

ξ(t)
�

<S�2� ��b��Ef ��d@d�������b��Gc�����6��jf f
ξ(t)

�
Rn $

t ∈ [0, T ]
$ �j�$��������b�� ���

��� g@���������X".�������uf�������f������X".c�����f���������f������
(Ω,F ,P)

$ ��c���� �9�!��f���������� f���

"5����f������

σ

 c��j���	�Pm������

σ

 �	�Pm�������b

F
7

l,+ p �$c����,8��P��� �
P

ξ
t

h c������.� �9��������� c������,�������j��" � �������!�P� ��f!g���e("5����

�(�jf����/�

Rn c����.��f���e������,�����2�(������f�e
ξ(s) : Ω → Rn ����f 0 < s < t

�

l,+ + p �.��d ��dFDa��� �
F

ξ
t

h c������.� �9���������x�����	�P��m ��d���bC" �,���������X" ����f
t < s < l

�

l,+ + + p �u����f����uf*Da��� �
N

ξ
t

h c������.� �9���������Sf ��" �P"Å�����,�����2�(��������"
ξ(t)

�
a*f�� f���"5����f�������" b>f�d����	����"Ec����P��bC" � $ � � � � c���c����P��f���"G��f���" �="5����


�(�jf�������" �(�������uf�������f����U��dj��� �
�K_��K_���_ � ��Y�� � 
�� � � ������� ����Z�������[3� � � �«Z � ��
*Z��9_7@ ��f f�"5�������P"

m �����,�������������_c�����f���������f������
L2(Ω,F ,P)

f ��d@d�������b�ex���!����d���� $ f!d�"�" ��

��d���" b�eGf.g����$�9�������X" � bLd�f��%�

F0
h
σ

 c��j���	�Pm��������Z�

F
� @ ��f f�"5�������P"

L2(Ω,F0,P)
h m �����,�������������xc�����f���������f������Ef!d�"�" ����d���" b�e4f�g����$�9����


���X"7f ��d@d�������b�e/���!����d���� $ ����"5�����P" b�e���������f!�����!�������
F0

� bc����f������ $ d����
L2(Ω,F0,P)

f�����f�����f fx�j��" g���d@��bC"2c��j��c�����f���������f������X"=�
L2(Ω,F ,P)

�
3����������ud��P"Gd������ �

Q : L2(Ω,F ,P) → L2(Ω,F0,P)
��������m������	������b��Nc�����


� g������ � �a��g���� be��������f f $ d����Nc������ g������
Q
c����j�9���*�/������f f �9����� c�������be������


m��Qc������ g��������(�`f�������������f�����dF9�DN��eZc�����f���������f�������e
L1

��������m�������d���" b�e
f ��d@d�������b�e����!����d���� �
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#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' ��'�����fx��9�����m��

ξ ∈ L1(Ω,F ,P)
f ��d@d���������fx����


����d������
Qξ ∈ L1(Ω,F0,P)

����� be��������f f ��� �$ 2?21�� / / #2� ) / #2�!& (*) ��+,&F/
 �>&$@.#21�& ) / ξ

��������f!�����!�������
F0

���,���������ud�������f f
E(ξ |F0)

�
a*�2�����U����"5�������%� $ d����

E(ξ |F0)
f�����f�����f f l � ������f���������������f(����d�����


f��%�,96�9�-�����ud��������G���:"5���.�(�jf��������������uf�������f����G��dj���@pef ��d@d����������Q���!����

d��������|���

L1(Ω,F0,P)
$ �	��g@��� $ d���������fE��9�����m��Å"5���.�(�jf������

A ∈ F0��bec����P��f�����f fU����������f������ ∫
A
ξ dP =

∫
A
E(ξ |F0) dP.

8S��c��X"5���P" $ d����-f!dX

Da�jf����������������?�	��g@��� � d@��g�6���� ��b���� g������ ��������������" b @ �$�9����� h 8L��g@�j����

" � � �?���a��c���f �������

E(ξ |F0)
"5�.����������f f�" �������������%��g���g : g��������	�P�����������

��c���� �9�!�P������� �
8c������d �9���L�����9���%� $ d����c�,��b�d�������" ������" ������d��jf!g@�����.�Y�����������Ef�����f�����


f fNd�f �P������bC"�" ������" ������d��jf!g��P"��.�Y������������"���������f!�����!�������������������	���������
σ

 �	�Pm�������b $ f���f����uf*Da������� ����dXeU"5���.�(�jf���� ∅ � Ω

�
bc������� �9��" ��� g@��������b��(f!������f������`d�f �P��������m��&" ������" ������d��jf!g@��m����.�Y��


��������f $ �������,8N����f������-���Ng@��������b�e`f������ d.f �P� ��dF9������/f!������f����-c������ g�����

����� � bc�j�9���,������� ���!�P�.�(������� : ����m���" �����������	��� �P"5������f f.� 3 � 	 $�; i.7 �

l,+ p ; f �P����������" ������" ������d��jf!g@���!�.�Y�����������(f�����f�����f f_������������bC"���c���

�����������X" �

l,+ + p F]f ���
η
����"5�����P"5����������f!�����!�������

F0
$ ���

E(η |F0) = η
�

l,+ + + p F]f ���
F1 ⊂ F0

$ ���
E(E(η |F0) |F1) = E(η |F1)

� a d���f�������f���� $
��bec����P��f�����f fU����������f������

E(E(η |F0)) = Eη
�

l,+ � p F]f ���
F1 ⊂ F0

$ ���
E(E(η |F1) |F0) = E(η |F1)

�
l � p F]f ���

η
���L�j������f!���!���

F0
$ ���

E(η |F0) = Eη
�

l �'+ p�bLd�f��%�
ξ
$
η

h f ��d@d�������b��L���!����d�����bDf��/�����ud�������fP" �.�
R

�
F]f ���

ξ
����"5�����P" ����������f!�����!�������

F0
$ ���S����fY��9�����m��

η
��bec����P��f�����f f

����������f������
E(ξη |F0) = ξE(η |F0).aBf ��d@d����S��� g����������������ud���b�e(f ��d@d�������b�e(���!����d���� : ����f!������f������/��bec�����


��f�����f f�����fQf!g��	��f�����b�e-c�������� ��� �9������� �
bLd�f��%�

ξ
$
η

h f ��d@d�������b��-���!����d�����b $ �j�$��������b������Q�������uf�������f������X"
c�����f���������f������

(Ω,F ,P)
� c��������P" �%9�DN���*�����ud�������fN�

Rn � �c����� �
E(ξ | η)�,���������ud�������f f`d�f �P���������(" ������" ������d��jf!g@���!�.�Y����������� ���!����d�����b
ξ

��������

f!�����!�������

σ

 c��j���	�Pm�������b $ c������.� �9���������Lc������,�������j��" �H�������!�P� ��f!g���ec"5����


�(�jf����.�
Rn c����«�����,�����2�(�������

η : Ω → Rn � 8c������d �9���Qc���g����j���%� l f�" � $
����c����P"5��� $ 3 � 	67îp $ d����/f!dFDa�jf�����d����Sc � � � � ������f�������������� ����"5�����P"5��� c��a�E��

���!��9
�����,�����2�(�������

Y : Rn → Rn �	��g@��� $ d����
E(ξ | η) = Y (η)

� 3����,������

�(�������

Y
����� be��������f fCA ) � A ) ����& ) - ξ c�� η �U�,��b�d����(�,���������ud�������f fY��b�����


�(��������"
Y (x) = E(ξ | η = x)

�
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�� �@Y !�_]C ��d@d�������b��_c�����6��jf f

η(t)
����� be��������f f�/ # A �!&�1	� # �$ /
��������f!�����!�������&��� dF��be���%9�Da��m��Qf���"5����


f������
σ

 �	�Pm������

Bt
$
t ∈ [0,∞)

$ �jf ���Y����f(g��2� �9��m��
t
���!����d������

η(t)
����"5��


���P" ����������f!�����!�������
Bt

������f���9���b�e
t > s > 0

��bec����P��f�����f fa����������f������
E(η(t) |Bs) = η(s)

�
8c� c���f���� ��f������������v��� ��c���� �9�!�P������f " ����������m!�	���v� f!������f������ l,+ + + p

d�f �P��������m��a" ������" ������d��jf!g@��m��a�.�Y����������f(f �P� ��d���� $ d����!�,��b�d������£" ������" ��

����d��jf!g@���c�.�Y�����������8" ����������m!�	���(�jf��%�Y���!����d������ c���f����uf�������f �

bc����6��jf f
η(t)

����� be��������f f �$ .+�# � 5,1�� / / # A �!&�1	� # �$ / $ �jf ���4f!dFDa��

f�����d����8��� dF��be���%9�D ��f c���f �P� �9���������!��������f��%�8" ����g@����f!g���e!"5�X"5��������� l "5��

"5������������f��	��������g��9p

τn
�	��g���f $ d����

lim τn = ∞ $ �7����f g��2� �9��m��
τn(ω)c�����6��jf f

η(t ∧ τn)
f�����f�����f f�" ����������m!�	�P�X" $ m �9�

t ∧ τn = min(t, τn(ω))
�

C ��d@d�������b��Vc�����6��jf f
η(t)

����� be��������f f � ) / &F/ # A �!&�1	� # �$ / $ �jf ���
η(t) = A(t) + M(t)

$ m �9�
M(t)

h �P��g��	������b�� " ����������m!�	� $ �
A(t)

h
c�����6��jf f $ ��b ��������d���b��&������� g����������Bg@����������m�� c � � � �P"5��9�� ��m���������d�����

��dF9�����������6��*9 c��

t
l � � � � c��&���P"Dg@������� g������7��������m����	�GC?�����P�%���jf �����

f!d�"�" ����d���" b�e � d@��g�6����9p �
bc����f������ $ d����a" ����������m!�	�!f�����f�����f f �P��g��	������bC"�" ����������m!�	�P�X" $ � �P��


g��	������b���" ����������m!�	� h f���" �P" ����������m!�	�P�X" � 3���"5�����P" $ d������P"5������f f/g@����

f�����d�g�6���f(��������m�����������������f(f ��d@d�������b�e � d@��g�6����(c��/f���" �P" ����������m!�	����"
l f�" � 3 ��� 7îp $ d���f�����bC"|f ��d@d�����"Gg@������������f�����f�����f fZf����ue���f�����d��jf!g����`��������

m����	�.c��Y��������������f!g@�X" d/c�����6��jf f!d �

bc���^m ���$��g@���G�j��"5�����`g@���������������7�
Rn " ����������m!�	��b �E�P��g��	������b��

" ����������m!�	��b ���`c������,������� dF9���f fG� �����	�P��m ��d���b��Qc�����6��jf f!b $ �Ä��� ������

"*f.g���g.f���" �P" ����������m!�	�Qc������,������� d�����f f��Yf���" �P" ����������m!�	� l �����!�P�.�(�������
�-f!d�"�" d��P��g��	��������m��!" ����������m!�	���/�Qc�����6��jf f �!��m���������d����������(����������6����
�P"5�����U"5�jf���� $ �j�9����g@��f ����m!����" b���� : ���X"^�����!�P�.�(�������&����f�����f*9���f f�����

� dj�����	�����X"=c������,������������������fxf�������������f�����dF9�DN��exf ����m!����" b�e ��c������������
f!��f�����"5�(g@���������������Xp � bc� : ���X" d�g@������� g���������c���� �9�!�P�����Zc�����f������Qf���" ��

" ����������m!�	���/f��/�����ud�������fP" �.�!m ���$��g@�X"À"5����m����,������� ��� �

C ��d@d�������b���c�����6��jf f
ξ(t)

����� be��������f f  �� A*#2�!1�� /�/ # A �!&�1	� # �$ /^����

����f!�����!�������:��� ����������f��	�%9�Da��m��Yf���"5����f������

σ

 �	�Pm������

Ft
$ �jf ���.����f`g��2�!


�9��m��
t
���!����d������

ξ(t)
����"5�����P" � ��������f!�����!�������

Ft

� ����f ��9���b�e
s > t > 0

��bec����P��f�����f fU����������f������
E(η(t) |Fs) = η(s)

�
�K_��K_ �2_NR8Y�� � �"� ��\ ����Z�� ��� �"� �%�����'� ��
���� ��
�!!\ � ���E_Cbc�j�9���,�������

���!�P�.�(��������" �����������	��� : ����m��Yc�������m���� � � �P"5������f f $ ����c����P"5��� $ � 3 � $�� 	67 �
aE� � �9�e� : ���X"_c�������m���� � � �^h f�� c������%���!���������]c����P�����C"5��������d��jf!g@���ec�����

f���������f������ $

B
h ��m����. A ) � ) ?%��+�# 
 σ 'B# � � ) � A*# l � � � � " �����P" �	��������f

σ

 �	��
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m�������� $ c������.� �9��������f�����g���b���bC" �&"5���.�(�jf�������" �&p � 8S��c��X"5���P" $ d�����"5��

���

µ
���

(
�
,B)

����� be��������f f�? ) A  
$�!1� 2���!1� .- $ �jf ���
µ(
�
) = 1

�
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' ��'�5@�������Xf�� $ d����.c���f �P� �9���������!��������f��%���������uf�������ft


����b�eÀ"5���
µn

���
(X,B)

� � #��. � "� 2@6&��C� 
 + ? ) A  
$�!1� 2���!1� .- / ) A ) µ0
$

�jf ��� ∫
� f dµn →

∫
� f dµ0

����f7��9������Ä��� c�������be�������7�À��m���������d����������
� d@��g�6����

f :
� → R

�
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��'*(��K'�C?��"5����f������ �������uf�������f�����b�e "5��� {µα}

���
l
X,B

p:����� be��������f f�� � #��. � .�!1� 2��&�� ) � 5,1� +, / �$#2+,�!1�� / $ �jf ���E��9�����f
c���f �P� �9���������!��������f��%�8"5���-��� {µα}

f��j�9�����Y����f ���%����f eX�j�Pf*DNdF9 f f/c��j��c���

f �P� �9���������!��������f��%� �

3���"5�����P" $ d����("5����� $ g�g@�����������-f eX�j������f fYc��j��c���f �P� �9���������!��������f��%�L�
��c���� �9�!�P��������G � hji $ "5�.�(��������c��������$���P���/���%� {µα}

$ g���g7� c��j�9����� d�"5��

��������f f��`c�����f������Ä��������f!�����!���������7g@�X" c���g�������f���� � a6���	���������*8a��" $ �9��

c�d�f!g���f�������������f��%�G����d�� $ " b ������m ���`f ���%������������f!�����!�������`g@�X" c���g��������
f���"5����f������C��d �9��"Å����� be�����%� c�����f����Yf ���%��� g@�X" c���g�����bC" �
K �+������� � �K_�� l ����������" �Ábc���ueX���������Xpt_ �C� .D�)�4

�
+6"E+6�*!#" 5 �
�&"�

�
��� �.D�*! {µα}

���
( � ,B)


�����0-" "��
�&"�
 � ���)���-�&";3K"�.�����34�
�&" ��"%J*8#� � ��"%���-3K"��"%J*8#� 7 3K"%J*8#��84� 5 3��%<?8:"%J�" ε > 0

*��FG�'

�
+��K�'�?3K"�.�����34�

Kε ⊂ � �
��3K"%� 7�6��"
µα(Kε) < ε

84� 5 ��H 0-"%J�" µα ∈ M
A

�K_��K_���_ �aZ�
������ � ��[*Z�������������� ��_PbLd�f��%�
(Ω,F ,P)

h �������uf�������f��������
c�����f���������f������ $

Bt
h ��� dF��be���%9�Da���`f���"5����f������

σ

 c��j���	�Pm������

σ

 �	�Pm�����


��b
F

$ m �9�
t ∈ [0,∞)

� 	 �9�jf����`���	�P���(" b>��f���m ��� ��d �9��"Ec���� ��c�������m!���%� $
d����L��f��

σ

 c��j���	�Pm�������b

Bt
l ��� ��f���e�����f f�" ��������������" b�eNf���"5����f�������ePp�c�����


��b $ � � � � f��j�9�����/���N��f��8"5���.�(�jf������ ���
F

$ �P"5��9�DN���S�������uf�������f��%�(��dj��� �
i b ��d �9��" ����f f�" �������������%�4f ��d@d�������b��Gc�����6��jf f!b f��4�����ud�������fP" �

�=��� g@���������X"´� ��g������9�����X"6c�����f���������f������.f���f!g��	��f�����bC"6c�������� ��� �9������

��"

(·, ·) $ ��c���� �9�!�P������b������
(Ω,F ,P)

� 	 � � ��g�f!����������� � : ���X"xc�����f���������

f������J�������������P" ��������������b��H����� ��f $ ��d �9��"U��c���f!be�����%�e��� g�������b7f���������6���" �
��eGg@��������������� $ � f!��f�� �Ef�d���">����fGc�����f�������b ��d �9��"
�,���������ud����%�_c�����

f���������f������!d������ �

Rn �
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��'*( (�'*C ��d@d�������b��xc�����6��jf f

w(t)
�
Rn ����� be��������f f

?2&�1 ) A  2?%��+,&F/ �2A  �� ) ���� / $ c��j�9d�����������bC"
Bt

$ �jf ���Q��bec����P������b6f �P� ��dF9C

DN���Sd�f �P������fK7

hup]��b ��������d���b��£������� g����������
w(t)

c � � � ��� c�������be����bBc��
t
�

� p
w(t)

f�����f�����f fGg����$�9��������d�����
 ��������m�������d���" bC"j" ����������m!�	�P�X"
����

����f!�����!�������

Bt
$ c�����d���"

w(0) = 0
�
E((w(t) − w(s))

2|Bt) = t − s
c����

t > s
�
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 w(t) � .D�
�'�

�
��$ � "%���
!&����� �&� �'��+ � 
 � .���� J
�1��


1"%+�
�3 � �C��! � !���FG�)� �65 � ��! � t > s

84� 5�&�)J�"?+-�,�&"%��� 5 H?�2
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�
+��

E(w(t) − w(s)) = 0, E((w(t) − w(s))
2
) = t− s.

0c��bC" �xf �P������" � $ c��������%Da�������
w(t) − w(s)

c����
t > s

���.�j������f!���
���

Bs

�.�P"5�����!���C�(�c����f!c���� �9�!�P������� $ d����Y�.f ��" c�����6��jf f
w(t− s)

�
bc��g����j����� $ d����>c��P��������f��%� ����f!c���� �9�!�P������f

ρw(t, x)
��������������f!g@��m��

c�����6��jf f � �j�$��������f f � ���P" dj�P���

ρw(t, x) =
1

(2πt)
n
2

e−
x2

2t .
l G � �Xp

3�d�� �����9��� $ d����
Pw

t ⊂ Bt
$ m �9�

Pw
t

h �$c����,8��P��� �
w(t)

l f�" � � G � ;�� hup �
@ ��f f�"5�������P"Ec�����f���������f������

Ω̃ = C0([0,∞),Rn)
��� c�������be����b�e`g�����


��b�e �
Rn $ ��c���� �9�!�P������b�e ���

[0,∞)
� a

Ω̃
����f f�"5�������P"

σ

 �	�Pm�������d

F̃
$

c������.� �9������dF9 6����������9����d��jf!g��P" �´"5���.�(�jf�������" � l f�" � � G � ;�� hup � � 9������
��������������f!g����7c�����6��jf f:"5�.����������f f�" �������������%�`g���g7����"5�����P"5���������,������

�(��������c�����f���������f������

(Ω,F )
�`����"5�����P"5���(c�����f���������f������

(Ω̃, F̃ )
� 1K��"

f ��" bC"
P
c������.� �������G���

(Ω̃, F̃ )
"5����d

ν
$ g@����������fÄ�����j������f!���G���`g@����


g�����������m�� ��������������f!g@��m��7c�����6��jf f � �Á��c���� �9�!��f�����f f|�j�$����������" f!g��	��f���

����m��xc�������� ��� �9������fB�

Rn � �?�	� "5����� ����� be��������f f>/ ) A  .-�� &�1 ) A*# � bc�
��c���� �9�!�P�����*9 �����6�j�$������� ����f!c���� �9�!�P������f ��������������f!g@��m��4c�����6��jf f �=�
Ω̃ = C0([0,∞),Rn)

$ � � � � f����X"5�jf�����b�������f!c���� �9�!�P������fGf ��d@d�������b�e ����

����d����

w(t1), . . . , w(tk)
�
Rn c����(��9����X"À���%�������

t1, . . . , tk
�

@ ��f f�"5�������P" f�������g�d�c�����f��%�
(Ω̃, F̃ , ν)

g���g(�������uf�������f�������� c�����f���������

f������ �a��c���� �9�!���P"&���C����"`f ��d@d�������b��Nc�����6��jf f

w̃(t)
� ���P" dj�P���

w̃(t, ω) =
ω(t)

l �	��g:����� be������" b�� +, . A4@6&�1$#2�!1�� - �2A  �� ) ���������������uf�������f������X"_c�����

f���������f������

(Ω̃, F̃ , ν)
$ f�" � ��b 8a�up $ m �9� : �P��"5�����	���������2f��,��b������

ω ∈
C0([0,∞),Rn)

�jf��%�Lc��£��c���� �9�!�P�����*9 ��� c�������be������fNg���������f
ω : [0,∞) →

Rn � bc��f�������������b���c�����6��jf f
w̃(t)

f�����f�����f f���������������f!g��P" $ c��j�9d�����������bC"
f���"5����f�����d

P̃t
$ m �9������f_g��2� �9��m��

t ∈ [0,∞) σ

 �	�Pm��������

P̃t

c������.� �9�����
6����������9����d��jf!g��P" �:"5���.�(�jf�������" � fE��f�������������fP" �a���

[0, t]
� bc�j�9d�����g�����" $

d����
P̃t

�-���������X"Bf ��d@d����/f�����c��$��������f
Pw̃

t

� bc����6��jf f
w̃(t)

����� be��������f f
���C#21$@.# A �!1�� / ?2&�1 ) A  2?%��+,&F/ �2A  �� ) ���� /������ � A  ��,1� 2?%��+,&F/ @.?2&�� ) 1�&�'
) / �

����f.d �9�,��f������N���	���������*8N��e.f f!b*�P��g`f!d�"�" ����d���" ��d�����b�������"Gf!������

f������ ��������������f!g@��m��Nc�����6��jf f � �!�j�9���X" d@��������� �9������� �
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! � ��$ � H �

2)
3K"-"1!�8 � �����
� wi(t)

��!#"%$&�'


 �
w(t) 5 +-� 5 H?�2
 5 "�84�&"�.D�*!&���/. � + � �&� �!#"%+�
�3 � . � ��!#"%$&�'


 �2. � 7 3K"���"1!&���,�&"%���
!&�&" �&� �'��+ � 
 � .�� 7 "1!:��"%J�"%�������-��� 5��!#"-�)3�$ �65 w(t) ��� k �

.D�*!&�&"-���&"�84��!#"�

�)!����4

�
+6" +
Rn 5 +-� 5 �'�2
 5 k �

.D�*!&���/.
+ � �&�*!#"%+�
�3 � . ��!#"%$&�'


1"�. �

3)
����

�
�

b � "1!:��"%J�"%�������-���,� "%�&�*!�����"1! + Rn 7 ��"%J*8#� b ◦ w(t) � + � ��&�*!#"%+�
�3 � � ��!#"%$&�'
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�
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� � 7 �'
�� � w̃(t) � 

�
���-8#�
!:�
���,� + � �&�*!#"%+ �
�3 � � ��!#"%$&�'


 7 ��" b ◦ w̃(t) � 

�
���-8#�
!:�
���,� + � �&�*!#"%+�
�3 � �L��!#"%$&�'


/+L��"�.
).���
��&� 7 �6��" .D�*!�� 	 � �&�*!�� � ��+��
! � ���4�
��� "��
�&"�
 � ���)���-�&"/8:�)�4

�
+ �65 "1!:��" �J�"%�������-��� � "%�&�*!�����"1!#"%+ +
Rn A

�K_��K_��K_�R����@\ � � ��Z�������[*Z��UZ�
����������@Y !�_9bc���������9��"_g:��c���f �����*9Bf�����

e���f�����d��jf!g���e ��������m����	�P���Lc��S��������������f!g@�X" dSc�����6��jf f!d � C �P� ��d�f 3 ; ��7 $ c�����

�9��"5����f���������d���"6f!c���6�� � ��g�d���e7g@����f�����d�g�6����À���`c����P"5��������������m����	�P���
���P" ��������������c�� $ ����f!b*����f�d����	�����!��fNg $ ����c����P"5��� $F3 hji.7 $ m �9�?��c���f ����b�g@����

f�����d�g�6����Qf����ue���f�����d��jf!g���e-��������m����	�P���/g���g(��������m����	�P���N�P������m�����������c�� �
a b ��������"_c����X"5���Yd@����g

[0, T ] ⊂ [0,∞)
� bLd�f��%�

A : [0, T ]×Ω → L(Rk,

Rn)
h f ��d@d���������f���c�����������������f � d@��g�6���f $ � � � � c����Zg��2� �9�X"

t ∈ [0, T ]
A(t) : Rk → Rn h f ��d@d�������b���������������b��À��c������������ � � �	�P�����������,8NdF9
����������d �9������m������%�=d���f�����b��Ef ��d@d����

k = n
$ � � � �

A(t)
h f ��d@d�������b��

������������b�����c������������(�/c�����f���������f������
R

n �
@ ��f f�"5�������P"Z��������������f!g���� c�����6��jf f

w(t)
�
Rk � 	 �$���$���P"������������������

q������� � g��
[0, T ]

$
q = (0 = t0 < t1 < . . . < tq = T ),

�Á����f f�"5�������P"
��������m����	������b��Sf!d�"�" bD�������

q∑

I

=

q−1∑

i=1

A(ti)(w(ti+1)− w(ti)).

bc��� �9�!� : ����e-f!d�"�" l �,��b�d������Nf�" b f �P� c�����f���������f������
L1((Ω,F ,P),Rn)

$
���(������"5�.�������.f�" b f �P�/g���g@����
¼���*��d �$�/�9��d@m�����f eX�j���P"5��f����Zf ��d@d�������b�e
���!����d����9p*c���� � +����

q → 0
l �jf ���G���`f!dFDa�jf�����d����XpE����� be��������f f�&�1�� ) � A*#2'

�$ /�� �! ���,���������ud�������f f ∫ T

0
A(t) dw(t)

l f�" �<3 ; ��7îp � 1���gNg���g���b ��������d���b��
������� g����������Nc�����6��jf f �

w(t)
�P"5��9�� c � � � ������m���������d�������dF9 ����������6��*9 $ ����


����m����	�`0c�������!������f.c�����d@d����%�Yg���g.��������m����	��C?�����P�%���jf �/�	�9�����/g��2� �9���
������� g���������� �



ü Æ ÿ Æ�� � � � �+* � � � � *�
�� � ��
�� ��� � ' � � � ����� � $ � ��� ����� � hj� ;
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��'*( ��'�F]f ���

A(t)
����"5�����P"5�G��������f!�����!�������

σ

 �	�Pm�����


��b
Bt

c���� g��2� �9�X"
t
$ ���cm��������Xf�� $ d����

A(t)
1 ) � �2A ) � @.# ) � ��������f!�����!����


���
Bt

�
����f

A(t)
$ ���Gd�c������ ���%9�DN��e
��������f!�����!�������

Bt
$ c����j��� g@��������b�e

d�f �P������f�e���m���������d���������f�������������m����	�Q0c���/f!dFDa�jf�����d����Ng���g.f���� �9��� g����$�P

��������d���b�� c���� �9�!�/d�g����j������b�eS��b 8a� ��������m����	������b�eNf!d�"�" � a«d���f�������f���� $
��������m����	�Q0c���Yf!dFDa�jf�����d���� l g���g���������m����	�.�P������m�����������c�� $ f�" � 3 hji.7îp]c����
d�f �P������� $ d����(����f_g��2� �9��m�� : �P��"5�����	�

Aij(t)
" ��������6�b
��c��������������

A(t)��bec����P��f�����f fU����������f������

P

{
w

∣∣∣∣∣

l∫

0

A2
ij(t, w) dt <∞

}
= 1.

l G � ��p

0c������m����	��0c���=fEc�������"5������bC" �����Xe����P" c���� �9�!�P�X" ��c���� �9�!��f�����f f
� ���P" dj�P���

t∫

0

A(τ) dw(τ) =

l∫

0

χtA(τ) dw(τ),

m �9�
χt

h e�������g���������f�����d��jf!g���f � d@��g�6���f�"5���.�(�jf������
[0, t]

� 3���"5�����P" $
d���� ∫ t

0 A(τ) dw(τ)
�,�����$���������,��b�d���bC" �_f!������f�������" �`��������������f�����c��

A�
dw

� �a��d@m ���Z���2����b��.����fE���	���������*8a��m�� f!������f������ : ����m�� ��������m����	���
f!d�"�" ����d���" �Yf �P� ��dF9�Da��" d@��������� �9������� �
K �+������� � �K_ � ��_��/!#"%$&�'


 ∫ t

0 A(τ) dw(τ)
"-0%���18#���'� 
��&�98���H	F � . �
�+6"%�4

�
+��2. � 	

1)
�&�,����!#��<?8#���'� "��
�&"�
 � ���)���-�&" Bt

�

2) 5 +-� 5 �'�2
 5 .C�
!:� � ��J
���&"�.@"��
�&"�
 � ���)���-�&" Bt

�

3) � .D�
�'� �#A*�#A6�&�)��!#�*!&�,+-�����	�&" t +-��0-"1!#"��2�������)!����)34��"1! ��� Aan���j����d����^���Ä�,��b�d�����m�����������m����	����@ �P" �����7c��
dt
�Ä�����������|f�����


e���f�����d��jf!g���e_��������m����	�P����f�����f�����f f«��f�" b f �P������bC"Dc�����f������-��������m����	���
����������m��(� �����P��� ��b f���g@��m���c����Xf���g��(c��

dw
� 8S��c����P"5��� $ ��������m����	�

k

¼m��

c����Xf���g������ f!g��	��f�������� � d@��g�6����
α(t)

c��
dw1, . . . , dwk $ m �9�

w1, . . . , wk h
�j�9���X"5������b�� ��������������f!g����Nc�����6��jf f!b $ ��c���� �9�!��f*9���f fZg���gZc���� �9�!����������

m����	������b�e(f!d�"�" �������

q−1∑

i=1

α(ti)
(
w1(ti+1)− w1(t1)

)
· . . . ·

(
wk(ti+1)− wk(ti)

)
.

aZ���	���������*8a��"Q���2����dF9 ������� ��m��������Lf �P� ��dF9�Da��� d@��������� �9�������E�Lf!dX

Da�jf������������������.�����ud�������f�e���� g@��������b�e���������m����	�P���/��b f�8N��e-c����Xf���g@��� �
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�
�

α(t) � 
�3���� 5 !&��� 5 
�������������� 5 � ����3�$ �65 7
w(t) � + � �&�*!#"%+�
�3 � �>��!#"%$&�'


 + Rn 7 wi(t) 7 i = 1, 2, . . . , n � �)J�" 3K"-"1!�8 � ������
�

(
�1A���A6�&� �'��+ � 
 � .�����"�84�&"�.D�*!&�����/+ � �&�*!#"%+�
�3 � �,��!#"%$&�'


�� ) A#I�"%J*8#�

l,+ p t∫
0

α(τ) dwi(τ) dwj (τ) = 0 7 i 6= j
�

l,+ + p t∫
0

α(τ)(dwi(τ))2 =
t∫
0

α(τ) dτ
�

l,+ + + p t∫
0

α(τ) dτ dwi(τ) = 0
�

l,+ � p t∫
0

α(τ)(dwi(τ))3 = 0
�

l � p�+�
1� � �4���)J)!������ 0-"%�&�
�?+-��
1"%3 � � �&"1! 5 843K"%+ "�� α(t) �&" dτ, dwi(τ)
*��FG�'

�
+���H?� � !���+-��� ���2��H A
� B2.�/��2B20*-*/ ��'*(�'2bc�U����������"5��G � h�hNc�������� ���j�9����f

ẇ(t)
��������������f!g@��


m��|c�����6��jf f �E�Á�,��b�d����X" f�" b f �P�Å��� f!dFDa�jf�����d���� $ �j�9����g@�^��� d ��������f f
g@������� g������!��c���� �9�!�����%� �Yf�" b f �P�c�,���,�,Da������b�e � d@��g�6���� � bc����d@d�������b��
�,���,�,Da������b���c�����6��jf f£����� be��������f f�� ) � � /.� �./  / �
08"5��9���f fZ�9��d@m ���/g@����f�����d�g�6���� f����ue���f�����d��jf!g���eZ��������m����	�P��� $ ���j����


d��%9�DN���jf fG��b �������X" ����d�g��Ec����X"5���Yd@��g��
[ti, ti+1]

$ � g@����������� ����������f f
�����ud�������� � d@��g�6����

A(t)
�Nf ����m!����" b�e/��������m����	������b�eYf!d�"�" l ����c��X"5���P" $

d����(�(��������m����	�P�/0c���(�����ud�������� � d@��g�6����
A(t)

����������f fZ�-�P� ���X"Eg@����6��
c����X"5���Yd@��g��

[ti, ti+1]
p �

- A  �� ) ���� / � �! C����� be��������f f�c�����6��jf f
ξ(t)

�������

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s) ds+

t∫

0

A(s) dw(s),
l G � GXp

m �9�
a(t)

h c�����6��jf f $ d`g@����������m��(��b ��������d���b��(������� g�����������c � � � �P"5��9��
��m���������d�������dF94����������6��*9 �

bLd�f��%�
f(t, x)

h ��� c�������be��������� �8� ��������6�����d���"5���!�����,�����2�(������� ���
R×Rn � Rn � @ ���!�P�.�Y�P"&��m��L�8�Xf��-1K�����P�����L�8��g����jf�������f����(����d�g��

t0, x0
7

f(t, x) = f(t0, x0) +
∂f

∂t
∆t+ f ′∆x+

1

2

∂2f

∂t2
(∆t)2 +

1

2
f ′′(∆x,∆x) + . . . ,

m �9�08a������e���" �Å�,���������ud�����bvc�������� ���j�9��b��
f
c��

x
�=����d�g@�

x0
l ����c��X"*


���P" $ d����
f ′ h ������������b�� $ �

f ′′ h ����������������b��!��c�������������b�p � bc�j��f��	�����P"



ü Æ ÿ Æ�� � � � �+* � � � � *�
�� � ��
�� ��� � ' � � � ����� � $ � ��� ����� � hj�X	
������m��.c��������%Da�������Yc�����6��jf f �.0c���

∆ξ(s) = a(s)∆s + A(s)∆w(s)
� bc��


��d@d��P"

f(s, ξ(s)) = f(t0, x0) +
∂f

∂s
∆s+

+ f ′(a(s)∆s +A(s)∆w(s)) +
1

2

∂2f

∂s2
(∆s)2 +

+
1

2
f ′′(a(s)∆s+A(s)∆w(s), a(s)∆s +A(s)∆w(s)) + . . . =

= f(t0, x0) +
∂f

∂s
∆s+ f ′a(s)∆s+ f ′A(s)∆w(s)+

+
1

2

(
f ′′(a(s), a(s))(∆s)2

)
+ f ′′(a(s)∆s, A(a)∆w(s))+

+ f ′′(A(s)∆w(s), a(s)∆s) + f ′′(A(s)∆w(s), A(s)∆w(s)) + . . .

l G � �Xp

bc���`��������m������������������ � ���P" dj��b l G � �Xp c�����d@d��P" $ d������jf ���
f(t, x)

h
��� c�������be�����L��� �8� ��������6�����d���"5��� l �j�����:����� c��

t
�/�����2� ��bGc��

x
pJ�����,��


���2�(������� $ ��������f-c�����6��jf f �
f(ξ(t))

�P"5�����("5�jf����0+�� #%����& (*) ��+�# 
 
  AF/ ��� #
� �! l f�" � 3 hji $ h �@$ � ; 7��-�9� � pt7

f(ξ(t)) = f(ξ0) +

t∫

0

[
∂f

∂t
+ f ′(a(s)) +

1

2
tr f ′′(A(s), A(s))

]
ds+

+

t∫

0

f ′(A(s)) dw(s),

l G � hjiXp

m �9�
tr f ′′(A(s), A(s)) =

n∑

i=1

f ′′(A(s)ei, A(s)ei),
l G � h�hup

e1, . . . , ek
h c�������� ����������b��(�������������P" ��������������b��C����� ��f*�

Rk � �a����f�������

���!������� $ c�� � ���P" dj����" l,+ p*� l,+ + pe���8����������" b
G � h ; ���������!�j�����.��������m����	�
����������m�� c����Xf���g��

1

2

t∫

0

f ′′(A(s) dw(s), A(s) dw(s)) =

t∫

0

1

2
tr f ′′(A(s), A(s)) ds

���C���������!��dj��9 $ d������Yc��������j�����Lg l G � hjiXp l ����f:�,��b�d�����m��L��������m����	���L@ ��

" �����.c��&���jf ��d@d��������X" dZ��������m�����������d_��f��-��������m����	��bv����������m��.� �����P���
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��b f���g���e�c����Xf���g@���(��������b ��dj��9 $ �Qc�� : ���X" d�f ����m!����" b��SfLc�������� ���j�9��b�

" �

f
��b 8a�Lc����������(c����.��������m������������������(��f�d�� �j�%9��Xp �

� B2.�/��2B20*-*/ ��' ��' 0L�/��������������� �	�Pm�������b2��� ���jf������ $ d����_f �P� � $ ������

�9������b�� � ���P" dj�P��� l G � h�hup $ ��� �j������f!���a��� ��b �������8�������������P" ����������������m��
����� ��f �

e1, . . . , en
�
Rn �

� � A*#2�!1$# 
 
  AF/ ��� # � �! N�P"5�����/�����

f(ξ(t)) = f(ξ0) +

t∫

0

[
∂f

∂t
+ f ′(a(s))− 1

2
trf ′′(A(s), A(s))

]
ds+

+

t∫

0

f ′(A(s)) d∗w(s),

l G � h � p

m �9�Zc���f �P� �9�����|��������m����	� ��c���� �9�!��f�����f f|��������m����	������bC" �Bf!d�"�" ��" �Df��
�����ud���������"Q��������m���������� � c��������X".g@����6��]c����X"5���Yd@��g@��� � 3���� c�����d@d�������f f
�����������P��������f!g@��m��!�����!�P�.�(�������Qc��-c���������������d�g@��c����X"5���Yd@��g�� l ����c��X"*

���P" $ d���� � : ���X" f ��d@d����Lf ����m!����" b�� f�d�������bC" �(c�������� ���j�9��bC" ��"5����f*9��
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ξ(t)
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a(t)
�
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ξ
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w(t)
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ξ
t

�
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ξ(t)
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�
 � /2&� .1�1�� / �2A  �� ) ���� / $ �jf ���
β(t) = a(t, ξ(t))

�
A(t) = A(t, ξ(t))

$
m �9�

a(t, x)
�
A(t, x)

h ����"5�����P" b��.c��«�E�����!��9o�����,�����2�(������f
R × Rn�

Rn �.�/c�����f���������f������ ������������b�eU��c����������������/f�������������f������������ �
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a(t, x)
�Å���j�����������X"5�����Yc����P�-������������b�eÀ��c����������������

A(t, x)
l � � � � c����

t ∈ R
$
x ∈ Rn $

A(t, x) : Rk → Rn h ������������b�� ��c������������9p � 4 �! �"$#2'
���!& (*) ��+,&F/ @6&�
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ξ(t) = ξ(0) +

t∫

0

a(τ, ξ(τ)) dτ +

t∫

0

A(τ, ξ(τ)) dw(τ)
l G � h ; p
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dξ(t) = a(t, ξ(t)) dt+A(t, ξ(t)) dw(t).
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m��«����c�� $ ��g@��������b�e g@� :��8� ��6���������b
a(t)

�
A(t)
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m

$ �
���=������� g����������

x(·) ���=������� � g@�
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C0([0, T ],Rn) → L(Rk,Rn)
$ m �9�

L(Rk,Rn)
h c�����f���������f������Y������������b�e

��c����������������(���
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a(t, x(·)) �
A(t, x(·)) �,�����$���%9��/f �P� ��dF9�DN�P"xf!������f������X" �

� ��Y�� �9Z�� �K_ � _ �	��"-01!��%<>�)� �65 a(t, x(·)) � A(t, x(·)) � �
.D�*! � .����&"?
1" �+6"%3������&"�

� � �&�*!#� .D�)����� � � 84� 5 +�
1� � t ∈ [0, T ]
"���"-01!��%<>�)� �65 a(t, ·) :

C0([0, T ],Rn) → Rn � A(t, ·) : C0([0, T ],Rn) → L(Rk,Rn) � �
.D�*! � �.��@"��
�&"�
 � ���)���-�&" σ �
����J��
01!&� 7 �&"1!#"1<?8:�)���&"%� $ � � � �-8K! � ���'
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ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(·)) ds+
t∫

0

A(s, ξ(·)) dw(s). l G � hj�Xp

bc����f������ $ d����Yd@��������������� l G � h��@pJf�����f�����f fUd���f�����bC"xf ��d@d�����" l G � hu	�p �
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9���f fQf ��d@d�������bC" � l f������/�j������f f��a���
ω ∈ Ω

p �
a&�����������Nf����ue���f�����d��jf!g���e ��� �8� ��������6����	������b�e d@���������������c����f f�" ����
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#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��'*( �<'�5@�������Xf�� $ d����(d@���������������N� l G � h��@p l ����� l G � hu	�p

f�������������f������������@p �P"5��������&�� 5,1� ) A ) � ) 1�& ) ξ(t) $ �jf ���.����f.��9�����m��Y��������
������f!g@��m�� c�����6��jf f �
w(t)

f!dFDa�jf�����d����ef ��d@d�������b��Lc�����6��jf f
ξ(t)

$ �j�$��������b��
�������X" �(� �������uf�������f������X"Ec�����f���������f������ $ d����.�

w(t)
$ ����� d�c������ ���%9C


DN������������f!�����!�������
Pw

t

$ �	��g@��� $ d���������f
ξ(t)

�
w(t)

c � � � c�����g��2� �9�X"
t������� g@����������m��Qc����X"5���Yd@��g��`��bec����P��f�����f f l G � h ; p l ����� l G � hj�XpSf�������������
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#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��'*( ��' 5@�������Xf�� $ d����xd@��������������� l G � h��@p l ����� l G � hu	�p

f�������������f������������@p �P"5����� � � #��. ) A ) � ) 1�& ) ξ(t)
$ �jf ��� f!dFDa�jf�����d����>����


���uf�������f��������>c�����f���������f������
(Ω,F ,P)

$ ��� dF��be���%9�Da���=f���"5����f������
Bt

σ

 c��j���	�Pm������

σ

 �	�Pm�������b

F
$ c�����6��jf f

ξ(t)
$ ���Zd�c������ ���%9�DN���Á��������f!��


���!�������
Bt

$ �7��������������f!g����7c�����6��jf f
w(t)

�
R

k $ c��j�9d�����������b��
Bt

$ �	��

g���� $ d���� ����f

ξ(t)
�
w(t)

c � � � c���� g��2� �9�X"
t
������� g@����������m�� c����X"5���Yd@��g��

��bec����P��f�����f f l G � h ; p l ����� l G � hj�Xp f�������������f������������@p �
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����f������X"�c�����f���������f������ $ ����g@���������X"7f!dFDa�jf�����d�������������������f!g����Yc�����6��jf f $
�������8��� d�c������ �������8��������f!�����!�������S��������������f!g@��m�� c�����6��jf f � � C ���%����������

8a��������"5�.��������c���� �9�!�����%��eX����f ��bÀ���C�j�9���X"Q�������uf�������f������X".c�����f���������

f������ $ � f!������f������X"Á��� d�c������ ������"5��f����7c��G�������,8a�����*9�g���������������f!g@�X" d
c�����6��jf f!d(������"5�.�(�������C�,�����$�����%� � 3���"5�����P" $ d������,��b�d���� ����f�f!��������b�e
����8a�������U��g���� be��������f f $ d����

Pw
t = P

ξ
t

$ �S����f.f ���%��b�e h d����
Bt = P

ξ
t

$
� � � � �-�Nf ��d@d���� f!��������b�e $ �-�Nf ��d@d���� f ���%��b�e!����8a�������:"5�.����� f�d����	���%� $
d����

w(t)
c��j�9d��������

P
ξ
t

�
����f f!��������b�eÄ����8a������� �����j������f f c�����f������ ��&�� 5,1� .- ) @6&�1$���C? ) 1�1� .'

���!& $ g���g(f�����c��$�9������� ��9���b�eY����dXe:����8a�������.c � � � @5��8a�������c����� be��������f f
� � #��. ) @6&�1$���C? ) 1�1�� / $ �jf ���.����f`��9���b�e�����dXeG����8a�������Zf�����c��$���%9��Yc���

���.� �9������b��*�P" �!"5����b ��� c�����f���������f�������������� g���������� l f�" � g@����f�����d�g�6��*9
f��	����������������m��/��������������f!g@��m��Nc�����6��jf f �N� � G � ;�� 	�p �
0L� ��c���� �9�!�P������� G � h�� $ G � h��E� G � h6GDf �P� ��d���� $ d����´����8a������fvd@������


��������f l G � h��@pcf�����f*9���f f���� �8� d�� ��������bC" �7c�����6��jf f ��" � � �a��g���� be��������f f
�	��g<�(� $ d����Lf!��������b��E����8a������f l G � h��@p<f�����f*9���f f(" ����g@����f!g��P" ��c�����6��jf f ��

" � � @5��8a������fYd@��������������� l G � hu	�p5��d�� �����9��bC"=�,���������X"Gf�����f*9���f fYc�����6��jft
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����f/0c��� l G � h��@p�d �9�����P���������Xf*9�� ��� �$ 2?2&
� � �! l �P"5��9��L������������b��(����f��Xp $
�jf ���`f!dFDa�jf�����d����/g@����f��	�����	�

K > 0
�	��g���f $ d����-c����Q��f���e

t ∈ R
$
x ∈ Rn��bec����P��f�����f fU��������������f������

‖a(t, x)‖+ ‖A(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖), l G � h���p
m �9� ‖A‖ h �����P" �(��c��������������
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p �
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f�� f �P����"
F
f!�P" �����P�X"

F
� <S�2� �9��� ��� : ����e��,���������ud��������Yd �9�,������� f�������


������f�����dF9�DN��e`�j�$���ud���e.���j������f!�P"5��f����&������f�����������m��:�,�,IK� g��	�Y��f f �P� �9��

��������� �

bc����f������*8N���=c����P"5��� ����f f �P��������f h c��XfP"5��� c�������� ��� �9�������
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 /21� 2���!& � FJm��7g@�X" c�����������bo����� be���%9���f f ��&F/ ?2 � #�/ &�� A &$���! 
�
 ) ��

?2�! A  ��  A  2@.#Y���,���������ud��%9���f f

Γk
ij

�
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' � �2'P� d �9��"Åm������������%� $ d����!��� ��� g����������X"À����f f �P����
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Q
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H
$ �jf ���Q�Yg��2� �9�X"xg���f �����!�������X" c�����f���������


f������
T(m,V )Q

�j�$�������Ec��j��c�����f���������f������
H(m,V )

$ �9��c����P�������!���������_�9�
V(m,V )

l � � � �
T(m,V )Q = H(m,V )⊕V(m,V )

� g��2� �9��������d�g@�
(m,V ) ∈ Q

p $ �
c���� : ���X" ���%������c��j��c�����f���������f����

H
d �9�����P���������Xf����/f �P� ��dF9�DN�P" ����d�"

d�f �P������fP"�7
l,+ p c�����f���������f������

H(m,V )
m ���$��g@� �j������f!���!���

(m,V ) ∈ Q
�

l,+ + p����%�����Lc��j��c�����f���������f����
H
������������������������������f!�����!������� �9����f�������f

����Da�jf��������������_c��XfP"5���«���
Q

$ � � � � ����f���f���e
(m,V ) ∈ Q

��bec����P��f�����f f
����������f������

TaH(m,V ) = H(m,aV )
c����(��9����X"

a ∈ R
�

bc����f�����f«�����,�����2�(������f�f!��f�������f����
K : T(m,V )Q → Qm

$ �P��g��	��������

m��Zg@� :��8� ��6��������	�`f!��f�������f���� � g@���������������������7c�������� ���j�9�����7�����j�Pf���f f
�����	�P��m ��d����/f ��d@d��%96f!��f�������f��������!"5����m����,������� ��� l f�" � ��b 8a�up �
F]f ���7f!��f�������f��%�

H
�j� � ��g�f!������������� $ c��j��c�����f���������f������

H(m,V )
����


� be���%9���f f �  A &"/2 .1��C# � 5,1�� / &G�	��g0�(� $ g���g(�.��� g�������bB���
H(m,V )

�
8S�&m ���������X" ����f f �P���������

E
�_g���f �����!�������X"4c�����f���������f������

T(m,ε)E
$

ε ∈ Em
$ �	��g<�(���P"5������f fD����������g��	���������Zc��j��c�����f���������f������

V(m,ε)
$ f���


f����uf*Da���N���N��� g���������� $ g���f �����!������b�e.gZf �P�,9
Em

� 8S��c��X"5���P" $ d����.f �P���
�����X"5��� � ����m���d�c�c��

G
� bc��g����j����� $ d����

V(m,ε)
�����X"5��� � ���Y�	�Pm�������� �S�

gm���d�c�c�b
G

�
a : ���X" f ��d@d����Lf!��f�������f����������j�Pf���f f������	�P��m ��d����a��c���� �9�!�P�����*9
G � � � $

��������g@�L�X"5�jf����L����������������������f����!��������f!�����!������� �9����f�������f/����Da�jf��������������
��f!����������d�����f f(����������������������f��%�(��������f!�����!������� c���������m��S�9����f�������fUm���d�c�

c�b

G
�

:C���	�P��m��X"������,�����2�(������fSf!��f�������f����cf�����f�����f fNf���"5����f������ c������ g����������
g���f �����!������b�e�c�����f���������f����

T(m,ε)E
���`����������g��	������b��-c��j��c�����f���������f���
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V(m,ε)
$ f��9����" �Yg@��������b�e�f�����f*9���f f l m��������������	�	������b��up�c�����f���������f������

f!��f�������f���� � 3e�9����g@� $ d@d�����be����f $ d����G����f f �P��������� ����������g��	������b�e`��� g�����

���������$�

E
c���� ��f��	�����P"5���������9�

E × g
$ ������m�������f f�" �����������%9��-g���gZf���


"5����f������/������������b�eU�����,�����2�(�������
θ : T(m,ε)E → g

�G����� be���%9�� 
  AF/  .-
��? 
 /21� 2���!& $ g@����������f(c��������P" �����/�����ud�������f.�

g
�

bc���P"5������" � m ��������b�e ����f f �P���������´f�����f*9���f f ����f f �P��������f������ ��f����
BM

� g���f �����!������b�e-c�����f���������f�������e-g
M
� l �Yf ��d@d����£���P" ��������b�e�"5����


m����,������� ���9pJ��m��/c��j�9����f f �P���������£�������������P" ��������������b�e ����� ��f����
OM

�
@ ��f f �P��������f

V
�

H
���$�

BM
�
OM

�����������	������b l c���� ��f��	�����P" b
�D�����9�Gc��XfP"5��m��Bc�������� ��� �9������f������ b ���Df �P���9pt7

V
�����������	����� dF9���f f

�	��g������ be������" bC" � � d@������"5�����	�	������bC" �`��� g���������bC" �Zc�����fP" � $ �
H

h
�	��gÀ����� be������" bC" � ����� ��f���bC" �7��� g���������bC" � c�����fP" �

E(x)
$ m �9�-��� g������

Eb(x) ∈ Hb

����f
b ∈ OM

�
x ∈ Rn �j�$��������f fU����������f������X"

Eb(x) = Tπ−1(bx)|Hb

l ����� ��f
b
����f f�" ����������������f fLg���gL������������b�����c������������

b : Rn → TπbM
�jf�" � $

����c����P"5��� $ 3 	 $ � ; 7îp � 1���g��P"Å�,���������X" $ g���f �����!������b��£����f f �P��������f
TBM =

H ⊕ V
�
TOM = H ⊕ V

�	��g<�(�c�����������	������b �
0 ���S��� g����������X" $ �:���8m ���������X"�����f f �P���������Yg���f �����!���������������,�����2�(��


�����
Tπ

g c������ g�6����
π
���j���P"5���&�j�9���������ud����`c������ ���j�����Qc�����f���������f������

f!��f�������f����
H(m,X)

�G��9������ ����d�g@�
(m,X)

����f f �P��������f ���Gg���f �����!����

�����Qc�����f���������f������

TmM
� @ ��f f�"5�������P"2��� g������

Y ∈ TmM
� �c����� �

Y T�,���������ud�������f fG��� g������
Tπ−1Y ∈ H(m,X)

$ g@��������b��Á����� be��������f f �  A &�'
/2 .1��C# � 5,1�� / �� 2@�� ) /  / Y

�^����d�g�d
(m,X)

� bLd�f��%�
m(t)

h m ���$��g���f
g���������f=���

M
$ ���/��� g������������ c����P�/c�������� ���j�9�����Z�	�9�����U�����Yf ��"5�����,����


�����ud��P"Ád������ �
ṁ(t)

� C]d�� �P"Á����f f �P���������(��� : ��d`g�������dF9v�=����f f�"5�������P"
��� : ���X" f!d��(�������-��� g������������ c����P�

ṁT � �N� �8� ��������6����	���������ed@���������������
d
dt
X(t) = ṁT c����_��9����X"Á���ud��	�������X"x���������X"

X(0)
�P"5�����G� ������f���������


�����(����8a�������
mT (t)

$ g@�����������a����� be��������f f �  A &"/2 .1��C# � 5,1�� /��� 2@�� ) /  /
+ A &$?2 .-

m(t)
� ����fQf ��d@d���f.��� g���������b�eU����f f �P���������

mT (t)
f�����f�����f f.c���


���	���P�!������bC"Dc�����������f��X"B��� g��������
X0

�	�9�����
m(t)

�Zf�" b f �P�-c�������� �9����

����m��(��b 8a�(��c���� �9�!�P������f_�������P" ������eZg@���������������������Zc�������� ���j�9����� � 8S�
m ��������b�e�����f f �P��������f�e

mT (t)
����� be��������f f �$# A*# � � ) � 5,1�� / � ) A ) 1� 2�� / X0�	�9�����

m(t)
�

8S��c��X"5���P" l f�" � ��b 8a�up]c�����f������8m����j�9� � ��d��jf!g@��� �
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/���' � ��' <c��������f

m(t)
�	��g���f $ d��������-��� g������������-c����P�

f!g@������f����
ṁ(t)

c������	���P�!�������-�	�9����� : �����Zg���������� $ ����� be��������f f � )  2@ ) /2&�'
(*) ��+, .- �
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�� � h���	
8S��"5����m����,������� ���

M
f���f!��f�������f��%�,9´m����j�9� � ��d��jf!g����cf�����f*9���f f`������


�P��m!��" �Dc��XfP" b�e|���������4�G��� g����������X"�c�����f���������f������ � �a����f����������!������� $
�	��g�g���g�c������	���P�!��������� �	�9�����Ng�������������� g������������ c����P��f�����f�����f f(�����	�P��

m��X"_c���f����uf�������m��S��� g�����������m��Sc�����fY�S�������������X"�c�����f���������f������ $ ��� f!������

f������ g����������S�P"5���%� c������	���P�!��������� �	�9�����������]f ��"5���S��� g������������ c����P� f!g@��

����f����������	�P��m ��d����.f!������f�����dQg����������_�(�������������X"|c�����f���������f������/�P"5���%�
c���f����uf�����dF9|f!g@������f��%� � a �������������X"_c�����f���������f������ec��XfP" b�� f��jf����jf���������

�����(c�������"5���������j��6������.����������g@�(�������,�����$���%9��Nc���f �P� �9���P"xf!������f������X" �
0Sf eX�j�Pf ���?��c���� �9�!�P������f G � � 	*����c���� �9�!�P������fSc������	���P�!��������m��e��� g�������


����m���c�����f`�	�9������g���������� $ c�����d@d��P" $ d�����g���������f
m(t)

f�����f�����f f&m����j�9��

� ��d��jf!g@���U����m ���N����������g@�(����m ��� $ g@��m ���N� ��9������U���c����d�g@�L��bec����P��f�����f f
����������f������

D

dt
ṁ(t) = 0.

l G � h��Xp
K �+������� � �K_ � �2_ �G� 5 ��H 0-"%� ��"��23 � m ∈ M � ��H 0-"%J�" +6�)34��"1!�� X ∈

TmM

*��FG�'

�
+��K�'� � �98 � �4

�
+6�)����� J��
"�8:� � � ���'
�3�� 5 m(t)


G�����������-���/. ���
��&"%+ �65 . � m(0) = m 7 ṁ(0) = X 7 3K"���"1!�� 5 "%��!#�98:�)�&�)���>��! � t ∈ [0, ε) 7J*8:�
ε > 0 � 8:"�

�
����"��2�&" .C���&"-�?� � 
��&"6A
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' � ��'�F]f ���2��9�����f
m����j�9� � ��d��jf!g���f2f!��f�������f����

Hf!dFDa�jf�����d����`c����
t ∈ [0,∞)

$ ���_f!��f�������f��%�
H

���
M

����� be��������f f �� �$'
1� .- �

bLd�f��%�
X ∈ TmM

h g���f �����!������b��7��� g������7������d�g@�
m

� 3����������ud��P"
d������ �

mX(t)
m����j�9� � ��d��jf!g�dF9 fÀ���ud��	������bC" �4d�f �P������fP" �

m(0) = m
$

ṁ(0) = X
$ g@����������f�f!dFDa�jf�����d����Nc����

t ∈ [0, ε)
c��(����������"5� G � h�� � 	 � � ��g�


f!����d���"Ec����P�.�Y�����!���������(d���f �P�
λ < 1

� 8c������d �9���(�����9���%� $ d����
m(λt)

h
m����j�9� � ��d��jf!g���f_f(���ud��	������bC"E��� g��������X"|c�������� ���j�9�����

λX
$ g@����������f_f!dX


Da�jf�����d���� c����
t ∈ [0, 1

λ
ε)

� bc� : ���X" d $ �jf ���
X
�9��f��	������d����H����������g g!��dj��9 $

����m����j�9� � ��d��jf!g���f
mX (t)

f!dFDa�jf�����d���� c����
t = 1

�
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' � �<'�3����,�����2�(�������

exp : O →M
$ m �9�

O
h ��� g@������


����fG��g����jf�������f��%����dj��f`�
TmM

$ �j�$����������� � ���P" dj�P���
exp(X) = mX(1)

$
����� be��������f f �.+�� �� .1 ) 1���&$# � 5,1�� /� .�! �� A*#�� ) 1�& ) / ��? 
 /21� 2���!&

H
�

bc����f������ $ d����:�jf ���
H

h c����P����f`f!��f�������f��%� $ ��� : g�f!c���������6����	���������
�����,�����2�(�������£��c���� �9�!�P�����!��� ��f���"

TmM
�

K �+������� � �K_ � ��_�����FG�'

�
+��K�'�;"%3�!#�'

�
�&"�

�
��� ���2� 5 + TmM �
��3�� 5 7�6��"
exp 5 +-� 5 �'�2
 5 8 ����� �
"�.D"1! �/� �
.D"�.��@��� exp � 7 J ���1843K" �'��+ � 
 5 F � ."�� ��"��23 � m A3���"5�����P" $ d�����c������

(O , exp)
d �9�����P���������Xf�������c���� �9�!�P�����*9 g�������b �

�?�	� g������	�a����� be��������f f�1� AF/ # � 5,1� .- +�# A �! .- l �����������P" �	������������g����jf���
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m
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m
�

f ��"5��������d�g@�
m pΓm(·, ·) = 0

$ � � � � ��f�� f!�P" ������bE<c����f���� �8� �!��f/����������m��
���j���

Γk
ij(m)

f!��f�������f����
H

�!����d�g@�
m

��������b���dj��9 �
bLd�f��%�

M
h ���P" ���������U"5����m����,������� ���Nfa���P" ������������"5��������g@��� 〈·, ·〉 �a : ���X"Gf ��d@d����c���

M
�����j������f f.f!c���6����	������b��.g�����f fSf!��f�������f������ $ ����� b�


������" b�e����P" ��������bC" � �
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M����� be��������f f A &F/ #21� 2?2 .- $ �jf ���/����fY��9���b�e!������e�m ���$��g���e/��� g���������b�e/c���

�P���

X
$
Y
�
Z
��bec����P��f�����f fU����������f������

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉
l �����	�P��m�c������������ �8���*������6��Xp $ m �9�

X〈Y, Z〉 �,���������ud������ c�������� ���j�9��dF9
� d@��g�6���� 〈Y, Z〉 ���

M
c��!����c��������P�����*94��� g�����������m�� c�����f

X
�

a*�2����dF9^����������m����X"5���������:"5����m����,������� ��� ��m����%9����	��g������ be������" b��
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f f � :Å�����������Ng���d@d�������f(" bÀ��c���� �9�!���P"Qg���g������������ $ d*���Ng@�X" c�����������b
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T k
ij = Γk

ij − Γk
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�
3���"5�����P" $ d���� ����������f������Å��dj��9M������������� g���d@d�������f �������ud������ $ d����

f!�P" ������b <c����f���� �8� �!��f�����������m��G���j���Qf!�P"�"5��������d���b�c��&���<�����P"6����

�9� g�f ��" �

K �+������� � �K_ � � l ��f�����������f`�P��"�" �����P" �����������=m����X"5���������9pt_ � � ��H �0-"�. ! � .C���&"%+6"�. .��&"%J�"-"-01!��
� ��� 
*��FG�'

�
+��K�'� � �98 � �4

�
+6�)�����;! � .C���&"%+��
�+ 5 �1�&"��
� 7 �L3K"���"1!#"%� ���)���%"1! 3�!K�����)� �65 +6� � 8:� !���+6�)�L���2��H A
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' � ��'�C]��f�������f��%� $ f!dFDa�jf���������������� �(� ������f�������������f��%�

g@�����������/�9��g���� be��������f f/�a����������"5�
8.16

$ ����� be��������f f ��? 
 /21� 2��� 5 ��� ) ?2&�'
� &$?2&��C# �

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' � �K'�F]f ���Qf!��f�������f��%� �8� ����
 �L�������	�����a���P" ���������X"
"5����m����,������� ���

M
c����P��� $ ���

M
����� be��������f f �� �$1�� / A &F/ #21� 2? � /�/ 1� .'

�  . �� A*# /2& ) / �
�K_��K_�� ����� 
���
*Z��GO ����
�� � 
����:� �����"��Z���\

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' � ( 3 hu	67�'�bS�����
(a(t,m), A(t,m))

$ m �9�
a(t,m)

h ��� g�

������������c����P�a���:"5����m����,������� ���

M
$ �

A(t,m)
h c����P�S������������b�eG��c�������


���������
A(t,m) : Rk → TmM

$ c������ ���j�Pf*Da���(��� g@�����������(� ��g������9�����(c�����

f���������f������

R
k �/g���f �����!������b�� c�����f���������f������ g

M
$ ����� be��������f f�? ) +,�! A '

1�� / �� � ) / � �! �



ü Æ Ø Æ � � � � ��� ���+*���
 � � � 	 � �  � � � ��� �+* ) h����
#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' �
� 3 hu	67�'�C?���ue���f�����d��jf!g����-��� �8� ��������6����	�

(a(t,m)dt +A(t,m)dw(t))

�:����d�g@�
m ∈ M

$ �j�$��������b��Q��� g���������bC"Gc����P��"E0c���
(a,A)

h : ����g�����f f
f����ue���f�����d��jf!g���e�c�����6��jf f����Q�`g���f �����!�������X"Bc�����f���������f������

TmM
$ g@������


��b��4f���f��������G���«����8a�������D��f���eDf����ue���f�����d��jf!g���eG��� �8� ��������6����	������b�e
d@���������������(�������

X(t+ s) =

t+s∫

t

ã(τ,X(τ)) dτ +

t+s∫

t

Ã(τ,X(τ)) dw(τ),

m �9�
ã(τ,X)

h ��� g������������ c����P�!���
TmM

�
Ã(τ,X) : Rk → TmM

h ����

��������b��À��c������������ $ �j������f f*DN���«���`c�������"5���������

τ ∈ R
�
X ∈ TmM

���
��bec����P��f*9���f f_f �P� ��dF9�DN��� d�f �P������fK7

ã(τ,X)
�
Ã(τ,X)

d �9�����P���������Xf*9��
d�f �P�����*9 �S��c*8N��6�� $ ��������bj��dj��9 ��������� g@�����������Ä��g����jf�������f����Å��dj��f �
TmM

���	��g���� $ d����Nc����
τ > t

��bec����P��f*9���f f�����������f������
ã(τ, 0) = a(t,m)�

Ã(τ, 0) = A(t,m)
�

	 � � ��g�f!����d���"Á��� g@��������dF9 f!��f�������f��%�
H

���
M
�Ä�,���������ud��P"Ád������ �

expH
��� : g�f!c���������6����	���������£�����,�����2�(������� �

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' � � 3 hu	 $ � ; 7�'C� d �9��" m������������%� $ d����xc�����6��jf f
ξ(t)d �9�����P���������Xf���� � A*#%?21 ) 1�&
� � �! ? 
  AF/ ) � ) �$ ��� � 5���+, .- � � # � ) ��+, ��  ��������f!�����!�������

H

dξ(t) = expHξ(t)(a(t, ξ(t)) dt+ A(t, ξ(t)) dw(t)),
l G � � iXp

�jf ���Q�-g��2� �9��������d�g@�
ξ(t)

�P"5������f fG������g����jf�������f��%�-�
M

�	��g���f $ d����/�9�
��b�eX�j���

ξ(t+ s)
$
s > 0

$ ��� : �����G��g����jf�������f����
ξ(t + s)

c � � � f�����c��$�������Yf
��� g@��������bC"7c�����6��jf f��X"���� g�����f f �

expHξ(t)(a(t, ξ(t)) dt+A(t, ξ(t)) dw(t))
�

aG�P��g��	����������g��������Ld@��������������� l G � � iXp]�P"5�����/�����

dξ(t) = a(t, ξ(t)) dt− 1

2

���
ΓH
ξ(t)(A(t, ξ(t)), A(t, ξ(t))) dt+

+A(t, ξ(t)) dw(t),

l G � � hup

m �9�
ΓH h �P��g��	������b��Ng@� :��8� ��6��������Sf!��f�������f����

H
� : �����/g�������� � ;�������


��������� l G � � hup������ be��������f f � A*#%?21 ) 1�& ) / � �! ? 
  AF/ ) � #2+�� ) 1$@ ) -�� # � bc��

g����j����� $ d����Nc����-�j��"5������e g@��������������� l G � � hup c������,������� d�����f f c�� � ���P" dj�P�
0c��� �



h��2G &(' � � � ü Æ � � $ ��' ��� ���+*
a b ��������"n����d�g�d

m ∈ M
� ����f f�"5�������P"o�����P" �	������dF9 g�������d

Um� : �����&����d�g@�a��������f!�����!������� : g�f!c���������6����	��������m��������,�����2�(������f`f!��f�������

f����

H
� bc��f��������P" �

Um

f �P� ��dF9�DN���c����m����jf f!���K7

Y Um(t,m′) = lim
∆t↓0

E
ξ
t

(
ξ(t+∆t)− ξ(t)

∆t

∣∣∣∣ ξ(t) = m′
)
,

l G � ��� p

Y Um
∗ (t,m′) = lim

∆t↓0
E

ξ
t

(
ξ(t)− ξ(t−∆t)

∆t

∣∣∣∣ ξ(t) = m′
)
.

l G � �%; p
a ��� �9��"

X0(t,m) = Y Um(t,m)
�
X0

∗ (t,m) = Y Um∗ (t,m)
� 3���"5�����P" $ d����

X0(t,m)
�
X0

∗ (t,m)
f�����f*9���f f/��� g���������bC" �/c�����fP" �����

M
$ � � � � c����/�j��


"5������eQg@���������������������`c������,������� dF9���f fQg���gZf���d�������f`g���f �����!��������m�������ft

f �P��������f

TM
�

- A  .&"/%?2 2@61�� ) ?�� A ) @61 ) / � �2A*#%?%# &C� � ) ?%#�c�����6��jf f � ξ(t) ��c���� �9�!��f*9���f f
f�������������f������������ � ���P" dj����" �

Dξ(t) = X0(t, ξ(t)), D∗ξ(t) = X0
∗ (t, ξ(t)).

l G � � �@p
� ����� � �K_ � 3 h �@$ � ; 7¼_ �	��

�
�

ξ(t) � !#���G�)� � �/��!���+-�&�)� �65 l G � � iXp A#I�"
�J*8#� 	

l,+ p
Dξ(t) = a(t, ξ(t)) 7 J*8:�,��!#" � �1+6"�84��� 5 +>
9!#�984�&� .@
���!���+�� Dξ(t) +-� �� � 
��&�)���	"��
�&"�
 � ���)���-�&" H � ��"%��<>�D
�+ 5 �1�&"�

� � 7 3K"���"1!�� 5 �'�18:�)�4

�
+6"%+������+ l G � � iXp �

l,+ + p
D2ξ(t) = (AA∗)(t, ξ(t)) � �&� �'��+ � 
 � � "�� +-��0-"1!�� 
�+ 5 �1�&"�

� � A3���"5�����P" $ d����_f!�P"�"5��������d��jf!g���f c�������� ���j�9����f l ��� g�dFD ��f f!g@������f��%�@p

�	��g<�(�!���Y�j������f!���U���(��b �������(f!��f�������f���� $ g���g_�_g����$�9��������d�����f_c���������

���j�9����f $ ��f�����f�����f fY��� g��������X"���g���f �����!�������X"Zc�����f���������f������ l c����-�j��"5��

����e�g@��������������� c������,������� d�����f f-g���g.��� g������9p �
8S�

M
" bÀ�,��b�d�������d �9��"Q��f!c����������������%� f!��f�������f��%� �8� ����
 �L�������	�eg���g

� d@��������������f�e�����c�� l G � � iXp $ �	��g �Nc����/��b�d���f �P�������Nc�������� ���j�9��b�eS�Sf���� �P

����" � 8S�8��� g@��������b�e��9��d@m ��e:"5����m����,������� ��f�e l ����c����P"5��� $ ���8����f f �P���������
�������������P" ��������������b�e ����� ��f����

OM
p*f!��f�������f����0��d ��d@�/�����j�����%��f f:��f��,��� �

bLd�f��%�
π : OM → M

h ����f f �P�����������������������P" ��������������b�e������ ��f����
���$�

M
� 3���"5�����P" $ d�����f��	��������������b��-f �P���/�

OM
f�����f�����f f���������m������	����


�����Um���d�c�c����
O(n)

$ m �9�
n = dimM

$ g@����������f�g@�X" c���g������ � F]f ���
M
g@�X"*


c���g������ $ c�����f���������f������(����f f �P��������f
OM

�	��g<�(�Lg@�X" c���g������ �
bLd�f��%�

H
h f!��f�������f��%� �8� ����
 �L�������	�:���

OM
$
V

h ����������g��	���������
����f!c���� �9�!�P�����������

OM
� 8S��c��X"5���P" l f�" � � G � 	�p $ d����a����f f �P��������f

V
�

H���$�
OM

�����������	������b l c���� ��f��	�����P" b � �����9�_c��XfP"5��m�� c�������� ��� �9������f
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 � � � 	 � �  � � � ��� �+* ) h����
����� b

OM
���Nf �P���9pt7

V
�����������	����� dF9���f f:�	��g:����� be������" bC" � � d@������"5����


�	�	������bC" �_��� g���������bC" ��c�����fP" � $ �
H

h �	��g=����� be������" bC" ������� ��f���b�

" �G��� g���������bC" �xc�����fP" �

E(x)
$ m �9�.��� g������

Eb(x) ∈ Hb

����f
b ∈ OM�

x ∈ Rn �j�$��������f f ����������f������X"
Eb(x) = Tπ−1(bx)|Hb

l ����� ��f
b

����ft

f�" ����������������f f g���g ������������b�� ��c������������

b : Rn → TπbM
� f�" � $ ����c�����


"5��� $*3 	 $ � ; 7îp � 1���g��P"«�,���������X" $ g���f �����!���������E����f f �P���������
TOM = H ⊕V�	��g<�(�c�����������	������� �

#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' � � 3 h �@$ � ; 7�'�@ �P" ���������U"5��������g��U���
OM

$ c������.�!

�9��������f4d�g����j���������D��b 8a�«�����������	�����j��6������4g���f �����!��������m�� ����f f �P��������f
TOM

����� be��������f f�&�1$@ � ��&2A  2?%#21�1� .- �
3����������ud��P"�d������ �

e
: g�f!c���������6����	���������������,�����2�(������� f!��f�������f���� �8��


����
 �L�������	�a��� g@�����������(������d@6������������������U"5��������g��G���
OM

�
� ����� � �K_�� 3 � ; 7¼_ l,+ p��G� 5 +�
1� � � �-8���$ � !#"%+�������� � .D�'�)! � 3 
*�6<>�)� �65

e|H
���>
�+ 5 �1�&"�

�
� H


1"%+-���18#��H?�1A
l,+ + p �G� 5 ��H 0-"%J�" Y ∈ H

+-�,�&"%��� 5 �'�2
 5 !���+6�)�4

�
+6" πe(Y ) =
exp(TπY ) 7 J*8:� exp � � 3�
��&"%�&�)��$ � �����-�&"-� "���"-01!��%<>�)� � �C
�+ 5 �1�&"�

� � � �)+ � �
� �
+ � �
� ��� M Al,+ + + p �G� 5 +�
1� � � �-8���$ � !#"%+�������� � .D�'�)! � 3 + ��H 0-"%� (

�'� �/� 34
 � !#" �+������&"%�
)
3��
!:��� ���

OM

*�6<>�)� �65 �&"%3������-��� � 3K"
� ���/� $ � �)�4��"%+ 
�+ 5 �1�&" �

���)�

Γ
e(X,X)

���
H

1"%+-���18#��H?��3���3;"%�&�*!�����"1!&� ���?+6�)34��"1!�� �

X ∈ H
A

bLd�f��%�G���`�������uf�������f������X"Bc�����f���������f������
(Ω,F ,P)

�j�$������bvc�����6��jft

f!b

α(t)
�
A(t)

$ c��j�9d�����������b������ g@����������� � ������������6���� $ g@����������� �	��g�

�(�(c��j�9d��������x��������������f!g���� c�����6��jf f

w(t)
� 3��

A(t)
c�����������d���" $ d����,��b

����f
t ∈ [0, T ]

��b*�`g@������� g������:��c���� �9�!�P���`��������m����	�Z0c��� ∫ t

0
A(τ) dw(τ)

�
bc��f��������P"´��������f f �P��������� ����� ��f����

BM
�����Å����m ���������X" ����f f �P��������� $

dQg@����������m���f�����d�g���d@��������m���d�c�c����&f�����f�����f f`c��j�9m���d�c�c��:m���d�c�c�b´��� ��b�

���.� �9������b�e:" ��������6 l ����c����P"5��� $ ��������f f �P���������

OM
�������������P" ������������


��b�e ����� ��f����!�������P" ���������X" "5����m����,������� ���9p $ ����� ��f������S��� g�������������c����P�
0c���(f���f ��d@d�������bC" �`g@� :��8� ��6��������	��" � $ g@�������������

b ∈ BM
�P"5�����������

(Eb(b
−1
0 α(t)),Eb(b

−1
0 A(t)))

� @ ��f f�"5�������P"Ä���
OM

f �P� ��dF9�Da��� d@���������������
� � ���P"5�8�E�!�P��c�������f!g@��� h � �	�P��6�g@��m��P7

dξ(t) = eξ(t)

(
Eb(b

−1
0 α(t)) dt + Eb(b

−1
0 A(t) dw(t))

)
.

l G � � 	�p
0L�Äm ���$��g@��f����

Eb

c��
b
f �P� ��d���� $ d����Bf!dFDa�jf�����d����Ef!���������^� ������f���������


����� f!����������������8a�������
ξ0,b0(t)

d@��������������f l G � � 	�p fC���ud��	������bC"�d�f �P��������"
ξ0,b0(0) = b0

$ g@�����������(f!dFDa�jf�����d����&������� g@���������X"6f ��d@d��������X"´������� � g@�
������"5����� �
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#%$ O�/'&�/@,�/�0*-*/ ��' � ��'�@ ��f f�"5�������P" �

Tπb0M
c�����6��jf fL0c���

y(t) =

t∫

0

α(τ) dτ +

t∫

0

A(τ) dw(τ).

bc����6��jf f
πξ0,b0(t)

���
M

$ m �9�
ξ0,b0(t)

h ����8a������� d@��������������f l G � � 	�p $
c���f���������������m��_c��

y(t)
$ ����� be��������f f�A*# /%? ) A �!+, .- � �! Zc�����6��jf f � y(t) �

Tπb0M
���,���������ud�������f f

RI y(t)
� @5��8a�������

ξ0,b0(t)
d@��������������f l G � � 	�p�����


� be��������f f �  A &"/2 .1��C# � 5,1�� / �� 2@�� ) /  / �2A  �� ) ��� # RI y(t)
���

OM
f�����


d��	������bC" �����ud���������"
b0

�
3���"5�����P" $ d�����m��������������	�	������b��(c��j�$IK��" c�����6��jf f �

RI y(t)
���

OM
f

���ud��	������bC"B�����ud���������"
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