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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРОВ СЕРИИ

Издательский проект «Итоги науки. Юг России» осуществляет-
ся с 2008 г. Южным математическим институтом Владикавказского
научного центра Российской академии наук и Факультетом матема-
тики, механики и компьютерных наук Южного федерального уни-
верситета. Он включает две математические серии: «Математиче-
ский форум» и «Математическая монография». В первой публику-
ются материалы различных форумов (конференций, симпозиумов,
семинаров и т. п.), освещающих новейшие математические достиже-
ния, к которым, так или иначе, причастны математики Юга России.
Во второй выходят монографии по различным разделам современ-
ной математики, отражающие важнейшие результаты деятельности
научных школ, итоги значительных циклов исследований математи-
ков Юга России и их коллег. Цель этих серийных изданий — дать
более полное представление о состоянии математических исследо-
ваний на Юге России, а также способствовать оживлению научных
связей и укреплению позиций математической науки в регионе.

Настоящий выпуск серии «Математическая монография» посвя-
щен римановым многообразиям. Огромное значение в исследованиях
римановых многообразий играют их группы изометрий, в частности,
однопараметрические группы изометрий и соответствующие им век-
торные поля Киллинга. Разностороннему исследованию упомянутых
объектов, а также геодезических, являющихся интегральными кри-
выми киллинговых полей (однородных геодезических) на римановых
многообразиях и посвящена настоящая книга. Особое внимание уде-
ляется исследованию класса римановых многообразий с однородны-
ми геодезическими и его важных подклассов. В целом монография
отражает современный уровень исследований в области римановых
многообразий, киллинговых векторных полей и однородных геоде-
зических.

Авторы монографии — Берестовский Валерий Николаевич и Ни-
коноров Юрий Геннадьевич — признанные в мире специалисты в об-
ласти римановой геометрии и теории однородных пространств, яр-
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кие представители научной школы академика А. Д. Александрова.
Первые две главы монографии можно рассматривать в качестве со-
временного и краткого введения в теорию римановых многообра-
зий, а также теорию групп и алгебр Ли. Однако основное содержа-
ние монографии составляют результаты многолетних исследований
авторов. В частности, ими или при их непосредственном участии
получены глубокие теоремы о классификации: а) компактных од-
носвязных геодезически орбитальных многообразий положительной
эйлеровой характеристики; б) компактных односвязных обобщенных
нормальных однородных римановых многообразий положительной
эйлеровой характеристики; в) односвязных однородных по Клиф-
форду — Вольфу римановых многообразий; г) ограниченно одно-
родных по Клиффорду — Вольфу римановых многообразий. Эти и
другие результаты авторов сформировали современный облик неко-
торых разделов римановой геометрии.

Несомненно, настоящая монография будет полезна не только спе-
циалистам в теории однородных римановых многообразий, но также
и всем (в том числе и начинающим) математикам, работающим в
области анализа и геометрии.

Ю. Ф. Коробейник, А. Г. Кусраев



ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ

Основной целью данной книги является изложение полученных
при существенном участии авторов недавних результатов о геоде-
зически орбитальных (однородных) римановых многообразиях и их
специальных классах обобщенных нормальных однородных, в том
числе однородных по Клиффорду — Вольфу, римановых многооб-
разий. С этой тематикой тесно связаны и излагаемые авторские ре-
зультаты о киллинговых векторных полях, в особенности постоян-
ной длины, и однопараметрических группах движений на римановых
многообразиях, а также чебышевских нормах на алгебре Ли группы
движений компактных однородных финслеровых, в частности ри-
мановых, многообразий. В книгу включены и совсем свежие резуль-
таты авторов об ограниченно однородных по Клиффорду — Воль-
фу римановых многообразиях, геодезически орбитальных римано-
вых многообразиях неположительной кривизны Риччи и неизвест-
ных ранее формулах, выражающих тензор кривизны и секционные
кривизны однородных римановых многообразий через киллинговы
векторные поля.

С целью независимости изложения приводятся известные све-
дения не только о геодезически орбитальных многообразиях, но и
о гладких и римановых многообразиях, группах и алгебрах Ли, од-
нородных римановых многообразиях, компактных однородных мно-
гообразиях с положительной эйлеровой характеристикой. При этом
в большинстве случаев даются доказательства, а иначе приводятся
их наброски или все необходимые ссылки на литературу; основными
приоритетами для доказательств являются их краткость и простота.
С другой стороны, доказательства основных результатов этой книги
полны, но, как правило, не столь просты, что, возможно, связано
с необходимостью привлечения разнообразных средств и методов.

В настоящем предисловии дается довольно подробный обзор со-
держания книги и логической связи приведенных в ней результатов.
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Изложение в главах 1 и 2 сведений о римановых многообразиях,
группах и алгебрах Ли в основном стандартно. Основными, но не
единственными источниками являются книги Ш. Кобаяси, К. Но-
мидзу [42] и Ф. Уорнера [56].

Особо отметим доказательства теорем Хопфа — Ринова и С. Ма-
йерса в § 1.4.8 и формул О’Нейла для римановых субмерсий в разде-
ле 1.5. Достаточно простое доказательство теоремы 1.22 С. Майерса
о компактности полного риманова многообразия с кривизной Рич-
чи, ограниченной снизу положительной постоянной, и конечности
его фундаментальной группы следует классическому оригинально-
му в [180], использует предложение 1.13 о том, что первая вариа-
ция геодезических дает поле Якоби, но в отличие от оригинала не
использует координат. Формулы О’Нейла мы выводим только что-
бы доказать, что риманова субмерсия связных полных римановых
многообразий является субметрией (следствие 1.6) и локально три-
виальным расслоением (теорема 1.25). Субметрии необходимы при
изучении обобщенных нормальных однородных римановых многооб-
разий в главе 6. Из теоремы 1.25 и предложения 4.1 следует важный
факт из теории однородных многообразий: каноническая проекция
группы Ли на фактор-многообразие этой группы по ее компактной
подгруппе является локально тривиальным расслоением. В разде-
ле 1.6 приведены некоторые (допускающие простую формулировку)
результаты о римановых многообразиях с ограничениями на кривиз-
ны.

Во второй главе помимо обычных результатов о группах и ал-
гебрах Ли выделим упоминаемые ниже, для которых даны корот-
кие доказательства. Дан набросок доказательства третьей теоремы
С. Ли 2.9 о существовании группы Ли с заданной алгеброй Ли на
основе теоремы 2.8 Адо о существовании точного конечномерного
представления для любой конечномерной алгебры Ли и теоремы 1.5
Г. Фробениуса о вполне интегрируемости; короткое доказательство
теоремы Адо получил Ю. А. Неретин в [183]. Теорема Г. Вейля 2.16
о конечности фундаментальной группы и компактности для группы
Ли с отрицательно определенной формой Киллинга вытекает из по-
ложительности кривизны Риччи соответствующей биинвариантной
римановой метрики на этой группе и теоремы С. Майерса 1.22; эта
группа полупроста вследствие критерия Э. Картана. В теореме 2.19
получено обращение теоремы Г. Вейля, а в теореме 2.20 доказано,
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что алгебра Ли компактна и полупроста тогда и только тогда, ко-
гда ее форма Киллинга отрицательно определена. В теореме 2.21
доказано, что каждое дифференцирование компактной полупростой
алгебры Ли является внутренним. Односвязная группа Ли с ком-
пактной алгеброй Ли изоморфна прямому произведению векторной
группы и компактных односвязных полупростых групп Ли (теоре-
ма 2.22). Каждая подалгебра Картана алгебры Ли g компактной
группы Ли G совпадает с подалгеброй Ли t некоторого ее макси-
мального тора T (теорема 2.23), а максимальные торы сопряжены
относительно внутренних автоморфизмов группы G (теорема 2.24).
На основании теорем 2.22 и 2.24 в предложении 2.23 доказано, что
группа Вейля связной компактной группы Ли G изоморфна конеч-
ной фактор-группе NG(T )/T , где NG(T ) — нормализатор тора T в G.
На основании теоремы 2.27 Б. Костанта [155] авторы дают в теоре-
мах 2.26 и 2.29 новое доказательство теоремы Э. Б. Винберга [29]:
при тех же условиях каждая инвариантная относительно группы
Вейля норма (в частности, индуцированная скалярным произведени-
ем) на t является ограничением единственной Ad(G)-инвариантной
нормы на g (индуцированной скалярным произведением). В §§ 2.5.3,
2.5.4 и разделе 2.6 приводятся без доказательства необходимые све-
дения о группах Вейля, корневых системах и связи вещественных
(в частности, компактных) алгебр Ли с комплексными алгебрами
Ли; в таблицах 1 и 2 даны корневые системы простых алгебр Ли и
их схемы Дынкина.

Большинство результатов третьей главы, посвященной изомет-
рическим потокам, т. е. 1-параметрическим группам изометрий, на
римановых многообразиях, было впервые доказано в работах авто-
ров [14, 18, 89]. Каждый такой поток порождается некоторым кил-
линговым векторным полем X; основное внимание уделяется век-
торным полям X постоянной длины. Укажем лишь некоторые из
основных результатов. В теореме 3.4 найдена новая формула, вы-
ражающая значение ковариантного 4-тензора кривизны на четверке
векторных киллинговых полей через метрический тензор и скобки
Ли полей. Эта формула и ее следствие 3.1 позволяют вычислять тен-
зор кривизны и секционную кривизну однородного риманова много-
образия. При этом для секционной кривизны получается известная
формула, выводимая обычно с помощью формул О’Нейла. В теоре-
ме 3.5 наряду с другими утверждениями доказано, что если в неко-
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торой точке x риманова многообразия длина киллингова векторного
поля X достигает положительного максимума, то интегральная кри-
вая поля X через x является геодезической, а секционные кривизны
всех двумерных площадок, содержащих касательные векторы этой
геодезической, неотрицательны. Следствиями этой теоремы являют-
ся теорема 3.8 (кривизна Риччи в направлении единичного киллин-
гова векторного поля неотрицательна; она тождественно равна нулю
в точности тогда, когда поле параллельно), теорема 3.9 М. Берже [93]
(любое киллингово векторное поле на компактном четномерном ри-
мановом многообразии положительной секционной кривизны зану-
ляется в некоторой точке), следствие 3.8 (теорема С. Бохнера [98]),
следствие 3.9 Ш. Кобаяси (киллингово векторное поле на компакт-
ном римановом многообразии неположительной кривизны Риччи па-
раллельно); если поле нетривиально, то многообразие имеет беско-
нечную фундаментальную группу (следствие 3.10) и другие резуль-
таты. Киллингово векторное поле имеет постоянную длину тогда и
только тогда, когда все его интегральные кривые являются геодези-
ческими (предложение 3.2). Движение, т. е. изометрия, метрического
пространства, смещающая все его точки на одно и то же расстояние,
называется переносом Клиффорда — Вольфа, кратко КВ-перено-
сом (определение 79). Однопараметрическая группа КВ-переносов
риманова многообразия порождается киллинговым векторным по-
лем X постоянной длины (предложение 3.4). Для симметрических
пространств верно обратное утверждение (теорема 3.27); в общем
случае, в том числе для однородных многообразий, оно верно толь-
ко частично (предложение 3.5). Киллингово поле постоянной длины
с замкнутыми траекториями называется регулярным, если все они
имеют одинаковую длину, а иначе — квазирегулярным. Киллинго-
во векторное поле постоянной длины регулярно тогда и только то-
гда, когда оно порождает свободное изометрическое действие груп-
пы S1. В условиях предложения 3.4 поле X регулярно или все его
траектории не замкнуты. Построение регулярных и квазирегуляр-
ных векторных полей основывается на теореме 3.21: гладкое век-
торное поле X с замкнутыми неточечными траекториями на глад-
ком многообразии M порождается некоторым гладким действием
η : S1 × M → M в точности тогда, когда X является единичным
киллинговым векторным полем на (M, g) для некоторой гладкой ри-
мановой метрики g на M. С помощью этой теоремы построены рима-
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новы метрики с квазирегулярными единичными киллинговыми век-
торными полями на всех сферах S2n+1, n > 1 (следствие 3.12), в том
числе вещественно-аналитические кооднородности один с необыч-
ными свойствами (теорема 3.22), на всех гомотопических 7-сферах
(следствие 3.11) и на расслоении касательных единичных векторов
с метрикой Сасаки над некоторыми римановыми многообразиями с
замкнутыми геодезическими (§ 3.7.3). В теореме 3.30 получен крите-
рий существования квазирегулярного (или имеющего и замкнутые и
незамкнутые траектории) единичного киллингова векторного поля
на локально евклидовом пространстве. Доказана теорема 3.31: од-
нородное риманово многообразие постоянной положительной секци-
онной кривизны допускает квазирегулярные единичные киллинговы
поля тогда и только тогда, когда оно не диффеоморфно сфере или
вещественному проективному пространству. Все такие многообразия
классифицированы в книге [34].

Вследствие теоремы 3.2 и теоремы Майерса — Стинрода 4.1 мно-
жество киллинговых векторных полей на римановом многообразии
(M, g) составляет алгебру Ли группы Ли Isom(M, g) всех изометрий
пространства (M, g) (теорема 4.2). Если G ⊂ Isom(M, g) — транзи-
тивная на (M, g) группа Ли со стабилизатором H в некоторой точке
x ∈ M , то (M = G/H, g) редуктивно, а G допускает левоинвари-
антную и H-правоинвариантную риманову метрику g0 такую, что
каноническая проекция π : (G, g0) → (G/H, g) — риманова субмер-
сия с вполне геодезическими слоями (предложение 4.1). Если метри-
ка g0 биинвариантна, то пространство (M, g) называется нормаль-
ным однородным. Если группы Ли G и H ⊂ G связны и компакт-
ны, то эйлерова характеристика χ(G/H) неотрицательна, а положи-
тельна в точности тогда, когда ранги групп (размерности их мак-
симальных торов) G и H совпадают; в последнем случае χ(G/H)
равна частному от порядков групп Вейля групп G и H (теорема 4.4
Хопфа — Самельсона). Вследствие теорем 1.22, 3.9, 4.4, 4.9, каж-
дое четномерное однородное риманово многообразие положительной
секционной кривизны имеет положительную эйлерову характеристи-
ку (предложение 4.3); оно неразложимо в прямое метрическое про-
изведение. Заметим, что вследствие двойственности Пуанкаре каж-
дое компактное триангулируемое нечетномерное многообразие имеет
нулевую эйлерову характеристику. Компактное связное односвязное
почти эффективное однородное риманово многообразие (G/H, g) по-
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ложительной эйлеровой характеристики неразложимо в прямое мет-
рическое произведение в точности тогда, когда группа Ли G про-
ста (теорема 4.10 Б. Костанта [157]). Классификацию соответствую-
щих однородных пространств G/H получили А. Борель и де Зибен-
таль в [103] (см. также книгу Дж. Вольфа [34]). В теореме 4.7 фор-
мулируется критерий Б. Костанта естественной редуктивности ин-
вариантной римановой метрики на однородном пространстве G/H.
Компактное однородное естественно редуктивное риманово много-
образие положительной эйлеровой характеристики нормально одно-
родно относительно некоторой полупростой группы Ли движений
(теорема 4.15 и [16]). В теоремах 4.16, 4.17, 4.18 упомянутое ранее
следствие 3.1 адаптируется для алгебраических вычислений соот-
ветственно секционной, риччиевой и скалярной кривизн однородного
риманова многообразия; в теореме 4.19 получены упрощенные фор-
мулы для естественно редуктивной метрики. В теореме 4.20 сформу-
лированы некоторые критерии о скалярной кривизне инвариантных
римановых метрик на однородном пространстве G/H с компактны-
ми и связными группами Ли G и H ⊂ G. В §§ 4.10.1, 4.10.3 и 4.10.4
соответственно приводится без доказательства известная информа-
ция об однородных римановых пространствах положительной сек-
ционной кривизны, неположительной секционной кривизны и непо-
ложительной кривизны Риччи. С помощью теорем 1.22 (С. Майерса)
и 4.19 доказана теорема 4.23: однородное эффективное пространство
M = G/H, где G связна, а H компактна, допускает инвариантную
риманову метрику положительной кривизны Риччи тогда и только
тогда, когда M компактно и его фундаментальная группа конечна
или G компактна и ее подгруппа Леви (т. е. максимальная связная
полупростая подгруппа в G) действует транзитивно на M ; при этом
достаточно взять любую нормальную однородную метрику на G/H.

Все основные результаты пятой главы опубликованы в статье [73]
и работе [188]. Риманово однородное пространство (M = G/H, g),
где H — компактная подгруппа группы Ли G и g — G-инвариант-
ная риманова метрика, называется геодезически орбитальным про-
странством, кратко, ГО-пространством, если любая его геодезиче-
ская является орбитой некоторой однопараметрической подгруппы
группы G; при G = Isom(M, g) это дает понятие риманова ГО-мно-
гообразия. Отождествим алгебру Ли g группы Ли G с некоторой
подалгеброй алгебры Ли киллинговых векторных полей риманова
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многообразия (M, g). Тогда элемент X ∈ g называется геодезическим
вектором, если интегральная кривая поля X через eH ∈ G/H явля-
ется геодезической в (G/H, g). Лемма 5.1 и теоремы 5.5, 5.11 дают ха-
рактеризацию геодезических векторов, теоремы 5.7 и 5.8 — их свой-
ства, теоремы 5.6 и 5.11 — характеризацию ГО-пространств. Римано-
во многообразие называется слабо симметрическим, если для любой
пары его точек существует изометрия, переставляющая эти точки.
Каждое слабо симметрическое пространство является геодезически
орбитальным [94]. Если (M, g) — риманово ГО-многообразие, g — ал-
гебра Ли его киллинговых полей, a — коммутативный идеал в g, то
любое поле X ∈ a имеет постоянную длину на (M, g) (теорема 5.9).
В теореме 5.10 доказано, что каждое геодезически орбитальное ри-
маново многообразие неположительной кривизны Риччи является
симметрическим пространством. Сначала эту теорему с некоторы-
ми пробелами доказала К. Гордон в статье [131]; полное и принци-
пиально иное доказательство дано в работе [188]. Главный резуль-
тат пятой главы — теорема 5.12 [73], которая может быть перефор-
мулирована следующим образом: «Каждое односвязное неразложи-
мое, не являющееся нормальным однородным, ГО-многообразие по-
ложительной эйлеровой характеристики изометрично либо (G/H =
SO(2n + 1)/U(n), g), n > 2, либо (G/H = Sp(n)/U(1) · Sp(n − 1), g),
n > 2. При этом с точностью до пропорциональности g может быть
любой G-инвариантной римановой метрикой, кроме двух, одна из
которых G-нормальна однородна, а другая симметрическая. Кроме
того, все эти многообразия являются слабо симметрическими флаго-
выми многообразиями». В доказательстве теоремы 5.12 важную роль
играют теорема 4.10 и предложение 5.7: «Пусть (M = G/H, g) —
компактное геодезически орбитальное риманово пространство. То-
гда любая связная подгруппа Ли K ⊂ G, содержащая H, имеет
вполне геодезическую орбиту P = K(eH) = K/H, которая является
ГО-пространством (с индуцированной метрикой); при этом проекция
π : G/H → G/K является римановой субмерсией с вполне геодези-
ческими слоями, где и слои и база являются ГО-пространствами».
Сначала на основе работы [72] теорема 5.12 доказывается в случае
компактной (простой) группы Ли G ранга 2. Затем с помощью лем-
мы 5.5 и предложения 5.7 устанавливается, что в общем случае кор-
невая система компактной (простой) группы Ли G (с учетом ее под-
группы H) должна допускать так называемое специальное разложе-
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ние со свойствами из следствия 5.3. Работа с корневыми системами
простых алгебр Ли позволяет установить, что специальные разло-
жения допускают только пары алгебр Ли h ⊂ g из теоремы 5.12.
Нужное утверждение о слабой симметричности всех инвариантных
римановых метрик на однородных пространствах из теоремы 5.12
доказал В. Циллер в статье [242].

Результаты главы 6 опубликованы в статьях [15, 16, 19, 87, 90].
Изометрия f метрического пространства M на себя называется δ(x)-
переносом для точки x ∈ M , если x — точка максимального смеще-
ния для f . Метрическое пространство M называется (G)-δ-однород-
ным (соответственно, (G)-однородным по Клиффорду — Вольфу),
если для любой пары точек x, y ∈ M существует δ(x)-перенос (соот-
ветственно, КВ-перенос) пространства M (из группы изометрий G
пространства M), перемещающий x в y. Ясно, что каждый КВ-пе-
ренос пространства M является δ(x)-переносом для всех x ∈ M , а
(G)-однородное по Клиффорду — Вольфу пространство (G)-δ-одно-
родно. Локально компактное пространство с внутренней метрикой
или риманово однородное многообразие (M = G/H, ρ) с замкнутой
транзитивной связной группой движений G и стабилизатором H в
(некоторой) точке x ∈ M называется G-нормальным в обобщенном
(соответственно, обычном) смысле, если G допускает биинвариант-
ную (соответственно, риманову биинвариантную) внутреннюю мет-
рику r такую, что естественная проекция (G, r) → (G/H, ρ) являет-
ся субметрией. Компактное связное риманово многообразие (M,µ)
(G)-δ-однородно тогда и только тогда, когда оно (G)-нормально в
обобщенном смысле; при этом в качестве соответствующей биинва-
риантной метрики r на G достаточно взять индуцированную Ad(G)-
инвариантной «нормой Чебышева» ‖X‖ = maxy∈M

√
µ(X(y), X(y))

на g (следствие 6.6). Доказана теорема 6.1: «Для связного полного
риманова многообразия (M, ρ) и некоторой его группы Ли G дви-
жений следующие условия эквивалентны: 1) (M,ρ) G-δ-однородно;
2) каждая геодезическая в (M,ρ) с началом в какой-нибудь точке
x ∈ M является интегральной кривой некоторого киллингова век-
торного поля на многообразии (M,ρ) из алгебры Ли группы Ли G,
достигающего максимального значения длины в точке x; 3) для каж-
дой точки x ∈ M и каждого вектора v ∈ Mx существует кил-
лингово векторное поле X на многообразии (M,ρ) из алгебры Ли
группы Ли G, достигающее максимального значения длины в точ-
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ке x, с условием X(x) = v». Векторное поле X с условием 3) теоре-
мы 6.1 называется δ-вектором. Из п. 2) теоремы 6.1 вытекает след-
ствие 6.2: каждое (G)-δ-однородное риманово многообразие являет-
ся геодезически орбитальным римановым пространством (с группой
движений G). На основании п. 3) теоремы 6.1 и теоремы 3.5 по-
лучаем следствие 6.3: каждое δ-однородное риманово многообразие
(M, µ) с внутренней метрикой ρ имеет неотрицательную секционную
кривизну. Каждое замкнутое вполне геодезическое подмногообразие
δ-однородного (геодезически орбитального) риманова многообразия
само δ-однородно (соответственно, геодезически орбитально) (тео-
рема 6.15). Из теоремы 6.15 и теоремы 6.3 Топоногова [55] следу-
ет, что каждое (не)компактное δ-однородное риманово многообра-
зие изометрично прямому метрическому произведению (евклидова
пространства и) компактных неразложимых δ-однородных римано-
вых многообразий (теорема 6.16). Очевидно, верно обратное утвер-
ждение, и прямое произведение односвязно в точности тогда, ко-
гда все сомножители односвязны. Каждое локально изометричное
(в частности, универсальное) накрывающее пространство риманова
δ-однородного многообразия является римановым δ-однородным ри-
мановым многообразием (теорема 6.5). Из следствия 6.2, предложе-
ния 5.7 и теоремы 6.15 вытекает предложение 6.4: «Пусть (G/H, µ) —
G-δ-однородное многообразие и K — связная подгруппа Ли группы
Ли G такая, что H ⊂ K ⊂ G. Тогда орбита точки x = eH в G/H от-
носительно группы K является вполне геодезическим подмногообра-
зием в (G/H,µ). В частности, K/H с метрикой, индуцированной тен-
зором µ, — δ-однородное пространство». На основании следствия 6.2
и теоремы 5.12 компактные односвязные неразложимые обобщен-
ные нормальные однородные римановы многообразия положитель-
ной эйлеровой характеристики, не являющиеся нормальными, надо
искать среди (G/H,µ) из теоремы 5.12. В предложении 6.20 найдено
априорное условие для искомых римановых метрик µ на таких про-
странствах G/H. В случае пространств Sp(l)/(U(1) ·Sp(l−1)), l > 2,
это условие эквиалентно положительности секционной кривизны с
δ-защемленностью в интервале (1/16, 1/4) [32]; далее в теореме 6.18
доказывается, что в действительности все искомые римановы мно-
гообразия имеют такой вид. Сначала доказывается, что риманово
многообразие (SO(7)/U(3), µ) с условиями из предложения 6.20 не
является обобщенным нормальным однородным (предложение 6.21).
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Затем с помощью предложения 6.4 доказывается, что однородные
римановы многообразия (SO(7)/U(3), µ) и (Sp(2)/(U(1) · Sp(1)), µ1)
допускают вполне геодезические изометрические вложения в од-
нородные пространства SO(2l + 1)/U(l) и Sp(l)/(U(1) · Sp(l − 1)),
l > 3, с соответствующими инвариантными римановыми метрика-
ми; все метрики удовлетворяют условиям предложения 6.20 (лем-
мы 6.12 и 6.13). Доказательство теоремы 6.18 завершается (и сопро-
вождается) довольно непростой работой с δ-векторами и характе-
ристическими полиномами матриц. В разделе 6.10 получены общие
результаты о чебышевских нормах на алгебре Ли группы движе-
ний компактного однородного финслерова многообразия. В §§ 6.11.3,
6.11.4 и 6.11.5 вычисляются чебышевские нормы на алгебрах Ли (и
их подалгебрах Картана) полных связных групп движений для ев-
клидовых сфер, сфер Берже, инвариантных римановых метрик на
SO(5)/U(2) = Sp(2)/(U(1) · Sp(1)) и эллипсоиды Лёвнера — Джона
для единичных шаров этих норм.

Седьмая глава (основные результаты которой получены в рабо-
те авторов [88]) посвящена исследованию однородных по Клиффор-
ду — Вольфу римановых многообразий и их естественных обобще-
ний. Основной текст этой главы разбит на 11 разделов. В первом раз-
деле обсуждаются примеры однородных по Клиффорду — Вольфу
многообразий. Во втором разделе приводится основной технический
инструмент дальнейшего исследования — теорема 7.3 о равенстве
нулю ковариантной производной тензора кривизны риманова мно-
гообразия при тройном использовании одного и того же киллинго-
ва векторного поля постоянной длины. В следующем разделе дока-
зывается основной результат главы — теорема 7.1, дающая полную
классификацию односвязных однородных по Клиффорду — Вольфу
римановых многообразий. Прежде всего, на основании упомянутой
теоремы 7.3 и одного результата из [21], мы немедленно получаем,
что каждое односвязное однородное по Клиффорду — Вольфу (крат-
ко, КВ-однородное) риманово многообразие симметрическое. После
этого тщательное, хотя и не столь долгое, изучение условия КВ-од-
нородности в симметрическом случае позволяет завершить доказа-
тельство. В четвертом разделе вводятся пространства Клиффорда —
Киллинга, то есть вещественные векторные пространства киллинго-
вых векторных полей постоянной длины. Многообразия из назва-
ния пятого раздела были определены и исследованы в статье [112]
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Д’Атри и Никерсон. Это в точности римановы многообразия, ко-
торые локально допускают пространства Клиффорда — Киллинга
размерности, равной размерности многообразия. Мы доказываем в
теореме 7.5, что в случае односвязных полных многообразий эти
многообразия классифицируются аналогично КВ-однородным про-
странствам в теореме 7.1, но из нечетномерных сфер нужно оста-
вить только семимерные. Весьма интересно, что знаменитые клас-
сические результаты Радона и Гурвица в статьях [144, 200], обсуж-
даемых в шестом разделе, можно интерпретировать в точности как
построение пространств Клиффорда — Киллинга максимальной раз-
мерности на круглых нечетномерных сферах, а знаменитая функция
Радона — Гурвица дает их размерности. В следующем разделе уста-
навливается тесная связь пространств Клиффорда — Киллинга на
круглых нечетномерных сферах с алгебрами и модулями Клиффор-
да. Это позволяет классифицировать все векторные пространства
Клиффорда — Киллинга на круглых сферах в теоремах 7.10 и 7.11 с
точностью до изометрических преобразований сфер (сохраняющих
ориентацию). Радон в его статье [200] заметил, что его исследования
задачи Гурвица (задача 4 в разделе 7.6) тесно связаны с некоторыми
(топологическими) сферами в группах Ли O(2n), n > 2. В разделе
7.8 мы доказываем, что каждая такая сфера Радона является вполне
геодезической сферой в группе O(2n), снабженной биинвариантной
римановой метрикой µ. В следующем разделе мы рассматриваем бо-
лее общий вопрос о вполне геодезических сферах в (SO(2n), µ), свя-
занных с тройными системами Ли в алгебре Ли группы Ли SO(2n) и
пространствами Клиффорда — Киллинга на круглых сферах S2n−1.
В частности доказано, помимо результатов, аналогичных результа-
там предыдущих разделов, что сферы Радона совпадают с вполне
геодезическими сферами Хелгасона (постоянной секционной кривиз-
ны k, равной максимальной секционной кривизне в (SO(2n), µ)) из
статьи [140] тогда и только тогда, когда n = 2. В предложении 7.9
вычисляется кривизна k. В разделе 7.10 изучаются алгебры Ли в
пространствах Клиффорда — Киллинга на круглых нечетномерных
сферах. Заключительный раздел посвящен изучению ограниченно
однородных по Клиффорду — Вольфу многообразий. Классифика-
ция таких многообразий приведена в теореме 7.17. Приведены два
примера ограниченно однородных, но не однородных по Клиффор-
ду — Вольфу римановых многообразий.
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Авторы надеются на то, что настоящая книга будет интересна
и полезна специалистам в области анализа и геометрии, научным
сотрудникам и преподавателям вузов, работающих в смежных раз-
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ГЛАВА 1

РИМАНОВЫ МНОГООБРАЗИЯ

1.1. Основы теории гладких многообразий

1.1.1. Гладкие многообразия. Мы приводим здесь основные
определения для гладких многообразий и простейшие примеры мно-
гообразий.

Хаусдорфово топологическое пространство Mn называется
n-многообразием (без границы), если для каждой точки x ∈ Mn су-
ществуют окрестность U точки x и гомеоморфизм φ : U ≈ V на
некоторое открытое подмножество V ⊂ Rn. Обычно мы предполага-
ем, что Mn связно и удовлетворяет второй аксиоме счетности.

Пусть Mn — топологическое n-многообразие (без границы).
Тройка (U, φ, V ), где U — открытое подмножество в Mn, V — от-
крытое подмножество в Rn, а φ — гомеоморфизм, называется кар-
той на Mn. Семейство карт (Uα, φα, Vα), α ∈ A, на Mn называется
атласом, если {Uα, α ∈ A} — покрытие Mn. Атлас гладкий, если для
любой пары α, β ∈ A индексов отображение (перехода)

φαβ = φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) → φα(Uα ∩ Uβ) (1.1)

является C∞-отображением, т. е. его координатные функции имеют
частные производные любого порядка. Это требование имеет смысл,
так как φβ(Uα∩Uβ) и φα(Uα∩Uβ) — открытые подмножества евкли-
дова пространства. Максимальный гладкий атлас D на Mn называ-
ется гладкой или дифференцируемой структурой на Mn.

Дифференцируемое или гладкое многообразие — многообразие
вместе с некоторой дифференцируемой структурой D на нем. Лю-
бой гладкий атлас на n-многообразии M определяет единственную
дифференцируемую структуру, содержащую его. Поэтому достаточ-
но ввести гладкий атлас на M .
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Дифференцируемое многообразие ориентируемо, если существу-
ет некоторый атлас (Uα, φα, Vα), α ∈ A, из его гладкой структуры
такой, что каждое отображение (1.1) имеет положительный якоби-
ан; любой максимальный атлас с этим свойством называется ори-
ентацией на Mn. Иначе (гладкое) многообразие не ориентируемо.
Каждое связное гладкое ориентируемое многообразие допускает в
точности две ориентации. Гладкое многообразие вместе с ориента-
цией на нем называется ориентированным многообразием.

Непрерывное отображение f : (Mn1 , D1) → (Mn2 , D2) двух глад-
ких многообразий называется гладким в точке x ∈ Mn1 , если для
некоторых карт (U1, φ1, V1) ∈ D1 и (U2, φ2, V2) ∈ D2 таких, что x ∈ U1

и f(x) ∈ U2, отображение φ2◦f◦φ−1
1 является C∞-отображением. Это

требование имеет смысл, потому что область определения отображе-
ния f , φ1(f−1(U2) ∩ U1), является открытым подмножеством в Rn1

и f отображает его в открытое подмножество φ2(U2) в Rn2 . Такое
отображение f гладкое, если оно гладкое в каждой точке из Mn1 .
Такое отображение f называется диффеоморфизмом, если оно биек-
тивно и оба отображения f и f−1 гладкие. Два гладких многообра-
зия диффеоморфны, если существует диффеоморфизм между ними.
В дифференциальной топологии два диффеоморфных гладких мно-
гообразия отождествляются.

Пример 1. Евклидово пространство En =Rn допускает естествен-
ную гладкую структуру, определяемую одной картой (En, idEn ,En).

Пример 2. Если U — открытое подпространство в гладком
n-многообразии Mn с гладким атласом (Uα, φα, Vα), α ∈ A, то семей-
ство (U ∩Uα, φα|U∩Uα , φα(U ∩ Uα)), α ∈ A, является гладким атласом
на U . Множество U вместе с соответствующей гладкой структурой
называется открытым подмногообразием в Mn.

Пример 3. Пусть Sn ⊂ En+1 — стандартная единичная сфе-
ра с центром в нуле. Возьмем UN = Sn − {(0, . . . , 0, 1)}, US =
Sn − {(0, . . . , 0,−1)}, и определим гомеоморфизмы (стереографиче-
ские проекции) φN : UN → En и φS : US → En, формулами

φN (x1, . . . , xn, xn+1) =
1

1− xn+1
(x1, . . . , xn) (1.2)

и
φS(x1, . . . , xn, xn+1) =

1
1 + xn+1

(x1, . . . , xn). (1.3)
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Ясно, что UN ∪ US = Sn. Легко проверить, что

φN ◦ φ−1
S = φS ◦ φ−1

N = invSn−1 : En − {0} → En − {0}

— отображение инверсии invSn−1 относительно Sn−1 ⊂ En, т. е.

invSn−1(y1, . . . , yn) = invSn−1(y) =
y

|y|2 .

Следовательно, мы определили гладкую (даже вещественно анали-
тическую) структуру на Sn.

Пример 4. Если Mm и Nn — гладкие многообразия с гладкими
атласами (Uα, φα, Vα), α ∈ A, и (Wβ , ψβ , Yβ), β ∈ B, то пространст-
во Pm+n := Mm × Nn — гладкое (n + m)-многообразие с гладким
атласом (Uα × Wβ , φα × ψβ , Vα × Yβ), (α, β) ∈ A × B. Многообразие
Pm+n с таким гладким атласом называется произведением гладких
многообразий Mm и Nn.

1.1.2. Касательное расслоение над гладким многообрази-
ем.

Определение 1. Пусть M — гладкое многообразие. Гладкое ото-
бражение f : M → R называется гладкой вещественной функцией
на M .

Предложение 1.1. Множество C∞(M) всех гладких веществен-
ных функций на M является коммутативным (ассоциативным) коль-
цом относительно операций

(f + g)(p) = f(p) + g(p),

(fg)(p) = f(p)g(p), f, g ∈ C∞(M), p ∈ M.

Функция 1M , тождественно равная числу 1, является единицей этого
кольца.

Определение 2. Произвольное отображение v : C∞(M) → R со
свойствами

1) v(cf) = c(vf),
2) v(f + g) = vf + vg,
3) v(fg) = f(p)vg + g(p)vf

для всех f, g ∈ C∞(M), c ∈ R, называется касательным векто-
ром к гладкому многообразию M в точке p ∈ M . Множество всех



26 Глава 1. Римановы многообразия

таких отображений Mp называется касательным векторным про-
странством к гладкому многообразию M в точке p ∈ M .

Использование этих слов оправдывает следующая теорема.
Теорема 1.1. Пусть v, w ∈ Mp, c ∈ R. Тогда отображения v + w,

cv, определенные формулами

(v + w)f = vf + wf, (cv)f = c (vf)

для всех f ∈ C∞(M), c ∈ R, являются элементами из Mp. Относи-
тельно этих двух операций множество Mp является вещественным
векторным пространством размерности dim(M).

Все утверждения этой теоремы, кроме утверждения о размерно-
сти, очевидны. Доказательство этого утверждения разбивается на
несколько лемм.

Прежде всего, нам нужна следующая лемма [56, лемма 1.10].
Лемма 1.1. Для каждого вещественного числа r > 0 существует

гладкая вещественная функция f = fr, 0 6 f 6 1, на Rn, равная 1
на замкнутом кубе [−r, r]n, и нулю на дополнении к открытому кубу
(−2r, 2r)n.

C Сначала рассмотрим случай r = 1. Достаточно определить f
как произведение

f = (h ◦ pr1) . . . (h ◦ prn), (1.4)

где pri : Rn → R — канонические проекции (координатные функции)
на Rn, и h — какая-нибудь гладкая функция h : R → R, равная 1
на [−1, 1] и нулю вне (−2, 2). Для построения такой функции h мы
начинаем с гладкой функции φ : R→ R такой, что φ(t) = e−1/t, если
t > 0 и φ(t) = 0 в другом случае. Тогда функция

g(t) =
φ(t)

φ(t) + φ(1− t)

гладкая, неотрицательная и принимает значение 1 для t > 1 и нуле-
вое значение для t 6 0. Мы получаем нужную функцию h, полагая

h(t) = g(t + 2)g(2− t).

Теперь для произвольного числа r > 0 требуемая функция опре-
деляется формулой fr(x) = f((1/r)x), x ∈ Rn. B
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Лемма 1.2. Пусть U — открытое подмногообразие гладкого мно-
гообразия Mn, p0 ∈ U и φ : U → R — гладкая функция. Тогда су-
ществуют некоторая открытая окрестность U0 точки p0 и функция
ψ ∈ C∞(Mn) такие, что U0 ⊂ U, ψ(p) = φ(p) для всех p ∈ U0 и
ψ(q) = 0 для всех q ∈ Mn − U.

C Существует гладкая карта (U1, φ1, V1) многообразия Mn такая,
что p0 ∈ U1 ⊂ U и φ1(p0) = (0, . . . , 0) ∈ Rn. Тогда существует число
r > 0 такое, что [−2r, 2r]n ⊂ V1. Определим функцию ψ : Mn → R
условиями ψ(p) = fr(φ1(p))φ(p), где fr — функция из леммы 1.1, если
p ∈ U1, и ψ(q) = 0, если q ∈ Mn − U1. Тогда ψ — искомая функция
для U0 = φ−1

1 ((−r, r)n). B
Лемма 1.3. Пусть V0 — некоторое выпуклое открытое подмно-

жество в Rn с каноническими координатными функциями x1, . . . , xn

и g ∈ C∞(V0). Тогда для любых точек x0, x1 ∈ V0

g(x1) = g(x0) +
n∑

i=1

(
xi(x1)− xi(x0)

) ∂g

∂xi
(x0) +

n∑

i,j=1

(
xi(x1)−

−xi(x0)
)(

xj(x1)− xj(x0)
) 1∫

0

(1− t)
∂2g

∂xi∂xj

(
x0 + t(x1 − x0)

)
dt.

При этом для фиксированной точки x0 ∈ V0, все слагаемые справа
и их сомножители являются гладкими функциями от x1 ∈ V0.

C Вследствие выпуклости множества V0 корректно определена
гладкая функция одной переменной

θ(t) := g(x0 + t(x1 − x0)), t ∈ [0, 1].

Тогда, применяя формулу Ньютона — Лейбница и интегрирование
по частям в определенном интеграле, получаем

θ(1) = θ(0) + θ(t)
∣∣∣
1

0
= θ(0) +

1∫

0

θ′(t) dt = θ(0) + (t− 1) θ′(t)
∣∣∣
1

0
+

+

1∫

0

(1− t) θ′′(t) dt = θ(0) + θ′(0) +

1∫

0

(1− t) θ′′(t) dt.
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Таким образом, получена формула

θ(1) = θ(0) + θ′(0) +

1∫

0

(1− t) θ′′(t) dt. (1.5)

Легко вычислить, что

θ(0) = g(x0), θ(1) = g(x1), (1.6)

θ′(0) =
n∑

i=1

(
xi(x1)− xi(x0)

) ∂g

∂xi
(x0), (1.7)

θ′′(t) =
n∑

i,j=1

(
xi(x1)− xi(x0)

)(
xj(x1)−

−xj(x0)
) ∂2g

∂xi∂xj

(
x0 + t(x1 − x0)

)
.

(1.8)

Из равенств (1.5), (1.6), (1.7) и (1.8) следует формула из леммы 1.3.
Последнее утверждение леммы 1.3 хорошо известно. B

Лемма 1.4. Пусть v ∈ Mn
p0

, f, g ∈ C∞(Mn), f(p) = g(p) для всех
точек p из некоторого открытого подмножества U в Mn и p0 ∈ U.
Тогда vf = vg.

C Пусть φ : U → R определяется равенством φ(p) = 1 для всех
p ∈ U . Тогда φ ∈ C∞(U). Пусть ψ ∈ C∞(Mn) — функция, построен-
ная в лемме 1.2 для заданной здесь функции φ. Тогда ψ(f − g) ≡ 0
и, следовательно, по «правилу Лейбница»

0 = v(ψ(f − g)) = (f − g)(p0)vψ + ψ(p0)v(f − g) = vf − vg. ¤

Лемма 1.5. Пусть v ∈ Mn
p0

и U — открытое подмногообразие
в Mn, содержащее точку p0. Тогда существует единственный вектор
v|U ∈ Up0 такой, что

vg = v|Ug|U для каждой функции g ∈ C∞(Mn), (1.9)

где g|U обозначает ограничение функции g на U . При этом соответ-
ствие

v ∈ Mn
p0
→ v|U ∈ Up0

является линейным изоморфизмом векторных пространств.
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C Вследствие леммы 1.2 для произвольной функции φ ∈ C∞(U)
существуют некоторая открытая окрестность U0 точки p0 и функ-
ция ψ ∈ C∞(Mn) такие, что U0 ⊂ U и ψ(p) = φ(p) для всех p ∈ U0.
Определим v|Uφ = vψ. Из леммы 1.4 следуют корректность опреде-
ления отображения v|U : C∞(U) → R и включение v|U ∈ Up0 . Ясно,
что при этом выполняется условие (1.9). Теперь оба утверждения
леммы являются следствиями леммы 1.4 и условия (1.9). B

C Доказательство теоремы 1.1. Пусть dim(M) = n, p = p0 ∈
Mn, v ∈ Mn

p0
и g ∈ C∞(Mn) — произвольная функция. Существу-

ет гладкая карта (U, φ, V ) на Mn с условиями p0 ∈ U и φ(p0) =
(0, . . . , 0). Найдется число r > 0 такое, что [−r, r]n ⊂ V . Положим
V0 = (−r, r)n и U0 = φ−1(V0). Тогда получим новую карту (U0, φ0, V0),
где φ0 = φ|U0 , с условием p0 ∈ U0 и выпуклым множеством V0. На
основании леммы 1.5 выполняется условие (1.9), где U нужно за-
менить на U0. Обозначая для краткости функцию g|U0 ◦ φ−1

0 как g,
получим вследствие леммы 1.3 и равенств x0 = φ0(p0) = (0, . . . , 0),
φi

0 = xi ◦ φ0, что
vg = v|U0g|U0 ,

где

g|U0 = g(x0) +
n∑

i=1

φi
0

∂g

∂xi
(x0)+

+
n∑

i,j=1

φi
0φ

j
0

1∫

0

(1− t)
∂2g

∂xi∂xj

(
t(x1, . . . , xn)

)
dt.

Применяя свойства касательного вектора v|U0 и равенство φ0(p0)=0,
получаем отсюда, что

v(g) = v|U0g|U0 =
n∑

i=1

(
v|U0φ

i
0

) ∂g

∂xi

(
φ0(p0)

)
.

Из проведенных доказательств легко увидеть, что эта формула будет
верной, если везде убрать нижние индексы 0 и рассматривать вектор
v ∈ Mn

p , где p ∈ U — произвольная точка. Так как функция g из
C∞(Mn) была произвольной, это значит, что

v(·) =
n∑

i=1

ζi ∂
( · ◦φ−1

)

∂xi

(
φ(p)

)
, (1.10)
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где
ζi = ζi(v) = (v|U )(xi ◦ φ). (1.11)

Вследствие леммы 1.5 и формул (1.10), (1.11) соответствие

v ∈ Mn
p →

(
ζ1(v), . . . , ζn(v)

)

линейно. Ясно, что произвольный набор чисел (ζ1, . . . , ζn) ∈ Rn опре-
деляет по формуле (1.10) единственный вектор v ∈ Mn

p . Таким об-
разом, векторные пространства Mn

p и Rn изоморфны и теорема до-
казана. B

Определение 3. Числа ζ1, . . . , ζn из формулы (1.11) называются
компонентами вектора v ∈ Mn

p в карте (U, φ, V ) (где p ∈ U ⊂ Mn).
Пусть Mn — гладкое n-многообразие. Определим касательное

многообразие TMn к Mn как множество всех пар (p, v), где p ∈ Mn,
v ∈ Mn

p . При этом p называется началом вектора v. Заметим, что
если p 6= q, то формально Mn

p ∩Mn
q не пусто и состоит из (общего) ну-

левого вектора; поэтому наряду с вектором указывается его начало.
Отображение π : TMn → Mn, определяемое формулой π(p, v) = p,
называется проекцией. Если (U, φ, V ) — карта на Mn, то определим
карту (π−1(U), Tφ, V × Rn) на TMn формулой

Tφ(p, v) = (φ(p), ζφ(v)), (1.12)

где ζφ(v) — n-мерный вектор, составленный из компонент вектора v
в карте (U, φ, V ) (определение 3).

Теорема 1.2. Пусть (U, φ, V ) и (U1, φ1, V1) — две карты на глад-
ком многообразии Mn, (π−1(U), Tφ, V×Rn) и (π−1(U1), Tφ1, V1×Rn) —
соответствующие карты на TMn. Тогда функция перехода

Tφ1 ◦ (Tφ)−1 : φ(U ∩ U1)× Rn → φ1(U ∩ U1)× Rn

для последних двух карт имеет вид

Tφ1 ◦ (Tφ)−1 =
(
φ1 ◦ φ−1

)×D
(
φ1 ◦ φ−1

)
,

где D(φ1◦φ−1) — обычный дифференциал Фреше гладкого отображе-
ния (диффеоморфизма) φ1◦φ−1 открытых подмножеств евклидовых
пространств. Следовательно, требование, чтобы отображения Tφ
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для карт (U, φ, V ) на Mn были гомеоморфизмами, корректно опре-
деляет топологию на TMn и TMn с картами (π−1(U), Tφ, V × Rn)
становится гладким многообразием размерности 2n.

C Достаточно проверить указанную зависимость компонент ζj
1 ,

j = 1, . . . , n, вектора v ∈ Mp, p ∈ U ∩ U1, в карте (U1, φ1, V1) от его
компонент ζi, i = 1, . . . , n, в карте (U, φ, V ). Координаты точек в V1

будем обозначать x1
1, . . . , x

n
1 . Из формул (1.10) и (1.11) следует, что

ζj
1 = v

∣∣
U∩U1

(
xj

1 ◦ φ1

)
= v

∣∣
U∩U1

(
xj

1 ◦
(
φ1 ◦ φ−1

) ◦ φ
)

=

=
n∑

i=1

ζi ∂
(
xj

1 ◦
(
φ1 ◦ φ−1

))

∂xi

(
φ(p)

)
,

что и требуется. B
Следствие 1.1. Проекция π : TM → M — гладкое отображение.
Определение 4. Гладкое касательное многообразие TM вместе

с гладкой проекцией π : TM → M называется касательным рассло-
ением над n-многообразием Mn. Гладкое сечение X к проекции π,
т. е. гладкое отображение X : M → TM такое, что π ◦ X = idM ,
называется (гладким) векторным полем на Mn.

Предложение 1.2. Множество F∞(M) всех гладких векторных
полей на M есть модуль над кольцом C∞(M) относительно операций

(X + Y )(p) = X(p) + Y (p),

fX(p) = f(p)X(p), f ∈ C∞(M), p ∈ M, X, Y ∈ F∞(M).

Определение 5. Пусть M и N — гладкие многообразия и
φ : M → N — гладкое отображение. Дифференциал Tφ : TM → TN
отображения φ определяется требованием, что для любых элементов
v ∈ TM , f ∈ C∞(N),

(Tφ(v))f = v(f ◦ φ). (1.13)

Совершенно аналогично теореме 1.2 устанавливается, что Tφ —
гладкое отображение, и мы получаем следующую коммутативную
диаграмму:

TM
Tφ−−−−→ TN

πM

y
yπN

M
φ−−−−→ N.
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Если φ : M → N и ψ : N → P — гладкие отображения, то ψ ◦ φ :
M → P — также гладкое отображение, и для T (ψ ◦ φ) : TM → TP
мы получаем равенство T (ψ ◦ φ) = Tψ ◦ Tφ. Кроме того, T idM =
idTM . Эти два свойства означают, что соответствия T : M → TM и
T : {φ : M → N} → {Tf : TM → TN} определяют ковариантный
функтор из категории Smooth гладких многообразий и их гладких
отображений в себя. Вследствие диаграммы выше это можно также
рассматривать как ковариантный функтор из Smooth в категорию
Vect гладких векторных расслоений над гладкими многообразиями.

Определение 6. Гладкое отображение c : I → Mn произволь-
ного интервала I числовой прямой, содержащего более одной точки,
будем называть (гладким) путем в Mn.

Из определения 5 непосредственно следует

Предложение 1.3. Пусть c : (−ε, ε) → Mn — гладкий путь
в Mn, c(0) = p, c′(0) := Tc(d/dx(0)) = w ∈ Mn

p , f ∈ C∞(Mn). Тогда

wf = (f ◦ c)′(0),

где справа стоит обычная производная гладкой вещественной функ-
ции на (−ε, ε).

Определение 7. Пусть ψ : N → M — гладкое отображение.
1) Отображение ψ называется погружением (иммерсией), если

его дифференциал Txφ := Tφ|Nx является невырожденным для каж-
дой точки x ∈ N .

2) Пара (N, ψ) называется (гладким) виртуальным подмногооб-
разием многообразия M , если ψ — инъективное погружение.

3) Пара (N, ψ) называется (гладким) подмногообразием многооб-
разия M , если ψ — инъективное погружение, являющееся топологи-
ческим вложением, т. е. гомеоморфизмом на свой образ.

Часто при рассмотрении (виртуального) подмногообразия пред-
полагается, что N ⊂ M , ψ — отображение включения, и подмно-
жество N снабжено некоторой гладкой структурой D. Используя
теорему об обратном отображении, легко доказать

Предложение 1.4. Гладкая структура D гладкого подмногооб-
разия N ⊂ M определяется единственным образом.

Определение 8. Пусть M и B — гладкие многообразия. Отоб-
ражение p : M → B называется субмерсией, если для каждой точ-
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ки x ∈ M дифференциал Txp : Mx → Bp(x) является сюръектив-
ным отображением. Прообразы-подмногообразия p−1(b), b ∈ p(M)
(размерности dim M − dim B), называются слоями, а векторное по-
ле на M (соответственно, вектор v ∈ TM) — вертикальным, если
X(f ◦ p) = 0 (соответственно, v(f ◦ p) = 0) для всех f ∈ C∞(B).
Векторное подпространство всех вертикальных векторов в Mx будет
обозначаться Vx.

1.1.3. Гладкие векторные поля на M как дифференциро-
вания кольца C∞(M). Если X ∈ F∞(M), f ∈ C∞(M), то можно
определить вещественную функцию Xf на M соотношением

(Xf)(p) = X(p)f, p ∈ M. (1.14)

Из формул (1.10) и (1.11) следует, что Xf ∈ C∞(M).
Следующее предложение является непосредственным следствием

формулы (1.14) и определения 2.

Предложение 1.5. Каждое гладкое векторное поле X на глад-
ком многообразии M определяет дифференцирование D = DX :
C∞(M) → C∞(M) кольца C∞(M) по формуле DX(f) = Xf. Это
значит, что для любых функций f, g ∈ C∞(M),

1) X(cf) = cXf,

2) X(f + g) = Xf + Xg,

3) X(fg) = gXf + fXg,
или, в других обозначениях,

1) D(cf) = cDXf,

2) D(f + g) = DXf + DXg,

3) D(fg) = gDXf + fDXg.

Справедливо и следующее обращение предложения 1.5 (см. [56]):

Теорема 1.3. Для каждого дифференцирования D : C∞(Mn) →
C∞(Mn) кольца C∞(Mn) существует единственное гладкое вектор-
ное поле X на Mn такое, что D = DX .

C Сравнивая свойства 1), 2), 3) для D из предложения 1.5 и для v
из определения 2, видим, что для каждой точки p ∈ M , соответствие
f ∈ C∞(M) → (Df)(p) задается некоторым вектором X(p) ∈ Mp.
Если при этом (U, φ, V ) — некоторая карта на Mn с условием p ∈ U,
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то вследствие леммы 1.5 и формулы (1.10)

(Df)
∣∣
U

=
n∑

i=1

(
X

∣∣
U

)(
xi ◦ φ

)∂
(
f ◦ φ−1

)

∂xi

для каждой функции f ∈ C∞(M). Тогда (X|U )(xi ◦ φ) ∈ C∞(U),
X ∈ F∞(M) и D = DX . B

Предложение 1.5 и теорема 1.3 характеризуют гладкие векторные
поля на многообразии M как дифференцирования кольца C∞(M).

Заметим также, что для f, g ∈ C∞(M), X, Y ∈ F∞(M),

(X + Y )f = Xf + Y f, (1.15)

(fX)g = f(Xg). (1.16)

Определение 9. Если f ∈ C∞(M), v ∈ TM, то по определению,

df(v) = vf.

Так определенная (гладкая) функция df : TM → R также называет-
ся дифференциалом функции f.

Отсюда немедленно следует формула

df ◦X = Xf, f ∈ C∞(M), X ∈ F∞(M). (1.17)

Из определений 1 и 9 и формулы (1.10) вытекает следующее пред-
ложение.

Предложение 1.6. Пусть f, g ∈ C∞(M), и c — постоянная фун-
кция на M. Тогда

0) dc = 0,

1) d(cf) = cdf,

2) d(f + g) = df + dg,

3) d(fg) = gdf + fdg.

Последнее утверждение этого предложения — знаменитое прави-
ло Лейбница. При соблюдении последних двух свойств свойство 1)
эквивалентно свойству 0).

1.1.4. Скобка Ли двух гладких векторных полей. Рутинные
вычисления приводят к следующему утверждению.
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Предложение 1.7. Пусть X, Y, Z — гладкие векторные поля на
гладком многообразии M . Тогда формула

[X, Y ]f = X(Y f)− Y (Xf), f ∈ C∞(M),

определяет дифференцирование кольца C∞(M), и, следовательно,
определяет по теореме 1.3 единственное гладкое векторное поле
[X, Y ] на M. Кроме того,

1) операция [X,Y ] билинейна над R,

2) [X, Y ] = −[Y, X] (антисимметричность),
3) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (тождество Якоби),
4) [X, fY ] = f [X, Y ] + (Xf)Y.

Определение 10. Векторное поле [X,Y ] называется скобкой Ли
векторных полей X и Y . Любое векторное пространство L над R вме-
сте с некоторой билинейной операцией [·, ·], удовлетворяющей свой-
ствам 1), 2) и 3) из предложения 1.7, называется алгеброй Ли над
полем R.

Вычислим теперь компоненты ζi : U → R векторного поля [X, Y ]
в карте (U, φ, V ), если ξi, ηj : U → R — компоненты векторных полей
X, Y в этой карте. На основании формул (1.10) и (1.11),

ζi = [X,Y ]φi = X
(
Y φi

)− Y
(
Xφi

)
= Xηi − Y ξi =

=
n∑

j=1

∂
(
ηi ◦ φ−1

)

∂xj

(
φ1, . . . , φn

)
ξj −

n∑

j=1

∂
(
ξi ◦ φ−1

)

∂xj

(
φ1, . . . , φn

)
ηj .

Если мы обозначим кратко ηi ◦ φ−1 как ηi и так далее, то

ζi =
∂ηi

∂xj
ξj − ∂ξi

∂xj
ηj . (1.18)

Мы использовали здесь правило суммирования Эйнштейна для
устранения знака суммы Σ. Эту формулу можно рассматривать как
другое определение скобки Ли [X,Y ].

Определение 11. Пусть M и N — гладкие многообразия,
X и Y — гладкие векторные поля на M и N соответственно, а
f : M → N — гладкое отображение. Говорят, что векторное поле X
f -связано с векторным полем Y , если Tf(X(x)) = Y (f(x)) для каж-
дой точки x ∈ M .
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Как следствие определений 5 и 11 получаем

Следствие 1.2. Пусть f : M → N — гладкое отображение двух
гладких многообразий. Тогда гладкое векторное поле X на много-
образии M f -связано с гладким векторным полем Y на N тогда и
только тогда, когда для каждой гладкой вещественной функции φ
на N выполнено равенство Y φ ◦ f = X(φ ◦ f).

Легко проверить, что из следствия 1.2, определений 10 и 11 немед-
ленно следует

Теорема 1.4. Пусть M и N — гладкие многообразия, а f : M →
N — гладкое отображение. Предположим, что гладкие векторные
поля X и Y на M f -связаны соответственно с гладкими векторными
полями X1 и Y1 на N. Тогда гладкое векторное поле [X,Y ] на M
f -связано с гладким векторным полем [X1, Y1] на N.

Определение 12. Гладкий путь c(p, t), t ∈ I, где p — фикси-
рованная точка из Mn, I — открытый (конечный или бесконечный)
интервал числовой прямой, содержащий точку 0, называется инте-
гральной кривой гладкого векторного поля X с началом в точке p,
если

c(p, 0) = p, c′(p, t) = X(c(p, t)), t ∈ I. (1.19)

Если I — максимальная область определения такого пути, то путь
c(p, t), t ∈ I, называется максимальной интегральной кривой.

Если c(p, t), t ∈ I0 ⊂ I, — часть такой интегральной кривой с усло-
вием c(p, I0) ∈ U , где (U, φ, V ) — некоторая карта в Mn, то дифферен-
циальное уравнение в (1.19) для рассматриваемой кривой запишется
в виде системы о. д. у. первого порядка для xi(t) := xi(φ(c(p, t)))

(xi)′(t) = ζi
(
φ−1

(
x1(t), . . . , xn(t)

))
, t ∈ I0,

где ζi, i = 1, . . . , n, — компоненты векторного поля X в карте
(U, φ, V ).

Из теории систем о. д. у. первого порядка с гладкой правой ча-
стью следует, что существует единственное гладкое отображение
Ψ : W → M со следующими свойствами:

1) W — открытая окрестность множества M × {0} в M × R;
2) если p ∈ M , то W ∩ ({p} × R) = {p} × Ip, где Ip — открытая

связная окрестность точки {0} в R;
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3) если p ∈ M , то Ψp(t) := Ψ(p, t) = c(p, t), t ∈ Ip, — интегральная
кривая векторного поля X;

4) W — максимальная область определения отображений Ψ со
свойствами 1), 2), 3).

Заметим, что условие 4) эквивалентно тому, что c(p, t), t ∈ Ip, из
условия 3) — максимальная интегральная кривая поля X.

Как следствие этих свойств:
α) Ψ(·, 0) = idM ;
β) Ψ(p, t) и Ψ(Ψ(p, t), s) определены для s, t ∈ R тогда и только

тогда, когда определено Ψ(p, t+s); при этом Ψ(Ψ(p, t), s) = Ψ(p, t+s).
Определение 13. Определенное выше отображение Ψ : W→M ,

заданное гладким векторным полем X на M , называется потоком
(на M) векторного поля X. Этот поток и векторное поле X называ-
ются полными, если W = M × R.

Свойство β) выражают словами: Ψt := Ψ(·, t) — локальная одно-
параметрическая группа локальных диффеоморфизмов многообра-
зия Mn. Если поток Ψ полный, то слова «локальная» и «локальных»
опускаются.

Предложение 1.8. Гладкое векторное поле X на гладком мно-
гообразии M полно тогда и только тогда, когда для некоторого чис-
ла ε > 0 область определения соответствующего полю X потока Ψ
включает множество M × (−ε, ε).

C Необходимость очевидна. Пусть s ∈ R. Тогда существуют числа
t ∈ (−ε, ε) и m ∈ N такие, что s = mt. По условию, на M определено
Ψt := Ψ(·, t), а тогда и Ψ(·, s) = (Ψt)m. B

Предложение 1.9. Каждое гладкое векторное поле X на ком-
пактном гладком многообразии M полно.

C Для каждой точки p ∈ M существуют ее открытая окрест-
ность Up в M и число εp > 0 такие, что область определения
соответствующего полю X потока Ψ включает Up × (−εp, εp). Си-
стема {Up, p ∈ M} образует открытое покрытие компакта M . По-
этому существуют его конечное подпокрытие {Upk

, k = 1, . . . , m} и
ε = min{εpk

, k = 1, . . . ,m}. Тогда область определения соответству-
ющему полю X потока Ψ включает множество M × (−ε, ε). На осно-
вании предложения 1.8 поле X полно. B

Следующее предложение [42, гл. 1, предложение 1.9] дает геомет-
рическую интерпретацию скобки Ли [X, Y ] для X, Y ∈ F∞(M).
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Предложение 1.10. Пусть X и Y — гладкие векторные поля
на M и Ψt — локальная 1-параметрическая группа локальных диф-
феоморфизмов поля X на M. Тогда

[X, Y ] = lim
t→0

1
t

[
Y − (TΨt)Y

]
.

Точнее,

[X, Y ](p) = lim
t→0

1
t

[
Y (p)− ((TΨt)Y )(p)

]
, p ∈ M.

C Выберем произвольное открытое подмножество V := U×(−ε, ε)
области определения Ψ. Для произвольной функции f ∈ C∞(M)
рассмотрим f(p, t) := f(Ψt(p))− f(p), (p, t) ∈ V . Тогда

f(p, t) = f(p, t)− f(p, 0) = t

1∫

0

f ′(p, ts) ds := tg(p, t).

Таким образом, f ◦Ψt = f + tg(·, t) на U для всех t ∈ (−ε, ε). Вслед-
ствие этих равенств, определения Ψ и предложения 1.3

Xf(p) = lim
t→0

1
t

[
f(Ψt(p))− f(p)

]
= lim

t→0

1
t
f(p, t) = lim

t→0
g(p, t) = g(p, 0).

Положим p(t) = Ψ−t(p). Тогда

((TΨt)Y )(p)f = (Y (f ◦Ψt))(p(t)) =
[
(Y f) + t(Y g(·, t))](p(t));

lim
t→0

1
t

[
Y − (TΨt)Y

]
(p)f = lim

t→0

1
t

[
(Y f)(p)− (Y f)(p(t))

]−
− lim

t→0
(Y g(·, t))(p(t)) = X(p)(Y f)− Y (p)g(·, 0) =

= X(p)(Y f)− Y (p)(Xf) = [X,Y ](p)f. ¤

Определение 14. Говорят, что на гладком многообразии Mn

определено k-мерное распределение D, если для каждой точки
x ∈ Mn выбрано k-мерное векторное подпространство D(x) ⊂ Mx,
1 6 k < n. Распределение D называется гладким, если для каждой
точки x ∈ Mn существует ее открытая окрестность U и k гладких
векторных полей X1, . . . , Xk на U таких, что линейная оболочка век-
торов X1(y), . . . , Xk(y) совпадает с D(y) для каждой точки y ∈ U .
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Говорят, что векторное поле X ∈ F∞(M) принадлежит распределе-
нию D, если X(x) ∈ D(x) для каждой точки x ∈ M . Гладкое распре-
деление D называется инволютивным, если [X,Y ] ∈ D для любых
векторных полей X,Y ∈ F∞(M), принадлежащих D.

Определение 15. (Виртуальное) подмногообразие (N, ψ) глад-
кого многообразия M называется интегральным многообразием
гладкого распределения D на M , если Tψ(Nx) = D(ψ(x)) для каж-
дого x ∈ N . Гладкое распределение D на гладком многообразии M

называется вполне интегрируемым, если через каждую точку мно-
гообразия M проходит некоторое интегральное многообразие рас-
пределения D. Максимальные связные интегральные многообразия
гладкого вполне интегрируемого распределения D на гладком мно-
гообразии M называются слоями, а множество всех слоев F = F (D)
называется слоением (определяемым распределением D).

Теорема 1.5. Гладкое распределение D на гладком многообра-
зии M вполне интегрируемо тогда и только тогда, когда оно инволю-
тивно, другими словами, C∞(M)-модуль F∞(D) гладких векторных
полей, принадлежащих D, является алгеброй Ли.

Эта теорема Г. Фробениуса является следствием предложе-
ния 1.59 и теоремы 1.60 в [56]. Кроме того, в теореме 1.60 доказано
утверждение, из которого следует, что понятие слоения из опреде-
ления 15 эквивалентно некоторому более распространенному поня-
тию слоения. В статье [148] попутно с выводом основных уравнений
О’Нейла для римановой субмерсии [191] дано короткое доказатель-
ство теоремы Фробениуса. На основе теоремы 1.5 и ее доказательства
нетрудно доказать следующую теорему.

Теорема 1.6. Слой L ∈ F (D) для гладкого k-мерного инволю-
тивного распределения D на гладком многообразии Mn является
гладким k-мерным подмногообразием L ⊂ Mn тогда и только тогда,
когда L замкнуто в M . В общем случае L является гладким k-мер-
ным многообразием относительно слоевой топологии, базой которой
являются компоненты связности множеств U ∩L, где U — открытые
подмножества в M .

1.1.5. Тензорные поля на гладких многообразиях. Глад-
кое векторное поле на гладком многообразии — синоним тензорного
поля степени (1, 0).
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Пусть Mn — гладкое многообразие и m — натуральное чис-
ло. m-линейное отображение F : (F∞(M))m → C∞(M) (соответ-
ственно F : (F∞(M))m → F∞(M)) называется гладким тензором
(или гладким тензорным полем) степени (0,m) (соответственно,
(1,m)) на M . Это значит, что для каждого i = 1, . . . ,m, и произ-
вольных гладких векторных полей X1, . . . , Xi, Yi, . . . , Xm и гладких
вещественных функций f на M выполнены соотношения

1) F (X1, . . . , Xi + Yi, . . . , Xm) =

= F (X1, . . . , Xi, . . . , Xm) + F (X1, . . . , Yi, . . . , Xm),

2) F (X1, . . . , fXi, . . . , Xm) = fF (X1, . . . , Xi, . . . , Xm).

Теорема 1.7. Пусть F, X1, . . . , Xm и x ∈ M — соответственно
тензор степени (0,m) или (1, m), гладкие векторные поля и точка на
гладком n-многообразии M. Тогда значение F (X1, . . . , Xm)(x) зави-
сит только от значений X1(x), . . . , Xm(x). Кроме того, для каждой
точки x ∈ M F корректно определяет некоторую m-линейную функ-
цию F (x) : (Mx)m → R или F (x) : (Mx)m → Mx.

C Вследствие леммы 1.2 существует карта (U, φ, V ) с условием
x ∈ U и гладкая вещественная функция g на M , равная 1 в некото-
рой окрестности точки x и нулю вне U . Поскольку g(x) = 1, то по
свойству 2) тензора F мы получаем

F (X1, . . . , Xm)(x) = F (ggX1, . . . , ggXm)(x). (1.20)

Обозначим через ξj
i , где i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n, компоненты суже-

ний векторных полей Xi, i = 1, . . . , m, на U в карте (U, φ, V ) и че-
рез el, l = 1, . . . , n, гладкие векторные поля на U с компонентами
ξj ≡ δj

l в карте (U, φ, V ). Здесь δj
l — так называемый символ Кроне-

кера, равный 1 при j = l и 0 иначе. Ясно, что можно понимать gξj
i и

gel соответственно как гладкие функции и векторные поля на M и

ggXi = gξj
i gej (1.21)

в обозначениях Эйнштейна. Из свойств 1) и 2) тензора F и формул
(1.20) и (1.21) следует, что

F (X1, . . . , Xm)(x) = F
(
gξj1

1 gej1 , . . . , gξjm
m gejm

)
(x) =

= gξj1
1 (x) . . . gξjm

m (x)F (gej1 , . . . , gejm)(x) =

= ξj1
1 (x) . . . ξjm

m (x)F (gej1 , . . . , gejm)(x).
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Поэтому

F (X1, . . . , Xm)(x) = ξj1
1 (x) . . . ξjm

m (x)F (gej1 , . . . , gejm)(x). (1.22)

Заметим теперь, что если h — другая вещественная функция
на M , равная 1 в точке x и 0 вне U , то по свойству 1) тензора F
получаем

F (gej1 , . . . , gejm
)(x) = F (ghej1 , . . . , ghejm

)(x) = F (hej1 , . . . , hejm
)(x).

Первое утверждение доказано.
Пусть теперь w1, . . . , wm ∈ Mx — векторы в точке x ∈ M . Возь-

мем произвольную карту (U, φ, V ) c x ∈ U . Если ξj
i — компоненты

вектора wi, i = 1, . . . , m, в карте (U, φ, V ), то определим гладкое век-
торное поле Xi формулой Xi = ξj

i gej (так что Xi(x) = wi), а затем
определим

F (x)(w1, . . . , wm) = F (X1, . . . , Xm)(x). (1.23)

Если Y1, . . . , Ym — некоторые другие гладкие векторные поля на M
такие, что Yi(x) = wi для i = 1, . . . , m, то по первой части теоремы

F (X1, . . . , Xm)(x) = F (Y1, . . . , Ym)(x),

так что формула (1.23) корректно определяет F (x). B
Пусть F — некоторое гладкое тензорное поле степени (0,m) (или

(1,m)) на некотором гладком n-многообразии M и (U, φ, V ) — карта
на M . Тогда вследствие последнего утверждения теоремы 1.7 можно
корректно определить гладкие вещественные функции (или вектор-
ные поля)

Fj1,...,jm = F (ej1 , . . . , ejm) = F (x)(ej1(x), . . . , ejm(x)), x ∈ U,

на U . В векторном случае мы получаем векторные поля с компо-
нентами ξj = F j

j1,...,jm
в карте (U, φ, V ). Вещественные функции

Fj1,...,jm (соответственно, F j
j1,...,jm

) называются компонентами тен-
зора F в карте (U, φ, V ).

Пусть теперь ξj
k, j = 1, . . . , n, — компоненты некоторых вектор-

ных полей Xk, k = 1, . . . ,m, в карте (U, φ, V ). Тогда функция (или
векторное поле) F (X1, . . . , Xm) имеет сужение на U (соответствен-
но, компоненты в карте (U, φ, V )), равные Fj1,...,jmξj1

1 . . . ξjm
m (соот-

ветственно, F j
j1,...,jm

ξj1
1 . . . ξjm

m ).
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Определение 16. Производная Ли LXA от (s, r)-тензорного по-
ля A вдоль векторного поля X определяется своими значениями на
векторных полях X1, X2, . . . , Xr по формуле

LXA(X1, . . . , Xr) = X ·A(X1, . . . , Xr)−
r∑

i=1

A
(
X1, . . . , [X, Xi], . . . , Xr

)
,

если A является (0, r)-тензором, и по формуле

LXA(X1, . . . , Xr) =
[
X, A(X1, . . . , Xr)

]−
r∑

i=1

A
(
X1, . . . , [X,Xi], . . . , Xr

)
,

если A является (1, r)-тензором.
Отметим, что оператор LX линеен и является дифференцирова-

нием относительно тензорного произведения. В частности, действие
LX на функции дает дифференцирование по направлению вектор-
ного поля X; если Y — векторное поле, то LXY = [X, Y ].

1.2. Многообразия со связностью
и римановы многообразия

1.2.1. Линейная связность.
Определение 17. Линейная связность (или ковариантная про-

изводная) на гладком многообразии M — отображение

∇ : F∞(M)× F∞(M) → F∞(M), ∇(X,Y ) := ∇XY ∈ F∞(M)

такое, что для всех Z ∈ F∞(M) и f ∈ C∞(M) выполнены соотноше-
ния:

1) ∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z;
2) ∇fXY = f∇XY ;
3) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;
4) ∇XfY = f∇XY + (Xf)Y .
Теорема 1.8. Пусть ∇ — линейная связность на гладком много-

образии M . Тогда отображение

T : F∞(M)× F∞(M) → F∞(M),

T (X, Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ],

задает кососимметричный (1, 2)-тензор на M .
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C Из определения T и свойств 1) и 3) в определении 17 следует,
что T — аддитивная функция относительно X и Y и T (X, Y ) =
−T (Y, X). Поэтому нужно только доказать, что

T (fX, Y ) = fT (X, Y ), f ∈ C∞(M).

Вследствие определения T , свойств 2) и 4) в определении 17 и
свойств [·, ·] получаем

T (fX, Y ) = ∇fXY −∇Y fX − [fX, Y ] =

= f
(∇XY −∇Y X − [X, Y ]

)− (Y f)X + (Y f)X = fT (X, Y ). ¤

Определение 18. Тензор T из формулировки теоремы 1.8 назы-
вается тензором кручения линейной связности ∇.

1.2.2. Риманова метрика. Гладкий метрический тензор или
риманова метрика на гладком многообразии Mn — гладкий симмет-
ричный положительно определенный тензор g : F∞(M)×F∞(M) →
C∞(M) степени (0, 2) на M такой, что для всех гладких векторных
полей X, Y на M выполнены соотношения:

1) g(X, Y ) = g(Y,X),
2) g(X, X) > 0,
3) g(X, X)(x) > 0, если X(x) 6= 0 и x ∈ M .

Определение 19. Пара (M, g), где M — гладкое (связное) мно-
гообразие, а g — (гладкий) метрический тензор на M , называется
римановым многообразием.

Если (U, φ, V ) — карта на M , а g — метрический тензор на M , то g
имеет компоненты gij : U → R, i, j = 1, . . . , n, в карте (U, φ, V ). Обыч-
но эти компоненты отождествляются с функциями gij ◦φ−1 : V → R.
В терминах этих компонент, условие 1) выше эквивалентно равен-
ствам gij = gji, а условия 2) и 3) вместе эквивалентны утверждению,
что для любой точки x ∈ U (n×n)-матрица G(x) := (gij(x)) положи-
тельно определена. Если, согласно предыдущему разделу, гладкие
векторные поля X и Y имеют соответственно компоненты ξi и ηj в
карте (U, φ, V ), то

g(X, Y )
∣∣
U

= gijξ
iηj .
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В упражнении 25 (см. [56, с. 52]) утверждается следующая важ-
ная

Теорема 1.9. Каждое гладкое (связное) многообразие допускает
гладкую риманову метрику.

В доказательстве этой теоремы используются утверждение, что
каждое хаусдорфово локально компактное топологическое простран-
ство M со второй аксиомой счетности (все эти условия выполняются
для гладких многообразий M в нашем смысле) паракомпактно, т. е.
каждое открытое покрытие пространства M допускает некоторое от-
крытое локально конечное измельчение [56, лемма 1.9], и теорема
о существовании (гладких) разбиений единицы на гладком много-
образии [56, теорема 1.11]. Доказательство этих двух утверждений
в [56] занимает только четыре страницы. Используя эти результаты,
можно доказать теорему 1.9 в качестве легкого упражнения. Детали
опускаются.

1.2.3. Связность Леви-Чивита на римановом многообра-
зии.

Определение 20. Линейная связность ∇ на римановом много-
образии (M, g) называется связностью Леви-Чивита, если для всех
гладких векторных полей X, Y , Z на M выполняются следующие
условия:

1) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(X,∇XZ);
2) тензор кручения T связности ∇ равен нулю.
Важность введенного понятия демонстрирует следующая

Теорема 1.10. На каждом римановом многообразии (M, g) су-
ществует единственная связность Леви-Чивита ∇.

C Очевидно,

T = 0 ⇐⇒ ∇XY −∇Y X = [X, Y ]. (1.24)

Для краткости будем писать 〈X, Y 〉 вместо g(X,Y ). Сделаем цикли-
ческие перестановки в равенстве 1) из определения 20:

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,
Y 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇Y X〉,
Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉.
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Тогда вследствие (1.24)

X〈Y,Z〉+ Y 〈Z, X〉 − Z〈X,Y 〉 = 〈∇XZ −∇ZX,Y 〉+
+ 〈∇Y Z −∇ZY, X〉+ 〈∇XY, Z〉+ 〈∇Y X, Z〉 =

〈
[X, Z], Y

〉
+

+
〈
[Y, Z], X

〉
+ 〈∇XY,Z〉+ 〈∇XY, Z〉 − 〈

[X, Y ], Z
〉
.

Мы получаем отсюда, что

〈∇XY,Z〉 =
1
2
[
X〈Y, Z〉+ Y 〈Z, X〉 − Z〈X, Y 〉+

+
〈
[X, Y ], Z

〉
+

〈
[Z, X], Y

〉− 〈
[Y, Z], X

〉]
.

(1.25)

Если теперь определить 〈∇XY, Z〉 правой частью формулы (1.25), то
легко проверить, что для фиксированных векторных полей X и Y
это дает нам (0, 1)-тензорную функцию F (Z) от Z ∈ F∞(M). Следо-
вательно, на основании легко доказываемой леммы 1.6 ниже, суще-
ствует единственное векторное поле W = W (X, Y ) на M такое, что
F (Z) = 〈W,Z〉. Это значит, что можно определить ∇XY как гладкое
векторное поле W (X,Y ). Наконец, используя формулу (1.25), легко
проверить, что так определенное отображение ∇ имеет все свойства
из определений 17 и 20. B

Лемма 1.6. Для каждого гладкого (0, 1)-тензора F на римано-
вом многообразии (M, g) существует единственное гладкое векторное
поле W на M такое, что для каждого гладкого векторного поля Z
на M выполнено равенство F (Z) = 〈W,Z〉.

Из определения ковариантной производной ∇ на гладком мно-
гообразии Mn, леммы 1.2 и формул (1.10), (1.11) следует, что ес-
ли векторные поля X и Y совпадают на некотором открытом под-
множестве U ⊂ M с векторными полями X ′ и Y ′ соответственно,
то ∇XY = ∇X′Y ′ на U . Следовательно, для любой карты (U, φ, V )
на Mn и соответствующих гладких векторных полей e1, . . . , en на U
можно корректно определить гладкие векторные поля

∇eiej = Γk
ijek, (1.26)

где Γk
ij — некоторые гладкие вещественные функции на U , называе-

мые символами Кристоффеля (в карте (U, φ, V )).
Мы хотим вычислить символы Кристоффеля связности Леви-Чи-

вита ∇ на римановом многообразии (M, g) как функции компонент
gij метрического тензора g в той же карте (U, φ, V ).
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Используя тот факт, что [ei, ej ] = 0 для всех i, j = 1, . . . , n, полу-
чаем из формул (1.25) и (1.26):

〈∇eiej , el〉 =
〈
Γk

ijek, el

〉
= Γk

ij〈ek, el〉 = Γk
ijgkl =

= glkΓk
ij =

1
2
(
ei〈ej , el〉+ ej〈el, ei〉 − el〈ei, el〉

)
=

=
1
2
(eigjl + ejgli − elgij) =

1
2

(
∂gjl

∂xi
+

∂gli

∂xj
− ∂gij

∂xl

)
.

Здесь мы использовали краткие обозначения ∂gjl

∂xi и так далее, вместо

точного выражения ∂gjl◦φ−1

∂xi ◦ φ.
Условие 3) для метрического тензора g, как было сказано выше,

эквивалентно утверждению, что для любой точки x ∈ U матрица
G(x) = (gij(x)), i, j = 1, . . . , n, положительно определена. В част-
ности, существует обратная матрица G(x)−1 = (grs(x)) с гладкими
вещественными элементами grs, r, s = 1, . . . , n, на U и условиями
grsgsk ≡ δr

k. Используя эти факты, выводим из выражений в преды-
дущем абзаце, что

Γm
ij = gmlglkΓk

ij =
1
2
gml

(
∂gjl

∂xi
+

∂gli

∂xj
− ∂gij

∂xl

)
. (1.27)

Из последней формулы видно, что Γm
ij = Γm

ji .

1.3. Кривизна многообразий со связностью
и римановых многообразий

1.3.1. Тензор кривизны многообразия с ковариантной
производной.

Теорема 1.11. Пусть M — гладкое многообразие с ковариантной
производной∇. Тогда функция R : (F∞(M))3 → F∞(M), определен-
ная формулой

R(X, Y, Z) = R(X, Y )Z =

= ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,
(1.28)

является (1, 3)-тензором на M (тензором кривизны связности ∇).
Кроме того,

R(X, Y )Z = −R(Y, X)Z. (1.29)
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C Ясно, что функция R аддитивна по каждой из трех перемен-
ных. Последняя формула очевидна. Пусть f ∈ C∞(M). Используя
свойства связности ∇, мы получаем

R(fX, Y )Z = ∇fX∇Y Z −∇Y∇fXZ −∇[fX,Y ]Z =

= f(∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)−
− (Y f)∇XZ −∇−(Y f)XZ = fR(X, Y )Z.

То же свойство для Y следует теперь из формулы (1.29). Вследствие
свойств ∇

R(X,Y )(fZ) = ∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X(fZ)−∇[X,Y ](fZ) =

= f(∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z) +∇X(Y f)Z +

+(Xf)∇Y Z −∇Y (Xf)Z − (Y f)∇XZ − (
[X, Y ]f

)
Z =

= fR(X,Y )Z + (Y f)∇XZ + (Xf)∇Y Z − (Xf)∇Y Z −
− (Y f)∇XZ +

[
X(Y f)− Y (Xf)

]
Z − (

[X, Y ]f
)
Z = fR(X, Y )Z. ¤

1.3.2. Тензор кривизны риманова многообразия. Тензор
кривизны R связности Леви-Чивита ∇ на римановом многообразии
(M, g) имеет дополнительные свойства симметрии.

Теорема 1.12. Пусть (M, g) — гладкое риманово многообразие
и ∇ — соответствующая связность Леви-Чивита на (M, g). Тогда для
любых гладких векторных полей X, Y, Z и W на M выполнены
равенства

R(X,Y )Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0, (1.30)
〈
R(X, Y )Z,W

〉
= −〈

R(X, Y )W,Z
〉
, (1.31)

〈
R(X, Y )Z,W

〉
=

〈
R(Z, W )X,Y

〉
. (1.32)

C 1) Используя формулы (1.24), (1.28) и тождество Якоби для
скобки Ли, мы получаем

R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −
−∇[X,Y ]Z +∇Y∇ZX −∇Z∇Y X −∇[Y,Z]X +∇Z∇XY −∇X∇ZY −

−∇[Z,X]Y = ∇X [Y, Z] +∇Y [Z,X] +∇Z [X, Y ]− (∇[X,Y ]Z +

+∇[Y,Z]X +∇[Z,X]Y ) =
[
X, [Y, Z]

]
+

[
Y, [Z, X]

]
+

[
Z, [X,Y ]

]
= 0.
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2) Используя свойство 1) связности ∇ из определения 17 в § 1.2.1,
мы получаем

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,W 〉 =

= X〈∇Y Z, W 〉 − 〈∇Y Z,∇XW 〉 − Y 〈∇XZ,W 〉+ 〈∇XZ,∇Y W 〉−
− [X, Y ]〈Z, W 〉+ 〈Z,∇[X,Y ]W 〉 = −〈∇Y Z,∇XW 〉+ 〈∇XZ,∇Y W 〉+

+ 〈Z,∇[X,Y ]W 〉+ X(Y 〈Z, W 〉)−X〈Z,∇Y W 〉 − Y (X〈Z, W 〉)+

+ Y 〈Z,∇XW 〉 − [X,Y ]〈Z, W 〉 = −〈∇Y Z,∇XW 〉+ 〈∇XZ,∇Y W 〉+
+ 〈Z,∇[X,Y ]W 〉 −X〈Z,∇Y W 〉+ Y 〈Z,∇XW 〉.

Выполняя только часть второго шага выше, мы получаем

〈R(X, Y )W,Z〉 = 〈∇X∇Y W −∇Y∇XW −∇[X,Y ]W,Z〉 =

= X〈∇Y W,Z〉 − 〈∇Y W,∇XZ〉 − Y 〈∇XW,Z〉+
+ 〈∇XW,∇Y Z〉 − 〈∇[X,Y ]W,Z〉.

Теперь нужная формула получается сравнением двух выражений
выше и свойства симметрии тензора g.

3) Свойство (1.32) является следствием всех предыдущих свойств
(1.29), (1.30) и (1.31). Ввиду (1.31), равенство (1.32) эквивалентно
равенству 〈

R(X,Y )Z, W
〉

+
〈
R(Z, W )Y, X

〉
= 0. (1.33)

Вследствие (1.30) и (1.31) левая часть в (1.33) равна

−〈
R(Y,Z)X, W

〉− 〈
R(Z,X)Y, W

〉
+

〈
R(Z, W )Y,X

〉
=

=
〈
R(Y, Z)W,X

〉− 〈
R(Z,X)Y, W

〉
+

〈
R(Z, W )Y,X

〉
=

= −〈
R(W,Y )Z, X

〉− 〈
R(Z, X)Y, W

〉
=

=
〈
R(Z,X)W,Y

〉
+

〈
R(W,Y )X,Z

〉
.

Сравнивая последнее выражение с левой частью в (1.33) (в особен-
ности их вторые члены), видим, что его можно получить из (1.33)
циклической перестановкой Z → W → Y → X → Z. Применяя эту
перестановку еще раз и обращая порядок слагаемых, видим, что по-
следнее выражение, а следовательно, и левая часть в (1.33), равна

〈
R(Y, X)Z, W

〉
+

〈
R(W,Z)Y,X

〉
.
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Ввиду (1.29), соответствующие слагаемые в этом выражении и в ле-
вой части в (1.33) противоположны друг другу. Это доказывает ра-
венство (1.33) и теорему. B

Определение 21. Тензор 〈R(X, Y )Z,W 〉 называется ковариант-
ным тензором кривизны риманова многообразия (M, g).

Теперь мы вычислим компоненты Rl
ijk (соответственно, Rijkl)

(ковариантного) тензора кривизны риманова многообразия (M, g) в
карте (U, φ, V ) на M в терминах символов Кристоффеля Γm

ij . Вслед-
ствие определения тензора кривизны и предыдущего раздела

Rijkl =
〈
R(ei, ej)ek, el

〉
=

〈
Rm

ijkem, el

〉
= glmRm

ijk =

=
〈∇ei

∇ej
ek −∇ej

∇ei
ek −∇[ei,ej ]ek, el

〉
=

=
〈∇ei

Γm
jkem −∇ej

Γm
ikem, el

〉
=

=
〈(

Γm
jkΓs

im +
∂Γs

jk

∂xi
− Γm

ikΓs
jm − ∂Γs

ik

∂xj

)
es, el

〉
=

= gls

(
Γs

imΓm
jk +

∂Γs
jk

∂xi
− Γs

jmΓm
ik −

∂Γs
ik

∂xj

)
.

Поэтому

Rs
ijk = Γs

imΓm
jk +

∂Γs
jk

∂xi
− Γs

jmΓm
ik −

∂Γs
ik

∂xj
, (1.34)

Rijkl = glsR
s
ijk. (1.35)

В терминах компонент, свойства симметрии (1.29), (1.30), (1.31)
и (1.32) можно записать соответственно в виде равенств

Rs
ijk = −Rs

jik, (1.36)

Rs
ijk + Rs

jki + Rs
kij = 0, (1.37)

Rijkl = −Rijlk, (1.38)

Rijkl = Rklij . (1.39)

Кроме того, из (1.35) и (1.36) (соответственно, (1.37)) мы получаем

Rijkl = −Rjikl, (1.40)

Rijkl + Rjkil + Rkijl = 0. (1.41)
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1.3.3. Тензор Риччи многообразия с ковариантной про-
изводной. Напомним, что след trace(l) линейного отображения
l : V → V конечномерного векторного пространства V в себя есть
сумма всех диагональных элементов матрицы (l) отображения l в
каком-нибудь базисе e пространства V . Это определение не зависит
от выбора e.

Предположим теперь, что R — тензор кривизны линейной связ-
ности ∇ на гладком многообразии M и X, Y — гладкие векторные
поля на M . Тогда функция

R(·, X)Y : Z ∈ F∞(M) → R(Z,X)Y ∈ F∞(M)

является (1, 1)-тензором на M . Следовательно, по теореме 1.7 для
каждой точки x ∈ M этот тензор корректно определяет R-линейное
отображение

R(·, X(x))Y (x) : w ∈ Mx → R(w, X(x))Y (x) ∈ Mx.

Тогда нетрудно увидеть, что формула

Ric(X, Y )(x) = trace R(·, X(x))Y (x) (1.42)

определяет гладкий (0, 2)-тензор на M .
Определение 22. Тензор Ric называется тензором Риччи ли-

нейной связности ∇ на M .
В терминах компонент, если Rl

ijk — компоненты тензора кривиз-
ны R в карте (U, φ, V ), то компоненты тензора Риччи Ric в карте
(U, φ, V ) равны

Ricjk = Rl
ljk. (1.43)

1.3.4. Тензор Риччи риманова многообразия.
Теорема 1.13. Тензор Риччи связности Леви-Чивита для глад-

кого риманова многообразия (M, g) симметричен, т. е.

Ric(X, Y ) = Ric(Y, X)

для любых гладких векторных полей X и Y на M.

C Возьмем произвольную точку x ∈ Mn и некоторый ортонорми-
рованный базис {v1, . . . , vn} в евклидовом пространстве (Mx, g(x)).
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Матрица линейного отображения R(·, X(x))Y (x) : Mx → Mx в бази-
се {v1, . . . , vn} равна (aij) = (〈R(vj , X(x))Y (x), vi〉). Тогда вследствие
свойств (1.29), (1.31) и (1.32)

Ric(X,Y )(x) =
n∑

i=1

aii =
n∑

i=1

〈
R(vi, X(x))Y (x), vi

〉
=

=
n∑

i=1

〈
R(Y (x), vi)vi, X(x)

〉
=

=
n∑

i=1

〈
R(vi, Y (x))X(x), vi

〉
= Ric(Y, X)(x). ¤

Определение 23. Риманово многообразие (M, g) называется
многообразием Эйнштейна, если Ric = λg для некоторого числа λ.

1.3.5. Кривизны римановых многообразий.
Определение 24. Пусть σ — 2-плоскость в касательном век-

торном пространстве Mx к риманову многообразию (Mn, g), n > 2,
и u, v — два линейно независимых вектора в σ. Секционная кривиз-
на K(σ) многообразия (Mn, g) в направлении σ — число

K(σ) =

〈
R(u, v)v, u

〉

|u ∧ v| ,

где
|u ∧ v| = 〈u, u〉〈v, v〉 − 〈u, v〉2.

Используя свойства тензора кривизны R, легко проверить, что
K(σ) не зависит от выбора базиса {u, v} в σ. В частности, если
{u, v} — ортонормированный базис в σ, то

K(σ) =
〈
R(u, v)v, u

〉
. (1.44)

Определение 25. Пусть (Mn, g), n > 2, — риманово многообра-
зие. Кривизна Риччи в направлении вектора v ∈ Mx определяется
как

ric(v) = Ric(v, v).

Обычно ric(v) вычисляется в направлении единичного вектора
v ∈ (Mx, g(x)), x ∈ M . В этом случае можно включить v в неко-
торый ортонормированный базис {v1 = v, v2, . . . , vn} пространства
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(Mx, g(x)). Тогда, используя формулу из доказательства теоре-
мы 1.13, мы получаем

ric(v) = Ric(v, v) =
n∑

i=1

〈
R(vi, v)v, vi

〉
=

n∑

i=2

K(σi), (1.45)

где σi — линейная оболочка векторов v и vi, i > 2.
Определение 26. Пусть (Mn, g), n > 2, — риманово многооб-

разие. Скалярная кривизна многообразия (M, g) в точке x ∈ M —
вещественное число

sc(x) =
n∑

i=1

ric(vi) =
n∑

i,j=1

〈
R(vi, vj)vj , vi

〉
, (1.46)

где {v1, . . . , vn} — любой ортонормированный базис в (Mx, g(x)).
Замечание 1. Определение не зависит от выбора ортонормиро-

ванного базиса {v1, . . . , vn} в (Mx, g(x)).
Существует следующая классическая
Теорема 1.14 (Ф. Шур). Пусть (Mn, g) — риманово многообра-

зие размерности n > 3. Если для каждой точки x в M все секцион-
ные кривизны 2-плоскостей в точке x равны (числу, которое может
a priori зависеть от x), то (M, g) имеет постоянную секционную кри-
визну.

Важные результаты о проблемах устойчивости в теореме Ф. Шу-
ра получил И. Г. Николаев в статье [186]. Аналогично теореме Шура
(см. замечание v к разделу 3.6 в [37]), справедлива

Теорема 1.15. Риманово многообразие (Mn, g) размерности
n > 3 эйнштейново тогда и только тогда, когда Ric = λg, где λ —
некоторая гладкая вещественная функция на M .

1.4. Основы геометрии римановых многообразий

1.4.1. Параметризация кривой длиной дуги. Мы будем ис-
пользовать общее соглашение, что отображение f : S → M под-
множества S в гладком многообразии N называется гладким, если
существует открытое подмногообразие U ⊂ N , где S ⊂ U , и гладкое
расширение F : U → N отображения f .
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Определение 27. Гладким путем в гладком многообразии M
называется гладкое отображение c : [a, b] → M , где [a, b], a < b, —
конечный отрезок в R. Гладкий путь c называется регулярным, ес-
ли c′(t) := Tc(t, 1) — ненулевой вектор в Mc(t) для каждого числа
t ∈ [a, b]. Будем говорить, что гладкий путь c в M эквивалентен
гладкому пути c1 : [a1, b1] → M (c ∼ c1), если существует гладкое
отображение φ отрезка [a, b] на отрезок [a1, b1] такое, что φ′(t) > 0,
a 6 t 6 b и c = c1 ◦φ. Ясно тогда, что c регулярен тогда и только то-
гда, когда c1 регулярен. Класс эквивалентности какого-нибудь глад-
кого пути относительно отношения эквивалентности ∼ называется
гладкой ориентированной кривой в M (регулярной, если некоторый
ее представитель регулярен). Любой представитель гладкой кривой
в M называется ее параметризацией.

Определение 28. По определению, длина l = l(c) гладкого пути
c : [a, b] → M в гладком римановом многообразии (M, g) — число

l = l(c) =

b∫

a

∣∣c′(t)∣∣ dt =

b∫

a

√
g(c′(t), c′(t)) dt. (1.47)

Предложение 1.11. Длина гладкой кривой, определяемой неко-
торым путем c в римановом многообразии (M, g), не зависит от ее
параметризации, т. е. если c ∼ c1, то l(c) = l(c1).

C Пусть c : [a, b] → M , c1 : [a1, b1] → M и c = c1 ◦ φ. Тогда

c′(t) = Tc(t, 1) = T (c1 ◦ φ)(t, 1) = Tc1

(
Tφ(t, 1)

)
=

= Tc1

((
φ(t), φ′(t)

))
= φ′(t)c′1

(
φ(t)

)
,

и мы получаем, что
∣∣c′(t)

∣∣ =
√

g
(
c′(t), c′(t)

)
=

√
g
(
φ′(t)c′1(φ(t)), φ′(t)c′1(φ(t))

)
=

= φ′(t)
√

g
(
c′1(t), c

′
1(t)

)
= φ′(t)

∣∣c′1(φ(t))
∣∣

вследствие свойств метрического тензора. Используя теперь замену
τ = φ(t) переменных в определенном интеграле, получаем

l(c) =

b∫

a

∣∣c′(t)∣∣ dt =

b∫

a

∣∣c′1(φ(t))
∣∣φ′(t) dt =

b1∫

a1

∣∣c′1(τ)
∣∣ dτ = l(c1). ¤
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Удобно использовать специальную параметризацию регулярной
гладкой кривой, определяемую гладким путем c : [a, b] → (M, g),
длиной дуги пути c:

s(t) =

t∫

a

∣∣c′(τ)
∣∣ dτ, a 6 t 6 b. (1.48)

Ясно, что s(a) = 0, s(b) = l(c) = l и s′(t) = |c′(t)| > 0. Тогда по тео-
реме об обратном отображении для одной переменной существует
гладкий диффеоморфизм φ(s) = t(s) отрезка [0, l] на [a, b] такой, что
φ(s(t)) = t, a 6 t 6 b. Теперь можно определить гладкий регулярный
путь c1 : [0, l] → M по формуле

c1(s) = c(t(s)), s ∈ [0, l]. (1.49)

Ясно, что c(t) = c1(s(t)), s′(t) > 0, a 6 t 6 b, так что c ∼ c1. Путь
c1 = c1(s), определенный формулой (1.49), называется параметри-
зацией (соответствующей) кривой длиной дуги. Иногда мы будем
использовать вместо s параметр σ, где a 6 σ 6 b, s = Kσ + const,
K = const > 0, для соответствующих a < b и говорить, что путь
c2(σ) = c1(Kσ +const), a 6 σ 6 b, параметризован пропорционально
длине дуги.

Предложение 1.12. Гладкий путь c = c(t) : [a, b] → (M, g) пара-
метризован пропорционально длине дуги тогда и только тогда, когда
|c′(t)| = K, a 6 t 6 b, где K — некоторое положительное число. При
этом l(c) = K(b− a) и c параметризован длиной дуги тогда и только
тогда, когда K = 1 и a = 0.

1.4.2. Первая вариация длины кривой. Пусть f : N → M —
гладкое отображение и M имеет линейную связность ∇. Векторное
поле вдоль f определяется как гладкое отображение W : N → TM
такое, что для каждой точки x ∈ N, W (x) ∈ Mf(x). Другими слова-
ми, должно выполняться соотношение πM ◦W = f. Такое векторное
поле W является касательным к f , если существует гладкое вектор-
ное поле W̃ : N → TN на N такое, что W = Tf ◦ W̃ . Множество
F∞(f) (соответственно, F∞t (f)) всех гладких (касательных) вектор-
ных полей вдоль f есть C∞(N)-модуль относительно поточечного
умножения (φW )(x) = φ(x)W (x), x ∈ N .



1.4. Основы геометрии римановых многообразий 55

Из свойств 2) и 4) связности ∇ в разделе 1.2.3 и формул (1.10),
(1.11) легко выводится, что для произвольных гладких векторных
полей X, Y на M и точки y ∈ M , ∇XY (y) зависит только от X(y) и
значений Y в произвольной окрестности U точки y. На самом деле
нетрудно показать, что ∇XY (y) определяется X(y) и сужением по-
ля Y на произвольный путь с касательным вектором X(y). Это поз-
воляет корректно определить гладкое векторное поле ∇V W вдоль f
для любых гладких векторных полей V и W вдоль f , если V каса-
тельно к f, со свойствами, аналогичными предыдущим:

1) ∇V1+V2W = ∇V1W +∇V2W ,
2) ∇φV W = φ∇V W,φ ∈ C∞N ,
3) ∇V (W1 + W2) = ∇V W1 +∇V W2,
4) ∇V (φW ) = φ∇V W + (Ṽ φ)W , где V = Tf ◦ Ṽ .

Мы не будем обсуждать это детально, но дадим координатное описа-
ние. Пусть x ∈ N , f(x) ∈ U , где (U, φ, Ũ) — карта на M , {e1, . . . , en} и
Γk

ij — соответствующие гладкие векторные поля и символы Кристоф-
феля для ∇ в карте (U, φ, Ũ). Тогда f−1(U) — открытая окрестность
точки x в N , и сужения векторных полей V и W на f−1(U) можно
представить в виде

V = ξi(ei ◦ f), W = ηj(ej ◦ f),

где ξi и ηj — гладкие вещественные функции на f−1(U). Тогда суже-
ние ∇V W на f−1(U) можно определить как

∇V W =
(
ξiηj(Γk

ij ◦ f) + Ṽ ηk
)(

ek ◦ f
)
. (1.50)

Если теперь V , W , Z — гладкие векторные поля вдоль f и V , W
касаются f, то можно определить тензор кривизны

R(V, W )Z = ∇V∇W Z −∇W∇V Z −∇
Tf◦[Ṽ ,W̃ ]

Z. (1.51)

Используя приведенные ранее компонентные выражения объек-
тов в случае карт на N и M, нетрудно (хотя несколько хлопотно
и скучно) проверить следующие утверждения. Для каждой точки
x ∈ N

R(V,W )Z(x) = R(V (x), W (x))Z(x), (1.52)

где справа — тензор кривизны пространства со связностью (M,∇),
так что слева мы тоже получаем тензор. Если (M, g) гладкое рима-
ново многообразие и ∇ — его связность Леви-Чивита, то для любых
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векторных полей V , W , Z вдоль f , где V касается f , имеются обыч-
ные свойства

Ṽ g(W,Z) = g(∇V W,Z) + g(W,∇V Z); (1.53)

если W также касается f, то

∇V W −∇W V = Tf ◦ [
Ṽ , W̃

]
. (1.54)

Пусть гладкий путь c = c(t) : [a, b] → (M, g) параметризован
пропорционально длине дуги и |c′(t)| = K, a 6 t 6 b. Гладкое отоб-
ражение C = C(t, s), (t, s) ∈ [a, b] × (−ε, ε) → M , называется вариа-
цией пути c, если C(t, 0) = c(t) для всех t ∈ [a, b]. Это вариация с
фиксированными концами, если C(a, s) = c(a) и C(b, s) = c(b) для
всех s ∈ (−ε, ε). Рассмотрим такую вариацию. Пусть X = TC ◦ ∂/∂t,
Y = TC ◦ ∂/∂s — касательные векторные поля вдоль C. Для любо-
го фиксированного s ∈ (ε, ε) отображение cs(t) = C(t, s), t ∈ [a, b],
является гладким путем в (M, g), и вследствие (1.47)

l(s) := l(cs) =

b∫

a

∣∣X(t, s)
∣∣ dt =

b∫

a

√
g(X(t, s), X(t, s)) dt. (1.55)

Так как |c′(t)| = K > 0, а [a, b] компактно, то по непрерывности
можно предполагать, что подынтегральное выражение в формуле
(1.55) положительно (иначе можно взять меньшее положительное ε).
Тогда функция l(s),−ε < s < ε, гладкая. Вычислим ее производную
l′(0) по s в s = 0. Вследствие формул (1.53) и (1.54) получим

l′(0) =
1

2K

b∫

a

[
∂

∂s
g
(
X(t, s), X(t, s)

)]

s=0

dt =

=
1

2K

b∫

a

(
Y g(X, X)

)
(t, 0) dt =

1
K

b∫

a

g(∇Y X, X)(t, 0) dt =

=
1
K

b∫

a

g(∇XY, X)(t, 0)dt =
1
K

b∫

a

[
Xg(Y,X)(t, 0)−

− g(Y,∇XX)(t, 0)
]
dt = − 1

K

b∫

a

g(Y,∇XX)(t, 0) dt +
1
K

[
g(Y,X)

]b

a
.
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Сохраняя обозначения X, Y для ограничений этих векторных полей
на c(·) = C(·, 0), можно записать полученный результат в виде

l′(0) = − 1
K

b∫

a

g
(
(∇c′c

′)(t), Y (t)
)
dt +

1
K

[
g
(
Y (·), c′(·))

]b

a
. (1.56)

Если C — вариация с фиксированными концами, то

l′(0) = − 1
K

b∫

a

g
(
(∇c′c

′)(t), Y (t)
)
dt. (1.57)

Формулы (1.56) и (1.57) называются формулами первой вариации
длины кривой.

1.4.3. Геодезические.

Определение 29. Гладкая кривая c : [a, b] → (M, g), парамет-
ризованная пропорционально длине дуги, называется геодезической,
если для каждой ее вариации C : [a, b]× (−ε, ε) → (M, g) с фиксиро-
ванными концами l′(0) = 0.

Определение 30. Гладкое векторное поле V вдоль гладкой кри-
вой c : [a, b] → (M, g) называется параллельным (вдоль c), если
∇c′V = 0.

Теорема 1.16. Гладкий путь c : [a, b] → (M, g) является геодези-
ческой тогда и только тогда, когда его векторное поле касательных c′

параллельно вдоль c.

C Достаточность. Прежде всего получаем, что

d

dt
g
(
c′(t), c′(t)

)
= c′(t)g(c′, c′) = 2g

(
(∇c′c

′)(t), c′(t)
)

= 0,

т. е. |c′(t)| ≡ K для некоторого числа K, которое можно считать по-
ложительным. Следовательно, к пути c применима формула (1.57),
из которой следует, что l′(0) = 0. Таким образом, c — геодезическая.

Необходимость. Пусть c : [a, b] → (Mn, g) — геодезическая. Из
определения следует, что любая часть c : [a1, b1] → (M, g), [a1, b1] ⊂
[a, b], пути c — геодезическая. Предположим, что c([a1, b1]) ⊂ U , где
(U, φ, V ) — некоторая карта в M . Сохраняя то же обозначение [a, b]
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для [a1, b1], мы можем применить формулу (1.57). По лемме 1.1, су-
ществует гладкая функция χ : [a, b] → R, которая положительна
внутри [a, b] и равна нулю при a и b. Пусть xm(t) = (xm ◦ φ ◦ c)(t)
и ξm(t) — соответственно координаты пути c и компоненты вектор-
ного поля (∇c′c

′)(t) в карте (U, φ, V ), t ∈ [a, b], m = 1, . . . , n. Тогда
формула

(xm ◦ φ ◦ C)(t, s) = xm(t) + sχ(t)ξm(t), (t, s) ∈ [a, b]× (−ε, ε),

определяет некоторую вариацию C пути c с фиксированными кон-
цами для малого ε > 0. При этом

Y (t) = (TC ◦ ∂/∂s)(t, 0) = χ(t)(∇c′c
′)(t).

В этом случае формула (1.57) дает нам

l′(0) = − 1
K

b∫

a

χ(t) g
(
(∇c′c

′)(t), (∇c′c
′)(t)

)
dt. (1.58)

Это число будет отрицательным, если (∇c′c
′)(t) 6= 0 хотя бы в одной

точке t внутри [a, b], что невозможно по определению геодезической.
Поэтому (∇c′c

′)(t) = 0 для всех t ∈ [a1, b1], а следовательно, и для
всех t ∈ [a, b]. B

Определение 31. Гладкое векторное поле Y вдоль геодезиче-
ской c = c(t), a 6 t 6 b, называется полем Якоби (вдоль c), если для
векторного поля касательных X = c′,

∇X∇XY + R(Y, X)X = 0. (1.59)

Определение 32. Гладкое отображение C(t, s), (t, s) ∈ [a, b] ×
(−ε, ε), где ε > 0, называется вариацией геодезических, если для каж-
дого фиксированного числа s ∈ (−ε, ε), путь cs(t) = C(t, s), t ∈ [a, b],
является геодезической.

Предложение 1.13. Если C(t, s), (t, s) ∈ [a, b]×(−ε, ε), — вариа-
ция геодезических, то для каждого числа s ∈ (−ε, ε), поле Ys(t) =
TC(t, s)(∂/∂s), t ∈ [a, b], является полем Якоби вдоль cs.
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C Пусть X = TC ◦(∂/∂t), а W — произвольное гладкое векторное
поле вдоль C. Тогда

Y (g(X, W )) = g(∇Y X, W ) + g(X,∇Y W ),

X(Y (g(X, W ))) = g(∇X∇Y X, W ) + g(∇Y X,∇XW ) +

+X(g(X,∇Y W )) = g(∇X∇Y X −∇Y∇XX, W )−
− g(∇X∇Y X, W ) + X(g(∇Y X,W )) + X(g(X,∇Y W )) =

= g(R(X, Y )X, W )− g(∇X∇XY,W ) + X(Y (g(X,W ))).

Отсюда вследствие произвольности векторного поля W и свойств
тензоров g, R получаем тождество (1.59). B

1.4.4. Геодезический поток. Теорема 1.16 утверждает, что
гладкий путь c : [a, b] → (M, g) в римановом многообразии (Mn, g)
является геодезической тогда и только тогда, когда его векторное
поле касательных c′ = Tc ◦ d/dx параллельно вдоль c, т. е.

∇c′c
′ = 0. (1.60)

Мы доказали раньше, что тогда |c′(t)| = K для всех t ∈ [a, b] и
некоторой постоянной K > 0, так что c параметризован пропорцио-
нально длине дуги. Если c([a, b]) ⊂ U , где (U, φ, V ) — карта в M, то
вследствие свойств ковариантной производной из определения 17 и
формулы (1.26) уравнение (1.60) эквивалентно следующей системе
о. д. у. второго порядка:

d2xm

dt2
(t) + Γm

ij

(
x1(t), . . . , xn(t)

) dxi

dt
(t)

dxj

dt
(t) = 0, t ∈ [a, b], (1.61)

где
xi(t) = xi(φ ◦ c(t)), Γm

ij = Γm
ij ◦ φ−1,

и x1, . . . , xn — стандартные координатные функции в открытом под-
множестве V ⊂ Rn. В свою очередь, система (1.61) эквивалентна сле-
дующей системе обыкновенных дифференциальных уравнений пер-
вого порядка

dxi

dt
(t) = ξi(t),

dξm

dt
(t) = −Γm

ij

(
x1(t), . . . , xn(t)

)
ξi(t) ξj(t). (1.62)



60 Глава 1. Римановы многообразия

Применяя эти уравнения (может быть, к части кривой), легко
получаем

Предложение 1.14. Если l : [c, d] → [a, b] аффинное сюръек-
тивное отображение с l′(τ) ≡ k, τ ∈ [c, d], и c : [a, b] → (M, g) —
геодезическая, то σ(τ) = (c ◦ l)(τ), τ ∈ [c, d], также является геодези-
ческой.

Карта (U, φ, V ) на Mn определяет карту (π−1(U), ψ, V × Rn)
на TM с координатными функциями x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn, где π :
TM → M — каноническая проекция. Можно рассматривать вектор-
ное поле касательных c′(t) вдоль гладкого пути c(t), t ∈ [a, b], в M
как гладкий путь в TM со свойством π ◦ c′ = c. Если c([a, b]) ⊂ U , то

(ψ ◦ c′)(t) =
(

x1(t), . . . , xn(t);

ξ1(t) =
dx1

dt
(t), . . . , ξn(t)=

dxn

dt
(t)

)
. (1.63)

Сравнивая уравнения (1.62) и (1.63), видим, что путь c(t), a 6
t 6 b, — геодезическая тогда и только тогда, когда c′(t), a 6 t 6 b, —
интегральная кривая гладкого векторного поля F на TM с компо-
нентами

ξ1, . . . , ξn; −Γ1
ij

(
x1, . . . , xn

)
ξiξj , . . . ,−Γn

ij

(
x1, . . . , xn

)
ξiξj

в карте (π−1(U), ψ, V×Rn). Ясно, что определение векторного поля F
не зависит от выбора карты и F — корректно определенное гладкое
векторное поле на TM .

Определение 33. Так определенное векторное поле F на TM
называется геодезическим векторным полем.

Из уравнений (1.62) и теоремы существования и единственности
решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений пер-
вого порядка с данными начальными условиями следует, что и об-
ратное к предыдущему утверждение верно, так что мы получаем:

Теорема 1.17. Если ψ(t), a 6 t 6 b, — интегральная кривая
векторного поля F (на TM), то c(t) := (π ◦ ψ)(t), a 6 t 6 b, — геоде-
зическая в (M, g) и c′(t) = ψ(t), a 6 t 6 b. Каждая геодезическая на
(M, g) имеет такой вид.
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Определение 34. Поток Ψ, определенный геодезическим век-
торным полем F на TM для риманова многообразия (M, g), называ-
ется геодезическим потоком многообразия (M, g).

Помимо общих свойств потоков, геодезический поток имеет спе-
циальные свойства.

Теорема 1.18. Если Ψ — геодезический поток на TM (геоде-
зического) векторного поля F на TM для риманова многообразия
(M, g), то

Ψ(sv, t) = sΨ(v, st) для всех s, t ∈ R, v ∈ TM. (1.64)

Кроме того,
Tπ ◦ F = idTM = πTM ◦ F. (1.65)

C Можно переформулировать утверждения теоремы 1.17 так:

cv(t) := (π ◦Ψ)(v, t), (v, t) ∈ W, (1.66)

c′v(t) = Ψ(v, t), (v, t) ∈ W ; c′v(0) = Ψ(v, 0) = v, (1.67)

где cv(t), t ∈ Iv, — геодезическая кривая в (M, g) с начальными
данными

cv(0) = π(v), c′v(t) = v.

Тогда вследствие предложения 1.14 для любого числа s ∈ R кривая

σ(t) = cv(st), st ∈ Iv,

является геодезической в (M, g) с касательными векторами σ′(t) =
sc′v(st) и начальными данными

σ(0) = cv(0) = π(v) = π(sv), σ′(0) = sc′v(0) = sv.

По теореме 1.17 и определению Ψ это эквивалентно уравнению (1.64).
Теперь второе равенство в (1.65) следует из общего определе-

ния векторных полей. Дифференцируя уравнение (1.66) и используя
уравнение (1.67), получаем

v = c′v(0) = Tπ
(
Ψ′v(0)

)
= Tπ

(
F (Ψv(0))

)
= Tπ

(
F (v)

)

для каждого вектора v ∈ TM . Мы доказали первое равенство
в (1.65). B
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1.4.5. Экспоненциальное отображение. В обозначениях пре-
дыдущего раздела, определим множество

W̃ :=
{
v ∈ TM

∣∣ (v, 1) ∈ W
}
.

Так как W — открытая окрестность множества TM × {0}, мы
получаем как следствие уравнения (1.64), что W̃ — открытая
окрестность множества T0M всех нулевых векторов в TM ; T0M
естественно отождествляется с M . Экспоненциальное отображение
Exp : W̃ → M риманова многообразия (M, g) определяется форму-
лой

Exp(v) := π(Ψ(v, 1)), v ∈ W̃ . (1.68)

Если x — какая-нибудь точка из M , то ограничение отображения
Exp на пересечение Mx ∩ W̃ := W̃x называется экспоненциальным
отображением в точке x и обозначается Expx. Так как W̃ — откры-
тая окрестность множества T0M , то из уравнения (1.64) следует, что
W̃x — открытая звездная окрестность нулевого вектора 0x в Mx. Это
значит, что для любого вектора w ∈ W̃x и каждого числа s ∈ [0, 1],
также sw ∈ W̃x. Отметим следующее

Предложение 1.15. Для любого риманова многообразия (M, g)
следующие утверждения эквивалентны:

1) геодезический поток Ψ пространства (M, g) полный;
2) область определения экспоненциального отображения Exp про-

странства (M, g) равна TM ;
3) есть точка x ∈ M с областью определения экспоненциального

отображения Expx пространства (M, g) в точке x, равной Mx.

Набросок доказательства. Эквивалентность утверждений 1) и 2)
очевидна. Ясно, что из 2) вытекает 3). Мы обсудим утверждение
3) =⇒ 2) позже.

Теорема 1.19. Для каждой точки x ∈ (M, g) существует наи-
большее число 0 < rx 6 +∞ такое, что Expx определено на Vx =
U(0x, rx) ⊂ Mx, где U(0x, rx) — открытый шар в Mx с центром в ну-
ле 0x и радиусом rx, и является диффеоморфизмом этого множества
на открытую окрестность Ux = Expx(Vx) точки x в M.

C Так как Ψ(0x, t) = 0x для всех t ∈ R, то

Expx(0x) := π(Ψ(0x, 1)) = π(0x) = x.
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Утверждение теоремы будет следствием теоремы об обратном отоб-
ражении, если мы докажем, что

T (Expx)(0x) = idMx (1.69)

((Mx)0x
естественно отождествляется с Mx). Если v — произвольный

вектор в Mx и t ∈ R достаточно близко к 0, то вследствие определе-
ния и формул (1.64) и (1.66)

Expx(tv) = π(Ψ(tv, 1)) = π(Ψ(v, t)) = cv(t). (1.70)

Теперь из (1.67) и (1.70) следует, что

T (Expx)(0x)(v) = c′v(0) = v.

Мы доказали равенство (1.69) и теорему. B
Определение 35. Карта (Ux, φx = (Expx)−1, Vx), построенная в

теореме 1.19, называется римановой нормальной системой коорди-
нат в точке x (если мы используем также какие-нибудь прямоуголь-
ные евклидовы координаты в Vx с началом 0x). Если геодезический
поток Ψ пространства (M, g) полный, то число rx из теоремы 1.19
называется радиусом инъективности пространства (M, g) в точке x
и обозначается Radinj(x).

1.4.6. Кратчайшие пути.
Теорема 1.20. Пусть y — произвольная точка в Ux − {x} и

c = c(t) = Expx(tv), 0 6 t 6 1, |v| = r0,

— геодезическая в (M, g) с концами x и y. Тогда длина l̃ произвольно-
го кусочно гладкого пути c̃(s), a 6 s 6 b, с концами x и y не меньше
длины l = r0 геодезической c. Более того, l̃ = l тогда и только тогда,
когда путь c̃ получается из c заменой параметра.

C Предположим сначала, что c̃([a, b]) ⊂ Ux. Можно считать, что
c̃(s) 6= x при s > a. Определим вариацию геодезических по формуле

C = C(t, s) = Expx

(
t
(
Exp−1

x (c̃(s))
))

, (t, s) ∈ [0, 1]× [a, b].

При каждом s > a путь cs(t) = C(t, s), t ∈ [0, 1], является геодези-
ческой, параметризованной пропорционально длине дуги, с длиной
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l(s) > 0, причем cb = c. Вследствие этого, теоремы 1.16 и форму-
лы (1.56)

l′(s) =
1

l(s)

[
g
(
Y (·, s), c′s(·)

)]1

0
= g

(
c̃ ′(s),

c′s(1)
|c′s(1)|

)
6

∣∣c̃ ′(s)
∣∣. (1.71)

Интегрируя это неравенство, получаем

l = r0 = l(c) = l(b) = l(b)− l(a) =

b∫

a

l′(s) ds 6
b∫

a

∣∣c̃ ′(s)∣∣ ds = l̃.

Из полученных оценок ясно, что l̃ = l тогда и только тогда, когда
для всех s ∈ (a, b] в неравенстве из (1.71) достигается равенство, т. е.
c̃ ′(s) = |c̃ ′(s)| (c′s(1)/|c′s(1)|); это значит, что путь c̃ получается из
геодезической c заменой параметра.

Если c̃([a, b]) не лежит в Ux, то по непрерывности существует
число a < d < b такое, что c̃([a, d]) ⊂ Ux и r0 < r(d) = r1 < rx, где
r(d) = |(Expx |Vx

)−1(c̃(d))|. Тогда вследствие приведенных оценок,

l̃ > l
(
c̃ |[a,d]

)
> r1 > r0 = l. ¤

Следствие 1.3. Если c = c(t), a 6 t 6 b, — кратчайший кусочно
гладкий путь в (M, g) с данными концами, параметризованный про-
порционально длине дуги, то c — (гладкая) геодезическая в (M, g).

1.4.7. Внутренняя метрика риманова многообразия. Через
xcy будем обозначать множество кусочно гладких путей c, соединя-
ющих точки x и y (на заданном многообразии).

Определение 36. Пусть (M, g) — связное гладкое риманово мно-
гообразие. Расстояние d(x, y) между точками x, y в M определяется
формулой

d(x, y) = inf
xcy

l(c), (1.72)

т. е. равно точной нижней границе длин всех кусочно гладких путей c
в (M, g), соединяющих точки x и y.

Предложение 1.16. Если (M, g) — связное риманово многооб-
разие, то пара (M,d), где d : M × M → R, является метрическим
пространством. При этом метрическая топология на (M, d) совпада-
ет с исходной топологией на гладком многообразии M.
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C Так как M — связное топологическое многообразие со второй
аксиомой счетности, то оно линейно связно. Используя аппроксима-
цию путей кусочно гладкими путями, видим, что каждую точку x
в M можно соединить с любой другой точкой y в M некоторым ку-
сочно гладким путем c (с концами x и y). Тогда 06d(x, y)6 l(c)<+∞
для любых двух точек x, y ∈ M .

Обращение ориентации пути не меняет его длину. Поэтому
d(x, y) = d(y, x). Неравенство треугольника следует непосредственно
из определений. Неравенство d(x, y) > 0 при x 6= y, а также совпа-
дение метрической и исходной топологий на M выводятся из теоре-
мы 1.20 (или еще проще). B

Определение 37. Метрика d на (связном) гладком римановом
многообразии (M, g) называется внутренней метрикой.

1.4.8. Теоремы Хопфа-Ринова и Майерса. Существенным
дополнением предложений 1.15 и 1.16 является

Теорема 1.21 (Хопф-Ринов). Для любого (связного гладкого)
риманова многообразия (M, g) равносильны следующие утвержде-
ния:

1) метрическое пространство (M, d) полное;
2) областью определения экспоненциального отображения Exp

многообразия (M, g) является TM ;
3) есть точка x ∈ M с областью определения экспоненциального

отображения Expx пространства (M, g) в точке x, равной Mx;
4) есть точка x ∈ M такая, что каждый замкнутый шар B(x, r),

0 6 r < +∞, в (M, d) компактен.

C Ясно, что 2) ⇒ 3) и 4) ⇒ 1). Докажем, что 1) ⇒ 2). Возь-
мем произвольную точку x ∈ M и произвольный единичный вектор
v ∈ Mx. Пусть T — множество всех вещественных чисел τ , для ко-
торых определено Expx(τv) = Exp(τv). Напомним, что Exp(τv) =
Ψ(1, τv) = Ψ(τ, v), где Ψ — геодезический поток риманова много-
образия (M, g). Из второго общего свойства потоков, определяемых
гладкими векторными полями, следует, что T = Iv — открытая связ-
ная окрестность нуля в R. Предположим, что 0 < τ0 = sup T < +∞.
По определению, для каждого числа τ ∈ (0, τ0), Expx(tv) = cv(t),
0 6 t 6 τ , — отрезок геодезической в (M, g) с начальным ка-
сательным вектором c′v(0) = v. Так как v — единичный вектор,
то каждый такой отрезок параметризован длиной дуги. Следова-
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тельно, d(Expx(tv),Expx(sv)) 6 |t − s| для любых t, s ∈ [0, τ0).
Тогда вследствие полноты пространства (M,d) существует предел
limt→τ0 Expx(tv) = Expx(τ0v) и τ0 ∈ T . Противоречие. Вследствие
формулы (1.64), произвола в выборе точки x ∈ M и единичного век-
тора v ∈ Mx, доказано, что отображение Exp определено на всем
множестве TM .

Для доказательства соотношения 3) ⇒ 4) достаточно установить,
что для каждой точки y ∈ M существует кратчайшая геодезиче-
ская, соединяющая точки x и y. Действительно, тогда B(x, r) =
Expx((B(0x, r))) (где B(0x, r) ⊂ (Mx, g(x))) для каждого веществен-
ного числа r > 0, и множество B(x, r) компактно.

Из теоремы 1.20 следует, что утверждение верно, если d(x, y)<rx,
где rx — радиус инъективности многообразия (M, g) в точке x. Пусть
s0 := d(x, y) > rx и s — некоторое число такое, что 0 < s < rx. Из
определения внутренней метрики d следует, что для каждого на-
турального числа k существует точка zk такая, что d(x, zk) = s и
d(x, zk) + d(zk, y) 6 s0 + (1/k). Так как все точки zk лежат в ком-
пактном шаре B(x, s), то из последовательности zk можно выде-
лить подпоследовательность, сходящуюся к некоторой точке z. По
построению, d(x, z) + d(z, y) = s0 = d(x, y) и d(x, z) = s. Тогда вслед-
ствие теоремы 1.20 существует соединяющая точки x и z парамет-
ризованная длиной дуги кратчайшая геодезическая γ(t) = Expx(tv),
0 6 t 6 s.

По условию c(t) := Expx(tv) определено при всех t ∈ [0, +∞).
Докажем, что множество S всех чисел t ∈ [0, s0] таких, что
d(x, c(t)) + d(c(t), y) = d(x, y), совпадает с отрезком [0, s0]; тогда
c(s0) = Expx(s0) = y и утверждение будет доказано.

По построению [0, s] ⊂ S. Из неравенства треугольника для мет-
рики d следует, что если 0 6 t1 6 t2 6 s0 и t2 ∈ S, то t1 ∈ S.
Ясно, что множество S замкнуто. Пусть s1 ∈ S и 0 < s1 < s0.
Повторяя проведенное выше рассуждение для получения точки z
с точкой z1 = c(s1) вместо x, можно найти точку z2 такую, что
d(z1, z2) + d(z2, y) = d(z1, y), z1 6= z2 6= y и точки z1 и z2 соединя-
ются некоторой параметризованной длиной кратчайшей геодезиче-
ской c1(t), s1 6 t 6 s2 < s0. На основании следствия 1.3 и нера-
венства треугольника объединение кратчайших геодезических c(t),
0 6 t 6 s1, и c1 даст некоторую параметризованную длиной ду-
ги кратчайшую геодезическую, определенную на отрезке [0, s2]. То-
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гда вследствие единственности продолжения решений систем о. д. у. с
гладкой правой частью должно выполняться тождество c1(t) = c(t),
s1 6 t 6 s2. Следовательно, [0, s2] ⊂ S. Из доказанных свойств мно-
жества S вытекает, что S = [0, s0]. B

Из теоремы 1.21 и следствия 1.3 вытекает
Следствие 1.4. Если метрическое пространство (M, d), опреде-

ляемое римановым многообразием (M, g), полное, то любые две точ-
ки x, y в M можно соединить (не обязательно единственной) крат-
чайшей геодезической (M, g), параметризованной длиной дуги.

Теорема 1.22 (Майерса [180]). Если (Mn, g) — полное рима-
ново многообразие, кривизна Риччи которого (для каждого единич-
ного касательного к Mn вектора) не меньше (n− 1)k2, где k > 0, то
многообразие Mn компактно, диаметр его (относительно внутрен-
ней метрики d ) не превосходит π/k, а его фундаментальная группа
конечна.

C Рассмотрим произвольную параметризованную длиной дуги
геодезическую c = c(t), 0 6 t 6 a, соединяющую точки x и y, где
a > 0. Выберем произвольный ортонормированный базис v1, . . . , vn

в (Mx, g(x)) с условием vn = c′(0). Продолжим эти векторы до парал-
лельных векторных полей V1, . . . , Vn вдоль c. При этом Vn(t) = c′(t)
и V1(t), . . . , Vn(t) — ортонормированный базис в (Mc(t), g(c(t))) для
всех t ∈ [0, a]. Определим вариации геодезической c по формулам

Ci(t, s) = Exp
(
sf(t)Vi(t)

)
, (t, s) ∈ [0, a]× (−ε, ε), (1.73)

где

i = 1, . . . , n− 1; f(t) = sin
(

πt

a

)
, 0 6 t 6 a.

Тогда

f(0) = f(a) = 0, f(t) > 0, 0 < t < a; f ′′ +
π2

a2
f = 0. (1.74)

Посчитаем вторые производные от длин кривых этих вариаций при
s = 0 (первые равны нулю).

Определим векторные поля Xi = TCi ◦ (∂/∂t) и Yi = TCi ◦ (∂/∂s)
для i = 1, . . . , n − 1. При каждом фиксированном t0 ∈ (0, a) кривые
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Ci(t0, ·), i = 1, . . . , n − 1, являются геодезическими. Поэтому вслед-
ствие предложения 1.13 каждое векторное поле Xi является полем
Якоби вдоль геодезической Ci(t0, ·); при этом Xi(t, 0) = c′(t) — еди-
ничные векторные поля вдоль c и

Yi(t, s) = f(t)Ỹi(t, s), ∇Yi
Xi(t, 0) = ∇Xi

Yi(t, 0) = f ′(t)Vi(t), (1.75)

где Ỹi — единичные векторные поля. Отсюда, из гладкости тензора
кривизны, компактности отрезка [0, a] и непрерывной зависимости
решений систем о. д. у. от начальных данных и независимой пере-
менной следует, что существует ε > 0 такое, что Xi(t, s) 6= 0 для
всех (t, s) ∈ [0, a] × (−ε, ε). Будем считать, что это условие далее
выполнено.

Тогда

li(s) =

a∫

0

√
g(Xi, Xi)(t, s) dt, l′i(s) =

a∫

0

g(∇YiXi, Xi)
|Xi| (t, s) dt.

Вследствие последнего равенства в формуле (1.75)

g(∇YiXi, Xi)(t, 0) = g(f ′(t)Vi(t), c′(t)) = 0.

Поэтому получаем вследствие сказанного ранее, что

l′′i (0) =

a∫

0

[
g(∇Yi∇YiXi, Xi) + g(∇YiXi,∇YiXi)

]
(t, 0) dt =

=

a∫

0

[− g
(
R(Xi, Yi)Yi, Xi

)
(t, 0) + g

(
f ′(t)Vi(t), f ′(t)Vi(t)

)]
dt =

=

a∫

0

[− g(R(c′, fVi)(fVi), c′)(t) + f ′(t)2
]
dt =

=

a∫

0

[− f2K(c′, Vi) + (f ′)2
]
(t) dt.

Интегрируя по частям и используя условия (1.74), получаем
a∫

0

(f ′)2(t) dt = −
a∫

0

ff ′′(t) dt =
π2

a2

a∫

0

f2(t) dt.
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Наконец получаем

l′′i (0) = −
a∫

0

f
(
fK(c′, Vi) + f ′′

)
(t) dt,

n−1∑

i

l′′i (0) = −
a∫

0

f

(
f

n−1∑

i

K(c′, Vi) + (n− 1)f ′′
)

(t) dt =

= −
a∫

0

f(t)
(
f(t) ric(c′(t)) + (n− 1)f ′′(t)

)
dt =

n−1∑

i

l′′i (0),

n−1∑

i

l′′i (0) =

a∫

0

f2(t)
(

π2(n− 1)
a2

− ric(c′(t))
)

dt.

По условию ric(c′(t)) > (n − 1)k2 и если a > π/k, то подынте-
гральное выражение отрицательно при 0 < t < a. Следовательно,
хотя бы для одного i = i0, l′′i0(0) < 0 и l′i0(0) = 0. Поэтому парамет-
ризованная длиной дуги геодезическая c(t), 0 6 t 6 a, не может быть
кратчайшей, соединяющей точки x и y. Тогда d(x, y) 6 π/k вслед-
ствие произвола в выборе такой соединяющей их геодезической и до-
казательства теоремы 1.21, и diam(M) 6 π/k вследствие произвола
в выборе самих точек x и y. Тогда (M, d) компактно вследствие тео-
ремы 1.21. Поскольку все эти заключения верны и для универсаль-
ной накрывающей M̃, то M̃ компактно, а фундаментальная группа
π1(M) конечна. B

1.5. Римановы субмерсии и формулы О’Нейла

Определение 38. Пусть M и B — римановы многообразия. Суб-
мерсия p : M → B (см. определение 8) называется римановой, если
для каждой точки x ∈ M линейное отображение Txp : Hx(M) →
Bf(x), где Hx(M) = Vx(M)⊥ — ортогональное дополнение к Vx(M)
в Mx, является изометрией. Векторы вида v ∈ Hx(M), x ∈ M , назы-
ваются горизонтальными.

Пусть p : M → B — риманова субмерсия. Тогда определены
(гладкие ортогональные) проекции H : TM → HM и V : TM → V M



70 Глава 1. Римановы многообразия

на горизонтальные и вертикальные распределения HM и V M . Опре-
делим отображение A : F∞(M)× F∞(M) → F∞(M) формулой

AXY = V∇HX(HY ) + H∇HX(V Y ).

Легко видно, что A является (1, 2)-тензором; он называется тензо-
ром О’Нейла и имеет следующие свойства:

1) A горизонтален, т. е. AX = AHX ;
2) для каждого векторного поля X ∈ F∞M AX кососимметричен,

причем AX(HM) ⊂ V M и AX(V M) ⊂ HM ;
3) если X,Y ∈ HM , то AXY = −AY X.
Первое утверждение очевидно; нетрудно проверить и второе

утверждение. Третье утверждение будет доказано в лемме 1.8, кото-
рая показывает, что в основном A — тензор интегрируемости гори-
зонтального распределения HM .

В вычислениях с тензорными выражениями можно выбирать спе-
циальные горизонтальные векторные поля. Горизонтальное вектор-
ное поле X на M называется базовым, если оно p -связано с неко-
торым векторным полем X∗ на B. Каждое векторное поле X∗ на B
имеет единственный горизонтальный лифт X на M и X — базо-
вое. Поэтому X ←→ X∗ — взаимно однозначное соответствие между
базовыми векторными полями на M и произвольными векторными
полями на B. Как показывает следующая лемма, в некоторой сте-
пени это соответствие сохраняет скобки, скалярные произведения и
ковариантные производные. Далее метрические тензоры на M и B
будем обозначать одинаково: 〈·, ·〉.

Лемма 1.7. Если X, Y — базовые векторные поля на M, то
1) 〈X, Y 〉 = 〈X∗, Y∗〉 ◦ p ,

2) H[X, Y ] — базовое векторное поле, соответствующее полю
[X∗, Y∗],

3) H∇XY — базовое векторное поле, соответствующее полю
∇∗X∗Y∗.

C Первое утверждение — прямое следствие определений. Вслед-
ствие теоремы 1.4 векторное поле [X, Y ] p -связано с векторным по-
лем [X∗, Y∗], откуда следует второе утверждение. Третье свойство
доказывается на основании формулы (1.25). Действительно, для ба-
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зового векторного поля Z на M вследствие этой формулы

2〈∇XY,Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z, X〉 − Z〈X, Y 〉+
+ 〈[X,Y ], Z〉+ 〈[Z, X], Y 〉 − 〈[Y,Z], X〉. (1.76)

Но, например, вследствие первого свойства

X〈Y,Z〉 = X
{〈Y∗, Z∗〉 ◦ p

}
= X∗〈Y∗, Z∗〉 ◦ p .

Вследствие первых двух свойств
〈
[X, Y ], Z

〉
=

〈
H[X, Y ], Z

〉
=

〈
[X∗, Y∗], Z∗

〉 ◦ p

и так далее. Отсюда следует, что 2〈∇∗X∗Y∗, Z∗〉◦p равно правой части
уравнения (1.76). Следовательно, ∇XY p -связано с ∇∗X∗Y∗, откуда
вытекает третье свойство. B

Лемма 1.8. Пусть X и Y — горизонтальные векторные поля.
Тогда AXY = 1

2V [X, Y ].

C Так как [X,Y ] = ∇XY −∇Y X, имеется соотношение V [X,Y ] =
AXY − AY X. Поэтому достаточно доказать указанное выше свой-
ство 3), или, что эквивалентно, показать, что AXX = 0. Можно
предполагать, что поле X базовое. Тогда 0 = W 〈X, X〉 = 2〈∇W X,X〉
для любого вертикального векторного поля W . Но [W,X] = ∇W X −
∇XW вертикально, так как W p -связано с нулевым векторным по-
лем на B. Поэтому

〈∇W X, X〉 = 〈∇XW,X〉 = −〈W,∇XX〉 = −〈W,AXX〉.

Так как AXX вертикально, получаем нужный результат. B
Теорема 1.23. Пусть p : M → B — риманова субмерсия, K и

K∗ — секционные кривизны пространств M и B, x, y — горизонталь-
ные взаимно ортогональные единичные векторы в некоторой точке
z ∈ M, x∗ = Tp (x), y∗ = Tp (y). Тогда

K(σ(xy)) = K∗(σ(x∗y∗))− 3|Axy|2.

C Существуют базовые векторные поля X, Y на M такие, что
X(z) = x, Y (z) = y. Пусть R и R∗ — тензоры кривизны пространств
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M и B. Тогда вследствие леммы 1.7, определения тензора A и вер-
тикальности векторного поля [V [X, Y ], Y ] (см. доказательство лем-
мы 1.8) получаем

〈R(X,Y )Y,X〉 = 〈∇X∇Y Y −∇Y∇XY −∇[X,Y ]Y,X〉 =

= 〈H∇XH∇Y Y −H∇Y H∇XY −H∇H[X,Y ]Y, X〉+
+ 〈H∇XV∇Y Y −H∇Y V∇XY −H∇V [X,Y ]Y, X〉 =

= 〈R∗(X∗, Y∗)Y∗, X∗〉 ◦ p + 〈AX(AY Y ), X〉−
− 〈AY (AXY ), X〉 − 〈H∇Y V [X,Y ], X〉.

Вычислим каждое из последних трех слагаемых. Первое слагаемое
равно нулю, так как AY Y = 0 вследствие свойства 3) тензора A .
Вследствие свойств 2) и 3) тензора A второе слагаемое равно

〈AXY, AY X〉 = −〈AXY, AXY 〉.

Третье слагаемое вследствие леммы 1.8 и свойств 2) и 3) тензора A
равно

−〈AY V [X, Y ], X〉 = 〈V [X, Y ], AY X〉 = −2〈AXY, AXY 〉.

Теперь утверждение теоремы является непосредственным следстви-
ем проведенных вычислений. B

Лемма 1.9. Пусть p : M → B — риманова субмерсия и M полно.
Тогда для каждой кратчайшей геодезической c∗ = c∗(t), 0 6 t 6 a,
в B, параметризованной длиной дуги, и точки z ∈ p−1(c∗(0)) суще-
ствует единственный горизонтальный лифт c(t), 0 6 t 6 a, пути c∗.
Это значит, что p (c(t)) = c∗(t) для всех t ∈ [0, a] и все касатель-
ные векторы c′(t), 0 6 t 6 a, горизонтальны. При этом путь c(t),
0 6 t 6 a, является кратчайшей геодезической в M, соединяющей
слои p−1(c∗(0)) и p−1(c∗(a)) и параметризованной длиной дуги.

C Из условий следует существование продолжающей c∗ геодези-
ческой c∗1 = c∗1(t), −ε 6 t 6 a + ε, где ε > 0, являющейся тополо-
гическим вложением. Пусть C1 := c∗1(−ε, a + ε). Тогда множество
C = p−1(C1) − p−1(C1) замкнуто в M (черта сверху обозначает за-
мыкание). Так как p — субмерсия, то M1 := p−1(C1) — подмного-
образие в M0 = M − C. Ясно, что z ∈ M1. При этом ограничение
p : M1 → C1 — риманова субмерсия. Пусть X — горизонтальный
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лифт (единичного) касательного векторного поля c′∗1 вдоль c∗1 от-
носительно этой римановой субмерсии и c — максимальная инте-
гральная кривая векторного поля X с началом в z. Тогда c парамет-
ризована длиной дуги и вследствие полноты M она определена на
(−ε, a + ε). При этом Tp ◦ X = c′∗1 ◦ p и p (c(0)) = p (z) = c∗1(0).
Поэтому p (c(t)) = c∗1(t) для всех t ∈ (−ε, a + ε). Вследствие лемм
1.7 и 1.8

∇XX = H∇XX + V∇XX = H∇XX + AXX = H∇XX,

Tp (H∇XX) = ∇∗c′∗1c
′
∗1 = 0.

Следовательно, ∇XX = 0 и кривая c является геодезической в M .
При этом путь c(t), 0 6 t 6 a, является кратчайшей геодезической
в M , соединяющей слои p−1(c∗(0)) и p−1(c∗(a)). Иначе существует
более короткий путь c1(t), 0 6 t 6 b, в M , соединяющий некоторые
точки из слоев p−1(c(0)) и p−1(c(a)). Тогда путь p (c1(t)), 0 6 t 6 b,
соединяет точки c∗(0) и c∗(a), и

l(p ◦ c1) =

b∫

0

√〈
(p ◦c1)′(t), (p ◦c1)′(t)

〉
dt =

=

b∫

0

√〈
H(c′1(t)),H(c′1(t))

〉
dt 6

b∫

0

√〈
c′1(t), c

′
1(t)

〉
dt =

= l(c1) < l(c) = l(c∗),

где l означает длину соответствующего пути. Следовательно, путь
c∗(t), 0 6 t 6 a, не является кратчайшей геодезической в B. B

Теорема 1.24. Пусть p : M → B — риманова субмерсия, M пол-
но, а B связно. Тогда B полно, а p сюръективно. Если при этом M
имеет секционную кривизну > k, то и B имеет секционную кривиз-
ну > k.

C Пусть x ∈ p (M). Вследствие леммы 1.9 каждая геодезическая
c∗(t), 0 6 t < a, в B с началом x, параметризованная длиной дуги,
имеет горизонтальный лифт c(t), 0 6 t < a, в M , также являющийся
геодезической, параметризованной длиной дуги. Так как M полно,
то этот лифт непрерывно продолжается на [0, a] и

p (c(a)) = lim
t↗a

p (c(t)) = lim
t↗a

c∗(t).
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Отсюда легко следует, что Expx определено на всем касательном
пространстве Bx. На основании теоремы Хопфа — Ринова 1.21, B
полно. Из связности B и следствия 1.4 вытекает, что точку x можно
соединить с любой точкой y ∈ B кратчайшей геодезической c∗(t),
0 6 t 6 a, параметризованной длиной дуги. Тогда вследствие лем-
мы 1.9 y ∈ p (M) и p сюръективно. Теперь последнее утверждение
является непосредственным следствием уже доказанных утвержде-
ний и теоремы 1.23. B

Определение 39. Подмногообразие N риманова многообра-
зия M называется вполне геодезическим, если каждая геодезическая
в M , касающаяся в некоторой точке многообразия N , лежит в N .

Вследствие предложение 8.2 из [42, гл. VII] справедливо
Предложение 1.17. Гладкое (может быть, виртуальное) под-

многообразие N риманова многообразия (M, g) является вполне гео-
дезическим тогда и только тогда, когда ∇XY ∈ F∞(N) для любых
векторных полей X,Y ∈ F∞(N) и связности Леви-Чивита∇ в (M, g).

На основании теоремы 1.24, леммы 1.9 и единственности макси-
мальной геодезической с данным касательным вектором в начальной
точке получаем

Следствие 1.5. Пусть p : M → B — риманова субмерсия, M
полно, B связно. Тогда каждая геодезическая в M с горизонталь-
ным касательным вектором в начальной точке горизонтальна. (Если,
кроме того, M связно, а слои субмерсии p вполне геодезические, то
слои изометричны друг другу.)

Определение 40. Отображение метрических пространств

f : (M, r) → (N, q)

называется субметрией, если оно отображает каждый замкнутый
шар B(x, s) ⊂ (M, r) с радиусом s и центром x на замкнутый шар
B(f(x), s) ⊂ (N, q) с радиусом s и центром f(x) [86].

Следствие 1.6. Пусть p : M → B — риманова субмерсия, M
полно, B связно. Тогда p — субметрия. При этом для любых точек
x∗, y∗ ∈ B, x ∈ p−1(x∗),

ρB(x∗, y∗) = min
{
ρM (x, y) : y ∈ p−1(y∗)

}
.

Замечание 2. В статье [86] доказано, что всякая субметрия пол-
ного риманова C∞-многообразия M в риманово C∞-многообразие B
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является римановой субмерсией класса C1,1; в общем случае резуль-
тат не улучшаем.

Теорема 1.25 [42, 53, 60]. Пусть p : M → B — риманова субмер-
сия, M полно, B связно. Тогда p является локально тривиальным
расслоением.

C Вследствие теоремы 1.24 B полно. Пусть x — произвольная
точка из B, r = r(x) — радиус инъективности риманова многообра-
зия B в точке x, U = U(x, r) — открытый шар радиуса r с центром x,
F = p−1(x). Определим отображение φ : U×F :→ p−1(U) формулой

φ(u, f) = ExpM

(
H

(
Tp (f)−1((Expx|U )−1(u))

))
. (1.77)

На основании леммы 1.9, следствия 1.5 и формулы (1.77) легко уста-
навливается, что p(φ(u, f)) = u. На самом деле можно доказать,
что φ — диффеоморфизм, но достаточно установить, что φ — го-
меоморфизм. Ясно, что φ непрерывно. Остается проверить, что φ —
биекция. Если z ∈ p−1(u), где u ∈ U , то вследствие леммы 1.9 су-
ществует единственный горизонтальный лифт [z, f ] единственного
кратчайшего геодезического отрезка [u, x] в B, и он также является
кратчайшим геодезическим отрезком в M . Отсюда, из следствия 1.5
и формулы (1.77) вытекает, что φ(f, u) = z и φ — биекция. B

1.6. Разное

Определение 41. Пусть (M, g) — компактное риманово много-
образие положительной секционной кривизны K. Его δ-защемлен-
ность δ(M, g) определяется как min K

max K .
Очевидно, что δ(M, g) ∈ (0, 1]. Если δ(M, ρ) = 1, а M односвязно,

то (M, g) изометрично, с точностью до гомотетии, стандартной сфе-
ре. Если (M, g) компактно и δ(M, g) > 1/4, то (M, g) диффеоморфно
некоторой сферической пространственной форме (постоянной секци-
онной кривизны 1). Если n = dim(M) нечетно, то число 1/4 можно
заменить некоторым числом δ(n) ∈ (0, 1/4) [106]. Для каждого нату-
рального числа n > 2 существует вещественное число δ(n) ∈ (0, 1/4)
такое, что каждое компактное односвязное риманово многообразие
размерности n с условием δ(M, g) > δ(n) диффеоморфно сфере или
компактному симметрическому пространству ранга один [198]. Если
(M, g) — компактное риманово многообразие секционной кривизны
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K > 1 с диаметром diam(M) > π/2, то M гомеоморфно сфере или
локально симметрично [133, 226].

В работе [134] Д. Громол и В. Мейер построили некоторую эк-
зотическую семимерную сферу (Σ7, g) секционной кривизны K > 0.
Она получена как пространство орбит некоторого изометрическо-
го действия группы Ли Sp(1) на группе Ли Sp(2) (снабженной би-
инвариантной римановой метрикой) с индуцированной римановой
метрикой и, следовательно, является базой римановой субмерсии.
Неравенство K > 0 следует из теорем 1.24 и 2.14.

Каждое некомпактное связное полное риманово многообра-
зие Mn c K > 0 допускает некоторое компактное вполне геодези-
ческое подмногообразие (душу) S и диффеоморфизм на нормальное
векторное расслоение νS над S, тождественный на S (Дж. Чигер —
Д. Громол [108], В. А. Шарафутдинов [61]). Существует метрическая
ретракция (отображение Шарафутдинова) p : M → S [62], которая
является римановой субмерсией класса C∞ [225]. Если дополнитель-
но в некоторой точке x ∈ Mn все секционные кривизны положитель-
ны, то Mn диффеоморфно Rn [197].

Каждое гладкое многообразие Mn, n > 3, допускает полную ри-
манову метрику gM с кривизной Риччи a(n) < ric(gM ) < b(n) < 0,
где числа a(n), b(n) зависят только от n [172].



ГЛАВА 2

ГРУППЫ И АЛГЕБРЫ ЛИ

2.1. Основные свойства групп Ли

Определение 42. Группа Ли есть гладкое многообразие G, яв-
ляющееся одновременно группой с операцией произведения · и глад-
кими отображениями

· : (g, h) ∈ G×G → g · h ∈ G

и
−1 : g ∈ G → g−1 ∈ G.

Единичный элемент в группе G обозначается буквой e.
Мы будем писать просто gh вместо g · h.
Из определения 42 следует, что для любого фиксированного эле-

мента g в G операции lg : h ∈ G → gh ∈ G и rg : h ∈ G → hg ∈ G лево-
го (соответственно, правого) умножения на элемент g гладкие. Кро-
ме того, lg и rg — диффеоморфизмы G на себя, так как lg−1 ◦ lg = idG

и rg−1 ◦ rg = idG. Отображения lg и rg называются левым переносом
и правым переносом (на элемент g) соответственно.

Определение 43. Гладкое отображение φ : G → H групп Ли, яв-
ляющееся гомоморфизмом групп, называется гомоморфизмом групп
Ли. Если φ — мономорфизм, эпиморфизм или изоморфизм, оно на-
зывается моно-, эпи- или изоморфизмом групп Ли.

Определение 44. Говорят, что векторное поле X на группе Ли G
левоинвариантно (соответственно, правоинвариантно), если

X(gh) = T (lg)(X(h)) (соответственно, X(hg) = T (rg)(X(h)))

для любых элементов g, h ∈ G. Другими словами, векторное поле X
lg- (соответственно, rg-) связано с самим собой для каждого элемента
g в G (см. § 1.1.4).
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Ясно, что каждое левоинвариантное или правоинвариантное век-
торное поле на группе Ли гладкое.

Предложение 2.1. Множество LG всех левоинвариантных век-
торных полей на группе Ли G образует алгебру Ли размерности
n = dim G.

C Из линейности дифференциала гладкого отображения в каж-
дой точке следует, что LG — линейное пространство над R. Если
X ∈ LG, то оно полностью определяется своим значением в e, так
как X(g) = T (lg)(X(e)) для каждого элемента g ∈ G; а любой эле-
мент v ∈ Ge корректно определяет векторное поле X ∈ LG по фор-
муле X(g) = T (lg)(v). Поэтому LG имеет размерность n = dim G.
Если X, Y ∈ LG, то X и Y lg-связаны с самими собой для каждого
g ∈ G. Тогда по теореме 1.4 их скобка Ли [X, Y ] lg-связана с собой
для каждого g ∈ G. Таким образом, LG образует n-мерную подал-
гебру Ли алгебры Ли F∞(G) всех гладких векторных полей на G. B

Замечание 3. Аналогично доказывается, что множество RG
всех правоинвариантных векторных полей на группе Ли G образу-
ет алгебру Ли размерности n = dim G. Информация о связи между
алгебрами Ли RG и LG дается в теореме 2.5.

Определение 45. Пара (LG, [·, ·]) называется алгеброй Ли груп-
пы Ли G.

Замечание 4. Из доказательства предложения 2.1 следует, что
алгебру Ли LG можно отождествить с касательным пространст-
вом Ge, снабженным соответствующей скобкой Ли [·, ·]. Мы будем
использовать это отождествление.

Теорема 2.1. Если φ : G → H — гомоморфизм групп Ли, то
Tφe : (Ge, [·, ·])→(He, [·, ·]) — гомоморфизм алгебр Ли. Если φ моно-,
эпи- или изоморфизм, то Tφe моно-, эпи- или изоморфизм алгебр
Ли.

C Для доказательства первого утверждения достаточно устано-
вить, что каждое левоинвариантное векторное поле X на G φ-связа-
но с левоинвариантным векторным полем Y на H таким, что
Tφ(X(e)) = Y (e). Тогда по теореме 1.4

Tφ
(
[X,Y ](e)

)
=

[
Tφ(X(e)), Tφ(Y (e))

]

для всех X, Y ∈ LG, а это и означает, что Tφe — гомоморфизм алгебр
Ли. Пусть g — произвольный элемент в G. Так как φ — гомоморфизм
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групп Ли, то
φ(gh) = φ(g)φ(h), g, h ∈ G,

т. е.
φ ◦ lg = lφ(g) ◦ φ. (2.1)

Следовательно,

Y
(
φ(g)

)
=

(
T lφ(g)

)(
Y (e)

)
=

(
T lφ(g)

)(
Tφ(X(e))

)
=T

(
lφ(g) ◦ φ

)(
X(e)

)
=

= T
(
φ ◦ lg

)(
X(e)

)
= Tφ

(
T lg(X(e))

)
= Tφ

(
X(g)

)
.

Из формулы (2.1) вытекает, что

Tφ(g) ◦ T lg(e) = T lφ(g)(e) ◦ Tφ(e).

Отсюда следует, что ранг линейного отображения Tφg не зависит
от g ∈ G, так как T lg(e), T lφ(g)(e) являются линейными изоморфиз-
мами векторных пространств. Тогда φ(G) — множество меры нуль
в H, если Tφe не сюръективно (теорема А. Сарда), а ядро отображе-
ния φ — замкнутое подмногообразие (и нормальная подгруппа) в G
размерности по крайней мере 1, если Tφe не инъективно (известный
результат о гладких отображениях гладких многообразий). Отсюда
следует второе утверждение теоремы. B

На основании второго утверждения теоремы 2.1, его доказатель-
ства и теоремы об обратном отображении получаем

Следствие 2.1. Если φ : G → H — изоморфизм групп Ли в
смысле определения 43, то обратное отображение φ−1 : H → G также
является изоморфизмом групп Ли в смысле этого определения.

Пример 5. Рассмотрим группу Ли G = (Rn, +) со стандартными
координатными функциями x1, . . . , xn. Тогда векторные поля ∂/∂xi,
i = 1, . . . , n, составляют базис алгебры Ли LG над R. При этом для
любой гладкой вещественной функции f на G получаем

[
∂

∂xi
,

∂

∂xj

]
f :=

∂

∂xi

(
∂

∂xj
f

)
− ∂

∂xj

(
∂

∂xi
f

)
= 0.

Следовательно, [X,Y ] = 0 для всех X,Y ∈ LG.

Определение 46. Алгебра Ли (L, [·, ·]) с нулевыми скобками на-
зывается коммутативной алгеброй Ли.
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Пример 6. Пусть Zn ⊂ Rn — целочисленная решетка. Фактор-
группа Tn := Rn/Zn является группой Ли, естественный гомомор-
физм φ : Rn → Tn — эпиморфизмом групп Ли, дифференциал
Tφ0 : Rn → Rn — тождественным изоморфизмом коммутативной
алгебры Ли. Группа Ли Tn называется n-мерным тором, а эпимор-
физм φ — универсальным накрывающим эпиморфизмом.

Определение 47. Гомоморфизм групп Ли φ : (R,+) → G назы-
вается 1-параметрической подгруппой группы Ли G.

Предложение 2.2. Каждое лево- или право-инвариантное век-
торное поле на группе Ли полно.

C Предположим, что X — левоинвариантное векторное поле на
группе Ли G. Существует некоторая интегральная кривая Ψ(e, t),
t ∈ (−ε, ε), ε > 0, векторного поля X с началом e. Вследствие левой
инвариантности поля X для каждого элемента g ∈ G,

Ψ(g, t) := gΨ(e, t), t ∈ (−ε, ε), (2.2)

— интегральная кривая поля X с началом g. Другими словами, об-
ласть определения потока Ψ поля X включает в себя множество
G × (−ε, ε). На основании предложения 1.8 поле X полно. Случай
правоинвариантного поля рассматривается аналогично. B

Предложение 2.3. Пусть Ψ — поток лево- или право-инвари-
антного векторного поля X на группе Ли G. Тогда φ(t) = Ψ(e, t),
t ∈ R, — 1-параметрическая подгруппа группы Ли G.

C Предположим, что X левоинвариантно. Тогда вследствие
свойств потока Ψ и левой инвариантности поля X φ : R → G —
гладкое отображение и

φ(t + s) = Ψ(e, t + s) = Ψ(Ψ(e, t), s) = Ψ(e, t)Ψ(e, s) = φ(t)φ(s),

т. е. φ : R → G — гомоморфизм. Случай правоинвариантного поля
рассматривается аналогично. B

Предложение 2.4. Пусть G — группа Ли. Тогда для каждого
вектора v ∈ Ge существует единственная 1-параметрическая под-
группа φv : R→ G с условием φ′v(0) = v.

C По определению, для всех t, s ∈ R и φ = φv должны выпол-
няться равенства φ(t + s) = φ(t) · φ(s) и φ′(0) = v. Дифференци-
руя первое равенство по s при s = 0, получаем, что должно быть
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φ′(t) = T (lφ(t))(φ′(0)) = T (lφ(t))(v). Это значит, что φ(t), t ∈ R, яв-
ляется интегральной кривой левоинвариантного векторного поля X
с условиями X(e) = v и φ(0) = e. Отсюда и из предложений 2.2 и
2.3 следует существование единственной нужной 1-параметрической
подгруппы φv в G. B

Определение 48. Пусть G — группа Ли и g = Ge — ее алгеб-
ра Ли. Отображение exp : g → G, определенное формулой exp(v) =
φv(1), называется экспоненциальным отображением (для) группы
Ли G.

Предложение 2.5. Пусть G, H — группы Ли, g, h — их алгебры
Ли и f : G → H — гомоморфизм групп Ли. Тогда коммутативна
следующая диаграмма

g
Tfe−−−−→ h

exp

y
yexp

G
f−−−−→ H

C Пусть v ∈ g, φv : R→ G — соответствующая 1-параметрическая
подгруппа в G. Тогда ψ := f ◦ φv — 1-параметрическая подгруппа
в H,

ψ′(0) = (f ◦ φv)′(0) = Tf(φv(0))(φ′(0)) = Tfe(v),

exp(Tfe(v)) = ψ(1) = f(φv(1)) = f(exp(v)). B

Теорема 2.2. Отображение exp : g → G группы Ли G является
диффеоморфизмом в некоторой окрестности нуля {0} ∈ g.

C Пусть v — произвольный вектор из g. Рассмотрим прямую
c(s) = sv, s ∈ R, в g. Очевидно, что при фиксированном s ∈ R,
ψ(t) := φv(st), t ∈ R, — 1-параметрическая подгруппа в G c каса-
тельным вектором ψ′(0) = sv. Поэтому

(exp ◦c)(s) = exp(sv) = φsv(1) = ψ(1) = φv(s).

Дифференцируя это равенство по s при s = 0, получаем

T exp0(c
′(0)) = T exp0(v) = v.

Поэтому T exp0 = Idg вследствие произвола в выборе v ∈ g. Теперь
нужное утверждение следует из теоремы об обратном отображе-
нии. B
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Пусть Gl(n,R) — группа вещественных (n × n)-матриц с нену-
левым определителем. Сопоставляя матрице X ∈ G := Gl(n,R) ее
элементы xij , i, j = 1, . . . , n, расположенные в лексикографическом
порядке, получаем биекцию φ : G → V группы G на открытое под-
множество V := φ(det−1(0)) в Rn2

. Считая φ гомеоморфизмом, а
тройку (G,φ, V ) — картой, видим, что группа G является группой
Ли, так как элементы произведения двух матриц являются много-
членами от элементов сомножителей, а элементы обратной матри-
цы X−1 для X ∈ G — рациональными функциями от элементов
матрицы X. Многообразие G состоит из двух компонент связности,
состоящих соответственно из матриц с положительным определите-
лем и матриц с отрицательным определителем; первая компонента
является связной группой Ли Gl+(n,R), а вторая смежным классом
по подгруппе Gl+(n,R).

Теорема 2.3. Алгебра Ли Ge = gl(n,R) для G = Gl(n,R) совпа-
дает с линейным вещественным пространством M(n,R) всех квад-
ратных вещественных (n × n)-матриц. При этом скобка Ли [A,B]
элементов A,B ∈ gl(n,R) вычисляется по формуле

[A,B] = AB −BA. (2.3)

C Произведение XY , где X,Y ∈M(n,R), линейно по X и Y . По-
этому элемент A ∈ Ge определяет соответствующее левоинвариант-
ное векторное поле A на G по формуле

A(X) = XA, X ∈ G. (2.4)

По той же причине, если A,B ∈ Ge и A, B — соответствующие лево-
инвариантные векторные поля на G, то элементы

αij(X) =
n∑

k=1

xikakj , βlm(X) =
n∑

r=1

xlrbrm (2.5)

матриц XA, XB являются компонентами векторных полей A, B в
точке X относительно указанной ранее карты. Теперь прямое вычис-
ление с использованием формул (1.18) и (2.5) дает уравнение (2.3). B
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Легко доказать
Предложение 2.6. Отображение exp : gl(n,R) → Gl(n,R)

(в смысле определения 48) вычисляется по обычной формуле

exp(A) =
+∞∑

k=0

Ak

k!
, A ∈ gl(n,R).

Пусть V = V (n,R) — вещественное векторное пространство раз-
мерности n.Общая линейная группа Gl(V ) — группа всех веществен-
ных линейных (невырожденных) преобразований пространства V .
Группа Gl(V ) допускает единственную структуру группы Ли такую,
что определяемый выбором произвольного базиса в пространстве V
изоморфизм φ : Gl(V ) → Gl(n,R) абстрактных групп является изо-
морфизмом групп Ли. Алгеброй Ли gl(V ) группы Ли Gl(V ) является
векторное пространство всех линейных эндоморфизмов A : V → V
со скобкой (2.3).

Определение 49. Гомоморфизм групп Ли f : G → Gl(V ) (ал-
гебр Ли φ : g → gl(V )) называется представлением группы Ли G
(соответственно, алгебры Ли g) в пространстве V . Представление
f (соответственно, φ) называется точным, если оно является моно-
морфизмом, и неприводимым, если не имеет нетривиальных инва-
риантных подпространств в V .

Предложение 2.7. Пусть G — группа Ли, g ∈ G, I(g) : G → G,
где I(g)(g′) = gg′g−1, g′ ∈ G. Тогда

1) I(g) : G → G — внутренний автоморфизм группы Ли G;
2) линейное отображение Ad(g) := TI(g)e : Ge → Ge — автомор-

физм алгебры Ли (Ge, [·, ·]) группы Ли G;
3) отображение g ∈ G → Ad(g) — гомоморфизм группы Ли в

группу Ли Aut(Ge, [·, ·]) всех автоморфизмов алгебры Ли (Ge, [·, ·])
группы Ли G, и, следовательно, является представлением группы
Ли G в векторном пространстве Ge.

C 1) Очевидно, I(g−1) = I(g)−1,

I(g)(g1g2) = g(g1g2)g−1 =
(
gg1g

−1
)(

gg2g
−1

)
= I(g)(g1)I(g)(g2),

т. е. I(g) — автоморфизм абстрактной группы G. Из определения
группы Ли следует, что I(g) — диффеоморфизм. Следовательно,
I(g) — автоморфизм группы Ли G.
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2) Это частный случай теоремы 2.1.
3) Заметим сначала, что Aut(Ge, [·, ·]) — замкнутая подгруппа

группы Ли Gl(Ge) и поэтому вследствие теоремы 2.7 является под-
группой Ли группы Ли Gl(Ge). Очевидно, что

I(g1g2)(g) = (g1g2)g(g1g2)−1 = g1

(
g2gg−1

2

)
g−1
1 = I(g1)

(
I(g2)(g))

для любых элементов g, g1, g2 ∈ G. Тогда вследствие свойств диффе-
ренциалов гладких отображений и тождества I(g)(e) = e

Ad(g1g2) = T (I(g1g2))e = T (I(g1)I(g2))e =

= T (I(g1))eT (I(g2))e = Ad(g1) Ad(g2),

т. е. Ad : G → Gl(Ge) — гомоморфизм абстрактных групп. Из опре-
деления группы Ли следует, что Ad — гладкое отображение и поэто-
му — гомоморфизм групп Ли и следовательно представление группы
Ли G в векторном пространстве Ge. Из последнего утверждения тео-
ремы 2.1 следует, что Ad — гомоморфизм группы Ли G в группу Ли
всех автоморфизмов алгебры Ли (Ge, [·, ·]). B

Определение 50. Представление Ad : g ∈ G → Ad(g) называет-
ся присоединенным представлением группы Ли G, а его дифферен-
циал ad = (T (Ad))e — присоединенным представлением алгебры Ли
(Ge, [·, ·]) группы Ли G.

Следующая наша цель — вычислить ad.
Теорема 2.4. При отождествлении левоинвариантных вектор-

ных полей X и Y на группе Ли G с их значениями в e,

ad(X)(Y ) = [X, Y ]. (2.6)

C Пусть φ(t), ψ(s), t, s ∈ R, — 1-параметрические подгруппы в G,
определенные полями X и Y как в предложении 2.3. Тогда

I(φ(t))(ψ(s)) = φ(t)ψ(s)φ(−t);

Ad(φ(t))(Y ) = T (I(φ(t)))e(ψ′(0)) =

= (T (rφ(−t)) ◦ T (lφ(t)))(Y ) = T (rφ(−t))(Y ).

Вследствие формулы (2.2) T (rφ(−t))(Y ) = T (Ψ−t)(Y ), где Ψ — поток
поля X. Таким образом,

Ad(φ(t))(Y ) = T (Ψ−t)(Y ). (2.7)
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Тогда на основании предложения 1.10

ad(X)(Y ) = (Ad(φ(t))(Y ))′(0) = lim
t→0

1
t

[
T (Ψ−t)(Y )− Y

]
=

= − lim
t→0

1
t

[
Y − T (Ψ−t)(Y )

]
= −[−X, Y ] = [X,Y ]. B

На основании предложений 2.5, 2.6 и теоремы 2.4 получаем

Следствие 2.2. Для каждого элемента X из алгебры Ли g груп-
пы Ли G Ad(exp(tX)) = exp(t ad(X)), t ∈ R.

Теорема 2.5. Пусть X и Y (соответственно, X̃ и Ỹ ) — левоин-
вариантные (правоинвариантные) векторные поля на группе Ли G;
причем

X̃(e) = X(e), Ỹ (e) = Y (e). (2.8)

Тогда [
X̃, Ỹ

]
(e) = −[X, Y ](e).

C Пусть φ(t), ψ(s), t, s ∈ R, — 1-параметрические подгруппы
в G, являющиеся интегральными кривыми векторных полей X и Y .
Вследствие равенств (2.8) и

φ(t + s) = φ(t)φ(s) = φ(s)φ(t),

ψ(t + s) = ψ(t)ψ(s) = ψ(s)ψ(t)

получим, что φ(t), ψ(s), t, s ∈ R, являются также интегральными
кривыми векторных полей X̃ и Ỹ . Из вычислений в доказательстве
теоремы 2.4 для X, Y и аналогичных им вычислений для X̃, Ỹ по-
лучим равенства

[X,Y ](e) = ad(X)(Y ) = −[
X̃, Ỹ

]
(e). B

Позже нам будет нужно следующее предложение.

Предложение 2.8. Пусть g — алгебра Ли группы Ли G,
X, Y ∈ g и [X, Y ] = 0. Тогда для любых чисел t, s ∈ R, элементы
exp(tX), exp(sY ) ∈ G коммутируют.
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C Вследствие предложений 2.5, 2.7, следствия 2.2, теоремы 2.4 и
предложения 2.6

exp(tX) exp(sY ) exp(−tX) = I(exp(tX))(exp(sY )) =

= exp
(
TI(exp(tX))e(sY )

)
= exp

(
s Ad(exp(tX)(Y ))

)
=

=exp
(
s exp(ad(tX))(Y )

)
=exp

(
s

(
Y +

+∞∑

k=1

ad(tX)k(Y )
k!

))
=exp(sY ). B

Определение 51. Подгруппа H ⊂ G группы Ли G, являющаяся
гладким (виртуальным) подмногообразием в G, называется (вирту-
альной) подгруппой Ли (группы Ли G).

На основании определений 7, 51 и теорем 1.5, 1.6 получаем
Теорема 2.6. Каждая подалгебра Ли h алгебры Ли g = Ge груп-

пы Ли G определяет левоинвариантное инволютивное распределение
D = D(h) = {T lg(h), g ∈ G}. Слой H слоения F (D), содержащий
единицу e ∈ G, является связной виртуальной подгруппой Ли. Об-
ратно, для каждой связной виртуальной подгруппы Ли H ⊂ G каса-
тельное пространство He = h является подалгеброй Ли h ⊂ g. При
этом H является подгруппой Ли группы Ли G тогда и только то-
гда, когда H замкнута в G. В общем случае H является группой Ли
относительно слоевой топологии.

В предложении 2.2.6 и теореме 2.27 из книги [1] дается достаточно
короткое доказательство следующей теоремы Картана, являющей-
ся естественным дополнением теоремы 2.6.

Теорема 2.7. Всякая замкнутая (в топологическом смысле) под-
группа H группы Ли G является (под)группой Ли.

Используя теоремы 2.6 и 2.7, получаем
Следствие 2.3. Пересечение любого набора подгрупп Ли дан-

ной группы Ли G также является подгруппой группы Ли G. Под-
множества SL(n,R) ⊂ GL(n,R) и O(n) ⊂ GL(n,R), состоящие со-
ответственно из матриц с определителем 1 и ортогональных матриц
(т. е. X ∈ GL(n,R) таких, что XXt = E = e), являются замкнутыми
подгруппами и следовательно подгруппами Ли группы Ли GL(n,R).
При этом пересечение O+(n) = O(n) ∩ SL(n,R) является (открыто-
замкнутой) компонентой связности единицы группы Ли O(n).

Вещественное векторное пространство V (n,R, (·, ·)) размерно-
сти n со скалярным произведением (·, ·) будем называть n-мерным
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евклидовым пространством и обозначать En. В этом случае ком-
пактная подгруппа Ли O(V ) ⊂ Gl(V ) (соответственно, O+(V ) ⊂
Gl(V )) всех линейных (соответственно, сохраняющих произволь-
ную ориентацию пространства V ) преобразований пространства V ,
сохраняющих скалярное произведение (·, ·), изоморфна группе Ли
O(n) (соответственно, O+(n)).

Некоторую дополнительную информацию о группах и алгебрах
Ли можно найти в книгах [1, 56].

2.2. Гладкие действия групп Ли

Гладкие многообразия и группы Ли связаны важным понятием
гладкого действия. Это понятие неявно применялось ранее и неод-
нократно применяется в дальнейшем в разных ситуациях, которые
уместно рассмотреть здесь с единой точки зрения.

Определение 52. Гладкое (левое) действие группы Ли G на
гладком многообразии M — гладкое отображение µ : G ×M → M ,
µ : (g, x) ∈ G×M → g(x) ∈ M такое, что для всех элементов g1, g2 ∈
G, x ∈ M , e(x) = x, (g1 · g2)(x) = g1(g2(x)). Похоже определяется
гладкое правое действие.

Ясно, что для коммутативной группы Ли понятия правого и ле-
вого действия совпадают. Потоки полных гладких векторных полей
на гладких многообразиях, в том числе геодезические потоки и по-
токи киллинговых векторных полей на полных римановых многооб-
разиях являются примерами гладкого действия аддитивной группы
вещественных чисел. Операцию умножения в группе Ли можно тол-
ковать одновременно как гладкое левое и гладкое правое действия
на себе.

Определение 53. Пусть задано гладкое левое действие µ : G ×
M → M группы Ли G. Стабилизатором точки x ∈ M относительно
действия µ называется множество Gx = {g ∈ G : g(x) = x}. Дейст-
вие µ называется (почти) свободным, если для каждой точки x ∈ M ,
Gx = {e} (соответственно, Gx дискретно). Действие µ называется
(почти) эффективным, если GM = ∩x∈MGx = {e} (соответствен-
но, GM дискретно).

Ясно, что множества Gx, x ∈ M , и GM являются замкнутыми
подгруппами группы Ли, и поэтому подгруппами Ли вследствие тео-
ремы 2.7. Другие названия группы Gx — стационарная подгруппа
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точки x, подгруппа изотропии точки x ; группа T (Gx)={Tg, g∈Gx}
называется линейной группой изотропии. Группа GM называется
ядром неэффективности действия µ. Ясно, что GM является нор-
мальной подгруппой Ли группы Ли G, всякое свободное действие
эффективно, а каждое почти свободное действие почти эффектив-
но. Действие µ индуцирует некоторое гладкое эффективное действие
группы Ли G/GM на M .

Определение 54. Орбитой точки x ∈ M относительно гладко-
го действия µ : G × M → M группы Ли G называется множество
Ox = {g(x) : g ∈ G}. Действие µ называется (просто) транзитив-
ным, если Ox = M для некоторой точки x ∈ M (и действие µ сво-
бодно).

Определение гладких транзитивных и просто транзитивных дей-
ствий групп Ли на гладких многообразиях является основой понятия
однородного пространства. Однородные пространства рассматрива-
ются в разделе 4.2.

2.3. Основные свойства алгебр Ли

2.3.1. Связь с матричными алгебрами Ли. Немаловажно
то, что любая алгебра Ли изоморфна некоторой матричной алгебре.
Точнее имеет место следующая

Теорема 2.8 (теорема Адо [30]). Каждая конечномерная ал-
гебра Ли имеет точное конечномерное представление.

Короткое доказательство теоремы Адо с использованием уни-
версальных обертывающих алгебр (см. [38]) дано в статье [183]
Ю. А. Неретина.

Мы видели, что каждая группа Ли G единственным образом
определяет ее (конечномерную) алгебру Ли (LG, [·, ·]). На основа-
нии теорем 2.6 и 2.8 не столь трудно получить в некотором смысле
обратное утверждение:

Теорема 2.9 (третья теорема С. Ли). Для любой конечно-
мерной алгебры Ли (L, [·, ·]) существует единственная с точностью
до изоморфизма связная односвязная группа Ли G с алгеброй Ли
(LG, [·, ·]), изоморфной (L, [·, ·]).

2.3.2. Важные классы алгебр Ли и структурные резуль-
таты. Среди подалгебр Ли заданной алгебры Ли важное значение
имеют идеалы.
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Определение 55. Векторное подпространство f алгебры Ли g

называется идеалом алгебры Ли g, если [X, Y ] ∈ f для любых эле-
ментов X ∈ g, Y ∈ f.

Определение 56. Говорят, что g — полупростая алгебра Ли, ес-
ли единственным ее коммутативным идеалом является {0}. Неком-
мутативная алгебра Ли g называется простой, если dim g > 1 и g не
имеет других идеалов, кроме g и {0}. Группа Ли с простой (соответ-
ственно, полупростой) алгеброй Ли называется простой (соответ-
ственно, полупростой) группой Ли.

Центром алгебры Ли g называется множество C(g) = {X ∈
g| [X, Y ] = 0 для всех Y ∈ g}. Легко доказывается следующее пред-
ложение.

Предложение 2.9. Каждый идеал алгебры Ли g является ее
подалгеброй Ли. Центр C(g) ⊂ g является коммутативным идеалом
алгебры g. Всякая простая алгебра Ли полупроста. Всякая нетриви-
альная полупростая алгебра имеет размерность не меньше 3.

Для каждой алгебры Ли g определяется множество важных по-
далгебр и идеалов.

Определение 57. Пусть k — подалгебра алгебры Ли g. Опреде-
лим формулами

cg(k) =
{
X ∈ g

∣∣ [X, Y ] = 0 для всех Y ∈ k
}
,

ng(k) =
{
X ∈ g

∣∣ [X,Y ] ⊂ k для всех Y ∈ k
}
,

соответственно централизатор и нормализатор подалгебры k в ал-
гебре Ли g.

Нетрудно понять, что cg(k) ⊂ ng(k), а cg(g) — центр алгебры Ли g.
Из определения 57 и тождества Якоби также следует

Предложение 2.10. Для всякой подалгебры Ли k алгебры Ли g

множества cg(k) и ng(k) являются подалгебрами Ли в g, а k — идеал
в ng(k).

Рассмотрим произвольную алгебру Ли g. Если V , W — линейные
подпространства в g, то [V,W ] обозначает линейную оболочку всех
векторов вида [v, w], где v ∈ V и w ∈ W .

Важным идеалом в алгебре Ли g является ее производная алгебра,
определяемая равенством g′ = [g, g]. Кроме того, можно определить
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линейные подпространства gk для всех неотрицательных целых чи-
сел k следующим образом:

g0 = g, g1 = [g, g], . . . , gk+1 = [g, gk], . . .

Из формулы Якоби следует, что gk+1 ⊂ gk, k > 0, и каждое подпро-
странство gk является идеалом в алгебре Ли g. Отметим, что g1 = g′.

Определение 58. Алгебра Ли g называется нильпотентной
ступени k, если gk = {0} и gk−1 6= {0}. Она нильпотентна, если она
нильпотентна некоторой ступени k. Связная группа Ли G называет-
ся нильпотентной (ступени k), если ее алгебра Ли нильпотентна
(ступени k).

Пример 7. Каждая коммутативная алгебра Ли нильпотентна
ступени 1.

Отметим, что для нильпотентной алгебры Ли g ступени k подал-
гебра gk−1 6= {0} содержится (по определению gk = {0}) в центре g.
Следовательно, любая нильпотентная алгебра Ли имеет нетривиаль-
ный центр.

Теорема 2.10 (теорема Энгеля [57]). Алгебра Ли g нильпо-
тентна тогда и только тогда, когда для каждого X ∈ g, оператор
adX : g → g нильпотентен.

Для алгебры Ли g можно определить также последовательность
ее идеалов

g0 = g, g1 = [g0, g0], . . . , gl+1 = [gl, gl], . . .

Определение 59. Алгебра Ли g называется разрешимой (сту-
пени k > 1), если существуют числа l со свойством gl = {0}, и k —
наименьшее из таких чисел. Связная группа Ли G называется раз-
решимой (ступени k), если ее алгебра Ли разрешима (ступени k).

Ясно, что каждая нильпотентная, в частности, коммутативная
алгебра Ли разрешима. Можно доказать, что сумма двух разреши-
мых (нильпотентных) идеалов в заданной алгебре Ли также являет-
ся разрешимым (соответственно, нильпотентным) идеалом. Поэтому
корректно следующее

Определение 60. Радикалом rad = rad(g) (нильрадикалом
nilrad = nilrad(g)) алгебры Ли g называется наибольший разреши-
мый (соответственно, наибольший нильпотентный) идеал в g.
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Теорема 2.11 (теорема Леви — Мальцева [57]). Для каж-
дой алгебры Ли g существует полупростая подалгебра s ⊂ g такая,
что имеет место разложение g = rad(g)⊕ s (прямая сумма линейных
пространств). Любые две подалгебры с таким свойством переводят-
ся друг в друга автоморфизмами алгебры g, сохраняющими ради-
кал rad(g).

Если алгебра Ли g разрешима, то nilrad⊃g′=[g, g], поскольку g′ —
нильпотентный идеал в разрешимой алгебре g [57].

Определение 61. Пусть g — произвольная алгебра Ли. Выра-
жение

B(X, Y ) = Bg(X,Y ) = trace(ad X ◦ adY ), X, Y ∈ g,

где ad X(Y ) = [X, Y ], называется формой Киллинга на g.

Нетрудно доказать следующее предложение.

Предложение 2.11. Форма Киллинга билинейна, симметрична
и инвариантна относительно всех автоморфизмов соответствующей
алгебры Ли.

Теорема 2.12 (критерий Картана [30]). Алгебра Ли g раз-
решима тогда и только тогда, когда Bg([X,Y ], Z) = 0 для всех
X, Y, Z ∈ g (Bg([g, g], g) = 0, другими словами).

Теорема 2.13 (критерий полупростоты [30, 57]). Алгебра
Ли g полупроста тогда и только тогда, когда ее форма Киллинга Bg

невырождена.

Определение 62. Алгебра Ли g называется унимодулярной, ес-
ли выполняется равенство trace(ad(X)) = 0 для всех X ∈ g. Группа
Ли G называется унимодулярной, если она допускает двусторонне
инвариантную меру Хаара.

Отметим, что для связной группы Ли G ее унимодулярность эк-
вивалентна унимодулярности алгебры Ли g. В частности, унимоду-
лярными являются все компактные, все полупростые, все связные
нильпотентные группы Ли [58, гл. 10, предложение 1.4].

2.3.3. Автоморфизмы и дифференцирования. Как уже бы-
ло сказано, группа Aut(g) всех автоморфизмов алгебры Ли g есть
замкнутая подгруппа группы Ли Gl(g) и поэтому является группой
Ли.
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Предложение 2.12. 1) Множество Der = Der(g) всех диффе-
ренцирований алгебры Ли g, т. е. линейных отображений D ∈ gl(g)
таких, что

D[X,Y ] = [D(X), Y ] + [X, D(Y )], X, Y ∈ g, (2.9)

является подалгеброй алгебры Ли gl(g).
2) Для любых D ∈ Der, X ∈ g,

[D, adX] = ad(D(X)). (2.10)

Множество Dg := {ad(X) : X ∈ g} — идеал алгебры Ли Der.
3) Алгебра Ли aut(g) группы Ли Aut(g) совпадает с Der.
C 1) Проверяется непосредственно с использованием равенства

[D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1 для D1, D2 ∈ Der ⊂ gl(g).
2) Заметим прежде всего, что тождество Якоби для алгебры Ли g

эквивалентно тому, что все элементы вида adX, X ∈ g, являются
дифференцированиями алгебры Ли g. Формула (2.10) проверяется
непосредственно. Второе утверждение является ее следствием.

3) Пусть γ(t), t ∈ R, — произвольная 1-параметрическая подгруп-
па в GL(g) и γ′(0) = D ∈ gl(g). Соотношение

γ(t)
(
[X, Y ]

)
=

[
γ(t)(X), γ(t)(Y )

]
, X, Y ∈ g, (2.11)

можно переписать в виде

γ(t) ◦ adX = ad(γ(t)X) ◦ γ(t), X ∈ g,

или
γ(t) ◦ ad(·) ◦ γ(−t) = ad ◦γ(t), (2.12)

а равенство (2.10) — в виде

D ◦ ad(·) + ad(·) ◦ (−D) = ad ◦D. (2.13)

Если теперь D ∈ aut(g), то, дифференцируя (2.11), получаем, что

D
(
[X, Y ]

)
=

[
D(X), Y

]
+

[
X, D(Y )

]
,

т. е. D ∈ Der. Если же D ∈ Der и γ(t) = exp(tD), t ∈ R, — (матрич-
ная) экспонента, то выполняется соотношение (2.13), а следователь-
но и (2.12), эквивалентное соотношению (2.11). B
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Определение 63. Дифференцирование D алгебры Ли g называ-
ется внутренним, если D = ad X для некоторого X ∈ g.

Из предыдущего предложения следует, что множество внутрен-
них дифференцирований Dg образует идеал в алгебре всех диффе-
ренцирований Der(g) заданной алгебры Ли g. Следует отметить, что
для некоторых алгебр Ли все дифференцирования исчерпываются
внутренними (это справедливо, например, для полупростых алгебр),
в то время как другие алгебры Ли (например, нильпотентные) заве-
домо имеют дифференцирования, не являющиеся внутренними.

2.4. Группы Ли с левоинвариантными
римановыми метриками

В этом разделе мы применяем полученные в разделе 4.9 форму-
лы для вычисления секционной, скалярной кривизны и кривизны
Риччи однородных римановых многообразий к частному случаю ле-
воинвариантных римановых метрик на группах Ли. Особо рассмат-
риваются нильпотентные группы Ли и группы Ли с биинвариантной
римановой метрикой. Последний случай особенно важен для выяс-
нения структуры компактных алгебр Ли и групп Ли в разделе 2.5.

2.4.1. Связность Леви-Чивита на группе Ли с левоинва-
риантной римановой метрикой.

Определение 64. Риманова метрика (метрический тензор) g
на группе Ли G называется левоинвариантной, если для каждого
элемента h ∈ G, левый перенос lh является изометрией пространст-
ва (G, g).

Ясно, что для определения такой метрики g достаточно выбрать
произвольный ортонормированный базис X1, . . . , Xn в (Ge, g(e)),
или, что то же самое, в алгебре Ли LG всех левоинвариантных век-
торных полей на G. Тогда любое гладкое векторное поле X на G
единственным образом представляется в виде X = ξiXi с гладкими
компонентами-функциями ξi. При этом X левоинвариантно тогда и
только тогда, когда все функции ξi постоянны. Формула (1.25) да-
ет для любых левоинвариантных векторных полей X, Y , Z на G в
обозначении g(X, Y ) := 〈X,Y 〉, что

〈
2∇XY, Z

〉
= X

〈
Y, Z

〉
+ Y

〈
Z,X

〉− Z
〈
X,Y

〉
+

〈
[X, Y ], Z

〉
+

+
〈
[Z, X], Y

〉− 〈
[Y, Z], X

〉
=

〈
[X, Y ], Z

〉
+

〈
[Z, X], Y

〉− 〈
[Y, Z], X

〉
,
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〈∇XY,Z
〉

=
1
2

〈
[X,Y ], Z

〉
+

〈
U(X, Y ), Z

〉
, (2.14)

где для каждого Z ∈ LG,

〈
U(X, Y ), Z

〉
=

1
2

(〈
[Z,X], Y

〉
+

〈
X, [Z, Y ]

〉)
. (2.15)

Ясно, что U(X, Y ) определено корректно, билинейно и симметрич-
но. Так как Z — произвольное левоинвариантное векторное поле, то
отсюда на основании леммы 1.6 следует, что

∇XY =
1
2

[X,Y ] + U(X,Y ). (2.16)

2.4.2. Кривизны группы Ли с левоинвариантной римано-
вой метрикой. В теоремах 4.16, 4.17 и 4.18 соответственно получе-
ны формулы для вычисления секционной кривизны, кривизны Рич-
чи и скалярной кривизны для произвольного однородного простран-
ства M = G/H связной группы Ли G по ее компактной подгруп-
пе H с G-инвариантной римановой метрикой g относительно кано-
нического левого действия группы Ли G на G/H. Формулы даны в
терминах Ad(H)-инвариантного разложения Ge = g = h ⊕ p в пря-
мую сумму и Ad(H)-инвариантного скалярного произведения (·, ·)
на p такого, что каноническое отождествление евклидовых вектор-
ных пространств (p, (·, ·)) и (MH , g(H)) является изометрией. Кроме
того, используется симметричная билинейная форма U : p × p → p

и нижние индексы g, h, p указывают проекции на соответствующие
пространства. Очевидно, в рассматриваемом здесь случае (G, 〈·, ·〉),
H = {e}, h = {0}, p = g, (·, ·) = 〈·, ·〉. Далее, сравнение формул (2.15)
и (4.7) показывает, что при отождествлении g = Ge с LG значение
символов U в этих формулах совпадает. Из сказанного следует, что
при использовании упомянутых формул нужно занулить все симво-
лы, содержащие нижний индекс h, убрать нижние индексы g и p,
а (·, ·) заменить на 〈·, ·〉. В результате получим приводимые ниже
формулы.

〈
R(X,Y )Y, X

〉
=

〈
U(X, Y ), U(X,Y )

〉− 〈
U(Y, Y ), U(X,X)

〉−

− 3
4
〈
[X,Y ], [X,Y ]

〉− 1
2

〈
[X, [X,Y ]], Y

〉− 1
2

〈
X, [Y, [Y, X]]

〉
.
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Если X и Y — два левоинвариантных ортогональных единичных
векторных поля на G, то это выражение постоянно и дает секцион-
ную кривизну K(X, Y ).

Кривизна Риччи Ric в направлении левоинвариантного вектор-
ного поля X задается формулой

Ric(X, X) = −1
2

B(X, X)− 1
2

∑

i

∣∣[X, Xi]
∣∣2 +

+
1
4

∑

i,j

〈
[Xi, Xj ], X

〉2 − 〈
[Z,X], X

〉
,

(2.17)

где B — форма Киллинга алгебры Ли g, а Z — левоинвариантное
векторное поле на G, определяемое формулой

Z =
∑

i

U(Xi, Xi). (2.18)

Замечание 5. Из равенства (2.15) ясно, что для любого X ∈ g,
〈Z,X〉 = trace(ad(X)). Это равенство полностью определяет поле Z,
которое поэтому не зависит от выбора базиса {Xi}. Таким образом,
Z = 0 тогда и только тогда, когда алгебра Ли g унимодулярна. От-
метим также, что trace(ad(Z)) = 〈Z,Z〉.

Скалярная кривизна sc задается формулой

sc = −1
4

∑

i,j

∣∣[Xi, Xj ]
∣∣2 − 1

2

∑

i

B(Xi, Xi)− |Z|2. (2.19)

Вследствие левой инвариантности метрики 〈·, ·〉 достаточно вы-
числить ее кривизны в точке e ∈ G. Из приведенных формул, фор-
мулы (2.15) и теоремы 2.5 получаем

Следствие 2.4. Формулы для секционной, риччиевой и скаляр-
ной кривизн левоинвариантной римановой метрики на группе Ли G
в точке e ∈ G для левоинвариантных и правоинвариантных вектор-
ных полей, ортогональных и единичных в e, совпадают.

2.4.3. Кривизны нильпотентных групповых многообра-
зий. Здесь мы уточним формулы предыдущего раздела для рич-
чиевой и скалярной кривизн нильпотентных групп Ли с левоинва-
риантной римановой метрикой.
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Предложение 2.13. Предположим, что (G, g) — группа Ли с ле-
воинвариантной римановой метрикой, и ее алгебра Ли g = LG ниль-
потентна ступени k. Тогда (g = LG, g(e)) допускает прямое ортого-
нальное разложение в сумму векторных подпространств

g = V0 ⊕ . . .⊕ Vk−1, Vm = gm ª gm+1. (2.20)

Предложение 2.14. Если (g, [·, ·]) — конечномерная нильпотент-
ная алгебра Ли, то

trace ad X = 0, trace ad2X = 0 (2.21)

для каждого элемента X ∈ g.
C Можно выбрать некоторый ортонормированный базис

X1, . . . , Xn, адаптированный к разложению (2.20). Ясно тогда, что
для любого элемента X ∈ g, матрицы линейных отображений adX
и ad2X в этом базисе будут верхними треугольными с нулями на
главной диагонали. Следовательно, мы получаем равенства (2.21). B

Вследствие предложения 2.14, замечания 5 и формул (2.17), (2.19)
получаем следующие формулы:

Ric(X, X) = −1
2

∑

i

∣∣[X,Xi]
∣∣2 +

1
4

∑

i,j

〈
[Xi, Xj ], X

〉2
, (2.22)

sc = −1
4

∑

i,j=1

∣∣[Xi, Xj ]
∣∣2. (2.23)

Из этих формул получаем
Следствие 2.5. Если (G, g) — (связная) нильпотентная группа

Ли с левоинвариантной римановой метрикой, то ее скалярная кри-
визна sc неположительна. При этом sc = 0 тогда и только тогда,
когда G коммутативна. В последнем случае и всякая секционная
кривизна равна нулю.

В свою очередь, отсюда вытекает
Следствие 2.6. Если (G, g) — (связная) нильпотентная неком-

мутативная группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой, то
существуют единичные ортогональные векторы X, Y ∈ (LG, 〈·, ·〉)
такие, что Ric(X,X) < 0 и K(X, Y ) < 0.

Интересно, что верно и противоположное утверждение.
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Предложение 2.15. Если (G, g) — связная нильпотентная груп-
па Ли ступени k > 1, то Ric(X, X) > 0 для каждого единичного
вектора X ∈ (LG)k−1. Как следствие, существует единичный орто-
гональный к X вектор Y ∈ (LG, 〈·, ·〉) такой, что K(X, Y ) > 0.

C Ясно, что [Xi, X] ∈ LGk = {0} для каждого вектора Xi, так
что формула (2.22) принимает вид

Ric(X, X) =
1
4

n∑

i,j=1

〈
[Xi, Xj ], X

〉2
.

Очевидно, что это число положительно. Теперь очевидно и второе
утверждение. B

2.4.4. Кривизны биинвариантных римановых метрик на
группах Ли.

Определение 65. Пусть G — связная группа Ли, а K — ее связ-
ная подгруппа Ли с алгеброй Ли k ⊂ g = LG. Левоинвариантная ри-
манова метрика на группе Ли G называется K-правоинвариантной,
если она инвариантна относительно правых сдвигов на элементы
подгруппы K; в случае K = G такая метрика называется биинва-
риантной.

Предложение 2.16. Риманова метрика g = 〈·, ·〉 на связной
группе Ли G удовлетворяет условиям определения 65 тогда и толь-
ко тогда, когда 〈U(X,Y ), k〉 = 0 для любых X, Y ∈ g, т. е. оператор
ad(Z) : g → g кососимметричен для всех Z ∈ k. При этом U(X, Y ) = 0
для любых X, Y ∈ k.

C Нетрудно видеть, что преобразования Ψt, t ∈ R, заданные про-
извольным элементом Z ∈ k, состоят из правых сдвигов на элементы
подгруппы Ли K. Поэтому метрика 〈·, ·〉 на группе Ли G K-право-
инвариантна относительно связной подгруппы Ли K тогда и только
тогда, когда всякое такое поле Z является киллинговым векторным
полем на (G, 〈·, ·〉). Поэтому вследствие теоремы 3.2 левоинвариант-
ная метрика 〈·, ·〉 на G K-правоинвариантна тогда и только тогда,
когда
〈
U(X, Y ), Z

〉
=

1
2

(〈
[Z, X], Y

〉
+

〈
X, [Z, Y ]

〉)
=

1
2

Z〈X, Y 〉 = 0 (2.24)

для всех X, Y ∈ LG, Z ∈ k. Пусть g = k⊕m — 〈·, ·〉-ортогональное раз-
ложение в прямую сумму векторных пространств. Полагая X ∈ m,
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Y, Z ∈ k в формуле (2.24), видим, что [k,m] ⊂ m, так как [k, k] ⊂ k.
Поэтому, полагая Z ∈ m, X,Y ∈ k в формуле (2.24), получаем, что
〈U(X,Y ), Z〉 = 0 и, следовательно, U(X, Y ) = 0. B

На основании предложения 2.16 и уравнения (2.16) получаем
Следствие 2.7. В условиях определения 65, для любых вектор-

ных полей X, Y ∈ k ⊂ LG,

∇XY =
1
2

[X, Y ]. (2.25)

Отсюда и из теоремы Хопфа — Ринова 1.21 вытекает
Следствие 2.8. Для каждого левоинвариантного векторного по-

ля X на группе Ли c биинвариантной римановой метрикой∇XX = 0.
Геодезическими такой метрики являются 1-параметрические под-
группы и их левые и правые сдвиги, exp = Expe; если группа Ли G
связна, то отображение exp : g → G сюръективно.

Теорема 2.14. Для любой пары единичных и ортогональных
векторных полей X,Y ∈ k на группе Ли G c левоинвариантной и
K-правоинвариантной римановой метрикой соответствующая секци-
онная кривизна вычисляется по формуле

K(X, Y ) =
1
4

∣∣[X, Y ]
∣∣2. (2.26)

Теорема 2.15. Пусть X = X1, . . . , Xn — ортонормированный
базис левоинвариантных векторных полей на связной группе Ли G
c биинвариантной римановой метрикой 〈·, ·〉. Тогда

Ric(X, X) = −1
4

B(X, X) =
1
4

∑

i

〈
[X, Xi], [X, Xi]

〉
(2.27)

для каждого X ∈ k. При этом Ric(X,X) = 0 тогда и только тогда,
когда X — центральный элемент алгебры Ли (LG, [·, ·]). Если метри-
ка 〈·, ·〉 биинвариантна, то алгебра Ли (LG, [·, ·]) имеет тривиальный
центр тогда и только тогда, когда кривизна Риччи такой метрики
положительна; при этом группа Ли G компактна и имеет конечную
фундаментальную группу.

C Первое равенство в (2.27) есть непосредственное следствие тео-
ремы 4.19. Второе равенство следует из первого, определения формы
Киллинга и предложения 2.16. Отсюда и из теоремы Майерса 1.22
следуют остальные утверждения. B
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Теорема 2.16 (теорема Г. Вейля). Если форма Киллинга ал-
гебры Ли связной группы Ли G отрицательно определена, то G ком-
пактна и имеет конечную фундаментальную группу. Как следствие,
ее универсальная накрывающая группа Ли G̃ компактна.

C Очевидно, скалярное произведение на Ge распространяется до
биинвариантной римановой метрики на группе Ли G тогда и толь-
ко тогда, когда оно инвариантно относительно всех автоморфизмов
Ad(g), g ∈ G, алгебры Ли (Ge, [·, ·]). Тогда вследствие предложе-
ний 2.11, 2.16, теоремы 2.4 и условий теоремы скалярное произве-
дение −B распространяется до биинвариантной метрики на группе
Ли G. Из теоремы 2.15 вытекает первое утверждение, а из него —
второе. B

Из теоремы 2.15 непосредственно вытекает
Следствие 2.9. Скалярная кривизна биинвариантной римано-

вой метрики 〈·, ·〉 на связной группе Ли G в произвольном ортонор-
мированном базисе X1, . . . , Xn левоинвариантных векторных полей
на (G, 〈·, ·〉) вычисляется по формуле

sc =
1
4

n∑

j,k=1

∣∣[Xj , Xk]
∣∣2.

Она неотрицательна, а равна нулю тогда и только тогда, когда груп-
па Ли G коммутативна.

Приведем еще одно следствие из теоремы 2.15.
Следствие 2.10. Пусть G — полупростая (не обязательно ком-

пактная) группа Ли, K — ее компактная подгруппа, k ⊂ g — соответ-
ствующие алгебры Ли. Тогда ограничение на k формы Киллинга Bg

алгебры Ли g отрицательно определено.
C Выбирая произвольное скалярное произведение на алгебре

Ли g и усредняя его по действию компактной группы AdG(K),
получаем некоторое Ad(K)-инвариантное скалярное произведение
(·, ·), которое порождает на группе G левоинвариантную и K-пра-
воинвариантной риманову метрику. Пусть X = X1, . . . , Xn — (·, ·)-
ортонормированный базис в алгебре Ли g. Поскольку центр ал-
гебры g тривиален, то по предложению 2.16 и определению фор-
мы Киллинга получаем, что Bg(X, X) =

∑
i([X, [X,Xi], Xi) =

−∑
i([X, Xi], [X, Xi]) < 0 для любого нетривиального X ∈ k. B
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2.5. Компактные алгебры Ли и группы Ли

2.5.1. Компактные алгебры Ли.
Определение 66. Алгебра Ли g называется компактной, если

существует компактная группа Ли G с алгеброй Ли g.
Определение 67. Билинейная симметричная форма 〈·, ·〉 на ал-

гебре Ли g называется инвариантной, если
〈
[Z,X], Y

〉
+

〈
X, [Z, Y ]

〉
= 0

для любых X, Y, Z ∈ g.
Далее в этом разделе рассматриваются алгебры Ли g с фикси-

рованным инвариантным (положительно определенным) скалярным
произведением 〈·, ·〉.

Предложение 2.17. Ортогональное дополнение идеала алгебры
Ли само является идеалом.

C Пусть f — идеал алгебры Ли g. Тогда вследствие определения 67
для любых элементов X ∈ g, Y ∈ f, Z ∈ f⊥, получаем

〈
[X,Z], Y

〉
= −〈

Z, [X,Y ]
〉

= 0,

т. е. [X, Z] ∈ f⊥ и f⊥ — идеал алгебры Ли g. B
Предложение 2.18. Центр z алгебры Ли g является ее макси-

мальным коммутативным идеалом.
C По предложению 2.9 z — идеал алгебры Ли g. Пусть f — произ-

вольный коммутативный идеал алгебры g. Тогда g = f⊕ f⊥ и вслед-
ствие предложения 2.17 для любых элементов X, Y ∈ f, Z ∈ f⊥,
[X, Z] ∈ f ∩ f⊥ = {0} и [X, Y ] = 0 вследствие коммутативности идеа-
ла f. Следовательно, X ∈ z и f ⊂ z. B

Теорема 2.17. Каждая алгебра Ли g с (произвольным) инва-
риантным скалярным произведением представляется в виде прямой
ортогональной суммы идеалов g = z⊕ l, где z — центр алгебры Ли g,
а l — полупростая алгебра Ли. Кроме того, l представляется в виде
прямой ортогональной суммы идеалов, являющихся простыми ал-
гебрами Ли.

C Положим l := z⊥. Тогда l — идеал алгебры Ли g вследствие
предложений 2.9, 2.17 и g = z ⊕ l. При этом вследствие предложе-
ния 2.18, идеал l — полупростая алгебра Ли. Последнее утверждение
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доказывается индукцией по размерности алгебры Ли l на основании
предложения 2.17. B

Предложение 2.19. Каждая компактная алгебра Ли допускает
инвариантное скалярное произведение.

C Пусть g — компактная алгебра Ли. По определению существует
компактная связная группа Ли G с алгеброй Ли g. Возьмем произ-
вольное скалярное произведение (·, ·) на g = Ge и продолжим его до
левоинвариантной римановой метрики на G, сохранив обозначение.
Вследствие компактности G на G существует биинвариантная мера
Хаара — Лебега dg с условием

∫
G

1dg = 1. Ясно, что формула

〈u, v〉 :=
∫

G

(
Trg(u), T rg(v)

)
dg, u, v ∈ Gx, x ∈ G,

определяет биинвариантную риманову метрику на G. На основании
предложения 2.16 и формулы (2.15), ее ограничение на g = Ge явля-
ется инвариантным скалярным произведением на g. B

Лемма 2.1. Если g — полупростая алгебра Ли с инвариантным
скалярным произведением 〈·, ·〉, то всякое ее дифференцирование D
с условием 〈

D(X), Y
〉

+
〈
X, D(Y )

〉
= 0 (2.28)

для любых X, Y ∈ g является внутренним.
C Так как алгебра Ли g полупростая, то гомоморфизм алгебр

Ли ad g → Dg (см. п. 2 предложения 2.12) является изоморфизмом.
Пусть 〈·, ·〉 — инвариантное скалярное произведение на g. Из опре-
деления 67 легко выводится, что автоматически Dg ⊂ so(g, 〈·, ·〉).
Вследствие предложения 2.12 Dg — идеал в алгебре Ли aut(g) груп-
пы Ли Aut(g). Пусть A = Aut(g) ∩ SO(g, 〈·, ·〉). Тогда Dg — идеал
в алгебре Ли a группы Ли A. Ясно, что D ∈ a, если D удовле-
творяет условиям леммы. Так как A — компактная группа Ли, то
вследствие предложения 2.19 на a существует некоторое инвариант-
ное скалярное произведение (·, ·). Предположим, что Dg 6= a. Тогда
на основании предложения 2.17, ортогональное относительно (·, ·)
дополнение b := Dg⊥ нетривиально и также является идеалом в a.
Возьмем произвольные ненулевые элементы X ∈ g и D ∈ b. Тогда
[D, ad X] ∈ Dg ∩ b = {0}. С другой стороны, вследствие форму-
лы (2.10) [D, adX] = ad(D(X)). Так как ядро гомоморфизма ad на
g тривиально, то D = 0, противоречие. B
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Теорема 2.18. Алгебра Ли g компактна тогда и только тогда,
когда на g существует инвариантное скалярное произведение.

C Необходимость доказана в предложении 2.19.
Достаточность. Пусть g — алгебра Ли с инвариантным скаляр-

ным произведением 〈·, ·〉. На основании теоремы 2.17, имеется орто-
гональное разложение g = z ⊕ l в прямую сумму идеалов, где z —
центр, а l — полупростая алгебра Ли. Из доказательства леммы 2.1
следует, что алгебра Ли l изоморфна алгебре Ли компактной груп-
пы Ли A = Aut(l)∩SO(l, 〈·, ·〉l). Алгебра Ли z изоморфна алгебре Ли
тора Tm, где m = dim(z). Тогда алгебра Ли g изоморфна алгебре Ли
компактной группы Ли Tm × L и теорема доказана. B

На основании теоремы 2.18 и определения 67 получаем
Следствие 2.11. Подалгебра Ли компактной алгебры Ли явля-

ется компактной алгеброй Ли.
Предложение 2.20. Разрешимая подалгебра Ли компактной ал-

гебры Ли коммутативна.
C Пусть h — разрешимая подалгебра Ли компактной алгебры

Ли g. На основании следствия 2.11, h — компактная алгебра Ли.
Предположим, что h не коммутативна. Тогда вследствие теорем 2.17
и 2.18 h представляется в виде прямой суммы идеалов h = z ⊕ l1 ⊕
. . .⊕ lk, где z — центр алгебры h, а l1, . . . , lk — простые алгебры Ли.
Так как всегда [g, g] является идеалом алгебры Ли g, то вследствие
простоты подалгебр l1, . . . , lk получаем, что

[h, h] = [l1, l1]⊕ . . .⊕ [lk, lk] = l1 ⊕ . . .⊕ lk.

Отсюда следует, что h не может быть разрешимой алгеброй Ли, про-
тиворечие. B

Теорема 2.19. Компактная связная полупростая группа Ли име-
ет конечный центр и конечную фундаментальную группу. При этом
форма Киллинга на ее алгебре Ли отрицательно определена.

C Пусть G — полупростая компактная связная группа Ли. Вслед-
ствие полупростоты и компактности группа G имеет дискретный, а
следовательно конечный центр. По теореме 2.18 ее алгебра Ли g име-
ет некоторое инвариантное скалярное произведение 〈·, ·〉. На основа-
нии предложения 2.16 〈·, ·〉 продолжается до биинвариантной рима-
новой метрики на группе Ли G. Алгебра Ли g имеет тривиальный
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центр вследствие полупростоты. Теперь остальные утверждения сле-
дуют из теоремы 2.15. B

Из предложений 2.11, 2.16 и теорем 2.15, 2.17, 2.18 следует

Теорема 2.20. Алгебра Ли g компактна и полупроста тогда и
только тогда, когда ее форма Киллинга Bg отрицательно определе-
на.

Теорема 2.21. Каждое дифференцирование компактной полу-
простой алгебры Ли является внутренним.

C Вследствие теоремы 2.20 форма Киллинга Bg отрицательно
определена на g. Из предложений 2.11 и 2.12 следует, что скалярное
произведение 〈·, ·〉 = −Bg инвариантно на g, а всякое дифферен-
цирование D алгебры Ли g удовлетворяет условию (2.28). Остается
применить лемму 2.21. B

Из теорем 2.18, 2.17, 2.20, 2.16 и следствия 2.11 непосредственно
вытекает

Теорема 2.22. Каждая компактная алгебра Ли g является ал-
геброй Ли односвязной группы Ли вида G = Rm×G1× . . .×Gk, где
G1, . . . , Gk — компактные односвязные простые группы Ли.

2.5.2. Подалгебры Картана компактных алгебр Ли.

Определение 68. Нильпотентная подалгебра t алгебры Ли g

называется подалгеброй Картана, если ng(t) = t (т. е. она совпадает
со своим нормализатором в g).

Теорема 2.23. Подалгебры Картана компактной алгебры Ли g

совпадают с ее максимальными коммутативными подалгебрами. По-
далгебры Картана алгебры Ли g компактной группы Ли G совпада-
ют с алгебрами Ли максимальных торов в G; при этом присоединен-
ное представление Ad(G) (связной группы Ли G) действует транзи-
тивно на множестве всех подалгебр Картана в g.

C Вследствие определения 68 и предложения 2.20 каждая по-
далгебра Картана t ⊂ g коммутативна. Следовательно, если h —
произвольная коммутативная подалгебра в g, содержащая t, то t ⊂
h ⊂ ngt = t. Тогда t — максимальная коммутативная подалгебра в g.
Предположим, что t — максимальная коммутативная подалгебра в g,
но t 6= ng(t). Тогда на основании предложения 2.10, t — максималь-
ный коммутативный идеал в ng(t) и поэтому для каждого элемента
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X ∈ ng(t), не лежащего в t, Lin(t∪ {X}) — коммутативная подалгеб-
ра Ли в g, что противоречит максимальности t относительно этого
свойства. Первое утверждение доказано.

Докажем второе утверждение. Пусть t — подалгебра Картана в g,
т. е. (вследствие доказанного) ее максимальная коммутативная по-
далгебра. На основании предложения 2.8 для любых чисел t, s ∈ R
и любых векторов X, Y ∈ t элементы exp(tX), exp(sY ) ∈ G коммути-
руют. Тогда наименьшая замкнутая подгруппа T в G, содержащая
элементы такого вида, связна, коммутативна и компактна. По теоре-
ме Картана 2.7 группа T ⊂ G является группой Ли и следовательно
тором. Пусть T ′ ⊃ T — максимальный тор в группе G с (коммутатив-
ной!) алгеброй Ли t′. По построению, t ⊂ t′, и вследствие максималь-
ности t должно выполняться равенство t = t′. Обратно, пусть T —
максимальный тор в G с (коммутативной) алгеброй Ли t. Тогда t

должна быть максимальной коммутативной подалгеброй в g. Ина-
че, применяя только что проведенные рассуждения, можно найти
другой тор T ′ ⊃ T , где T ′ 6= T .

Известно, что для всякого тора T существует элемент g ∈ T та-
кой, что порожденная им подгруппа всюду плотна в T (см., напри-
мер, [1, предложение 4.3]). Поэтому на основании следствия 2.8 суще-
ствует вектор X из его алгебры Ли t такой, что 1-параметрическая
подгруппа exp(tX), t ∈ R, всюду плотна в T . Пусть теперь T1,
T2 — два максимальных тора в компактной группе Ли G c векто-
рами X1, X2 из их алгебр Ли t1, t2 (подалгебр Картана), анало-
гичными вектору X. Из предложения 2.8 следует, что ti — центра-
лизатор Xi в g для i = 1, 2. Так как группа Ли G компактна, то
ее алгебра Ли g допускает Ad(G)-инвариантное (в других терми-
нах, инвариантное) скалярное произведение (·, ·) (см. доказательство
предложения 2.19). Рассмотрим теперь на G непрерывную функцию
f(g) = (X1, Ad(g)(X2)). Поскольку группа G компактна, у этой фун-
кции есть точка абсолютного минимума g0. Значит, для любого Z ∈ g

функция f̃(t) = f(g0 exp(tZ)) достигает минимума в точке t = 0.
Следовательно,

0 = f̃ ′(0) =
(
X1, Ad(g0)([Z, X2])

)
=

=
(
Ad(g−1

0 )X1, [Z, X2]
)

= −(
[Ad(g−1

0 )X1, X2], Z
)
,

поэтому [Ad(g−1
0 )(X1), X2]= [X1,Ad(g0)(X2)]=0. Полученное равен-

ство означает, что Ad(g0)(X2)∈ t1, откуда получаем Ad(g0)(t2)= t1. B
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Теорема 2.24. Пусть G — связная компактная группа Ли. Тогда
любые два максимальных тора в G сопряжены посредством внутрен-
него автоморфизма группы G, любой элемент группы G содержится
в некотором максимальном торе этой группы, любой максимальный
тор в G является максимальной абелевой подгруппой в G, централи-
затор любого тора T ⊂ G является объединением всех максимальных
торов, содержащих T (в частности, он связен).

C Первое утверждение вытекает из теоремы 2.23, а второе — из
предложения 2.19 и следствия 2.8. Третье утверждение доказано в
предложении 4.26 из [1], а четвертое является его следствием. B

Вследствие теорем 2.23 и 2.24 корректно следующее

Определение 69. Размерность максимальной коммутативной
подалгебры компактной алгебры Ли g (соответственно, максималь-
ного тора компактной группы Ли G) называется рангом алгебры
Ли g (компактной группы Ли G) и обозначается rk g (rk G).

Из теоремы 2.23 непосредственно получаем

Предложение 2.21. Пусть g = z⊕ g1⊕ . . .⊕ gk — представление
компактной алгебры Ли g в виде прямой суммы ее центра и простых
алгебр Ли из теоремы 2.17. Тогда всякая подалгебра Картана t ⊂ g

представляется в виде прямой суммы t = z⊕ t1 ⊕ . . .⊕ tk, где ti ⊂ gi,
i = 1, . . . k, — подалгебры Картана.

2.5.3. Корневые системы и группы Вейля.

Определение 70. Целочисленной решеткой тора T с алгеброй
Ли t называется множество exp−1(e), где exp : t → T — экспоненци-
альное отображение.

Пусть g — алгебра Ли компактной группы Ли G с биинвариант-
ной римановой метрикой 〈·, ·〉, T — максимальный тор в G. В книге
Дж. Адамса [1] доказано следующее предложение 4.12.

Предложение 2.22. Алгебра Ли (g, 〈·, ·〉) расщепляется в пря-
мую ортогональную сумму AdT -инвариантных векторных подпро-
странств вида g = t ⊕∑m

i=1 Vi, где Ad T тривиально действует на t,
dim Vi = 2 для i > 1, и действие AdT на Vi (в некотором ортонорми-
рованном базисе {ei,1, ei,2}) задается матрицей

(
cos(2πθi(t)) − sin(2πθi(t))
sin(2πθi(t)) cos(2πθi(t))

)
.
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Здесь θi(t) := θi(exp−1(t)), t ∈ T, корректно определяется линей-
ной формой θi : t → R, принимающей целые значения на целочис-
ленной решетке. При этом (по теореме 5.5 в [1]) формы θi, θj линейно
независимы, если i 6= j.

Определение 71.Формы± θi : t → R называются корнями груп-
пы Ли G.

Замечание 6. В силу теоремы 3.24 из [1] и теоремы 2.24 линей-
ные формы ± θi : t → R однозначно определяются группой Ли G.
Если группа Ли G односвязна (а значит, полупроста), то эти формы
принято называть корнями алгебры Ли g, а корни и систему всех
корней обозначать соответственно малыми греческими буквами и
∆ = ∆(g). Ограничение скалярного произведения 〈·, ·〉 на t позволя-
ет обычным образом отождествлять корни с элементами из t. Тогда
для всякого корня α ∈ ∆(g), α ⊥ Uα := kerα.

Определение 72. Пусть T — максимальный тор компактной
связной группы Ли G с алгеброй Ли t. Группой Вейля W группы G
(соответственно, алгебры Ли t) называется группа тех автоморфиз-
мов тора T (алгебры t), которые являются (соответственно, индуци-
рованы) ограничениями внутренних автоморфизмов группы G.

Предложение 2.23. Группа Вейля W связной компактной груп-
пы Ли G (картановской подалгебры Ли t ⊂ g) изоморфна конечной
группе NG(T )/T , где NG(T ) нормализатор группы T в G. При этом
группа W , с точностью до изоморфизма, не зависит от выбора ком-
пактной связной группы Ли G с данной компактной алгеброй Ли g.

C Достаточно доказать предложение для группы Ли G. Любой
автоморфизм из W имеет вид t→ntn−1, где n∈NG(T ). Следователь-
но, определен соответствующий эпиморфизм f :NG(T )→ W , причем
его ядром является централизатор ZG(T ). Подгруппа NG(T ) замкну-
та в G и, следовательно, компактна. По теореме 2.24 ZG(T ) = T ,
поэтому W ∼= NG(T )/T и W компактна. Ясно, что каждый авто-
морфизм тора T накрывается линейным преобразованием его уни-
версальной накрывающей векторной группы Ли t, сохраняющим це-
лочисленную решетку exp−1(e). Поэтому группа Aut(T ) ⊂ GL(t), а
следовательно и ее подгруппа W , дискретна. Будучи компактной и
дискретной, группа W конечна. Ясно, что группа W действует три-
виально на центре Z(G) ⊂ T группы G. Поэтому действие группы
W на T полностью определяется ее индуцированным действием на
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T/Z(G), т. е. действием группы Вейля полупростой компактной связ-
ной группы Ли G/Z(G) c тривиальным центром на ее максимальном
торе T/Z(G) (см. в связи с этим теорему 2.22). B

На основании замечания 6, предложения 4.37 и теоремы 5.13 в [1]
получаем следующую теорему.

Теорема 2.25. Группа Вейля W подалгебры Картана t ком-
пактной алгебры Ли g переставляет корни из ∆(g) и порождается
(ортогональными относительно 〈·, ·〉t) отражениями в гиперплоско-
стях Uα ⊂ t, α ∈ ∆(g), из замечания 6.

2.5.4. Абстрактные корневые системы.Изложение абстракт-
ных корневых систем может быть найдено во многих источниках
(см., например, [25]).

В этом разделе будем обозначать через Rl l-мерное евклидово
пространство со скалярным произведением (·, ·). Каждый ненулевой
вектор α ∈ Rl определяет отражение σα с плоскостью отражения
(зеркалом) Uα = {β ∈ Rl| (β, α) = 0}. Нетрудно вывести явную фор-
мулу для отражения:

σα(β) = β − 2(β, α)
(α, α)

α.

Определение 73. Конечное множество ∆ ⊂ Rl называется кор-
невой системой, а его элементы — корнями, если линейная оболочка
множества ∆ совпадает с Rl и выполнены следующие два условия:

1) 2(β,α)
(α,α) ∈ Z для всех α, β ∈ ∆;

2) σα(β) = β − 2(β,α)
(α,α) α ∈ ∆ для всех α, β ∈ ∆.

Корневая система называется приведенной, если она удовлетворяет
дополнительному условию

3) если α, β ∈ ∆ и β параллелен α, то β = ±α.
Из условий в этом определении легко следует, что угол между

любыми двумя корневыми векторами может принимать лишь одно
из значений 0, π

6 ,
π
4 ,

π
3 ,

π
2 ,

2π
3 , 3π

4 , 5π
6 , π, а отношение квадратов длин

неортогональных корней приведенной корневой системы может быть
равным только 1, 2 или 3 в зависимости от угла между векторами.

Определение 74. Конечная группа W , порожденная всеми от-
ражениями σα, α ∈ ∆, называется группой Вейля корневой систе-
мы ∆.
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Дополнение в Rl к объединению всех зеркал Uα, α ∈ ∆, распада-
ется на связные компоненты, которые называются открытыми ка-
мерами Вейля, а их замыкания называются просто камерами Вейля.
Легко понять, что группа Вейля W просто транзитивна на множе-
стве камер Вейля. Будем говорить, что вектор α ∈ Rl регулярный,
если он принадлежит открытой камере Вейля, и сингулярный, если
он лежит по крайней мере в одном зеркале.

Множество Π ⊂ ∆ называется системой простых корней (ба-
зисом), если Π является базисом в Rl, и каждый корень β ∈ ∆
можно записать в виде β =

∑
α∈Π kαα, где коэффициенты kα це-

лые, все одновременно неотрицательные или неположительные. При
этом корни с неотрицательными коэффициентами называются по-
ложительными, а с неположительными — отрицательными, в то
время как корни из Π называются простыми. Любая система кор-
ней эффективно восстанавливается по некоторой ее системе простых
корней, которая заведомо существует. Более того, различные систе-
мы простых корней переводятся друг в друга посредством группы
Вейля W .

Пусть α1, α2, . . . , αl — простые корни некоторой системы Π. Мат-
рицей Картана системы Π называется матрица с элементами aij =
2(αi,αj)
(αi,αi)

. Эта матрица содержит всю информацию о корневой систе-
ме ∆. Существует также удобный графический способ выразить ин-
формацию, содержащуюся в матрице Картана — схемы Дынкина.
Рассмотрим граф Γ, вершины которого соответствуют простым кор-
ням (нумеруются как и простые корни). Две различные вершины с
номерами i и j соединяются mi,j ребрами, где mi,j = aij · aji. Если
|aij | > |aji|, то надо добавить стрелку, ведущую от i-ой вершины к
j-ой (т. е. стрелка направлена на более короткий корень, поскольку
(αi, αj) < 0 в таком случае). Снабженный такими дополнительными
отметками граф Γ и называется схемой Дынкина (примеры таких
схем см. в таблице 2).

Определение 75. Приведенная система корней ∆ называется
неприводимой, если ее нельзя разбить на две непустые подсистемы,
чтобы каждый корень одной из подсистем был ортогонален каждому
корню из другой подсистемы.

Отметим, что для неприводимой системы корней ∆ соответству-
ющая группа Вейля W действует неприводимо на Rl. В частности
W -орбита произвольного корня порождает Rl. Можно показать, что
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в неприводимой системе корней встречается не более двух длин кор-
ней, что приводит к понятиям коротких и длинных корней, причем
группа Вейля W действует транзитивно на множестве корней оди-
наковой длины.

Понятно, что классификация приведенных корневых систем сво-
дится к классификации неприводимых корневых систем, которая по-
лучается из классификации неприводимых систем простых корней.
Для каждой неприводимой системы простых корней соответствую-
щая схема Дынкина является связной. На языке схем Дынкина мож-
но изложить и хорошо известную классификацию неприводимых си-
стем простых корней. Существуют четыре бесконечные серии Al, Bl,
Cl и Dl таких систем, а также пять особых систем: F4, E6, E7, E8

и G2. Более подробная информация об этих системах содержится в
таблицах 1 и 2. Необходимо отметить, что существует естественное
взаимно-однозначное соответствие между неприводимыми система-
ми простых корней и простыми комплексными алгебрами Ли, а так-
же с простыми компактными алгебрами Ли.

Таблица 1

Тип g dim g Корни Простые корни

Al (l > 1) l2 +2l εi − εj αi = εi − εi+1 (1 6 i 6 l)

Bl (l > 2) 2l2 + l ±εi ± εj , ±εi
αi = εi − εi+1 (1 6 i < l),
αl = εl

Cl (l > 2) 2l2 + l ±εi ± εj , ±2εi
αi = εi − εi+1 (1 6 i < l),
αl = 2εl

Dl (l > 3) 2l2− l ±εi ± εj
αi = εi − εi+1 (1 6 i < l),
αl = εl−1 + εl

E6 78
εi − εj , ±ε,
εi + εj + εk + ε

αi = εi − εi+1 (1 6 i < 6),
α6 = ε4 + ε5 + ε6 + ε

E7 133
εi − εj ,
εi + εj + εk + εl

αi = εi − εi+1 (1 6 i < 7),
α7 = ε5 + ε6 + ε7 + ε8

E8 248
εi − εj ,
±(εi + εj + εk)

αi = εi − εi+1 (1 6 i < 8),
α8 = ε6 + ε7 + ε8

F4 52
±εi ± εj , ±εi,
(±ε1 ± ε2 ± ε3 ± ε4)/2

α1 = (ε1 − ε2 − ε3 − ε4)/2,
α2 = ε4, α3 = ε3 − ε4,
α4 = ε2 − ε3

G2 14 εi − εj , ±εi α1 = −ε2, α2 = ε2 − ε3

В соответствии с обозначениями в работе [30] мы приведем в таб-
лице 1 классификацию неприводимых корневых систем, что экви-
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валентно классификации простых комплексных алгебр Ли или про-
стых компактных вещественных алгебр Ли (их размерности dim g

также приводятся в таблице). Существуют четыре бесконечные се-
рии Al, Bl, Cl и Dl таких систем, а также пять особых систем: F4,
E6, E7, E8 и G2. Индекс внизу указывает на ранг системы (соответ-
ствующей алгебры Ли).

Таблица 2

Тип g Схема Дынкина Порядок
группы
Вейля

Компактная
алгебра
Ли

Al (l > 1) α1◦ − α2◦ − · · · − αl−1◦ − αl◦ (l + 1)! su(l + 1)

Bl (l > 2) α1◦ − α2◦ − · · · − αl−1◦ ⇒ αl◦ 2l · l! so(2l + 1)

Cl (l > 2) α1◦ − α2◦ − · · · − αl−1◦ ⇐ αl◦ 2l · l! sp(l)

Dl (l > 3)
α1◦ − α2◦ − · · · − αl−2◦

|◦αl

− αl−1◦
2l−1 · l! so(2l)

E6

α1◦ − α2◦ − α3◦
|◦α6

− α4◦ − α5◦
27 · 34 · 5 e6

E7

α1◦ − α2◦ − α3◦ − α4◦
|◦α7

− α5◦ − α6◦
210 ·34 ·5 ·7 e7

E8

α1◦ − α2◦ − α3◦ − α4◦ − α5◦
|◦α8

− α6◦ − α7◦
214 ·35 ·52 ·7 e8

F4
α1◦ − α2◦ ⇐ α3◦ − α4◦ 27 · 32 f4

G2
α1◦ W α2◦ 12 g2

В таблице 1 корни для систем Bl, Cl, Dl и F4 выражены через
некоторый ортонормированный базис (ε1, . . . , εl). Корни для систем
Al, E7, E8 и G2 выражены через векторы ε1, . . . , εl+1, связанные соот-
ношением

∑
i εi = 0. Для этих векторов (εi, εi) = l

l+1 , (εi, εj) = − 1
l+1

при i 6= j. Корни для E6 выражены через векторы ε1, . . . , ε6, постро-
енные как для A5, и ортогональный им вектор ε, удовлетворяющий
условию (ε, ε) = 1/2. Индексы i, j, . . . в записи любого корня счита-
ются различными.

Все корни любой из алгебр Ли Al, Dl, E6, E7, E8 имеют одну и ту
же длину. Корни остальных простых алгебр Ли имеют две различ-
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ные длины, и мы получаем подсистемы ∆l ⊂ ∆ и ∆s ⊂ ∆ всех длин-
ных и всех коротких корней соответственно. Если α ∈ ∆l, β ∈ ∆s

для Bl, Cl, F4 (соответственно, G2), то |α|1 =
√

2 |β|1 (соответственно,
|α|1 =

√
3 |β|1), где |X|1 =

√
〈X, X〉. Во всех случаях корни одинако-

вой длины могут образовывать углы π
3 ,

π
2 ,

2π
3 . Корни разной длины

для Bl, Cl, F4 (соответственно, G2) могут образовывать углы π
4 ,

π
2 ,

3π
4 (соответственно, π

6 ,
π
2 ,

5π
6 ).

В таблице 2 приведены схемы Дынкина для соответствующих
корневых систем, порядки соответствующих групп Вейля и соответ-
ствующие компактные простые алгебры Ли.

2.6. Связь с комплексными алгебрами Ли

Алгебры Ли могут быть определены над любым полем F. Если
характеристика поля отлична от 2, то для таких алгебр Ли разра-
ботана глубокая теория, основы которой замечательно изложены в
книге Дж. Хамфриса [57]. Для геометрических исследований (по-
мимо вещественных алгебр Ли) важную роль играют комплексные
алгебры Ли.

Отличие комплексной алгебры Ли g от вещественной состоит
лишь в том, что g является линейным пространством над полем C.
Умножение на мнимую единицу

√−1 в g порождает естественную
комплексную структуру J , т. е. R-линейный эндоморфизм J алгеб-
ры Ли g такой, что J2 = − Id. Комплексную алгебру Ли g мож-
но рассматривать и как алгебру Ли над полем вещественных чисел
(операция коммутирования при этом наследуется). Получающаяся
таким образом вещественная алгебра Ли gR обладает комплексной
структурой J и называется овеществлением комплексной алгебры
Ли g. С другой стороны, если g0 — вещественная алгебра Ли, то
g0 ⊗ C естественным образом снабжается структурой алгебры Ли:
для X +

√−1Y, U +
√−1V ∈ g0 ⊗ C определим коммутатор по фор-

муле [X +
√−1Y, U +

√−1V ] = [X, U ]− [Y, V ] +
√−1([X, V ] + [Y, U ]).

Полученная таким образом комплексная алгебра Ли g = gC0 называ-
ется комплексификацией алгебры Ли g0.

Определение 76. Пусть g — комплексная алгебра Ли. Веще-
ственная форма алгебры g — это такая подалгебра g0 вещественной
алгебры Ли gR, что gC0 изоморфна g. В таком случае каждый Z ∈ g

однозначно записывается в виде Z = X +
√−1Y , где X, Y ∈ g0.
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Отметим, что существуют комплексные алгебры Ли, не обладаю-
щие вещественной формой. Но любая полупростая комплексная ал-
гебра Ли имеет вещественную форму и даже не одну. Подробнее о
вещественных формах можно узнать из гл. III книги [58] или из [30].

Отметим, что каждая комплексная полупростая алгебра Ли g по-
рождает абстрактную корневую систему, по которой может быть од-
нозначна восстановлена [57, 58]. Используя инвариантность и невы-
рожденность формы Киллинга, g можно разложить в прямую сумму
простых (т. е. не имеющих собственных идеалов) алгебр Ли. Корне-
вые системы простых алгебр Ли являются неприводимыми. Клас-
сификация таких систем по сути эквивалентна классификации про-
стых комплексных алгебр Ли. Более подробно об этом можно про-
читать в книгах [30, 57, 58].

Примечательно также, что каждая полупростая комплексная ал-
гебра Ли имеет компактную вещественную форму (см. теорему 6.3
в [58]). Более того, любые две компактные вещественные формы по-
лупростой комплексной алгебры Ли сопряжены, т. е. переводятся
друг в друга внутренними автоморфизмами алгебры (теорема 1.2 в
[30, гл. 4]). Поэтому классификация компактных простых алгебр Ли
может быть легко получена из классификации простых комплексных
алгебр Ли.

2.7. Инвариантные нормы и скалярные
произведения на алгебрах Ли

В этом разделе, следуя работе [19], мы приведем результаты о
связи между инвариантными нормами и скалярными произведения-
ми на алгебре Ли g с нормами и скалярными произведениями, задан-
ными на некоторой картановской подалгебре t ⊂ g и инвариантными
относительно соответствующей группы Вейля.

Пусть V — конечномерное векторное пространство над полем ве-
щественных чисел, F — некоторая компактная группа преобразо-
ваний пространства V . Рассмотрим некоторую норму | · | : V → R
(скалярное произведение (·, ·) : V × V → R) на V . Будем говорить,
что | · | инвариантна относительно группы F , если |X| = |f(X)| для
всех X ∈ V и всех f ∈ F . Аналогично, будем говорить, что ска-
лярное произведение (·, ·) инвариантно относительно группы F , если
(X,Y ) = (f(X), f(Y )) для всех X, Y ∈ V и f ∈ F .
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Замечание 7. Если норма | · | евклидова, т. е. порождена неко-
торым скалярным произведением (·, ·), то ее инвариантность относи-
тельно группы F равносильна инвариантности относительно F по-
рождающего ее скалярного произведения. Действительно,

2(f(X), f(Y ))− 2(X, Y ) = (f(X + Y ), f(X + Y ))− (f(X), f(X))−
− (f(Y ), f(Y ))− (X + Y, X + Y ) + (X,X) + (Y, Y ).

Далее мы будем рассматривать инвариантные нормы | · | и ин-
вариантные скалярные произведения (·, ·) на алгебре Ли g, подра-
зумевая инвариантность относительно группы внутренних автомор-
физмов Int(g), порожденной элементами exp(ad(X)), X ∈ g. Ес-
ли G — компактная связная группа Ли с касательной алгеброй
Ли g, то Int(g) = Ad(G) вследствие предложения 2.7, теоремы 2.4
и следствия 2.2, поэтому инвариантность в этом смысле эквивалент-
на Ad(G)-инвариантности.

Зафиксируем в g некоторую подалгебру Картана t. Рассмотрим
две подгруппы в группе Int(g), связанные с подалгеброй Картана t:

W̃ =
{
f ∈ Int(g)

∣∣ f(t) = t
}
, W̃0 =

{
f ∈ Int(g)

∣∣ f |t = Id
}
.

Понятно, что W̃0 является нормальной подгруппой в группе W̃ ,
а группа W = W̃/W̃0 является группой Вейля алгебры Картана t

(см. определение 72 и предложение 2.23).
Для произвольной Ad(G)-инвариантной нормы |·| (произвольного

Ad(G)-инвариантного скалярного произведения (·, ·)) на g мы будем
обозначать через | · |t (соответственно, (·, ·)t) ее (его) ограничение
на подалгебру t. Понятно, что | · |t и (·, ·)t являются инвариантными
относительно группы Вейля W .

Известен следующий результат Э. Б. Винберга.
Теорема 2.26 (Э. Б. Винберг [29]). Пусть G — компактная

связная группа Ли, t — произвольная подалгебра Картана в алгебре
Ли g. Тогда каждая инвариантная относительно группы Вейля W
норма на t является ограничением единственной Ad(G)-инвариант-
ной нормы на g.

Мы приведем здесь доказательство этой теоремы, основанное на
следующем результате Б. Костанта.

Теорема 2.27 (Б. Костант [155]). Пусть G — компактная связ-
ная группа Ли, Q — некоторое Ad(G)-инвариантное скалярное про-
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изведение на алгебре Ли g, t — произвольная подалгебра Картана в g.
Рассмотрим O — произвольную орбиту присоединенного действия G
на g. Тогда ортогональная (относительно Q) проекция O на t совпа-
дает с выпуклой оболочкой орбиты группы Вейля W произвольного
элемента из t ∩O.

C Доказательство теоремы 2.26. Рассмотрим произвольную
инвариантную относительно группы Вейля W норму | · |1 на t. В си-
лу теоремы 2.23 для произвольного Y ∈ g существует s ∈ G такой,
что Ad(s)(Y ) ∈ t. Рассмотрим подмножество Reg ⊂ g регулярных
элементов алгебры Ли g, т. е. тех ее элементов, централизатор ко-
торых в g имеет минимальную размерность. Из теоремы 2.23 легко
выводится, что Reg состоит в точности из тех элементов X ∈ g, для
которых 1-параметрическая подгруппа exp(tX), t ∈ R, всюду плот-
на в некотором максимальном торе T ⊂ G. Отсюда, из определения
Reg и теоремы 2.23 следует, что Reg является открытым и всюду
плотным подмножеством в g. Определим теперь отображение

| · | : Reg → R (2.29)

так, что
|Y | = ∣∣ Ad(s)(Y )

∣∣
1
, Ad(s)(Y ) ∈ t.

Отметим, что приведенное определение корректно. Действительно,
пусть Y1 = Ad(s1)(Y ) ∈ t и Y2 = Ad(s2)(Y ) ∈ t. Тогда векторы Y1 и Y2

являются регулярными. Поскольку Ad(t)(Y1) = Y2, где t = s2s
−1
1 , то

(в силу регулярности) Ad(t)(t) = t. Поскольку же норма | · |1 явля-
ется инвариантной относительно группы Вейля W , то |Y1|1 = |Y2|1.
Таким образом, отображение (2.29) определено корректно. Очевид-
но также, что оно непрерывно и Ad(G)-инвариантно. Поскольку Reg
всюду плотно в g, отображение (2.29) можно с сохранением непре-
рывности и Ad(G)-инвариантности продолжить на всю алгебру g.

Покажем теперь, что полученное отображение | · | : g → R яв-
ляется нормой на g. В доказательстве нуждается лишь неравенство
|X + Y | 6 |X| + |Y | для произвольных X, Y ∈ g. Пусть Z = X + Y .
В силу Ad(G)-инвариантности можно без ограничения общности
считать, что Z ∈ t. Зафиксируем на g некоторое Ad(G)-инвариантное
скалярное произведение Q, и пусть Xt и Yt — Q-ортогональные про-
екции на t векторов X и Y соответственно. Тогда Z = Xt + Yt.
Поэтому |Z| = |Z|1 6 |Xt|1 + |Yt|1. Рассмотрим теперь X̃ (Ỹ ) —
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некоторый вектор в пересечении t c орбитой точки X (соответствен-
но, Y ) относительно присоединенного действия. Согласно теореме
2.27 вектор Xt лежит в выпуклой оболочке орбиты X̃ относительно
группы Вейля W . Поскольку | · |1-нормы всех элементов этой орбиты
одинаковы и равны |X̃|1 = |X|, то |Xt|1 = |Xt| 6 |X|. Аналогично
получаем, что |Yt|1 = |Yt| 6 |Y |. Следовательно,

|X + Y | = |Z| = |Z|1 6 |Xt|1 + |Yt|1 6 |X|+ |Y |,

что и требовалось. Таким образом, мы нашли Ad(G)-инвариантную
норму на g, ограничение которой на t совпадает с | · |1. Единствен-
ность такой нормы следует из определения нормы | · |. B

Перейдем теперь к исследованию Ad(G)-инвариантных скаляр-
ных произведений. Понятно, что ограничение произвольного Ad(G)-
инвариантного скалярного произведения на алгебре Ли g на подал-
гебру Картана t инвариантно относительно группы Вейля.

Известна следующая
Теорема 2.28 [25]. Для простой компактной группы Ли G любое

инвариантное относительно группы Вейля скалярное произведение
на подалгебре Картана t алгебры Ли g пропорционально ограниче-
нию формы Киллинга алгебры Ли g на t.

С помощью этой теоремы нетрудно получить следующее утвер-
ждение.

Теорема 2.29. Пусть G — компактная связная группа Ли, t —
произвольная подалгебра Картана в алгебре Ли g. Тогда каждое
инвариантное относительно группы Вейля W скалярное произведе-
ние на t является ограничением единственного Ad(G)-инвариантного
скалярного произведения на g.

C Пусть (·, ·) — произвольное Ad(G)-инвариантное скалярное
произведение на алгебре Ли g группы Ли G. Вследствие теоремы 2.17
существует (·, ·)-ортогональное разложение

g = z⊕ g1 ⊕ . . .⊕ gl

в прямую сумму центра z и простых алгебр Ли gi, 1 6 i 6 l. Из
определения формы Киллинга B на g следует, что это разложение
ортогонально и относительно B, причем ограничения B на gi сов-
падают с формами Киллинга Bi алгебр Ли gi, 1 6 i 6 l. Вслед-
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ствие простоты последних алгебр (другими словами, их неприводи-
мости относительно их внутренних автоморфизмов), инвариантное
скалярное произведение на каждой из них определяется с точностью
до умножения на постоянное число. Кроме того, форма Киллинга B
отрицательно определена на g1 ⊕ . . .⊕ gl вследствие теоремы 2.19 и
равна нулю на z. Следовательно,

(·, ·) = Q⊕ x1 ·B1 ⊕ . . .⊕ xl ·Bl,

где Q — произвольное скалярное произведение на z, xi < 0, 1 6 i 6 l.
Теперь достаточно применить предложение 2.21 и теорему 2.28. B
Приведенные выше результаты полезны при исследовании

свойств чебышевских норм (см. разделы 6.10, 6.11), соответствую-
щих компактным однородным римановым многообразиям. В част-
ности, теорема 2.26 позволяет ограничиться вычислением значений
чебышевской нормы для векторов из какой-либо фиксированной по-
далгебры Картана алгебры Ли группы движений.



ГЛАВА 3

ИЗОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОТОКИ
И КИЛЛИНГОВЫ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ

РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ

Везде в этой главе, если не оговорено противное, римановы мно-
гообразия предполагаются связными.

3.1. Изометрии и киллинговы векторные поля
римановых многообразий

Определение 77. Диффеоморфизм φ : (M, g) → (M, g) римано-
ва многообразия (M, g) на себя называется изометрией или движе-
нием риманова многообразия (M, g), если для любой точки x ∈ M
и любых векторов u, v ∈ Mx, g(Tφ(u), Tφ(v)) = g(u, v) (в других
обозначениях, φ∗g = g).

Теорема 3.1. Пусть φ : (M, g) → (M, g) — биекция риманова
многообразия (M, g). Тогда следующие утверждения равносильны:

1) φ — изометрия риманова многообразия (M, g);
2) φ — изометрия метрического пространства (M,d), где d — внут-

ренняя метрика на (M, g), определяемая формулой (1.72).
C Из определений следует, что 1) =⇒ 2).
2) =⇒ 1). Сначала предположим, что φ : M → M — диффеомор-

физм, являющийся изометрией метрического пространства (M, d) на
себя. Тогда на основании следствия 1.4, Exp ◦Tφ = φ ◦ Exp всюду
на TM , причем для каждого вектора v ∈ TM , 〈Tφ(v), Tφ(v)〉 = 〈v, v〉
(для краткости мы пишем 〈X, Y 〉 вместо g(X, Y )). Следовательно,

2
〈
Tφ(u), Tφ(v)

〉
=

〈
Tφ(u)+Tφ(v), Tφ(u)+Tφ(v)

〉− 〈
Tφ(u), Tφ(u)

〉−
− 〈

Tφ(v), Tφ(v)
〉

= 〈u + v, u + v〉 − 〈u, u〉 − 〈v, v〉 = 2〈u, v〉
для любой точки x ∈ M и любых векторов u, v ∈ Mx, т. е. φ —
изометрия риманова многообразия (M, g).
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С помощью того же следствия 1.4 нетрудно доказать, что каждая
изометрия φ : (M, d) → (M,d) является диффеоморфизмом гладкого
многообразия M и следовательно изометрией риманова многообра-
зия (M, g). Детали опускаются. B

Определение 78. Гладкое векторное поле X на римановом мно-
гообразия (M, g) называется киллинговым векторным полем, если
соответствующий ему поток Ψ полон и преобразования Ψt, t ∈ R,
являются изометриями риманова многообразия (M, g).

Замечание 8. Отметим, что условие киллинговости векторного
поля X эквивалентно классическим координатным уравнениям Кил-
линга в [151]: ξi,j + ξj,i = 0 на ковариантные компоненты ξi = gijξ

j

векторного поля X.
Теорема 3.2. Гладкое векторное поле X на полном римановом

многообразии (M, g) является киллинговым векторным полем тогда
и только тогда, когда

Xg(Y, Z) = g([X, Y ], Z) + g(Y, [X, Z]) (3.1)

для любых гладких векторных полей Y , Z на M , или, что эквива-
лентно, когда LXg = 0.

C Необходимость. Пусть X — гладкое киллингово векторное по-
ле на (M, g), Ψ — его поток и p ∈ M — произвольная точка. Тогда
на основании предложений 1.3 и 1.10

Xg(Y, Z)(p) = lim
t→0

1
t

[
g(Y,Z)(p)− g(Y, Z)(Ψ−t(p))

]
=

= lim
t→0

1
t

[
g(Y, Z)(p)− g((TΨt)Y, (TΨt)Z)(p)

]
=

= lim
t→0

1
t

[
g(Y, Z)− g((TΨt)Y, Z)

]
+

+ lim
t→0

1
t

[
g((TΨt)Y, Z)− g((TΨt)Y, (TΨt)Z)

]
(p) =

= lim
t→0

1
t

g(Y − (TΨt)Y, Z)(p) + lim
t→0

1
t

g((TΨt)Y, Z − (TΨt)Z)(p) =

= g([X, Y ], Z)(p) + g(Y, [X,Z])(p).

Достаточность. Пусть X — гладкое векторное поле на пол-
ном римановом многообразии (M, g), удовлетворяющее соотноше-
нию (3.1), Ψ — поток векторного поля X с областью определе-
ния W и Y , Z — произвольные гладкие векторные поля на M . Пусть
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(p, t0) ∈ W , где t0 > 0, — произвольная точка в W . Определим глад-
кий путь c(t) = Ψ(p, t) и гладкие вещественные функции f(t) и φ(t)
на [0, t0] по формулам

f(t) = g(Y, Z)(c(t))− g(Y, Z)(p),

φ(t) = g(Y, Z)(c(t))− g((TΨt)Y (p), (TΨt)Z(p)).

Ясно, что c′(t) = Tc( ∂
∂t ) = X(c(t)) для всех t ∈ [0, t0]. Тогда на

основании проведенных чуть выше вычислений, определения 11 и
следствия 1.2

f ′(t) = Xg(Y,Z)(c(t)),

φ′(t) = g([X,Y ], Z)(c(t)) + g(Y, [X,Z])(c(t))

для всех t ∈ [0, t0]. Вследствие этого из равенств f(0) = 0 = φ(0)
и (3.1) получаем

f(t0) =

t0∫

0

f ′(t) dt =

t0∫

0

φ′(t) dt = φ(t0).

Поэтому g((TΨt0)Y (p), (TΨt0)Z(p)) = g(Y, Z)(p), т. е. Ψt — локальная
1-параметрическая группа локальных изометрий риманова многооб-
разия (M, g). Если теперь c(t) = Ψ(p0, t), (p0, t) ∈ W , — максималь-
ная интегральная кривая поля X с началом в произвольной точке p0,
то c′(t) = (TΨt)(c′(0)),

g
(
c′(t), c′(t)

)
= g

(
(TΨt)(c′(0)), (TΨt)(c′(0))

)
= g

(
c′(0), c′(0)

)
,

т. е. касательные векторы c′(t) имеют постоянную длину для всех t из
области определения c. Отсюда, из полноты риманова многообразия
(M, g) и теоремы Хопфа — Ринова легко выводится, что c(t) опре-
делено при всех t ∈ R. Следовательно, X задает 1-параметрическую
группу Ψt, t ∈ R, изометрий риманова многообразия (M, g) и поэто-
му является киллинговым полем на (M, g).

Осталось заметить, что равенство (3.1) эквивалентно равенству
LXg = 0, что сразу следует из определения 16. B

Теорема 3.3. Пусть X — поле Киллинга на римановом многооб-
разии (M, g). Тогда справедливы следующие утверждения.
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1) Ограничение X на произвольную геодезическую c(t), t ∈ R,
в (M, g) является полем Якоби вдоль этой геодезической, т. е. имеет
место равенство ∇2

τ(t)X + R(X, τ(t))τ(t) = 0, где τ(t) = c′(t).
2) Если h(t) = 1

2g(X(c(t)), X(c(t))), где c(t) (t ∈ R) — геодезиче-
ская на (M, g), то

h′′(t) = g
(∇τ(t)X,∇τ(t)X

)− g
(
R(X, τ(t))τ(t), X

)
.

3) Для произвольной точки x ∈ M со свойством gx(X, X) 6= 0
интегральная траектория поля X, проходящая через точку x ∈ M ,
является геодезической на (M, g) тогда и только тогда, когда x —
критическая точка квадрата длины g(X, X) поля X.

C Докажем первое утверждение. Пусть c = c(t), t ∈ [a, b], —
произвольная геодезическая, а Y — киллингово векторное поле на
(M, g). Тогда формула C(t, s) := Ψs(c(t)), где Ψs, s ∈ R, — 1-пара-
метрическая группа изометрий пространства (M, g), определяемая
полем Y , задает некоторую вариацию геодезических в (M, g), причем
TC(t, s)(∂/∂s) = Y (C(t, s)). Остается применить предложение 1.13.

Из этого утверждения и выкладок

h′(t) =
1
2
∇τ(t)g(X, X) = g

(∇τ(t)X,X
)
,

h′′(t) = g
(∇2

τ(t)X, X
)

+ g
(∇τ(t)X,∇τ(t)X

)
=

= g
(∇τ(t)X,∇τ(t)X

)− g
(
R(X, τ(t))τ(t), X

)

следует второе утверждение теоремы.
Докажем утверждение 3). Пусть f = g(X, X). Для произвольного

векторного поля Y имеем в точке x равенство Y f = 2g(∇Y X, X) =
−2g(Y,∇XX) согласно утверждению 1) в предложении 3.1. Если x —
не критическая точка, то ∇XX 6= 0 в этой точке (достаточно в
предыдущем равенстве положить Y := ∇XX), т. е. интегральная
кривая поля X через точку x не является геодезической. Если же
рассматриваемая точка — критическая, то ∇XX = 0 в точке x. Обо-
значая через Ψt, t ∈ R, изометрический поток, порождаемый по-
лем X, получаем TΨt(X(x)) = X(Ψt(x)). Значит, ∇XX = 0 вдоль
всей орбиты Ψt(x), т. е. эта орбита (интегральная кривая поля X)
является геодезической. B
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Для киллингова векторного поля X полезен оператор AX , опре-
деленный на векторных полях формулой

AXV = −∇V X. (3.2)

Ясно, что AX = LX−∇X . Известно следующее утверждение (см., на-
пример, [42]).

Предложение 3.1. Пусть X — киллингово векторное поле на
римановом многообразии (M, g). Тогда верны следующие утвержде-
ния:

1) Для любых векторных полей U и V на M выполняется равен-
ство g(∇UX, V ) + g(U,∇V X) = 0. Другими словами, оператор AX

кососимметричен.
2) Для каждого векторного поля U на M выполняется равенство

R(X,U) = [∇X ,∇U ]−∇[X,U ] = [∇U , AX ],

где R — тензор кривизны многообразия (M, g).
3) Для любых векторных полей U , V , W на римановом многооб-

разии (M, g) верна следующая формула:

−g(R(X, U)V,W ) = g(∇U∇V X, W ) + g(∇UV,∇W X).

C Ясно, что X · g(U, V ) = g(∇XU, V ) + g(U,∇XV ) и X · g(U, V ) =
g([X, U ], V ) + g(U, [X, V ]). Поэтому

g(∇UX, V ) + g(U,∇V X) =

= g(∇XU − [X, U ], V ) + g(U,∇XV − [X, V ]) = 0,

что доказывает первое утверждение.
Второе утверждение получим, следуя идеям доказательства лем-

мы 2.2 из [154]. Отметим сначала, что для любого векторного по-
ля V выполняется равенство ∇V (AX) = [∇V , AX ] (см. предложе-
ние 2.10 третьей главы в [42]), и оператор ∇V (AX) кососимметри-
чен в силу кососимметричности оператора AX . Рассмотрим билиней-
ную форму ψ(V, U) = ∇V (AX)U −R(X, V )U , где U , V — векторные
поля, R — тензор кривизны рассматриваемого многообразия. Лег-
ко понять, что ∇V (AX)U = [∇V , AX ] · U = ∇V AXU − AX∇V U =
−∇V∇UX −AX∇V U и

ψ(V, U)− ψ(U, V ) = [∇V , AX ] · U − [∇U , AX ] · V + R(X, U)V −
−R(X, V )U = [∇U ,∇V ]X −∇[U,V ]X −R(U, V )X = 0,
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поскольку R(X,U)V +R(V, X)U+R(U, V )X =0 (см. равенство (1.30))
и AX∇UV −AX∇V U = AX [U, V ] = −∇[U,V ]X. Таким образом, били-
нейная форма ψ симметрична по своим двум аргументам. Теперь
мы рассмотрим трилинейную форму ϕ(U, V,W ) = g(ψ(V, U),W ).
Ясно, что она симметрична по аргументам V и U . Заметим те-
перь, что выражение ϕ(U, V, W ) = g(∇V (AX)U − R(X, V )U,W ) =
g(∇V (AX)U,W ) − g(R(X,V )U,W ) кососимметрично по аргументам
W и U (это следует из свойств тензора кривизны и кососиммет-
ричности оператора ∇V (AX)). Если трилинейная форма симметрич-
на по одной паре аргументов и кососимметрична по другой, эта
форма, очевидно, нулевая. Поэтому и ψ(V, U) ≡ 0 и ∇V (AX) =
[∇V , AX ] = R(X, V ) для любого векторного поля V , что доказывает
второе утверждение леммы.

Третье утверждение следует из предыдущего:

g(R(X, U)V,W ) = g(∇UAXV, W )− g(AX∇UV, W ) =

= −g(∇U∇V X, W ) + g(∇UV, AXW ) =

= −g(∇U∇V X, W )− g(∇UV,∇W X),

потому что оператор AX кососимметричен для киллингова вектор-
ного поля X. B

3.2. Тензор кривизны и векторные поля Киллинга

Лемма 3.1. Пусть X, Y , Z — киллинговы поля на римановом
многообразии (M, g). Тогда

2g(∇XY,Z) = g([X,Y ], Z) + g([X,Z], Y ) + g(X, [Y, Z]).

C Поскольку [U, V ] = ∇UV −∇V U для любых векторных полей U ,
V , а оператор AX (AXY = −∇Y X) кососимметричен для любого
киллингова поля X, то

g([X, Z], X) = g(∇XZ, X)− g(∇ZX, X) =

= −g(AZX, X) + g(AXZ, X) = −g(Z, AXX) = g(∇XX, Z).

Поляризуя данное равенство, получаем

g(∇XY +∇Y X, Z) = g([X, Z], Y ) + g([Y, Z], X).

Прибавляя очевидное равенство g(∇XY − ∇Y X, Z) = g([X, Y ], Z),
получаем лемму. B
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Лемма 3.2. Пусть X, Y, Z, W — киллинговы поля на римановом
многообразии (M, g). Тогда

g
(
R(X,Y )Z, W

)
= g(∇ZX,∇Y W )− g(∇Y Z,∇W X)−

− 1
2

[
g
(
[Y, [Z,X]],W

)
+ g

(
[Y, [Z, W ]], X

)
+ g

(
[Y, [X, W ]], Z

)
+

+ g
(
[Z, X], [Y, W ]

)
+ g

(
[Z, W ], [Y, X]

)
+ g

(
[Y, Z], [X, W ]

)]
.

C Пусть

f := 2g(∇ZX,W ) = g([Z, X],W ) + g([Z, W ], X) + g(Z, [X,W ])

(см. лемму 3.1). Тогда Y ·f = 2g(∇Y∇ZX, W )+2g(∇ZX,∇Y W ) c од-
ной стороны, и вследствие теоремы 3.2

Y · f = g
(
[Y, [Z,X]],W

)
+ g

(
[Z, X], [Y, W ]

)
+ g

(
[Y, [Z, W ]], X

)
+

+ g
(
[Z, W ], [Y, X]

)
+ g

(
[Y, [X,W ]], Z

)
+ g

(
[Y,Z], [X,W ]

)

с другой, поэтому

g(∇Y∇ZX, W ) = −g(∇ZX,∇Y W )+

+
1
2

[
g
(
[Y, [Z,X]],W

)
+ g

(
[Y, [Z, W ]], X

)
+ g

(
[Y, [X, W ]], Z

)
+

+ g
(
[Z, X], [Y, W ]

)
+ g

(
[Z, W ], [Y, X]

)
+ g

(
[Y, Z], [X, W ]

)]
.

По пункту 3) предложения 3.1

g(R(X, Y )Z, W ) = −g(∇Y∇ZX, W )− g(∇Y Z,∇W X).

Из двух последних равенств получается утверждение леммы. B
Для гладких векторных полей X, Y на римановом многообразии

(M, g) положим

U (X, Y ) := ∇XY − 1
2

[X, Y ]. (3.3)

Поскольку [X, Y ] = ∇XY−∇Y X, то U (X, Y ) = U (Y, X), и равенство
∇XY = 1

2 [X,Y ] + U (X, Y ) дает разложение в сумму кососимметри-
ческой и симметрической формы. По лемме 3.1

2g(U (X, Y ), Z) = g([X, Z], Y ) + g(X, [Y, Z]) (3.4)

для любых киллинговых полей X, Y , Z.
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Теорема 3.4. Пусть X, Y, Z, W — киллинговы векторные поля
на римановом многообразии (M, g). Тогда

g
(
R(X,Y )Z, W

)
= g

(
U (X,Z), U (Y, W )

)− g
(
U (X, W ), U (Y,Z)

)
+

+
1
2

g
(
[X, Y ], [Z, W ]

)
+

1
4

g
(
[X, Z], [Y,W ]

)− 1
4

g
(
[X,W ], [Y, Z]

)
+

+
1
4

[
g
(
[X, [Z, W ]], Y

)− g
(
[Y, [Z, W ]], X

)
+

+ g
(
[Z, [X, Y ]],W

)− g
(
[W, [X,Y ]], Z

)]
.

C Учитывая лемму 3.2, уравнения (3.3) и (3.4), тождество Якоби,
получаем

g
(
R(X, Y )Z, W

)
= g

(∇ZX,∇Y W
)− g

(∇Y Z,∇W X
)−

− 1
2

[
g
(
[Y, [Z,X]],W

)
+ g

(
[Y, [Z, W ]], X

)
+ g

(
[Y, [X, W ]], Z

)
+

+ g
(
[Z,X], [Y, W ]

)
+ g

(
[Z, W ], [Y, X]

)
+ g

(
[Y, Z], [X,W ]

)]
=

=
1
4

g
(
[Z, X], [Y, W ]

)
+

1
4

g
(
[Y, [Z, X]],W

)
+

1
4

g
(
Y, [W, [Z, X]]

)
+

+
1
4

g
(
[Z, [Y, W ]], X

)
+

1
4

g
(
Z, [X, [Y, W ]]

)
+ g

(
U (X,Z), U (Y, W )

)−

− 1
4

g
(
[Y, Z], [W,X]

)− 1
4

g
(
[W, [Y, Z]], X

)− 1
4

g
(
W, [X, [Y, Z]]

)−

− 1
4

g
(
[Y, [W,X]], Z

)− 1
4

g
(
Y, [Z, [W,X]]

)− g
(
U (Y,Z), U (X, W )

)−

− 1
2

g
(
[Y, [Z,X]],W

)− 1
2

g
(
[Y, [Z, W ]], X

)− 1
2

g
(
[Y, [X, W ]], Z

)−

− 1
2

g
(
[Z, X], [Y,W ]

)− 1
2

g
(
[Z,W ], [Y,X]

)− 1
2

g
(
[Y,Z], [X, W ]

)
=

= g
(
U (X, Z), U (Y, W )

)− g
(
U (X, W ),U (Y, Z)

)
+

+
1
2

g
(
[X, Y ], [Z, W ]

)
+

1
4

g
(
[X, Z], [Y,W ]

)− 1
4

g
(
[X,W ], [Y, Z]

)
+

+
1
4

[
g
(
[X, [Z, W ]], Y

)− g
(
[Y, [Z, W ]], X

)
+

+ g
(
[Z, [X, Y ]],W

)− g
(
[W, [X, Y ]], Z

)]
. B
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Полагая в этой теореме Z = Y и W = X, получаем важное

Следствие 3.1. Пусть X, Y — киллинговы поля на римановом
многообразии (M, g). Тогда

g
(
R(X,Y )Y,X

)
= g

(
U (X,Y ),U (X, Y )

)− g
(
U (Y, Y ), U (X,X)

)−
− 3

4
g
(
[X,Y ], [X, Y ]

)− 1
2

g
(
[X, [X, Y ]], Y

)− 1
2

g
(
X, [Y, [Y,X]]

)
.

3.3. Векторные поля Киллинга постоянной длины

В этом разделе мы приведем некоторые свойства киллинговых
векторных полей постоянной длины на римановых многообразиях
и установым их связь с переносами Клиффорда — Вольфа. Отме-
тим, что в книге [63] киллинговы векторные поля постоянной длины
называются инфинитезимальными переносами.

Г. Риччи (см. [202]) получил следующую теорему: для того чтобы
конгруэнция C кривых состояла из интегральных кривых некоторо-
го киллингова поля, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись
условия: (1) любые n−1 взаимно ортогональные конгруэнции, орто-
гональные к C, являются каноническими относительно C; (2) кривые
любой конгруэнции, ортогональной к C, являются геодезическими,
или их главные нормали ортогональны к кривым из C в соответству-
ющих точках; (3) главные нормали к кривым из C, не являющимся
геодезическими, касаются некоторой нормальной конгруэнции.

Поясним, что условие (1) эквивалентно уравнениям (см. (38.8)
в [63])

γnhk + γnkh = 0 (h, k = 1, . . . , n− 1; h 6= k),

где согласно уравнению (30.1) в [63], γlhk = λl|i,jλi
h|λ

j
k|, а λi

l|, l =
1, . . . , n, — компоненты поля направлений, касающегося l-й конгру-
энции; конгруэнция C имеет номер n = dim M . По определению,
конгруэнция кривых нормальна, если они ортогональны некоторому
(1-параметрическому) семейству гиперповерхностей в (M, g) (см.
подробности в [63]).

На основе теоремы Г. Риччи в [63] доказывается, что конгруэн-
ция геодезических состоит из интегральных кривых некоторого ин-
финитезимального переноса тогда и только тогда, когда выполнены
условия (1) и (2) теоремы Г. Риччи.
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В [63] также доказано следующее утверждение: единичное век-
торное поле X на (M, g) является (единичным) полем Киллинга то-
гда и только тогда, когда угол между полем X и касательным век-
тором любой (ориентированной) геодезической в (M, g) постоянен
вдоль этой геодезической. Как следствие, интегральные (геодезиче-
ские) кривые двух инфинитезимальных переносов образуют посто-
янный угол вдоль каждой из них.

Известно следующее утверждение (см. [96, с. 499]).

Предложение 3.2. Пусть X — киллингово векторное поле X
на римановом многообразии (M, g). Тогда эквивалентны следующие
свойства:

1) X имеет постоянную длину;
2) ∇XX = 0;
3) каждая интегральная кривая поля X — геодезическая в (M, g).

C Достаточно заметить, что длина поля X постоянна вдоль лю-
бой его интегральной кривой и что для любого гладкого векторного
поля Y на (M, g) имеется следующее равенство:

0 = (LXg)(X, Y ) = X · g(X,Y )− g([X, X], Y )− g(X, [X, Y ]) =

= g(∇XX, Y ) + g(X,∇XY )− g(X, [X, Y ]) =

= g(∇XX,Y ) + g(X,∇Y X) = g(∇XX,Y ) +
1
2

Y · g(X,X). B

Можно характеризовать поля Киллинга постоянной длины на ри-
мановых многообразиях в терминах некоторых специальных систем
координат. Нетрудно доказать справедливость следующих утвер-
ждений.

(1) Существование киллингова векторного поля X в окрестно-
сти точки x риманова многообразия (Mn, g) с условием X(x) 6= 0,
эквивалентно существованию локальной карты (U,ϕ, V ), где x ∈ U ,
ϕ(x) = 0 ∈ Rn, с каноническими координатными функциями xi ◦ ϕ,
i = 1, . . . , n, такой, что все компоненты gij ◦ϕ−1 метрического тензо-
ра g не зависят от xn, и X имеет компоненты ξi = δi

n. Таким образом,
локальная однопараметрическая группа локальных изометрий γ(t),
порожденная векторным полем X, имеет вид

ϕ
(
γ(t)(ϕ−1(x1, . . . , xn))

)
=

(
x1, . . . , xn−1, xn + t

)
.
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(2) В приведенных выше условиях, кривая c(t), −ε < t < ε, с ко-
ординатными функциями xi(t) := xi(ϕ(c(t)) = δi

nt является геодези-
ческой тогда и только тогда, когда функция

gnn

(
ϕ−1(x1, . . . , xn−1, 0)

)
(3.5)

имеет критическое значение в точке 0 = (0, . . . , 0).
(3) Точки x сдвигаются на локально постоянное расстояние под

действием γ(t) тогда и только тогда, когда функция (3.5) постоянна
в некоторой окрестности точки 0.

Утверждения (1)–(3) доказаны в [63, разд. 72].
Далее мы приведем еще несколько известных свойств киллинго-

вых векторных полей постоянной длины.
Предложение 3.3. Для каждого киллингова векторного поля Z

постоянной длины и любых векторных полей X, Y на римановом
многообразии (M, g) верны следующие равенства:

g(∇XZ,∇Y Z) = g(R(X,Z)Z, Y ) = g(R(Z, Y )X,Z),

g(R(X, Z)Z,∇Y Z) + g(R(Y, Z)Z,∇XZ) = 0,

g(∇Z∇Y Z,∇XZ) = g(R(X,Z)Z,∇ZY ).

C Докажем первое равенство. Так как g(Z, Z) = const, то

X · g(Z, Z) = 2g(∇XZ, Z) = 0.

Поэтому

0 = Y · g(∇XZ,Z) = g(∇Y∇XZ, Z) + g(∇XZ,∇Y Z).

Вследствие утверждения 3) предложения 3.1 мы получаем

g(∇Y∇XZ, Z)=−g(R(Z, Y )X, Z)−g(∇Y X,∇ZZ)=−g(R(Z, Y )X, Z),

так как ∇ZZ = 0. Поэтому g(∇XZ,∇Y Z) = g(R(Z, Y )X,Z). Фор-
мула g(∇XZ,∇Y Z) = g(R(X,Z)Z, Y ) следует из симметрий тензора
кривизны.

Докажем теперь второе равенство. В силу уже доказанного пер-
вого равенства

g(R(X, Z)Z,∇Y Z) + g(R(Y, Z)Z,∇XZ) =

= g(∇XZ,∇∇Y ZZ) + g(∇Y Z,∇∇XZZ) = g(U,∇V Z) + g(V,∇UZ),
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где U = ∇XZ, V = ∇Y Z. Теперь, используя утверждение 1) предло-
жения 3.1, получаем g(U,∇V Z) + g(V,∇UZ) = 0.

Далее, так как ∇ZZ = 0 и для любого гладкого векторного по-
ля W соблюдаются равенства

∇Z∇W = ∇W∇Z +∇[Z,W ] + R(Z, W ),

∇ZW = ∇W Z + [Z, W ],

мы получаем (используя первое равенство)

g
(∇Z∇Y Z,∇XZ

)
= g

(∇[Z,Y ]Z,∇XZ
)

+ g
(
R(Z, Y )Z,∇XZ

)
=

= g
(
R(X, Z)Z, [Z, Y ]

)
+ g

(
R(Z, Y )Z,∇XZ

)
=

= g
(
R(X,Z)Z,∇ZY

)− g
(
R(X, Z)Z,∇Y Z

)− g
(
R(Y,Z)Z,∇XZ

)
.

С другой стороны, мы доказали, что

g(R(X, Z)Z,∇Y Z) + g(R(Y, Z)Z,∇XZ) = 0,

следовательно, мы получили третье равенство. B
Отметим, что киллинговы векторные поля постоянной длины ес-

тественно возникают при рассмотрении различных геометрических
конструкций, например, при определении K-контактных многообра-
зий и многообразий Сасаки (см., например, [83, 97, 105]).

Есть множество ограничений на существование нетривиальных
киллинговых векторных полей постоянной длины на заданном ри-
мановом многообразии. Так, согласно известной теореме Х. Хопфа,
необходимым условием существования такого поля на компактном
многообразии (M, g) является равенство χ(M) = 0 для эйлеровой
характеристики. Кроме того, в этом случае теорема 2 из работы
Р. Ботта [104] позволяет утверждать, что нулевыми являются все
числа Понтрягина ориентируемой накрывающей M .

3.4. Киллинговы векторные поля постоянной длины
и переносы Клиффорда — Вольфа

Существует связь между киллинговыми векторными полями по-
стоянной длины и переносами Клиффорда — Вольфа на произволь-
ном римановом многообразии (M, g).
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Определение 79. Перенос Клиффорда — Вольфа в римановом
многообразии (M, g) с внутренней метрикой ρ есть изометрия s,
перемещающая все точки в M на одно и то же расстояние, т. е.
ρ(x, s(x)) ≡ const для всех x ∈ M .

Заметим, что переносы Клиффорда — Вольфа часто называются
переносами Клиффорда (см., например, [34] или [42]), но мы следуем
здесь терминологии статьи [129].

Переносы Клиффорда — Вольфа естественно возникают в иссле-
дованиях однородных римановых накрытий однородных римановых
многообразий [34, 42]. Укажем еще одну конструкцию таких преоб-
разований. Предположим, что на некотором римановом многообра-
зии M действует транзитивно некоторая группа изометрий G. То-
гда любой центральный элемент s этой группы является переносом
Клиффорда — Вольфа. В самом деле, если x и y — некоторые точки
многообразия M , то существует элемент g ∈ G такой, что g(x) = y.
Тогда

ρ
(
x, s(x)

)
= ρ

(
g(x), g(s(x))

)
= ρ

(
g(x), s(g(x))

)
= ρ

(
y, s(y)

)
.

В частности, если центр Z группы G не дискретен, то каждая
1-параметрическая подгруппа в Z есть 1-параметрическая группа
переносов Клиффорда — Вольфа на (M, g). Заметим, что немно-
гие классические римановы многообразия допускают однопарамет-
рическую группу переносов Клиффорда — Вольфа. Например, из-
вестно, что среди неприводимых компактных односвязных симмет-
рических пространств только нечетномерные сферы, пространства
SU(2m)/Sp(m), m > 1, и простые компактные группы Ли, снабжен-
ные какой-нибудь биинвариантной римановой метрикой, допускают
1-параметрические группы переносов Клиффорда — Вольфа [232].
Очевидно следующее предложение.

Предложение 3.4. Пусть 1-параметрическая группа изомет-
рий γ(t) на (M, g), порожденная некоторым киллинговым вектор-
ным полем X, состоит из переносов Клиффорда — Вольфа. Тогда X
имеет постоянную длину.

Предложение 3.4 допускает частичное обращение. Более точно,
справедливо

Предложение 3.5. Предположим, что некоторое риманово мно-
гообразие (M, g) имеет радиус инъективности, ограниченный снизу
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некоторой положительной постоянной (в частности, это условие вы-
полняется для любого компактного или однородного многообразия),
и X — нетривиальное киллингово векторное поле постоянной дли-
ны на (M, g). Тогда изометрии γ(t) из 1-параметрической группы
движений, порожденной векторным полем X, являются переносами
Клиффорда — Вольфа, если t достаточно близко к 0.

C Не ограничивая общности, можно предполагать, что вектор-
ное поле X единично. Пусть радиус инъективности риманова мно-
гообразия (M, g) ограничен снизу некоторым числом δ > 0. По
предложению 3.2, интегральные траектории векторного поля X или,
что то же самое, орбиты 1-параметрической группы движений γ(t),
t ∈ R, порожденной этим векторным полем, являются геодезиче-
скими в (M, g). Выберем s так, чтобы |s| < δ. Тогда для каждой
точки x ∈ M геодезический сегмент γ(t)(x), соединяющий точки x

и γ(s)(x), является кратчайшей. Поэтому ρ(x, γ(s)(x)) = s для каж-
дой точки x ∈ M , т. е. изометрия γ(s) передвигает все точки много-
образия на одно и то же расстояние. B

Замечание 9. Заметим, что предложение 3.5 в общем случае не
верно, если радиус инъективности не ограничен снизу положитель-
ной константой.

Вообще говоря, в условиях предложения 3.5, не все изометрии из
1-параметрической группы движений γ(t), порожденной киллинго-
вым векторным полем X постоянной длины, являются переносами
Клиффорда — Вольфа. Это демонстрируют в частности результаты
следующих разделов в этой главе.

Определение 80. Предположим, что киллингово векторное по-
ле X на римановом многообразии (M, g) имеет постоянную длину.
Тогда X называется регулярным (квазирегулярным), если все инте-
гральные кривые векторного поля X замкнуты и имеют одну и ту
же длину (соответственно, если существуют интегральные кривые
разной длины).

Ясно, что киллингово векторное поле постоянной длины на ри-
мановом многообразии регулярно тогда и только тогда, когда оно
порождается свободным изометрическим действием группы S1. Кил-
лингово векторное поле постоянной длины на римановом многооб-
разии квазирегулярно тогда и только тогда, когда оно порождается
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почти свободным (т. е. когда все точки имеют конечный стабили-
затор, но есть точки с нетривиальным стабилизатором) изометриче-
ским действием группы S1. При этом орбита точки с тривиальным
(соответственно, нетривиальным) стабилизатором называется регу-
лярной (соответственно, сингулярной).

Предложение 3.6. Пусть X — нетривиальное киллингово век-
торное поле на римановом многообразии M . Если 1-параметрическая
группа движений γ(t), t ∈ R, порожденная полем X, состоит из пе-
реносов Клиффорда — Вольфа, то поле X имеет постоянную длину
и оно либо регулярно, либо все его интегральные траектории не за-
мкнуты.

C Согласно предложению 3.4, поле X имеет постоянную длину.
Ясно, что интегральные траектории поля X совпадают с орбитами
группы γ(t), t ∈ R. Предположим, что γ(t)(x) = x для некоторой точ-
ки x ∈ M и t > 0. Существует минимальное число t∗ среди всех чи-
сел τ > 0 таких, что γ(τ)(x) = x. Поэтому γ(t)(x) 6= x при t ∈ (0, t∗).
Так как γ(t∗) — перенос Клиффорда — Вольфа, то γ(t∗)(y) = y для
каждой точки y ∈ M . Если теперь γ(t)(z) = z для некоторой точки
z ∈ M и t ∈ (0, t∗), то γ(t)(x) = x, потому что γ(t) также является
переносом Клиффорда — Вольфа.

Поэтому все точки многообразия (M, g) имеют один и тот же по-
ложительный период t∗ относительно действия группы γ(t). Так как
длина поля X постоянна, то это значит, что все интегральные траек-
тории поля X имеют одну и ту же длину, т. е. поле X регулярно. B

Легко построить примеры, показывающие, что для одного и то-
го же пространства возможны обе ситуации из утверждения пред-
ложения 3.6. Например, рассмотрим риманово многообразие (M, g)
с группой переносов Клиффорда — Вольфа, изоморфной S1 × S1:
сам плоский тор S1×S1 или прямое метрическое произведение двух
нечетномерных круглых сфер являются такими многообразиями.
Если выбрать в S1×S1 некоторую подгруппу, изоморфную S1 (раци-
ональную обмотку тора), то очевидно, что киллингово векторное по-
ле на (M, g), порожденное этой подгруппой, регулярно. Если напро-
тив, выбрать в S1 × S1 некоторую незамкнутую подгруппу R (ирра-
циональную обмотку тора), то киллингово векторное поле на (M, g),
порожденное этой подгруппой, не имеет замкнутых интегральных
кривых.
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3.5. Киллинговы векторные поля и кривизна

В этом разделе мы (опираясь на изложение в работе [14]) при-
ведем некоторые утверждения (многие из которых хорошо извест-
ны) о зависимости характеристик кривизны риманова многообразия
(M, g) от наличия на нем киллинговых полей определенного вида.

Теорема 3.5 [14]. Пусть X — поле Киллинга на римановом мно-
гообразии (M, g), порожденное однопараметрической группой γ(s),
s ∈ R, изометрий пространства M , x ∈ M — точка ненулевого ло-
кального минимума (максимума) длины g(X, X)1/2 поля X, Y (s)
(s ∈ R) — векторное поле вдоль геодезической c(s) = γ(s)(x), опре-
деляемое формулой Y (s) = d(γ(s))(w), где w ∈ Mx. Тогда

g(Y, Y ) ≡ g(w,w), g(Y,X) ≡ g(w, X(x)), (3.6)

выражения g(∇XY,∇XY ) и g(R(X,Y )Y, X) не зависят от s ∈ R, при-
чем

g(∇Y X,∇Y X) = g(∇XY,∇XY ) > (6) g(R(X, Y )Y, X) (3.7)

на геодезической c(s) = γ(s)(x), s ∈ R.
C Равенства (3.6) и независимость указанных выражений от s

очевидны. Определим гладкое отображение

C : R× R→ M, C(s, t) = Exp(tY (s)).

Для однопараметрической подгруппы γ(s), s ∈ R, изометрий (M, g),
порожденной X, имеется очевидное равенство

γ(s1)(C(s, t)) = γ(s1)(Exp(tY (s))) = γ(s1)(Exp(tdγ(s)(w))) =

= Exp
(
dγ(s1)(dγ(s)(tw))

)
= Exp

(
tdγ(s1 + s)(w)

)
= C(s + s1, t).

Следовательно,
γ(s1)(C(s, t)) = C(s + s1, t). (3.8)

Таким образом, мы имеем

dC

(
∂

∂s

)
= X(C(s, t)), dC

(
∂

∂t

)
= Y (s, t),
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где Y (s, t) — продолжение векторного поля Y (s) = Y (s, 0). Это озна-
чает, что векторные поля X и Y являются касательными векторны-
ми полями вдоль отображения C; а также

∇XY −∇Y X = dC

([
∂

∂s
,

∂

∂t

])
= 0. (3.9)

Ясно, что для любого фиксированного s кривая cs(t) = C(s, t),
t ∈ R, является геодезической в (M, g) с касательным векторным
полем Ys(t) = Y (s, t). Согласно утверждению 2) теоремы 3.3 имеет
место равенство

1
2
∇2

Y g(X,X) = g(∇Y X,∇Y X)− g(R(X, Y )Y, X)

для всех точек кривой c(s) = γ(s)(x), s ∈ R. С другой стороны, точка
x ∈ M является точкой ненулевого локального минимума (максиму-
ма) квадрата длины g(X, X) поля X; этим же свойством обладает и
каждая точка c(s) = γ(s)(x), s ∈ R. Поэтому

1
2
∇2

Y g(X, X) = g(∇Y X,∇Y X)− g(R(X, Y )Y, X) > (6) 0

для всех точек c(s) = γ(s)(x), s ∈ R, что и требовалось доказать. B
В случае единичного киллингова поля теорема 3.5 немедленно

влечет следующее утверждение.
Теорема 3.6. Пусть X — единичное поле Киллинга на римано-

вом многообразии (M, g), порожденное однопараметрической груп-
пой γ(s), s ∈ R, изометрий пространства M , Y (s) (s ∈ R) — векторное
поле вдоль кривой c(s) = γ(s)(x), x ∈ M , определяемое формулой
Y (s) = d(γ(s))(w), где w ∈ Mx. Тогда

g(Y, Y ) ≡ g(w,w), g(Y,X) ≡ g(w, X(x)), (3.10)

g(∇Y X,∇Y X) = g(∇XY,∇XY ) = g(R(X, Y )Y, X) = const . (3.11)

В частности, если g(w,w) = 1 и w ⊥ X(x), то

g(∇Y X,∇Y X) = g(∇XY,∇XY ) = K(X, Y ) = const . (3.12)
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Из теоремы 3.6 легко получается

Следствие 3.2. В условиях теоремы 3.6 для каждой точки x∈M
выполнено неравенство

K(X(x), w) > 0, w ∈ Mx, |w| = 1, w ⊥ X(x),

(т. е. в каждой точке x ∈ M секционная кривизна произвольной
двумерной площадки, содержащей вектор X(x), неотрицательна).
При этом оно обращается в равенство тогда и только тогда, когда
dγ(t)(w) является параллельным векторным полем вдоль геодезиче-
ской γ(t)(x).

Следствие 3.3. На римановом многообразии M отрицательной
кривизны Риччи не существует нетривиальных киллинговых вектор-
ных полей постоянной длины.

Теорема 3.7. Всякое нетривиальное параллельное поле X на
римановом многообразии Mn является полем Киллинга постоян-
ной длины [63], и Ric(X, X) = 0. При этом Mn локально явля-
ется прямым метрическим произведением одномерного многообра-
зия, касающегося поля X, и некоторого его ортогонального допол-
нения. Если риманово многообразие Mn полно, то его универсаль-
ное накрытие M̃n является прямым метрическим произведением
M̃n = Pn−1 × R, где поле X̃, проектирующееся на поле X при есте-
ственной проекции M̃n → Mn, касательно к R-направлению.

C Понятно, что из условия параллельности ξi,j = 0 поля X (ξi —
ковариантные компоненты поля X в некоторой локальной системе
координат) следует равенство ξi,j + ξj,i = 0, т. е. поле X является
киллинговым. Постоянство длины параллельного поля X и равен-
ство для кривизны Риччи Ric(X,X) = 0 очевидны. В силу парал-
лельности поля X параллельным и инволютивным на Mn является
также и распределение, ортогональное полю X. Теперь последнее
утверждение теоремы следует из теоремы разложения де Рама [41,
гл. IV, § 6]. B

Теорема 3.8. Пусть X — единичное поле Киллинга на n-мерном
римановом многообразии Mn. Тогда кривизна Риччи Ric многообра-
зия Mn удовлетворяет условию Ric(X, X) > 0. При этом равенство
Ric(X, X) ≡ 0 эквивалентно параллельности векторного поля X.
Следовательно, в этом случае верны все утверждения теоремы 3.7.
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C Первое утверждение теоремы является очевидным следствием
равенства (3.12). Допустим теперь, что Ric(X,X) ≡ 0. В силу равен-
ства (3.12), для каждой точки x ∈ Mn и каждого вектора w ∈ Mx,
w ⊥ X(x), выполнены соотношения K(X(x), w) = 0 и ∇wX(x) = 0.
Кроме того, ∇XX ≡ 0. Таким образом, поле X параллельно на мно-
гообразии Mn. B

Утверждение теоремы 3.8 можно также получить с помощью
формулы

(∆f)x =
n∑

i=1

g(∇V iX,∇V iX)− Ric(X, X),

где X — инфинитезимальное аффинное преобразование риманова
многообразия (M, g), f = 1

2g(X,X), а V1, . . . , Vn — ортонормирован-
ный базис в Mx (см. [41, гл. II, § 4, лемма 2]).

Теорема 3.8 непосредственно влечет
Следствие 3.4. Для киллингова векторного поля X на римано-

вом многообразии M неположительной кривизны Риччи следующие
два условия эквивалентны:

1) X имеет постоянную длину;
2) поле X параллельно на M .
Для многообразий неположительной секционной кривизны ут-

верждение предыдущего следствия может быть усилено.
Предложение 3.7. Для киллингова векторного поля X на пол-

ном римановом многообразии (M, g) неположительной секционной
кривизны следующие три условия эквивалентны:

1) длина X ограничена на (M, g);
2) X имеет постоянную длину;
3) поле X параллельно на (M, g).
C С учетом cледствия 3.4 достаточно показать, что каждое по-

ле Киллинга ограниченной длины имеет постоянную длину. Пусть
длина киллингова поля X ограничена на (M, g). Согласно утвер-
ждению 2) теоремы 3.3, для каждой геодезической c(t), t ∈ R, на
(M, g) справедливо равенство

h′′(t) = g
(∇τ(t)X,∇τ(t)X

)− g
(
R(X, τ(t))τ(t), X

)
,

где h(t) = 1
2g(X(c(t)), X(c(t))). Поскольку секционная кривизна мно-

гообразия (M, g) неположительна, то h′′(t) > 0 при t ∈ R, таким
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образом, функция h является выпуклой. Кроме того, в силу огра-
ниченности длины поля X, функция h ограничена на R. Следова-
тельно, h(t) = const при t ∈ R. Через любые две точки на (полном)
римановом многообразии (M, g) проходит некоторая геодезическая,
поэтому поле Киллинга X имеет постоянную длину. B

Замечание 10. Отметим, что утверждение предложения 3.7 лег-
ко вывести из теоремы 1 работы [231], которая, в частности, утвер-
ждает, что каждая ограниченная изометрия на односвязном рима-
новом многообразии M неположительной секционной кривизны яв-
ляется переносом Клиффорда — Вольфа.

Из теоремы 3.5 получаем следующий хорошо известный резуль-
тат.

Теорема 3.9 (теорема Берже [93]). Любое киллингово век-
торное поле на компактном четномерном римановом многообра-
зии (M, g) положительной секционной кривизны зануляется в неко-
торой точке из M .

C Допустим, что поле X не имеет нулей на (M, g), и пусть γ(s),
s ∈ R, — однопараметрическая группа движений, порождаемая по-
лем X. В силу компактности M длина киллингова поля X достига-
ет своего абсолютного минимума в некоторой точке x ∈ M , причем
g(X(x), X(x)) 6= 0. Согласно теореме 3.5 для любого вектора w ∈ Mx

на геодезической c(s) = γ(s)(x), s ∈ R, выполнено неравенство

g(∇XY,∇XY ) > g(R(X, Y )Y,X),

где Y = Y (s) = dγ(s)(w) (s ∈ R) — векторное поле вдоль геодезиче-
ской c = c(s) = γ(s)(x).

Определим линейный оператор AX : (Mx, gx) → (Mx, gx) по фор-
муле

AX(w) = (∇XY )(x) = lim
s→0

τ−s(dγ(s)(w))− w

s
,

где τ−s : (Mc(s), gc(s)) → (Mx, gx) — параллельный перенос из конца
в начало отрезка c(σ), 0 6 σ 6 s, геодезической c. Поскольку dγ(s)
и τ−s являются линейными изометриями векторных евклидовых
пространств, сохраняющими ограничение векторного поля X на c,
то AX — кососимметрический эндоморфизм, причем AX(X(x)) = 0.
Следовательно, ограничение оператора AX на единичную евклидову
сферу Sn−2 ⊂ (Mx, gx), ортогональную к X(x), задает киллингово
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поле на Sn−2 (n = dimM). Но поскольку n — четное число, то су-
ществует точка w ∈ Sn−2 такая, что AX(w) = 0. Это следует, напри-
мер, из того, что χ(Sn−2) = 2 6= 0, или из того, что любой оператор
на нечетномерном линейном вещественном пространстве имеет соб-
ственный вектор. Для такой точки w выполнено неравенство

0 = g(AX(w), AX(w)) > g(R(X(x), w)w,X(x)),

чего не может быть в силу положительности секционной кривизны
многообразия (M, g). B

Следствие 3.5. В условиях теоремы 3.6 и обозначениях теоре-
мы 3.9 формула Z(w) = AX(w) = ∇XYw(x), где Yw(s) = dγ(s)(w)
(w ∈ Mx, |w| = 1, w ⊥ X(x)) определяет киллингово поле вращений
на единичной евклидовой сфере Sn−2 ⊂ (Mx, gx), ортогональной к
X(x), где n = dim M . Также имеет место следующее ограничение на
длину киллингова векторного поля Z на Sn−2: |Z(w)| = K(X(x), w).

Это следствие влечет в свою очередь

Следствие 3.6. Пусть M — n-мерное риманово многообразие
с единичным киллинговым векторным полем X. Если n четно, то
в каждой точке x ∈ M существует единичный вектор w ⊥ X(x)
такой, что K(X(x), w) = 0. Следовательно, если существует точка
x ∈ M такая, что секционная кривизна любой двумерной площадки,
содержащей вектор X(x), положительна, то n нечетно.

Следствие 3.7. Каждое полное двумерное риманово многооб-
разие M с единичным векторным полем Киллинга X локально ев-
клидово. Следовательно, M изометрично евклидовой плоскости или
одной из плоских полных поверхностей: цилиндру, тору, листу Меби-
уса или бутылке Клейна. При этом поле X параллельно. В последних
двух случаях X квазирегулярно и имеет единственную сингулярную
траекторию-окружность, а X определяется с точностью до умноже-
ния на −1. Во всех остальных случаях поле X может иметь любое
направление.

Отметим, что в книге [41] теорема Берже выводится из следую-
щего утверждения.

Теорема 3.10 [41, гл. II, теорема 5.6 ]. Пусть M — компактное
ориентируемое риманово многообразие положительной секционной
кривизны, и пусть f — изометрия M .
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(1) Если n = dim M — четное число, и f сохраняет ориентацию,
то f имеет неподвижную точку.

(2) Если n = dim M — нечетное число, и f изменяет ориентацию,
то f имеет неподвижную точку.

Замечание 11. В работе [224] теорема 3.10 обобщена на случай
произвольного конформного преобразования f .

В книге [41] приведено и другое, близкое к оригинальному из [93],
доказательство теоремы Берже. Еще одно ее доказательство дано в
лемме (Берже) 2.2 и следствии 2.1 из [220].

В качестве следствия теоремы 3.10 легко получается

Теорема 3.11 (теорема Синга [211]). Пусть Mn — компактное
риманово многообразие положительной секционной кривизны.

(1) Если n — четное число, и M ориентируемо, то M односвязно.
(2) Если n — нечетное число, то M ориентируемо.

C Приведем здесь оригинальное доказательство этой теоремы.
Оба утверждения будем доказывать одновременно. Предположим,
что какое-нибудь из этих утверждений неверно. Тогда M неодно-
связно и существует нестягиваемая петля c1 в M . Вследствие ком-
пактности M свободный гомотопический класс [c1] петли c1 содер-
жит некоторую нетривиальную кратчайшую петлю, и на основании
следствия 1.3, эта кратчайшая петля должна быть замкнутой пе-
риодической геодезической; пусть c = c(t), 0 6 t 6 a, — ее пара-
метризация длиной дуги и c(0) = x, c′(0) = c′(a) = u. Определим
P (t) : Mc(0) → Mc(t), 0 6 t 6 a, — параллельный перенос вдоль этой
геодезической. Тогда P (a) — линейное ортогональное преобразова-
ние евклидова пространства (Mx, gx), причем P (a)(u) = u. В первом
случае P (a) сохраняет ориентацию, а во втором обращает ее (при
надлежащем выборе петли c1, возможном вследствие неориентируе-
мости M). Поэтому P (a) — сохраняющее (соответственно, обращаю-
щее) ориентацию ортогональное преобразование ортогонального до-
полнения u⊥ = Mx ª Ru. Тогда, как известно [35], в обоих случа-
ях существует единичный вектор v ∈ u⊥ такой, что P (a)(v) = v.
Пусть V (t) := P (t)(v), 0 6 t 6 a, и C(t, s) := Expc(t)(sV (t)),
(t, s) ∈ [0, a]× (−ε, ε) — гладкая вариация геодезической c. Заметим,
что эта вариация вполне аналогична вариациям Ci(t, s) из (1.73) при
f(t) ≡ 1. Очевидно, для каждого s ∈ (−ε, ε), кривая cs(t) := C(t, s),
0 6 t 6 a, — гладкая петля в M некоторой длины l(s), свободно



3.6. Изометрические потоки и точки конечного периода 139

гомотопная петле c. Тогда l′(0) = 0 вследствие формулы (1.56). Ана-
логично доказательству теоремы 1.22, получаем

l′′(0) =

a∫

0

[− f2K(c′, V ) + (f ′)2
]
(t) dt = −

a∫

0

K
(
c′(t), V (t)

)
dt < 0.

Следовательно, вопреки предположению, петля c не является крат-
чайшей петлей в классе [c1]. B

Из теоремы 3.5 вытекают еще несколько интересных следствий.

Следствие 3.8 (теорема Бохнера [98]). Если кривизна Риччи
компактного риманова многообразия M отрицательна, то на M не
существует ненулевых киллинговых полей.

Для доказательства достаточно (в теореме 3.5) в качестве x ∈ M
рассмотреть точку абсолютного максимума длины киллингова по-
ля X. Отметим, что теорема Бохнера следует также из более общей
теоремы 4.28.

Следствие 3.9 [41, гл. II, следствие 4.2]. Если X — киллингово
векторное поле на компактном римановом многообразии M неполо-
жительной кривизны Риччи, то X параллельно и, следовательно,
имеет постоянную длину.

Из этого следствия и теоремы 3.8 получаем

Следствие 3.10. Всякое компактное риманово многообразие M
неположительной кривизны Риччи с нетривиальным киллинговым
векторным полем имеет бесконечную фундаментальную группу.

3.6. Изометрические потоки и точки конечного периода

Материал этого и следующего раздела основан на работах [14]
и [18]. В этом разделе мы получим некоторые утверждения о струк-
туре множества точек конечного периода относительно изометри-
ческих потоков на римановых многообразиях. Также мы приводим
детальное описание свойств изометрических потоков на римановых
многообразиях, порожденных киллинговыми векторными полями,
все интегральные траектории которых замкнуты (теорема 3.17).

Рассмотрим некоторое гладкое действие µ : R × M → M адди-
тивной группы вещественных чисел на гладком многообразии M .
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По потоку µ определим функцию периодичности Pµ : M → R∪ {∞}
следующим образом:

Pµ(x) =





0, µ(s, x) = x, s > 0,

t > 0, µ(t, x) = x, µ(s, x) 6= x, 0 < s < t,

∞, µ(s, x) 6= x, s > 0.

(3.13)

Аналогично, по заданному потоку µ определим для каждого
t ∈ [0,∞) множество Mµ(t):

Mµ(0) = P−1
µ (0), Mµ(t) =

{
x ∈ M

∣∣ µ(t, x) = x
}
при t > 0. (3.14)

Лемма 3.3. Пусть задан изометрический поток µ : R×M → M
на римановом многообразии (M, g). Тогда для любого t ∈ [0,∞) мно-
жество Mµ(t) или пусто или является (возможно, несвязным) за-
мкнутым вполне геодезическим подмногообразием в (M, g). Кроме
того, справедливы следующие утверждения:

1) Каждая связная компонента Mµ(0) имеет четную коразмер-
ность в M .

2) Если Mµ(t) 6= M при некотором t ∈ [0,∞), то каждая связная
компонента Mµ(t) имеет коразмерность не меньше 1 в M .

3) Если многообразие M ориентируемо, то для любого t ∈ [0,∞)
каждая связная компонента подмногообразия Mµ(t) имеет четную
коразмерность в M .

C Утверждение о том, что Mµ(0) является замкнутым вполне гео-
дезическим подмногообразием (с четной коразмерностью каждой из
своих связных компонент) в (M, g), доказано в работе [152]. Идея до-
казательства состоит в том, что Mµ(0) — это множество точек на M ,
на которых зануляется киллингово поле V , порождающее поток µ.
Четность коразмерности каждой компоненты связности Mµ(0) в M
следует из того, что образ кососимметричного оператора на евкли-
довом пространстве имеет четную размерность.

Рассмотрим теперь некоторое t > 0. Поскольку µ(t) является изо-
метрией риманова многообразия (M, g), то множество неподвижных
точек этой изометрии Mµ(t) является замкнутым вполне геодезиче-
ским подмногообразием в M . Это утверждение также хорошо из-
вестно (см., например, [42, гл. VII, § 8]), но мы дадим набросок его
доказательства, поскольку нам также необходимо получить утвер-
ждение 3) леммы.
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Понятно, что множество Mµ(t) замкнуто в M . Рассмотрим неко-
торую точку x ∈ Mµ(t) и дифференциал Q : Mx → Mx изометрии
I = µ(t) в точке x. Рассмотрим теперь в Mx подпространство L, на
котором Q тождественно. Пусть L0 — множество векторов длины
меньше r0 в L, где r0 > 0 выбрано так, что экспоненциальное отоб-
ражение expx : Mx → M инъективно на шаре радиуса r0 с центром
в начале координат. Тогда V0 — образ L0 при рассматриваемом экспо-
ненциальном отображении — совпадает с множеством точек в Mµ(t),
находящихся на расстоянии меньше r0 от точки x. Поскольку expx

осуществляет биекцию между множествами L0 и V0, то Mµ(t) дей-
ствительно является подмногообразием в M .

Рассмотрим теперь произвольную точку y ∈ Mµ(t) такую, что
ρ(x, y) < r0. Тогда существует единственная кратчайшая, соединя-
ющая эти две точки, причем эта кратчайшая инвариантна при изо-
метрии I = µ(t), т. е. она состоит из точек, принадлежащих Mµ(t).
Поскольку точку x ∈ Mµ(t) можно выбрать произвольно, то Mµ(t) —
вполне геодезическое подмногообразие в M .

Если Mµ(t) 6= M , то любая связная компонента Mµ(t) имеет ко-
размерность не меньше 1, поскольку изометрия, тождественная на
некотором открытом множестве в M , тождественна всюду.

Нам осталось лишь доказать утверждение про ориентируемые
многообразия M . В случае ориентируемости M отображение I = µ(t)
не изменяет ориентации, поэтому и его дифференциал Q сохраняет
ориентацию в Mx. Осталось заметить, что при этом дополнительное
подпространство к подпространству L (на котором Q тождественно)
обязано быть четномерным. B

Следующий результат позволяет прояснить поведение функции
периодичности изометрического потока на римановом многообразии.

Теорема 3.12 (В. Озолс [194]). Пусть на римановом многооб-
разии (M, g) задан изометрический поток µ : R × M → M , Pµ —
функция периодичности, построенная по этому потоку. Тогда у лю-
бой точки x ∈ M существует такая окрестность, в которой функция
периодичности Pµ принимает лишь конечное число значений.

Далее нам понадобится следующая

Лемма 3.4. Пусть Q — ортогональное преобразование в евкли-
довом пространстве Rn. Определим следующие подмножества в Rn :
Qf =

{
x ∈ Rn

∣∣ Qm(x) = x для некоторого m ∈ N}
, Q∞ = Rn \ Qf .
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Тогда справедливы следующие утверждения:
1) Qf — Q-инвариантное линейное подпространство в Rn.
2) Существует единственное p ∈ N такое, что Qp|Qf

= Id и
Qm|Qf

6= Id при 1 6 m < p.
3) Если p > 1, то существует y ∈ Qf такой, что Qp(y) = y и

Qm(y) 6= y при 1 6 m < p.
4) Для каждого y ∈ Q∞ замыкание в Rn множества точек

{Qm(y)|m ∈ Z} содержит некоторый тор T l размерности l > 1.
5) Если Q∞ 6= ∅, то Qf имеет коразмерность не меньше 2 в Rn.
6) Для всякого натурального числа l < p, где p — число из 2),

множество
Ql =

{
x ∈ Rn

∣∣ Ql(x) = x
}

является Q-инвариантным линейным подпространством в Qf и
Ql 6= Qf . При этом подпространство Ql имеет коразмерность не
меньше 2 в Rn или Q(v) = −v для всякого вектора v ⊥ Ql, где
v ∈ Rn.

C Первое утверждение леммы очевидно. Пусть s = dim(Qf ), и
задан некоторой базис e1, e2, . . . , es в Qf . Для каждого 1 6 i 6 s
рассмотрим ai — минимальное натуральное число, для которого
Qai(ei) = ei. Пусть p ∈ N — наименьшее общее кратное всех чи-
сел ai при 1 6 i 6 s. Понятно, что p — как раз то число, существова-
ние и единственность которого составляет сущность утверждения 2)
леммы. Утверждение 3) леммы следует из 2) и того, что множество
{x ∈ Qf |Qm(x) = x} при 1 6 m < p является собственным линейным
подпространством в Qf .

Докажем теперь четвертое утверждение леммы. Пусть G — за-
мыкание в группе O(n) множества ортогональных преобразований
{Qm|m ∈ Z}. Поскольку y ∈ Q∞, то G — замкнутая недискретная
коммутативная подгруппа в O(n). Пусть теперь Oy — орбита точки
y ∈ Rn относительно действия группы G. Очевидно, что Oy являет-
ся замыканием в Rn множества точек {Qm(y)|m ∈ Z}. Пусть теперь
G̃ — связная компонента единицы группы G, и пусть Õy — орби-
та точки y ∈ Rn относительно действия группы G̃. Понятно, что
Õy ⊂ Oy. Поскольку Õy — однородное пространство связной ком-
пактной коммутативной группы Ли G̃, то Q̃y гомеоморфно тору T l,
и при этом l > 1, поскольку в противном случае Õy сводится к точке,
и y ∈ Qf .



3.6. Изометрические потоки и точки конечного периода 143

Предположим теперь, что Q∞ 6= ∅, и рассмотрим P — (нетриви-
альное) ортогональное дополнение к Qf в Rn. Понятно, что P явля-
ется Q-инвариантным. Если P одномерно, то Q2(x) = x для любого
x ∈ P , т. е. P ⊂ Qf , чего не может быть. Таким образом, P имеет
размерность не меньше 2, что и доказывает утверждение 5) леммы.

Утверждение 6) легко доказывается с помощью рассуждений,
аналогичных приведенным выше. B

Теорема 3.13. Пусть на римановом многообразии (M, g) зада-
но гладкое изометрическое действие µ : R × M → M аддитивной
группы вещественных чисел, и P = Pµ — функция периодичности,
построенная по потоку µ. Предположим, что M∞ = P−1(∞) 6= ∅.
Тогда множество Mf = P−1([0,∞)) замкнуто в M и имеет нулевую
лебегову меру, в то время как M∞ открыто, связно и всюду плотно
в M .

C Покажем, что для любой точки x ∈ M существует такое rx > 0,
что пересечение Mf с замкнутым шаром B(x, rx) = {y ∈ M | ρ(y, x) 6
rx} является замкнутым множеством в M нулевой меры. Согласно
теореме 3.12 существует такое rx > 0, что в замкнутом шаре B(x, rx)
функция периодичности P принимает лишь конечное число значе-
ний. Пусть 0 6 t1 < t2 < . . . < ts — все конечные значения P в
этом шаре. Рассмотрим теперь множества Mµ(ti) (см. (3.14)) при
1 6 i 6 s. Согласно лемме 3.3 каждое из множеств Mµ(ti) являет-
ся замкнутым вполне геодезическим подмногообразием в M , причем
каждая связная компонента Mµ(ti) имеет коразмерность не меньше 1
в M . Пусть U = ∪s

i=1Mµ(ti), тогда

B(x, rx) ∩Mf = B(x, rx) ∩ U =
s⋃

i=1

(
B(x, rx) ∩Mµ(ti)

)
.

Поскольку B(x, rx) ∩Mµ(ti) замкнуто и имеет меру 0 в M для всех
1 6 i 6 s, мы и получаем нужный результат.

Для доказательства связности множества M∞ (в предположении
M∞ 6= ∅) достаточно (в силу теоремы 3.12 и леммы 3.3) показать,
что произвольная связная компонента каждого из вполне геодезиче-
ских подмногообразий Mµ(t), t > 0, имеет коразмерность > 2 в M .
Действительно, в этом случае топологическая размерность множе-
ства Mf не превосходит n− 2, где n — размерность многообразия M
(см., например, [58, гл. 7, § 9]).
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Если Mµ(t) в окрестности некоторой точки x ∈ Mµ(t) име-
ет коразмерность 6 1 в M , то, как нетрудно понять, множество
Mµ(2t) содержит некоторую окрестность точки x в M (см. дока-
зательство утверждения 5) леммы 3.4). Но последнее означает, что
Mf = Mµ(2t) = M , что противоречит условию M∞ 6= ∅. B

Замечание 12. Для доказательства того, что топологическая
размерность множества Mf не превосходит n − 2, можно также
применить утверждение 3) леммы 3.3 к ориентированному рима-
нову многообразию M̃ , двулистно накрывающему M , и потоку
µ̃ : R× M̃ → M̃ , порождаемому потоком µ.

Отметим, что в условиях предыдущей теоремы нельзя утвер-
ждать, что множество Mf является вполне геодезическим подмно-
гообразием в (M, g). Это можно продемонстрировать на следующем
примере. Пусть µ(t), t ∈ R, — изометрический поток на евклидовом
пространстве M = R4, определенный следующим образом: µ(t) — ор-
тогональное преобразование, задаваемое в стандартном базисе {ei},
1 6 i 6 4, матрицей A(t) = diag(A1(t), A2(t)), где

A1(t) =
(

cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)
, A2(t) =

(
cos(πt) sin(πt)
− sin(πt) cos(πt)

)
.

Нетрудно понять, что Mf в этом примере является объединением
двух двумерных подпространств, одно из которых натянуто на век-
торы e1 и e2, а второе — на векторы e3 и e4. Как видно из этого при-
мера, препятствием к полной геодезичности множества Mf может
являться наличие точек, неподвижных относительно рассматривае-
мого изометрического потока. В теореме 3.16 мы покажем, что при
отсутствии таких точек Mf действительно является вполне геодези-
ческим подмногообразием в (M, g).

Теорема 3.14. Пусть на гладком многообразии M задано глад-
кое действие µ : R×M → M аддитивной группы вещественных чи-
сел. Предположим, что на M определена риманова метрика g такая,
что для некоторого t > 0 диффеоморфизм µ(t) является изометрией
риманова многообразия (M, g), и существует точка x ∈ M с услови-
ем P (x) = t для функции периодичности P = Pµ, соответствующей
потоку µ. Пусть Mf = P−1([0,∞)). Тогда существует такая окрест-
ность U точки x в M и такое T > 0, что выполняются следующие
свойства:
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1) T делится нацело на t, и, соответственно, преобразование µ(T )
является изометрией на (M, g).

2) Mf ∩ U = Mµ(T ) ∩ U , где Mµ(T ) = {y ∈ M |µ(T, y) = y} —
замкнутое вполне геодезическое подмногообразие в (M, g).

3) В любой окрестности точки x найдется точка y ∈ Mf , для
которой P (y) = T .

C Введем сначала обозначения, необходимые для доказательства
теоремы. Условимся для точки y ∈ M через Oy обозначать орбиту
этой точки под действием однопараметрической группы диффеомор-
физмов µ(s), s ∈ R. Для точки x в формулировке теоремы выберем
число rx > 0 такое, что выполнены следующие условия:

1) экспоненциальное отображение Expx : Mx → M инъективно
на шаре радиуса rx с центром в начале координат;

2) никакая орбита Oy, y ∈ M , не лежит целиком в шаре U = {y ∈
M | ρ(x, y) < rx}.

Учитывая условия теоремы, существование нужного числа rx

легко доказывается. Далее мы покажем, что U — окрестность точ-
ки x, существование которой утверждается в теореме.

Поскольку t = P (x) > 0, то x является неподвижной точкой изо-
метрии I := µ(t).

Рассмотрим теперь Q : Mx → Mx — дифференциал изометрии I
в точке x. Отождествляя Mx с евклидовым пространством Rn, мы
можем воспользоваться результатами леммы 3.4 для ортогонального
отображения Q. Пусть

Qf =
{
z ∈ Mx

∣∣ Qm(x) = x для некоторого m ∈ N}
, Q∞ = Mx \Qf .

Рассмотрим теперь число p ∈ N, существование которого утвержда-
ется в лемме 3.4, и положим T = t · p. Далее покажем, что таким
образом определенное число как раз и является числом, существо-
вание которого утверждается в теореме.

Рассмотрим некоторый вектор z ∈ Mx длины меньше rx. При экс-
поненциальном отображении Expx : Mx → M этот вектор переходит
в некоторую точку y ∈ M . Понятно, что Expx(Qm(z)) = Im(y) для
любого целого m, поскольку экспоненциальное отображение на ри-
мановых многообразиях коммутирует с изометриями. Если z ∈ Qf ,
то в силу выбора числа p мы имеем Qp(z) = z, и поэтому Ip(y) = y,
т. е. y ∈ Mµ(T ).
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Пусть теперь z ∈ Q∞. Покажем, что y = Expx(z) не принадлежит
множеству Mf . Предположим противное. Тогда орбита Oy точки y
относительно потока µ компактна. Пусть теперь S — замыкание в Mx

множества точек орбиты {Qm(z)|m ∈ Z}. Понятно, что все векторы
этой орбиты имеют длину меньше rx. Согласно лемме 3.4, S содер-
жит некоторый тор T l размерности l > 1. В силу компактности орби-
ты Oy образ множества S при экспоненциальном отображении Expx

является подмножеством орбиты Oy. Поскольку Expx : Mx → M
инъективно на шаре радиуса rx с центром в начале координат, то Oy

содержит образ тора T l при отображении Expx, который сам являет-
ся тором размерности l > 1. Поскольку же орбита Oy гомеоморфна
окружности, мы получаем, что l = 1 и Oy является гомеоморфным
образом окружности T l = T 1. Следовательно, орбита Oy целиком со-
держится в окрестности U точки x, что невозможно в силу выбора
этой окрестности.

Таким образом, множество U ∩Mf является образом множества
векторов z в Qf , имеющих длину меньше rx, при экспоненциаль-
ном отображении Expx. Следовательно, Mf ∩ U = Mµ(T ) ∩ U , где
Mµ(T ) = {y ∈ M |µ(T, y) = y} — замкнутое вполне геодезическое
подмногообразие в (M, g) по лемме 3.3.

Нам осталось доказать, что в любой окрестности точки x найдет-
ся точка y ∈ Mf , для которой P (y) = T . Если p = 1, то T = t и все
очевидно. Пусть p > 1. Тогда в силу пункта 3) леммы 3.4 существует
вектор z ∈ Qf такой, что Qp(z) = z и Qm(z) 6= z при 1 6 m < p.
Гомотетией можно добиться того, что длина вектора z сколь угодно
мала, и заведомо меньше rx > 0. Понятно, что точка y = expx(z)
такова, что P (y) = T . Теорема полностью доказана. B

Из доказанной теоремы нетрудно вывести следующую теорему.

Теорема 3.15. Пусть в условиях теоремы 3.14 в некоторой
окрестности точки x на M функция периодичности P принимает
лишь конечные значения. Тогда существует число T > 0 со следую-
щими свойствами:

1) Преобразование µ(T ) тождественно на M .
2) Функция периодичности P принимает лишь конечные значе-

ния, причем этих значений не более чем счетное число, и для любой
точки y ∈ M либо P (y) = 0, либо T делится нацело на P (y).
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3) В любой окрестности точки x на M существуют точки y со
свойством P (y) = T .

4) На M корректно определено гладкое и эффективное действие
η : S1×M → M окружности S1 = R/(T ·Z), орбиты которого совпа-
дают с орбитами µ.

C По теореме 3.14 мы можем выбрать число T > 0 и окрест-
ность U точки x так, что для них выполняются все утверждения тео-
ремы 3.14. В частности, выполнено равенство Mf ∩ U = Mµ(T )∩ U ,
где Mµ(T ) = {y ∈ M |µ(T, y) = y}, и µ(T ) является изометрией на
римановом многообразии (M, g).

По условию теоремы все точки y из некоторой окрестности точ-
ки x в M имеют конечные периоды. Это значит, что в некоторой
окрестности точки x изометрия µ(T ) тождественна. В силу связно-
сти и полноты многообразия M она тождественна и на всем многооб-
разии. Вышеприведенные рассуждения доказывают утверждение 1)
теоремы.

Поскольку изометрия µ(T ) тождественна на M , то число T явля-
ется периодом для каждой из точек M . Поэтому T делится нацело
на число P (y) для точек y ∈ M таких, что P (y) 6= 0. Таким образом,
множество наименьших положительных периодов не более чем счет-
но. Это рассуждение доказывает утверждение 2) в формулировке
теоремы.

Третье утверждение теоремы следует из утверждения 3) теоре-
мы 3.14.

Утверждение 4) теоремы непосредственно следует из предыду-
щих утверждений теоремы. B

Теорема 3.16. Пусть на римановом многообразии (M, g) зада-
но гладкое нигде не зануляющееся киллингово векторное поле X,
порождающее однопараметрическую группу изометрий µ(t), t ∈ R,
которой соответствует функция периодичности P = Pµ. Тогда Mf =
{x ∈ M |Pµ(x) < ∞} — (возможно, несвязное) замкнутое вполне гео-
дезическое подмногообразие в (M, g).

C Теорема очевидна, если Mf = M . Далее рассмотрим случай,
когда Mf 6= M . Поскольку поле X не имеет нулей на многообра-
зии M , то P−1(0) = ∅. Рассмотрим теперь произвольную точку
x ∈ Mf ; тогда P (x) = t > 0.
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Согласно теореме 3.14 существуют такая окрестность U точки x
в M и такое T > 0, что Mf ∩ U = Mµ(T ) ∩ U , где Mµ(T ) = {y ∈
M |µ(T, y) = y} — замкнутое вполне геодезическое подмногообра-
зие в (M, g). Таким образом, в некоторой окрестности любой точки
x ∈ Mf множество Mf совпадает с замкнутым вполне геодезическим
подмногообразием в (M, g). Это и доказывает теорему. B

Если в условиях теоремы 3.16 рассмотреть M ′ — какую-либо
компоненту множества Mf , то M ′ является вполне геодезическим
подмногообразием в (M, g), инвариантным относительно изометри-
ческого потока µ. Таким образом, можно более детально исследо-
вать функцию периодичности Pµ этого потока, ограниченного на M ′.
Некоторую информацию об этом нам доставляет следующий резуль-
тат.

Теорема 3.17. Пусть на римановом многообразии (M, g) задано
нетривиальное гладкое изометрическое действие µ : R × M → M
аддитивной группы вещественных чисел, и P = Pµ — функция пе-
риодичности, построенная по потоку µ. Если функция P принимает
лишь конечные значения, то справедливы следующие утверждения.

1) Функция P : M → R является полунепрерывной снизу и
принимает не более счетного числа положительных значений τi,
τi+1 < τi при 1 6 i < κ, где κ ∈ N ∪ {∞}. Число T = τ1 делится
нацело на каждое из чисел τi.

2) Существует гладкое, изометричное и эффективное действие η :
S1 ×M → M окружности S1 = R/T ·Z, орбиты которого совпадают
с орбитами µ.

3) Пусть Mi — множество точек x ∈ M с наименьшим положи-
тельным периодом τi. Тогда M1 — открытое, связное и всюду плотное
множество в M .

4) Каждое множество Mi содержится в (возможно, несвязном)
замкнутом вполне геодезическом подмногообразии Mµ(τi) = {x ∈
M |µ(τi, x) = x}.

C Рассмотрим произвольную точку x∈M такую, что t :=P (x)>0.
Пусть Ox — орбита точки x под действием потока µ. Выберем число
rx > 0 так, что множество

TOx =
{
y ∈ M

∣∣ ρ(y,Ox) < rx

}

является трубчатой окрестностью орбиты Ox, т. е. для каждой точ-
ки y ∈ TOx существует единственная ближайшая к y точка на ор-
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бите Ox. В силу компактности орбиты Ox существование нужного
числа rx > 0 легко доказывается.

Покажем теперь, что функция P полунепрерывна снизу в точке
x ∈ M . Понятно, что для любой точки z ∈ Ox выполнено равен-
ство P (z) = P (x) = t. Рассмотрим произвольную точку y в шаре
{y ∈ M | ρ(x, y) < rx}. Покажем, что l = P (y) (наименьший положи-
тельный период для точки y) делится нацело на t. Действительно,
пусть z — ближайшая к y точка на орбите Ox. Поскольку µ(l)(y) = y,
и µ(l) — изометрия (M, g), то ближайшей точкой на орбите Ox к точ-
ке y является также и точка µ(l)(z). Но поскольку окрестность TOx

трубчатая, то µ(l)(z) = z, и l делится нацело на t. Таким образом,
в шаре {y ∈ M | ρ(x, y) < rx} функция периодичности P принимает
значения, не меньшие t. Значит, функция периодичности P полуне-
прерывна снизу в точке x. То, что функция P полунепрерывна в тех
точках z ∈ M , где P (z) = 0, очевидно. Таким образом, мы доказали
полунепрерывность снизу функции P в каждой точке многообразия.
Теперь утверждения 1) и 2) следуют из теоремы 3.15.

Докажем утверждение 3) теоремы. В силу того, что функция пе-
риодичности P полунепрерывна снизу на M , прообраз P−1(T ) = M1

является открытым подмножеством в M . Как следует из теоре-
мы 3.15, множество M1 = P−1(T ) пересекается с любой окрестно-
стью точки y ∈ M с положительным значением P (y). Кроме того,
как следует из леммы 3.3, каждая связная компонента множества
P−1(0) является вполне геодезическим подмногообразием в (M, g)
коразмерности > 2. Таким образом, точки y ∈ M со свойством
P (y) = T образуют всюду плотное открытое подмножество в M .

Предположим теперь, что множество M1 не является связным.
Нетрудно понять, что это возможно лишь при условии, что несвяз-
ным будет множество M \M ′, где M ′ — некоторая связная компо-
нента множества Mi, i > 1. Отметим, что существует не более одной
компоненты M ′ с описанным свойством. Ясно, что при этом M ′ име-
ет коразмерность 1 в M . Рассмотрим некоторую точку x ∈ M ′. Тогда,
согласно утверждению 6) леммы 3.4, дифференциал изометрии µ(τi)
в точке x изменяет ориентацию в Mx. Это означает, что многооб-
разие M не является ориентируемым, и, следовательно, множест-
во M \ M ′ связно вопреки нашему допущению. Полученное проти-
воречие доказывает связность множества M1.

Утверждение 4) с учетом леммы 3.3 очевидно. B
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3.7. Регулярные и квазирегулярные
киллинговы векторные поля

3.7.1. Орбиты изометрических S1-действий на римановых
многообразиях. Сначала мы приведем некоторую стандартную ин-
формацию о гладких изометрических действиях группы окружности
S1 = SO(2) на римановых многообразиях. Все эти факты и их дале-
ко идущие обобщения можно найти в статьях [11, 174].

Заметим, что существование какого-нибудь гладкого S1-действия
с некоторыми предписанными свойствами на данном гладком мно-
гообразии M дает частичную информацию о топологии многообра-
зия M . Например, в статье [195] показано, что если компактное ори-
ентируемое гладкое многообразие M допускает гладкое S1-действие
с изолированными неподвижными точками, которые также изолиро-
ваны как особые точки, то все числа Понтрягина и сигнатура много-
образия M равны нулю, а характеристика Эйлера многообразия M
четна и равна числу неподвижных точек.

Пусть дано какое-нибудь эффективное почти свободное изомет-
рическое действие τ : S1 × M → M на римановом многообразии
(M, g). Рассмотрим проекцию

π : M → M/S1 = M, (3.15)

где M = M/S1 — фактор-пространство, точки которого — орби-
ты группы S1. Пространство M/S1 снабжается естественной внут-
ренней метрикой ρ следующим образом. Пусть Ox и Oy — орбиты
некоторых точек x и y относительно S1-действия на (M, ρ). Можно
показать, что существует

ρ(Ox, Oy) = min
{
ρ(u, v)

∣∣ u ∈ Ox, v ∈ Oy

}
.

Можно проверить, что так определенная функция ρ является неко-
торой полной внутренней метрикой на M = M/S1. Кроме того, если
ρ(Ox, Oy) = ρ(u, v), то любая кратчайшая в (M, g), соединяющая
точки u и v, ортогональна к обеим орбитам Ox и Oy. Поэтому, если
рассматривать пространство орбит M вместе с метрикой ρ, то отоб-
ражение (3.15) является субметрией. В [201] также показано, что
M/S1 — риманов орбифолд (многообразие с особенностями).

Предположим, что некоторая точка x ∈ M имеет тривиальный
стабилизатор относительно S1-действия на (M, g). Тогда каждая
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точка в Ox, орбите точки x, имеет то же свойство. В этом слу-
чае орбита Ox называется регулярной, а в противоположном слу-
чае — особой. Далее, особые точки орбифолда M/S1 характеризуют-
ся как проекции особых орбит (относительно π). Хорошо известно,
что объединение всех регулярных орбит является некоторым откры-
тым всюду плотным подмножеством в M . Каждая точка особой ор-
биты имеет нетривиальный стабилизатор, изоморфный Zn для неко-
торого n > 2 (см., например, [25, § 9] или [239]).

Если особых орбит нет, т. е. группа S1 действует свободно, то про-
екция (3.15) является расслоением и M = M/S1 — гладкое многооб-
разие, которое можно снабдить естественной римановой метрикой g
такой, что проекция (3.15) — риманова субмерсия [191]. Заметим,
что в этом случае ρ порождается римановой метрикой g.

Вследствие теоремы 3.17 для риманова многообразия (Mn, g) с
(квази)регулярным векторным полем Киллинга X cуществует глад-
кое, изометричное и эффективное действие η : S1 ×M → M окруж-
ности S1 = R/T ·Z, орбиты которого совпадают с орбитами потока µ,
порождаемого векторным полем X.

Дадим координатное описание риманова многообразия (Mn, g)
с (квази)регулярным полем Киллинга X в трубчатой окрестности
U = TOx (U ′ = TOx) (из доказательства теоремы 3.17) регулярной
(соответственно, сингулярной) орбиты O = Ox.

(1) Орбита O регулярна тогда и только тогда, когда существует
«карта» (U,ϕ, V n−1

r × S1), где V n−1
r — открытый шар радиуса r > 0

с центром 0 в Rn−1, такая, что компоненты метрического тензора g
в этой карте не зависят от θ ∈ S1, gnn ◦ ϕ−1 является константой, и
для каждого единичного вектора v = (v1, . . . , vn−1) ∈ Rn−1 и веще-
ственного числа t ∈ [0, r) выполнены равенства

gij(tv, 0)vivj = 1, gnj(tv, 0)vj = 0

и
gij(tv, 0)viwj = 0, w ∈ Rn, w ⊥ v.

Здесь мы применили правило суммирования Эйнштейна и обозначи-
ли для простоты через gkl функции gkl ◦ ϕ−1.

(2) Орбита O сингулярна тогда и только тогда, когда простра-
нство U ′ (с внутренней метрикой) является фактор-пространством
пространства U из пункта (1) относительно действия циклической
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группы изометрий I на U конечного порядка k > 2, порожденной
изометрией h, где f = ϕ ◦ h ◦ ϕ−1 имеет вид

f(v, θ) =
(

f1(v), θ +
2π

k

)
,

где f1 — вращение порядка k вокруг центра шара V n−1
r , причем f1

является также изометрией риманова многообразия (V n−1
r , g0), где

метрический тензор g0 имеет компоненты

g0ij

(
x1, . . . , xn−1

)
= gij

(
ϕ−1(x1, . . . , xn−1, 0)

)
, 1 6 i, j 6 n− 1.

Регулярные и квазирегулярные киллинговы векторные поля по-
стоянной длины на римановых многообразиях обладают рядом об-
щих свойств. Сначала мы уточним результат теоремы 3.17 для слу-
чая однопараметрической группы движений на римановом много-
образии, порожденной (квази)регулярным киллинговым векторным
полем.

Теорема 3.18. Пусть µ(t), t ∈ R, – однопараметрическая группа
движений риманова многообразия (M, g), порожденная единичным
(квази)регулярным киллинговым векторным полем X. Тогда функ-
ция периодичности P потока µ принимает лишь конечные значения
и для потока µ справедлива теорема 3.17. Кроме того, справедливы
следующие утверждения:

1) Все интегральные кривые поля X являются простыми замкну-
тыми геодезическими, причем для каждой точки x ∈ M число P (x)
является длиной интегральной кривой поля X, проходящей через
точку x.

2) Изометрическое действие η : S1 ×M → M окружности S1 =
R/T ·Z является эффективным и почти свободным. При этом орбиты
длины T этого действия являются регулярными, в то время как все
остальные орбиты сингулярны. Действие η свободно тогда и только
тогда, когда поле Киллинга X регулярно.

3) Если длины интегральных кривых поля X ограничены в сово-
купности снизу некоторым числом δ > 0 (что заведомо выполнено
для риманова многообразия (M, g), радиус инъективности которого
ограничен снизу некоторой положительной константой), то κ из тео-
ремы 3.17 конечно, т. е. функция периодичности P принимает лишь
конечное число значений.
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4) Если M ′ — множество сингулярных точек M относительно дей-
ствия η, то M ′ является объединением не более чем счетного (и даже
конечного в случае компактного M) числа вполне геодезических под-
многообразий в M , размерность и коразмерность каждого из кото-
рых не меньше 1. Если к тому же M ориентируемо, то коразмерность
каждого из этих вполне геодезических подмногообразий четна.

5) Если многообразие M двумерно и ориентируемо, то все орби-
ты η регулярны, т. е. имеют одинаковую длину T .

6) Если многообразие M трехмерно и ориентируемо, то сингу-
лярные орбиты η на M изолированы, и, следовательно, M является
слоением Зейферта.

7) Если многообразие M компактно, трехмерно и ориентируемо,
то множество сингулярных орбит η конечно.

C Из (квази)регулярности поля X следует, что все интегральные
кривые этого поля (или, что то же самое, орбиты потока µ) являют-
ся окружностями. Таким образом, функция периодичности потока µ
принимает лишь конечные значения. Следовательно, в этой ситуа-
ции выполнены все условия теоремы 3.17.

Далее, утверждение 1) теоремы вытекает из предложения 3.2.
Второе утверждение следует из того, что киллингово поле X не име-
ет нулей на M .

Докажем теперь третье утверждение теоремы. Поскольку каждое
число τi является длиной некоторой замкнутой геодезической, то
мы получаем неравенство τi > δ > 0 для всех 1 6 i < κ. Кроме
того, число τ1 = T (максимальный период) делится нацело на τi.
Поэтому κ в данном случае конечно.

Четвертое утверждение теоремы следует из леммы 3.3, утвержде-
ния 4) теоремы 3.17 и из того, что поле X не имеет нулей.

Остальные утверждения теоремы являются очевидными след-
ствиями четвертого утверждения. B

Таким образом, если рассмотреть на римановом многообразии
(M, g) изометрический поток µ(t), t ∈ R, порожденный некоторым
(квази)регулярным киллинговым полем постоянной длины, то образ
однопараметрической группы µ(t) при естественном гомоморфизме
в Isom(M, g) (полную группу движений (M, g)) является окружно-
стью S1 с эффективным (почти) свободным действием. Последнее
условие означает, что стабилизатор произвольной точки x ∈ M от-
носительно действия S1 является конечной подгруппой в S1. Верно
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и обратное. Пусть η : S1 × M → M — гладкое, эффективное и по-
чти свободное действие окружности S1 на гладком многообразии M .
Это действие порождает нигде не зануляющееся векторное поле X
на M . Тогда многообразие M можно снабдить такой римановой мет-
рикой g, что поле X является киллинговым полем постоянной длины
на (M, g). Оба этих утверждения вытекают из результатов работы
А. Уодсли [219]. В частности, в процитированной статье доказана
следующая

Теорема 3.19 (А. Уодсли [219]). Пусть µ : R × M → M —
Cr-гладкое действие (3 6 r 6 ∞) аддитивной группы вещественных
чисел, каждая орбита которого является окружностью, а M явля-
ется Cr-гладким многообразием. Тогда существование Cr-гладкого
действия η : S1 × M → M , орбиты которого совпадают с орбита-
ми µ, равносильно тому, что на M существует такая риманова метри-
ка, что орбиты µ относительно этой метрики являются вложенными
вполне геодезическими подмногообразиями в M .

Другое доказательство теоремы 3.19 дано в приложении А
Д. Б. Э. Эпстейна к книге [21].

В связи с теоремой 3.19 отметим, что выполнение только одно-
го условия, что все орбиты потока µ являются окружностями, да-
же в предположении компактности M и вещественной аналитич-
ности потока µ, не гарантирует существования гладкого действия
η : S1 × M → M , орбиты которого совпадают с орбитами µ. Со-
ответствующие контрпримеры были приведены в статье [209] для
размерности 5 (см. также существенно более простой пример У. Тер-
стона в приложении А к книге [21]) и в статье [125] для размерно-
сти 4. Умножение многообразия на торы показывает наличие таких
контрпримеров в любой размерности не меньше 4. В то же время,
в статье [124] доказано, что в размерности 3 такие контрпримеры
невозможны даже в случае многообразия и потока класса C1, но
возможны, если M некомпактно.

Отметим также, что в работах [210, 219] показана эквивалент-
ность следующих двух условий для одномерного слоения F на глад-
ком многообразии M :

1) на многообразии M существует риманова метрика g, отно-
сительно которой все слои слоения F являются геодезическими
на (M, g);
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2) на M определена 1-форма ω такая, что ω(X) = 0 и dω(T ) = 0,
где X — произвольный вектор, а T — произвольная двумерная пло-
щадка, касательные к F .

Кроме того, в [210] показано, что все орбиты потока µ, порож-
денного единичным векторным полем на римановом многообразии
(M, g), являются геодезическими тогда и только тогда, когда на
(M, g) существует трансверсальное к орбитам µ поле плоскостей ко-
размерности 1, инвариантное относительно потока µ.

Следующая теорема по сути доказана в [219], и понадобится нам в
дальнейшем вместе с конструкцией римановой метрики, изложенной
в доказательстве.

Теорема 3.20. Пусть η : S1 × M → M — гладкое, эффектив-
ное и почти свободное действие окружности S1 на гладком мно-
гообразии M , a X — порожденное этим действием векторное поле
на M . Тогда M можно снабдить римановой метрикой g такой, что
поле X является киллинговым полем единичной длины на рима-
новом многообразии (M, g). При этом поле X является регулярным
(квазирегулярным), если действие η на M свободно (соответственно,
не является свободным).

C Понятно, что поле X нигде не зануляется на M . Зафиксиру-
ем на M некоторую риманову метрику g1. Далее, рассмотрим но-
вую риманову метрику g2, получающуюся усреднением метрики g1

с помощью интегрирования по мере Хаара на S1. Относительно мет-
рики g2 действие η является изометричным. Поэтому поле X яв-
ляется киллинговым на (M, g2). Понятно, что X не обязано иметь
постоянную длину в метрике g2. Поэтому рассмотрим новую рима-
нову метрику g на M , которая конформно эквивалентна метрике g2.
А именно, положим g = fg2, где f : M → R определяется форму-
лой f = (g2(X, X))−1. В силу киллинговости X на (M, g2) имеем
LXg2 = 0. Поэтому

Xf = −(g2(X,X))−2 ·X(g2(X,X)) =

= −(g2(X, X))−2 · (LXg2)(X, X) = 0

и
LXg = LX(fg2) = (Xf)g2 + f(LXg2) = 0.

Таким образом, поле X киллингово на (M, g) и, кроме того,
g(X, X) ≡ 1.
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Если действие η на M свободно, то все орбиты этого действия ре-
гулярны, т. е. группа изотропии каждой точки x ∈ M относительно
этого действия тривиальна. Это означает, что интегральные кривые
поля X относительно римановой метрики g имеют постоянную дли-
ну.

Если же действие η не является свободным, то существует точ-
ка x ∈ M , группа изотропии которой изоморфна Zn для некоторого
n > 2. Соответственно, длина интегральной кривой поля X, прохо-
дящей через точку x, будет в n раз короче длины интегральной кри-
вой поля X, проходящей через любую регулярную точку y ∈ M ,
т. е. точку, стабилизатор которой относительно действия η тривиа-
лен. Значит, в этом случае поле X является квазирегулярным. B

Замечание 13. Отметим, что в работе [239] приведен пример
аналитического почти свободного действия группы S1 на аналити-
ческом некомпактном трехмерном многообразии M с бесконечным
числом попарно неизоморфных групп изотропии точек x ∈ M . Ис-
пользуя теорему 3.20, можно снабдить M такой римановой метри-
кой g, что действие S1 на (M, g) изометрично, а соответствующее
этому действию поле Киллинга X имеет единичную длину. Понят-
но, что в таком случае число минимальных положительных пери-
одов для точек многообразия M бесконечно, и в совокупности эти
периоды не ограничены снизу никаким положительным числом. Это
же наблюдение показывает что никакой элемент g ∈ S1, отличный
от единицы группы, не является переносом Клиффорда — Вольфа
на (M, g), т. е. изометрией, перемещающей все точки на одно и то
же расстояние. Согласно предложению 3.5, радиус инъективности
построенного таким образом риманова многообразия (M, g) не огра-
ничен снизу никакой положительной константой.

Из теорем 3.18 и 3.20 сразу получается следующий вариант тео-
ремы А. Уодсли (теоремы 3.19).

Теорема 3.21. Пусть M — гладкое многообразие, а X — нигде не
зануляющееся векторное поле на M , все интегральные траектории
которого замкнуты. Поле X порождается некоторым гладким дей-
ствием η : S1×M → M тогда и только тогда, когда на M существует
такая риманова метрика g, что X является единичным киллинговым
полем на римановом многообразии (M, g).



3.7. Регулярные и квазирегулярные киллинговы векторные поля 157

3.7.2. Потоки на односвязных многообразиях. С помощью
теоремы 3.20 можно построить множество примеров римановых мно-
гообразий с квазирегулярными киллинговыми полями постоянной
длины. В этом разделе мы рассмотрим односвязные примеры таких
многообразий.

Рассмотрим гладкое действие µ : S1 × M → M окружности на
гладком многообразии M . Почти свободное действие µ называется
псевдосвободным, если множество сингулярных орбит конечно, но не
пусто.

Согласно теореме 3.20, на каждом многообразии M с псевдосво-
бодным действием окружности S1 можно задать риманову метрику g
такую, что поле X, порожденное действием S1, является квазирегу-
лярным киллинговым полем единичной длины. Учитывая наличие
множества примеров псевдосвободного действия окружности на мно-
гообразиях, мы получаем много примеров римановых многообразий
с квазирегулярными киллинговыми полями постоянной длины. На-
пример, в работе [179] доказано, что каждая из 28 гомотопических
7-сфер допускает гладкие псевдосвободные действия S1. Таким об-
разом, применяя теорему 3.20, мы получаем

Следствие 3.11. На каждой из 28 гомотопических семимерных
сфер Σ можно ввести риманову метрику g такую, что на (Σ, g) су-
ществует квазирегулярное киллингово поле единичной длины.

Хорошо известны псевдосвободные действия окружности S1 на
нечетномерных сферах S2n−1, которые мы сейчас опишем.

Рассмотрим в пространстве Cn, n > 2, со стандартной эрмитовой
нормой сферу

S2n−1 =
{
z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ C n

∣∣ ‖z‖ = 1
}
.

Пусть q1, q2, . . . , qn — натуральные числа, не имеющие общего дели-
теля > 1. Рассмотрим следующее действие окружности S1 ⊂ C на
S2n−1:

s(z) = (sq1z1, s
q2z2, . . . , s

qnzn), s ∈ S1. (3.16)

Понятно, что это действие изометрично относительно канонической
метрики на S2n−1, индуцированной стандартной евклидовой метри-
кой из C n. Если среди чисел qi есть неравные, то существуют особые
орбиты относительно этого действия, т. е. действие S1 является псев-
досвободным.
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Следствие 3.12. На каждой сфере S2n−1 при n > 2 существует
риманова метрика, обладающая квазирегулярным единичным полем
Киллинга таким, что лишь одна интегральная траектория этого поля
является особой.

C Рассмотрим частный случай конструкции (3.16), когда q1=q>1
и qi = 1 при 2 6 i 6 n. Для такого действия существует лишь одна
особая орбита — орбита, проходящая через точку (1, 0, 0, . . . , 0) ∈ C n.
Согласно теореме 3.20 сфера S2n−1 (n > 2) допускает риманову мет-
рику такую, что векторное поле X, порожденное рассматриваемым
действием S1 на S2n−1, является киллинговым полем единичной дли-
ны относительно этой метрики. B

Отметим, что метрики из cледствия 3.12, построенные с помощью
конструкции, изложенной в доказательстве теоремы 3.20, имеют ко-
однородность 1. Напомним, что гладкое (компактное риманово) мно-
гообразие M имеет кооднородность 1, если пространство орбит M/G
полной группы изометрий G пространства M одномерно. Обширная
информация и библиография по римановым многообразиям коодно-
родности 1 приведена в работах [71] и [135].

Более интересным представляется следующий результат.

Теорема 3.22. На каждой сфере S2n−1, n > 2, для любого ε > 0
существует (вещественно аналитическая) риманова метрика g коод-
нородности 1 и (вещественно аналитическое) поле Киллинга X еди-
ничной длины на (S2n−1, g) с замкнутыми интегральными траекто-
риями такие, что

1) все секционные кривизны (S2n−1, g) отличаются от 1 не более
чем на ε;

2) выполнено соотношение L/l > 1/ε, где L и l — максимальная
и минимальная из длин интегральных траекторий поля X соответ-
ственно.

C Рассмотрим частный случай в (3.16), когда q1 =q>1, а qi =q+1
при 2 6 i 6 n. Отметим, что наименьший положительный период
относительно потока, соответствующего действию S1, для точек x ∈
S2n−1 равен либо 2π/q, либо 2π/(q + 1), либо 2π. Квадрат длины
киллингова поля V , порожденного действием (3.16), на сфере S2n−1

с канонической метрикой вычисляется по формуле

canx(V, V ) = q2
(
x2

1 + x2
2

)
+ (q + 1)2(x2

3 + x2
4 + . . . + x2

2n−1 + x2
2n),
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где x = (x1, x2, . . . , x2n−1, x2n), x2k−1+
√−1 x2k = zk ∈ C. Рассмотрим

теперь поле Ṽ = 1
q V . Оно киллингово на (S2n−1, can), при этом

1 6
√

can(Ṽ , Ṽ ) 6 1 + 1/q.

При q →∞ такие поля сходятся к единичному киллингову полю на
сфере (S2n−1, can). Пусть fq : S2n−1 → R определяется формулой

fq(x) = can
x

(Ṽ , Ṽ ) = 1 +
2q + 1

q2
ϕ(x), ϕ(x) =

2n∑

i=3

x2
i , x ∈ S2n−1.

Рассмотрим теперь новую риманову метрику gq на S2n−1, опре-
деляемую следующим образом:

gq =
(
can

(
Ṽ , Ṽ

))−1 can =
1
fq

can .

Таким образом, gq получается конформной деформацией канониче-
ской метрики на S2n−1, а поле Ṽ является единичным киллинговым
относительно этой метрики.

Покажем теперь, что метрики gq на сферах S2n−1 имеют коодно-
родность 1. Отметим, что функция ϕ, а вместе с ней и функции fq,
инвариантны относительно действия группы SO(2) × SO(2n − 2) ⊂
SO(2n), которая изометрично действует на (S2n−1, can) с кооднород-
ностью 1. Пространством орбит при этом действии является отрезок
вещественной оси. Орбитами действия этой группы являются мно-
жества

Mt =
{
x ∈ R2n

∣∣ x2
1 + x2

2 = t2, x2
3 + x2

4 + . . . + x2
2n = 1− t2

}

при t ∈ [0, 1]. Очевидно, что орбита M0 диффеоморфна сфере S2n−3,
орбита M1 диффеоморфна S1, а орбиты Mt при t ∈ (0, 1) диффео-
морфны S1×S2n−3. В силу инвариантности функций fq относитель-
но действия группы SO(2)× SO(2n− 2), метрики gq также инвари-
антны относительно действия этой группы, а значит, имеют коодно-
родность 1.

Отметим, что любая орбита Mt, t ∈ (0, 1), относительно метрики,
индуцированной метрикой gq, изометрична прямому метрическому
произведению одномерной и (2n − 3)-мерной евклидовых сфер под-
ходящего радиуса. Сингулярные орбиты M1 и M0 являются вполне
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геодезическими в (S2n−1, gq) при любом натуральном q. Более то-
го, M1 изометрична S1(1), а M0 изометрична S2n−3

(
q

q+1

)
, где через

Sm(r) обозначена сфера радиуса r в (m+1)-мерном евклидовом про-
странстве с индуцированной римановой метрикой.

Докажем теперь, что при q →∞ секционные кривизны метрик gq

сходятся к секционным кривизнам канонической метрики can рав-
номерно по всем точкам сферы и всем двумерным направлениям.

Напомним, как изменяется секционная кривизна римановой мет-
рики при конформной деформации. Пусть g и g = θ · g конформно
эквивалентные римановы метрики на многообразии M , θ : M → R —
положительная гладкая функция. Пусть σ — двумерная касательная
площадка в некоторой точке x ∈ M , а векторы V и W образуют орто-
нормированный базис относительно g в σ. Секционные кривизны Kσ

и Kσ площадки σ относительно метрик g и g связаны формулой
(см. [37, § 3.6])

θKσ = Kσ − 1
2

(
hψ(V, V ) + hψ(W,W )+

+
‖∇ψ‖2 − (V ψ)2 − (Wψ)2

2

)
,

(3.17)

где ψ = ln θ, hψ — гессиан функции ψ, определяемый равенством
hψ(X, Y ) = g(∇X∇ψ, Y ).

В интересующем нас случае M = S2n−1, g = can, и, кроме того,

θ(x) =
1

fq(x)
, ψ(x) = − ln fq(x) = − ln

(
1 +

2q + 1
q2

ϕ(x)
)

. (3.18)

Для любого x ∈ S2n−1 имеет место неравенство 0 6 ϕ(x) 6 1,
поэтому функции fq равномерно сходятся к функции, тождественно
равной 1 на S2n−1.

В силу компактности сферы S2n−1 нормы ковариантных диффе-
ренциалов ∇ϕ и ∇2ϕ (относительно метрики can) ограничены свер-
ху на S2n−1 некоторыми константами. Отсюда и из формул (3.17)
и (3.18) мы легко получаем, что Kσ → Kσ при q → ∞ равномерно
по всем точкам сферы и всем двумерным касательным площадкам.

Таким образом, в качестве метрики g в формулировке теоремы
можно рассмотреть метрику gq при достаточно большом q, а в каче-
стве поля X при этом можно взять Ṽ . Действительно, с одной сторо-
ны при достаточно большом q все секционные кривизны (S2n−1, gq)
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отличаются от 1 не более чем на ε. Далее, нетрудно понять, что длина
каждой регулярной интегральной траектории поля Ṽ на (S2n−1, gq)
равна 2πq. Длины же сингулярных интегральных траекторий равны
либо 2π, либо 2π q

q+1 . Таким образом, L = 2πq и l = 2π q
q+1 , где L

и l — максимальная и минимальная из длин интегральных траекто-
рий поля Ṽ на (S2n−1, gq) соответственно. Поэтому при достаточно
больших q имеет место неравенство L/l = q + 1 > 1/ε. B

Результаты теоремы 3.22 полезно сравнить с результатами рабо-
ты [80]. В процитированной работе доказано, что для любого ε > 0
существует δ = δ(ε,m) > 0 со следующим свойством: любая простая
замкнутая геодезическая на сфере Sm, снабженной римановой мет-
рикой g с условием 1 − δ < K < 1 + δ на секционную кривизну K,
имеет длину l такую, что либо l ∈ (2π − ε, 2π + ε), либо l > 1

ε , т. е.
замкнутые геодезические бывают двух типов: «короткие» и «длин-
ные». В примерах метрик на сфере S2n−1 из теоремы 3.22 среди
замкнутых геодезических, являющихся интегральными кривыми по-
ля X, есть геодезические как первого, так и второго типов.

Используя идеи доказательства теоремы 3.22, нетрудно получить
следующий результат.

Теорема 3.23. На каждой сфере S2n−1, n > 2, для любого ε > 0
существует (вещественно аналитическая) риманова метрика g коод-
нородности 1 и (вещественно аналитическое) векторное поле Кил-
линга X единичной длины на (S2n−1, g) такие, что

1) все секционные кривизны (S2n−1, g) отличаются от 1 не более
чем на ε;

2) поле X имеет как замкнутые, так и незамкнутые интегральные
траектории.

C Можно представить сферу S2n−1 с канонической метрикой can
постоянной секционной кривизны 1 как подмногообразие S2n−1 =
{z ∈ Cn| ‖z‖ = 1} с римановой метрикой, индуцированной стандарт-
ной евклидовой метрикой в C n. Рассмотрим поток µ : R × S2n−1 →
S2n−1, заданный следующим образом:

µ(s, z) =
(
es
√−1z1, e

sq
√−1z2, . . . , e

sq
√−1zn

)
,

где z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ S2n−1, s ∈ R, а q — некоторое иррациональ-
ное число. Понятно, что поток µ изометричен относительно канони-
ческой метрики can на S2n−1. Квадрат длины киллингова поля X на
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(S2n−1, can), соответствующего потоку µ, вычисляется по формуле

canx(X, X) =
(
x2

1 + x2
2

)
+ q2

(
x2

3 + x2
4 + . . . + x2

2n−1 + x2
2n

)
,

где x = (x1, x2, . . . , x2n−1, x2n), x2k−1 +
√−1x2k = zk ∈ C. При

q → 1 такие поля X сходятся к единичному киллингову полю на сфе-
ре (S2n−1, can). Рассмотрим теперь новую риманову метрику gq на
S2n−1, определяемую формулой gq = (can(X, X))−1 can и являющу-
юся конформной деформацией канонической метрики на S2n−1. От-
носительно метрики gq поле X является единичным полем Киллинга
(см. доказательство теоремы 3.20). Понятно, что метрика gq веще-
ственно аналитична и имеет кооднородность 1 на S2n−1 относитель-
но изометрического действия группы SO(2)× SO(2n− 2) ⊂ SO(2n)
(см. доказательство теоремы 3.22). Рассуждения, аналогичные рас-
суждениям в доказательстве теоремы 3.22, показывают, что при q,
достаточно близких к 1, метрика gq удовлетворяет условию 1) в фор-
мулировке теоремы 3.23.

Условие 2) в формулировке теоремы выполняется для каждой
метрики gq в силу иррациональности числа q. Таким образом, в ка-
честве метрики g в формулировке теоремы 3.23 можно выбрать мет-
рику gq при некотором иррациональном q, достаточно близком к 1.

Отметим также, что множество точек конечного периода на
(S2n−1, gq) относительно потока, порожденного киллинговым по-
лем X, состоит из двух компонент связности (размерностей 1 и
2n − 3), изометричных некоторым евклидовым сферам. Все точки
каждой из этих компонент имеют общий период, причем периоды
разных компонент несоизмеримы. B

В свете вышесказанного определенный интерес представляет сле-
дующая

Теорема 3.24 (В. Тушманн [217]). Пусть S(n,D) — класс од-
носвязных n-мерных римановых многообразий (M, g) с секционной
кривизной |Kg| 6 1 и диаметром diam(g) 6 D (n > 2, D > 0). Тогда
существует положительное число v = v(n,D) со следующим свой-
ством: если (M, g) ∈ S(n, D) удовлетворяет условию vol(g) < v(n,D),
то

1) существует гладкое локально свободное действие окружнос-
ти S1 на M ;
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2) для каждого ε > 0 существует S1-инвариантная метрика gε

на M такая, что

e−εg < gε < eεg, |∇g −∇gε
| < ε, |∇i

gε
Rgε

| < C(n, i, ε);

3) фактор-пространство индуцированного расслоения Зейферта
на M является односвязным римановым орбифолдом.

В. Тушманн замечает, что вследствие теоремы Бонне, класс
PS(n, δ) всех n-мерных римановых многообразий (M, g) с секци-
онной кривизной 0 < δ 6 Kg 6 1 является подклассом класса
S(n, D = π/

√
δ). Поэтому теорема 3.24 справедлива и для класса

PS(n, δ). Если упомянутое S1-действие для многообразия (M, g) из
теоремы 3.24 свободно (соответственно, локально свободно), то по
теореме 3.20 на многообразии M можно задать риманову метрику g1

такую, что указанное S1-действие индуцировано регулярным (ква-
зирегулярным) единичным полем Киллинга на M . Если при этом
(M, g) ∈ PS(n, δ), то по теореме М. Берже (теорема 3.9) n должно
быть нечетным. Кроме того, вследствие замечания 0.6 в [217] M до-
пускает δ/2-защемленную метрику g̃, инвариантную относительно
рассматриваемого S1-действия. С другой стороны, в настоящее вре-
мя не известно условий, гарантирующих существование свободных,
или, напротив, почти свободных гладких S1-действий для многооб-
разий из класса PS(n, δ).

3.7.3. Геодезические потоки и метрики Сасаки на ка-
сательных расслоениях римановых многообразий. Дополни-
тельным источником киллинговых полей постоянной длины явля-
ются векторные поля геодезических потоков для римановых много-
образий, все геодезические которых замкнуты. Такие многообразия
являются предметом исследования книги [21].

В работе [205] С. Сасаки определил и исследовал в локальных
координатах естественную и замечательную риманову метрику gS на
касательном расслоении TM риманова многообразия (M, g), обычно
называемую метрикой Сасаки. Позднее эта метрика была описана
в терминах оператора связности как метрика g1 в разделе 1K книги
А. Бессе [21] без ссылок на [205]. Далее для каждого u > 0 мы будем
обозначать через TuM сферическое расслоение векторов длины u на
римановом многообразии (M, g). Можно дать неявную, но полную
характеризацию gS с помощью трех следующих свойств:
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1) Метрика на каждом касательном пространстве Mx ⊂ TM ,
x ∈ M , индуцированная метрикой gS , совпадает с естественной ри-
мановой метрикой евклидова пространства (Mx, g(x)).

2) Естественная проекция p : (TM, gS) → (M, g) является рима-
новой субмерсией.

3) Горизонтальные геодезические римановой субмерсии p в точ-
ности являются параллельными векторными полями вдоль геодези-
ческих в (M, g).

В качестве простого следствия из этих свойств получается следу-
ющее свойство:

4) Векторное поле F геодезического потока риманова многооб-
разия (M, g), определенного на (TM, gS), является горизонтальным
векторным полем римановой субмерсии p и касательно к расслое-
нию TuM касательных векторов длины u 6= 0; интегральные кривые
поля F являются специальными горизонтальными геодезическими
в (TM, gS), являющимися касательными векторными полями к гео-
дезическим в (M, g).

Доказательство следующего свойства дано в предложении 1.102
из [21].

5) Вертикальные слои p−1(x), x ∈ M , субмерсии p являются впол-
не геодезическими относительно gS .

Особый интерес для нас представляет теорема E в [215]:

Теорема 3.25 (С. Танно [215]). Риманово многообразие (M, g)
имеет постоянную секционную кривизну k > 0 тогда и только то-
гда, когда ограничение векторного поля геодезического потока F на
TuM , u = 1/

√
k, является киллинговым векторным полем постоян-

ной длины относительно индуцированной метрики (TM, gS).
Следуя книге [21], под римановым многообразием, все геодезиче-

ские которого замкнуты, или P -многообразием, мы понимаем рима-
ново многообразие (M, g) со свойством, что каждая геодезическая
в (M, g) является периодической (другими словами, замкнутой).
Специальный класс P -многообразий составляют SC-многообразия —
такие римановы многообразия (M, g), что все геодезические в (M, g)
имеют общий минимальный период l, 0 < l < ∞, и каждая геодези-
ческая длины l в (M, g) является простой замкнутой кривой. Если
отбросить последнее требование в этом определении, мы получаем
промежуточное понятие C-многообразия.
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Классическими примерами SC-многообразий являются КРО-
СПы, т. е. компактные симметрические пространства ранга один.
Известны гладкие римановы SC-многообразия вращения (S2, g) с
неканонической метрикой, среди них можно выделить вещественно
аналитический пример Цолля (1903). Много позже, используя этот
пример, А. Вейнстейн построил неканонические гладкие римановы
SC-метрики на каждой сфере Sn, n > 3 (см. [21]).

Важным для нас является следующее наблюдение. Если (M, g) —
P -многообразие, а Γ — конечная свободная группа изометрий на
(M, g), то фактор-пространство M/Γ, снабженное естественной ри-
мановой фактор-метрикой, также является P -многообразием [21];
эта конструкция является дополнительным источником P -многооб-
разий.

Предложение 3.8. Имеют место следующие утверждения:
1) Ограничение X векторного поля геодезического потока F про-

извольного гладкого риманова P -многообразия M на (T1M, gS) явля-
ется единичным касательным векторным полем, и его интегральные
траектории являются простыми периодическими геодезическими на
(T1M, gS), параметризованными длиной дуги.

2) Поле X порождается эффективным гладким действием груп-
пы S1 на T1M и является единичным киллинговым полем некоторой
гладкой римановой метрики g0 на T1M .

3) Если (M, g) имеет постоянную секционную кривизну k = 1,
можно взять g0 = gS .

4) Каждое риманово P -многообразие компактно, и все его геоде-
зические имеют общий (не обязательно минимальный) период.

5) Упомянутое действие S1 свободно тогда и только тогда, когда
(M, g) является C-многообразием.

C Первое утверждение следует из указанных выше свойств 2)
и 4) метрики Сасаки gS на TM .

Для доказательства второго утверждения нам понадобится тео-
рема A. 26 из книги [21], утверждающая, что каждое поле Y еди-
ничных касательных векторов на произвольном римановом много-
образии M̃ такое, что все интегральные траектории поля Y являют-
ся геодезическими окружностями, порождается некоторым гладким
действием S1 (окружность S1 при этом отождествляется с R/cZ, где
c > 0 является константой, не обязательно совпадающей с единицей).
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Этот результат, а также утверждение 1) предложения и теорема 3.20,
влекут второе утверждение предложения.

Третье утверждение является следствием теоремы 3.25.
Докажем теперь последние два утверждения предложения. Мно-

гообразие M компактно, поскольку оно является образом соответ-
ствующего (гладкого) отображения p ◦ ϕ : S1 × T1M → M , огра-
ниченного на компактное подмножество S1 × (T1M ∩ Mx), где x —
произвольная точка в M , и ϕ : S1×T1M → T1M — поток векторного
поля X.

Согласно утверждениям 1) и 2) предложения все геодезические
на произвольном P -многообразии (M, g) имеют общий (не обязатель-
но минимальный) период c. Понятно, что период c является мини-
мальным для всех геодезических тогда и только тогда, когда (M, g)
является C-многообразием. B

Следствие 3.13. Если риманово P -многообразие (M, g) не яв-
ляется C-многообразием, то в обозначениях предложения 3.8 по-
ле X является квазирегулярным единичным полем Киллинга на
(T1M, g0). Если (M, g) — произвольное однородное риманово мно-
гообразие постоянной секционной кривизны 1, отличное от евклидо-
вой сферы и вещественного проективного пространства, то вектор-
ное поле X является квазирегулярным единичным полем Киллинга
на (T1M, gS).

C Первое утверждение следует из четвертого утверждения пред-
ложения 3.8.

Пусть (M, g) — однородное риманово многообразие постоянной
секционной кривизны 1, отличное от евклидовой сферы и веществен-
ного проективного пространства. По теореме 3.31 на (M, g) существу-
ет квазирегулярное киллингово поле X постоянной длины. Очевид-
но, что замкнутые геодезические, являющиеся интегральными кри-
выми поля X, не имеют общего минимального периода. Следователь-
но, (M, g) не является C-многообразием. Теперь второе утверждение
следствия 3.13 вытекает из утверждений 1), 2), 5) предложения 3.8. B

В связи с вышесказанным будет уместным привести теорему 3.1
из [100].

Теорема 3.26 (А. Болсинов — Б. Йованович [100]). Геоде-
зический поток на римановом P -многообразии является вполне ин-
тегрируемым.
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Из этой теоремы и следствия 3.13 видно, что в общем случае
наличие квазирегулярного поля Киллинга постоянной длины на ри-
мановом многообразии (M, g) не является препятствием для полной
интегрируемости геодезического потока на (M, g). Дополнительную
информацию о вполне интегрируемых геодезических потоках, а так-
же о необходимых определениях и конструкциях можно найти в ра-
ботах [99] и [100]. Читатель также может найти рассуждения о недо-
статках результатов, подобных теореме 3.26, в обсуждении на с. 4196
работы [99].

3.8. Киллинговы векторные поля постоянной длины
на локально симметрических многообразиях

Основной объект исследования этого раздела — киллинговы век-
торные поля постоянной длины на локально симметрических рима-
новых многообразиях. Предложение 3.4 устанавливает связь между
такими полями и 1-параметрическими группами γ(t), t ∈ R (потока-
ми), переносов Клиффорда — Вольфа : 1-параметрические группы пе-
реносов Клиффорда — Вольфа порождаются киллинговыми полями
постоянной длины. Естественным является следующий вопрос: когда
верно обратное утверждение? Если X — некоторое единичное кил-
лингово векторное поле на некотором компактном (или однородном)
римановом многообразии M , то все изометрии из 1-параметрической
группы γ(t), порожденной X (t ∈ R ) с достаточно малым |t|, явля-
ются переносами Клиффорда — Вольфа на M (предложение 3.5). Но
данное условие не выполняется в общем случае для произвольных
чисел t ∈ R . Это ясно в случае, когда единичное киллингово вектор-
ные поле X квазирегулярно или имеет и замкнутые и незамкнутые
интегральные кривые.

Примечательным является то, что поток на симметрическом про-
странстве, порожденный единичным киллинговым векторным по-
лем, целиком состоит из переносов Клиффорда — Вольфа (см. тео-
рему 3.27), в то время как существуют квазирегулярные киллинговы
векторные поля единичной длины на однородных сферических про-
странственных формах (следовательно, локально симметрических
римановых многообразиях) (теорема 3.31). Изложение в этом раз-
деле (состоящем из четырех параграфов) основано на работе [89].
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3.8.1. Симметрические пространства. В этом параграфе мы
покажем, что на симметрических пространствах не существует ква-
зирегулярных киллинговых векторных полей постоянной длины. Бо-
лее того, справедлива следующая

Теорема 3.27. Пусть M — симметрическое риманово пространс-
тво, X — киллингово векторное поле постоянной длины на M . Тогда
1-параметрическая группа изометрий µ(t), t ∈ R, пространства M ,
порождаемая полем X, состоит из переносов Клиффорда — Вольфа.
Если, кроме того, пространство M имеет положительную секцион-
ную кривизну, то поток µ(t), t ∈ R, индуцирует некоторое свободное
изометрическое S1-действие на M .

Предварительно мы докажем серию вспомогательных результа-
тов.

Лемма 3.5. Пусть M — компактное симметрическое простран-
ство с полной группой изометрий Isom(M), Isom0(M) — компонен-
та связности единицы в Isom(M), X — киллингово векторное поле
постоянной длины на M , порождающее 1-параметрическую группу
изометрий µ(t), t ∈ R. Тогда Zµ, централизатор потока µ в Isom0(M),
действует транзитивно на M .

C Основой доказательства является следующее наблюдение. Для
произвольного переноса Клиффорда — Вольфа γ на компактном
симметрическом пространстве M , рассмотрим Zγ , компоненту связ-
ности единицы централизатора элемента γ в группе Isom(M). Со-
гласно результатам В. Озолса [193, следствие 2.7], группа Zγ дей-
ствует транзитивно на M .

Вследствие однородности M радиус инъективности многообра-
зия M является постоянным положительным числом s. Согласно
доказательству предложения 3.5 для всех t таких, что |t| < s, изо-
метрия µ(t) является переносом Клиффорда — Вольфа на M . По-
ложим si = s/i! для любого i ∈ N, и пусть Zi — компонента связно-
сти единицы элемента µ(si) в группе Isom(M). Ясно, что для всех i
справедливо включение Zi+1 ⊂ Zi. Кроме того, все группы Zi дей-
ствуют транзитивно на M . Поэтому не возрастающая по включению
последовательность групп {Zi} стабилизируется, начиная с некото-
рого номера. Пусть Z — пересечение всех групп Zi для всех i ∈ N.
Тогда вследствие сказанного выше Z действует транзитивно на M .
С другой стороны, все элементы группы Z коммутируют со всеми
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элементами µ(si). Следовательно, легко видеть, что группа Z цен-
трализует каждую изометрию из потока µ. Очевидно, что Z ⊂ Zµ.
Поэтому Zµ действует транзитивно на M . B

Далее мы исследуем свойства киллинговых векторных полей по-
стоянной длины на произвольном односвязном симметрическом про-
странстве M . Такое пространство имеет разложение в прямое мет-
рическое произведение

M = M0 ×M+ ×M−,

где M0 — некоторое евклидово пространство, M+ (M−) — односвяз-
ное симметрическое пространство компактного (соответственно, не-
компактного) типа. Согласно теореме Хано ([42, гл. VI, теорема 3.5]),
имеется разложение

Isom0(M) = Isom0(M0)× Isom0(M+)× Isom0(M−)

для компонент связности единиц полных групп изометрий этих про-
странств, и, кроме того, имеется соответствующее разложение

g = g0 ⊕ g+ ⊕ g−

для их алгебр Ли, естественно отождествляемых с алгебрами Ли
киллинговых полей. Напомним, что трансвекцией на симметриче-
ском пространстве называется изометрия, индуцирующая некото-
рый параллельный перенос вдоль какой-нибудь геодезической [34].
Можно также определить трансвекцию на симметрическом про-
странстве M как композицию двух геодезических симметрий sx и sy

для x, y ∈ M [42]. Пусть G — некоторая замкнутая группа изо-
метрий, порожденная всеми трансвекциями некоторого односвязно-
го симметрического пространства M . Тогда

G = V × Isom0(M+)× Isom0(M−),

где V — векторная группа параллельных переносов евклидова про-
странства M0 [34, теорема 8.3.12]. Хорошо известно, что группа G
действует транзитивно на M . Кроме того, справедлива следующая

Лемма 3.6. Пусть X — киллингово векторное поле постоянной
длины на некотором односвязном симметрическом пространстве M ,
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порождающее 1-параметрическую группу изометрий µ(t), t ∈ R. То-
гда образ потока µ содержится в группе трасвекций G пространст-
ва M , и ZG

µ , централизатор потока µ в группе G, действует транзи-
тивно на M .

C Дли киллингова поля X имеется разложение X =X0⊕X+⊕X−,
где Xi — некоторое киллингово поле на симметрическом простран-
стве Mi, i ∈ {0, +,−}. Так как X имеет постоянную длину на M ,
то каждое поле Xi порождает некоторую 1-параметрическую под-
группу ограниченных изометрий, т. е. изометрий с ограниченным
смещением на Mi. Тогда поле X0 параллельно на евклидовом про-
странстве M0, в то время как поле X− тривиально на M−, потому
что M− имеет неположительную секционную кривизну и отрица-
тельную кривизну Риччи (см. предложение 3.7, следствие 3.3, а так-
же [231]). Пусть µi(t), t ∈ R, — некоторая 1-параметрическая группа
изометрий на Mi, порожденная полем Xi. Ясно, что µ0(t) — некото-
рая группа параллельных переносов, а µ−(t) — тривиальная группа.
Поэтому каждая изометрия µ(t), t ∈ R, входит в группу трансвек-
ций G и µ(t) = µ0(t)×µ+(t)× e, где e — единица группы Isom0(M−).

Заметим теперь, что централизатор потока µ0 в группе V совпа-
дает с группой V , а централизатор потока µ+ в группе Isom0(M+)
транзитивен на M+ согласно лемме 3.5. Поэтому централизатор по-
тока µ в группе трансвекций G транзитивен на симметрическом про-
странстве M . B

Лемма 3.7. Пусть N — симметрическое риманово пространство,
Y — киллингово векторное поле постоянной длины на N , порожда-
ющее 1-параметрическую группу изометрий ν(t), t ∈ R. Тогда су-
ществует транзитивная подгруппа S полной группы изометрий про-
странства N , коммутирующая с каждой изометрией из потока ν.

C Пусть M — универсальное локально изометричное накрытие
симметрического пространства N . Тогда M — односвязное симмет-
рическое пространство. Обозначим через G группу трансвекций про-
странства M и рассмотрим ∆ — централизатор группы G в полной
группе изометрий Isom(M) симметрического пространства M . Из-
вестно (см. [34, теорема 8.3.11]), что существует дискретная подгруп-
па Γ группы ∆ такая, что N = M/Γ. Рассмотрим теперь киллинго-
во поле X на M , полученное подъемом поля Y на N , и 1-параме-
трическую группу изометрий µ(t), t ∈ R, на M , порожденную этим
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полем. Очевидно, поле X имеет постоянную длину. Согласно лем-
ме 3.6, существует некоторая подгруппа K в группе трансвекций G,
действующая транзитивно на M и коммутирующая с каждой изомет-
рией из потока µ. Рассмотрим теперь централизатор H группы Γ в
группе Isom(M). Так как подгруппа трансвекций G группы Isom(M)
централизует каждую изометрию из группы Γ, то K ⊂ H. Поскольку
Γ — нормальная подгруппа в H, то можно определить естественный
эпиморфизм π : H → H/Γ = H̃. Ясно, что группа H̃ — подгруп-
па группы всех изометрий симметрического пространства N . Пусть
S = π(K). Так как группа K транзитивна на M , то группа S = π(K)
транзитивна на N . Поскольку K коммутирует с каждой изометрией
из потока µ, то алгебра Ли группы K коммутирует с киллинговым
полем X. Алгебра Ли группы Ли S изоморфна алгебре Ли группы
Ли K и очевидно коммутирует с киллинговым полем Y на N . Это
значит, что группа S коммутирует с каждой изометрией из потока ν,
порожденного киллинговым полем Y . B

C Доказательство теоремы 3.27. Согласно лемме 3.7, суще-
ствует подгруппа S группы всех изометрий симметрического про-
странства M , действующая транзитивно на M и коммутирующая с
каждой изометрией из потока µ. Покажем, что для каждого t ∈ R
изометрия µ(t) является переносом Клиффорда — Вольфа на M . В
самом деле, если x, y ∈ M , то существует изометрия s ∈ S такая, что
s(x) = y. Следовательно,

ρ
(
x, µ(t)(x)

)
= ρ

(
s(x), s(µ(t)(x))

)
=

= ρ
(
s(x), µ(t)(s(x))

)
= ρ

(
y, µ(t)(y)

)
.

Докажем второе утверждение теоремы. Если секционная кривиз-
на пространства M положительна, то M компактно и имеет ранг 1
(см. [58]). Пусть K — образ 1-параметрической подгруппы µ(t), t ∈ R,
при естественном гомоморфизме в полную (компактную) группу изо-
метрий Isom(M) пространства M . Рассмотрим замыкание K̃ группы
K в Isom(M). Каждая изометрия, являющаяся пределом последова-
тельности переносов Клиффорда — Вольфа, сама является перено-
сом Клиффорда — Вольфа. Поэтому группа K̃ состоит из переносов
Клиффорда — Вольфа пространства M и следовательно действует
свободно на M . Кроме того, группа K̃ связна и коммутативна. Сле-
довательно, если dim(K̃) > 2, то ранг симметрического пространства
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M не меньше 2 [58]. Но в этом случае M не имеет положительную
секционную кривизну. Поэтому dim K̃ = 1 и K̃ = K изоморфна груп-
пе S1 вследствие компактности группы Isom(M). B

Замечание 14. Заметим, что в статье [126] авторы классифи-
цировали все свободные изометрические действия группы S1 на
компактных односвязных неприводимых симметрических римано-
вых пространств.

Следствие 3.14. Пусть M — симметрическое риманово простра-
нство, X — некоторое киллингово векторное поле постоянной длины
на M . Тогда либо поле X регулярно, либо все его интегральные кри-
вые не замкнуты.

Достаточно сослаться на теорему 3.27 и предложение 3.6.
Замечание 15. Результаты § 3.8.3 показывают, что утверждения

выше не верны для локально симметрических пространств. В § 3.8.4
мы покажем, что существуют квазирегулярные киллинговы вектор-
ные поля постоянной длины на некоторых компактных однородных
локально симметрических римановых многообразиях.

Представляется интересным найти некоторые (естественные) бо-
лее широкие классы римановых многообразий, не допускающих ква-
зирегулярных киллинговых полей постоянной длины.

3.8.2. Неодносвязные многообразия. В этом параграфе мы
покажем, как можно свести исследование поведения интегральных
траекторий киллинговых векторных полей постоянной длины на
неодносвязных римановых многообразиях к исследованию того же
вопроса на их универсальных римановых накрытиях. В частности,
мы получим некоторые достаточные условия существования ква-
зирегулярных киллинговых векторных полей постоянной длины на
неодносвязных римановых многообразиях.

Нетрудно доказать следующий известный результат.
Теорема 3.28. Пусть M = M̃/Γ риманово фактор-многообразие

некоторого риманова многообразия M̃ по его дискретной свободной
группе движений Γ, а p : M̃ → M — каноническая проекция. Век-
торное поле X на M киллингово (постоянной длины) тогда и только
тогда, когда оно p-связано с некоторым Γ-инвариантным киллин-
говым векторным полем Y на M̃ (постоянной длины). Кроме того,
каждая изометрия f ∈ Γ коммутирует со всеми элементами в γ̃(t),
t ∈ R, 1-параметрической группы движений, порожденной полем Y .
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Следующая теорема позволяет понять поведение интегральных
кривых киллинговых векторных полей постоянной длины на неод-
носвязных римановых многообразиях.

Теорема 3.29. В обозначениях теоремы 3.28, поле X на M квази-
регулярно или имеет и замкнутые и незамкнутые траектории тогда
и только тогда, когда выполняется одно из следующих условий:

1) соответствующее векторное поле Y имеет это свойство;
2) существуют нетривиальный элемент f ∈ Γ, γ̃(t) (для некото-

рого t ∈ R) и точка y ∈ M̃ такая, что f(y) = γ̃(t)(y), но f 6= γ̃(t).
В последнем случае орбита поля X, проходящая через точку

x = p(y) замкнута. Кроме того, поле X квазирегулярно и эта ор-
бита особая (соответственно, поле X имеет и замкнутые и незамкну-
тые орбиты) тогда и только тогда, когда изометрия f−1γ̃(t) имеет
конечный (соответственно, бесконечный) порядок.

C Нужно рассмотреть три возможных случая:
1) Для каждого нетривиального элемента f ∈ Γ и каждой точки

y ∈ M̃ , f(y) не лежит на интегральной траектории поля Y , проходя-
щей через точку y.

2) Существуют нетривиальные элементы f ∈ Γ и γ̃(t) (для неко-
торого t ∈ R) и точка y ∈ M̃ такие, что f(y) = γ̃(t)(y); но в этом
случае всегда f = γ̃(t).

3) Существуют нетривиальные элементы f ∈ Γ, γ̃(t0) (для неко-
торого t0 ∈ R), и некоторая точка y ∈ M̃ такие, что f(y) = γ̃(t0)(y),
но f 6= γ̃(t0).

Теперь мы исследуем каждый из этих случаев отдельно.
1) Так как группа Γ действует свободно на M̃ , то условие 1)

эквивалентно условию, что естественное индуцированное действие
группы Γ на пространстве орбит M̃/γ̃, где γ̃ = {γ̃(t)| t ∈ R}, также
свободно. Нетрудно увидеть, что в этом случае поле X на M квази-
регулярно (имеет и замкнутые и незамкнутые траектории) тогда и
только тогда, когда поле Y имеет это свойство.

2) Из последнего утверждения теоремы 3.28 следует, что при
условии 2) группа ∆ = Γ∩ γ̃ — дискретная нетривиальная централь-
ная подгруппа и в группе Γ и в группе γ̃; кроме того, определе-
ны естественные индуцированные изометрические действия фактор-
групп Γ/∆ и γ̃/∆ ∼= S1 на римановом фактор-многообразии P =
M̃/∆ с фактор-пространствами P/(Γ/∆) = M и P/(γ̃/∆) = M̃/γ̃.
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Ясно, что векторное поле Y индуцирует киллингово векторное по-
ле Z постоянной длины на P , и Z индуцировано некоторым изомет-
рическим гладким действием группы S1 на P . Поэтому векторное
поле Z регулярно или квазирегулярно. Тогда и векторное поле X ре-
гулярно или квазирегулярно. Помимо этого, действие группы Γ/∆
на P и M̃/γ̃ свободно. Поэтому векторное поле X на M регуляр-
но (квазирегулярно) тогда и только тогда, когда поле Z регулярно
(квазирегулярно).

В этом случае остается доказать, что векторное поле Z регулярно
тогда и только тогда, когда векторное поле Y индуцируется некото-
рым свободным действием групп R или S1.

Существует наименьшее число t0 > 0 такое, что γ̃(t0) ∈ ∆ (по-
этому γ̃(t0) порождает ∆). Нетрудно понять, что t0 — максимальное
значение периода для векторного поля Z.

Предположим, что Z регулярно и Y не порождается никаким
свободным действием ни группы R, ни группы S1. Тогда существу-
ют некоторые точка y ∈ M̃ и число T > 0 такие, что γ̃(T )(y) = y
и γ̃(T ) 6= I, где I — тождественное отображение. Следовательно,
γ(T )(z) = z, где γ — соответствующее индуцированное действие
группы γ̃ на P , а z ∈ P — проекция точки y. Так как векторное
поле Z регулярно, то T = kt0 для некоторого натурального числа k.
Поэтому

I 6= γ̃(T ) = (γ̃(t0))k ∈ ∆ ⊂ Γ, γ̃(T )(y) = y.

Но этого не может быть при свободном действии группы Γ на M̃ .
Предположим, что Z квазирегулярно. Тогда существуют неко-

торые число t1 > 0 и точка z ∈ P такие, что t1 = t0/k, k > 2 и
γ(t1)(z) = z. Тогда для некоторой точки y ∈ M̃ , которая проектиру-
ется в точку z, существует наименьшее положительное число вида
t0/k + nt0 (с целым n) такое, что γ̃(t0/k + nt0)(y) = y. Если предпо-
ложить теперь, что Y порождается свободным действием одной из
групп R или S1, то ясно, что это должна быть группа S1, и периоды
всех орбит поля Y будут равны числу t0/k + nt0. Из определения
числа t0 следует, что это должен быть делитель числа t0/k + nt0.
Противоречие.

3) Предположим, что выполняется условие 3). Очевидно, можно
предполагать, что t0 > 0. Группа γ̃(t), t ∈ R, накрывает 1-парамет-
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рическую группу изометрий γ(t), t ∈ R, пространства M , которая
порождает векторное поле X, т. е.

p ◦ γ̃(t) = γ(t) ◦ p, t ∈ R. (3.19)

Кроме того,
p ◦ f = p. (3.20)

Тогда p(y) = p(f(y)) = p(γ̃(t0)(y)). Это значит, что орбита вектор-
ного поля X, проходящая через точку x = p(y) ∈ M , замкнута и
кривая

c = c(t) = γ(t)(x), 0 6 t 6 t0 (3.21)

(замкнутая), вообще говоря, непростая, геодезическая траектория
поля X.

Пусть
v =

{
v1 = dp(y)(e1), . . . , vn = dp(y)(en)

}

— некоторый ортонормированный базис в касательном евклидовом
векторном пространстве Mx, полученный проектированием некото-
рого ортонормированного базиса e = {e1, . . . , en} в M̃y. Из соотно-
шений (3.19) и (3.20) следует, что

dγ(t0)(x) ◦ dp(y) = (dγ(t0) ◦ dp)(y) = d(γ(t0) ◦ p)(y) =

= d(p ◦ γ̃(t0))(y) = d((p ◦ f) ◦ (f−1 ◦ γ̃(t0)))(y) =

= d(p ◦ (f−1 ◦ γ̃(t0)))(y) = dp(y) ◦ d(f−1 ◦ γ̃(t0))(y).

Это значит, что матрица линейной изометрии dγ(t0)(x) простран-
ства Mx в его базисе v совпадает с матрицей B линейной изометрии
d(f−1 ◦ γ̃(t0))(y) в базисе e пространства M̃y. Так как f 6= γ̃(t0),
то A 6= E, где E — единичная матрица. Ясно, что X квазирегу-
лярно (соответственно, имеет и замкнутые и незамкнутые орбиты)
тогда и только тогда, когда A имеет конечный (соответственно, бес-
конечный) порядок. Очевидно, это эквивалентно тому, что элемент
f−1γ̃(t0) имеет конечный (соответственно, бесконечный) порядок.
Теорема доказана. B

Следствие 3.15. Если в условиях предыдущей теоремы все ор-
биты поля Y замкнуты и существуют нетривиальные элементы f ∈ Γ
и γ̃(t) (для некоторого t ∈ R) и точка y ∈ M̃ такие, что f(y) = γ̃(t)(y),
то элемент f−1γ̃(t) имеет конечный порядок.
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Теперь мы рассмотрим еще одну конструкцию неодносвязных ри-
мановых многообразий с квазирегулярными киллинговыми вектор-
ными полями постоянной длины.

Предположим, что группа S1 переносов Клиффорда — Вольфа
действует (свободно) на каком-нибудь компактном римановом мно-
гообразии M . Тогда можно корректно определить риманово много-
образие N = M/S1; кроме того, естественная проекция

p : M → N = M/S1 (3.22)

есть риманова субмерсия. Пусть теперь Γ — конечная свободная
группа изометрий на многообразии M . Тогда фактор-пространство
M = M/Γ является римановым многообразием.

Предположим далее, что группы S1 и Γ коммутируют. Тогда
действие группы Γ на M индуцирует изометрическое действие на
многообразии N . Более точно, рассмотрим группу Γ1 = S1 ∩ Γ.
Она нормальна в Γ. Поэтому можно определить фактор-группу
Γ = Γ/Γ1. Естественная проекция (3.22) определяет некоторое изо-
метрическое действие группы Γ на многообразии N . Кроме того,
фактор-пространство N = N/Γ является римановым орбифолдом
(см. § 3.7.1).

Предложение 3.9. Предположим, что при упомянутых выше
условиях, орбифолд N = N/Γ не является римановым многообрази-
ем. Тогда риманово многообразие M допускает некоторое квазире-
гулярное киллингово векторное поле постоянной длины.

C Факторизация проекции расслоения (3.22) относительно дей-
ствия группы Γ дает некоторую проекцию

p1 : M → N, (3.23)

являющуюся субметрией. Согласно предложению 3.4 и теореме 3.28,
единичное векторное поле X, касающееся слоев проекции (3.23), есть
киллингово векторное поле. Если, кроме того, орбифолд N не явля-
ется римановым многообразием (т. е. имеет особенности), то среди
слоев-окружностей проекции (3.23) есть окружности различной дли-
ны (см. § 3.7.1). Это эквивалентно квазирегулярности векторного по-
ля X. B

3.8.3. Локально евклидовы пространства. Структура (пол-
ных) локально евклидовых пространств, т. е. римановых многообра-
зий нулевой секционной кривизны, хорошо известна. Каждое такое
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многообразие является фактор-пространством Rn/Γ евклидова про-
странства Rn по действию некоторой дискретной свободной груп-
пы изометрий Γ [34]. В этом параграфе мы дадим некоторую (в ос-
новном хорошо известную) информацию о киллинговых векторных
полях на локально евклидовых пространствах, в частности о кил-
линговых векторных полях постоянной длины. На основе этого мы
выведем некоторый критерий существования квазирегулярного (или
имеющего и замкнутые и незамкнутые траектории) киллингова век-
торного поля постоянной длины на локально евклидовом простран-
стве (теорема 3.30).

Напомним читателю о структуре киллинговых векторных полей
на евклидовом пространстве Rn (мы предполагаем, что оно снабжено
стандартной метрикой). Группа всех изометрий Isom(Rn) евклидо-
ва пространства изоморфна полупрямому произведению O(n)n V n,
где O(n) — группа ортогональных преобразований, а V n — вектор-
ная группа параллельных переносов в Rn. Таким образом, каждая
изометрия g ∈ Isom(Rn) действует по правилу: g(x) = A(x) + a,
где A ∈ O(n), a ∈ Rn. Условимся использовать для этого следу-
ющее обозначение: g = (A, a). Если есть две изометрии g = (A, a)
и f = (B, b) евклидова пространства, то их композиция равна
g · f = (AB,A(b) + a).

Так как группа V n параллельных переносов является нормаль-
ной подгруппой в Isom(Rn), то можно определить естественный эпи-
морфизм

d : Isom(Rn) → Isom(Rn)/V n = O(n). (3.24)

Легко видно, что произвольное киллингово векторное поле X
на Rn определяется парой (W,w), где w ∈ Rn, а W — кососиммет-
ричное отображение в Rn. Кроме того, X(x) = W (x) + w для всех
x ∈ Rn. Заметим, что поле X ограничено на Rn тогда и только тогда,
когда отображение W нулевое.

Теперь мы выведем критерий инвариантности киллингова век-
торного поля X относительно некоторой изометрии g = (A, a) ∈
Isom(Rn).

Предложение 3.10. Изометрия g = (A, a) ∈ Isom(Rn) сохраняет
киллингово векторное поле X = (W,w) тогда и только тогда, когда
выполняются неравенства [A, W ]=AW −WA=0 и W (a)+w=A(w).
В частности, если W = 0, то эти условия эквивалентны тому, что
вектор w неподвижен относительно A.
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C Ясно, что условие инвариантности поля X относительно изо-
метрии g эквивалентно равенству

dg(X(x)) = X(g(x)),

т. е. [A,W ](x) = W (a)−A(w) + w для всех x ∈ Rn. Поэтому g сохра-
няет киллингово поле X тогда и только тогда, когда [A,W ] = 0 и
W (a) + w = A(w). Второе утверждение предложения есть очевидное
следствие первого. B

Пусть теперь M — локально евклидово пространство, т. е. M =
Rn/Γ, где Γ — дискретная свободная группа изометрий евклидова
пространства Rn. Пусть dΓ обозначает образ группы Γ относительно
эпиморфизма d (см. (3.24)).

Предложение 3.11. Локально евклидово пространство M до-
пускает нетривиальное киллингово векторное поле постоянной дли-
ны тогда и только тогда, когда существует ненулевой вектор a ∈ Rn,
инвариантный относительно всех преобразований группы dΓ. Кроме
того, каждое такое поле на M является проекцией параллельного
киллингова поля X = (0, a) на Rn, где вектор a инвариантен отно-
сительно всех преобразований в dΓ.

C Пусть Y — киллингово векторное поле постоянной длины на M .
Оно поднимается до единственного киллингова поля X на Rn, ко-
торое также имеет постоянную длину, следовательно, имеет вид
X = (0, a). Далее, согласно предложению 3.10, вектор a должен
быть инвариантным относительно преобразований группы dΓ. И ес-
ли некоторый ненулевой вектор a ∈ Rn инвариантен относительно
группы dΓ, то можно корректно определить проекцию на M киллин-
гова поля X = (0, a) на Rn, которая очевидно будет киллинговым
векторным полем постоянной длины на M . B

Предложение 3.12. Существует трехмерное компактное ориен-
тируемое локально евклидово пространство M3, не имеющее нетри-
виальных киллинговых полей.

C Можно взять пространство типа G6 из теоремы 3.5.5 в [34] в
качестве пространства M3. Соответствующая группа dΓ этого про-
странства порождена преобразованиями di ∈ O(3), 1 6 i 6 3; в под-
ходящем ортонормированном базисе пространства R3 эти преобра-
зования имеют вид:

d1 = diag(1,−1,−1), d2 = diag(−1, 1,−1), d3 = diag(−1,−1, 1).
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Поэтому не существует ненулевых векторов a ∈ R3, инвариантных
относительно всех преобразований из группы dΓ. Согласно предло-
жению 3.11 и следствию 4.2 главы II в книге [41], пространство M3

не имеет нетривиальных киллинговых векторных полей. B
Предложение 3.13. Существует трехмерное некомпактное ори-

ентируемое локально евклидово пространство M3 с единичным кил-
линговым векторным полем, только одна интегральная траектория
которого замкнута.

C Рассмотрим метрику произведения на R2 × [0, 1], где R2 — ев-
клидова плоскость. Пусть f — вращение плоскости R2 вокруг на-
чальной точки на угол α, несоизмеримый с π. Отождествим теперь
каждую точку вида (x, 0) с точкой (f(x), 1). Полученное многообра-
зие является локально евклидовым пространством и принадлежит
к классу J α

1 по классификации Вольфа [34, теорема 3.5.1]. Рас-
смотрим теперь единичное киллингово векторное поле, ортогональ-
ное к слоям R2. Очевидно, в точности одна интегральная траектория
этого поля замкнута. B

Заметим, что среди локально евклидовых пространств только
пространства вида Rm×T l, где T l — l-мерный плоский тор, однород-
ны [34, теорема 2.7.1]. Так как все эти многообразия являются сим-
метрическими римановыми пространствами, они не допускают ква-
зирегулярных векторных полей постоянной длины (следствие 3.14).
С другой стороны, многие неоднородные локально евклидовы про-
странства допускают квазирегулярные киллинговы векторные поля
постоянной длины. Например, лента Мебиуса и бутылка Клейна до-
пускают такие поля, так же как многие трехмерные локально ев-
клидовы пространства. Так как классификация локально евклидо-
вых пространств в размерностях не меньше 5 не известна, некоторый
интерес представляет следующая

Теорема 3.30. Локально евклидово пространство M = Rn/Γ
допускает квазирегулярное (соответственно, имеющее и замкнутые
и незамкнутые траектории) киллингово векторное поле постоянной
длины тогда и только тогда, когда группа Γ содержит некоторый
элемент вида f = (A, (I − A)b + a), где I — тождественное отобра-
жение, вектор a 6= 0 инвариантен относительно всех преобразований
группы dΓ, вектор b ортогонален вектору a, а A 6= I имеет конечный
(соответственно, бесконечный) порядок. Кроме того, соответствую-
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щее киллингово векторное поле есть поле dp(0, a); его сингулярная
(особая) траектория проходит через точку p(b), где p : Rn → M —
каноническая проекция.

C Мы будем доказывать оба утверждения одновременно.
Необходимость. Пусть M допускает некоторое квазирегулярное

(соответственно, имеющее и замкнутые и незамкнутые траектории)
киллингово векторное поле X постоянной длины. Тогда по предло-
жению 3.11, векторное поле X является проекцией некоторого па-
раллельного киллингова поля Y = (0, a) на Rn, а вектор a 6= 0 инва-
риантен относительно всех преобразований группы dΓ. Так как поле
Y на M̃ = Rn индуцируется некоторым свободным изометрическим
действием группы γ̃(t) = (I, ta), t ∈ R, то из доказательства теоре-
мы 3.29 следует, что условие 2) теоремы 3.29 должно выполняться,
т. е. существуют нетривиальные элементы f = (A, c) ∈ Γ и γ̃(t0),
t0 ∈ R, а также вектор b ∈ Rn такие, что f(b) = Ab + c = γ̃(t0)(b) =
b + t0a, но f = (A, c) 6= γ̃(t0) = (I, t0a). Тогда c = (I − A)b + t0a.
Если A = I, то c = t0a и (A, c) = (I, t0a), что невозможно. Поэтому
A 6= I. Так как A(a) = a, можно взять вместо b произвольный вектор
вида b + τa. Поэтому можно предполагать, что вектор b ортогона-
лен вектору a. Все предыдущие соотношения также сохраняются.
Наконец, умножая векторное поле X на константу, можно заменить
t0a на a. Если взять канонический базис пространства Rn в точке
y = b как базис e, то матрица B из доказательства теоремы 3.29 бу-
дет совпадать с матрицей A−1. Тогда по теореме 3.29 векторное поле
X на M квазирегулярно и его орбита, содержащая точку x = p(b),
сингулярна (соответственно, поле X имеет и замкнутые и незамкну-
тые орбиты) тогда и только тогда, когда матрица A имеет конечный
(соответственно, бесконечный) порядок.

Достаточность. Предположим, что Γ содержит элемент вида
f = (A, (I − A)b + a), где вектор a 6= 0 инвариантен относительно
всех преобразований группы dΓ, вектор b ортогонален вектору a и
A 6= E имеет конечный (соответственно, бесконечный) порядок.

По предложению 3.11 параллельное нетривиальное векторное по-
ле Y = (0, a) на Rn p-связано с некоторым киллинговым полем X
постоянной длины |a| > 0 на M , т. е. dp ◦ Y = X ◦ p, в то время как
соответствующие 1-параметрические группы движений γ(t), t ∈ R,
и γ̃(t) = (I, ta), t ∈ R, пространств M и Rn связаны соотношения-
ми (3.19). Очевидно, f(b) = A(b) + (I − A)b + a = b + a = γ̃(1)(b) =
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(I, a)(b), но f 6= γ̃(1). Тогда по теореме 3.29 выполняется одно из
следующих двух условий:

1) поле X квазирегулярно;
2) поле X имеет и замкнутые и незамкнутые орбиты.
Так как матрица A имеет тот же смысл, что и в доказательстве

необходимости, условие 1) (соответственно, 2)) соблюдается тогда и
только тогда, когда A имеет конечный (бесконечный) порядок; соот-
ветствующие сингулярные орбиты проходят через точку x = p(b). B

3.8.4. Однородные сферические пространственные фор-
мы. Согласно результатам § 3.8.2 мы построим здесь примеры ком-
пактных однородных римановых многообразий с квазирегулярными
киллинговыми полями постоянной длины. Основной результат этого
параграфа — следующая

Теорема 3.31. Однородное риманово многообразие M постоян-
ной положительной секционной кривизны не допускает квазирегу-
лярных киллинговых полей постоянной длины тогда и только тогда,
когда M — евклидова сфера или вещественное проективное прост-
ранство.

Не ограничивая общности, можно рассматривать однородные ри-
мановы многообразия постоянной секционной кривизны 1 (общий
случай сводится к этому пропорциональным изменением метрики).
В односвязном случае получаем сферу Sm с римановой метрикой
постоянной секционной кривизны 1, которую можно рассматривать
как подмногообразие Sm = {x ∈ Rm+1| ‖x‖ = 1} евклидова про-
странства Rm+1 с индуцированной римановой метрикой. Группа изо-
метрий сферы Sm совпадает с O(m+1), группой ортогональных пре-
образований евклидова пространства Rm+1. Согласно теореме 7.6.6
из [34] однородное риманово многообразие M размерности m > 2
имеет постоянную секционную кривизну 1 тогда и только тогда, ко-
гда оно является фактор-многообразием Γ\Sm сферы Sm с постоян-
ной секционной кривизной 1 по некоторой дискретной группе пере-
носов Клиффорда — Вольфа Γ. Классификацию однородных рима-
новых многообразий постоянной положительной кривизны получил
Дж. Вольф [34, теорема 7.6.6].

Теорема 3.32. Предположим, что M̃ — круглая сфера размер-
ности m. Тогда M = Γ\M̃ однородно только в следующих случаях
(с точностью до сопряженности в O(m + 1)) :
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1) Γ тривиальна;
2) Γ = {±I(m+1)} ⊂ O(m + 1);

3) M̃ ⊂ Cn, где m + 1 = 2n, Γ = {diag(e2πi(p/q), . . . , e2πi(p/q))} ⊂
U(n), 0 6 p < q, с целым p для фиксированного натурального числа
q > 3;

4) m + 1 = 4l, M̃ ⊂ Hl, где Γ = {diag(z, . . . , z)} ⊂ Sp(l), а z — эле-
менты бинарно диэдральной или бинарно полиэдральной подгруппы
мультипликативной группы Sp(1) единичных кватернионов в H, и Γ
действует на вектор-строках умножением справа.

Описание бинарно диэдральной и бинарно полиэдральной групп
можно найти в [34, § 2.6].

Следующий результат дает точное описание переносов Клиффор-
да — Вольфа евклидовой сферы Sm.

Лемма 3.8 [34, лемма 7.6.1]. Линейное преобразование A ∈
O(m+1) есть перенос Клиффорда — Вольфа сферы Sm тогда и толь-
ко тогда, когда A = ±I или существует унимодулярное комплексное
число λ такое, что половина собственных значений преобразования A
равна λ, а другая половина равна λ.

Используя теорему 3.29, мы получаем следующий результат.

Предложение 3.14. Пусть Γ — циклическая группа переносов
Клиффорда — Вольфа нечетномерной сферы S2n−1, n > 2, посто-
янной секционной кривизны, отличная от групп {I} и {±I}. Тогда
однородное риманово пространство M = Γ\S2n−1 допускает некото-
рое квазирегулярное киллингово поле постоянной длины.

C Пусть p : S2n−1 → M = Γ\S2n−1 — каноническая проекция.
Согласно теореме 7.6.6 из [34] группа Γ порождается некоторым эле-
ментом f ∈ O(2n), который имеет следующую форму в некотором
ортонормированном базисе евклидова пространства R2n:

f = diag(B,B, . . . , B),

B =
(

cos(2π/q) sin(2π/q)
− sin(2π/q) cos(2π/q)

)
,

для некоторого q ∈ N, q > 3. Рассмотри теперь 1-параметрическую
группу переносов Клиффорда — Вольфа (см. лемму 3.8), которая в
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том же базисе задается следующим образом:

µ(t) = diag
(
A(t), . . . , A(t), A−1(t)

)
, t ∈ R,

A(t) =
(

cos(2πt) sin(2πt)
− sin(2πt) cos(2πt)

)
.

Пусть Y — киллингово векторное поле постоянной длины на S2n−1,
порождающее поток µ. Заметим, что каждый элемент группы Γ ком-
мутирует с каждым элементом потока µ. Очевидно, µ(1/q) 6= f , но
µ(1/q)(y) = f(y), где y = (1, 0, . . . , 0) ∈ S2n−1. Кроме того, ясно, что
элемент g = f−1µ(1/q) ∈ O(2n) имеет конечный порядок. Следова-
тельно, по теореме 3.29 существует некоторое квазирегулярное кил-
лингово векторное поле постоянной длины на однородном простран-
стве M = Γ\S2n−1. Именно, в качестве такого поля можно взять
киллингово поле X на M , p-связанное с полем Y на S2n−1. B

Замечание 16. Заметим, что для квазирегулярных киллинго-
вых векторных полей постоянной длины, построенных в доказатель-
стве предложения 3.14, одна компонента связности множества сингу-
лярных точек относительно соответствующего действия группы S1

имеет коразмерность 2 в многообразии Γ\S2n−1. В самом деле, та-
кая компонента есть образ множества S относительно канонической
проекции p : S2n−1 → Γ\S2n−1, где

S =
{
y = (y1, y2, . . . , y2n−1, y2n) ∈ S2n−1

∣∣ y2n−1 = 0, y2n = 0
}
.

Нам нужен еще один вспомогательный результат.

Лемма 3.9. В полной группе изометрий евклидовой сферы
S4n−1, n > 1, существует две взаимно коммутирующих подгруп-
пы F1 и F2 переносов Клиффорда — Вольфа, обе изоморфных муль-
типликативной группе всех единичных кватернионов F . Кроме того,
пересечением этих двух групп является группа {±I}, порожденная
антиподальным отображением сферы.

C Рассмотрим n-мерное (левое) векторное пространство Q n над
телом кватернионов Q. Существует стандартное Q-эрмитово скаляр-
ное произведение в этом пространстве, вещественная часть которого
совпадает со стандартным скалярным произведением в R4n (мы фик-
сируем вложение Q → R4, определенное формулой x1 + ix2 + jx3 +
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kx4 → (x1, x2, x3, x4), и индуцированное вложение Qn → R4n). В тер-
минах нормы ‖·‖, порожденной этим скалярным произведением, сфе-
ра S4n−1 определяется уравнением ‖z‖=1, где z=(z1, z2, . . . , zn)∈Qn.

Заметим, что умножение кватерниона y = y1 + iy2 + jy3 + ky4 на
кватернион x = x1 + ix2 + jx3 + kx4 слева соответствует линейному
преобразованию в R4, определенному формулой




y1

y2

y3

y4


 →




x1 −x2 −x3 −x4

x2 x1 −x4 x3

x3 x4 x1 −x2

x4 −x3 x2 x1







y1

y2

y3

y4


 , (3.25)

в то время как умножение на кватернион x = x1 + ix2 + jx3 + kx4

справа соответствует преобразованию



y1

y2

y3

y4


 →




x1 −x2 −x3 −x4

x2 x1 x4 −x3

x3 −x4 x1 x2

x4 x3 −x2 x1







y1

y2

y3

y4


 . (3.26)

Заметим, что матрицы в этих преобразованиях имеют в точности
два собственных значения x1 ± i

√
x2

2 + x2
3 + x2

4 с кратностью 2.
Далее, рассмотрим следующее действие группы единичных ква-

тернионов F на S4n−1:

f
(
(z1, z2, . . . , zn)

)
= (fz1, fz2, . . . , fzn). (3.27)

Легко видно, что это действие изометрично и мы получаем некото-
рую подгруппу F1 полной группы изометрий сферы S4n−1, изоморф-
ную группе единичных кватернионов F .

Рассмотрим теперь следующее действие группы F единичных
кватернионов на S4n−1:

f
(
(z1, z2, . . . , zn)

)
= (z1f, z2f, . . . , znf). (3.28)

Это действие также изометрично и мы получаем другую подгруп-
пу F2 полной группы изометрий сферы S4n−1, изоморфную группе F
единичных кватернионов.

Так как умножение на кватернионы слева всегда коммутирует с
умножением на кватернионы справа, группа F1 коммутирует с груп-
пой F2.
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Проверим теперь, что группы F1 и F2 состоят из переносов Клиф-
форда — Вольфа. Каждый элемент группы F1 (F2) порождает неко-
торое ортогональное преобразование пространства R4n с матрицей
D̃ = diag(D,D, . . . ,D), где D — матрица преобразования (3.25) (со-
ответственно, (3.26)). Ясно, что матрица D̃ имеет собственные зна-
чения f1± i

√
f2
2 + f2

3 + f2
4 , каждое с кратностью 2n (мы производим

умножение на кватернион f = f1+if2+jf3+kf4). Согласно лемме 3.8,
такое преобразование есть перенос Клиффорда — Вольфа на сфере
S4n−1. Поэтому группы F1 и F2 состоят из переносов Клиффорда —
Вольфа.

Заметим, что умножение на кватернион f = ±1 слева совпадает
с умножением на этот кватернион справа. Нетрудно проверить, что
пересечение подгрупп F1 и F2 есть в точности группа {±I} = Z2.
В самом деле, это пересечение есть центральная подгруппа в каждой
из групп Fi. Но центр группы единичных кватернионов изоморфен
группе Z2. B

Используя лемму выше, легко получить следующее
Предложение 3.15. На каждом однородном римановом мно-

гообразии Γ\S4n−1, n > 1, где Γ — дискретная группа переносов
Клиффорда — Вольфа на S4n−1, изоморфная бинарно диэдральной
группе или бинарно полиэдральной группе, существует квазирегу-
лярное киллингово векторное поле постоянной длины.

C Рассмотрим в полной группе изометрий сферы S4n−1 подгруп-
пы переносов Клиффорда — Вольфа F1 и F2 из леммы 3.9. Выберем
произвольно подгруппу S1 в F1 и конечную подгруппу Γ из F2, изо-
морфную бинарно диэдральной или бинарно полиэдральной группе.
Рассмотрим теперь конструкцию расслоенного пространства (3.22),
где M = S4n−1 и группа S1 ⊂ F1 выбрана, как указано.

В этом случае мы получаем расслоение Хопфа, где N =
S1\S4n−1 = CP 2n−1 — комплексное проективное пространство ве-
щественной размерности 4n − 2. Ясно, что группа Γ1 = S1 ∩ Γ изо-
морфна {±I} и группа Γ̃ = Γ/Γ1 — диэдральная или полиэдральная
группа. В любом случае порядок группы Γ̃ не меньше 3.

Факторизуя по действию группы S1, мы получаем, что группа Γ̃
действует изометрично на комплексном проективном пространстве
N = CP 2n−1. Согласно теореме 9.3.1 из [34], существует только
две конечных группы, группа Z2 и тривиальная группа, которые
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действуют свободно изометриями на комплексном проективном про-
странстве. Так как группа Γ̃ не является такой, то ее действие на N
не свободно. Поэтому фактор-пространство Γ̃\N не является много-
образием. Согласно предложению 3.9 на пространстве Γ\S4n−1 су-
ществует квазирегулярное киллингово поле постоянной длины. B

C Доказательство теоремы 3.31. По следствию 3.14 на ев-
клидовых сферах и вещественных проективных пространствах не
существует квазирегулярных киллинговых полей постоянной длины.

Пусть M = Γ\Sm — однородное риманово пространство, получен-
ное факторизацией сферы Sm по конечной группе переносов Клиф-
форда — Вольфа Γ, отличной от групп {I} и {±I}. Тогда согласно
теореме 7.6.6 в [34] либо m нечетно и Γ изоморфна Zk для некоторо-
го k > 3; или m + 1 ≡ 0(mod 4) и Γ изоморфна бинарно диэдральной
или бинарно полиэдральной группе. В первом случае существова-
ние квазирегулярного киллингова поля постоянной длины следует
из предложения 3.14, во втором случае получаем то же самое из
предложения 3.15. B

3.9. Открытые вопросы

В свете изложенных в этой главе результатов мы поставим неко-
торые вопросы, ответы на которые нам не известны.

Вопрос 1. Пусть X — некоторое единичное киллингово вектор-
ное поле на компактном односвязном однородном римановом много-
образии M (неотрицательной секционной кривизны), все интеграль-
ные кривые которого замкнуты. Верно ли, что поле X регулярно?

Отметим, что ответ на этот вопрос положительный для двумер-
ных многообразий (даже без предположений об однородности и неот-
рицательности секционной кривизны). Согласно следствию 3.14, от-
вет на этот вопрос также положителен, если M — компактное сим-
метрическое пространство. Напротив, мы построили примеры одно-
связных многообразий кооднородности 1 (теорема 3.22) и неодно-
связных однородных многообразий постоянной положительной кри-
визны (теорема 3.31), допускающих квазирегулярные киллинговы
векторные поля постоянной длины.

Вопрос 2. Пусть X — единичное киллингово векторное поле на
компактном односвязном однородном римановом многообразии M
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такое, что существует некоторая замкнутая интегральная кривая
этого поля. Верно ли, что все интегральные кривые этого поля за-
мкнуты?

Как следует из теоремы 3.23, ответ на этот вопрос отрицательный
при ослаблении условия однородности (например, если мы заменим
его условием кооднородности 1).

Представляется интересным поиск условий на риманово много-
образие, позволяющих обратить предложение 3.6. Следующее рас-
суждение показывает некоторые препятствия для такого обращения.
Рассмотрим произвольное риманово многообразие M , допускающее
некоторое квазирегулярное киллингово векторное поле постоянной
длины. Тогда легко видеть, что на прямом метрическом произведе-
нии R×M существует киллингово векторное поле постоянной длины
такое, что все его интегральные кривые не замкнуты и существу-
ет некоторая изометрия в 1-параметрической группе, порожденной
этим полем, не являющаяся переносом Клиффорда — Вольфа. Более
интересен следующий

Вопрос 3. Пусть X — регулярное киллингово векторное поле
постоянной длины на некотором однородном римановом многообра-
зии M . Верно ли, что 1-параметрическая группа, порожденная по-
лем X, состоит из переносов Клиффорда — Вольфа?

Замечание 17. Вопросы 2 и 3 интересны и при дополнительном
предположении, что M односвязно.

Заметим, что без предположения однородности ответ на вопрос 3
отрицательный. Следующий пример принадлежит П. Д. Андрееву.

Пример 8. Пусть N — некоторое компактное риманово много-
образие, допускающее свободное изометрическое действие конечной
циклической группы Zn, n > 2, такое, что генератор β этой груп-
пы не является переносом Клиффорда — Вольфа на N . Простейший
пример такого пространства N — круглый тор (тор, изометричный
тору вращения в трехмерном евклидовом пространстве). Рассмот-
рим теперь прямое метрическое произведение P = N×R . Оно допус-
кает следующее действие группы Z: генератор группы Z действует
на сомножителе N как генератор β группы Zn, а на сомножителе R
переносом с достаточно большим сдвигом l. Достаточно взять сдвиг l
больше, чем внутренний диаметр риманова многообразия N . Нако-
нец, пусть M = P/Z — соответствующее фактор-многообразие.
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Очевидно, что единичное векторное поле X̃ на P , касательное
к сомножителю R, есть киллингово векторное поле, проектирующе-
еся диференциалом фактор-отображения на единичное регулярное
киллингово векторное поле X на M . Пусть γ(t), t ∈ R, — 1-пара-
метрическая группа изометрий на M , порожденная полем X. Тогда
изометрия g = γ(l) не является переносом Клиффорда — Вольфа
на M . В самом деле, если g было бы переносом Клиффорда — Воль-
фа, то вследствие предположений мы получили бы, что β (образу-
ющий группы Zn) является переносом Клиффорда — Вольфа на N ,
так как расстояние между z и g(z) в M равно расстоянию между y
и β(y) в N , где y — первая компонента любого прообраза точки z
относительно фактор-отображения P = N × R→ M .



ГЛАВА 4

ОДНОРОДНЫЕ РИМАНОВЫ
МНОГООБРАЗИЯ

4.1. Группа движений риманова многообразия

Далее через Isom(M, g) и Isom0(M, g) мы будем обозначать пол-
ную группу движений (соответственно, компоненту единицы полной
группы движений или, другими словами, полную связную группу
движений) риманова многообразия (M, g). Чрезвычайно важным яв-
ляется следующий результат.

Теорема 4.1 (С. Б. Майерс, Н. Стинрод [181]). Пусть
(M, g) — связное гладкое риманово многообразие. Тогда справедли-
вы утверждения:

(a) Группа Isom(M, g) всех изометрий является группой Ли, глад-
ко действующей на M .

(b) Для любой точки x ∈ M стационарная подгруппа Ix(M, g) =
{f ∈ Isom(M, g) : f(x) = x} замкнута в Isom(M, g). Кроме того, пред-
ставление изотропии ρ : Ix(M, g) → GL(Mx), f 7→ ρ(f) = Txf задает
изоморфизм группы Ix(M, g) на замкнутую подгруппу ортогональ-
ной группы O(Mx, gx) ⊂ GL(Mx).

В следствии 4.2 из книги [52, гл. VII] доказано, что группа авто-
морфизмов G-структуры конечного типа (частным случаем которой
является риманова структура) является группой Ли. Непосредствен-
но из теоремы Майерса — Стинрода получается

Следствие 4.1. Если (Mn, g) — гладкое риманово многообразие,
то

(a) Ix(M, g) — компактная подгруппа группы Isom(M, g). Более
того, если M компактно, то и Isom(M, g) компактна;

(b) dim Isom(M, g) 6 n(n+1)
2 = dim O(n) + dim M , причем в од-

носвязном случае равенство возможно тогда и только тогда, когда
(M, g) имеет постоянную секционную кривизну.
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Замечание 18. Изометрия f связного риманова многообразия
(M, g) однозначно определяется образом f(x) одной точки x и соот-
ветствующим касательным отображением Txf , так как f ◦ Expx =
Expf(x) ◦Txf . При этом Txf является линейной изометрией евклидо-
ва пространства (Mx, gx) на евклидово пространство (Mf(x), gf(x)).
Отсюда непосредственно следует утверждение (b) теоремы 4.1.

Поскольку изометрия сохраняет метрику g, то она сохраняет
связность Леви-Чивита, геодезические, элемент объема, кривизны.
Из теорем 3.2 и 4.1 следует

Теорема 4.2. На полном римановом многообразии (M, g) кил-
лингово векторное поле X характеризуется условием LXg = 0; любое
поле с таким условием полно, т. е. порождает однопараметрическую
группу изометрий, а алгебра Ли киллинговых векторных полей есть
алгебра Ли группы Ли Isom(M, g).

4.2. Однородные пространства

Начнем с определения однородных пространств.
Определение 81. Гладкое многообразие M называется одно-

родным (G-)пространством, если определено гладкое транзитивное
действие µ : G×M → M (см. определение 54).

Подгруппы изотропии Gx и Gy произвольных точек x, y одно-
родного G-пространства M сопряжены в группе G. Действительно,
пусть a ∈ G такой, что a(x) = y. Тогда Gy = aGxa−1. На заданном
многообразии M могут гладко и транзитивно действовать различ-
ные группы Ли. Примеры таких действий мы еще приведем. Более
подробно соответствующий материал излагается в книгах [23, 50, 54],
где также приведена обширная библиография.

Условие простой транзитивности (см. определение 54) равносиль-
но тривиальности стационарных групп точек многообразия. Отме-
тим, что при просто транзитивном действии многообразие M диф-
феоморфно группе G (для построения нужного диффеоморфизма
зафиксируем точку x ∈ M и произвольной точке y ∈ M поставим в
соответствие тот (единственный) элемент группы G, который пере-
водит x в y).

Рассмотрим теперь универсальную модель однородного про-
странства. Напомним, что вследствие теоремы 2.7 каждая замкнутая
подгруппа H группы Ли G является подгруппой Ли.
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Определение 82. Пусть G — группа Ли, и H — ее замкнутая
подгруппа. Тогда фактор-пространство G/H = {aH| a ∈ G} левых
смежных классов с естественной топологией и канонической проек-
цией π : G → G/H, определяемой равенством π(a) = aH, называется
однородным пространством (группы G по подгруппе H).

Замечание 19. Отметим, что аналогично может быть опреде-
лено однородное пространство правых смежных классов H \ G =
{Ha| a ∈ G}.

Однородное пространство G/H обладает единственной аналити-
ческой структурой такой, что группа G является группой Ли пре-
образований многообразия G/H (см. подробности [58, теорема 4.2]).
Соответствующее действие группы Ли G на G/H порождается ле-
выми сдвигами:

(a, bH) → (ab)H = a(bH) =: la(bH), a, b ∈ G. (4.1)

Стабилизатор этого действия в точке H ∈ G/H — группа H, ли-
нейная группа изотропии — T (H) = {T la, a ∈ H}, а ядро неэффек-
тивности — нормальная подгруппа GG/H = ∩g∈GgHg−1 группы G.
Группа G действует на G/H (почти) эффективно тогда и только то-
гда, когда H не содержит (недискретных) нетривиальных нормаль-
ных подгрупп группы G.

Отметим, что правые сдвиги в группе G в общем случае не порож-
дают естественного действия на однородном пространстве G/H. Тем
не менее, для однородного пространства G/H можно рассмотреть ес-
тественное действие (справа) группы NG(H)={n∈G|nHn−1 =H} —
нормализатора H в группе G. Нормализатор NG(H) действует на од-
нородном пространстве G/H G-эквивариантными диффеоморфиз-
мами

(bH, n) → bnH = bHn =: Rn(bH),

b ∈ G, n ∈ NG(H).
(4.2)

Более того, каждый G-эквивариантный диффеоморфизм G/H имеет
такой вид [23]. Также мы имеем естественное действие

(aH, nH) → aHn = anH, a ∈ G, n ∈ NG(H),

группы NG(H)/H на G/H.
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Замечание 20. Отметим, что для тривиальной группы изотро-
пии H = {e} нормализатор NG(H) совпадает с G. Это означает ров-
но то, что на группе Ли G = G/H корректно определено действие
посредством правых сдвигов на любой элемент группы.

Пример 9. Рассмотрим CPn = SU(n + 1)/S(U(1)U(n)). Тогда
группа SU(n+1)/Zn+1, где Zn+1 — центр группы SU(n+1), действует
на CPn эффективно, в то время как группа SU(n + 1) действует
на CPn лишь почти эффективно.

Понятно, что в принципе достаточно ограничиться исследовани-
ем лишь эффективных пространств, но в ряде случаев технически
удобно (см. пример выше) работать с пространствами, не являющи-
мися эффективными (например, с почти эффективными).

Пример 10. В работах Д. Монтгомери и Х. Самельсона [178],
А. Бореля [101, 102] классифицированы все транзитивные и эффек-
тивные действия компактных (связных) групп Ли на сферах (см.
также [22, гл. 7], [50] или [240]). А именно, сферы могут быть реа-
лизованы как однородные пространства G/H одним из следующих
способов:

1) Sn−1 = SO(n)/SO(n− 1);
2) S2n−1 = SU(n)/SU(n− 1);
3) S2n−1 = U(n)/U(n− 1);
4) S4n−1 = Sp(n)/Sp(n− 1);
5) S4n−1 = Sp(n)Sp(1)/Sp(n− 1)Sp(1);
6) S4n−1 = Sp(n)U(1)/Sp(n− 1)U(1);
7) S15 = Spin(9)/Spin(7);
8) S7 = Spin(7)/G2;
9) S6 = G2/SU(3).

Пример 11. Другим важным примером однородных пространств
являются проективные пространства:

RPn = SO(n + 1)/O(n), CPn = SU(n + 1)/S(U(1)U(n)),

HPn = Sp(n + 1)/Sp(n)Sp(1), CaP2 = F4/Spin(9).

Все группы, транзитивно действующие на сферах Sn, также тран-
зитивно действуют на RPn, кроме того, Sp(n) действует транзитив-
но на CP2n−1 (при отождествлении Hn с C2n) со стационарной под-
группой Sp(n−1)U(1). Этим исчерпывается весь список компактных
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связных групп Ли (с точностью до локальной изоморфности), дей-
ствующих транзитивно и почти эффективно на проективных про-
странствах (подробнее см. [50]).

Пример 12. Единственной компактной связной группой Ли, дей-
ствующей транзитивно и эффективно на торе Tn, является Tn [177].

Пример 13. Примерами простейших некомпактных однородных
пространств являются следующие:

1) гиперболическое пространство Hn = SO0(n, 1)/SO(n), где
SO0(n, 1) — связная компонента единицы группы O(n, 1), сохраняю-
щей квадратичную форму сигнатуры (n, 1) в Rn+1;

2) комплексный, кватернионный, октавный аналоги гиперболиче-
ского пространства

CHn = SU(n, 1)/S(U(n)U(1)),

HHn = Sp(n, 1)/Sp(n)Sp(1),

CaH2 = F−20
4 /Spin(9).

Далее через g и h мы обозначаем алгебры Ли (точнее, LG и LH)
группы G и ее подгруппы H соответственно. Пусть o = eH = π(e),
где e — единица группы Ли G.

Далее мы выделим специальный класс однородных пространств.
Определение 83. Однородное пространство G/H называется

редуктивным, если в алгебре Ли g существует подпространство p

такое, что
g = h⊕ p, Ad(H)(p) = p. (4.3)

При этом разложение (4.3) также называется редуктивным.
Теорема 4.3. Однородное пространство G/H редуктивно при

выполнении любого из следующих условий:
1) На алгебре Ли g группы Ли G существует AdG(H)-инвариант-

ная билинейная форма Q, сужение которой на алгебру Ли h невы-
рождено.

2) Группа H компактна.
3) Замыкание Ad(H) группы Ad(H) = AdG(H) в GL(g) компакт-

но.
C При условии 1) в качестве p можно взять Q-ортогональное до-

полнение к h в g. Легко видно, что вследствие невырожденности



194 Глава 4. Однородные римановы многообразия

сужения формы Q на h получается разложение в прямую сумму
g = h ⊕ p. Тогда группа AdG(H) сохраняет форму Q и алгебру h,
а следовательно, и подпространство p, т. е. пространство G/H ре-
дуктивно.

Ясно, что из условия 2) следует условие 3). Поэтому осталось
доказать теорему при условии 3). Рассмотрим на g скалярное произ-
ведение Q, построенное из произвольного скалярного произведения
на g с помощью процедуры усреднения по компактной группе Ad(H).
Относительно Q все операторы Ad(a), a ∈ H, являются изометри-
ями. Следовательно, выполнено условие 1) и по доказанному G/H
редуктивно. B

Пример 14. Пусть G — полупростая (не обязательно компакт-
ная) группа Ли, а H — ее компактная подгруппа. Тогда для одно-
родного пространства G/H можно рассмотреть редуктивное разло-
жение g = h ⊕ p, ортогональное относительно формы Киллинга Bg

алгебры Ли g. Корректность задания такого разложения получается
из следствия 2.10 и пункта 1) теоремы 4.3 (в данном случае можно
взять Q = Bg).

Замечание 21. Вследствие теоремы 2 из статьи [204] утвержде-
ние теоремы 4.3 верно, если G — связная простая группа Ли, а H — ее
замкнутая связная полупростая подгруппа. В статье [128] классифи-
цированы все нередуктивные однородные псевдоримановы простран-
ства размерности 4; такие пространства существуют. Из леммы 4.2
той же статьи следует существование нередуктивных пространств
G/H с полупростой группой Ли G.

Пространство p из определения 83 естественным образом отож-
дествляется с касательным пространством к G/H в точке o = eH ∈
G/H посредством отображения Teπ, где π : G → G/H — канони-
ческая проекция. При этом ограничение действия группы Ad(H) =
AdG(H) на p совпадает с действием линейной группы изотропии.

4.3. О топологии однородных пространств

Принципиальна неотрицательность эйлеровой характеристики
χ(M) для (компактных) однородных пространств M = G/H.

Теорема 4.4 (Хопф — Самельсон [50, 142]). Пусть M =G/H —
однородное пространство, где G, H — связные компактные группы
Ли. Тогда χ(M) > 0. Следующие утверждения эквивалентны:
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(i) χ(M) > 0;
(ii) rk(G) = rk(H).
Если χ(M) > 0, то χ(M) = |WG|

|WH | , где |WG| (соответственно, |WH |)
есть порядок группы Вейля WG (соответственно, WH) группы Ли G
(соответственно, H).

Докажем эту теорему, следуя статье [142].

Лемма 4.1. Пусть задано гладкое действие G×M → M компакт-
ной связной группы Ли G на гладком связном компактном многооб-
разии Mn, g ∈ G и множество F всех неподвижных точек отображе-
ния g в M состоит из изолированных точек. Тогда множество F ко-
нечно и χ(M) = |F |, где |F | — мощность множества F . Если |F | > 0,
то n четно.

C Конечность множества F очевидна. Последнее утверждение
следует из того, что для каждой точки x ∈ F Txg должно быть со-
храняющим ориентацию преобразованием пространства Mx, не име-
ющим неподвижных ненулевых векторов; вследствие компактности
группы G это может быть только когда n четно [35].

В [74, с. 534, 542] доказано, что если f — гомотопное тожде-
ственному непрерывное отображение n-мерного связного компактно-
го полиэдра P в себя, имеющее только конечное множество F непо-
движных точек в P , то сумма индексов неподвижных точек равна
(−1)nχ(P ). Ясно, что условия этого утверждения выполнены для
P = Mn и f = g. Кроме того, в этом случае индекс каждой точки
x ∈ F равен (−1)n. Отсюда следует равенство χ(M) = |F |. B

C Доказательство теоремы 4.4. Предположим, что выпол-
няется неравенство rk(G) > rk(H). Тогда существует элемент U ∈ g

такой, что размерность замыкания в G однопараметрической под-
группы exp(tU) совпадает с rk(G), что, в свою очередь, больше, чем
rk(H). Мы утверждаем, что Ad(s)(U) 6∈ h для всех s ∈ G. Действи-
тельно, предположим, что V := Ad(s)(U) ∈ h. Так как Ad(s) — авто-
морфизм алгебры Ли g, то размерность замыкания в G однопарамет-
рической подгруппы exp(tV ) также равна rk(G). С другой стороны,
это замыкание есть тор в H, потому что H — компактная подгруппа
Ли группы Ли G. Это противоречит неравенству rk(H) < rk(G). Из
сопряженности стабилизаторов точек в G/H следует, что U не содер-
жится в алгебре Ли группы изотропии каждой из точек в G/H. При
этом на основании теоремы 4.8 пространство G/H допускает неко-
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торую G-инвариантную риманову метрику. Тогда вследствие теоре-
мы 3.12 и компактности G/H существует число t ∈ R такое, что
g = exp(tU) не имеет неподвижных точек в G/H. На основании лем-
мы 4.1 χ(M) = 0.

Предположим, что rk(G) = rk(H). Вследствие определения 69 и
теоремы 2.23 существует максимальный тор T ⊂ G, содержащий-
ся в H. Пусть t ⊂ h — касательная к тору T подалгебра Карта-
на и U ∈ t — элемент со всюду плотной в T однопараметрической
подгруппой exp(tU), t ∈ R. Выясним, когда точка gH неподвижна
относительно действия этой подгруппы. Пусть hgH = Ad(g)(h) —
алгебра Ли группы изотропии в точке gH. Очевидно, U ∈ hgH ⇔
Ad(g−1)(U) ∈ h. Тогда вследствие включения t ⊂ h и теоремы 2.23
существует элемент h ∈ H такой, что Ad(hg−1)(U) ∈ t или

hg−1 ∈ NG(T ) ⇔ gh−1 ∈ NG(T ) ⇔
⇔ g ∈ NG(T )H ⇔ g ∈ NG(T )NH(T )H.

Ясно, что верно и обратное: из последнего включения следует, что
U ∈ hgH . Следовательно, число таких точек gH конечно и равно

∣∣NG(T )/NH(T )
∣∣ =

∣∣(NG(T )/T )/(NH(T )/T )
∣∣ =

∣∣WG/WH

∣∣ =
|WG|
|WH | .

Вследствие теоремы 3.12 и компактности G/H существует число
t ∈ R такое, что g = exp(tU) не имеет других неподвижных точек
в G/H. На основании леммы 4.1, χ(M) = |WG|

|WH | . B

4.4. Основные свойства
однородных римановых многообразий

В этом разделе мы приведем определения и обсудим основные
свойства однородных римановых многообразий.

Определение 84. Риманово многообразие (M, g) называется од-
нородным римановым многообразием (кратко ОРМ), если группа
Isom(M, g) его изометрий транзитивна на M (т. е. для любых точек
x, y ∈ M существует изометрия, переводящая x в y).

Нетрудно понять, что на заданном однородном римановом мно-
гообразии может транзитивно действовать и некоторая собственная
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подгруппа группы Isom(M, g). Например, нетрудно доказать, что
Isom0(M, g) действует транзитивно на любом связном ОРМ (M, g).
Другой простой пример доставляет евклидово пространство, на ко-
тором транзитивно действует не только его полная группа движений,
но и ее собственная подгруппа параллельных переносов.

Для большей детализации полезно
Определение 85. Риманово многообразие (M, g) называется G-

однородным (или однородным относительно действия группы Ли G),
если G есть (возможно, виртуальная) подгруппа Ли в Isom(M, g),
действующая на M транзитивно.

Иногда в этом определении в качестве G рассматривают лишь
собственно подгруппы Ли в группе Isom(M, g), исключая виртуаль-
ные подгруппы Ли (см., например, [22]). Это требование несуще-
ственно ограничивает общность. Действительно, если G есть тран-
зитивная и эффективная группа преобразований многообразия M ,
сохраняющая риманову метрику g, то ee замыкание G в группе
Isom(M, g) транзитивно действует на M , являясь при этом подгруп-
пой Ли в группе Ли Isom(M, g). Более детальное обсуждение можно
найти в [115].

Если G — замкнутая подгруппа группы Isom(M, g), то на основа-
нии следствия 4.1 группа изотропии H произвольной точки x ∈ M
является компактной. Если к тому же G транзитивна на M , то ком-
пактность M равносильна компактности G. Линейное представление
изотропии χ(f) = Txf стационарной группы H в GL(Mx) (см. тео-
рему 4.1) является точным (т. е. инъективным).

Важным примером однородных пространств являются римановы
симметрические пространства.

Определение 86. Риманово многообразие (M, g) называет-
ся симметрическим, или римановым симметрическим простран-
ством, если для любой точки x ∈ M существует изометрия sx много-
образия (M, g) такая, что sx(x) = x, Tx(sx) = − IdTxM . Изометрия sx

(определенная однозначно, если M связно) называется (централь-
ной) симметрией с центром в точке x.

Теорема 4.5. Риманово симметрическое пространство (M, g) од-
нородно.

C Во-первых, (M, g) полно, поскольку любой отрезок геодези-
ческой можно продолжить с помощью симметрий с центром в его
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концах. Далее, для любых точек x, y ∈ M симметрия относительно
середины любого отрезка геодезической, соединяющего x и y (су-
ществующего в силу полноты), переставляет x и y. Таким образом,
группа изометрий действует транзитивно. B

Классификация римановых симметрических пространств впер-
вые получена Э. Картаном [40] и содержится во многих книгах (см.,
например, [22, 34, 58]). Много полезной информации о симметриче-
ских пространствах приведено в разделе 3.8.1.

Из локальной компактности многообразия легко следует

Теорема 4.6. Однородное риманово многообразие полно.

4.5. Инфинитезимальное строение однородного
риманова пространства

Пусть G — (возможно, виртуальная) подгруппа Ли группы
Isom(M, g), транзитивная на однородном римановом многообразии
(M, g), и пусть H = Hx — ее группа изотропии в точке x ∈ M .
В этом разделе мы опишем структуру множества G-инвариантных
римановых метрик на однородном пространстве G/H. Через g и h

обозначаются алгебра Ли LG группы G и алгебра Ли LH группы H
соответственно (h ⊂ g в силу включения H ⊂ G). При этом, как уже
отмечалось, M диффеоморфно однородному пространству G/H.

Для любого X ∈ g обозначим через exp(tX) однопараметри-
ческую подгруппу группы G, порожденную X. Действие exp(tX)
на M позволяет рассмотреть ее как однопараметрическую группу
ϕ(t) = exp(tX) диффеоморфизмов многообразия M , где ϕ(t)(y) =
exp(tX)y. Отождествим X ∈ g с векторным полем на M , порож-
денным ϕ(t). Тогда g отождествляется с множеством киллинговых
векторных полей на (M, g), которые порождаются однопараметри-
ческими подгруппами, лежащими в G. Подалгебра Ли h ⊂ g под-
группы H отождествляется с подалгеброй киллинговых векторных
полей из g, которые обращаются в нуль в точке x ∈ M .

Предложение 4.1. Каждое G-однородное риманово простран-
ство (M = G/H, g) редуктивно. Кроме того, группа Ли G допуска-
ет левоинвариантную и H-правоинвариантную риманову метрику g0

такую, что естественная проекция π : (G, g0) → (G/H, g) является
римановой субмерсией с вполне геодезическими слоями.
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C Пусть G∗ = Isom(M, g), H∗ — подгруппа изотропии точки
o = eH ∈ M в группе G∗. Тогда H∗ компактна по теореме 4.1. Сле-
довательно, группа AdG∗(H∗) компактна в GL(g∗) (g∗ = LG∗), а ее
подгруппа AdG∗(H) предкомпактна в GL(g∗). Поскольку же g ⊂ g∗

и G ⊂ G∗, то и Ad(H) = AdG(H) предкомпактна в GL(g), т. е. ее за-
мыкание Ad(H) в GL(g) является компактным. Теперь достаточно
применить пункт 3) теоремы 4.3. Согласно доказательству этой тео-
ремы, в качестве Ad(H)-инвариантного дополнения p можно взять
Q-ортогональное дополнение к h в g относительно некоторого Ad(H)-
инвариантного скалярного произведения Q.

Далее рассмотрим отождествление p с касательным простран-
ством Mx, сопоставляя элементу X ∈ p вектор Tπ(X), где π :
G → G/H = M — каноническая проекция. Тогда представление
изотропии χ группы H в Mx отождествляется с ограничением при-
соединенного представления AdG подгруппы H на p. Пусть теперь
(·, ·) = gx(·, ·) — Ad(H)-инвариантное скалярное произведение на
пространстве p. Его можно распространить до Ad(H)-инвариантного
скалярного произведения на алгебре Ли g, полагая (p, h) = 0 и
(·, ·)|h = Q|h. Это скалярное произведение порождает левоинвари-
антную и H-правоинвариантную риманову метрику g0 на группе
Ли G. Нетрудно убедиться в том, что при этом естественная про-
екция π : (G, g0) → (G/H, g) действительно является римановой суб-
мерсией с вполне геодезическими слоями. B

Используя символ p для Ad(H)-инвариантного дополнения к h в g

(которое отождествляется с касательным пространством Mx как в
доказательстве предыдущего предложения), через [·, ·]p и [·, ·]h будем
далее обозначать соответственно p-компоненту и h-компоненту скоб-
ки Ли в алгебре Ли g. Заметим, что Ad(H)-инвариантность скаляр-
ного произведения (·, ·) : p× p → R влечет его ad(h)-инвариантность,
что означает выполнение равенства

([Z,X], Y ) + (X, [Z, Y ]) = 0

для любых Z ∈ h, X, Y ∈ p. Последнее условие можно интерпре-
тировать как кососимметричность операторов adZ : p → p относи-
тельно (·, ·). Отметим также, что в случае связной группы H усло-
вия Ad(H)-инвариантности и ad(h)-инвариантности, а также Ad(H)-
неприводимости и ad(h)-неприводимости модулей эквивалентны.
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4.6. Особые инвариантные метрики

Теперь опишем некоторые специальные классы инвариантных
метрик, вычисление кривизн на которых существенно упрощается.
Нам будет удобно использовать отображение U : p × p → p, опреде-
ляемое с помощью равенства

2(U(X, Y ), Z) = ([Z,X]p, Y ) + (X, [Z, Y ]p) (4.4)

для всех Z ∈ p.

Определение 87. Пусть (M = G/H, g) — однородное риманово
многообразие, p — некоторое Ad(H)-инвариантное дополнение к h

в g. Метрика g называется естественно редуктивной относительно
p, если U ≡ 0.

Заметим, что естественно редуктивными являются большинство
примеров инвариантных эйнштейновых метрик на компактных одно-
родных пространствах. Удобная характеризация естественно редук-
тивных метрик была получена Б. Костантом в [156] (см. также [113]).

Теорема 4.7 (Б. Костант [156]). Инвариантная риманова мет-
рика g на однородном пространстве M = G/H естественно ре-
дуктивна относительно p тогда и только тогда, когда на идеале
g1 := p + [p, p] алгебры Ли g существует Ad(G1)-инвариантная невы-
рожденная квадратичная форма Q, где G1 — (транзитивная на M)
подгруппа группы G, соответствующая подалгебре g1, такая, что ри-
манова метрика g порождается сужением формы Q на p.

Отметим, что для исследования большинства геометрических за-
дач можно заранее предполагать, что G1 = G.

Приведем еще два определения более узких классов инвариант-
ных метрик.

Определение 88. G-однородное риманово многообразие (M, g)
называется нормальным, если в алгебре Ли g существует такое
Ad(G)-инвариантное скалярное произведение Q, что p есть Q-орто-
гональное дополнение к h в g и метрика g определяется ограничени-
ем Q на p.

Нетрудно видеть, что нормальные однородные пространства ес-
тественно редуктивны. В то же время важно отметить, что есте-
ственно редуктивная метрика не обязательно является нормальной
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однородной. Исключение составляют лишь компактные простран-
ства положительной эйлеровой характеристики (см. теорему 4.15).

Частным случаем нормальных однородных римановых многооб-
разий являются киллинговы или стандартные однородные римановы
многообразия.

Определение 89. Нормальное G-однородное риманово много-
образие (M, g) называется стандартным или киллинговым, если в
определении 88 группа G полупроста, а Ad(G)-инвариантное ска-
лярное произведение Q является взятой со знаком минус формой
Киллинга алгебры Ли LG (это условие влечет компактность груп-
пы G).

Определение 90. Редуктивное однородное пространство G/H (с
Ad(H)-инвариантным разложением g = h⊕ p) называется изотроп-
но неприводимым (строго изотропно неприводимым), если линей-
ная группа изотропии AdG(H) (соответственно, подгруппа линейной
группы изотропии AdG(H0), где H0 — компонента связности едини-
цы группы H) действует неприводимо на p. G-однородное риманово
многообразие (G/H, g) называется изотропно неприводимым (стро-
го изотропно неприводимым), если таковым является однородное
(заведомо редуктивное по предложению 4.1) пространство G/H.

Отметим, что на каждом изотропно неприводимом простран-
стве инвариантные римановы метрики образуют в точности од-
нопараметрическое семейство попарно пропорциональных метрик.
Для компактного пространства G/H группа Ли G полупроста и
каждая такая метрика пропорциональна стандартной, в частно-
сти, является нормальной. Примерами строго изотропно неприво-
димых римановых многообразий являются неприводимые симмет-
рические пространства. Нетрудно показать (см. [22, предложение
4.76]), что симметрическими примерами исчерпываются все неком-
пактные изотропно неприводимые пространства. Компактные стро-
го изотропно неприводимые пространства классифицированы неза-
висимо О. В. Мантуровым [46] и Дж. Вольфом [236] (с некоторыми
упущениями в их первоначальных списках, но объединение списков
дает полную классификацию). Позже полная классификация была
другим методом получена М. Кремером в [163] (см. также [22, гл.
7]). Классификацию всех односвязных изотропно неприводимых про-
странств получили М. Ван и В. Циллер [223].
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4.7. Структура множества инвариантных метрик

В этом разделе мы опишем структуру G-инвариантных римано-
вых метрик на однородном пространстве G/H с компактной груп-
пой H (информацию о более общих пространствах римановых мет-
рик можно найти в обзоре [51]). Напомним, что такое пространство
редуктивно, т. e. алгебра Ли g группы Ли G допускает Ad(H)-инва-
риантное редуктивное разложение (4.3)

g = h⊕ p, Ad(H)(p) = p.

Более того, для многих утверждений в этом разделе от однородного
пространства G/H нам потребуется лишь наличие такого разложе-
ния, поэтому условие компактности группы H в ряде случаев может
быть ослаблено.

Если o = eH ∈ G/H, то пространство p отождествляется с каса-
тельным пространством к G/H в точке o посредством отображения
X → d

dt

∣∣
t=0

exp(tX)(o).
Понятно, что любое Ad(H)-инвариантное скалярное произведе-

ние (·, ·) на p разносится дифференциалами левых сдвигов по всему
пространству G/H, порождая при этом G-инвариантную римано-
ву метрику g на G/H. Действительно, полагаем go = (·, ·). Пусть
теперь x ∈ G/H, тогда существует a ∈ G такой, что aH = x.
Рассмотрим левый сдвиг la : G/H → G/H, la(yH) = ayH, и его
дифференциал в точке o: dla(o) : (G/H)o → (G/H)x, и положим
gx(dla·, dla·) = go(·, ·). Из Ad(H)-инвариантности скалярного произ-
ведения (·, ·) следует как корректность этого определения, так и G-
инвариантность получившейся римановой метрики. Обратно, любая
G-инвариантная риманова метрика g на пространстве G/H порож-
дает Ad(H)-инвариантное скалярное произведение (·, ·) = go(·, ·) при
отождествлении (G/H)o с p. Таким образом, получается следующая

Теорема 4.8. Множество G-инвариантных римановых метрик
на G/H находится в (описанном выше) естественном взаимно-одно-
значном соответствии с множеством Ad(H)-инвариантных скаляр-
ных произведений на p.

Благодаря этой теореме мы можем отождествлять (и часто бу-
дем это делать) множество G-инвариантных римановых метрик на
однородном пространстве G/H с множеством Ad(H)-инвариантных
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скалярных произведений на некотором Ad(H)-инвариантном допол-
нении p к h в g.

Исследуем теперь более подробно строение произвольного Ad(H)-
инвариантного скалярного произведения (·, ·) на p. Для этого мы
воспользуемся тем фактом, что представление Ad(H) на p являет-
ся вполне приводимым. Действительно, если q ⊂ p — произвольное
Ad(H)-инвариантное подпространство, то его (·, ·)-ортогональное до-
полнение в p также является Ad(H)-инвариантным.

Рассмотрим теперь некоторое (·, ·)-ортогональное Ad(H)-инвари-
антное разложение (декомпозицию)

p = p0 ⊕ p1 ⊕ · · · ⊕ pr (4.5)

такое, что Ad(H)|p0 = Idp0 и Ad(H)|pi неприводимо для 1 6 i 6 r.
Такое разложение не является единственным в случае, когда пред-
ставления Ad(H) на некоторых Ad(H)-инвариантных модулях pi и pj

(1 6 i < j 6 r) эквивалентны. В то же время подпространство p0 и
набор чисел di = dim(pi) не зависят от выбора разложения.

Определение 91. Два неприводимых Ad(H)-модуля (ad(h)-мо-
дуля) pi и pj будем называть Ad(H)-изоморфными (ad(h)-изомор-
фными), если соответствующие представления на них эквивалент-
ны, т. е. существует Ad(H)-эквивариантный (ad(h)-эквивариантный)
изоморфизм pi на pj .

Можно описать также параметризацию инвариантных метрик
Ad(H)-эквивариантными симметричными операторами на p.

Определение 92. Пусть K — группа Ли, а k — ее алгебра
Ли. Рассмотрим некоторое представление Π : K → Gl(p), и инду-
цированное им представление алгебры Ли π : k → Gl(p). Линей-
ный оператор L : p → p называется Π(K)-эквивариантным (π(k)-
эквивариантным), если он перестановочен с любым элементом из
Π(K) (π(k)).

Обозначим через MG множество Ad(H)-инвариантных скаляр-
ных произведений на p. Это множество может быть просто описано
в терминах фиксированного разложения. Пусть 〈·, ·〉 — некоторое
выделенное Ad(H)-инвариантное скалярное произведение на p.

Рассмотрим произвольную Ad(H)-инвариантную симметричную
билинейную форму (·, ·) на p. Тогда, как нетрудно понять, существу-
ет Ad(H)-эквивариантный 〈·, ·〉-самосопряженный оператор A : p→p

такой, что (·, ·) = 〈A·, ·〉.
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Если рассматриваемая форма (·, ·) положительно определена, то
A также положительно определен. В этом случае оператор A назы-
вают метрическим эндоморфизмом (для скалярного произведения
(·, ·) относительно скалярного произведения 〈·, ·〉). Таким образом,
можно установить взаимно-однозначное соответствие между множе-
ством инвариантных римановых метрик на однородном простран-
стве G/H и множеством 〈·, ·〉-самосопряженных положительно опре-
деленных Ad(H)-эквивариантных операторов на p. Последнее мно-
жество является выпуклым в пространстве всех линейных опера-
торов, таким образом, оно (а, значит, и множество MG) допускает
C∞-гладкую структуру. Более того, нетрудно понять, что это мно-
жество диффеоморфно пространству положительно определенных
элементов в

Rr ×
( ∏

16i<j6r

HomAd(H)

(
pi, pj

)
)
× S2(p0),

где через HomAd(H)(pi, pj) обозначено множество Ad(H)-эквивари-
антных гомоморфизмов из pi в pj с естественной дифференциальной
структурой, а через S2(p0) — множество билинейных форм на под-
пространстве p0 [222]. Таким образом, множество MG может быть
снабжено структурой гладкого (класса C∞) многообразия.

Пример 15. В примере 10 приведена классификация Монтгоме-
ри — Самельсона — Бореля компактных связных групп Ли, тран-
зитивно и эффективно действующие на сферах. В таблице 3 мы до-
полним эту классификацию информацией о dim MG — размерности
пространства инвариантных римановых метрик при каждой реали-
зации.

Таблица 3

G SO(n) U(n) SU(n) Sp(n)Sp(1) Sp(n)U(1)

H SO(n-1) U(n-1) SU(n-1) Sp(n-1)Sp(1) Sp(n-1)U(1)

Сфера Sn−1 S2n−1 S2n−1 S4n−1
S4n−1

dim MG 1 2 2 2 3

G Sp(n) G2 Spin(7) Spin(9)

H Sp(n-1) SU(3) G2 Spin(7)

Сфера S4n−1 S6 S7
S15

dim MG 7 1 1 2
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Наиболее удобными для исследования подмножествами MG явля-
ются так называемые «диагональные» семейства метрик. Рассмот-
рим разложение (4.5) для скалярного произведения 〈·, ·〉. Подпро-
странство p0 представим как прямую сумму попарно 〈·, ·〉-ортого-
нальных одномерных подпространств p0 = pr+1 ⊕ · · · ⊕ ps. Рассмот-
рим теперь следующее семейство Ad(H)-инвариантных метрик:

(·, ·) = x1〈·, ·〉
∣∣
p1
⊕ . . .⊕ xr〈·, ·〉

∣∣
pr
⊕ . . .⊕ xs〈·, ·〉

∣∣
ps

,

где все числа xi > 0. Для метрик такого «диагонального» семейства
легко одновременно вычисляются их различные кривизны [222].

Замечание 22. Отметим, что любой автоморфизм τ группы G,
сохраняющий группу изотропии H однородного пространства G/H,
индуцирует отображение τ̃ : MG → MG, переводящее каждую G-ин-
вариантную метрику ρ из MG в изометричную ей метрику.

В оставшейся части раздела мы будем рассматривать только од-
нородные пространства G/H c компактной алгеброй Ли g (для связ-
ной группы Ли G это означает, что g допускает Ad(G)-инвариантное
скалярное произведение 〈·, ·〉, что равносильно тому, что группа G
допускает некоторую биинвариантную риманову метрику).

Замечание 23. Отметим, что для связной группы Ли G группа
Ad(G) изоморфна группе внутренних автоморфизмов Int(g) алгебры
Ли g (см. начало раздела 2.7).

Замечание 24. Если связная группа Ли G компактна и полупро-
ста, то в качестве Ad(G)-инвариантного скалярного произведения
на алгебре Ли g можно взять ее форму Киллинга с отрицательным
знаком (для простых алгебр все такие скалярные произведения про-
порциональны форме Киллинга). Для коммутативной алгебры Ли g

любое скалярное произведение является Ad(G)-инвариантным.
Зафиксируем на алгебре Ли g Ad(G)-инвариантное скалярное

произведение 〈·, ·〉, порожденное некоторой биинвариантной римано-
вой метрикой на компактной группе Ли G. Рассмотрим теперь раз-
ложение g = h⊕ p, ортогональное относительно 〈·, ·〉. Как уже было
отмечено, множество инвариантных метрик MG на однородном про-
странстве G/H можно отождествить с множеством положительных
Ad(H)-эквивариантных, 〈·, ·〉-самосопряженных метрических эндо-
морфизмов пространства p: скалярному произведению (·, ·) на p со-
ответствует оператор A : p → p согласно формуле (·, ·) = 〈A·, ·〉.
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Для однородного пространства G/H естественно рассмотреть
действие группы NG(H)/H на MG, где NG(H) — нормализатор H
в группе G. Нормализатор NG(H) действует на однородном про-
странстве G/H G-эквивариантными диффеоморфизмами Rn, где
n ∈ NG(H) (см. (4.2)): Rn(bH) = bnH = bHn, b ∈ G. Поскольку
NG(H) нормализует H, мы можем рассмотреть ограничение присо-
единенного действия NG(H) на p. Таким образом, мы получаем дей-
ствие NG(H) на MG, заданное для каждого n ∈ NG(H) следующим
образом:

(A, n) → Ã = Ad(n)
∣∣
p
◦A ◦Ad(n)−1

∣∣
p
, (4.6)

где A принадлежит S2(p)Ad(H) — множеству положительных Ad(H)-
эквивариантных, 〈·, ·〉-самосопряженных эндоморфизмов p.

Отметим, что в силу Ad(G)-инвариантности скалярного произ-
ведения 〈·, ·〉 выполнено равенство Ad(n)−1|p = Ad(n)t|p, и Ã ∈
S2(p)Ad(H). Очевидно, что инвариантные метрики, соответствующие
операторам A и Ã, изометричны между собой. Таким образом, при
исследовании инвариантных метрик на однородном пространстве
G/H можно ограничиться изучением лишь одной из таких метрик.
Как правило, при этом удобно для исследования выбрать метрику,
порожденную наиболее простым в некотором естественном смысле
оператором Ã, среди всех операторов вида Ad(n)|p ◦ A ◦ Ad(n)−1|p,
где n ∈ NG(H).

Поскольку мы интересуемся лишь Ad(H)-эквивариантными мет-
рическими эндоморфизмами, то мы можем редуцировать действие
группы NG(H) на MG (4.6) к действию группы NG(H)/H.

4.8. Компактные однородные римановы многообразия
положительной эйлеровой характеристики

Компактные однородные римановы многообразия положитель-
ной эйлеровой характеристики играют важную роль в этой книге.
Сначала мы приведем некоторые структурные результаты об од-
нородных пространствах положительной эйлеровой характеристики
(см. [50, 19.5]).

Если не указано обратного, везде в этом разделе мы предполага-
ем, что G/H — почти эффективное компактное однородное прост-
ранство со связной группой Ли G.
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Теорема 4.9. Пусть M = (G/H,µ) — компактное односвязное
однородное риманово многообразие с компактными группами Ли G

и H, и G связна. Тогда следующие условия эквивалентны:
1) χ(M) = 0;
2) rk G > rk H;
3) существует правоинвариантное векторное поле на G, проекти-

рующееся при каноническом отображении p : G → M на киллингово
векторное поле на M без нулей;

4) все характеристические числа риманова многообразия M ,
определенные для главного расслоения π : SO(M) → M ортонор-
мированных ориентированных базисов на M , равны нулю.

C Из гомотопической последовательности расслоения p : G →
G/H, связности G и односвязности G/H следует, что группа H связ-
на. Таким образом, выполнены все условия теоремы 4.4. Тогда усло-
вия 1) и 2) эквивалентны.

Из теоремы 3.12 и леммы 4.1 следует, что 3) ⇒ 1).
Покажем, что 2) ⇒ 3). Пусть U — элемент из первой полови-

ны доказательства теоремы 4.4. Тогда ясно, что правоинвариантное
векторное поле W на G с условием W (e) = U проектируется при
отображении p на киллингово векторное поле на M без нулей.

Характеристические числа из условия 4) определены только для
четномерных римановых многообразий. В этом случае эйлерова ха-
рактеристика также является характеристическим числом (соответ-
ствующим характеристическому классу Эйлера) по теореме Гаус-
са — Бонне. Тогда в этом случае условие 1) следует из условия 4).
Утверждение 4) следует из условия 3) (даже из более слабого усло-
вия существования киллингова векторного поля без нулей на произ-
вольном компактном гладком ориентированном римановом многооб-
разии четной размерности) по теореме Ботта [104] (доказательство
также дано в [41, гл. 2, теорема 6.1 ]).

В нечетномерном случае χ(M) = 0 и условие 1) выполнено, а сле-
довательно условия 2) и 3), как было сказано ранее. Если предполо-
жить, что характеристические числа нечетномерного (компактного
риманова) многообразия равны нулю по определению, то условие 4)
автоматически выполняется. Поэтому в этом случае все 4 условия
эквивалентны и всегда выполняются. B
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Предложение 4.2 [221]. Если компактная связная группа Ли G
действует эффективно на пространстве M = G/H положитель-
ной эйлеровой характеристики, то центр G тривиален; простран-
ство M = G/H односвязно тогда и только тогда, когда H связ-
но.

C Алгебра Ли g компактной группы Ли G компактна. Вследствие
предложения 2.19 и теоремы 2.17 g представляется в виде прямой
суммы идеалов g = z⊕ l, где z — центр алгебры Ли g, а l — полупро-
стая алгебра Ли.

Рассмотрим на многообразии M = G/H произвольную G-инва-
риантную риманову метрику µ. Если алгебра Ли g не полупроста,
то любой нетривиальный вектор из ее центра z порождает не обра-
щающееся в нуль киллингово векторное поле на (M,µ) (см. дока-
зательство теоремы 4.9). Но тогда M имеет нулевую эйлерову ха-
рактеристику по теореме 4.9. Таким образом, группа Ли G (как и
ее алгебра Ли) полупроста (это утверждение остается в силе и при
почти эффективном действии группы G).

Вследствие теоремы 4.4 существует максимальный тор T ⊂ G
такой, что T ⊂ H; поэтому центр группы G тривиален, так как
вследствие первых двух утверждений теоремы 2.24 центр группы
G содержится в каждом максимальном торе группы G, а действие
группы G эффективно.

Второе утверждение следует из первого и гомотопической после-
довательности расслоения G → G/H. Действительно, необходимость
второго утверждения получается сразу и без требования положи-
тельности эйлеровой характеристики пространства G/H. Для дока-
зательства достаточности надо в гомотопической последовательно-
сти заменить группу G ее универсальной накрывающей G̃, а H —
ее прообразом при универсальном накрытии G̃ → G; последняя
группа связна вследствие положительности эйлеровой характери-
стики пространства G/H и аналогов рассуждений из предыдущего
абзаца. B

Теорема 4.10 [157]. Пусть (G/H,µ) — связное односвязное ком-
пактное почти эффективное однородное риманово многообразие по-
ложительной эйлеровой характеристики. Тогда (G/H, µ) неразложи-
мо тогда и только тогда, когда G проста. В частности, простая и
непростая компактные группы Ли не могут одновременно действо-
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вать транзитивно и эффективно как группы движений на компакт-
ном римановом многообразии M с положительной эйлеровой харак-
теристикой.

Теперь мы рассмотрим случай транзитивного действия простых
групп Ли.

Теорема 4.11 [50, 207, 208]. Пусть G и G′ — связные простые
компактные группы Ли, H ⊂ G и H ′ ⊂ G′ — их связные подгруппы
Ли максимального ранга, причем G и G′ (естественно) действуют на
M = G/H и M ′ = G′/H ′ почти эффективно. Если пространства M =
G/H и M ′ = G′/H ′ диффеоморфны, то либо пары (G,H) и (G′,H ′)
локально изоморфны, либо они локально изоморфны (с точностью
до перестановки) парам из следующего списка:

G = SU(2n) (n > 2), H = S(U(1)× U(2n− 1));

G′ = Sp(n), H ′ = U(1) · Sp(n− 1); M = M ′ = CP 2n−1.

G = SO(7), H = SO(6); G′ = G2, H ′ = SU(3); M = M ′ = S6.

G = SO(7), H = SO(5)× SO(2); G′ = G2, H ′ = SU(2) · SO(2);

M = M ′ = Gr+
7,2.

G = SO(2n) (n > 4), H = U(n); G′ = SO(2n− 1), H ′ = U(n− 1);

M = M ′ = I0GrC
2n,n.

Из теоремы 4.11 легко получить классификацию транзитивных
действий компактных связных групп Ли на односвязных однород-
ных пространствах положительной эйлеровой характеристики.

Теорема 4.12 [208]. Если M и M ′ — однородные пространства
связных компактных групп Ли, χ(M) > 0, χ(M ′) > 0 и M гомотопно
эквивалентно M ′, то M и M ′ диффеоморфны.

Из результатов работ [192] и [207] получается
Теорема 4.13. Пусть (G/H, g) — компактное односвязное од-

нородное риманово многообразие положительной эйлеровой харак-
теристики с простой группой движений G. Тогда полная связная
группа движений (G/H, g) есть G/C, где C — центр группы G, за
исключением случаев, когда (G/H, g) является одним из следующих
многообразий:

1) G/H = Sp(n)/U(1) · Sp(n − 1) (n > 2), µ — симметрическая
метрика (Фубини) на CP 2n−1 = SU(2n)/S(U(1)× U(2n− 1));
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2) G/H = SO(2n − 1)/U(n − 1) (n > 4), µ — симметрическая
метрика на I0GrC

2n,n = SO(2n)/U(n);
3) G/H = G2/SU(2) · SO(2), µ — симметрическая метрика на

Gr+
7,2 = SO(7)/SO(5)× SO(2);
4) G/H = G2/SU(3) (строго изотропно неприводимое), µ — про-

извольная G-инвариантная риманова метрика.
В первых трех случаях метрика g не является G-нормальной од-

нородной, в последнем случае g является метрикой постоянной кри-
визны на S6 = SO(7)/SO(6).

C Используя предложение 4.2 и теорему 4.11, мы сразу получаем
основные утверждения. Остается лишь показать, что в случаях 1),
2) и 3) метрика µ не является G-нормальной однородной. Это сле-
дует из результатов работы [192] (см. также [150]). Действительно, в
цитируемой работе показано, что полная связная группа движений
односвязного G-нормального однородного пространства M = G/H
связной простой группы G, есть G ·AutG(M)0 (локально прямое про-
изведение), где

AutG(M) =
{
f ∈ Diff(M)

∣∣ f(gx) = gf(x), g ∈ G, x ∈ M
}
,

за исключением следующих случаев: G2/SU(3)=S6, Spin(7)/G2 =S7,
Spin(8)/G2 = S7 × S7. Только одно из этих пространств (а именно,
G2/SU(3) = S6) имеет положительную эйлерову характеристику.
Кроме того, оно строго изотропно неприводимо. Необходимо отме-
тить также, что AutG(M)0 тривиально для пространств M = G/H
положительной эйлеровой характеристики (это легко следует из тео-
ремы 4.10). B

Предложение 4.3 [220]. Каждое четномерное однородное рима-
ново многообразие M положительной секционной кривизны имеет
положительную эйлерову характеристику.

C Вследствие теоремы Майерса 1.22 M компактно. Согласно тео-
реме Берже (теорема 3.9) любое киллингово векторное поле на чет-
номерном римановом многообразии положительной секционной кри-
визны зануляется в некоторой точке. Если бы M = G/H имело ну-
левую эйлерову характеристику, то по теореме 4.9 M допускало бы
киллингово векторное поле без нулей. Поэтому χ(M) > 0 по теореме
Хопфа — Самельсона (теорема 4.4). B
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Замечание 25. Пример плоского четномерного тора, имеюще-
го нулевую эйлерову характеристику, показывает, что утверждение
предложения 4.3 не верно при условии неотрицательности секцион-
ной кривизны. Заметим, что вследствие двойственности Пуанкаре
любое компактное нечетномерное триангулированное (в частности,
гладкое) многообразие имеет нулевую эйлерову характеристику.

Следствие 4.2. Все КРОСП’ы, кроме нечетномерных, т. е. кро-
ме S2k+1 и RP 2k+1, имеют положительную эйлерову характерис-
тику.

А. Борель и Дж. де Зибенталь получили в статье [103] классифи-
кацию подгрупп Ли максимального ранга в компактных группах Ли
(см. также [34, разд. 8.10] и [158]). Эта классификация дает нам опи-
сание компактных однородных многообразий с положительной эйле-
ровой характеристикой. Полное описание однородных пространств
классических простых групп Ли с положительной эйлеровой харак-
теристикой получил также Ван-Сянь-Чжун в статье [221].

Важным специальным случаем компактных однородных мно-
гообразий положительной эйлеровой характеристики являются
(обобщенные) флаговые многообразия. Их можно характеризовать
как орбиты M присоединенных представлений компактных связных
групп Ли G. Другими словами, M = G/H, где H = ZG(S) — центра-
лизатор некоторого нетривиального тора S ⊂ G; группа Ли H всегда
связна. При этом орбиты регулярных элементов в алгебре Ли g груп-
пы Ли G называются (полными) флаговыми многообразиями.

Глава 8 книги [22] содержит следующие утверждения: класс одно-
связных компактных однородных кэлеровых многообразий совпада-
ет с классом (обобщенных) флаговых многообразий. Каждое из по-
следних многообразий (допускающее единственную «каноническую»
структуру Кэлера — Эйнштейна) есть рациональное комплексное ал-
гебраическое (следовательно, комплексное проективное) многообра-
зие. В специальном случае G = Sp(l), подгруппы-стабилизаторы,
центры которых одномерны, совпадают с подгруппами U(l − m) ×
Sp(m). Среди соответствующих орбит M

Sp(l)
l−m , единственными орби-

тами, для которых нормальные римановы метрики кэлеровы (следо-
вательно, кэлерово-симметрические) являются пространства M

Sp(l)
1 ,

т. е. CP 2l−1 = Sp(l)/U(1)×Sp(l−1), и M
Sp(l)
l изоморфно Sp(l)/U(l),

многообразию вполне изотропных комплексных l-подпространств
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пространства C2l. Пространство M
SO(2l+1)
l = SO(2l+1)/U(l) — мно-

гообразие комплексных флагов типа l.
Используя главу 15 из книги [50], можно сказать больше. Лю-

бое (компактное обобщенное) флаговое многообразие M , снабженное
упомянутой канонической структурой Кэлера — Эйнштейна, изо-
морфно многообразию G/H, где G — комплексная связная группа
Ли и H— замкнутая комплексная параболическая подгруппа Ли в G.
Напомним, что связная комплексная подгруппа Ли группы Ли G на-
зывается параболической, если она содержит борелевскую подгруппу
группы G. Борелевская подгруппа группы G — любая ее максималь-
ная связная разрешимая комплексная подгруппа Ли. Таким образом,
M — так называемое флаговое однородное пространство. При этом
соответствующая комплексная структура на M индуцируется ком-
плексной структурой на G. Любая параболическая подгруппа груп-
пы G включает подгруппу Rad(G), являющуюся нормальной под-
группой группы G. Следовательно, M — флаговое однородное про-
странство полупростой комплексной группы Ли G0 := G/ Rad(G).
При этом M = G0/H0, где G0 — любая компактная вещественная
форма группы G0 и H0 = G0 ∩H0 для H0 = H/ Rad(G).

В следствии 7.12 книги [176, с. 301] доказано, что максимальная
связная подгруппа Ли H максимального ранга в компактной связ-
ной группе Ли G есть компонента связности единицы нормализатора
(=централизатора) некоторого элемента g ∈ G. На основании этого
следствия и некоторых связанных с этим результатов, приводится
таблица 5.1 в [176] всех максимальных связных компактных под-
групп H максимального ранга (более точно, их подалгебр Ли) ком-
пактных связных простых групп Ли G. В частности, G/H есть орби-
та упомянутого выше элемента g ∈ G относительно действия груп-
пы I(G) всех внутренних автоморфизмов группы Ли G. (Обобщен-
ные) флаговые многообразия можно также рассматривать как та-
кие орбиты, когда g ∈ G берется в диффеоморфном образе expG(U),
где U — открытый шар с центром 0 ∈ g относительно некоторой
Ad(G)-инвариантной евклидовой метрики на g.

Предложение 4.4. Пусть h — подалгебра Ли алгебры Ли g связ-
ной группы Ли G такая, что Ng(h) = h, где Ng(h) — нормализатор
алгебры Ли h в g. Тогда h является алгеброй Ли единственной связ-
ной подгруппы Ли H в G.
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C Пусть H1 = {g ∈ G : Ad(g)(h) ⊂ h}. Тогда H1 — замкнутая
подгруппа группы G. Следовательно, ее компонента связности еди-
ницы H замкнута. По теореме Картана H — подгруппа Ли группы
Ли G. Очевидно, алгебра Ли группы H есть Ng(h), что по условию
совпадает с h, так что H — нужная подгруппа Ли. B

Нетрудно доказать следующее

Предложение 4.5. Если h — редуктивная подалгебра Ли ал-
гебры Ли g, содержащая максимальную коммутативную подалгебру
Ли t в g, то Ng(h) = h.

Из предложений 4.2, 4.4 и 4.5 очевидно следует

Теорема 4.14. Пусть G — простая компактная связная группа
Ли и t — алгебра Ли максимального тора T ⊂ G. Тогда каждая соб-
ственная подалгебра Ли h ⊂ g с условием t ⊂ h является алгеброй
Ли единственной связной подгруппы Ли H ⊂ G. При этом G/H —
связное односвязное компактное однородное пространство положи-
тельной эйлеровой характеристики.

Теперь мы дадим простое описание естественно редуктивных од-
нородных пространств с положительной эйлеровой характеристи-
кой, основанное на теореме 4.10.

Теорема 4.15 [16]. Пусть M — компактное естественно редук-
тивное однородное риманово многообразие положительной эйлеро-
вой характеристики. Тогда M G1-нормально однородно для некото-
рой (транзитивной на M) полупростой группы Ли G1 ⊂ G, где G —
полная связная группа изометрий пространства M .

C Группа G полупроста, так как χ(M) > 0 (см. предложение 4.2).
В доказательстве теоремы можно без ограничения общности

предполагать, что M односвязно. Действительно, универсальное ри-
маново накрытие M̃ пространства M имеет полупростую транзи-
тивную группу движений G̃, накрывающую группу G. Так как G и
G̃ имеют одну и ту же алгебру Ли и G̃ компактна вследствие тео-
ремы 2.22, то M̃ также компактно. Если M̃ нормально однородно
относительно некоторой полупростой подгруппы G̃1 ⊂ G̃, то M —
G1-нормальное однородное, где G1 ⊂ G есть образ группы G̃1 при
естественном накрывающем эпиморфизме π : G̃ → G.

Далее, можно предполагать дополнительно, что M неразложи-
мо. Действительно, если M = M1 × . . .×Ms — разложение де Рама
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для M , то каждое Mi — естественно редуктивное однородное ри-
маново многообразие ([156, следствие 7]; см. также [42, гл. X, теоре-
ма 5.2]). Если мы докажем, что каждое Mi нормально однородно (от-
носительно некоторой транзитивной подгруппы своей полной связ-
ной группы изометрий), то M также нормально однородно.

Пусть M — компактное односвязное неразложимое естественно
редуктивное однородное риманово многообразие с условием χ(M)>0,
и G — его (полупростая) наибольшая связная группа изометрий. Из
теоремы Костанта (теорема 4.7) мы получаем, что найдется неко-
торая подгруппа G1 ⊂ G, транзитивная на M , со следующим свой-
ством: существует некоторая Ad(G1)-инвариантная невырожденная
квадратичная форма Q на алгебре Ли g1 группы Ли G1 такая, что
риманова метрика пространства M порождается сужением формы Q
на Q-ортогональное дополнение p к h1 в g1 (H1 — стабилизатор неко-
торой точки из M относительно действия группы G1, а h1 — соот-
ветствующая подалгебра Ли алгебры Ли g1).

Заметим, что группа G1 проста согласно теореме 4.10. Но так
как G1 простая, то Q кратна форме Киллинга алгебры Ли g1, поэто-
му Q положительно определена на g1, и M G1-нормально. B

Закончим этот раздел примером важного для нас однородного
пространства положительной эйлеровой характеристики с двухпа-
раметрическим семейством инвариантных метрик.

Пример 16. Рассмотрим однородное пространство SO(5)/U(2),
где U(2) ⊂ SO(4) ⊂ SO(5), и пары (SO(5), SO(4)), (SO(4), U(2))
являются неприводимыми симметрическими. Явно реализовать это
однородное пространство можно следующим образом. Рассмотрим
Ad(SO(5))-инвариантное скалярное произведение

〈A,B〉 = −1
2

trace(A ·B)

на алгебре Ли so(5). Для матриц вида A +
√−1B ∈ u(2), где

A =
(

0 c
−c 0

)
, B =

(
a d
d b

)
.

Рассмотрим вложение

A +
√−1 B 7→

(
A B
−B A

)
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в so(4), которое соответствует симметрической паре (so(4), u(2)) (см.,
например, [22]). Также мы используем стандартное вложение so(4)
в so(5): A 7→ diag(A, 0).

Рассмотрим следующее 〈·, ·〉-ортогональное разложение:

g = so(5) = so(4)⊕ p1 = u(2)⊕ p2 ⊕ p1, p = p1 ⊕ p2,

где

u(2) =








0 c a d 0
−c 0 d b 0
−a −d 0 c 0
−d −b −c 0 0
0 0 0 0 0




; a, b, c, d ∈ R





,

p1 =





X =




0 0 0 0 k
0 0 0 0 l
0 0 0 0 m
0 0 0 0 n
−k −l −m −n 0




; k, l, m, n ∈ R





,

p2 =





Y =




0 e 0 f 0
−e 0 −f 0 0
0 f 0 −e 0
−f 0 e 0 0
0 0 0 0 0




; e, f ∈ R





.

Ясно, что модули p1 и p2 являются Ad(U(2))-инвариантными и
Ad(U(2))-неприводимыми. Отметим, что для векторов X из p1 имеет
место равенство 〈X, X〉 = k2 + l2 + m2 + n2, а для векторов Y ∈ p2

справедливо равенство 〈Y, Y 〉 = 2e2 + 2f2.
Произвольная SO(5)-инвариантная риманова метрика на

SO(5)/U(2) является метрикой g = gx1,x2 , порождаемой скалярным
произведением

(·, ·) = x1〈·, ·〉
∣∣
p1

+ x2〈·, ·〉
∣∣
p2

на p при некоторых положительных числах x1 и x2.
Нетрудно понять, что однородное пространство SO(5)/U(2) сов-

падает с пространством Sp(2)/U(1) · Sp(1) и открывает две серии
важных для нас пространств SO(2n+1)/U(n) и Sp(n)/U(1)·Sp(n−1),
n > 2.
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4.9. Кривизны однородных римановых пространств

Впервые специальные формулы для вычисления секционной кри-
визны однородных римановых многообразий были получены К. Но-
мидзу в работе [189]. В дальнейшем появились более простые ва-
рианты вывода таких формул (см., например, [22] или [85]). Здесь
мы получим соответствующую формулу непосредственно из след-
ствия 3.1, которое относится к полям Киллинга на произвольном
римановом многообразии (см. [47]).

Нетрудно видеть, что ввиду инвариантности кривизны относи-
тельно изометрий, достаточно вычислить ее только в некоторой точ-
ке x риманова многообразия (M = G/H, g), поэтому, далее, тензор
кривизны R в точке x ∈ M отождествляется с AdG(H)-инвариант-
ным тензором пространства p (см. определение 83 и теорему 4.3).
Через (·, ·) будем обозначать Ad(H)-инвариантное скалярное произ-
ведение на p, соответствующее римановой метрике g (будем исполь-
зовать также обозначение |X| вместо

√
(X, X), X ∈ p). Это скаляр-

ное произведение может быть расширено до Ad(H)-инвариантного
скалярного произведения на алгебре Ли g (достаточно выбрать
какое-нибудь Ad(H)-инвариантное скалярное произведение на ал-
гебре Ли h и положить (p, h) = 0), которое мы будет обозначать тем
же символом. Кривизны однородного риманова многообразия (M, g)
можно выразить через (·, ·) и скобку Ли в алгебре g.

В этом разделе мы будем обозначать скобку Ли в алгебре Ли g

через [·, ·]g (также используем обозначения [·, ·]p и [·, ·]h для p-компо-
ненты и h-компоненты скобки [·, ·]g), сохраняя обозначение [·, ·] для
скобки Ли векторных полей на многообразии M . Отметим, что диф-
ференциал Tπ канонической проекции π : G → G/H = M являет-
ся мономорфизмом алгебры Ли RG правоинвариантных векторных
полей на G в алгебру Ли киллинговых векторных полей на (M, g)
(изоморфизмом, если G содержит полную связную группу изомет-
рий пространства (M, g)). Отождествляя X ∈ RG с его значением
X(e) ∈ Ge = g, получим, что [X,Y ] = −[X, Y ]g для любых X, Y ∈ RG
вследствие теоремы 2.5, что надо учитывать во всех преобразовани-
ях. Сначала мы определим оператор U : p× p → p по формуле

2(U(X,Y ), Z) = ([Z, X]p, Y ) + (X, [Z, Y ]p). (4.7)

Легко понять, что U(X, Y ) = U (X, Y )|x (см. формулы (3.3) и (3.4)),
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учитывая отождествление Mx с p. При этом в точке x ∈ M справед-
лива формула (см. лемму 3.1)

∇XY = −1
2

[X, Y ]p + U(X, Y ). (4.8)

Теперь, с учетом всех принятых отождествлений, из следствия 3.1
немедленно получаем следующий важный результат (см., напри-
мер, [22, 42]).

Теорема 4.16. Пусть (M = G/H, g) — G-однородное риманово
многообразие, X, Y ∈ p = Mx. Тогда

(
R(X,Y )Y, X

)
= −3

4

∣∣[X,Y ]p
∣∣2 − 1

2
(
[X, [X, Y ]g]p, Y

)−

− 1
2
(
[Y, [Y,X]g]p, X

)
+

∣∣U(X,Y )
∣∣2 − (

U(X,X), U(Y, Y )
)
.

Пусть {Xi} — ортонормированный базис пространства (p, (·, ·)).
Положим

Z =
∑

i

U(Xi, Xi). (4.9)

Из равенства (4.7) ясно, что (Z, X) = trace(ad(X)) для любого X ∈ p

(последнее равенство полностью определяет вектор Z, который, со-
ответственно, не зависит от выбора базиса {Xi}). Таким образом,
Z = 0 тогда и только тогда, когда алгебра Ли g унимодулярна. От-
метим также, что trace(ad(Z)) = (Z,Z).

С учетом введенных обозначений справедливы следующие утвер-
ждения.

Теорема 4.17. Кривизна Риччи Ric в точке x задается формулой

Ric(X, X) = −1
2
B(X, X)− 1

2

∑

i

∣∣[X, Xi]p
∣∣2 +

+
1
4

∑

i,j

(
[Xi, Xj ]p, X

)2 − (
[Z, X]p, X

)
,

где B — форма Киллинга алгебры Ли g.
Для доказательства этой теоремы нам понадобятся две леммы.

Далее для X ∈ g через ad∗X мы обозначаем оператор, сопряженный
оператору adX = ad(X) : g → g относительно скалярного произведе-
ния (·, ·), т. е. (ad∗X(Y ), Z) = (Y, adX(Z)) для всех Y,Z ∈ g.
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Лемма 4.2. Для произвольного X ∈ p справедливо равенство

4
∑

i

∣∣U(X, Xi)
∣∣2 =

∑

i

∣∣[X, Xi]p
∣∣2 +

∑

i,j

(
[Xi, Xj ]p, X

)2 +

+2
∑

i

(
[Xi, [Xi, X]g]p, X

)− 2
∑

i

(
[X, [X, Xi]h]p, Xi

)
.

C Согласно формуле (4.7) получаем

4
∑

i

∣∣U(X, Xi)
∣∣2 = 4

∑

i,j

(
U(X,Xi), Xj

)2 =

=
∑

i

(
([Xj , X]p, Xi) + (X, [Xj , Xi]p)

)2 =
∑

j

∣∣[Xj , X]p
∣∣2 +

+
∑

i,j

(
[Xi, Xj ]p, X

)2 + 2
∑

i,j

(
[Xj , X]p, Xi

)(
X, [Xj , Xi]p

)
.

Осталось заметить, что
∑

i,j

(
[Xj , X]p, Xi

)(
X, [Xj , Xi]p

)
=

∑

i,j

(
[Xj , X]g, Xi

)(
ad∗Xj

(X), Xi

)
=

=
∑

j

(
[Xj , X]g, ad∗Xj

(X)
)−

∑

j

(
[Xj , X]h, ad∗Xj

(X)
)

=

=
∑

j

(
[Xj , [Xj , X]g]p, X

)
+

∑

j

(
[[Xj , X]h, Xj ]p, X

)
=

=
∑

j

(
[Xj , [Xj , X]g]p, X

)−
∑

j

(
[X, [X, Xj ]h]p, Xj

)
. B

Пусть {Vj} — ортонормированный базис подалгебры (h, (·, ·)). От-
метим, что для формы Киллинга выполнено равенство

B(X, X) =
∑

i

(
[X, [X, Xi]g]g, Xi

)
+

∑

j

(
[X, [X, Vj ]g]g, Vj

)
.

В частности, в силу Ad(H)-инвариантности скалярного произведе-
ния (·, ·) на g, для X ∈ h имеем

B(X,X) = −
∑

i

(
[X, Xi]g, [X, Xi]g

)−
∑

j

(
[X, Vj ]g, [X,Vj ]g

)
.
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Таким образом, форма Киллинга B отрицательно определена на h

(B(X, X) = 0 для X ∈ h означает, что X находится в центре алгебры
Ли g, т. е. X = 0 в силу (почти) эффективности пространства G/H).

Лемма 4.3. Для произвольного X ∈ p справедливо равенство
∑

i

(
[X, [X, Xi]h]p, Xi

)
=

∑

j

(
[X, [X, Vj ]g]h, Vj

)
.

C Пользуясь Ad(H)-инвариантностью скалярного произведения
на (·, ·) и тем, что [X, Vj ] ∈ [p, h] ⊂ p, получаем

∑

i

(
[X, [X, Xi]h]p, Xi

)
=

∑

i

(
[X, Xi]h, ad∗X(Xi)

)
=

=
∑

i,j

(
[X, Xi]g, Vj

)(
ad∗X(Xi), Vj

)
=

=
∑

i,j

(
Xi, ad∗X(Vj)

)(
Xi, [X, Vj ]g

)
=

∑

j

(
ad∗X(Vj), [X, Vj ]g

)
=

=
∑

j

(
Vj , [X, [X, Vj ]g]g

)
=

∑

j

(
[X, [X, Vj ]g]h, Vj

)
. B

C Доказательство теоремы 4.17. Используя теорему 4.16,
лемму 4.2, лемму 4.3 и формулу (4.9), получаем

Ric(X,X) =
∑

i

(
R(X, Xi)Xi, X

)
= −3

4

∑

i

∣∣[X, Xi]p
∣∣2−

− 1
2

∑

i

(
[X, [X,Xi]g]p, Xi

)− 1
2

∑

i

(
[Xi, [Xi, X]g]p, X

)
+

+
∑

i

∣∣U(X, Xi)
∣∣2 −

(
U(X, X),

∑

i

U(Xi, Xi)
)

=

= −3
4

∑

i

∣∣[X, Xi]p
∣∣2 − 1

2

∑

i

(
[X, [X, Xi]g]p, Xi

)−

− 1
2

∑

i

(
[Xi, [Xi, X]g]p, X

)
+

1
4

∑

i

∣∣[X,Xi]p
∣∣2 +

+
1
4

∑

i,j

(
[Xi, Xj ]p, X

)2 +
1
2

∑

i

(
[Xi, [Xi, X]g]p, X

)−

− 1
2

∑

i

(
[X, [X,Xi]h]p, Xi

)− (
U(X, X), Z

)
=
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= −1
2

∑

i

∣∣[X, Xi]p
∣∣2 +

1
4

∑

i,j

(
[Xi, Xj ]p, X

)2−

− 1
2

∑

i

(
[X, [X, Xi]g]p, Xi

)− 1
2

∑

k

(
[X, [X, Vk]g]h, Vk

)−

−(
U(X, X), Z

)
= −1

2

∑

i

∣∣[X,Xi]p
∣∣2 +

+
1
4

∑

i,j

(
[Xi, Xj ]p, X

)2 − 1
2
B(X, X)− (

[Z,X]p, X
)
. B

Теорема 4.18. Скалярная кривизна sc в точке x задается фор-
мулой

sc = −1
4

∑

i,j

∣∣[Xi, Xj ]p
∣∣2 − 1

2

∑

i

B(Xi, Xi)− |Z|2.

C По теореме 4.17 получаем

sc =
∑

i

Ric(Xi, Xi) = −1
2

∑

i

B(Xi, Xi)−

− 1
2

∑

i,j,k

(
[Xi, Xj ]p, Xk

)2 +
1
4

∑

i,j,k

(
[Xi, Xj ]p, Xk

)2−

−
∑

i

(
[Z,Xi]p, Xi

)
= −1

4

∑

i,j

∣∣[Xi, Xj ]p
∣∣2 − 1

2

∑

i

B(Xi, Xi)− |Z|2,

поскольку
∑

i([Z, Xi]p, Xi) = trace(ad(Z)) = (Z, Z) согласно опреде-
лению вектора Z. B

Выражение для секционной кривизны и кривизны Риччи су-
щественно упрощаются для естественно редуктивных (в частности,
нормальных) однородных римановых многообразий. Допустим, что
скалярное произведение (·, ·) является ограничением на p некото-
рой Ad(G)-инвариантной невырожденной квадратичной формы Q.
Тогда U ≡ 0 (см. формулу (4.7), предложение 2.7 и теорему 2.4),
в частности, Z = 0 (формула (4.9)). Из теорем 4.16 и 4.17 получаем
следующее утверждение.

Теорема 4.19. Пусть (M = G/H, g) — естественно редуктивное
однородное риманово пространство, т. е. (·, ·) — ограничение на p
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некоторой Ad(G)-инвариантной невырожденной квадратичной фор-
мы Q на g такой, что Q(p, h) = 0. Тогда справедливы формулы

(
R(X, Y )Y,X

)
=

1
4

∣∣[X,Y ]p
∣∣2 + Q

(
[X, Y ]h, [X,Y ]h

)
,

Ric(X, X) = −1
4
B(X, X) +

1
2

∑

i

Q
(
[X, Xi]h, [X,Xi]h

)
,

где B — форма Киллинга алгебры Ли g. В частности, для любой
нормальной однородной метрики (что эквивалентно положительной
определенности формы Q на g) секционная кривизна является неот-
рицательной.

C Поскольку
(
[X, [X, Y ]g]p, Y

)
=

(
[X, [X, Y ]p]p, Y

)
+

(
[X, [X,Y ]h]g, Y

)−
− (

[X,Y ]p, [X,Y ]p
)−Q

(
[X,Y ]h, [X, Y ]g

)
=

= −
∣∣[X, Y ]p

∣∣2 −Q
(
[X, Y ]h, [X, Y ]h

)

и, аналогично, ([Y, [Y,X]g]p, X) = −|[X, Y ]p|2−Q([X,Y ]h, [X,Y ]h), то
из теоремы 4.16 с учетом равенства U ≡ 0 получаем

(
R(X,Y )Y, X

)
= −3

4

∣∣[X,Y ]p
∣∣2 − 1

2
(
[X, [X, Y ]g]p, Y

)−

− 1
2

(
[Y, [Y, X]g]p, X

)
=

1
4

∣∣[X,Y ]p
∣∣2 + Q

(
[X, Y ]h, [X,Y ]h

)
.

Поскольку (помимо определений используем лемму 4.3)
∑

i,j

(
[Xi, Xj ]p, X

)2 =
∑

i,j

(
Xj , [Xi, X]p

)2 =
∑

i

∣∣[X, Xi]p
∣∣2,

−B(X, X) = −
∑

i

Q
(
[X, [X, Xi]g]g, Xi

)−
∑

j

(
[X, [X, Vj ]g]g, Vj

)
=

=
∑

i

Q
(
[X,Xi]g, [X, Xi]g

)−
∑

i

(
[X, [X,Xi]h]p, Xi

)
=

=
∑

i

Q
(
[X, Xi]g, [X,Xi]g

)
+

∑

i

Q
(
[X, Xi]h, [X, Xi]h

)
=

=
∑

i

∣∣[X, Xi]p
∣∣2 + 2

∑

i

Q
(
[X,Xi]h, [X,Xi]h

)
,
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то по теореме 4.17 получаем

Ric(X, X) = −1
2

B(X, X)− 1
2

∑

i

∣∣[X, Xi]p
∣∣2 +

+
1
4

∑

i,k

(
[Xi, Xk]p, X

)2 = −1
2

B(X,X)−

− 1
4

∑

i

Q
(
[X,Xi]g, [X, Xi]g

)
+

1
4

∑

i

Q
(
[X, Xi]h, [X,Xi]h

)
=

= −1
4

B(X, X) +
1
2

∑

i

Q
(
[X, Xi]h, [X, Xi]h

)
,

что и требовалось. B

4.10. Однородные римановы многообразия
с ограничениями на кривизну

Известно много различных топологических, геометрических и
аналитических ограничений на однородное риманово многообразие
с некоторыми заданными ограничениями на кривизну. Некоторые из
них мы рассмотрим в этом разделе. Также известны ограничения на
структуру однородного пространства, все инвариантные метрики ко-
торого обладают общим ограничением на кривизну. Чтобы проиллю-
стрировать последнее, рассмотрим характеризацию однородных про-
странств, все инвариантные римановы метрики на которых имеют
положительную скалярную кривизну. Соответствующий результат
в окончательной форме получен в работе [8], хотя в несколько иных
вариантах был известен и ранее (см., например, работы [85, 222]).

Теорема 4.20. Пусть G/H — компактное односвязное эффек-
тивное однородное пространство компактной связной группы G по
ее замкнутой подгруппе H. Тогда следующие условия равносильны:

1) Всякая G-инвариантная риманова метрика на G/H G-нормаль-
на.

2) Все G-инвариантные римановы метрики на G/H имеют поло-
жительные кривизны Риччи.

3) Все G-инвариантные римановы метрики на G/H имеют поло-
жительную скалярную кривизну.
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4) Пространство G/H является прямым произведением некото-
рого количества компактных строго изотропно неприводимых про-
странств.

5) Каждое инвариантное распределение на G/H вполне интегри-
руемо.

6) Пространство G/H не допускает инвариантных субримановых
метрик [82].

При нарушении любого из этих условий G/H допускает инвари-
антную риманову метрику произвольной скалярной кривизны.

Далее в этом разделе мы приведем некоторые сведения об одно-
родных римановых многообразиях положительной (неположитель-
ной) секционной кривизны, а также положительной (неположитель-
ной) кривизны Риччи. Все эти результаты представляют несомнен-
ный самостоятельный интерес, но некоторые из них понадобятся нам
также и для дальнейшего изложения.

4.10.1. Однородные римановы пространства положитель-
ной секционной кривизны. Наиболее известными примерами од-
нородных многообразий положительной секционной кривизны яв-
ляются КРОСПы — компактные ранга один симметрические про-
странства. К этим пространствам (а все они изотропно неприводи-
мы, и допускают единственную инвариантную метрику, с точностью
до пропорциональности) относятся сферы

Sn = SO(n + 1)/SO(n),

а также проективные пространства

RPn = SO(n + 1)/O(n), CPn = SU(n + 1)/S(U(n) · U(1)),

HPn = Sp(n + 1)/Sp(n) · Sp(1), CaP 2 = F4/Spin(9)

(см., например, [34, 42, 58]). Напомним, что сферы, вещественные и
комплексные проективные пространства могут быть реализованы в
виде однородных пространств различными способами (см. подробно-
сти в [240]). Естественно, что δ-защемленность симметрических мет-
рик на сферах и вещественных проективных пространствах равна 1.
Для симметрических метрик на остальных проективных простран-
ствах δ-защемленность равна 1/4. Несмотря на то, что в недавней
работе Л. Вердиани и В. Циллера [218] классифицированы все инва-
риантные метрики положительной секционной кривизны на сферах,
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вопрос о δ-защемленности этих метрик в общем случае остается от-
крытым (это же замечание относится и к вещественным проектив-
ным пространствам). Для комплексных проективных пространств
есть только одна дополнительная возможность представления их в
виде однородного пространства:

CP 2n−1 = Sp(n)/S(n− 1) · U(1)).

Однородное пространство Sp(n)/S(n − 1) · U(1)) допускает двухпа-
раметрическое семейство инвариантных метрик (см. раздел 6.9.3).
Метрики положительной секционной кривизны вместе с их δ-
защемленностями из этого семейства найдены в работе Д. Е. Воль-
пера [32]. Отметим также, что δ-защемленность однородных римано-
вых многообразий, диффеоморфных КРОСПам, вычислялась мно-
гими математиками (см., например, [13, 27, 31, 32, 33, 203, 218]).

В работе М. Берже [92] была получена классификация односвяз-
ных компактных нормальных однородных пространств положитель-
ной секционной кривизны. Необходимо отметить, что в этой класси-
фикации было упущено одно нормальное однородное пространство,
как позже было отмечено Б. Вилкингом (см. подробности в рабо-
те [227]).

Позднее усилиями Н. Уоллаха и Л. Берара-Бержери была полу-
чена классификация (с точностью до диффеоморфизма) произволь-
ных однородных римановых многообразий положительной секцион-
ной кривизны [84, 220]. До этого Н. Уоллахом в работе [220] были
построены инвариантные римановы метрики положительной секци-
онной кривизны на пространствах (пространствах Уоллаха)

SU(3)/Tmax, Sp(3)/Sp(1)× Sp(1)× Sp(1), F4/Spin(8),

а С. Алоффом и Н. Уоллахом были впервые построены однородные
римановы метрики положительной секционной кривизны на про-
странствах (пространствах Алоффа — Уоллаха) Wk,l = SU(3)/S1

k,l

(см. [75]).
Пространства Алоффа — Уоллаха Wk,l = SU(3)/S1

k,l определя-
ются вложениями S1 в SU(3) вида

e2πiθ 7→ diag
(
e2πikθ, e2πilθ, e2πimθ

)
,

где k, l, m — целые числа с наибольшим общим делителем 1, допол-
нительно удовлетворяющие соотношению k + l + m = 0. С. Алофф
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и Н. Уоллах в работе [75] доказали, что пространства Wk,l при
kl(k+ l) 6= 0 допускают метрики положительной секционной кривиз-
ны. Кроме того, H4(Wk,l;Z) = Z/|k2 + l2 + kl|Z. Таким образом, на
пространствах Wk,l реализуется бесконечно много гомотопических
типов. Позже М. Крек и С. Штольц показали в [165], что среди про-
странств Алоффа — Уоллаха существуют гомеоморфные, но не диф-
феоморфные между собой пространства. Принимая в расчет дей-
ствие группы Вейля для SU(3), можно считать также, что k > l > 0.
Отметим, что пространство инвариантных метрик на Wk,l четырех-
мерно, за исключением случаев (k, l) = (1, 1) и (k, l) = (1, 0), когда
размерность этого пространства равна 7 и 5 соответственно. Подроб-
ное описание инвариантных метрик для всех пространств Алоффа —
Уоллаха Wk,l приведено в работе [187].

Отметим, что между любым пространством Алоффа — Уоллаха
Wk,l = SU(3)/S1

k,l и пространством Уоллаха SU(3)/Tmax существует
следующая связь: первое из них является расслоенным простран-
ством, а другое — базой естественного расслоения π : SU(3)/S1

k,l →
SU(3)/Tmax со слоем S1.

Теорема 4.21 (Л. Берар-Бержери — Н. Уоллах). Пусть
M = (G/H, g) — односвязное однородное риманово пространство с
Kσ > 0. Тогда M либо диффеоморфно КРОСПу, либо M есть одно
из многообразий следующего списка:

Sp(2)/SU(2), SU(5)/Sp(2)× S1,(
SU(3)× U(2)/S1

1,1

)
/U(2),

(
SU(3)× T 2/S1

1,1

)
/T 2,

SU(3)/S1
1,1,

(
SU(3)× T 2/S1

k,l

)
/T 2, SU(3)/S1

k,l,

SU(3)/Tmax, Sp(3)/Sp(1)× Sp(1)× Sp(1), F4/Spin(8).

Заметим, что пространства
(
SU(3)× U(2)/S1

1,1

)
/U(2),

(
SU(3)× T 2/S1

1,1

)
/T 2,(

SU(3)× T 2/S1
k,l

)
/T 2

диффеоморфны SU(3)/S1
k,l для соответствующих пар чисел (k, l).

Поясним это на примере пространства (SU(3)× T 2/S1
k,l)/T 2. В этом

случае S1
k,l косо вкладывается в тор T 2, где

T 2 = diag
(
eiα, eiβ , e−i(α+β)

)
, α, β ∈ R,
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группа SU(3)× (T 2/S1
k,l) действует на SU(3)/S1

k,l транзитивно, при-
чем SU(3) действует на SU(3)/S1

k,l слева, а T 2/S1
k,l — справа. Тогда

группа изотропии точки S1
k,l представляет собой диагонально вло-

женный тор T 2.
В случае однородных римановых многообразий более удобно вве-

сти следующую величину [199]
Определение 93. δ-защемленностью пары (G,H) называется

число δ(G,H) = sup{δ(G/H, g)
∣∣ g ∈ M (G,H)

}
, где M (G,H) — про-

странство всех G-инвариантных метрик на G/H.
В четномерном однородном римановом случае (за исключением

пространств, диффеоморфных КРОСПам) δ-защемленность пары
была найдена Ф. М. Валиевым [27]. Результаты данной работы для
пространств Уоллаха приведены в таблице 4. Отметим также, что
в работе [27] определены δ-защемленности для всех инвариантных
метрик на каждом их трех четномерных пространств Уоллаха (про-
странство инвариантных метрик для каждого из этих пространств
трехмерно).

Таблица 4

G H dim G/H dim M (G/H) δ(G, H)

SU(3) T 2 6 3 1/64

Sp(3) Sp(1)3 12 3 1/64

F4 Spin(8) 24 3 1/64

Для дальнейшего нам понадобится специальная функция [199].
Определение 94. Непрерывная функция ∆ : [0, 1] → [0, 1] опре-

деляется равенством ∆(k/l) = δ(SU(3), S1
k,l) ∈ (0, 1) (см. определе-

ние 93) для рациональных чисел l/k ∈ (0, 1), и с помощью предель-
ного перехода в остальных точках отрезка [0, 1].

Отметим, что ∆(0) = 0 и функция ∆ : [0, 1] → [0, 1], как сле-
дует из работы [199], является строго возрастающей. Ее значение в
точке 1, а именно ∆(1) = 1/37, дает ограничение снизу для δ-защем-
ленности пары (SU(3), S1

1,1) (напомним, что размерность простран-
ства инвариантных метрик для W1,1 = SU(3)/S1

1,1 больше, чем для
остальных пространств Wk,l = SU(3)/S1

k,l).
В нечетномерном случае δ-защемленность пары исследовалась

Г. Элиассоном [123], Э. Хайнтце [139], Г. Хуангом [143], Т. Путт-
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маном [199]. Г. Элиассон показал, что δ(Sp(2), SU(2)) = 1/37 для
пары Берже (Sp(2), SU(2)). Далее, Э. Хайнтце и Г. Хуанг на-
шли δ-защемленность пары Берже (SU(5), Sp(2) × S1) при огра-
ничении на некоторые специальные классы инвариантных римано-
вых метрик. Завершил эти исследования Т. Путтман, показав, что
δ(SU(5), Sp(2)× S1) = 1/37. Кроме того, в работе Т. Путтмана [199]
исследован вопрос о δ-защемленности пары для пространств Алоф-
фа — Уоллаха, а также других несимметрических пространств, до-
пускающих однородную риманову метрику положительной секцион-
ной кривизны. Результаты этой работы приведены в таблице 5.

Таблица 5

G H dim G/H dim M (G/H) δ(G, H)

Sp(2) SU(2) 7 1 1/37

SU(5) Sp(2)× S1 13 2 1/37

SU(3)× U(2)/S1
1,1 U(2) 7 2 ∆(1) = 1/37

SU(3)× T 2/S1
1,1 T 2 7 4 ∆(1) = 1/37

SU(3) S1
1,1 7 7 > ∆(1) = 1/37

SU(3) × T 2/S1
k,l,

k > l
T 2 7 4 ∆(k/l) < ∆(1),

lim
k/l→1

∆(k/l) =

∆(1) = 1/37

SU(3) S1
k,l, k > l 7 4 ∆(k/l) < ∆(1),

lim
k/l→1

∆(k/l) =

∆(1) = 1/37

В последнем столбце таблицы 5 указана информация о δ-защем-
ленности соответствующей пары (для двух последних пар указана
асимптотика функции δ-защемленности пары).

4.10.2. Однородные римановы пространства положитель-
ной кривизны Риччи. Однородные римановы метрики положи-
тельной или неотрицательной кривизны Риччи изучались в работах
[12, 85, 175]. В частности, в [175] была доказана

Теорема 4.22 (Дж. Милнор). Связная группа Ли G допус-
кает G-инвариантную риманову метрику положительной кривизны
Риччи тогда и только тогда, когда G компактна, а фундаменталь-
ная группа π1(G) конечна. Если так, то в качестве такой метрики
подходит любая биинвариантная риманова метрика.



228 Глава 4. Однородные римановы многообразия

Следующая теорема является обобщением данной теоремы на
случай произвольного однородного пространства.

Теорема 4.23 [12]. Однородное эффективное пространство
Mn = G/H, где G связна, а H компактна, допускает G-инвари-
антную риманову метрику положительной кривизны Риччи тогда
и только тогда, когда выполняется одно из условий:

1) M компактно и π1(M) конечна;
2) G компактна и подгруппа Леви LG (т. е. максимальная связная

полупростая подгруппа G) действует транзитивно на M .
При этом G компактна и в качестве нужной метрики можно взять

любую нормальную G-инвариантную метрику на M .
C Необходимость условия 1). Пусть 〈·, ·〉 — произвольная G-ин-

вариантная риманова метрика на M = G/H с положительной кри-
визной Риччи ric. Непрерывная функция ric(v) достигает на ком-
пактном множестве T 1

xM единичных касательных векторов v к M в
точке x ∈ M положительного минимума (n − 1)k2. Вследствие од-
нородности пространства (M, 〈·, ·〉) для всех единичных касательных
векторов v ∈ T 1(M) к M , ric(v) > (n−1)k2. По теореме 1.22 С. Май-
ерса пространство M компактно и имеет конечную фундаменталь-
ную группу π1(M). Отсюда и из предложения 4.1 и теоремы 1.25
легко вывести, что группа G компактна.

Достаточность условия 1). Пусть однородное пространство
M = G/H компактно и имеет конечную фундаментальную груп-
пу π1(M). Тогда группа Ли G компактна и вследствие предложе-
ния 2.19 допускает биинвариантную риманову метрику g0, порож-
даемую некоторым Ad(G)-инвариантным скалярным произведением
Q на g = LG. Достаточно доказать, что кривизна Риччи ric инду-
цированной римановой метрики g = (·, ·) на M (т. е. такой, что ка-
ноническая проекция q : (G, g0) → (G/H, g) — риманова субмерсия)
положительна. Но метрика g = (·, ·) является нормальной однород-
ной, и по теореме 4.19 мы получаем

Ric(X, X) = −1
4

B(X, X) +
1
2

∑

i

Q
(
[X, Xi]h, [X,Xi]h

)
,

где B — форма Киллинга алгебры Ли g, X ∈ p = Mx, x = eH, p —
Q-ортогональное дополнение к h = LH в g. Поскольку алгебра Ли g

компактна, то g = c ⊕ l, c — центр, l — максимальный полупростой
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идеал (совпадающий с подалгеброй Леви). Ясно, что форма Киллин-
га B зануляется на c и отрицательно определена на l (теорема 2.19).

Пусть C(p) = {X ∈ p| Ric(X, X) = 0}. Понятно, что C(p) = c ∩ p.
Нам достаточно показать, что это подпространство тривиально.

Поскольку модули p и c являются Ad(H)-инвариантными (вто-
рой даже Ad(G)-инвариантен, поскольку является центром g), то
Ad(H)-инвариантными являются и модуль C(p) = c ∩ p и его Q-ор-
тогональное дополнение C(p)⊥ в p. Более того, C(p) — идеал в g,
и его Q-ортогональное дополнение h ⊕ C(p)⊥ в g также является
идеалом. Отметим, что подпространство C(p)⊥ нетривиально в силу
эффективности пространства G/H.

Таким образом, g раскладывается в Ad(H)-инвариантную Q-ор-
тогональную прямую сумму двух векторных подпространств

g = C(p)⊕ (
h⊕ C(p)⊥

)
,

являющихся идеалами в g. Эти идеалы определяют G-левоинвари-
антные и H-правоинвариантные взаимно ортогональные трансвер-
сальные интегрируемые распределения и тем самым слоения A, B

на G.
Риманова субмерсия q : (G, g0) → (M = G/H, g) проектирует

эти слоения на G-инвариантные взаимно ортогональные и трансвер-
сальные слоения A, B на (M, g). При этом каждый слой слоения A

локально изометрично отображается на некоторый слой слоения A.
Вследствие биинвариантности метрики g0 каждая 1-параметричес-
кая подгруппа в G и ее левые и правые сдвиги являются геодезиче-
скими в (G, g0). Отсюда вытекает вполне геодезичность слоений A,
B в (G, g0). Кроме того, на основании следствия 1.5, каждая 1-па-
раметрическая подгруппа в G, касающаяся p в e, является на всем
своем протяжении горизонтальной геодезической в (G, g0), т. е. ор-
тогональной во всякой своей точке к слоям римановой субмерсии q,
и ее образ относительно q — геодезическая в (M, g). Поэтому слое-
ния A, B также вполне геодезические. При этом вследствие опреде-
ления пространств C(p), C(p)⊥, все слои слоения A плоские, а все
слои слоения B имеют положительную кривизну Риччи и поэтому
(вследствие однородности и теоремы 1.22) компактны и имеют ко-
нечную фундаментальную группу. Кроме того, риманово простран-
ство (M, g) локально изометрично прямому метрическому произве-
дению (произвольно выделенных) слоев слоений A, B, снабженных
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индуцированной метрикой. Этого не может быть для компактного и
односвязного многообразия M , противоречие.

Таким образом, подпространство C(p)={X ∈ p| Ric(X, X)=0} =
c ∩ p тривиально, и нормальное однородное риманово многообразие
(M = G/H, g) действительно имеет положительную кривизну Рич-
чи.

Необходимость условия 2). Если однородное эффективное прос-
транство M = G/H допускает G-инвариантную риманову метрику
положительной кривизны Риччи, то вследствие необходимости усло-
вия 1) M и G компактны, а π1(M) конечна. Так как группа Ли G
компактна, то вследствие предложения 2.19 и теоремы 2.17 ее ал-
гебра Ли g имеет вид g = l ⊕ c, где c — центр алгебры Ли g, а l —
полупростая алгебра Ли. При этом L имеет алгебру Ли l и G = L ·C,
где C — связная центральная подгруппа в G с алгеброй Ли c. Вслед-
ствие компактности и связности группы G G = exp(g). Поэтому если
подгруппа L Леви в G не транзитивна на M , то G 6= L ·H и g 6= l+h;
тогда в обозначениях из доказательства достаточности условия 1)
{0} 6= (l + h)⊥ ⊂ c ∩ p при любом Ad(G)-инвариантном (=ad(g)-
инвариантном) скалярном произведении Q. Как и в доказательстве
достаточности условия 1), получим противоречие.

Достаточность условия 2) вытекает из достаточности усло-
вия 1) и следующей леммы.

Лемма 4.4. Однородное пространство M = G/H связной ком-
пактной полупростой группы Ли G по ее замкнутой подгруппе H
имеет конечную фундаментальную группу.

C Как известно, каноническая проекция q : G → G/H = M яв-
ляется локально тривиальным расслоением (см., например, предло-
жение 4.1 и теорему 1.25). Рассмотрим следующий отрезок точной
гомотопической последовательности этого расслоения [53, 59, 60]:

π1(H) → π1(G) → π1(G/H) → π0(H) → π0(G).

Здесь π0(G) = G/Ge = {1}, группа π0(H) = H/He конечна вслед-
ствие компактности H (He и Ge — компоненты связности единицы
в группах H и G, являющиеся их открытыми нормальными под-
группами). По теореме 2.19 группа π1(G) конечна. Следовательно, и
группа π1(G/H) конечна. B
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Теорема 4.24. 1) В условиях теоремы 4.23 с неполупростой груп-
пой Ли G для любой G-инвариантной нормальной римановой мет-
рики 〈·, ·〉 на M = G/H орбиты наибольшей связной центральной
подгруппы C ⊂ G в M являются плоскими торическими вполне
геодезическими слоями G-инвариантного нетривиального главного
расслоения p : M → M/C. Здесь M/C — пространство орбит груп-
пы C в M , снабженное естественной римановой метрикой 〈·, ·〉1, для
которой p является римановой субмерсией.

2) Кроме того, (M/C, 〈·, ·〉1) — однородное риманово пространс-
тво G/HC = (G/C)/(HC/C) компактной полупростой группы Ли
(G/C) с (G/C)-инвариантной нормальной римановой метрикой по-
ложительной кривизны Риччи.

C 1) Из предложения 2.19 и теоремы 2.17 следует, что алгеб-
ра Ли g неполупростой группы Ли G имеет разложение g = l ⊕ z

с нетривиальным центром z и полупростым идеалом l. При этом
z ∩ h = {0} = z ∩ p. Первое равенство — следствие эффективно-
сти пространства G/H, второе — конечности группы π1(G/H). Если
dim z = m, то C изоморфна m-мерному тору Tm = Rm/Zm, где Zm —
целочисленная решетка в Rm.

Так как C — центральная подгруппа в G, то все ее элементы яв-
ляются переносами Клиффорда — Вольфа в пространстве (M, 〈·, ·〉),
а все орбиты являются плоскими вполне геодезическими торами Tm

в (M, 〈·, ·〉), на которых C действует просто транзитивно.
Эти орбиты определяют G-инвариантное слоение на M , так как

C — центральная подгруппа в G. Вследствие транзитивности G на M
естественная проекция

p : M = G/H → M/C = G/HC = (G/C)/(HC/C)

определяет главное G-инвариантное расслоение со структурной
группой C. Расслоение нетривиально. Иначе пространство M имело
бы бесконечную фундаментальную группу.

2) Группа Ли G/C компактна и полупроста. Поэтому на основа-
нии леммы 4.4 фундаментальная группа

π1(M/C) = π1

(
(G/C)/(HC/C)

)

конечна. Пусть

p1 : G → G/C, q1 : G/C → M/C
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— естественные проекции. Получаем коммутативную диаграмму

(G, (·, ·)) q−−−−→ (M, 〈·, ·〉)
p1

y
yp

(G/C, (·, ·)1)M q1−−−−→ (M/C, 〈·, ·〉1).
Здесь метрика (·, ·)1 выбрана так, чтобы p1 было римановой субмер-
сией. Поскольку q, p, p1 — римановы субмерсии, то и q1 — риманова
субмерсия. Так как метрика (·, ·) на G биинвариантна, то (·, ·)1 и 〈·, ·〉1
биинвариантная и нормальная G/C-инвариантная метрики на G/C

и M/C соответственно. Тогда вследствие теоремы 4.23 (M/C, 〈·, ·〉1)
имеет положительную кривизну Риччи. B

Пример 17. В случае сферы S2n+1 = U(n + 1)/U(n), u(n + 1) =
su(n + 1) ⊕ z с одномерным центром z. Этот пример интересен тем,
что каноническая риманова метрика на S2n+1 не является нормаль-
ной для U(n + 1)/U(n). В то же время, группа U(n + 1) содержит
простую транзитивную на S2n+1 подгруппу SU(n + 1) специаль-
ных унитарных матриц. Присутствие одномерной связной централь-
ной подгруппы C в U(n + 1) дает главное U(n + 1)-инвариантное
нетривиальное расслоение (Хопфа) сферы S2n+1 на вполне геоде-
зические торы (в данном случае окружности) — орбиты группы C.
База CPn = U(n + 1)/U(n)C расслоения — неэффективное однород-
ное пространство с транзитивной эффективной простой группой Ли
SU(n+1) = U(n+1)/C, допускающее инвариантную нормальную ри-
манову метрику Фубини — Штуди положительной секционной кри-
визны 1/4 6 K 6 1.

Задача классификации однородных римановых многообразий по-
ложительной кривизны Риччи очень сложна, она не решена даже
в случае однородных римановых многообразий постоянной поло-
жительной кривизны Риччи (однородных многообразий Эйнштей-
на).

Отметим также, что в работе [175] изучалось поведение кривиз-
ны Риччи, а также секционной кривизны на группах Ли с левоин-
вариантной римановой метрикой, а в [203] были даны двусторон-
ние оценки кривизны Риччи, других типов кривизн на трехмерных
группах Ли с левоинвариантными римановыми метриками. Иссле-
дованию сигнатуры кривизны Риччи левоинвариантных метрик на



4.10. Однородные римановы многообразия с ограничениями . . . 233

четырехмерных группах Ли посвящены работы [43, 44], в которых
также приведена обширная библиография по соответствующей те-
матике.

4.10.3. Однородные римановы пространства неположи-
тельной секционной кривизны. Важными примерами многооб-
разий неположительной секционной кривизны являются симметри-
ческие пространства евклидова и некомпактного типов. При этом
симметрические пространства ранга 1 некомпакного типа имеют от-
рицательную секционную кривизну. Тем не менее, существуют и
другие однородные римановы многообразия с указанным свойством.
Они достаточно подробно изучены, но здесь мы приведем лишь неко-
торые важные результаты. Имеет место следующая

Теорема 4.25 (Дж. Вольф [231]). Однородное риманово мно-
гообразие M неположительной секционной кривизны изометрично
произведению односвязного риманова многообразия M ′ с тем же
свойством и плоского тора Tm.

Эта теорема обобщает результат Ш. Кобаяси о том, что однород-
ное риманово многообразие неположительной секционной кривиз-
ны и отрицательной кривизны Риччи односвязно [153]. В качестве
следствия теоремы 4.25 в работе [231] показано, что на произволь-
ном римановом многообразии неположительной секционной кривиз-
ны транзитивно действует некоторая разрешимая группа. Этот ре-
зультат был (независимо) уточнен в работах [4, 138]: односвязное
однородное риманово многообразие неположительной кривизны до-
пускает просто транзитивную разрешимую группу движений, т. е.
может быть представлено в виде разрешимой группы Ли с лево-
инвариантной римановой метрикой. При доказательстве последнего
результата ключевую роль играет классическая теорема Ж. Ада-
мара и Э. Картана, утверждающая, что любая компактная группа
движений односвязного многообразия неположительной секционной
кривизны имеет неподвижную точку [58].

Отметим, что разрешимая группа Ли G с левоинвариантной ри-
мановой метрикой g неположительной кривизны обязана иметь весь-
ма специальное алгебраическое строение. Пусть (·, ·) — скалярное
произведение на g = LG, порождающее такую метрику g.
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Теорема 4.26 (Д. В. Алексеевский [4]). В приведенных выше
обозначениях имеют место (·, ·)-ортогональные разложения

g = Z(g)⊕ s = Z(g)⊕N(s)⊕ a,

где Z(g) — центр g, s — идеал в g, N(s) = [s, s] — нильрадикал в s,
a — коммутативная подалгебра в s.

Размерность пространства a называют рангом метрической ал-
гебры Ли (g, (·, ·)) неположительной кривизны. В случае отрица-
тельной секционной кривизны центр Z(g) тривиален, dim a = 1 и
существует A0 ∈ a такой, что симметрическая часть оператора
ad(A0)|g′ : g′ → g′ (где g′ = [g, g] = N(s)) положительно определе-
на [4, 138]. Кроме того, справедлива следующая

Теорема 4.27 (Э. Хайнтце [138]). Пусть g — разрешимая ал-
гебра Ли, g′ = [g, g] — ее производная алгебра. Тогда следующие два
условия эквивалентны:

1) g допускает скалярное произведение с отрицательной секцион-
ной кривизной;

2) dim g = dim g′+1 и существует A0 ∈ g такой, что все собствен-
ные числа оператора ad(A0)|g′ имеют положительную вещественную
часть.

Необходимо отметить, что однородное риманово многообразие
неположительной секционной кривизны может быть по-разному
представлено в виде разрешимой группы Ли с левоинвариантной
метрикой (множество примеров этого обсуждаются в работе [4]).
Изучить все такие представления можно, зная структуру полной
(связной) группы движений рассматриваемого многообразия. Ча-
стичные результаты в этом направлении получены в [4]. В работе [77]
найдены необходимые и достаточные условия (сформулированные в
определении 6.2 из этой работы) на разрешимые алгебры Ли, до-
пускающие скалярное произведение с неположительной секционной
кривизной. В работе [78] содержится детальное исследование групп
движений однородных римановых многообразий неположительной
секционной кривизны.

4.10.4. Однородные римановы пространства неположи-
тельной кривизны Риччи. Условие неположительности кривизны
Риччи позволяет сделать некоторые выводы об алгебраическом и то-
пологическом строении однородного риманова многообразия. Снача-
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ла мы выясним, насколько ограничительным является условие ком-
пактности. Имеет место следующая

Теорема 4.28 [65, теорема 2.10]. Если киллингово поле X на
компактном римановом многообразии (M, g) удовлетворяет усло-
вию Ric(X,X) 6 0, то X параллельно на (M, g), и автоматически
Ric(X, X) ≡ 0.

Из этой теоремы легко получается

Следствие 4.3. Если компактное однородное риманово много-
образие (M, g) имеет неположительную кривизну Риччи, то оно яв-
ляется евклидовым тором. В частности, его полная связная группа
движений коммутативна.

Из следствия 4.3 получаем, что любое однородное риманово
многообразие (M, g) отрицательной кривизны Риччи обязано быть
некомпактным (также как и любая его транзитивная группа движе-
ний).

Простое описание допускают однородные римановы многообра-
зия с нулевой кривизной Риччи.

Теорема 4.29 (Д. В. Алексеевский, Б. Н. Киммель-
фельд [5]). Однородное риманово многообразие нулевой кривизны
Риччи является плоским, т. е. изометрично прямому метрическому
произведению евклидова пространства и плоского тора.

Естественными примерами однородных римановых многообра-
зий отрицательной кривизны Риччи являются симметрические про-
странства некомпактного типа. Помимо этих пространств, имеется
множество примеров однородных римановых многообразий отрица-
тельной кривизны Риччи с полупростой транзитивной группой дви-
жений. Инвариантные метрики отрицательной кривизны Риччи по-
строены на многих полупростых группах Ли (см., например, постро-
ение левоинвариантных римановых метрик отрицательной кривизны
Риччи на группах SL(n,R), n > 3, в работе [168]) и на более общих
однородных пространствах полупростых групп Ли (например, в ра-
боте [85] построены инвариантные римановы метрики отрицательной
кривизны Риччи на пространствах SO0(n, 2)/SO(n), n > 2).

Но гораздо более обильным источником примеров метрик отри-
цательной кривизны Риччи являются неунимодулярные разреши-
мые группы Ли со специальными левоинвариантными метриками.
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Например, известно большое количество эйнштейновых левоинвари-
антных метрик на разрешимых неунимодулярных группах Ли (кри-
визна Риччи при этом автоматически отрицательна). Более подроб-
но о таких многообразиях (так называемых эйнштейновых солвмно-
гообразиях) можно узнать из работ [7, гл. 4] и [136].

Удобного описания однородных римановых многообразий отри-
цательной кривизны Риччи в настоящее время не получено. Не из-
вестен также и ответ на следующий

Вопрос 4. Какие однородные пространства (в частности, груп-
пы Ли) допускают инвариантные римановы метрики отрицательной
кривизны Риччи?



ГЛАВА 5

МНОГООБРАЗИЯ С ОДНОРОДНЫМИ
ГЕОДЕЗИЧЕСКИМИ

5.1. Однородные геодезические в римановых
многообразиях

Определение 95. Геодезическая γ риманова многообразия
(M, g) называется однородной, если она является орбитой однопа-
раметрической подгруппы γ(t) ⊂ Isom(M, g) (и, соответственно, ин-
тегральной кривой киллингова поля, порождающего эту подгруппу).

Пусть (M, g) — полное риманово многообразие, а X — поле Кил-
линга на (M, g). Отметим, что интегральные кривые поля X явля-
ются в точности орбитами порождаемой полем X однопараметри-
ческой группы движений многообразия (M, g). Рассмотрим произ-
вольную точку x ∈ M , в которой X(x) 6= 0. Напомним, что согласно
пункту 3) из теоремы 3.3 интегральная кривая поля X, проходящая
через точку x, является геодезической тогда и только тогда, когда x
является критической точкой функции y ∈ M 7→ gy(X, X).

Известна следующая
Теорема 5.1 [161]. Каждое однородное риманово многообразие

имеет по крайней мере одну однородную геодезическую, проходя-
щую через любую наперед заданную точку.

В частном случае групп Ли этот результат был получен ранее в
работе [39].

Отметим, что однородные геодезические соответствуют относи-
тельным равновесиям (relative equilibria) геодезического потока, рас-
сматриваемого как гамильтонова система на кокасательном рассло-
ении (см., например, работы [166, 216] с обширными списками лите-
ратуры).
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5.2. Геодезически орбитальные пространства

Определение 96. Риманово многообразие (M, g) называется
многообразием с однородными геодезическими или геодезически ор-
битальным многообразием (кратко, ГО-многообразием), если любая
геодезическая γ в M является орбитой однопараметрической под-
группы полной группы движений (M, g) (т. е. геодезическая γ одно-
родна).

Очевидно, что любое связное геодезически орбитальное риманово
многообразие является однородным. Поскольку на заданном много-
образии могут транзитивно действовать различные группы движе-
ний, полезно рассмотреть следующее

Определение 97. Риманово однородное пространство (G/H, g),
где H — компактная подгруппа группы Ли G и g — G-инвариантная
риманова метрика, называется геодезически орбитальным простран-
ством (кратко, ГО-пространством), если любая его геодезическая γ
является орбитой однопараметрической подгруппы группы G.

Понятия геодезически орбитальных многообразий и пространств
ввели О. Ковальский и Л. Ванхекке, инициировавшие их системати-
ческое изучение, в работе [162].

ГО-пространства можно рассматривать как естественное обоб-
щение симметрических пространств, классифицированных Э. Кар-
таном [40]. Действительно, односвязное симметрическое простран-
ство можно определить как риманово многообразие (M, g), каж-
дая геодезическая γ ⊂ M которого является орбитой однопара-
метрической группы g(t) трансвекций, т. е. однопараметрической
группы изометрий, которая сохраняет γ и индуцирует параллель-
ный перенос вдоль γ. Если отбросить предположение о порождении
параллельного переноса, мы получаем определение ГО-пространст-
ва.

Но класс ГО-пространств гораздо шире класса симметрических
пространств. Каждое однородное пространство M = G/H компакт-
ной группы Ли G допускает метрику g такую, что (M, g) является
ГО-пространством. Для этого достаточно взять инвариантную нор-
мальную риманову метрику g на M = G/H. Более того, любое есте-
ственно редуктивное однородное пространство является геодезиче-
ски орбитальным.
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Отметим, что О. Ковальский и Л. Ванхекке в [162] классифи-
цировали геодезически орбитальные пространства размерности 6 6.
Оказалось, что все геодезически орбитальные пространства в раз-
мерности 6 5 являются естественно редуктивными. В то же время
в размерности 6 существуют трех- и двухпараметрические семей-
ства геодезически орбитальных пространств, которые не являются
естественно редуктивными. Среди этих семейств фигурирует ком-
пактное однородное пространство SO(5)/U(2) с двухпараметриче-
ским семейством инвариантных метрик. В работах [119, 131] постро-
ены примеры семимерных геодезически орбитальных пространств,
не являющихся естественно редуктивными.

Тесно связанным с классом геодезически орбитальных прост-
ранств является также класс слабо симметрических пространств,
введенный A. Сельбергом [206].

Определение 98. Риманово многообразие (M, g) называется
слабо симметрическим пространством, если для каждой пары то-
чек p, q ∈ M существует изометрия M , переставляющая точки p и q.

Понятно, что любое симметрическое пространство является сла-
бо симметрическим и естественно редуктивным. Также слабо сим-
метрическими пространствами являются геодезические сферы в
симметрических пространствах ранга 1. Отметим, что существуют
слабо симметрические пространства, не являющиеся даже естествен-
но редуктивными. Например, такими пространствами являются гео-
дезические сферы в проективной плоскости Кэли CaP2.

А. Сельберг доказал, что каждое слабо симметрическое риманово
многообразие M коммутативно, т. е. допускает транзитивную груп-
пу Ли движений G такую, что алгебра всех G-инвариантных диффе-
ренциальных операторов на M коммутативна [206]. Если G связна
и M = G/H, то это эквивалентно свойству, что функциональное
пространство L1(H\G/H) коммутативно, т. е. (G,H) — пара Гель-
фанда, или свойству, что для каждого унитарного неприводимого
представления группы G размерность H-неподвижного множества
не больше 1, т. е. (G,H) — сферическая пара. Х. Лоре в работе [167]
построил некомпактное коммутативное, не слабо симметрическое ри-
маново многообразие. В то же время при некоторых ограничениях
на транзитивную группу движений классы слабо симметрических
и коммутативных пространств совпадают [70]. В частности, если
(G,H) — сферическая пара со связной компактной простой группой
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Ли и замкнутой подгруппой H, то G/H слабо симметрично [185].
Все такие пары известны из [164, 185]. Классификация слабо сим-
метрических редуктивных однородных пространств была получена
О. С. Якимовой [64]. Более подробно со свойствами слабо симмет-
рических пространств можно познакомиться по книге Дж. А. Воль-
фа [230]. Много примеров слабо симметрических пространств по-
строено В. Циллером [242].

Принципиальным для нас является следующий результат, по-
лученный Ю. Берндтом, О. Ковальским и Л. Ванхекке в рабо-
те [94].

Теорема 5.2. Каждое слабо симметрическое пространство M
является геодезически орбитальным.

Оригинальный подход к изучению геодезически орбитальных
пространств, основанный на понятии геодезического графа (см. сле-
дующий раздел) предложен О. Ковальским, С. Никцевич, З. Влаше-
ком [159, 160].

Строение геодезически орбитальных пространств изучала также
К. Гордон [131], получившая ряд структурных и классификацион-
ных результатов. В частности, она классифицировала все нильпо-
тентные группы Ли с левоинвариантными римановыми метриками,
являющиеся ГО-многообразиями. Оказалось, что такие метрики су-
ществуют лишь на двуступенно нильпотентных группах Ли. Также
в работе [131] даны некоторые конструкции геодезически орбиталь-
ных пространств с компактной и некомпактной полупростой группа-
ми движений. Еще одним результатом (который мы рассмотрим от-
дельно) К. Гордон является классификация ГО-многообразий непо-
ложительной кривизны Риччи (см. теорему 5.10).

Среди других работ следует выделить работы Х. Тамару [213] и
[214], результаты З. Душека [116, 117], а также статью Д. В. Алек-
сеевского и А. Арванитоеоргоса [72], посвященную классификации
инвариантных геодезически орбитальных метрик на (обобщенных)
флаговых многообразиях. В частности, в [72] был получен следую-
щий классификационный результат.

Теорема 5.3. Пусть (G/H, g) — риманово флаговое многообра-
зие с простой группой Ли G и инвариантной метрикой g, являющееся
геодезически орбитальным и отличным от естественно редуктивного.
Тогда либо G/H = SO(2l+1)/U(l), либо G/H = Sp(l)/U(1)·Sp(l−1),
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где l > 2. При этом в обоих случаях множество инвариантных мет-
рик с таким свойством является однопараметрическим семейством
(с точностью до подобия).

Отметим, что классификация общих флаговых многообразий
сводится к классификации односвязных неприводимых флаговых
мнгообразий, полная группа движений которых обязана быть про-
стой группой Ли. Отметим также, что указанные в вышеприведен-
ной теореме геодезически орбитальные метрики являются слабо сим-
метрическими, что было показано ранее В. Циллером в работе [242].
В разделе 5.8 приводится классификация компактных геодезиче-
ски орбитальных римановых многообразий положительной эйлеро-
вой характеристики, полученная в работе [73] и обобщающая теоре-
му 5.3.

Важный собственный подкласс класса геодезически орбиталь-
ных многообразий составляют обобщенные нормальные однород-
ные римановы многообразия, которым посвящена следующая гла-
ва.

Отметим также следующий результат (см. подробности в [146]).

Теорема 5.4 [146]. Геодезический поток на произвольном ГО-
пространстве вполне интегрируем в некоммутативном смысле.

5.3. Строение геодезически орбитальных пространств

Как обычно, символ Mx далее обозначает касательное простран-
ство к многообразию M в точке x ∈ M .

Лемма 5.1. Пусть (M, g) — риманово многообразие, g — алгебра
Ли его киллинговых полей. Тогда (M, g) является ГО-многообразием
тогда и только тогда, когда для каждой точки x ∈ M и любого
вектора v ∈ Mx существует поле Киллинга X ∈ g такое, что X(x) = v
и x является критической точкой функции y ∈ M 7→ gy(X, X). Если
(M, g) однородно, то последнее условие эквивалентно такому: для
любого поля Y ∈ g выполнено равенство gx([Y, X], X) = 0.

C Согласно пункту 3) теоремы 3.3 интегральная кривая X, про-
ходящая через точку x ∈ M , является геодезической тогда и только
тогда, когда x — критическая точка функции y ∈ M 7→ gy(X, X).
Если многообразие (M, g) однородно (т. е. группа изометрий транзи-
тивна на нем), то вследствие теоремы 3.2 это условие эквивалентно
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равенству
Y · g(X,X)

∣∣
x

= 2gx

(
[Y,X], X

)
= 0

для каждого Y ∈ g. B
Пусть (M = G/H, g) — произвольное однородное риманово прос-

транство. Далее мы зафиксируем редуктивное разложение

g = h⊕ p (5.1)

алгебры Ли g = LG, где p естественным образом отождествляет-
ся с касательным пространством Mo, o = eH, и скалярное произ-
ведение (·, ·) на p соответствует go(·, ·) на Mo. Для произвольного
подпространства m ⊂ p будем обозначать через m⊥ его ортогональ-
ное дополнение в p относительно (·, ·). Поскольку мы отождествляем
элементы X,Y ∈ p с соответствующими киллинговыми полями на
(M, g), то справедливы формулы (4.7) и (4.8).

Справедлив следующий результат, установленный Б. Костан-
том [154], Э. Б. Винбергом [28], O. Ковальским и Л. Ванхекке [162].

Теорема 5.5. Пусть (M = G/H, g) — однородное риманово мно-
гообразие, Y ∈ h, X ∈ p. Тогда γ(t) = exp(t(X + Y ))(o) есть гео-
дезическая линия тогда и только тогда, когда выполняется одно из
условий:

1) [X, Y ] = U(X,X);
2) ([Y, X], Z) = (X, [X, Z]p) для всех Z ∈ p;
3) ([X + Y,Z]p, X) = 0 для всех Z ∈ p.

C Ясно, что 1) эквивалентно 2) в силу формулы (4.7). Равен-
ство 3) эквивалентно 2), так как ([Y,Z], X) = −(Z, [Y, X]) в силу ко-
сосимметричности оператора adY на пространстве p. С другой сто-
роны, из леммы 5.1. сразу следует, что равенство 3) эквивалентно
тому, что кривая γ(t) = exp(t(X + Y ))(o) является геодезической. B

Определение 99. Пусть (M = G/H, g) — однородное риманово
пространство. Вектор вида X + Y , где X 6= 0 ∈ p, Y ∈ h, называется
геодезическим, если выполнено одно из следующих трех эквивалент-
ных условий:

1) кривая γ(t) = exp(t(X + Y ))(o) является геодезической;
2) ([X + Y,Z]p, X) = 0 для всех Z ∈ p;
3) [X, Y ] = U(X,X), где U определяется равенством (4.7).
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В качестве непосредственного следствия получается

Теорема 5.6. Однородное риманово многообразие (M = G/H, g)
является геодезически орбитальным пространством тогда и только
тогда, когда для каждого X ∈ p существует HX ∈ h такой, что
X + HX — геодезический вектор.

Замечание 26. Если (M = G/H, g) — однородное риманово мно-
гообразие с естественно редуктивной относительно p метрикой g, то
для каждого X ∈ p сам вектор X является геодезическим (т. е. в
этом случае HX = 0). Таким образом, естественно редуктивные про-
странства являются в определенном смысле самыми простыми гео-
дезически орбитальными пространствами.

Теорема 5.6 показывает, что свойство быть ГО-пространством
полностью определяется редуктивным разложением (5.1) и евклидо-
вой метрикой go на p. В частности, если (M = G/H, g) — ГО-прост-
ранство, то и каждое его риманово накрытие (M ′ = G′/H ′, g′) также
является геодезически орбитальным. Кроме того, прямое метриче-
ское произведение римановых пространств является ГО-простран-
ством тогда и только тогда, когда этим свойством обладает каждый
из множителей в этом произведении.

Пример 18. Компактная группа Ли G с левоинвариантной мет-
рикой g является ГО-пространством тогда и только тогда, когда мет-
рика g биинвариантна, т. е. соответствующее скалярное произведе-
ние (·, ·) на алгебре Ли g AdG-инвариантно. Действительно, усло-
вие того, что (G, g) ГО-пространство, может быть записано в виде
0 = (X, [X, Y ]) = −(adY X, X) = 0 (поскольку алгебра изотропии
тривиальна). Это и показывает, что скалярное произведение (·, ·)
AdG-инвариантно.

Отметим, что компактная группа Ли G может допускать и неби-
инвариантные левоинвариантные метрики g с однородными геодези-
ческими. Но соответствующие ГО-пространства имеют вид L/H, где
группа L содержит G в качестве собственной подгруппы (другими
словами, G не является полной группой движений), см. подробности,
например, в [113].

Далее мы приведем несколько полезных свойств общих ГО-прост-
ранств. Для произвольного подпространства l ⊂ g и любого вектора
V ∈ g будем использовать символ adl

V для обозначения ограничения
оператора adV на l, т. е. adl

V : l → l, adl
V (X) = [V,X]l.
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Лемма 5.2. Пусть (M = G/H, g) — ГО-пространство, m —
Ad(H)-инвариантное подпространство в p и m⊥ — его (·, ·)-ортого-
нальное дополнение в p. Тогда для произвольного V ∈ m опера-
тор adm⊥

V является кососимметричным, что эквивалентно включе-
нию U(m⊥,m⊥) ⊂ m⊥. Если дополнительно [h, m] = 0, то и оператор
adp

V кососимметричен.
C Для произвольного X ∈ m⊥ существует HX ∈ h такой, что

([HX+X, Y ]p, X)=0 для всех Y ∈p (см. теорему 5.6). Следовательно,

0 = ([HX + X,V ]p, X) = ([HX , V ]p, X) + ([X,V ]p, X) = ([X, V ]p, X),

поскольку [HX , V ] ∈ m и X ∈ m⊥. Если к тому же [h,m] = 0, то то
же рассуждение годится для любого X ∈ p (в этом случае [HX , V ] ⊂
[h,m] = 0). B

Отметим примечательное свойство группы движений ГО-прост-
ранства (см. [131]).

Лемма 5.3. Для любого ГО-пространства (M = G/H, g) груп-
па G унимодулярна.

C Предположим, что алгебра Ли g = LG не является унимоду-
лярной и рассмотрим ее собственное подпространство

u =
{
X ∈ g

∣∣ trace(adX) = 0
}
.

Очевидно, h ⊂ u. Поскольку ad[X,Y ] = [adX , adY ] и trace(ad[X,Y ]) =
trace([adX , adY ]) = 0, то [u, g] ⊂ [g, g] ⊂ u, следовательно, u яв-
ляется идеалом в g. Пусть p1 = p ∩ u, и рассмотрим p2 = p⊥1 —
(нетривиальное) (·, ·)-ортогональное дополнение к p1 в p. Поскольку
u является идеалом в g и скалярное произведение (·, ·) ad(h)-инва-
риантно, p1 и p2 являются ad(h)-инвариантными. С другой стороны,
[h, p2] ⊂ [g, g] ⊂ u. Следовательно, [h, p2] = 0. Теперь рассмотрим
некоторый ненулевой вектор Y ∈ p2. По построению trace(adY ) 6= 0.
Но с другой стороны, по теореме 5.6 для каждого X ∈ p найдется
HX ∈ h со свойством ([HX + X, Y ]p, X) = 0. Так как [h, p2] = 0,
мы получаем ([X, Y ]p, X) = 0 (см. также лемму 5.2), что влечет
trace(adY ) = 0, противоречие. B

Далее мы более детально изучим геодезические векторы. Необхо-
димо отметить, что в общем случае по данному X ∈ p геодезический
вектор X + HX (где HX ∈ h) не определяется однозначно (см. опре-
деление 99).



5.3. Строение геодезически орбитальных пространств 245

Для заданного X ∈ p (на однородном римановом пространстве
(M = G/H, g)) определим (следуя работам [159, 162, 212]) множества

qX =
{
A ∈ h

∣∣ [A,X] = 0
}
, (5.2)

NX =
{
B ∈ h

∣∣ [B, qX ] ⊂ qX

}
, c′X =

{
B ∈ h

∣∣ [B, qX ] = 0
}
. (5.3)

Я. Сенте в своей работе [212] получил для многообразий со связ-
ностью результаты, составляющие содержание следующей теоремы,
для риманова случая изложение адаптировано в [162].

Теорема 5.7. В вышеприведенных обозначениях справедливы
следующие утверждения:

1) Если X + Y — некоторый геодезический вектор, где X ∈ p и
Y ∈ h, то множество всех геодезических векторов с такой же p-ком-
понентой имеет вид X + Y + qX .

2) Если X + Y — некоторый геодезический вектор с p-компонен-
той X, то Y ∈ NX .

3) Рассмотрим Q-ортогональное разложение NX = qX ⊕ cX отно-
сительно произвольного Ad(H)-инвариантного скалярного произве-
дения Q на h. Тогда cX ⊂ c′X .

4) Если существует геодезический вектор X + Y с p-компо-
нентой X, то существует и геодезический вектор вида X + Y ′, где
Y ′ ∈ cX ⊂ c′X .

C 1) Условие геодезичности вектора X+Y может быть записано в
виде [X, Y ] = U(X,X), откуда сразу получаем нужное утверждение.

2) Нам надо доказать, что [Y, qX ] ⊂ qX , что равносильно равен-
ству [[X,Y ], qX ] = [[X,Y ], qX ] + [[qX , X], Y ] = −[[Y, qX ], X] = 0 (мы
воспользовались тождеством Якоби и определением qX). Поскольку
[X, Y ] = U(X, X) ∈ p, то нам достаточно показать, что для любого
Z ∈ p и любого A ∈ qX выполнено равенство 0 = ([A, [X,Y ]], Z) =
([A,U(X, X)], Z) = −(U(X,X), [A,Z]) = −([[A,Z], X]p, X) (здесь
мы воспользовались ad(h)-инвариантностью скалярного произведе-
ния (·, ·) и определением формы U). Теперь из тождества Якоби
получаем [[A, Z], X]p = −[[Z, X], A]p − [[X,A], Z]p = −[[Z,X]p, A],
поскольку [X,A] = 0. Таким образом, нам достаточно убедиться
в истинности равенства 0 = ([[Z, X]p, A], X), но ([[Z,X]p, A], X) =
([Z, X]p, [A,X]) = 0, поскольку A ∈ qX ⊂ h. Таким образом, утвер-
ждение доказано.
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3) Очевидно, что qX является алгеброй Ли и идеалом в ал-
гебре Ли NX (что легко следует из тождества Якоби), поэтому в
силу Ad(H)-инвариантности скалярного произведения Q, cX так-
же является идеалом в NX (см. предложение 2.17), следовательно,
[cX , qX ] = 0, т. е. cX ⊂ c′X .

4) Пусть Y ′ — Q-ортогональная проекция вектора Y ∈ NX на
cX(⊂ c′X). Тогда Y − Y ′ ∈ qX , и согласно утверждению 1) вектор
X + Y ′ является геодезическим. B

Предположим теперь, что однородное риманово пространство
(M = G/H, g) является геодезически орбитальным. Тогда для каж-
дого нетривиального вектора X ∈ p существует Y ∈ h такой, что
вектор X + Y геодезичен, причем Y ∈ NX вследствие п. 2) теоре-
мы 5.7. Пусть ξ(X) — Q-ортогональная проекция вектора Y на cX ,
как в доказательстве пункта 4) теоремы 5.7. Нетрудно убедиться в
том, что ξ(X) не зависит от выбора Ad(H)-инвариантного скаляр-
ного произведения Q на h. Положим также ξ(0) = 0. Тем самым мы
получаем отображение

ξ : p → h (5.4)

Нетрудно понять, что это отображение является Ad(H)-эквивари-
антным, т. е. ξ(Ad(a)(X)) = Ad(a)(ξ(X)) для всех a ∈ H и X ∈ p.
Кроме того, по построению вектор X + ξ(X) геодезичен для всех
нетривиальных X ∈ p. Отображение (5.4) называется геодезическим
графом для геодезически орбитального пространства (M = G/H, g)
[162, 212]. Отметим, что зависимость конструкции геодезического
графа от выбора редуктивного разложения минимальна (граф легко
пересчитывается для другого разложения). Необходимо также отме-
тить, что это обстоятельство позволяет избежать рассмотрения раз-
личных редуктивных разложений для пары алгебр Ли (g, h) при про-
верке инвариантной метрики на естественную редуктивность. Точ-
нее, справедлив следующий результат [162, 212].

Теорема 5.8 (Я. Сенте). Геодезический граф (как отображение
линейных пространств) либо линеен, что эквивалентно естественной
редуктивности риманова пространства (M = G/H, g) относительно
некоторого редуктивного разложения g = h ⊕ p′; либо не является
дифференцируемым в точке 0 ∈ p.

Отметим, что явные конструкции геодезических графов для
некоторых геодезически орбитальных пространств приведены в ра-
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ботах [116, 117, 118, 159, 160, 162]. В этих же работах можно найти
более подробную информацию о геодезических графах и познако-
миться с рядом открытых проблем в этой области.

5.4. Киллинговы поля постоянной длины
на ГО-многообразиях

В этом разделе мы поясним связь между векторными полями
Киллинга постоянной длины на заданном геодезически орбиталь-
ном римановом многообразии (M, g) и структурой его полной груп-
пы изометрий. Как обычно, алгебра Ли RG полной связной группы
движений G = Isom0(M, g) многообразия (M, g) отождествляется с
алгеброй Ли g векторных полей Киллинга на (M, g). Имеет место
следующий примечательный результат [188].

Теорема 5.9. Пусть (M, g) — геодезически орбитальное римано-
во многообразие, а g — алгебра Ли его киллинговых полей. Предпо-
ложим, что a — коммутативный идеал в g. Тогда любое поле X ∈ a

имеет постоянную длину на (M, g).

C Зафиксируем некоторую точку x многообразия M . Мы по-
кажем, что x является критической точкой функции y ∈ M 7→
gy(X, X). Поскольку многообразие (M, g) однородно, то достаточно
доказать, что gx([Y, X], X) = 0 для любого поля Y ∈ g (см. лем-
му 5.1).

Рассмотрим произвольное поле Y ∈ a, тогда

Y · g(X, X) = 2g([Y, X], X) = 0

на M , поскольку идеал a коммутативен.
Теперь рассмотрим поле Y ∈ g такое, что gx(Y, U) = 0 для любого

U ∈ a. Покажем, что gx([Y, X], X) = 0. По лемме 5.1 для вектора
X(x) ∈ Mx существует киллингово поле Z ∈ g такое, что

Z(x) = X(x), gx([V,Z], Z) = 0

для всех V ∈ g. В частности, gx([Y, Z], Z) = 0. Далее, W = X − Z
зануляется в точке x и мы имеем

gx([Y, X], X) = gx([Y, Z + W ], Z + W ) = gx([Y, Z + W ], Z) =

= gx([Y, Z], Z) + gx([Y, W ], Z) = gx([Y, W ], Z).
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Отметим, что gx([Y,W ], Z) = −gx([W,Y ], Z) = gx(Y, [W,Z]) = 0, по-
скольку W (x) = 0 (0 = W · g(Y, Z)|x = gx([W,Y ], Z) + gx(Y, [W,Z]))
и [W,Z] = [X,Z] ∈ a. Следовательно, gx([Y, X], X) = 0. Таким об-
разом, x является критической точкой функции y ∈ M 7→ gy(X, X).
Поскольку точка x ∈ M выбиралась произвольно, то все точки мно-
гообразия M являются критическими точками функции y ∈ M 7→
gy(X, X). Поскольку M предполагается связным, то векторное поле
Киллинга X имеет постоянную длину на (M, g). B

Отметим, что этот результат может быть легко обобщен для ря-
да случаев, когда g является собственной подалгеброй алгебры Ли
полной (связной) группы движений риманова многообразия (M, g).
Для этого достаточно, чтобы связная подгруппа G (с алгеброй
Ли g) полной связной группы движений Isom0(M, g) была такой, что
(M = G/H, g) является геодезически орбитальным римановым про-
странством.

5.5. Геодезически орбитальные многообразия
неположительной кривизны Риччи

В этом разделе мы докажем теорему 5.10, характеризующую гео-
дезически орбитальные римановы многообразия неположительной
кривизны Риччи. Примерами таких многообразий являются евкли-
довы пространства, а также симметрические пространства неком-
пактного типа. Оказывается, что симметрическими пространствами
список ГО-многообразий неположительной кривизны Риччи и ис-
черпывается.

Теорема 5.10 (К. Гордон [131]). Каждое геодезически орби-
тальное риманово многообразие с неположительной кривизной Рич-
чи является симметрическим пространством.

Замечание 27. Необходимо заметить, что оригинальное доказа-
тельство этой теоремы [131, теорема 5.1] содержит ошибку в утвер-
ждении «Поскольку U∗/L∗ является компактным однородным про-
странством, его кривизна Риччи Ric∗ неотрицательна». Тем не менее,
доказательство в [131] может быть скорректировано. Но здесь мы
приводим более простое доказательство из работы [188], в котором
однако существенно используются некоторые конструкции из [131].

Достаточно доказать теорему 5.10 для односвязных многообра-
зий. Действительно, если однородное риманово многообразие M име-
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ет в качестве универсальной накрывающей риманово симметриче-
ское пространство неположительной кривизны Риччи (или, что эк-
вивалентно, неположительной секционной кривизны), то оно само
является симметрическим [34, 58].

Пусть (M, g) — односвязное ГО-многообразие неположительной
кривизны Риччи, и пусть G — его полная связная группа движений.
Тогда G унимодулярна (лемма 5.3), а группа изотропии H является
связной. Сначала мы сведем доказательство к случаю, когда группа
G полупроста.

Предложение 5.1. Пусть (M, g) — односвязное ГО-многообра-
зие неположительной кривизны Риччи. Тогда оно является прямым
метрическим произведением евклидова пространства Em и односвяз-
ного ГО-многообразия (M1, g1) (неположительной кривизны Риччи)
с полупростой группой движений.

C В обозначениях теоремы 5.9, каждое киллингово поле X ∈ a

имеет постоянную длину на (M, g). Поскольку кривизна Риччи непо-
ложительна, то по теореме 3.8 мы получаем, что Ric(X, X) = 0, и,
более того, киллингово поле X параллельно на (M, g), а риманово
многообразие (M, g) является прямым метрическим произведением
двух римановых многообразий, одно из которых одномерное много-
образие, касательное к полю Киллинга X, а второе также является
ГО-многообразием неположительной кривизны Риччи. Эту проце-
дуру можно повторять до тех пор, пока второе из получающихся
многообразий не будет иметь полупростую полную группу движе-
ний. B

Далее мы считаем, что группа G полупроста. Теперь мы рассмот-
рим редуктивное разложение (см. (5.1))

g = h⊕ p,

где g = LG, h = LH, и p является ортогональным дополнением к h

в g относительно формы Киллинга Bg (полупростой) алгебры Ли g

(см. пример 14). Риманова метрика g G-инвариантна и определя-
ется Ad(H)-инвариантным скалярным произведением g = (·, ·) на
пространстве p. Теперь рассмотрим максимальную компактно вло-
женную подалгебру Ли k ⊂ g со свойством h ⊂ k.

Если h = k, то рассматриваемое нами многообразие является сим-
метрическим пространством [34, 58]. Предположим теперь, что h 6= k.



250 Глава 5. Многообразия с однородными геодезическими

Тогда существуют Ad(H)-инвариантные подпространства p1, p2 ⊂ p

такие, что (p1, p2) = 0, p = p1 ⊕ p2 и k = h⊕ p1.
Пусть K∗ — связная компактная группа Ли с алгеброй Ли k, а

H∗ — ее подгруппа, соответствующая подалгебре h ⊂ k. Поскольку
k = h ⊕ p1, пространство p1 может быть отождествлено с касатель-
ным пространством в точке eH∗ компактного однородного многооб-
разия M∗ = K∗/H∗. Мы рассмотрим K∗-инвариантную риманову
метрику g∗ на M∗, которая порождается скалярным произведени-
ем (·, ·)|p1 . Отметим, что K∗ может действовать неэффективно на
M∗ = K∗/H∗, но это не имеет значения для вычисления кривизны
Риччи многообразия (M∗, g∗).

Выберем (·, ·)-ортонормированный базис X1, X2, . . . , Xr, r =
dim(p1), в p1, и (·, ·)-ортонормированный базис Y1, Y2, . . . , Ys, s =
dim(p2), в p2. Обозначим тензор Риччи многообразия (M∗, g∗) че-
рез Ric∗, а формы Киллинга на k и g через Bk и Bg соответственно.
Используя формулу для вычисления кривизны Риччи (см. теоре-
му 4.17) и тот факт, что g унимодулярна (для этого не обязательно
обращаться к лемме 5.3, поскольку унимодулярной является любая
полупростая алгебра Ли), мы получаем

Ric(X,X) = −1
2
Bg(X,X)− 1

2

∑

i

∣∣[X, Xi]p
∣∣2 − 1

2

∑

j

∣∣[X, Yj ]p
∣∣2 +

+
1
4

∑

i,j

(
[Xi, Xj ]p, X

)2 +
1
4

∑

i,j

(
[Yi, Yj ]p, X

)2 +
1
2

∑

i,j

(
[Xi, Yj ]p, X

)2
,

Ric∗(X, X) = −1
2
Bk(X, X)− 1

2

∑

i

∣∣[X,Xi]p1

∣∣2 +
1
4

∑

i,j

(
[Xi, Xj ]p1 , X

)2

для любого X ∈ p1 (Ric∗(X,X) = 0 при dim(p1) = 1). По лемме 5.2

Bg(X, X)= Bk(X,X)+
∑

i

(
[X, [X,Yi]]p, Yi

)
= Bk(X, X)−

∑

i

∣∣[X,Yi]p2

∣∣2,

тогда, используя лемму 5.2 еще раз (([Xi, Yj ]p, X)2 =
([Yj , Xi]p1 , X)2 =([Yj , X]p1 , Xi)2,

∑
i,j([Xi, Yj ]p, X)2 =

∑
j |[X,Yj ]p1 |2),

мы получаем
Предложение 5.2 [131]. Для любого X ∈ p1 выполнено равен-

ство
Ric∗(X,X) = Ric(X,X)− 1

2

∑

16i<j6s

(
[Yi, Yj ]p1 , X

)2
.
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Поскольку (M = G/H, g) имеет неположительную кривизну Рич-
чи, то согласно предложению 5.2 мы получаем Ric∗(X, X) 6 0 для
любого X ∈ p1, а равенство Ric∗(X, X) = 0 влечет Ric(X,X) = 0 и
([p2, p2]p1 , X) = 0.

Так как (M∗ = K∗/H∗, g∗) является компактным однородным
римановым многообразием с неположительной кривизной Риччи, то
оно является евклидовым тором по следствию 4.3. Отсюда следует
равенство Ric∗(X, X) = Ric(X,X) = 0 для всех X ∈ p1, то, что p1

лежит в центре k, и [p2, p2] ⊂ h⊕ p2.

Пусть m — Bg-ортогональное дополнение к k в g. Хорошо известно
(см., например, [58, гл. VI, § 2]), что [m, m] ⊂ k и [k,m] = m (послед-
нее равенство следует, например, из того, что симметрическое про-
странство некомпактного типа является прямым метрическим про-
изведением (строго изотропно) неприводимых симметрических про-
странств); если h1 := [m, m], то g1 := h1 ⊕m является максимальным
полупростым идеалом некомпактного типа в алгебре Ли g.

Теперь мы покажем, что m = p2. По последнему утверждению
леммы 5.2 мы получаем, что для любого U ∈ p1 оператор adp

U косо-
симметричен ([h, p1] = 0 в силу того, что p1 лежит в центре k). То же
верно для любого U ∈ h и, следовательно, для любого U ∈ k = h⊕p1.
Из соотношений m ⊂ p, h1 ⊂ k, [k, p1] = 0 и [k, m] = m мы получаем

(p1,m) = (p1, [k, m]p) = ([k, p1]p,m) + (p1, [k, m]p) = 0,

поскольку операторы adp
U кососимметричны для всех U ∈ k. Это до-

казывает равенство m = p2. Следовательно, h1 := [m,m] = [p2, p2] ⊂
h⊕ p2, и мы получаем включение h1 ⊂ h.

Пусть g2 — Bg-ортогональное дополнение к g1 в g. Тогда g2 яв-
ляется максимальным компактным полупростым идеалом в алгебре
Ли g. Если h2 — Bg-ортогональное дополнение к h1 в h, то g2 = h2⊕p1.
Напомним, что [h2, p1] ⊂ [h, p1] = 0. Следовательно, h2 является иде-
алом в алгебре Ли g. Поскольку пространство G/H эффективно, h2

тривиально. Так как p1 = g2 коммутативно (p1 лежит в центре k), то
оно тоже тривиально (иначе алгебра Ли g2 не была бы полупростой).
Таким образом, h = k, и (M = G/H, g) является симметрическим
пространством. Теорема 5.10 полностью доказана.
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5.6. Компактные геодезически орбитальные пространства

Пусть (M = G/H, g) — однородное риманово пространство с ком-
пактной группой Ли G. В этом случае на алгебре Ли g группы G
существует (не единственное) Ad(G)-инвариантное скалярное про-
изведение b = 〈·, ·〉. Мы зафиксируем такое скалярное произведение
(например, для полупростой группы G можно взять форму Киллин-
га алгебры Ли g с отрицательным знаком), и далее будем считать,
что редуктивное разложение g = h⊕ p является b-ортогональным.

Для подпространства m в g через Xm мы будем обозначать b-орто-
гональную проекцию вектора X ∈ g на m, через bm — ограничение
формы b на m и через Lm = prm ◦L ◦ prm — проекцию на m эндомор-
физма L, заданного на более обширном пространстве.

Скалярное произведение (·, ·) на p, соответствующее римановой
метрике g (далее мы его тоже будем обозначать для краткости че-
рез g) определяется единственным b-симметричным положительно
определенным Ad(H)-эквивариантным метрическим эндоморфиз-
мом A на p, заданным соотношениями

g = (·, ·) = bp(A·, ·) = 〈A·, ·〉
∣∣
p
.

Как и в предыдущем разделе, для подпространства m ⊂ p через m⊥

обозначено его (·, ·)-ортогональное дополнение в p, а через 1m мы
будем обозначать тождественный оператор на m.

Запишем в терминах оператора A критерий однородности геоде-
зических и критерий геодезической орбитальности компактных од-
нородных пространств.

Теорема 5.11. Пусть (M = G/H, g) — компактное однородное
риманово многообразие, Y ∈ h, X ∈ p. Тогда γ(t) = exp(t(X + Y ))(o)
есть геодезическая линия тогда и только тогда, когда выполнено
включение [Y + X, AX] ∈ h. Соответственно, (M = G/H, g) явля-
ется геодезически орбитальным пространством тогда и только то-
гда, когда для каждого X ∈ p существует HX ∈ h со свойством
[X + HX , AX] ∈ h.

C По теореме 5.5 γ(t) есть геодезическая линия тогда и только
тогда, когда ([Y + X, Z]p, X) = 0 для всех Z ∈ p. Используя Ad(G)-
инвариантность формы b = 〈·, ·〉, получаем

0 =
(
[Y + X,Z]p, X

)
=

〈
[Y + X, Z]p, AX

〉
= −〈

Z, [Y + X, AX]p
〉
.
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Поскольку Z ∈ p может быть произвольным, [Y +X,AX] ∈ h. Второе
утверждение теоремы — очевидное следствие первого. B

Лемма 5.4. Пусть (M = G/H, g) — компактное однородное ри-
маново пространство с метрическим эндоморфизмом A и

p = p1 ⊕ p2 ⊕ · · · ⊕ pk, (5.5)

— разложение p в прямую сумму собственных подпространств опе-
ратора A, причем A|pi

= λi · 1pi
, λi 6= λj при i 6= j. Тогда

(pi, pj) = 〈pi, pj〉 = 0 (5.6)

и Ad(H)-модули pi удовлетворяют включению [pi, pj ] ⊂ p для i 6= j.

C Поскольку A коммутирует с Ad(H), собственные подпростран-
ства pi являются Ad(H)-инвариантными, и для X ∈ pi, Y ∈ pj , i 6= j,
мы получаем

λi〈X, Y 〉 = 〈AX, Y 〉 = (X, Y ) = 〈X, AY 〉 = λj〈X, Y 〉.
Это влечет равенство (5.6). Включение [pi, pj ] ⊂ p следует из того
факта, что pj Ad(H)-инвариантно и 〈[pi, pj ], h〉 = 〈pi, [pj , h]〉 = 0. B

Предложение 5.3. Пусть (M = G/H, g) — компактное ГО-про-
странство с метрическим эндоморфизмом A. Тогда выполнены сле-
дующие утверждения:

1) Пусть X,Y ∈ p — собственные векторы метрического эндо-
морфизма A, соответстсвующие различным собственным значениям
λ 6= µ. Тогда

[X, Y ] =
λ

λ− µ
[Z, X] +

µ

λ− µ
[Z, Y ]

для некоторого Z ∈ h.
2) Предположим, что векторы X, Y принадлежат pλ — собствен-

ному пространству A с собственным значением λ, и X g-ортогонален
к подпространству [h, Y ]. Тогда

[X, Y ] ∈ h + pλ.

C 1) Выберем вектор Z = HX+Y ∈ h как в теореме 5.11. Тогда

[Z + X + Y, A(X + Y )] = [Z + X + Y, λX + µY ] =

= λ[Z, X] + µ[Z, Y ] + (µ− λ)[X, Y ] ∈ h.
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По лемме 5.4 получаем [Z, X], [Z, Y ], [X,Y ] ∈ p, и правая часть ра-
венства зануляется.

2) Выберем собственный вектор Z эндоморфизма A с собствен-
ным значением µ 6= λ. Тогда

(
[X, Y ]p, Z

)
= µ

〈
[X, Y ], Z

〉
= µ

〈
X, [Y,Z]

〉
=

µ

λ

(
X, [Y, Z]p

)
=

=
µ

λ

(
X,

λ

λ− µ
[H,Y ] +

µ

λ− µ
[H,Z]

)
= 0.

Отсюда получаем включение [X,Y ] ∈ h + pλ. B
Из этого предложения сразу получаем
Следствие 5.1. Пусть (M = G/H, g) — компактное ГО-прост-

ранство с метрическим эндоморфизмом A и разложением (5.5). То-
гда для любых Ad(H)-подмодулей mi ⊂ pi, mj ⊂ pj , i 6= j, имеет
место включение

[mi, mj ] ⊂ mi + mj .

Кроме того, если m, m′ являются g-ортогональными Ad(H)-подмоду-
лями в pi, то

[m,m′] ⊂ h + pi.

Ad(H)-модули m, l называются дизъюнктными, если они не со-
держат нетривиальных эквивалентных подмодулей. Если Ad(H)-мо-
дуль p может быть разложен в прямую сумму

p = p1 ⊕ · · · ⊕ pk

дизъюнктных подмодулей, то нетрудно показать, что любое Ad(H)-
инвариантное скалярное произведение g и соответствующий метри-
ческий эндоморфизм A имеют вид

g = gp1 ⊕ · · · ⊕ gpk
, A = Ap1 ⊕ · · · ⊕Apk .

5.7. Применение полной геодезичности

В этом разделе мы рассмотрим связь между геодезической орби-
тальностью и полной геодезичностью подмногообразий ГО-многооб-
разий, а также смежные вопросы.

Согласно теореме 6.15 [90, теорема 11] каждое замкнутое вполне
геодезическое подмногообразие геодезически орбитального риманова
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многообразия само является геодезически орбитальным. Недостат-
ком этой теоремы является то, что она не дает никакой информации
о группе движений подмногообразия. Здесь мы получим некоторые
результаты, частично ликвидирующие этот пробел.

Далее мы рассматриваем однородное риманово пространство
(M = G/H, g) с редуктивным разложением g = h⊕ p (5.1).

Определение 100. Будем говорить, что подалгебра Ли k ⊂ g

согласована с заданным редуктивным разложением, если k = h′⊕m,
где h′ = k∩h и m = k∩p. Связная (возможно, виртуальная) подгруппа
Ли K ⊂ G называется согласованной с редуктивным разложением,
если таковой является ее подалгебра Ли.

Определение 101. Подпространство m ⊂ p будем называть
вполне геодезическим, если существует связная (возможно, вирту-
альная) подгруппа Ли K ⊂ G такая, что ее алгебра Ли имеет вид
k = h′ ⊕ m, где h′ ⊂ h (в частности, она согласована с редуктивным
разложением), и орбита Ko ⊂ G/H = M этой группы, проходящая
через точку o = H, является (возможно, виртуальным) вполне гео-
дезическим подмногообразием в (M = G/H, g).

Предложение 5.4. Подпространство m ⊂ p является вполне
геодезическим тогда и только тогда, когда выполняются следующие
два условия:

1) m порождает подалгебру Ли вида h′ ⊕ m, где h′ — подалгебра
в h;

2) эндоморфизм adm
Z ∈ End(m) для каждого Z ∈ m⊥ является

g-кососимметричным или, что эквивалентно, U(m, m) ⊂ m.

C Ясно, что условие 1) эквивалентно тому, что m ⊂ p является
касательным пространством в o к орбите N := Ko минимальной
связной (возможно, виртуальной) подгруппы Ли K ⊂ G указанного
в последнем определении вида.

Отождествим алгебру Ли g группы Ли G с (соответствующей)
подалгеброй алгебры Ли киллинговых векторных полей на (M =
G/H, g). Тогда нетрудно видеть, что каждый элемент X подалгеб-
ры Ли k касается подмногообразия N , т. е. X(x) ∈ Nx для каждой
точки x ∈ N . Поэтому вследствие свойств связности Леви-Чивита ∇
на (M, g) и предложения 1.17 полная геодезичность орбиты N эк-
вивалентна тому, что ∇XY касается N для всех X,Y ∈ k. Это на
основании формулы (3.3) эквивалентно тому, что U (X, Y ) касает-
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ся N . Так как K является подгруппой движений и M и N , послед-
нее условие достаточно проверить только для X, Y ∈ m в точке o.
Вследствие того, что U(X,Y ) = U (X,Y )(o) (см. обсуждение сразу
после формулы (4.7)), это эквивалентно включению U(m, m) ⊂ m. B

Следствие 5.2. Пусть (M = G/H, g) — однородное римано-
во многообразие с фиксированным редуктивным разложением (5.1),
K — связная подгруппа Ли группы G, согласованная с этим разло-
жением. Ее орбита P = Ko = K/H ′ является вполне геодезическим
подмногообразием тогда и только тогда, когда U(m, m) ⊂ m или,
что эквивалентно, эндоморфизмы adm

Z ∈ End(m), Z ∈ m⊥, являются
g-кососимметричными.

Отметим, что любая связная группа Ли K ⊂ G, содержащая H
в качестве подгруппы, согласована с (произвольным) редуктивным
разложением. В случае ГО-пространств можно утверждать и боль-
шее.

Предложение 5.5. Пусть (M = G/H, g) — геодезически орби-
тальное риманово пространство с редуктивным разложением (5.1).
Тогда любая связная подгруппа Ли K ⊂ G, содержащая H, имеет
вполне геодезическую орбиту P = Ko = K/H, которая является
ГО-пространством (с индуцированной метрикой).

C Рассмотрим редуктивное разложение алгебры Ли k = h ⊕ m,
где m = k ∩ p. Ясно, что m является Ad(H)-инвариантным моду-
лем. Поскольку (M = G/H, g) — ГО-пространство (см. теорему 5.6
и определение 99), для любого X ∈ p существует Y ∈ h такой, что
[X, Y ] = U(X,X), где U определяется равенством (4.7). Если к тому
же X ∈ m, то U(X,X) = [X,Y ] ∈ m в силу Ad(H)-инвариантности
модуля m. Таким образом, этот модуль вполне геодезичен по пред-
ложению 5.4. Кроме того, в силу того же равенства [X,Y ] = U(X,X)
пространство P = Ko = K/H с индуцированной римановой метри-
кой является геодезически орбитальным (см. теорему 5.6). B

Далее мы рассмотрим случай компактных однородных римано-
вых пространств (M = G/H, g), что зачастую позволяет получить
более детальную информацию. Мы предполагаем, что редуктивное
разложение (5.1) ортогонально относительно некоторого зафиксиро-
ванного Ad(G)-инвариантного скалярного произведения b = 〈·, ·〉 на
алгебре Ли g, а скалярное произведение g = (·, ·) порождается метри-
ческим эндоморфизмом A : p → p, т. е. g = (·, ·) = bp(A·, ·) = 〈A·, ·〉|p).
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Определение 102. Пусть (M = G/H, g) — компактное однород-
ное риманово многообразие с редуктивным разложением (5.1), K —
связная подгруппа Ли группы Ли G, согласованная с этим разложе-
нием (k = h′ ⊕m, где h′ ⊂ h, m ⊂ p). Будем говорить, что подгруппа
Ли K ⊂ G согласована с инвариантной римановой метрикой g, если
модуль m является A-инвариантным, т. е. Am = m.

Предложение 5.6. Если подгруппа Ли K согласована с инвари-
антной римановой метрикой g, то (в обозначениях определения 102)
справедливы следующие утверждения:

1) Подпространство m⊥ (g-ортогональное дополнение к m в p)
A-инвариантно и b-ортогонально к подпространству m.

2) Подпространство m вполне геодезично.
3) Если (M = G/H, g) является геодезически орбитальным про-

странством, то (вполне геодезическая) орбита P = Ko = K/H ′ (с ин-
дуцированной римановой метрикой) также является ГО-пространст-
вом.

4) Если m является ad(h)-инвариантным, то m⊥ Ad(K̃)-инвари-
антно, где K̃ — связная (возможно, виртуальная) подгруппа Ли в G,
соответствующая подалгебре Ли k̃ = h⊕m ⊂ g.

C Первое утверждение следует из равенств

0 = (m, m⊥) = 〈Am,m⊥〉 = 〈m,m⊥〉,
〈m, Am⊥〉 = 〈Am, m⊥〉 = 〈m, m⊥〉 = 0.

Далее, поскольку Am = m, Am⊥ = m⊥ и 〈m,m⊥〉 = 0, то
〈Z, [X,AX]〉 = 0 для всех X ∈ m и Z ∈ m⊥. Отсюда и предло-
жения 5.4 получаем второе утверждение: 0 = 〈[Z,X], AX〉 =
〈[Z, X]p, AX〉 = ([Z, X]p, X) = (U(X,X), Z).

Теперь докажем третье утверждение. Согласно теореме 5.11 для
каждого X ∈ p существует Y ∈ h такой, что [X + Y, A(X)] ⊂ h.
Пусть X ∈ m и пусть Y ′ — b-ортогональная проекция Y на h′ =
h ∩ k. Поскольку 〈Y − Y ′, k〉 = 0, то [Y − Y ′, m] ⊂ m⊥ (так как
〈[Y − Y ′,m],m〉 ⊂ 〈Y − Y ′, [m, m]〉 ⊂ 〈Y − Y ′, k〉 = 0). С другой
стороны, [Y ′, A(X)] ⊂ [k, m] ⊂ k и [X, A(X)] ⊂ [m, m] ⊂ k. Поэтому
[Y −Y ′, A(X)] = 0 и [X +Y ′, A(X)] ⊂ h∩ k = h′. Применяя снова тео-
рему 5.11, получаем, что однородное пространство K/H ′ с индуци-
рованной римановой метрикой является геодезически орбитальным.
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Теперь отметим, что эндоморфизмы вида ad(Z), где Z ∈ k̃ = h⊕m,
являются b-кососимметричными и сохраняют подалгебру k̃. Следова-
тельно, они сохраняют и ее b-ортогональное дополнение в g, которое
совпадает с m⊥. Поскольку K̃ связна, мы получаем четвертое утвер-
ждение предложения. B

Приведем некоторое усиление предложения 5.5.

Предложение 5.7 [73]. Пусть (M = G/H, g) — компактное гео-
дезически орбитальное риманово пространство с редуктивным раз-
ложением (5.1). Тогда любая связная подгруппа Ли K ⊂ G, содержа-
щая H, имеет вполне геодезическую орбиту P = Ko = K/H, которая
является ГО-пространством (с индуцированной метрикой).

Кроме того, если подгруппа Ли K согласована с инвариант-
ной метрикой g, то [k,m⊥] ⊂ m⊥, скалярное произведение g|m⊥ =
(·, ·)|m⊥ является Ad(K)-инвариантным и определяет инвариантную
ГО-метрику ḡ на однородном пространстве N = G/K. Проекция
π : G/H → G/K при этом является римановой субмерсией с вполне
геодезическими слоями, где и слои и база являются ГО-пространст-
вами.

C Первое утверждение доказано в предложении 5.5. Коррект-
ность определения инвариантной римановой метрики ḡ на N = G/K
следует из четвертого утверждения в предложении 5.6 (в этом слу-
чае случае K̃ = K) и леммы 5.2. Кроме того, из первого утверждения
в предложении 5.6 получаем, что Am⊥ = m⊥, а ограничение опера-
тора A на m⊥ является метрическим эндоморфизмом для (G/K, ḡ).
Далее, согласно теореме 5.11 для каждого X ∈ p существует Y ∈ h

такой, что [X + Y, A(X)] ⊂ h. Понятно, что для X ∈ m⊥ таким об-
разом выбранный Y удовлетворяет условию [X + Y, A(X)] ⊂ k, т. е.
(G/K, ḡ) является ГО-пространством. B

Далее нам потребуется также

Предложение 5.8. Пусть (M = G/H, g) — однородное римано-
во пространство, T — некоторая связная коммутативная подгруппа
Ли в группе H, C(T ) — связная компонента ее централизатора в G.
Тогда ее орбита P = C(T )o = C(T )/H ′ (H ′ = C(T ) ∩ H), является
вполне геодезической. Если к тому же (M = G/H, g) является ком-
пактным геодезически орбитальным пространством положительной
эйлеровой характеристики, то пространство P = C(T )o = C(T )/H ′
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с индуцированной римановой метрикой также геодезически орби-
тально.

C Зафиксируем редуктивное разложение (5.1). Пусть u — алгебра
Ли группы C(T ), а t ⊂ u — алгебра Ли группы T ⊂ C(T ). Отметим,
что [t, u] = 0. Пусть X = Xh +Xp ∈ u, поскольку [t, X] ⊂ u, [t, Xh] ⊂ h

и [t, Xp] ⊂ p, группа C(T ) согласована с разложением (5.1). Пусть u =
h′⊕m, где h′ = h∩u и m = p∩u. Покажем, что U(X, X) ∈ m для любого
X ∈ m. Для этого достаточно показать, что ([Y, U(X, X)], Z) = 0
для всех Y ∈ t и всех Z ∈ m⊥. Используя ad(h)-инвариантность
скалярного произведения g = (·, ·), и определение оператора U (см.
равенство (4.7)), получаем

([Y, U(X, X)], Z) = −(U(X, X), [Y, Z]) = −([[Y,Z], X]p, X) =

= −([Y, [Z, X]]p, X) = −([Y, [Z, X]p], X) = ([Z, X]p, [Y, X]) = 0.

В выкладках мы воспользовались равенством [Y,X] = 0 и тожде-
ством Якоби ([[Y, Z], X] = −[[Z,X], Y ] − [[X, Y ], Z] = −[[Z,X], Y ] =
[Y, [Z, X]]). Таким образом, U(X,X) ∈ m, и мы получаем первое
утверждение в силу предложения 5.4.

Докажем теперь второе утверждение. При этом будем считать,
что редуктивное разложение ортогонально относительно Ad(G)-ин-
вариантного скалярного произведения b = 〈·, ·〉 на алгебре Ли g, а
скалярное произведение g = (·, ·), порождается метрическим эндо-
морфизмом A : p → p. В силу утверждения 3) из предложения 5.6
нам достаточно показать, что подгруппа C(T ) согласована с инвари-
антной римановой метрикой g, т. е. подпространство m инвариантно
относительно метрического эндоморфизма A.

Пусть Tmax — максимальный тор в H, содержащий группу T . По-
скольку эйлерова характеристика пространства G/H положительна,
то Tmax является максимальным тором также в группе G (см. тео-
рему 4.4). Подпространство p ⊂ g является Ad(Tmax)-инвариант-
ной прямой суммой некоторых двумерных корневых подпространств
в g относительно картановской подалгебры LTmax, причем все эти
подпространства попарно не Ad(Tmax)-изоморфны (см. предложе-
ние 2.22). Метрический эндоморфизм A, будучи Ad(H)-эквивари-
антным, является также и Ad(Tmax)-эквивариантным. Таким обра-
зом, все двумерные корневые подпространства в p инвариантны от-
носительно эндоморфизма A. Поскольку Tmax ⊂ C(T ), то m также
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является прямой суммой некоторых двумерных корневых подпро-
странств в g относительно картановской подалгебры LTmax. Поэтому
m является инвариантным относительно метрического эндоморфиз-
ма A. Тем самым второе утверждение также доказано. B

Отметим, что связная подгруппа Ли K ⊂ G, содержащая H, со-
гласована с любой инвариантной метрикой на G/H, если Ad(H)-мо-
дули m и p/m (m = k ∩ p) дизъюнктны. Это наблюдение влечет

Предложение 5.9. Пусть M = G/H — однородное простра-
нство с компактной группой H. Тогда компонента единицы N0(Z)
нормализатора центральной подгруппы Z группы H и компонента
единицы N0(H) нормализатора H являются подгруппами, согласо-
ванными с любой инвариантной римановой метрикой на M = G/H.

Используя рассуждения, аналогичные тем, что использованы при
доказательстве второго утверждения предложения 5.8, легко полу-
чаем

Предложение 5.10. Пусть M = G/H — компактное однород-
ное пространство положительной эйлеровой характеристики, Tmax —
некоторый общий максимальный тор групп H и G. Если некоторая
связная подгруппа Ли K ⊂ G содержит тор Tmax, то K согласована с
любой инвариантной римановой метрикой на однородном простран-
стве M = G/H.

5.8. Компактные ГО-пространства
положительной эйлеровой характеристики

В этом разделе мы получим классификацию односвязных ком-
пактных геодезически орбитальных римановых многообразий поло-
жительной эйлеровой характеристики.

5.8.1. Основные сведения о компактных однородных
многообразиях положительной эйлеровой характеристики.
Здесь мы напомним некоторые свойства компактных однородных
пространств положительной эйлеровой характеристики (см. раз-
дел 4.8 или [50]). Однородное пространство M = G/H компактной
связной группы Ли G имеет положительную эйлерову характеристи-
ку χ(M) > 0 тогда и только тогда, когда группа изотропии H имеет
максимальный ранг (rk(H) = rk(G)).
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Если группа G действует на M почти эффективно, то она по-
лупроста и универсальное накрывающее пространство M̃ = G̃/H̃
для M является прямым произведением

M̃ = G1/H1 × . . .×Gk/Hk,

где G̃ = G1 × G2 × . . . × Gk — разложение группы G̃ (являющей-
ся универсальной накрывающей группы G) в прямое произведение
простых множителей, H̃ — прообраз компоненты связности единицы
группы H при эпиморфизме G̃ → G, а Hi = H̃ ∩Gi.

Произвольная инвариантная метрика g на M определяет инва-
риантную метрику g̃ на M̃ , и однородное риманово многообразие
(M̃ = G̃/H̃, g̃) является прямым метрическим произведением од-
нородных многообразий (Mi = Gi/Hi, gi), i = 1, . . . , k, с простыми
группами Ли Gi. Точнее, согласно теореме 4.10 компактное односвяз-
ное однородное риманово многообразие (M = G/H, g) положитель-
ной эйлеровой характеристики неразложимо тогда и только тогда,
когда группа G проста. Отсюда следует, что односвязное компактное
ГО-пространство (M = G/H, g) положительной эйлеровой характе-
ристики является прямым метрическим произведением односвязных
ГО-пространств (Mi = Gi/Hi, gi) положительной эйлеровой характе-
ристики с простыми группами движений. Таким образом, достаточ-
но классифицировать односвязные ГО-пространства положительной
эйлеровой характеристики с простыми группами движений. Описа-
ние односвязных однородных многообразий G/H положительной эй-
леровой характеристики сводится к описанию связных подгрупп H
максимального ранга простых групп G или, эквивалентно, к описа-
нию подалгебр максимального ранга простых компактных алгебр Ли
g, см. [34, разд. 8.10] и [103]. Важный подкласс компактных однород-
ных многобразий положительной эйлеровой характеристики состав-
ляют флаговые многообразия. Они являются орбитами присоединен-
ного действия M = Ad(G)x компактных связных полупростых групп
G или, другими словами, фактор-пространствами M = G/H группы
G по централизатору H = ZG(T ) нетривиального тора T ⊂ G.

5.8.2. Классификационная теорема. Пусть G — простая ком-
пактная связная группа Ли, H ⊂ K ⊂ G — ее замкнутые связные
подгруппы. Обозначим через b = 〈·, ·〉 минуc форму Киллинга алгеб-
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ры Ли g = LG и рассмотрим b-ортогональное разложение

g = h⊕ p = h⊕ p1 ⊕ p2,

где k = h⊕p2 — алгебра Ли LK группы K. Очевидно, что [p2, p1] ⊂ p1.
Пусть g = gx1,x2 — G-инвариантная риманова метрика на M = G/H,
порожденная скалярным произведением g = (·, ·) на p следующего
вида:

g = x1 · bp1 + x2 · bp2 , (5.7)

где x1 и x2 — некоторые положительные числа. Эквивалентно, мож-
но сказать, что метрика порождена метрическим эндоморфизмом

A = x1 · 1p1 + x2 · 1p2 . (5.8)

Рассмотрим два примера (семейств) таких однородных многооб-
разий (M = G/H, gx1,x2).

Пример 19. (G,K, H) = (SO(2n+1), SO(2n), U(n)), n > 2. Груп-
па G = SO(2n + 1) действует транзитивно на симметрическом про-
странстве Com(R2n+2) = SO(2n + 2)/U(n)) комплексных структур
в R2n+2 с группой изотропии H = U(n) (см. [58]). Таким образом,
можно отождествить M = G/H с этим симметрическим простран-
ством, но метрика gx1,x2 не является SO(2n + 2)-инвариантной при
x2 6= 2x1 [150].

Пример 20. (G,K, H) = (Sp(n), Sp(1) ·Sp(n−1), U(1) ·Sp(n−1)),
n > 2. Группа G = Sp(n) действует транзитивно на комплексном
проективном пространстве CP 2n−1 = SU(2n+2)/U(2n+1) с группой
изотропии H = U(1) · Sp(n − 1). Можно отождествить M = G/H с
CP 2n−1, но опять же метрика gx1,x2 не является SU(2n + 2)-инвари-
антной при x2 6= 2x1 (см. [58, 150]).

Необходимо отметить, что при n = 2 пространства из этих двух
семейств совпадают: SO(5)/U(2) = Sp(2)/U(1) · Sp(1) (см. при-
мер 16). Это шестимерное пространство с инвариантной римановой
метрикой gx1,x2 стало первым компактным примером ГО-простран-
ства, не являющегося естественно редуктивным [162].

Определение 103. ГО-пространство (M = G/H, g) простой ком-
пактной группы Ли G называется собственным ГО-пространством,
если его метрика g не является G-нормальной, т. е. соответствую-
щий метрический эндоморфизм A не пропорционален тождествен-
ному оператору.



5.8. Компактные ГО-пространства положительной . . . 263

Теперь мы можем сформулировать основную теорему о компакт-
ных геодезически орбитальных пространствах положительной эйле-
ровой характеристики.

Теорема 5.12 [73]. Пусть (M = G/H, g) — односвязное соб-
ственное ГО-пространство положительной эйлеровой характеристи-
ки с простой компактной группой Ли G. Тогда либо M = G/H =
SO(2n + 1)/U(n), n > 2, либо G/H = Sp(n)/U(1) · Sp(n − 1), n > 2,
при этом g = gx1,x2 является произвольной G-инвариантной рима-
новой метрикой, не являющейся G-нормальной однородной. Метри-
ка g является G-нормальной однородной (соответственно, симметри-
ческой), если x2 = x1 (x2 = 2x1 соответственно). Кроме того, все эти
многообразия являются слабо симметрическими флаговыми много-
образиями.

Полной связной группой движений рассматриваемых ГО-прост-
ранств (M = G/H, gx1,x2) для несимметрических метрик является
фактор-группа группы G по своему центру (см. обсуждение
в [50, 72, 150]). Утверждение о том, что все эти многообразия сла-
бо симметричны, доказано в [242].

5.8.3. Доказательство классификационной теоремы. Мы
сведем доказательство к описанию специальных разложений корне-
вых систем алгебры Ли g группы движений G.

Пусть M = G/H — однородное многообразие положительной
эйлеровой характеристики с компактной связной простой группой
Ли G и соответствующим редуктивным разложением

g = h⊕ p.

Подгруппа H содержит максимальный тор T группы G. Мы рас-
смотрим разложение корневой системы

gC = tC ⊕
⊕

α∈R

gα

комплексификации gC алгебры Ли g, где tC — картановская подал-
гебра, соответствующая T , а R — корневая система.

Для произвольного подмножества P ⊂ R обозначим через

g(P ) =
∑

α∈P

gα
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подпространство, натянутое на соответствующие корневые про-
странства gα. Тогда Ad(H)-модуль pC раскладывается в прямую сум-
му

pC = g(R1)⊕ · · · ⊕ g(Rk)

дизъюнкных подмодулей (см. предложение 2.22), где R = R1 ∪ . . .
∪Rk — дизъюнктное разложение R, а подсистемы Ri симметричны,
т. е. −Ri = Ri. Кроме того, вещественные Ad(H)-модули g ∩ g(Ri)
неприводимы. Произвольная инвариантная метрика на M опреде-
ляется метрическим эндоморфизмом A на p, чье расширение на pC

имеет вид
A = diag(x1 · 1m1 , . . . , x` · 1m`

),

где xi — произвольные положительные числа, xi 6= xj , и каждый
модуль mi является прямой суммой некоторых модулей вида g(Rm),
m = 1, . . . , k.

Мы предположим, что A не является скалярным оператором
(т. е. ` > 1) и определяет инвариантную метрику с однородными
геодезическими. Будем говорить, что корень α соответствует соб-
ственному значению xi оператора A, если gα ⊂ mi.

Лемма 5.5. Существуют два корня α, β, где α соответствует x1,
а β соответствует xi при 2 6 i 6 ` такие, что при этом α + β также
является корнем.

C Если предположить противное, то [m1,mi] = 0 для i 6= 1 и
g1 := m1 + [m1, m1] является нетривиальным идеалом простой алгеб-
ры Ли g, что невозможно. B

Теперь мы зафиксируем корни α и β, существование которых
доказано в предыдущей лемме. Поскольку R(α, β) := R ∩ span{α, β}
есть корневая система ранга 2, мы всегда можем взять корни α, β∈R,
образующие базис корневой системы R(α, β). Тогда подалгебра

gα,β := tC +
∑

γ∈R(α,β)

gγ

алгебры Ли gC является централизатором подалгебры t′ = kerα ∩
kerβ ⊂ tC.

Орбита Gα,βo ⊂ M соответствующей подгруппы Gα,β = T ′ ·
G′α,β ⊂ G является вполне геодезическим подмногообразием ис-
следуемого многообразия и сама при этом (снабженная индуци-
рованной римановой метрикой) является (очевидно, собственным)
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ГО-пространством с эффективной ранга 2 простой группой движе-
ний G′α,β , соответствующей корневой системе R(α, β) (см. предложе-
ние 5.8).

Отметим, что это пространство также имеет положительную эй-
лерову характеристику, поскольку стабилизатор точки o содержит
двумерный тор, порожденный векторами Hα,Hβ ∈ tC, соответству-
ющими корням α, β. Поясним, что Hα = 2

〈α,α〉 b−1 · α (символ b−1 · α
обозначает вектор в tC, сопряженный к корню α относительно b).

Следующее предложение позволяет понять строение полученного
однородного многообразия.

Предложение 5.11. Каждое собственное ГО-пространство
(M = G/H, g) положительной эйлеровой характеристики с компакт-
ной простой группой G ранга 2 локально изометрично однородному
пространству M = SO(5)/U(2) с инвариантной римановой метрикой,
порожденной метрическим эндоморфизмом

A = x1 · 1g(Rs) + x2 · 1g(R`), x1 6= x2 > 0,

где
Rs = {±ε1,±ε2}, R` = {±ε1 ± ε2},

являются соответственно множествами коротких и длинных корней
алгебры Ли so(5). Можно предполагать дополнительно, что

pC = g
(
Rs ∪ {ε1 + ε2}

)
, hC = tC + gε1−ε2 .

C Доказательство этого предложения получается из результатов
работы [72]. Действительно, группа G имеет алгебру Ли g, изоморф-
ную либо su(3) = A2, либо so(5) = sp(2) = B2 = C2, либо g2.
Поскольку универсальная риманова накрывающая ГО-пространства
сама является ГО-пространством, мы можем без ограничения общ-
ности считать, что G/H односвязно.

Если g = su(3), то G/H = SU(3)/S(U(2) × U(1)) (неприво-
димое симметрическое пространство) или флаговое многообразие
G/H = SU(3)/T 2. Из классификации флаговых ГО-многообразий
в [72] получаем, что все ГО-метрики на этих пространствах SU(3)-
нормальны.

Если g = so(5) = sp(2), то (g, h) = (so(5),R2), (g, h) = (so(5),R ⊕
su(2)l), (g, h) = (so(5),R⊕ su(2)s) или (g, h) = (so(5), su(2)l ⊕ su(2)l),
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где su(2)l (соответственно, su(2)s) означает трехмерную подалгебру,
порождаемую всеми длинными (соответственно, короткими) корня-
ми g. Последняя пара соответствует неприводимому симметрическо-
му пространству SO(5)/SO(4), которое допускает лишь нормальные
метрики. Все остальные пространства являются флаговыми много-
образиями. Из результатов работы [72] получаем единственно воз-
можную пару (g, h) = (so(5),R⊕ su(2)l), которая соответствует про-
странству SO(5)/U(2) = Sp(2)/U(1) · Sp(1).

Теперь рассмотрим корневую систему R для g = g2:

R(G2) =
{± α,±β,±(α + β),±(α + 2β),±(α + 3β),±(2α + 3β)

}
.

При этом длинными корнями являются ±α, ±(α + 3β), ±(2α + 3β).
Перечислим все собственные замкнутые симметричные корневые
подсистемы (корневая подсистема R′ корневой системы R назы-
вается замкнутой (симметричной), если из включений ϕ,ψ ∈ R′

и ϕ + ψ ∈ R следует ϕ + ψ ∈ R′ (соответственно, если включе-
ние ϕ ∈ R′ влечет −ϕ ∈ R′)): ∅, {±α}, {±β}, {±β,±(2α + 3β)},
{±α,±(α+3β),±(2α+3β)}. В трех первых случаях получаем флаго-
вые многообразия G2/T 2, G2/SU(2)SO(2) и G2/A1,3SO(2), где A1,3 —
группа Ли с подалгеброй типа A1 индекса 3 [50]. В работе [72] до-
казано, что все эти пространства допускают лишь нормальные ГО-
метрики. Две оставшиеся корневые подсистемы соответствуют мак-
симальным подалгебрам алгебры g2: su(2) ⊕ su(2) и su(3) соответ-
ственно. Соответствующими однородными пространствами являют-
ся G2/SO(4) и G2/SU(3) = S6. Отметим, что G2/SO(4) является
неприводимым симметрическим пространством, а второе — изотроп-
но неприводимо. Поэтому они допускают лишь нормальные однород-
ные метрики. B

Таким образом, полученная нами орбита Gα,βo ⊂ M локально
изометрична однородному ГO-пространству (SO(5)/U(2), gx1,x2) при
некоторых x1 6= x2. Это наблюдение работает при любом выборе
корней α и β, удовлетворяющих условиям леммы 5.5. Поэтому мы
получаем

Следствие 5.3. Пусть G — простая связная компактная группа
Ли, (M = G/H, g) — собственное ГО-пространство положительной
эйлеровой характеристики. Тогда корневая система R комплексной
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алгебры Ли gC допускает дизъюнктное разложение

R = R0 ∪R1 ∪R2,

где R0 — корневая система комплексифицированной алгебры изо-
тропии hC, со следующими свойствами:

1) Если α ∈ R1, β ∈ R2 и α + β ∈ R, то α − β ∈ R и корневая
система R(α, β) ранга 2 имеет тип B2 = C2.

2) Кроме того, если α, β — базис для R(α, β) (т. е. 〈α, β〉 < 0), то
один из корней α, β короткий, а другой длинный, причем один из
корней α± β принадлежит R0, а другой принадлежит R1 ∪R2.

3) Если оба корня α ∈ R1 и β ∈ R2 короткие, то один из длинных
корней α± β принадлежит R0, а другой принадлежит R1 ∪R2.

4) Если оба корня α ∈ R1 и β ∈ R2 длинные, то α± β /∈ R.

Мы будем называть разложение с такими свойствами специаль-
ным разложением. Для того, чтобы получить такое разложение, до-
статочно (см. лемму 5.5) рассмотреть множество R1, состоящее из
всех корней α, соответствующих собственному значению x1 метри-
ческого эндоморфизма A, и R2, состоящее из всех корней β, соответ-
ствующих собственным значениям xi оператора A при i > 1.

Следствие 5.3 влечет

Следствие 5.4. Не существует собственных ГО-пространств по-
ложительной эйлеровой характеристики с простой группой движе-
ний G = SU(n), SO(2n), E6, E7, E8 (это в точности те простые груп-
пы Ли, алгебры Ли которых имеют корни одной и той же длины).

Из предложения 5.11 следует (в частности), что любое ГО-
пространство (G/H, g) положительной эйлеровой характеристики с
G = G2 является нормальным однородным.

Далее мы опишем все специальные разложения (еще не иссле-
дованных) корневых систем типа Bn, Cn и F4. Будем использовать
обозначения из [30] (см. также таблицу 1 во второй главе) для кор-
невых систем и простых корней.

Лемма 5.6. Корневая система

R(F4) =
{
± εi ± εj ,±εi,

1
2
(±ε1 ± ε2 ± ε3 ± ε4), i, j = 1, 2, 3, 4, i 6= j

}

не допускает специальных разложений.
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C Допустим, что такое разложение существует. Значит, мы мо-
жем выбрать корни α ∈ R1, β ∈ R2 так, что α ± β являются кор-
нями. Тогда α, β имеют разную длину, и мы можем предположить,
что |α| < |β| и 〈α, β〉 < 0. Далее, мы можем включить α, β в систему
простых корней δ, α, β, γ (см. [30]). Поскольку все такие системы
сопряжены, мы можем считать, что α = ε4, β = −ε4 + ε3 (см. [30]).
Но это приводит к противоречию, поскольку α− β не является кор-
нем. B

Сейчас мы опишем специальные разложения для корневых си-
стем

R(Bn) =
{± εi,±εi ± εj , i, j = 1, . . . n

}

и
R(Cn) =

{± 2εi,±εi ± εj , i, j = 1, . . . , n
}

типов Bn и Cn (которые на самом деле соответствуют собственным
ГО-пространствам). Отметим, что в обоих случаях RA = {±(εi−εj)}
является замкнутой подсистемой. Мы полагаем R+

A = {±(εi + εj)}.
Обозначим через R+ стандартную подсистему положительных

корней корневой системы R, а через Rs и R` — соответственно под-
множества коротких и длинных корней в R. Тогда существуют спе-
циальные разложения R = R0 ∪ R1 ∪ R2 систем R(Bn) и R(Cn),
которые мы будем называть стандартными разложениями:

R(Bn) = RA ∪Rs ∪R+
A,

R(Cn) = RA ∪R` ∪R+
A.

Эти разложения определяют следующие редуктивные разложения
для однородных пространств SO(2n+1)/U(n) и Sp(n)/U(1)·Sp(n−1):

so(2n + 1) = h + (p1 + p2) = g(RA) +
(
g(Rs) + g(R+

A)
)
,

sp(n) = h + (p1 + p2) = g(RA) +
(
g(R`) + g(R+

A)
)
,

где p1, p2 — неприводимые подмодули в p. Хорошо известно, что
любой метрический эндоморфизм A = diag(x1 · 1p1 , x2 · 1p2) опре-
деляет инвариантную метрику с однородными геодезическими на
соответствующем пространстве M = G/H (см. обсуждение перед
формулировкой теоремы 5.12 и [72]). Теперь теорема 5.12 следует из
следующего предложения.
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Предложение 5.12. Любое специальное разложение корневой
системы RB или RC сопряжено (относительно действия группы Вей-
ля корневой системы) стандартному разложению.

C Здесь мы приведем доказательство предложения для систе-
мы R(Bn). Для системы R(Cn) оно аналогично. Рассмотрим произ-
вольное специальное разложение

R(Bn) = R0 ∪R1 ∪R2

корневой системы R(Bn). Можно считать, что существуют корни
α ∈ R1 и β ∈ R2, удовлетворяющие условиям 〈α, β〉 < 0 и |α| < |β|.
Тогда мы можем включить α, β в систему простых корней, которая
(без ограничения общности) имеет вид

ε1 − ε2, . . . , εn−2 − εn−1, εn−1 + εn = β, −εn = α.

Тогда (εn−1 − εn) ∈ R0. Нам нужна следующая
Лемма 5.7. Пусть R(Bn) = R0 ∪ R1 ∪ R2 — приведенное вы-

ше специальное разложение, V ′ = ε⊥n — ортогональное дополнение
вектора εn и R(Bn−1) = R′ := R ∩ V ′ — индуцированная в гипер-
плоскости V ′ корневая система. Тогда индуцированное разложение
R′ = R′0 ∪R′1 ∪R′2, где R′i := Ri ∩ V ′, является специальным.

C Достаточно проверить, что подмножества R′1, R′2 не являются
пустыми.

Будем говорить, что два корня γ, δ являются эквивалентными
относительно R0 (γ ∼ δ), если их разность принадлежит R0. Экви-
валентные корни принадлежат одной и той же компоненте Ri. Ко-
рень εn−1 = εn − (εn−1 − εn) эквивалентен относительно R0 корню
α = εn. Следовательно, он лежит в R1.

Будем говорить, что пара корней γ, δ с условием 〈γ, δ〉 < 0 яв-
ляется специальной, если один из этих корней принадлежит R1, а
второй принадлежит R2. В таком случае эти корни имеют разную
длину (скажем, |γ| > |δ|). Кроме того, корень γ+δ является коротким
и принадлежит тому же подмножеству Ri, i = 1, 2, что и короткий
корень δ, а корень 2γ + δ является длинным и принадлежит к R0.

Рассмотрим корни σ± = ±εn−2−εn−1. Они имеют отрицательные
скалярные произведения с корнями εn−1 ∈ R1 и β=εn−1+εn∈ R2. Ни
один из корней σ± не принадлежит R1, поскольку иначе мы получим
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специальную пару σ±, β, состоящую из длинных корней. Они не
могут оба принадлежать R0, поскольку иначе εn−2 ∼ εn−1 ∈ R1 и
±εn−2 + εn ∼ εn−1 + εn ∈ R2, и мы получаем специальную пару

γ = εn−2 ∈ R1, δ = −εn−2 + εn ∈ R2

со свойством 2γ + δ ∈ R0, что невозможно. Таким образом, один из
корней σ± = ±εn−2−εn−1 ∈ R′ должен принадлежать R2. Поскольку
корень εn−1 ∈ R′ принадлежит R1, лемма доказана. B

Теперь мы закончим доказательство предложения 5.12 индукци-
ей по n. Утверждение верно для n = 2 согласно предложению 5.11.
Предположим, что оно верно для R(Bn−1) и пусть R(Bn) = R0 ∪
R1∪R2 — специальное разложение как выше. По лемме 5.7 разложе-
ние R′ = R′0∪R′1∪R′2, индуцированное в ортогональной к вектору εn

гиперплоскости V ′, является специальным. По индуктивному пред-
положению мы можем считать, что оно имеет стандартную форму

R0 ={±(εi − εj)}, R1 ={±εi}, R2 ={±(εi + εj), i, j =1, . . . , n− 1}.

Отсюда получаем, что и исходное разложение стандартно. B



ГЛАВА 6

ОБОБЩЕННЫЕ НОРМАЛЬНЫЕ
ОДНОРОДНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

С ВНУТРЕННЕЙ МЕТРИКОЙ

6.1. δ-однородные и однородные
по Клиффорду — Вольфу пространства

Мы начнем с определения важных классов изометрий общих мет-
рических пространств.

Определение 104 [34, 91]. Пусть (X, d) — метрическое прост-
ранство и x ∈ X. Изометрия f пространства (X, d) на себя называет-
ся δ(x)-переносом, если x — точка максимального смещения для f ,
т. е. для всех y ∈ X выполнено неравенство d(y, f(y)) 6 d(x, f(x)).
Изометрия f пространства (X, d) на себя называется (переносом
Клиффорда — Вольфа), если f смещает все точки (X, d) на одно и
то же расстояние, т. е. d(y, f(y)) = d(x, f(x)) для всех x, y ∈ X.

Определение 105. Метрическое пространство (X, d) называет-
ся (G)-δ-однородным (соответственно, (G)-однородным по Клиффор-
ду — Вольфу), если для всех x, y ∈ X существует δ(x)-перенос (соот-
ветственно, перенос Клиффорда — Вольфа) пространства (X, d) (из
группы изометрий G), перемещающий x в y.

Очевидна следующая

Лемма 6.1. Для метрического пространства (X, d) любой пере-
нос Клиффорда — Вольфа является δ(x)-переносом для всех x ∈ X.
Кроме того, любое (G)-однородное по Клиффорду — Вольфу прос-
транство является (G)-δ-однородным, которое в свою очередь явля-
ется (G)-однородным.

Пример 21. Каждая группа Ли с биинвариантной внутренней
метрикой (G, r) и каждая нечетномерная евклидова сфера S2n+1 ⊂
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E 2(n+1) с индуцированной внутренней (римановой) метрикой яв-
ляются однородными по Клиффорду — Вольфу пространствами.
В первом случае достаточно использовать левые сдвиги на элементы
группы. Второй случай разобран, по сути, самим Клиффордом. Оче-
видно, что прямое метрическое произведение δ-однородных (соответ-
ственно, однородных по Клиффорду — Вольфу) пространств также
δ-однородно (соответственно, однородно по Клиффорду — Вольфу).

Нетрудно показать, что δ-однородное риманово многообразие
(M, µ) G-δ-однородно для некоторой связной транзитивной (может
быть, не единственной) группы Ли движений пространства (M, µ);
в качестве G всегда можно взять связную компоненту единицы груп-
пы I(M) всех движений пространства (M, µ). Поэтому в римано-
вом случае в качестве G можно ограничиться рассмотрением только
связных транзитивных групп Ли движений.

Определение 106. Локально компактное пространство с внут-
ренней метрикой или риманово однородное многообразие (M =
G/H, ρ) со связной полной в компактно-открытой топологии транзи-
тивной группой движений G и стабилизатором H в точке x ∈ M на-
зывается G-нормальным в обобщенном (соответственно, обычном)
смысле, если G допускает биинвариантную (соответственно, римано-
ву биинвариантную) внутреннюю метрику r такую, что естественная
проекция (G, r) → (G/H, ρ) является субметрией.

Отметим, что согласно работе [9] каждая биинвариантная внут-
ренняя метрика на группе Ли финслерова. В настоящее время
не известно ни одного примера неразложимого компактного од-
носвязного δ-однородного риманова многообразия нулевой эйлеро-
вой характеристики, которое не являлось бы нормальным однород-
ным.

6.2. δ-однородные и ограниченно однородные по
Клиффорду — Вольфу римановы многообразия

Определение 107. Пространство с внутренней метрикой (M, ρ)
называется ограниченно (G)-δ-однородным (соответственно, ограни-
ченно (G)-однородным по Клиффорду — Вольфу), если для про-
извольной точки x ∈ M существует число r(x) > 0 такое, что
для любых двух точек y, z в открытом шаре U(x, r(x)) существу-
ет δ(y)-перенос (соответственно, перенос Клиффорда — Вольфа)
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пространства (M, ρ) (из группы движений G), переводящий y в z.
Верхняя грань R(x) всех таких чисел r(x) называется радиусом
(G)-δ-однородности (соответственно, радиусом (G)-однородности по
Клиффорду — Вольфу) пространства (M, ρ) в точке x.

Предложение 6.1. Каждое связное ограниченно (G)-δ-однород-
ное локально компактное полное пространство с внутренней метри-
кой является (G)-δ-однородным.

C Ясно, что (в обозначениях определения 107) функция R(x),
x ∈ M , тождественно равна +∞, т. е. пространство (M, ρ) (G)-
δ-однородно, или удовлетворяет неравенству |R(x1) − R(x2)| 6
ρ(x1, x2), где функция R(x), x ∈ M , положительна.

Рассмотрим произвольные точки x, y некоторого метрического
пространства (M, ρ) и предположим, что это пространство удовле-
творяет указанному условию. Тогда можно соединить точки x и y
некоторой кратчайшей [x, y]. Согласно сказанному выше, можно раз-
бить последовательно эту кратчайшую точками x0 =x, x1, . . . , xm =y
так, что для каждого l, где 0 6 l 6 m − 1, существует δ(xl)-перенос
fl пространства (M,ρ) (из группы G), перемещающий точку xl в
точку xl+1. Из неравенства треугольника следует, что композиция
f := fm−1 ◦ . . . ◦ f0 есть δ(x)-перенос пространства (M, ρ) (из груп-
пы G) такой, что f(x) = y. B

Следствие 6.1. Каждое связное ограниченно (G)-однородное по
Клиффорду — Вольфу локально компактное полное пространство с
внутренней метрикой является (G)-δ-однородным.

Определение 108. Изометрия f метрического пространства
(M, ρ) на себя называется ограниченной, если

displ(f) := sup
x∈M

ρ(x, f(x)) < +∞.

При этом число displ(f) называется смещением изометрии f .

На основании неравенства треугольника в (M,ρ) легко доказать

Предложение 6.2. Множество BI(M) всех ограниченных изо-
метрий метрического пространства (M, ρ) является группой с биин-
вариантной метрикой

d(f, g) := displ(f−1g).
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Лемма 6.2. Пусть (M,ρ) — риманово многообразие (с внутрен-
ней метрикой ρ) с некоторой транзитивной группой Ли G изометрий,
замкнутой в полной группе движений (M, ρ); fk ∈ G — последо-
вательность изометрий со смещениями, равномерно ограниченны-
ми сверху числом r, где 0 < r < +∞. Тогда существует подпо-
следовательность последовательности fk, сходящаяся в G к неко-
торой изометрии f. При этом displ(f) 6 r. Как следствие, группа
(BI(M) ∩G, d) метрически полна.

C Пространство (M, ρ) можно представить в виде однородного
фактор-пространства G/H группы Ли G всех его изометрий по ее
компактной подгруппе H (стабилизатору некоторой точки x ∈ M).
Вследствие предложения 4.1 и теоремы 1.25 соответствующая про-
екция p : G → G/H = M является локально тривиальным рас-
слоением. Отсюда легко выводится, что эта проекция является соб-
ственным отображением, т. е. прообраз каждого компактного под-
множества в (M,ρ) относительно p компактен. Вследствие условия
леммы для всех k ρ(x, fk(x)) 6 displ(fk) 6 r, т. е. fk(x) ∈ B(x, r).
На основании теоремы Хопфа — Ринова, шар B(x, r) компактен,
и, следовательно, все изометрии fk лежат в компактном множе-
стве p−1(B(x, r)) ⊂ G. Следовательно, существует подпоследова-
тельность последовательности fk, сходящаяся в G к некоторой изо-
метрии f . Ясно, что displ(f) 6 r вследствие непрерывности дей-
ствия группы G = I(M) в M . Теперь последнее утверждение очевид-
но. B

Лемма 6.3. Пусть (M,ρ) и G — те же, что и в лемме 6.2, U — про-
извольная окрестность единицы в G. Тогда существует число r > 0
такое, что f ∈ U , если f ∈ G и displ(f) 6 r.

C Предположим, что лемма неверна. Тогда для каждого нату-
рального числа k существует изометрия fk ∈ G такая, что displ(fk) 6
1/k и fk /∈ U . Тогда d(fk, e) = displ(fk) 6 1/k и fk → e в G вследствие
леммы 6.2. Противоречие. B

Лемма 6.4. Пусть (M, ρ) — полное риманово многообразие,
Radinj(x) = l — радиус инъективности многообразия M в точке
x ∈ M ; f ∈ I(M), 0 < 2 displ(f) = 2ρ(x, f(x)) = 2r < l. Тогда
displ(fk) 6 |k|r для всех k ∈ Z; ρ(x, f2(x)) = 2r; все точки орби-
ты точки x относительно группы fk, k ∈ Z, лежат на единственной
геодезической γ, соединяющей точки x и f(x).
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C Первое утверждение является следствием неравенства тре-
угольника в (M, ρ). Вследствие условия на радиус инъективности
на геодезической γ существует единственная точка y такая, что
ρ(x, y) = 2r и ρ(f(x), y) = r, т. е. f(x) — середина единственного
кратчайшего отрезка [x, y]. Предположим, что второе утверждение
неверно. Тогда ρ(x, f2(x)) < 2r, f2(x) 6= y, и точка f2(x) является
серединой единственного кратчайшего отрезка [f(x), f(y)]. Тогда
ρ(y, f(y)) > r вследствие соотношений ρ(f(x), y) = r и f2(x) 6= y.
Это противоречит равенству displ(f) = ρ(x, f(x)) = r. Таким обра-
зом, должно быть ρ(x, f2(x)) = 2r и f2(x) = y. Отсюда следует, что
для всех k ∈ Z, точка fk+1(x) является серединой единственного
кратчайшего отрезка [fk(x), fk+2(x)], а следовательно, и последнее
утверждение леммы. B

Теорема 6.1. Для связного полного риманова многообразия
(M, ρ) и некоторой его группы Ли G движений следующие условия
эквивалентны:

1) (M, ρ) G-δ-однородно (соответственно, ограниченно G-одно-
родно по Клиффорду — Вольфу);

2) каждая геодезическая γ в (M, ρ) с началом в какой-нибудь
точке x ∈ M является интегральной кривой некоторого киллин-
гова векторного поля на многообразии (M,ρ) из алгебры Ли груп-
пы Ли G, достигающего максимального значения длины в точке x
(соответственно, имеющего постоянную длину);

3) для каждой точки x ∈ M и каждого вектора v ∈ Mx существу-
ет киллингово векторное поле X на многообразии (M, ρ) из алгебры
Ли группы Ли G, достигающее максимального значения длины в
точке x (соответственно, имеющее постоянную длину), с условием
X(x) = v.

C Доказательство проводится одновременно для обоих случаев.
Очевидно, из условия 2) следует условие 3). Обратное утвержде-

ние следует из пункта 3) теоремы 3.3.
Теперь достаточно доказать эквивалентность условий 1) и 2). Яс-

но, что вследствие связности и полноты многообразия (M, ρ), при на-
личии любого из четырех условий, упоминающихся в 1) и 2), группа
Ли G транзитивна на многообразии (M, ρ). Тогда радиус инъектив-
ности многообразия M не меньше некоторой постоянной L > 0.
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1) ⇒ 2). Пусть U = exp(V ) — диффеоморфный образ какой-
нибудь ограниченной выпуклой симметричной открытой окрестно-
сти нуля в Ge и γ — (нетривиальная) геодезическая в (M, ρ) с нача-
лом в x ∈ M. Тогда существует число r > 0, для которого одновре-
менно верны утверждение леммы 6.3, условие леммы 6.4 (и, соответ-
ственно, условие из определения 107 ограниченно однородного по
Клиффорду — Вольфу многообразия). Для каждого натурального
числа k существует изометрия (соответственно, перенос Клиффор-
да — Вольфа) fk ∈ G с условиями displ(fk) = r/2k−1 = ρ(x, fk(x)) и
fk(x) = γ(sk), где sk = c/2k−1 для некоторого фиксированого числа
c > 0, не зависящего от k. Из выбора числа r и лемм 6.3 и 6.4 следу-
ет, что орбита O(x, k) точки x относительно каждой группы изомет-
рий, порожденной fk, лежит на γ, f l

k ∈ U и displ(f l
k) = ρ(x, f l

k(x)) =
|l|r/2k−1 (соответственно, displ(f l

k) = ρ(y, f l
k(y)) = |l|r/2k−1 для

всех точек y ∈ M) для всех l ∈ [−2k−1, 2k−1]. Отсюда следует, что
O(x, k + 1) ⊃ O(x, k) и f l

k = exp((l/2k−1)Xk) для некоторого Xk ∈ V
и всех натуральных k и l ∈ [−2k−1, 2k−1]. Из последовательности
векторов Xk можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся к
некоторому вектору X из замыкания (ограниченной) области V. По
построению, для любых двоично-рациональных чисел s, t ∈ [0, 1]
выполняется равенство ρ(exp(tX)x, exp(sX)x) = |s − t|r (соответ-
ственно, ρ(exp(tX)y, exp(sX)y) = |s − t|r для всех точек y ∈ M)
и exp(τX)x) = γ(cτ) для всех двоично-рациональных чисел τ . Сле-
довательно, это верно и для всех чисел s, t ∈ [0, 1], τ ∈ R, вектор X,
рассматриваемый как киллингово векторное поле на (M, ρ), имеет
максимальную длину в точке x (соответственно, постоянную дли-
ну), равную r. Ясно теперь, что γ является интегральной кривой
искомого киллингова векторного поля Y = (1/c)X.

1) ⇐ 2). Пусть теперь каждая геодезическая γ с началом в какой-
нибудь точке x ∈ M является интегральной кривой некоторого кил-
лингова векторного поля X на многообразии (M,ρ) из алгебры Ли
группы Ли G, достигающего максимального значения длины в точ-
ке x (соответственно, имеющего постоянную длину). Можно считать,
что каждая такая геодезическая γ параметризована длиной дуги.
Тогда для каждого числа t ∈ (0, L) и любой точки y ∈ M получа-
ем соотношения t = ρ

(
x, exp(tX)(x)

)
=

∫ t

0

∣∣c′x(s)
∣∣ ds >

∫ t

0

∣∣c′y(s)
∣∣ ds >

ρ
(
y, exp(tX)(y)

)
, где cx и cy обозначают соответственно интеграль-

ные кривые поля X, проходящие через точки cx и cy (для второго
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условия вследствие пункта 3) теоремы 3.3 вместо неравенств в со-
отношениях выше надо поставить знаки равенства). Отсюда следу-
ет, что exp(tX) является δ(x)-переносом (соответственно, переносом
Клиффорда — Вольфа), а M — ограниченно δ-однородным, следова-
тельно δ-однородным (соответственно, ограниченно однородным по
Клиффорду — Вольфу). Теорема доказана. B

Следствие 6.2. Каждое (G)-δ-однородное риманово многообра-
зие является геодезически орбитальным римановым пространством
(с группой движений G).

6.3. Некоторые структурные результаты

На основании теорем 3.5 и 6.1 получаем
Следствие 6.3. Каждое δ-однородное (соответственно, однород-

но ограниченное по Клиффорду — Вольфу) риманово многообразие
(M, µ) с внутренней метрикой ρ имеет неотрицательную секционную
кривизну.

Заметим, что это следствие вытекает также из следующей теоре-
мы.

Теорема 6.2 (Берестовский — Плаут [91]). Каждое локально
компактное δ-однородное пространство с внутренней метрикой огра-
ниченной снизу кривизны по Александрову имеет неотрицательную
кривизну.

Известна следующая теорема.
Теорема 6.3 (Топоногов [55]). Каждое полное риманово мно-

гообразие (M, µ) неотрицательной секционной кривизны, содержа-
щее прямую метрическую линию, изометрично прямому риманову
произведению (N, ν)× R.

Лемма 6.5. Предположим, что риманово многообразие (M,µ)
изометрично прямому метрическому произведению (K,µ1)×(Em, µ2),
где (K, µ1) — компактное однородное риманово многообразие, и
(Em, µ2) — конечномерное евклидово пространство. Тогда каждая
изометрия f пространства (M,µ) имеет вид f = f1 × f2, где f1

(соответственно, f2) — изометрия пространства (K, µ1) (соответст-
венно, (Em, µ2)).

C Легко видно, что геодезическая в (M, µ) является метрической
прямой тогда и только тогда, когда она расположена в некотором
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евклидовом подпространстве {k}×Em. Поэтому каждая изометрия f
пространства (M, µ) переставляет такие подпространства. Так как f
сохраняет ортогональность, то f должна переставлять все слои вида
K × {e}. Это доказывает лемму. B

Лемма 6.6. Если M = M1 ×M2 — прямое метрическое произве-
дение римановых многообразий, то его изометрия вида f = f1 × f2

является δ(x)-переносом для точки x = (x1, x2) ∈ M тогда и только
тогда, когда изометрии f1 : M1 → M1 и f2 : M2 → M2 являются
δ-переносами в точках x1 ∈ M1 и x2 ∈ M2 соответственно. Анало-
гичное утверждение верно для переносов Клиффорда — Вольфа.

C Напомним, что ρ((x1, x2), (y1, y2)) =
√

ρ2
1(x1, y1) + ρ2

2(x2, y2),
где ρ, ρ1, ρ2 — внутренние метрики пространств M , M1 и M2 соот-
ветственно. Из этого сразу получаем достаточность. Предположим,
что f = f1× f2 — δ-перенос пространства M в точке x = (x1, x2), но,
например, f1 не является δ-переносом в точке x1. Тогда существует
точка x′1 такая, что ρ1(x′1, f1(x′1)) > ρ1(x1, f1(x1)). Поэтому

ρ
(
(x1, x2), f(x1, x2)

)
=

√
ρ2
1

(
x1, f1(x1)

)
+ ρ2

2

(
x2, f2(x2)

)
<

<
√

ρ2
1

(
x′1, f1(x′1)

)
+ ρ2

2

(
x2, f2(x2)

)
= ρ

(
(x′1, x2), f(x′1, x2)

)
,

что противоречит предположениям леммы. Ясно, что второе утвер-
ждение является следствием первого. B

Теорема 6.4. Каждое связное δ-однородное (соответственно,
ограниченно однородное по Клиффорду — Вольфу) риманово мно-
гообразие (M, µ) компактно или изометрично прямому метрическо-
му произведению евклидова пространства и компактного δ-однород-
ного (соответственно, ограниченно однородного по Клиффорду —
Вольфу) риманова многообразия неотрицательной секционной кри-
визны.

C Теорема вытекает из следствия 6.3, теоремы 6.3 и лемм 6.5,
6.6. B

Непосредственным следствием теорем 3.28 и 6.1 является
Теорема 6.5. Каждое локально изометричное накрывающее

пространство риманова δ-однородного (соответственно, ограниченно
однородного по Клиффорду — Вольфу) многообразия является ри-
мановым δ-однородным (соответственно, ограниченно однородным
по Клиффорду — Вольфу) римановым многообразием.
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Следствие 6.4. Универсальное риманово накрывающее про-
странство (M̃, µ̃) δ-однородного (соответственно, ограниченно од-
нородного по Клиффорду — Вольфу) компактного риманова
многообразия (M,µ) компактно тогда и только тогда, когда
π1(M) конечна. Иначе (M̃, µ̃) изометрично прямому метрическо-
му произведению некоторого компактного односвязного δ-однород-
ного (соответственно, ограниченно однородного по Клиффорду —
Вольфу) риманова пространства и некоторого нетривиального ев-
клидова пространства.

Теорема 6.6. Однородное пространство M = G/H связной груп-
пы Ли G по ее компактной подгруппе H допускает инвариантную
риманову δ-однородную метрику тогда и только тогда, когда G/H
допускает инвариантную риманову метрику неотрицательной секци-
онной кривизны.

C Необходимость вытекает из следствия 6.3. Докажем доста-
точность. Предположим, что M = G/H допускает инвариантную
риманову метрику µ неотрицательной секционной кривизны.

Если M компактно, то группа Ли G компактна и допускает би-
инвариантную риманову метрику γ. Тогда существует единствен-
ная риманова метрика ν на M такая, что каноническая проекция
p : (G, γ) → (M,ν) является римановой субмерсией. При этом ν G-
инвариантна на G/H, и (G/H, ν) — G-нормальное однородное ри-
маново многоообразие. Согласно примеру 21, следствию 1.6 и теоре-
ме 6.7 (G/H, ν) есть δ-однородное пространство.

Предположим, что M некомпактно. Тогда вследствие предпо-
ложения и теоремы 6.3 для некоторой инвариантной римановой
метрики µ все условия леммы 6.5 выполняются, и (K, µ1) име-
ет неотрицательную секционную кривизну. Поэтому верны утвер-
ждения леммы 6.5. Очевидно, множество всех изометрий вида
{f1|f = (f1, f2) ∈ G} образует предкомпактную транзитивную груп-
пу изометрий G1 компактного пространства (K, µ1) (относительно
компактно-открытой топологии) с замыканием Γ1 := G1, являющим-
ся компактной эффективной транзитивной группой Ли изометрий
пространства (K,µ1). Следовательно, многообразие K допускает Γ1-
инвариантную риманову метрику γ1 такую, что (K, γ1) — нормаль-
ное однородное пространство группы Ли Γ1. Аналогично рассужде-
ниям из предыдущего абзаца, (K, γ1) есть δ-однородное простран-
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ство. Из последних рассуждений вытекает, что риманова метрика
g0 = γ1 × µ2 на M инвариантна относительно действия группы G.
В этом случае риманово многообразие (M, µ0) = (K, γ1) × (Em, µ2)
является δ-однородным пространством как прямое метрическое про-
изведение δ-однородных пространств. B

6.4. Обобщенные нормальные однородные
и δ-однородные римановы многообразия

Здесь мы приводим результаты из работы [90].

Теорема 6.7. Пусть (M, r) — локально компактное G-δ-однород-
ное пространство с внутренней метрикой. Предположим, что груп-
па G нормализует некоторую замкнутую подгруппу H полной груп-
пы изометрий Isom(M) пространства M (снабженной компактно-
открытой топологией). Тогда пространство орбит H\M с фактор-
метрикой ρ — (G)-δ-однородное локально компактное пространство
с внутренней метрикой.

C Согласно теореме С. Э. Кон-Фоссена [109], каждое полное ло-
кально компактное пространство с внутренней метрикой конечно-
компактно, т. е. каждое его замкнутое ограниченное подмножество
компактно. В статье [10] доказано, что каждая замкнутая подгруппа
полной группы изометрий (с компактно-открытой топологией) лю-
бого конечно-компактного пространства имеет замкнутые орбиты.
Из этого следует, что группа H имеет замкнутые орбиты в M .

На основании этого легко доказать, что каноническая проекция
p : (M, r) → (H\M, ρ) является субметрией. Это эквивалентно сле-
дующим двум свойствам:

1) отображение p не увеличивает расстояния;
2) для любых трех точек x, y ∈ H\M , ξ ∈ p−1(x) существует

некоторая точка η ∈ p−1(y) такая, что r(ξ, η) = ρ(x, y).
Рассмотрим теперь произвольные точки x, y ∈ H\M и соответ-

ствующие точки ξ, η из свойства 2). По условию существует δ(ξ)-
перенос F пространства (M, r) из группы G такой, что F (ξ) = η.
Так как группа G нормализует группу H, существует некоторая изо-
метрия f пространства (H\M, ρ), индуцированная изометрией F .
Кроме того, f(x) = p(F (ξ)) = p(η) = y. Теперь для любой точки
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z = p(ζ) ∈ H\M из свойств 1) и 2) следуют соотношения

ρ
(
x, f(x)

)
= ρ(x, y) = r(ξ, η) = r

(
ξ, F (ξ)

)
>

> r
(
ζ, F (ζ)

)
> ρ

(
p(ζ), p(F (ζ))

)
= ρ

(
z, f(z)

)
,

т. е. f — δ(x)-перенос пространства (H\M,ρ), переводящий точку x
в точку y. Поэтому пространство (H\M, ρ) G-δ-однородно. B

Следствие 6.5. Каждое (G)-нормальное в обобщенном смысле
однородное локально компактное пространство с внутренней метри-
кой (G)-δ-однородно. Как следствие, каждое (G)-нормальное в обыч-
ном или в обобщенном смысле однородное риманово многообразие
(G)-δ-однородно.

C Пусть рассматриваемое (G)-нормальное (в обобщенном смыс-
ле) однородное пространство является (метрическим) фактор-прост-
ранством (G/H, ρ) некоторой локально компактной топологической
группы (G, r) с биинвариантной внутренней метрикой r по ее ком-
пактной подгруппе H. Тогда группа левых переносов группы (G, r)
является транзитивной группой переносов Клиффорда — Вольфа,
коммутирующей с группой правых переносов на элементы подгруп-
пы H, состоящей из некоторых изометрий пространства (G, r). Те-
перь достаточно применить теорему 6.7. B

Теорема 6.8. Пусть (M, µ) — гладкое связное компактное ри-
маново многообразие с внутренней метрикой ρ и G — компонента
связности единицы полной группы изометрий пространства (M, µ).
Тогда функция d : G×G → R, определенная формулой

d(g, h) = max
x∈M

ρ(g(x), h(x)), (6.1)

определяет некоторую биинвариантную метрику на G, совместимую
с ее компактно-открытой топологией. В этом случае (G, d) локаль-
но изометрично (G,D) для некоторой биинвариантной внутренней
метрики D на G. При отождествлении алгебры Ли g = Ge группы G
с алгеброй Ли киллинговых векторных полей на (M, µ), D совпадает
с биинвариантной финслеровой метрикой на G, задаваемой Ad(G)-
инвариантной чебышевской нормой ‖·‖ на g, определенной формулой

‖X‖ = max
x∈M

√
µ(X(x), X(x)). (6.2)
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C Биинвариантность метрики d проверяется непосредственно. Из
компактности (M, µ) следует компактность группы Ли G. Тогда,
так как G связно, экспоненциальное отображение алгебры Ли g в G
сюръективно.

Пусть g 6= e — произвольный элемент из G. Тогда g = exp(X) для
некоторого подходящего киллингова векторного поля X на (M, µ).
Пусть

‖X‖ = max
x∈M

√
µ(X(x), X(x)) =

√
µ(X(y), X(y)).

Согласно утверждению 3) теоремы 3.3 кривая γ(t) = exp(tX)(y),
0 6 t 6 1, является отрезком геодезической в (M, µ) длины ‖X‖.
Известно, что для любой другой точки x ∈ M кривая exp(tX)(x),
0 6 t 6 1, параметризована пропорционально длине дуги с ко-
эффициентом пропорциональности

√
µ(X(x), X(x)), не превосходя-

щим ‖X‖. Поэтому длина каждой дуги второй кривой не превосходит
длины соответствующей дуги геодезической γ.

Радиус инъективности компактного гладкого многообразия
(M, µ) ограничен снизу некоторым числом r > 0. Если 0 6 s‖X‖ < r,
t, s ∈ [0, 1], то отсюда следует, что для g(s) = exp(sX), g(t) = exp(tX),
точка γ(t) есть точка максимального смещения на (M, ρ) для дви-
жения g(s), так как ρ(g(s)(γ(t)), γ(t)) = s‖X‖ согласно равенствам

g(s)(γ(t)) = g(s)(g(t)(y)) = g(s + t)(y) = γ(s + t).

Тогда d(g(t), g(t + s)) = s‖X‖, длина кривой g(t), 0 6 t 6 1, в (G, d)
равна числу ‖X‖. Поэтому любые две точки в (G, d) можно соеди-
нить кривой конечной длины (относительно метрики d). Пусть D —
внутренняя метрика, соответствующая метрике d.

Существует положительное число s0 такое, что exp : g → G —
диффеоморфизм некоторой открытой окрестности V нуля в g на
открытый шар U(e, s0) радиуса s0 в (G, d). Тогда из проведенных
рассуждений вытекает, что кривая g(t), 0 6 t 6 1, является геодези-
ческой в (G, D) и D(g, h) = d(g, h), если d(g, h) < min(r, s0). Кроме
того, d 6 D.

Из предшествующих вычислений длины геодезической g(t) =
exp(tX), 0 6 t 6 1, в (G,D) ясно, что D — биинвариантная финсле-
рова (внутренняя) метрика на G, задаваемая Ad(G)-инвариантной
нормой ‖ · ‖ на g, определяемой по формуле (6.2). Легко проверить,
что эта формула определяет некоторую норму на g. B
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Вопрос 5. Совпадают ли метрики d и D на G?
Теорема 6.9. Пусть (M, µ) — компактное однородное римано-

во многообразие. Тогда существует некоторое положительное чис-
ло s > 0 такое, что для каждого движения f пространства (M,µ)
с максимальным смещением δ, меньшим числа s, существует един-
ственное киллингово векторное поле X на (M, µ) такое, что
maxx∈M

√
µ(X(x), X(x)) = 1 и γX(δ) = f , где γX(t), t ∈ R, — 1-па-

раметрическая группа движений на (M, µ), порожденная полем X.
Если f — перенос Клиффорда — Вольфа, то киллингово поле X
имеет постоянную единичную длину на (M, µ).

C Снабдим компоненту связности единицы G полной группы изо-
метрий пространства (M, µ) биинвариантной метрикой d как в тео-
реме 6.8. Существует достаточно малое число s > 0 (которое мож-
но предполагать меньшим радиуса инъективности r многообразия
(M, µ)) такое, что экспоненциальное отображение exp : g → G явля-
ется диффеоморфизмом некоторой окрестности V нуля в g на неко-
торый открытый шар U(e, s) в (G, d). Тогда для каждого движе-
ния f пространства (M,µ) с условием d(f, e) = δ < s существует
единственный вектор Y ∈ V такой, что exp(Y ) = f . В доказатель-
стве теоремы 6.8 было показано, что D(f, e) = d(f, e) для всех таких
движений f . Это общее значение также равно длине пути exp(τY ),
0 6 τ 6 1, соединяющего элементы e и f , относительно биинвари-
антной нормы ‖ · ‖ на g из теоремы 6.8 и длине ‖Y ‖. По определе-
нию, ‖Y ‖ = maxx∈M

√
µ(Y (x), Y (x)). Теперь ясно, что X = (1/δ)Y —

желаемый вектор. Единственность поля X следует из проведенных
рассуждений.

Предположим теперь, что f — перенос Клиффорда — Вольфа.
Вследствие проведенного построения

‖X‖ = 1 = max
x∈M

√
µ(X(x), X(x)) =

√
µ(X(x1), X(x1)) (6.3)

для некоторой точки x1 ∈ M . Мы утверждаем, что
√

µ(X(x), X(x)) ≡ 1.

В самом деле, иначе существовала бы точка x0 ∈ M такая, что√
µ(X(x0), X(x0)) = ε < 1. Тогда путь c(t) = exp(tX)(x0), 0 6 t 6 δ,

соединяет точку x0 с точкой f(x0) и имеет длину δε. Поэтому
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ρ(x0, f(x0)) 6 δε < δ = ρ(x1, f(x1)), так как согласно условию (6.3),
орбита точки x1 относительно действия 1-параметрической группы
exp(tX), t ∈ R, является геодезической (см. утверждение 3) тео-
ремы 3.3) и δ < r. Это противоречит тому, что f — перенос Клиф-
форда — Вольфа. B

Теорема 6.10. Пусть (M, µ) — компактное связное G-δ-однород-
ное риманово многообразие с внутренней метрикой ρ, а G — замкну-
тая связная подгруппа (Ли) полной группы изометрий пространства
(M, µ), снабженная биинвариантной внутренней метрикой D как в
теореме 6.8 (более точно, ее сужением на G). Тогда D — внутренняя
биинвариантная метрика на G. Фиксируем некоторую точку x0 ∈ M
и определим проекцию p : G → M по формуле p(g) = g(x0) так, что
при обычном отождествлении пространства M с G/H, где H — ста-
билизатор группы G в точке x0, p совпадает с канонической проек-
цией p : G → G/H. Тогда отображение p : (G, D) → (M, ρ) является
субметрией.

C Первое утверждение следует непосредственно из рассуждений
в последних двух абзацах доказательства теоремы 6.8, примененной
к G.

Теперь достаточно проверить свойства 1) и 2) из доказательства
теоремы 6.7.

1) Пусть g, h ∈ G. Тогда

ρ(p(g), p(h)) = ρ(g(x0), h(x0)) 6
6 max

x∈M
ρ(g(x), h(x)) = d(g, h) 6 D(g, h),

т. е. p не увеличивает расстояний.
2) Рассмотрим любые точки x, y в M и положим ρ(x, y) = a. Вы-

берем произвольную кратчайшую K в (M,ρ), соединяющую точки
x и y; рассмотрим некоторую геодезическую γ(s), s ∈ R, в (M, µ),
параметризованную длиной дуги, такую, что γ(0) = x, γ(a) = y и
γ(s) ∈ K, 0 6 s 6 a. Так как (M, ρ) G-δ-однородно, существует
некоторый δ(x)-перенос gt ∈ G пространства (M, ρ), переводящий
точку x в точку γ(t), 0 < t 6 a. Если теперь t достаточно мало, то
вследствие теорем 6.8 и 6.9 существует некоторая 1-параметрическая
группа движений g(s) = γX(s) ∈ G, s ∈ R такая, что g(t) = gt

и maxy∈M

√
µ(X(y), X(y)) =

√
µ(X(x), X(x)). Тогда g(s)(x) = γ(s),

s ∈ R.
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Поэтому D(e = g(0), g(s)) = d(e, g(s)) = s для 0 6 s 6 a. Пусть
p(h) = h(x0) = x для некоторого элемента h ∈ G. Тогда

y = γ(a) = g(a)(x) = g(a)(h(x0)) = p(g(a)h),

D(h, g(a)h) = D(e, g(a)) = a = ρ(x, y). ¤

На основании следствия 6.5 и теоремы 6.10 мы получаем

Следствие 6.6. Компактное связное риманово многообразие
(G)-δ-однородно тогда и только тогда, когда оно (G)-нормально в
обобщенном смысле.

Пусть (G/H, µ) — G-δ-однородное (или компактное однородное)
риманово многообразие со связной группой Ли G, и пусть 〈·, ·〉 —
Ad(G)-инвариантное скалярное произведение на алгебре Ли g груп-
пы Ли G (которое для G-δ-однородного случая существует по тео-
реме 6.4). Рассмотрим 〈·, ·〉-отогональное разложение g = h⊕ p. Как
обычно, мы отождествляем метрику µ с соответствующим Ad(H)-
инвариантным скалярным произведением (·, ·) на p.

Теперь предыдущее следствие можно переформулировать следу-
ющим образом.

Теорема 6.11. Компактное риманово многообразие (G/H, µ)
G-δ-однородно относительно группы Ли G тогда и только тогда,
когда существует Ad(G)-инвариантное центрально симметричное
(относительно нуля) выпуклое тело B в g такое, что

P (B) =
{
v ∈ p

∣∣ (v, v) 6 1
}
,

где P : g → p есть 〈·, ·〉-ортогональная проекция.

Следствие 6.7. Векторное пространство p и скалярное произ-
ведение (·, ·) инвариантны относительно Ad(NG(H0)), где NG(H0) —
нормализатор компоненты связности единицы H0 группы H в G.

C Очевидно, что h Ad(NG(H0))-инвариантно. Тогда p также
Ad(NG(H0))-инвариантно, потому что 〈·, ·〉 Ad(G)-инвариантно. Те-
перь Ad(NG(H0))-инвариантность скалярного произведения (·, ·) сле-
дует из теоремы 6.11. B
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Теорема 6.12. Каждое односвязное компактное однородное ри-
маново многоообразие (M, g) допускает полупростую компактную
транзитивную группу изометрий. Кроме того, если компонента связ-
ности единицы группы всех изометрий пространства (M, g) не по-
лупростая, то χ(M) = 0, и (M, g) — тотальное пространство неко-
торой римановой субмерсии, являющейся нетривиальным главным
расслоением с односвязным однородным римановым многообразием
(M1, g1) в качестве базы и попарно изометричными вполне геодези-
ческими плоскими торами в качестве слоев. Если (M, g) δ-однородно,
то (M1, g1) также δ-однородно.

C Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.24. Пер-
вое утверждение теоремы мы получаем на основании теоремы 4.23.

При этом компонента связности единицы группы G всех изомет-
рий пространства (M, g) не полупроста тогда и только тогда, ко-
гда G имеет нетривиальную компоненту связности единицы C сво-
его центра. Тогда группа C действует на (M, g) как нетривиальная
связная группа переносов Клиффорда — Вольфа. Следовательно,
χ(M) = 0.

Ясно, что орбиты однопараметрических подгрупп группы C
в (M, g) являются геодезическими (см. также доказательство тео-
ремы 4.23). Поэтому орбиты группы C являются попарно изомет-
ричными плоскими вполне геодезическими торами в (M, g).

Из односвязности M и связности слоев римановой субмерсии

q : (M, g) → (C\M, g1) := (M1, g1)

следует нетривиальность расслоения q и односвязность простран-
ства M1.

На основании теоремы 6.7 метрическое фактор-пространство
(C\M, g1) := (M1, g1) — δ-однородное риманово многоообразие, ес-
ли (M, g) — δ-однородное риманово многообразие. B

Замечание 28. Если (M, g) — однородное компактное риманово
многообразие и χ(M) > 0, то по теореме 6.12 компонента связно-
сти единицы группы всех изометрий пространства (M, g) полупро-
ста. Обратное утверждение не верно: компонента связности единицы
группы всех изометрий евклидовой сферы S2l−1, l > 3, есть простая
группа Ли SO(2l) и полупростая группа Ли SO(4) с алгеброй Ли
so(4) = so(3)⊕ so(3) в случае сферы S3.
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Замечание 29. Известный пример сфер Берже S2n+1 = U(n +
1)/U(n) показывает, что в общем случае компонента связности еди-
ницы группы G всех изометрий пространства (M, µ) не полупроста
(даже если (M, g) нормально); в этом случае универсальная накры-
вающая группа Ли группы G некомпактна. Необходимо также заме-
тить, что для сфер Берже U(n + 1)/U(n) (с нормальной метрикой)
алгебра Ли стабилизатора U(n) не ортогональна центру алгебры Ли
u(n+1) относительно соответствующего Ad(U(n+1))-инвариантного
скалярного произведения. См. детали в [240].

Каждое обобщенное нормальное однородное (другими словами,
δ-однородное) риманово многообразие имеет неотрицательную сек-
ционную кривизну. В теореме 4.23 (см. в связи с этим [182]) доказано,
что каждое компактное нормальное однородное риманово многооб-
разие с конечной фундаментальной группой имеет положительную
кривизну Риччи. Естественно возникает

Вопрос 6. Верно ли, что каждое компактное обобщенное нор-
мальное однородное риманово многообразие с конечной фундамен-
тальной группой имеет положительную кривизну Риччи?

Очевидно, из теоремы 4.15 вытекает

Следствие 6.8. Каждое компактное естественно редуктивное
однородное риманово многообразие с положительной эйлеровой ха-
рактеристикой δ-однородно.

Согласно следствию 6.8 и теореме 4.4, компактное естественно
редуктивное однородное риманово многообразие M , не являющееся
δ-однородным, удовлетворяет условию χ(M) = 0.

6.5. Дополнительные симметрии δ-однородных метрик

Напомним, что группа G действует на однородном пространстве
G/H преобразованием Lb : G/H → G/H (b ∈ G), где

Lb(cH) = bcH.

Пусть NG(H) — нормализатор группы H в группе G. Для каждого
элемента a ∈ NG(H) можно корректно определить G-эквивариант-
ный диффеоморфизм Ra : G/H → G/H, действующий по следую-
щему правилу:

Ra(cH) = cHa−1 = ca−1H.
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Теорема 6.13. Пусть (G/H, ρ) — компактное G-δ-однородное ри-
маново многообразие со связной транзитивной группой Ли изомет-
рий G, NG(H) — нормализатор подгруппы H в группе G. Тогда для
каждого элемента a ∈ NG(H) диффеоморфизм Ra : G/H → G/H
является переносом Клиффорда — Вольфа на римановом многооб-
разии (G/H, ρ).

C Ясно, что изометричность отображения Ra эквивалентна тому,
что для всех элементов c ∈ G и a ∈ NG(H), дифференциал dra−1(c)
сохраняет длину каждого вектора u ∈ horc ⊂ Gc, где horc означает
горизонтальное подпространство соответствующей римановой суб-
мерсии pr : (G, ν) → (G/H, µ) в Gc и dra−1(horc) = horca−1 (см. пред-
ложение 4.1). Здесь r, l обозначают операции правых и левых пере-
носов в G. Имеется очевидное равенство

ra−1 = lc ◦ la−1 ◦ (la ◦ ra−1) ◦ lc−1 ,

и соответствующая композиция дифференциалов отображений. Яс-
но, что lc−1(c) = e, dlc−1(horc) = hore = p и d(la ◦ ra−1)(e) = Ad(a).
Но последнее отображение сохраняет пространство p и скалярное
произведение (·, ·) на основании следствия 6.7 и очевидного включе-
ния NGH ⊂ NG(H0). Все дифференциалы левых переносов сохра-
няют горизонтальное распределение и длину горизонтальных век-
торов. Таким образом, отображение Ra — изометрия. Можно легко
проверить теперь, что это отображение есть перенос Клиффорда —
Вольфа, потому что оно порождается правым переносом ra на G,
коммутирующим со всеми левыми переносами на G, порождающи-
ми транзитивную группу изометрий на (G/H, ρ). B

Лемма 6.7. Преобразование Ra (эффективного) однородного
пространства G/H для a ∈ NG(H) совпадает с преобразованием Lb

для некоторого элемента b ∈ G тогда и только тогда, когда a равно
произведению некоторого центрального элемента группы G и неко-
торого элемента группы H.

C Пусть Ra = Lb для некоторого b ∈ G. Так как Ra очевидно
коммутирует с каждым преобразованием Ld, d ∈ G, мы получаем,
что b лежит в центре группы G. Далее, условие Ra = Lb эквивалент-
но следующему: ca−1H = bcH = cbH для каждого c ∈ G. Поэтому
a = b̃d, где b̃ = b−1 — центральный элемент в G, и d — некоторый
элемент группы H. Обратное утверждение очевидно. B
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Теорема 6.14. Пусть (G/H, ρ) — компактное δ-однородное ри-
маново многообразие с полной связной транзитивной полупростой
группой Ли изометрий G. Тогда группа NG(H)/H конечна.

C Согласно теореме 6.13 для каждого элемента a ∈ NG(H)
диффеоморфизм Ra := G/H → G/H, действующий по правилу
Ra(cH) = cHa−1 = ca−1H, есть изометрия пространства (G/H, ρ).

Если dim(NG(H)) > dim(H), то можно выбрать непрерывное се-
мейство изометрий вида Ra, не лежащих в группе G. В самом деле,
рассмотрим вектор U, лежащий в алгебре Ли группы NG(H), но не
в h. Рассмотрим a = exp(tU) ∈ NG(H) для произвольного веще-
ственного числа t. Преобразование Ra изометрично на (G/H, ρ). Так
как центр группы G дискретен, то, используя лемму 6.7, получаем,
что для некоторого открытого множества O ⊂ R, все преобразова-
ния Ra для a = exp(tU), t ∈ O, не лежат в группе G. Но это проти-
воречит тому, что G — полная связная группа изометрий риманова
многоообразия (G/H, ρ).

Поэтому мы заключаем, что dim(NG(H)) = dim(H), и группа
NG(H)/H конечна, так как она компактна. B

Пример 22. Пусть G — компактная связная полупростая груп-
па Ли, и µ — некоторая левоинвариантная риманова метрика на G
такая, что G — компонента связности единицы полной группы изо-
метрий риманова многоообразия (G,µ). Тогда (G,µ) не δ-однородно.
В самом деле, если (G,µ) δ-однородно, то согласно теореме 6.14 груп-
па NG(H)/H конечна. Но в нашем случае H = {e} тривиальна, и
NG(H)/H = G не дискретна.

Последний пример вызывает необходимость обсуждения δ-одно-
родных левоинвариантных римановых метрик на группах Ли. Ясно,
что любая биинвариантная метрика ρ на группе Ли G G-δ-однородна.
Но существуют δ-однородные левоинвариантные небиинвариантные
римановы метрики на группах Ли. Это можно показать следующим
образом.

Пусть G — компактная связная полупростая группа Ли и K —
связная подгруппа Ли в G. Среди всех левоинвариантных римано-
вых метрик на G мы рассмотрим подкласс MG,K метрик, право-
инвариантных относительно K. Легко видно, что подкласс MG,K

состоит из (G × K)-инвариантных римановых метрик на однород-
ном пространстве M = (G×K)/ diag(K) (мы используем естествен-
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ное включение K ⊂ G). В самом деле, группа Ли G c метрикой
из MG,K имеет транзитивную группу движений G ×K со стабили-
затором diag(K) в единице e ∈ G. С другой стороны, ясно, что G
транзитивна на пространстве M = (G×K)/ diag(K).

Рассмотрим теперь (G × K)-нормальную однородную риманову
метрику ρ на M . Тогда риманово однородное пространство (M, ρ)
(G×K)-δ-однородно (см. следствие 6.6). Но проведенное рассужде-
ние показывает, что (M, ρ) изометрично группе Ли G с некоторой
левоинвариантной метрикой ρ1. Эта метрика может быть биинва-
риантной, но легко заметить, что множество (G × K)-нормальных
однородных римановых метрик ρ на M больше множества биинва-
риантных метрик на G (детали см. в [113]). Поэтому мы получаем
δ-однородные левоинвариантные небиинвариантные римановы мет-
рики на G.

Пример 23. Пусть F — связная компактная простая группа Ли,
G = F k, k > 2, H = diag(F ) ⊂ G. Рассмотрим пространство G/H =
F k/ diag(F ), снабженное метрикой ρ, порожденной (минус) формой
Киллинга на F k. Тогда однородное риманово многообразие (G/H, ρ)
δ-однородно. С другой стороны, оно изометрично группе Ли F k−1

с некоторой левоинвариантной римановой метрикой ρ1 (см., напри-
мер, [223]). Если k > 3, то метрика ρ1 не биинвариантна.

Замечание 30.Очевидно, что для компактного G-δ-однородного
риманова многообразия (G/H, ρ) с положительной эйлеровой харак-
теристикой все условия теоремы 6.14 соблюдаются. Действительно,
любая связная одномерная центральная подгруппа в G индуцирова-
ла бы на G/H векторное поле без нулей, что невозможно вследствие
неравенства χ(G/H) > 0. С другой стороны, в случае положитель-
ной эйлеровой характеристики теорема 6.14 хорошо известна, так
как группы H и G имеют один и тот же ранг.

6.6. Вполне геодезические подмногообразия

В этом разделе мы исследуем вполне геодезические подмногооб-
разия δ-однородных и геодезически орбитальных римановых много-
образий.

Предложение 6.3 [42, гл. VII, теорема 8.9]. Пусть (M,µ) — ри-
маново многообразие, N — его вполне геодезическое подмногообра-
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зие, X — киллингово векторное поле на M. Рассмотрим гладкое век-
торное поле X̃ на N , являющееся касательной (к N) составляющей
поля X. Тогда X̃ — киллингово поле на римановом многообразии N .

В [42] это предложение используется, чтобы доказать, что каждое
вполне геодезическое подмногообразие однородного риманова много-
образия само однородно [42, гл. VII, следствие 8.10]. Здесь мы при-
ведем некоторую спецификацию этого классического результата.

Теорема 6.15 [90]. Каждое вполне геодезическое подмногообра-
зие δ-однородного (геодезически орбитального) риманова многооб-
разия само δ-однородно (соответственно, геодезически орбитально).

C Пусть N — вполне геодезическое подмногообразие δ-однород-
ного (геодезически орбитального) риманова многообразия M . Так
как M однородно, оно полно. Так как N (замкнутое) подмногообра-
зие многообразия M , оно также полноe. Пусть U 6= 0 — касательный
вектор в некоторой точке x ∈ N .

Сначала предположим, что M δ-однородно. По теореме 6.1 для
доказательства δ-однородности пространства N достаточно пока-
зать, что существует киллингово векторное поле Y на N , значение
которого в точке x равно U и максимальное значение длины поля Y
достигается в точке x. Так как M δ-однородное риманово много-
образие, существует некоторое киллингово векторное поле X на M
такое, что его значение в точке x равно U , и максимальное значение
его длины достигается в точке x. Теперь в качестве нужного кил-
лингова поля Y можно взять X̃, касательную составляющую поля
X к N . Согласно предложению 6.3 это киллингово поле на N и, оче-
видно, X̃(x) = X(x). Так как в точке x длина поля X максимальна
в сравнении со всеми точками y ∈ M , то x — точка максимального
значения длины поля X̃ (длина поля X̃ не превосходит длину поля X
во всех точках многообразия N).

Рассмотрим теперь случай, когда M — ГО-пространство. Доста-
точно доказать существование киллингова векторного поля Y на N
со следующими свойствами:

1) значение поля Y в точке x равно U ;
2) x — критическая точка длины поля Y на N .
В самом деле, в этом случае геодезическая, проходящая через

точку x в направлении вектора U , является орбитой 1-параметри-
ческой группы движений, порожденной киллинговым полем Y (эта



292 Глава 6. Обобщенные нормальные однородные многообразия . . .

1-параметрическая группа корректно определена вследствие полно-
ты пространства N).

Так как M — ГО-пространство, существует киллингово вектор-
ное поле X на M , значение которого в точке x равно U и такое, что
x — критическая точка длины поля X. Теперь в качестве нужного
киллингова поля Y можно взять X̃, касательную составляющую по-
ля X к N . Согласно предложению 6.3 это киллингово поле на N и
X̃(x) = X(x).

Теперь остается доказать, что x — критическая точка длины по-
ля X̃ на N . Пусть Z = X − X̃ — нормальная составляющая по-
ля X на многообразии N , а µ — метрический тензор на M . Ясно, что
µ(X̃, X̃) = µ(X,X)−µ(Z, Z). В точке x µ(Z, Z) равно нулю, поэтому
x — точка минимального значения функции µ(Z, Z) на N . Следова-
тельно, x — критическая точка обеих функций µ(X,X) и µ(Z, Z) на
многообразии N . Но в этом случае x — критическая точка и функции
µ(X̃, X̃). Поэтому x — критическая точка длины векторного поля X̃
(так как X̃(x) = U 6= 0). Теорема доказана полностью. B

Следствие 6.9. Каждое вполне геодезическое подмногообразие
нормального однородного риманова многообразия δ-однородно.

Замечание 31. Пусть M — риманово многообразие, F — некото-
рое множество его изометрий. Тогда каждая компонента связности
множества точек в M , неподвижных относительно каждой изомет-
рии в F , есть вполне геодезическое подмногообразие в M . Анало-
гично, если K — некоторое множество киллинговых полей на M , то
каждая компонента связности множества всех точек в M , в кото-
рых каждое киллингово поле из K обращается в нуль, есть вполне
геодезическое подмногообразие в M [42].

Согласно лемме 6.6 метрическое произведение δ-однородных про-
странств δ-однородно. В римановом случае имеется следующее об-
ращение этого утверждения:

Теорема 6.16. Пусть M = M0 × M1 × . . . × Mk — разложение
в прямое метрическое произведение δ-однородного (соответственно,
ГО) риманова многообразия M с максимальным евклидовым сомно-
жителем M0. Тогда все сомножители этого произведения δ-однород-
ны (соответственно, ГО). Если M δ-однородно, то Mi компактны
для i 6= 0. Кроме того, изометрия f = f0 × . . .× fk многообразия M ,
являющаяся произведением δ-переносов, сама является δ-переносом.
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C Так как каждый слой рассматриваемого произведения есть
полное вполне геодезическое многообразие, то согласно теореме 6.15
все сомножители δ-однородны (соответственно, ГО), что доказывает
первое утверждение. Второе утверждение следует из первого, макси-
мальности евклидова сомножителя M0, следствия 6.3 и теоремы 6.3.
Последнее утверждение теоремы следует из леммы 6.6. B

Предложение 6.4. Пусть (G/H, µ) — G-δ-однородное риманово
многообразие и K — связная подгруппа Ли группы Ли G такая, что
H ⊂ K ⊂ G. Тогда орбита точки x = H в G/H относительно груп-
пы K является вполне геодезическим подмногообразием в (G/H, µ).
В частности, K/H с метрикой, индуцированной тензором µ, — δ-од-
нородное пространство.

C Любое G-δ-однородное многообразие является G-ГО-простран-
ством на основании следствия 6.2. Поэтому первое утверждение сра-
зу следует из предложения 5.5. Второе утверждение следует из тео-
ремы 6.15. B

6.7. Свойства δ-векторов

Далее, используя результаты следствия 6.6, мы будем (как пра-
вило) использовать термин обобщенное нормальное однородное ри-
маново многообразие вместо δ-однородное риманово многообразие.

Рассмотрим однородное риманово многообразие (M = G/H, µ) со
связной группой Ли движений G, компактной группой изотропии H
и с фиксированным редуктивным разложением g = h⊕p (см. опреде-
ление 83 и предложение 4.1), инвариантная метрика которого порож-
дается некоторым Ad(H)-инвариантным скалярным произведением
(·, ·) на p. Выражение для ковариантной производной в терминах
киллинговых полей X, Y ∈ p дается формулами (4.7) и (4.8).

Предположим, что киллингово поле X + Y , где X ∈ p и Y ∈ h ,
достигает максимума своей длины в точке eH ∈ M .

Предложение 6.5. При указанных выше условиях функция
ϕ : G → R, определяемая формулой ϕ(g) = |(Ad(g)(X + Y ))p|, где
g ∈ G, имеет абсолютный максимум в точке g = e. Кроме того,

(
X, [W,X + Y ]p

)
= 0 для всех W ∈ g, (6.4)

(
X,

[
W, [W,X + Y ]

]
p

)
+

∣∣[W,X + Y ]p
∣∣2 6 0 для всех W ∈ g. (6.5)
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C Первое утверждение очевидно. Рассмотрим произвольный эле-
мент W ∈ g. Тогда функция f(t) = |(Ad(etW )(X + Y ))p|2 имеет аб-
солютный максимум в точке t = 0. Теперь предложение вытекает из
следующих соотношений:

f(t) = |X|2 + 2
(
X, [W,X + Y ]p

)
t +

+
(|[W,X + Y ]p|2 + (X, [W, [W,X + Y ]]p)

)
t2 + o(t2)

при t → 0. B
Теперь мы получаем из теоремы 6.1, 3), и предложения 6.5 сле-

дующую теорему.
Теорема 6.17. Пусть (G/H, µ) — G-δ-однородное риманово мно-

гообразие со связной группой Ли G. Тогда для каждого элемента
X ∈ p существует Y ∈ h с условиями (6.4) и (6.5).

Предположим, что M = (G/H,µ) — компактное однородное связ-
ное риманово многообразие со связной (компактной) группой Ли G.
Пусть g = h⊕p, 〈·, ·〉, и (·, ·) — те же самые, что в разделе 6.4. Мы ис-
пользуем Ad(G)-инвариантную норму ‖ · ‖ на g и соответствующую
биинвариантную внутреннюю метрику D на G из теоремы 6.8. Из
раздела 6.4 мы получаем следующее

Предложение 6.6. Отображение p : (G, D) → (G/H, µ) не уве-
личивает расстояния. Оно является субметрией тогда и только тогда,
когда M G-δ-однородно.

Определение 109. Вектор w ∈ g называется δ-вектором на ри-
мановом однородном многообразии (M = G/H, µ), если

∣∣P (w)
∣∣ :=

√(
P (w), P (w)

)
= ‖w‖,

где P — то же, что в теореме 6.11. (Это эквивалентно условию, что
для любого элемента a ∈ G, (wp, wp) > (Ad(a)(w)|p, Ad(a)(w)|p).)

Предложение 6.7. Предположим, что для вектора v ∈ p, мно-
жество W (v) всех δ-векторов вида w = v + u, u ∈ h (таких, что
‖w‖ =

√
(v, v)) не пусто. Тогда W (v) компактно и выпукло. Далее,

существует единственный вектор w = w(v) ∈ W (v) с наименьшим
расстоянием

√
〈w − v, w − v〉.

C Можно предполагать, что
√

(v, v) = 1. Так как p из предложе-
ния 6.6 не увеличивает расстояния, то P из теоремы 6.11 имеет то же
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свойство, и на самом деле ‖w‖ = 1. Предположим, что w1, w2 ∈ W (v),
0 6 t 6 1 и w = tw1 + (1− t)w2. Тогда по неравенству треугольника

‖w‖ = ‖tw1 + (1− t)w2‖ 6 t‖w1‖+ (1− t)‖w2‖ = t + (1− t) = 1.

Так как P — линейное отображение, то

P (w) = P (tw1 +(1− t)w2) = tP (w1)+ (1− t)P (w2) = tv +(1− t)v = v.

Снова, так как P не увеличивает расстояния, из последних двух со-
отношений вытекает, что ‖w‖ = 1 и w ∈ W (v). Поэтому множе-
ство W (v) выпукло. Очевидно, оно компактно, и мы доказали первое
утверждение.

Из компактности множества W (v) следует существование векто-
ра w ∈ W (v) с наименьшим расстоянием |w − v|1 =

√
〈w − v, w − v〉.

Если есть другой такой вектор w′ 6= w, то по предыдущему утвер-
ждению, w′′ := 1

2 (w + w′) ∈ W (v), и мы получаем проиворечие, так
как

2|w′′ − v|1 =
∣∣(w − v) + (w′ − v)

∣∣
1

< |w − v|1 + |w′ − v|1 = 2|w − v|1. ¤

Пусть v ∈ p с условием W (v) 6= ∅ (см. предложение 6.7). Со-
гласно предложению 6.7 существует единственный вектор w ∈ W (v)
с наименьшим расстоянием |w − v|1. В следующих двух предложе-
ниях мы будем использовать обозначение w(v) для этого вектора и
обозначение u(v) — для вектора w(v)− v ∈ h.

Предложение 6.8. Рассмотрим произвольный вектор v ∈ p

с условием W (v) 6= ∅. Следующие четыре утверждения эквивалент-
ны (см. выше) : w(v) = v, u(v) = 0, ‖v‖ = |v|, и соответствующее
векторное поле X(v) на M достигает максимума своей длины в точ-
ке x0 = p(e).

Предложение 6.9. Если W (v) 6= ∅, то неравенства u(v) 6= 0
и ‖v‖ > |v| эквивалентны. В этом случае верны следующие утвер-
ждения: для каждого элемента g ∈ G такого, что Ad(g)(h) = h, из
равенства Ad(g)(v) = v (соответственно, Ad(g)(v) = −v) вытекает,
что Ad(g)(u(v)) = u(v) (соответственно, Ad(g)(u(v)) = −u(v)).

C Это следует непосредственно из предложений 6.6, 6.7 и того,
что ‖·‖, 〈·, ·〉e Ad(G)-инвариантны и инвариантны относительно цен-
тральной симметрии. B
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Из теоремы 6.11 вытекает
Предложение 6.10. Однородное риманово многообразие

(G/H, µ) со связной группой Ли G является G-обобщенным нормаль-
ным однородным тогда и только тогда, когда для любого вектора
v ∈ p существует вектор u ∈ h такой, что v + u является δ-вектором.

6.7.1. Случай положительной эйлеровой характеристики.
Теперь предположим, что (M = G/H, µ) — почти эффективное ком-
пактное G-δ-однородное риманово многообразие положительной эй-
леровой характеристики. Тогда группа G полупроста по предложе-
нию 4.2, и существует максимальный тор T в группе G такой, что
T ⊂ H ⊂ G. В качестве Ad(G)-инвариантной формы 〈·, ·〉 на g мы
возьмем минус форму Киллинга этой алгебры.

Рассмотрим разложение корневой системы

gC = tC ⊕
⊕

α∈R

gα

комплексификации gC алгебры Ли g, где tC — картановская подал-
гебра, соответствующая T , а R — корневая система.

Для произвольного подмножества P ⊂ R обозначим через g(P ) =∑
α∈P gα подпространство, натянутое на соответствующие корневые

пространства gα.
Нетрудно понять, что для любого α ∈ R вещественный двумер-

ный Ad(T )-модуль Vα = V−α := (gα ⊕ g−α) ∩ g неприводим. Пусть

R = R1 ∪R2, где h = t⊕ g(R2), p = g(R1).

Посредством скалярного произведения 〈·, ·〉|t на t каждый корень
α ∈ R отождествляется с вектором из t.

Предложение 6.11. Пусть α1, . . . , αk ∈ R — линейно независи-
мые корни. Тогда существует единственный (с точностью до умно-
жения на константу) вектор tc ∈ Lin{α1, . . . αk} такой, что для неко-
торого положительного числа s выполнено равенство Ad(exp(stc)) =
− Id на ⊕k

i=1Vαi .

C Это предложение легко доказывается с использованием дуаль-
ного базиса в евклидовом пространстве Lin{α1, . . . αk}. B

Предложение 6.12. Пусть α1, . . . , αk ∈ R1 — линейно независи-
мые корни, рассмотрим v =

∑k
i=1 vi ∈ p, где vi ∈ Vαi , i = 1, . . . , k, —
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ненулевые векторы. Пусть нетривиальный вектор u ∈ h таков, что
вектор u + v является δ-вектором, и пусть Cu — множество корней
γ ∈ R2 таких, что 〈·, ·〉-ортогональная проекция вектора u на них
нетривиальна. Тогда

Cu 6= ∅, Cu ⊂ Lin{α1, . . . αk} − t⊥c ,

где t⊥c — ортогональное дополнение в Lin{α1, . . . αk} к вектору tc из
предложения 6.11.

C Действительно, если Cu = ∅, то u ∈ t⊥ и по предложению 6.11

Ad(exp(stc))(v) = −v, Ad(exp(stc))(u) = u, (6.6)

поскольку [u, tc] = 0. Это противоречит предложению 6.9. Таким об-
разом, Cu 6= ∅.

Теперь, если некоторый γ ∈ Cu не лежит в Lin{α1, . . . αk}, то мож-
но найти вектор w ∈ t, ортогональный ко всем векторам α1, . . . αk и
удовлетворяющий условию 〈w, γ〉 6= 0. Тогда [w, v] = 0 и [w, u] 6= 0,
что противоречит предложению 6.9.

Наконец, если γ ∈ Cu∩t⊥c , то Ad(exp(stc)(uγ)) = uγ для ненулевой
составляющей uγ вектора u из Vγ , что противоречит предложению
6.9. B

Поскольку корни α ∈ R1 и γ ∈ R2 неколлинеарны друг другу, из
предложения 6.12 следует

Предложение 6.13. Если v ∈ Vα, α ∈ R1, то ‖v‖ = |v| =
√

(v, v),
т. е. v является δ-вектором.

C Пусть существует нетривиальный вектор u ∈ h такой, что
v + u — δ-вектор. Применим предложение 6.12 при k = 1 (α1 = α). Но
ни один корень γ ∈ R2 не может лежать в Lin{α}. Поэтому u = 0. B

Отметим, что группа Вейля W (T ) алгебры g на t порождается
элементами Ad(n), где n ∈ N(T ) (N(T ) — нормализатор тора T в
группе G). Поскольку чебышевская норма ‖ · ‖ и скалярное произве-
дение 〈·, ·〉 Ad(G)-инвариантны, то согласно предложению 6.13 для
любых корней α, β ∈ R1 из одной орбиты действия группы Вей-
ля W (T ) скалярное произведение (·, ·) пропорционально скалярному
произведению 〈·, ·〉 на модулях Vα и Vβ с одним и тем же коэффици-
ентом пропорциональности.
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В частности, если группа G проста, то группа Вейля W (T ) дей-
ствует транзитивно на корнях одной и той же длины. Поскольку
у простой алгебры Ли либо все корни имеют одну длину, либо множе-
ство их длин двухэлементно («длинные» и «короткие» корни), то в
первом случае G-δ-однородная метрика µ обязана быть нормальной,
а во втором она имеет специальный вид, как в следующем разде-
ле 6.8. Это наблюдение играет важную роль в работе [90]. Но в этой
книге мы используем несколько более простой вариант изложения
нужного нам материала.

6.8. Обобщенные нормальные однородные
многообразия специального вида

Пусть G — компактная связная группа Ли, H ⊂ K ⊂ G — ее
связные подгруппы Ли. Фиксируем некоторое Ad(G)-инвариантное
скалярное произведение 〈·, ·〉 на алгебре Ли g группы G. Рассмотрим
〈·, ·〉-ортогональное разложение

g = h⊕ p = h⊕ p1 ⊕ p2, (6.7)

где k = h ⊕ p2 — алгебра Ли группы K. Очевидно, что [p2, p1] ⊂ p1.
Пусть µ = µx1,x2 — G-инвариантная риманова метрика на G/H, по-
рожденная скалярным произведением

(·, ·) = x1〈·, ·〉
∣∣
p1

+ x2〈·, ·〉
∣∣
p2

(6.8)

для некоторых x1 > 0, x2 > 0 при x1 6= x2.
Для произвольного вектора V ∈ g мы обозначаем через Vp и Vh

его 〈·, ·〉-ортогональную проекцию на h и p соответственно.

Предложение 6.14 [131]. Вектор вида W =X+Y +Z, где X∈p1,
Y ∈ p2 и Z ∈ h, является геодезическим вектором на (G/H,µ) тогда
и только тогда, когда

[Z, Y ] = 0, [X, Y ] =
x1

x2 − x1
[X, Z]. (6.9)

C По теореме 5.5 геодезичность рассматриваемого вектора экви-
валентна равенству (X + Y, [U,X + Y + Z]p) = 0 для любого U ∈ p.
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Предложение следует из равенства(
X + Y, [U,X + Y + Z]p

)
= x1

〈
X, [U,X + Y + Z]

〉
+

+ x2

〈
Y, [U,X + Y + Z]

〉
= x1

〈
[X + Y + Z,X], U

〉
+

+ x2

〈
[X + Y + Z, Y ], U

〉
=

〈
(x2 − x1)[X, Y ] +

+ x1[Z, X] + x2[Z, Y ], U
〉

с учетом того, что [Z, Y ] ∈ p2 и [X,Y ], [Z, X] ∈ p1. B
Предложение 6.15. Пусть W =X+Y+Z — δ-вектор на (G/H, µ),

где X∈p1, Y ∈p2, Z∈h. Тогда для любого U ∈p1 выполняется нера-
венство

−x1

〈
[U,X]h, [U,X]h

〉
+ (x2 − x1)

〈
[U,X]p2 , [U,X]p2

〉
+

+(x1 − x2)
〈
[U, Y ], [U,X]

〉
+ (x1 − x2)

〈
[U, Y ], [U, Y ]

〉
+

+x1

〈
[U,X], [U,Z]

〉
+ (2x1 − x2)

〈
[U, Y ], [U,Z]

〉
+

+ x1

〈
[U,Z], [U,Z]

〉
6 0.

(6.10)

C Вследствие определения 109 и предложения 6.5
(
X + Y,

[
U, [U,X + Y + Z]

]
p

)
+

(
[U,X + Y + Z]p, [U,X + Y + Z]p

)
6 0.

Очевидно, что [Z, X], [Z, U ], [Y,X], [Y, U ] ∈ p1, [Z, Y ] ∈ p2. Следова-
тельно, используя Ad(G)-инвариантность 〈·, ·〉, мы получаем

0 >
(
X + Y,

[
U, [U,X + Y + Z]

]
p

)
+

(
[U,X + Y + Z]p, [U,X + Y +

+ Z]p
)

= −x1

〈
[U,X], [U,X + Y + Z]

〉− x2

〈
[U, Y ], [U,X + Y + Z]

〉
+

+x1

〈
[U,X]p1 + [U, Y + Z], [U,X]p1 + [U, Y + Z]

〉
+

+ x2

〈
[U,X]p2 , [U,X]p2

〉
= −x1

〈
[U,X], [U,X]

〉− x1

〈
[U,X], [U, Y ]

〉−
−x1

〈
[U,X], [U,Z]

〉− x2

〈
[U, Y ], [U,X]

〉− x2

〈
[U, Y ], [U, Y ]

〉−
−x2

〈
[U, Y ], [U,Z]

〉
+ x1

〈
[U,X]p1 , [U,X]p1

〉
+ x1

〈
[U, Y ], [U, Y ]

〉
+

+x1

〈
[U,Z], [U,Z]

〉
+ 2x1

〈
[U, Y ], [U,X]

〉
+ 2x1

〈
[U,X], [U,Z]

〉
+

+2x1

〈
[U, Y ], [U,Z]

〉
+ x2

〈
[U,X]p2 , [U,X]p2

〉
= −x1

〈
[U,X]h, [U,X]h

〉
+

+(x2 − x1)
〈
[U,X]p2 , [U,X]p2

〉
+ (x1 − x2)

〈
[U, Y ], [U,X]

〉
+

+(x1 − x2)
〈
[U, Y ], [U, Y ]

〉
+ x1

〈
[U,X], [U,Z]

〉
+

+(2x1 − x2)
〈
[U, Y ], [U,Z]

〉
+ x1

〈
[U,Z], [U,Z]

〉
,

что и доказывает предложение. B
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Следствие 6.10. Если в условиях предложения 6.15 X = 0, то
для всех U ∈ p1 мы имеем

(x1 − x2)
〈
[U, Y ], [U, Y ]

〉
+ (2x1 − x2)

〈
[U, Y ], [U,Z]

〉
+

+ x1

〈
[U,Z], [U,Z]

〉
6 0.

(6.11)

Предложение 6.16. Для каждого δ-вектора X + Y + Z на
(G/H, µ) вектор Y +Z является δ-вектором на K/H (с индуцирован-
ной римановой метрикой). В частности, если (G/H, µ) G-δ-однород-
но, то K/H с индуцированной метрикой является K-δ-однородным.

C Для каждого Ad(a), где a∈K, Ad(a)(p1)=p1. Далее, Ad(a)|p1 —
ортогональное преобразование. Так как

(X, X) + (Y, Y ) = (X + Y,X + Y ) >
>

(
Ad(a)(X + Y + Z)

∣∣
p
,Ad(a)(X + Y + Z)

∣∣
p

)
=

= (X,X) +
(
Ad(a)(Y + Z)

∣∣
p
, Ad(a)(Y + Z)

∣∣
p

)

для любого элемента a ∈ K, то вектор Y + Z является δ-вектором
для K/H. Заметим, что на самом деле риманово подпространство
K/H в (G/H,µ) K-нормально, так как k = h⊕ p2. B

Предложение 6.17. Если векторы X̃ + Y + Z и X + Y + Z
являются δ-векторами на (G/H,µ), то

x1

〈
[X̃, X]h, [X̃, X]h

〉
> (x2 − x1)

〈
[X̃,X]p2 , [X̃,X]p2

〉
.

C Из предложения 6.14 получаем равенство

[X̃, Y ] =
x1

x2 − x1
[X̃, Z].

Полагая U = X̃ в неравенстве (6.10) и используя равенство выше,
получаем нужное доказательство. B

Предложение 6.18. Предположим, что (G/H, µ) G-δ-однород-
но. Пусть X ∈ p1, Y ∈ p2, a = exp(tY ) для некоторого t ∈ R, X̃ =
Ad(a)(X). Тогда

x1

〈
[X̃, X]h, [X̃, X]h

〉
> (x2 − x1)

〈
[X̃,X]p2 , [X̃,X]p2

〉
.
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C Пусть Z ∈ h — такой вектор, что X + Y + Z — δ-вектор.
Из предложения 6.14 получаем, что [Z, Y ] = 0. Из этого следует,
что Ad(a)(Z) = Z. Кроме того, Ad(a)(Y ) = Y и (X, X) = (X̃, X̃),
так как Ad(a)|p1 (·, ·)-ортогонально. Поэтому вектор X̃ + Y + Z =
Ad(a)(X +Y +Z) также является δ-вектором. Теперь можно приме-
нить предложение 6.17. B

Так как Ad(a)(X) = X + [Y,X]t + o(t) при t → 0 для a = exp(tY ),
мы получаем следующую инфинитезимальную версию предложе-
ния 6.18.

Предложение 6.19. Предположим, что (G/H, µ) G-δ-однород-
но. Если X ∈ p1, Y ∈ p2, то

x1

〈
[[Y,X], X]h, [[Y, X], X]h

〉
> (x2 − x1)

〈
[[Y,X], X]p2 , [[Y, X], X]p2

〉
.

6.9. Классификация обобщенных нормальных
однородных римановых многообразий

положительной эйлеровой характеристики

В этом разделе мы получим классификацию компактных одно-
связных обобщенных нормальных однородных римановых многооб-
разий (G/H, µ) положительной эйлеровой характеристики.

Вследствие теоремы 4.10 такое многообразие неразложимо то-
гда и только тогда, когда группа движений G проста, поэтому мы
можем ограничиться простыми группами движений. Естественно,
что нормальная метрика является обобщенной нормальной, поэто-
му мы можем считать, что G-инвариантная метрика µ не является
G-нормальной. Кроме того, обобщенное нормальное однородное про-
странство (G/H,µ) является геодезически орбитальным на основа-
нии следствия 6.2.

Согласно классификации ГО-пространств положительной эйле-
ровой характеристики (теорема 5.12), мы получаем либо G/H =
Sp(n)/U(1) ·Sp(n− 1) (n > 2), либо G/H = SO(2n+1)/U(n) (n > 2).
Напомним, что при n = 2 эти пространства совпадают. Оба этих се-
мейства допускают (ортогональные относительно формы Киллинга)
редуктивные разложения вида

g = h⊕ p = h⊕ p1 ⊕ p2,

при этом k = h⊕p2 — подалгебра в g (sp(1)⊕sp(n−1) — первом случае
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и so(2n) — во втором). Поскольку Ad(H)-модули p1 и p2 неприводи-
мы и неэквивалентны, то каждая инвариантная метрика µ на G/H
действительно имеет специальный вид (см. (6.8))

(·, ·) = x1〈·, ·〉
∣∣
p1

+ x2〈·, ·〉
∣∣
p2

для некоторых x1 > 0 и x2 > 0 (〈·, ·〉 — минус форма Киллинга
алгебры Ли g). Подробнее об этих многообразиях говорится в при-
мерах 19 и 20.

Отметим, что ГО-пространство (SO(5)/U(2) = Sp(2)/U(1) ·
Sp(1), µ) изометрично и вполне геодезически вкладывается и в
(Sp(n)/U(1) · Sp(n − 1), µ) и в (SO(2n + 1)/U(n), µ) при совпадении
параметров x1 и x2 инвариантных метрик (A ∈ SO(5) → diag(A, 0) ∈
SO(2n + 1) и A ∈ Sp(2) → diag(A, 0) ∈ Sp(n)), см. леммы 6.12
и 6.13.

Оказывается, условие обобщенной нормальности накладывает се-
рьезные ограничения на значения параметров x1 и x2 инвариантной
метрики µ = µx1,x2 .

Предложение 6.20. Пусть компактное односвязное однород-
ное многообразие (G/H, µ) положительной эйлеровой характеристи-
ки с компактной связной простой группой G является G-обобщенным
нормальным, но не является при этом G-нормальным. Тогда пара-
метры x1 и x2 метрики µ удовлетворяют неравенству

x1 < x2 6 2x1. (6.12)

C При x1 = x2 мы имеем G-нормальную метрику. Поэтому далее
рассмотрим случай x2 6= x1.

Очевидно, что [p1, p2] 6= 0. По предложению 6.13 любой вектор ви-
да Y ∈ Vα ⊂ p2 является δ-вектором, поэтому существуют δ-вектор
Y ∈ p2 и вектор U ∈ p1 такие, что [U, Y ] 6= 0. Теперь из неравен-
ства (6.11) получаем (x1 − x2)〈[U, Y ], [U, Y ]〉 6 0 и x1 < x2.

Для доказательства неравенства x2 6 2x1 нам достаточно быть
уверенным в существовании двух векторов X ∈ p1 и Y ∈ p2 та-
ких, что 〈·, ·〉-ортогональные проекции вектора [[Y, X], X] на p2 и h

нетривиальны и имеют одинаковую длину (относительно скалярного
произведения 〈·, ·〉). Действительно, тогда по предложению 6.19

(2x1 − x2)
〈
[[Y,X], X]h, [[Y, X], X]h

〉
= x1

〈
[[Y,X], X]h, [[Y, X], X]h

〉−
− (x2 − x1)

〈
[[Y, X], X]p2 , [[Y, X], X]p2

〉
> 0.
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Cуществование подходящих векторов X ∈ p1 и Y ∈ p2 легко обосно-
вать с помощью корневых систем (как это сделано в работе [90]), но
можно и просто воспользоваться тем, что любые X ∈ p1 и Y ∈ p2

для пространства (G/H = SO(5)/U(2), µ) обладают свойством

〈
[[Y,X], X]h, [[Y, X], X]h

〉
1

=
〈
[[Y, X], X]p2 , [[Y,X], X]p2

〉
1

=

=
1
4
〈X,X〉21 〈Y, Y 〉1

при 〈A,B〉1 = −1/2 trace(AB), поскольку (G/H = SO(5)/U(2) =
Sp(2)/U(1) · Sp(1), µ) изометрично вложено (как вполне геодезиче-
ское подмногообразие) в любое многообразие (G/H,µ) из формули-
ровки предложения (см. обсуждение в этом разделе выше). B

Таким образом, нам осталось выяснить, какие из однород-
ных многообразий (SO(2n + 1)/U(n), µx1,x2) и (Sp(n)/U(1) · Sp(n −
1), µx1,x2) (n > 2) при x1 < x2 6 2x1 являются обобщенными нор-
мальными. Необходимо отметить, что при x2 = 2x1 они являются
симметрическими, а, значит, нормальными однородными (относи-
тельно более обширной группы движений). Поэтому нам достаточно
ограничиться метриками µx1,x2 при x1 < x2 < 2x1.

Основной результат этого раздела — следующая классификаци-
онная

Теорема 6.18. Пусть (G/H, µ) — компактное односвязное нераз-
ложимое обобщенное нормальное однородное риманово многооб-
разие положительной эйлеровой характеристики, не являющее-
ся нормальным однородным. Тогда оно изометрично (Sp(l)/U(1) ·
Sp(l−1), µ = µx1,x2), l > 2, при x1 < x2 < 2x1. Условие x1 < x2 < 2x1

для метрики µx1,x2 эквивалентно тому, что µx1,x2 имеет положитель-
ную секционную кривизну с δ-защемленнностью, находящейся в ин-
тервале (1/16, 1/4). Полной связной группой движений такого мно-
гообразия является группа Sp(l)/{±I}.

Доказательство этой теоремы следует из теоремы 6.19 и теоре-
мы 6.20, доказательству которых посвящены соответственно раз-
дел 6.9.2 и раздел 6.9.3.

Теорема 6.19. Риманово многообразие (SO(2l + 1)/U(l), µ =
µx1,x2), где l > 3, не является обобщенным нормальным однородным
при x1 < x2 < 2x1.
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Теорема 6.20. Риманово многообразие (Sp(l)/U(1)·Sp(l−1), µ =
µx1,x2), l > 2, является обобщенным нормальным однородным тогда
и только тогда, когда x1 6 x2 6 2x1. Для x2 = x1 оно Sp(l)-нор-
мально однородно; для x2 = 2x1 оно SU(2l)-нормально однородно;
для x2 ∈ (x1, 2x1) оно не является нормальным однородным ни для
какой группы движений.

Напомним, что по теореме 4.13 полная связная группа движений
многообразия (Sp(l)/U(1)·Sp(l−1), µ) есть Sp(l)/{±I} за исключени-
ем случая x2 = 2x1, когда полной связной группой движений явля-
ется фактор-группа группы SU(2l) по ее центру, при этом метрика µ
SU(2l)-нормальна, а (Sp(l)/U(1)·Sp(l−1), µ) изометрично комплекс-
ному проективному пространству CP 2l−1 = SU(2l)/U(1)·S(U(2l−1))
с метрикой Фубини — Штуди.

В работе [90] доказана обобщенная нормальность римановых
многообразий (M = SO(5)/U(2) = Sp(2)/U(1) · Sp(1), µx1,x2) при
x1 < x2 < 2x1. В целом задача классификации была решена в рабо-
те [87], которой мы и следуем далее.

Прежде всего мы отметим важные свойства пространств из двух
интересующих нас семейств. Оба семейства начинаются с одного
пространства SO(5)/U(2) = Sp(2)/U(1) · Sp(1) = CP 3, как уже от-
мечалось, допускают двухпараметрические семейства инвариантных
метрик µx1,x2 , относительно любой из которых являются геодезиче-
ски орбитальными и слабо симметрическими [72, 213, 242]. Снаб-
женные этими метриками пространства из обоих семейств являются
тотальными пространствами римановых субмерсий, а значит, рас-
слоениями (нетривиальными) с неприводимыми симметрическими
пространствами положительной эйлеровой характеристики в каче-
стве базы и слоя, SO(2l+1)/SO(2l) = S2l и SO(2l)/U(l) для первого
семейства, Sp(l)/Sp(1) · Sp(l − 1) = HP l−1 и Sp(1)/U(1) = S2 — для
второго. Базы во всех случаях являются двухточечно однородными.
Отметим, что пространство SO(2l)/U(l) обычно интерпретируется
как множество комплексных структур на R2l или множество согла-
сованных с метрикой расслоений S1 → RP 2l−1 → CP l−1 [22], другая
его интерпретация приведена в предложении 7.15.

Отметим, что исторически пространство

SO(5)/U(2) = Sp(2)/U(1) · Sp(1) = CP 3

стало первым примером компактного геодезически орбитального
пространства, не являющегося естественно редуктивным [162]. Мож-
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но также отметить, что соответствующее многообразие CP 3 являет-
сятвисторным пространством Пенроуза [196], которое может быть
интерпретировано, например, как пространство согласованных ком-
плексных структур на круглой 4-мерной сфере [22].

Замечание 32. Однако, имеется существенное различие между
семействами пространств SO(2l+1)/U(l), l > 3, и Sp(l)/U(1) ·Sp(l−
1) = CP 2l−1, l > 2: пространства из первого семейства не допускают
инвариантных римановых метрик положительной секционной кри-
визны, тогда как пространства из второго семейства такие метрики
допускают.

Замечание 33. Результат теоремы 6.20 влечет следующую нео-
бычную геометрическую ситуацию: для каждого l > 2 существует
неприводимое ортогональное представление r : Sp(l) → SO(l(2l+1))
(фактически присоединенное представление Ad группы Sp(l)) в ев-
клидовом пространстве El(2l+1) и выпуклое тело D, ограниченное
эллипсоидом (но не шаром!) в E2(2l−1) ⊂ El(2l+1) такие, что D явля-
ется ортогональной проекцией (на E2(2l−1)) некоторого r(Sp(l))-ин-
вариантного центрально симметричного выпуклого тела B в El(2l+1).
Как следствие этого факта, B не может быть ограничен эллипсои-
дом в El(2l+1).

Авторам не известны ответы на следующие вопросы.
Вопрос 7. Существует ли компактное односвязное неразложи-

мое обобщенное нормальное однородное риманово многообразие ну-
левой эйлеровой характеристики, не являющееся нормальным одно-
родным?

Замечание 34. Существует множество разложимых римановых
многообразий такого типа. Можно взять, например, прямое метри-
ческое произведение пространства SO(5)/U(2), снабженного инва-
риантной метрикой с δ-защемленностью в интервале (1/24, 1/22), и
круглой трехмерной сферы.

Вопрос 8. Верно ли, что каждое компактное односвязное нераз-
ложимое обобщенное нормальное однородное риманово многообра-
зие либо нормально однородно, либо слабо симметрично?

Замечание 35. В разложимом случае ответ на предыдущий во-
прос отрицателен.

Д. В. Алексеевский и Дж. А. Вольф предложили следующую про-
блему.
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Задача 1. Описать все (односвязные) римановы многообразия
(M, µ) такие, что для каждой точки x ∈ M и каждого вектора v ∈ Mx

существует киллингово векторное поле X на (M, µ), достигающее
минимального значения его длины в x и такое, что X(x) = v.

Замечание 36. Любое такое многообразие (M, µ) геодезически
орбитально; оно имеет нулевую эйлерову характеристику в компакт-
ном случае. Класс многообразий этого вида замкнут относительно
операции прямого метрического произведения; он содержит одно-
родные по Клиффорду — Вольфу римановы многообразия и одно-
связные геодезически орбитальные (в частности, симметрические)
пространства неположительной секционной кривизны.

6.9.1. Общие идеи и конструкции. Сначала мы опишем общие
идеи и конструкции, используемые в разделах 6.9.2 и 6.9.3.

Пусть G — компактная связная простая группа Ли, H⊂K⊂G —
ее связные подгруппы Ли. Зафиксируем некоторое Ad(G)-инвари-
антное скалярное произведение 〈·, ·〉 на алгебре Ли g группы Ли G
(напомним, что оно единственно с точностью до пропорциональности
в силу простоты G). Рассмотрим 〈·, ·〉-ортогональное разложение

g = h⊕ p = h⊕ p1 ⊕ p2,

где
k = h⊕ p2

есть алгебра Ли группы K. Очевидно, что [p2, p1] ⊂ p1. Пусть µ =
µx1,x2 — G-инвариантная риманова метрика на G/H, порождаемая
скалярным произведением на p вида

(·, ·) = x1〈·, ·〉
∣∣
p1

+ x2〈·, ·〉
∣∣
p2

(6.13)

для положительных x1 и x2.
Для произвольного вектора V ∈ g мы обозначаем через Vh и Vp

его 〈·, ·〉-ортогональную проекцию на h и p соответственно.
Напомним (см. определение 109), что вектор W ∈ g является δ-

вектором на (G/H,µ) тогда и только тогда, когда
(
W

∣∣
p
,W

∣∣
p

)
>

(
Ad(a)(W )

∣∣
p
,Ad(a)(W )

∣∣
p

)
(6.14)

для всех a ∈ G.
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Мы неоднократно будем использовать результат предложе-
ния 6.10: однородное риманово многообразие (G/H, µ) со связной
группой Ли G является G-обобщенным нормальным однородным то-
гда и только тогда, когда для любого вектора V ∈ p существует
вектор U ∈ h такой, что V + U является δ-вектором.

Также нам понадобится результат предложения 6.14, согласно ко-
торому вектор W = X + Y + Z (X ∈ p1, Y ∈ p2, Z ∈ h) является
геодезическим на (G/H, µx1,x2) при x1 6= x2 тогда и только тогда,
когда выполнены равенства [Z, Y ] = 0 и [X,Y ] = x1/(x2 − x1)[X, Z].

В разделе 6.9.2 мы рассматриваем пространства (G/H, µ=µx1,x2),
где G = SO(2l + 1), H = U(l), K = SO(2l) и l > 3, с вложениями
U(l) ⊂ SO(2l) ⊂ SO(2l + 1), описываемыми ниже, и µ = µx1,x2 опре-
деляется скалярным произведением (6.13).

Определим Ad(SO(2l+1))-инвариантное скалярное произведение
на so(2l+1), полагая 〈A,B〉 = −1/2 trace(A·B). Матрицу A+

√−1 B ∈
u(l) вкладываем в so(2l) по формуле

A +
√−1 B 7→

(
A B
−B A

)
,

чтобы получить неприводимую симметрическую пару (so(2l), u(l))
(см., например, [58]). Также мы используем стандартное вложение
so(2l) в so(2l+1): A 7→ diag(A, 0). Вложения u(l) ⊂ so(2l) ⊂ so(2l+1),
указанные выше, порождают соответствующие вложения связных
матричных групп Ли τl : U(l) 7→ SO(2l) и τ ′l : U(l) 7→ SO(2l + 1).

Модули p1 и p2, описанные выше в общем случае, являются
Ad(τ ′l (U(l)))-инвариантными и Ad(τ ′l (U(l)))-неприводимыми в этом
конкретном случае.

В разделе 6.9.3 мы определяем все обобщенные нормальные од-
нородные метрики на пространствах G/H = Sp(l)/U(1) · Sp(l − 1),
где H = U(1) · Sp(l − 1) ⊂ K = Sp(1) · Sp(l − 1) ⊂ Sp(l) с описанны-
ми ниже вложениями и неприводимыми симметрическими парами
(Sp(l), Sp(1) · Sp(l − 1)) и (Sp(1), U(1)).

Пусть H — тело кватернионов. Обозначим через i, j, k кватер-
нионные единицы в H (ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j,
ii = jj = kk = −1). Для X = x1 + ix2 + jx3 + kx4, xi ∈ R, опреде-
лим X = x1 − ix2 − jx3 − kx4 и ‖X‖ =

√
XX. Рассмотрим (левое)

векторное пространство Hl над H. Для X = (X1, X2, . . . , Xl) ∈ Hl
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и Y = (Y1, Y2, . . . , Yl) ∈ Hl мы полагаем (X, Y )1 =
∑l

s=1 XsY s. То-
гда группа Sp(l) есть группа R-линейных операторов A : Hl → Hl

со свойством (A(X), A(Y ))1 = (X, Y )1 для всех X, Y ∈ Hl. Если
мы зафиксируем некоторый (·, ·)1-ортонормированный кватернион-
ный базис в Hl, то мы можем отождествить Sp(l) с группой мат-
риц A = (aij), aij ∈ H, со свойством A−1 = A∗, где a∗ij = aji для
1 6 i, j 6 l. В этом случае sp(l) состоит из (l × l)-кватернионных
матриц A со свойством A∗ = −A. Далее мы будем пользоваться ука-
занными отождествлениями.

Для A,B ∈ sp(l) мы определяем

〈A,B〉 =
1
2

trace(Re(AB∗)). (6.15)

Нетрудно понять, что скалярное произведение 〈·, ·〉 на алгебре Ли
g = sp(l) Ad(Sp(l))-инвариантно. Далее мы будем предполагать (без
ограничения общности), что вложение sp(1)⊕sp(l−1) в sp(l) опреде-
ляется формулой (A,B) 7→ diag(A,B), где A ∈ sp(1) и B ∈ sp(l − 1).
Очевидно, что модули p1 и p2 являются Ad(U(1) · Sp(l − 1))-инва-
риантными и Ad(U(1) · Sp(l − 1))-неприводимыми. Напомним так-
же, что произвольная инвариантная риманова метрика µ = µx1,x2

на Sp(l)/U(1) · Sp(l − 1), соответствующая скалярному произведе-
нию (6.13), является геодезически орбитальной метрикой.

6.9.2. Пространства SO(2l + 1)/U(l), l > 3. Начнем с доказа-
тельства того, что риманово многообразие (SO(7)/U(3), µ = µx1,x2),
x1 < x2 < 2x1, не является обобщенным нормальным однородным.

Конкретизируем общие обозначения для этого частного случая:

A =




0 a b
−a 0 c
−b −c 0


 , B =




d e f
e g h
f h k


 ,

u(3) =








0 a b d e f 0
−a 0 c e g h 0
−b −c 0 f h k 0
−d −e −f 0 a b 0
−e −g −h −a 0 c 0
−f −h −k −b −c 0 0
0 0 0 0 0 0 0




; a, b, c, d, e, f, g, h, k ∈ R





,
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p1 =





X =




0 0 0 0 0 0 s1

0 0 0 0 0 0 s2

0 0 0 0 0 0 s3

0 0 0 0 0 0 s4

0 0 0 0 0 0 s5

0 0 0 0 0 0 s6

−s1 −s2 −s3 −s4 −s5 −s6 0




; si ∈ R





,

p2 =





Y =




0 l m 0 p q 0
−l 0 n −p 0 r 0
−m −n 0 −q −r 0 0
0 p q 0 −l −m 0
−p 0 r l 0 −n 0
−q −r 0 m n 0 0
0 0 0 0 0 0 0




; l, m, n, p, q, r ∈ R





.

Отметим, что для векторов X из p1 вышеприведенного вида

〈X, X〉 = s2
1 + s2

2 + s2
3 + s2

4 + s2
5 + s2

6,

а для векторов Y ∈ p2 мы имеем

〈Y, Y 〉 = 2l2 + 2m2 + 2n2 + 2p2 + 2q2 + 2r2.

Пусть Ei,j — (7 × 7)-матрица, чей (i, j)-й элемент равен 1, а все
остальные элементы нулевые. Для 1 6 i < j 6 7 мы полагаем Fi,j =
Ei,j − Ej,i.

Предложение 6.21. Риманово многообразие

(SO(7)/U(3), µ = µx1,x2)

не является обобщенным нормальным однородным при x1 <x2 <2x1.
Для доказательства сформулированного утверждения нам пона-

добится ряд лемм. Для W ∈ so(7) мы обозначим через O(W ) орби-
ту W под действием Ad(SO(7)), т. е.

O(W ) =
{

V ∈ so(7)
∣∣ ∃Q ∈ SO(7), V = QWQ−1

}
.

Лемма 6.8. Пусть вектор W = X + Y + Z, где X = s1F1,7 ∈ p1

(s1 6=0), Y = q(F1,6−F3,4)+r(F2,6−F3,5) ∈ p2 (q 6=0, r 6=0), Z ∈ h=u(3)
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(см. выше), геодезичен на (SO(7)/U(3), µ) для x1 < x2 < 2x1. Тогда

W =




0 0 0 0 0 x2
x1

q s1

0 0 0 0 0 x2
x1

r 0
0 0 0 x2−2x1

x1
q x2−2x1

x1
r 0 0

0 0 2x1−x2
x1

q 0 0 0 0
0 0 2x1−x2

x1
r 0 0 0 0

−x2
x1

q −x2
x1

r 0 0 0 0 0
−s1 0 0 0 0 0 0




=

= s1F1,7 +
x2

x1
qF1,6 +

x2

x1
rF2,6 +

x2 − 2x1

x1
qF3,4 +

x2 − 2x1

x1
rF3,5.

C Поскольку W является геодезическим вектором, то по пред-
ложению 6.14 мы получаем [Z, Y ] = 0, [X,Y ] = x1/(x2 − x1)[X,Z].
Прямые вычисления показывают, что

[Z, Y ] = (qh− fr)(F1,2 − F4,5) + (qd + qk + er)(F1,3 − F4,6)+

+ (rk + rg + eq)(F2,3 − F5,6) + (cq − br)(F1,5 − F2,4)+

+ ar(F1,6 − F3,4) + aq(F3,5 − F2,6),

[X,Y ] = s1qF6,7, [X, Z] = s1(aF2,7 + bF3,7 + dF4,7 + eF5,7 + fF6,7).

Векторы F1,2 − F4,5, F1,3 − F4,6, F2,3 − F5,6, F1,5 − F2,4, F1,6 − F3,4,
F3,5 − F2,6 являются линейно независимыми в p2, а векторы Fi,7,
2 6 i 6 6, линейно независимы в p1. Следовательно, a = b = d = e =
c = k = g = 0, f = x2−x1

x1
q и h = x2−x1

x1
r. Лемма доказана. B

Замечание 37. Отметим, что в работе [118] исследована струк-
тура всех геодезических векторов на (SO(7)/U(3), µ).

Лемма 6.9. Если риманово многообразие (SO(7)/U(3), µ), x1 <
x2 < 2x1, является SO(7)-обощенным нормальным однородным, то
для любых s1 6= 0, q 6= 0 и r 6= 0 вектор

W = s1F1,7 +
x2

x1
qF1,6 +

x2

x1
rF2,6 +

x2 − 2x1

x1
qF3,4 +

x2 − 2x1

x1
rF3,5

является δ-вектором на (SO(7)/U(3), µ).
C Пусть (SO(7)/U(3), µ) — SO(7)-обобщенное нормальное одно-

родное, тогда для каждого вектора вида V =X+Y , где X =s1F1,7∈p1
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(s1 6= 0), Y = q(F1,6 − F3,4) + r(F2,6 − F3,5) ∈ p2 (q 6= 0, r 6= 0), суще-
ствует Z ∈ h такой, что вектор W̃ = X + Y + Z является δ-вектором
(см. предложение 6.10). В частности, такой W̃ должен быть геодези-
ческим вектором. По лемме 6.8 мы получаем, что

W̃ = W = s1F1,7 +
x2

x1
qF1,6 +

x2

x1
rF2,6 +

+
x2 − 2x1

x1
qF3,4 +

x2 − 2x1

x1
rF3,5.

Следовательно, W — δ-вектор. B
Лемма 6.10. Пусть A,B ∈ so(7). Тогда A и B находятся в одной

орбите группы Ad(SO(7)) тогда и только тогда, когда их характери-
стические многочлены совпадают.

C Очевидно, что характеристические полиномы матриц A и B из
одной орбиты Ad(SO(7)) совпадают.

Предположим теперь, что характеристические полиномы матриц
A и B равны. Стандартная камера Вейля алгебры Ли so(7) имеет
следующий вид (см., например, [22]):

{
diag

((
0 −z1

z1 0

)
,

(
0 −z2

z2 0

)
,

(
0 −z3

z3 0

)
, 0

)∣∣∣∣ z1 >z2 >z3 >0

}
.

Если A и B сопряжены различным элементам камеры Вейля, то, как
легко видеть, их характеристические многочлены различны. Следо-
вательно, A и B сопряжены одному и тому же элементу камеры
Вейля, т. е. они находятся в одной орбите Ad(SO(7)). B

Далее нам понадобится величина λ = x2/x1. Мы рассмотрим гео-
дезические векторы W и W̃ (см. лемму 6.8):

W = s1F1,7 +
x2

x1
qF1,6 +

x2

x1
rF2,6 +

+
x2 − 2x1

x1
qF3,4 +

x2 − 2x1

x1
rF3,5,

(6.16)

где
s1 =

√
λ2((2− λ)2 + λ3 − 1),

q =

√
(λ3 − 1)(1− (2− λ)2)

(2− λ)2 + λ3 − 1
, r =

√
λ3(2− λ)2

(2− λ)2 + (λ3 − 1)
;
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W̃ = s̃1F1,7 +
x2

x1
q̃F1,6 +

x2

x1
r̃F2,6 +

+
x2 − 2x1

x1
q̃F3,4 +

x2 − 2x1

x1
r̃F3,5,

(6.17)

где
s̃1 =

√
(2− λ)2 + λ4(λ− 1),

q̃ =

√
λ2(λ− 1)(λ4 − (2− λ)2)

(2− λ)2 + λ4(λ− 1)
, r̃ =

√
λ3(2− λ)2

(2− λ)2 + λ4(λ− 1)
.

Лемма 6.11. Вектор W (см. (6.16)) не является δ-вектором на
(SO(7)/U(3), µ) для x1 < x2 < 2x1.

C Прямые вычисления показывают, что характеристические мно-
гочлены P (z) и P̃ (z) матриц W и W̃ (см. (6.17)) имеют следующий
вид:

P (z) = z7 +
(
a + b(λ2 + (2− λ)2)

)
z5 +

+
(
ab(2− λ)2 + acλ2 + b2λ2(2− λ)2

)
z3 + abcλ2(2− λ)2z,

P̃ (z) = z7 +
(
ã + b̃(λ2 + (2− λ)2)

)
z5 +

+
(
ã b̃(2− λ)2 + ã c̃ λ2 + b̃2λ2(2− λ)2

)
z3 + ã b̃ c̃ λ2(2− λ)2z,

где

λ =
x2

x1
, a = s2

1, b = q2 + r2, c = r2, ã = s̃ 2
1, b̃ = q̃ 2 + r̃ 2, c̃ = r̃ 2.

Теперь мы покажем, что P (z) = P̃ (z) и (W |p,W |p) < (W̃ |p, W̃ |p). Так
как x1 < x2 < 2x1, то 1 < λ < 2. Легко видеть, что

b = 1, a = λ2((2− λ)2 + λ3 − 1), c =
λ3(2− λ)2

(2− λ)2 + (λ3 − 1)
,

b̃ = λ2, ã = (2− λ)2 + λ4(λ− 1), c̃ =
λ3(2− λ)2

(2− λ)2 + λ4(λ− 1)
.

Равенство P (z) = P̃ (z) эквивалентно следующей системе уравнений:




a + b(λ2 + (2− λ)2) = ã + b̃(λ2 + (2− λ)2),
ab(2− λ)2 + acλ2 + b2λ2(2− λ)2 =

= ã b̃(2− λ)2 + ã c̃ λ2 + b̃2λ2(2− λ)2,
abcλ2(2− λ)2 = ã b̃ c̃ λ2(2− λ)2.

(6.18)
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Легко проверить, что система уравнений (6.18) выполнена для рас-
сматриваемых значений a, b, c, ã, b̃, c̃. Следовательно, P (z) = P̃ (z).

Поскольку (W |p,W |p) = x1(a + 2λb) и (W̃ |p, W̃ |p) = x1(ã + 2λb̃),
неравенство (W |p,W |p) < (W̃ |p, W̃ |p) эквивалентно следующему: a+
2λb < ã + 2λb̃. Легко видеть, что

ã + 2λb̃− a− 2λb = (2− λ)2 + λ4(λ− 1) + 2λ3−
−λ2((2− λ)2 + λ3 − 1)− 2λ = 2(2− λ)(λ2 − 1)(λ− 1) > 0.

Следовательно,
(W |p,W |p) < (W̃ |p, W̃ |p).

Поскольку P (z)= P̃ (z), то по лемме 6.10 мы получаем W̃ ∈O(W ).
С другой стороны, (W |p,W |p) < (W̃ |p, W̃ |p). Следовательно, век-
тор W не является δ-вектором, так как иначе должно было бы вы-
полняться неравенство

(
W

∣∣
p
,W

∣∣
p

)
>

(
W̃

∣∣
p
, W̃

∣∣
p

)

(см. выше формулу (6.14) для δ-векторов). Лемма доказана. B
Теперь достаточно заметить, что доказательство предложе-

ния 6.21 следует из леммы 6.9 и леммы 6.11.
Для 1 6 m < l мы определим вложение σm,l : SO(2m + 1) ×

SO(2k) 7→ SO(2l + 1), где k = l −m. Это вложение полностью опре-
деляется вложением dσm,l : so(2m + 1) ⊕ so(2k) 7→ so(2l + 1) для
соответствующих алгебр Ли. Отметим, что so(2m + 1) состоит из
матриц вида

Q1 =




V U E
−U t W F
−Et −F t 0


 ,

где V и W — кососимметричные (m×m)-матрицы, U — произвольная
(m×m)-матрица, E и F — произвольные (m× 1)-матрицы. Алгебра
Ли so(k) состоит из матриц вида

Q2 =
(

A B
−Bt C

)
,
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где A и C — кососимметричные (k×k)-матрицы, а B — произвольная
(k × k)-матрица. Теперь определим dσm,l следующим образом:

dσm,l(Q1, Q2) =




V O U O E
O A O B O
−U t O W O F
O −Bt O C O
−Et O −F t O 0




,

где O означают нулевые матрицы.
Заметим, что для рассматриваемого вложения

σm,l

(
τ ′m(U(m))× τk(U(k))

) ⊂ τ ′l
(
U(l)

)
,

σm,l

(
τ ′m(U(m))× Id

)
= σm,l

(
SO(2m + 1)× Id

) ∩ τ ′l
(
U(l)

)
.

Теперь мы предположим, что l > 3 и 1 < m < l. Рассмотрим
G = SO(2l + 1), H = τ ′l (U(l)), G̃ = σm,l(SO(2m + 1) × Id) и H̃ =
σm,l(τ ′m(U(m))× Id).

Ясно, что

G̃ ⊂ G, H̃ = G̃ ∩H; G̃ ∩ SO(2l) = σm,l

(
SO(2m)

)
, (6.19)

dσm,l

(
so(2m)⊥

)
= dσm,l

(
so(2m + 1)

) ∩ (
so(2l)

)⊥
, (6.20)

dσm,l

(
dτm(u(m))⊥

)
= dσm,l

(
so(2m + 1)

) ∩ (
dτl(u(l))

)⊥
. (6.21)

Лемма 6.12. Орбита G̃/H̃ группы G̃, проходящая через точку
ē = eH в (G/H, µ = µx1,x2) и снабженная индуцированной римано-
вой метрикой η, является вполне геодезическим подмногообразием в
(G/H, µ = µx1,x2). Кроме того, отображение

(SO(2m + 1)/U(m), µx1,x2) → (G̃/H̃, η)

является изометрией.
C Рассмотрим T — максимальный (k-мерный) тор в

σm,l(Id×τk(U(k))). Отметим, что T также является максимальным
тором в σm,l(Id×SO(2k)) и T ⊂ H. Пусть C — связная компонента
централизатора T в SO(2l + 1). Легко видеть, что C = T · G̃.
По предложению 5.8 орбита C, проходящая через eH ∈ G/H,
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с индуцированной римановой метрикой η является вполне геоде-
зическим подмногообразием в (G/H, µ = µx1,x2). Но T ⊂ H и,
следовательно, эта орбита совпадает с пространством G̃/H̃. Вло-
жения (6.19), (6.20) и (6.21) влекут изометричность отображения
(SO(2m + 1)/U(m), µx1,x2) → (G̃/H̃, η). B

C Доказательство теоремы 6.19. Случай l = 3 рассмот-
рен в предложении 6.21. Предположим, что l > 4 и многообразие
(SO(2l + 1)/U(l), µ = µx1,x2), где x1 < x2 < 2x1, является обоб-
щенным нормальным. Тогда по лемме 6.12 (SO(7)/U(3), µ = µx1,x2)
является вполне геодезическим подмногообразием обобщенного нор-
мального однородного многообразия (SO(2l + 1)/U(l), µ = µx1,x2),
и по теореме 6.15 оно должно само быть обобщенным нормальным.
Мы получили противоречие с предложением 6.21. B

6.9.3. Пространства Sp(l)/U(1) · Sp(l − 1), l > 2. Рассмотрим
подалгебру Ли g̃ в g = sp(l) вида

g̃ =
{

diag(A, 0) ∈ sp(l)
∣∣ A ∈ sp(2), 0 ∈ sp(l − 2)

}
.

Пусть G̃ = Sp(2) — связная (замкнутая) подгруппа в G = Sp(l),
соответствующая g̃, и H̃ = G̃ ∩H.

Лемма 6.13. Орбита G̃/H̃ группы G̃, проходящая через точку
ē = eH в (G/H, µ = µx1,x2), с индуцированной римановой метрикой
является вполне геодезическим подмногообразием.

C Рассмотрим тор T = diag(1, 1, S1, . . . , Sl−2) ⊂ Sp(l), где Si —
окружности (одномерные торы). Легко видеть, что T ⊂ H и G̃×T —
связная компонента централизатора T . Из предложения 5.8 следует,
что орбита этой подгруппы (через точку eH) является вполне гео-
дезическим подмногообразием в (G/H,µ). Но эта орбита совпадает
с G̃/H̃. B

Ясно, что H̃ = U(1) × Sp(1), где U(1) × Sp(1) ⊂ Sp(1) × Sp(1) ⊂
Sp(2) = G̃. Следовательно, мы имеем следующее 〈·, ·〉-ортогональное
разложение:

g̃ = sp(2) = h̃⊕ p2 ⊕ p′1, (6.22)

где p′1 = p1 ∩ g̃.
Лемма 6.14. Пусть X ∈ p′1, Y ∈ p2 — некоторые нетривиальные

векторы. Тогда для любого Z ∈ p существует a ∈ H такой, что
Ad(a)(Z) = cX + dY для некоторых c, d > 0.
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C Пусть Z = Z1 + Z2, где Z1 ∈ p1, Z2 ∈ p2. Напомним, что U(1)
действует на p2 и p1 вращениями. Следовательно, мы можем найти
a1 ∈ U(1) такой, что Ad(a1)(Z2) = dY для некоторого неотрица-
тельного d. Далее, напомним, что HP l−1 = Sp(l)/Sp(1) × Sp(l − 1)
является двухточечно однородным. Таким образом, существует a2 ∈
Sp(1) × Sp(l − 1) такой, что Ad(a2)(Z ′1) = cX для некоторого c > 0,
где Z ′1 = Ad(a2)(Z1). Более того, такой a2 может быть взят из
Sp(l − 1), поскольку уже Sp(l − 1) действует транзитивно на еди-
ничной сфере в HP l−1 (см., например, [242]). Таким образом, можно
взять a = a2 · a1. B

Используем символ Eij для кососимметричной матрицы с 1 на
месте (i, j)-го элемента, −1 на месте (j, i)-го элемента и нулевыми
остальными элементами. Обозначим через Fij симметричную мат-
рицу с 1 на месте (i, j)-го и (j, i)-го элементов и нулевыми остальны-
ми элементами. Обозначим также через Gi матрицу с

√
2 на (i, i)-м

месте и нулями на остальных местах.
Легко проверить, что матрицы вида iGi, jGi, kGi, Eij , iFij , jFij ,

kFij , где 1 6 i, j 6 n и i < j, образуют 〈·, ·〉-ортонормированный
(относительно скалярного произведения (6.15)) базис в sp(l).

Без ограничения общности мы можем считать, что подалгебра
Ли u(1) (h = u(1) ⊕ sp(l − 1)) натянута на вектор iG1. Ясно, что
E12 ∈ p′1 и jG1 ∈ p2.

Лемма 6.15. Пусть W = X + Y + Z — δ-вектор на G̃/H̃ с мет-
рикой, индуцированной метрикой µ, где X = cE12 и Y = djG1 для
некоторых неотрицательных c и d. Тогда выполняются следующие
соотношения:

1) если c = 0, то Z = βiG2 + γjG2 + δkG2, β, γ, δ ∈ R;
2) если d = 0, то Z = α(iG1 + iG2), α ∈ R;
3) если c 6= 0 и d 6= 0, то Z = −x2−x1

x1
djG2.

C Вектор W является (в частности) геодезическим. Согласно
предложению 6.14

[Z, Y ] = 0, [Z,X] =
x2 − x1

x1
[Y,X].

Рассмотрим произвольный вектор

Z1 =αiG1 + βiG2 + γjG2 + δkG2 ∈ h̃.
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Легко видеть, что
[Z1, Y ] = 2

√
2αdkG1,

[Z1, X] =
√

2c((α− β)iF12 − γjF12 − δkF12),

[Y, X] =
√

2cdjF12.

Лемма следует из этих формул. B
Рассмотрим теперь векторы X = cE12 и Y = djG1 для некоторых

положительных c и d. Легко видеть, что вектор Z = −x2−x1
x1

djG2 удо-
влетворяет соотношениям [Z, Y ] = 0, [Z,X] = x2−x1

x1
[Y, X] (на самом

деле, как будет показано ниже в предложении 6.25, W = X + Y + Z
является δ-вектором на пространстве G̃/H̃ с метрикой, индуциро-
ванной µx1,x2 при x1 < x2 < 2x1). Наш основной технический ин-
струмент — следующее

Предложение 6.22. Если для всех положительных c и d вектор

W = X + Y + Z = cE12 + djG1 − x2 − x1

x1
djG2

является δ-вектором на (G/H,µ), то риманово многообразие
(G/H, µ) является G-обобщенным нормальным однородным.

C Напомним, что δ-векторы W ∈ g характеризуются нера-
венством (6.14), и (G/H,µ) обобщенно нормально однородно, ес-
ли любой вектор из p может быть представлен как W |p для
некоторого δ-вектора W ∈ g (см. предложение 6.10). Очевидно,
(Ad(h)(W )|p, Ad(h)(W )|p) = (W |p,W |p) для всех W ∈ g и h ∈ H.
Это наблюдение вместе с леммой 6.14 (и с подходящим предельным
переходом, если c = 0 или d = 0) доказывают предложение. B

Предложение 6.23. Предположим, что

W = X + Y + Z = cE12 + djG1 − x2 − x1

x1
djG2

не является δ-вектором на (G/H, µ). Тогда существует вектор W̃
в Ad(G)-орбите вектора W , имеющий одну из следующих форм:

1) W̃1 = d̃jG1 +
∑l

q=2 αqiGq, где x2d̃
2 > x2d

2 + x1c
2;

2) W̃2 = c̃E12 +α(iG1 + iG2)+
∑l

q=3 αqiGq, где x1c̃
2 > x2d

2 +x1c
2;

3) W̃3 = c̃E12 + d̃jG1− x2−x1
x1

d̃jG2 +
∑l

q=3 αqiGq, где x2d̃
2 +x1c̃

2 >

x2d
2 + x1c

2.
В вышеприведенных формулах α, αq ∈ R, c̃, d̃ > 0.
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C Если W не является δ-вектором, то

M := max
a∈G

(
Ad(a)(W )|p, Ad(a)(W )|p

)
>

(
Wp,Wp

)
= x2d

2 + x1c
2.

Рассмотрим некоторый вектор W̃ из Ad(G)-орбиты W , который до-
ставляет максимальное значение M в вышеприведенной формуле,
тогда W̃ — δ-вектор на (G/H,µ). Используя лемму 6.14, мы можем
считать, что W̃p = X̃ + Ỹ , где X̃ = c̃E12 и Ỹ = d̃jG1 для некоторых
неотрицательных c̃ и d̃. Рассмотрим теперь W̃h = Z1 + Z2 + Z3, где
Z1 ∈ h̃, Z2 ∈ sp(l − 2), Z3 ∈ p3, p3 — 〈·, ·〉-ортогональное дополнение
к sp(l− 2) в sp(l− 1), и sp(l− 1) (sp(l− 2)) определяется вложением
X → diag(0, X) (соответственно, X → diag(0, 0, X)) в sp(l).

Если интерпретировать произвольный элемент U ∈g как правоин-
вариантное векторное поле на G, то X = dπ(U), где π : G → G/H —
естественная проекция, корректно определяет векторное поле Кил-
линга на (G/H, µ). Этот вектор U является δ-вектором тогда и толь-
ко тогда, когда X достигает максимума своей длины в начальной
точке eH ∈ G/H. Поскольку G̃/H̃ — вполне геодезическое под-
многообразие в (G/H, µ) по лемме 6.13, из доказательства теоре-
мы 6.15 получаем, что касательная компонента определенного выше
поля W̃ к G̃/H̃ является киллинговым векторным полем на G̃/H̃,
которое также достигает максимума своей длины в начальной точке
eH̃ ∈ G̃/H̃.

Из этого наблюдения получаем, что X̃ + Ỹ + Z1 — δ-вектор на
G̃/H̃. Следовательно, мы получаем для Z1 одну из возможностей
в лемме 6.15. Кроме того, легко видеть, что

[
Z2, X̃

]
= 0,

[
Z3, Ỹ

]
=

[
Z2, Ỹ

]
= 0.

Из предложения 6.14 получаем, что

[
Z1 + Z2 + Z3, X̃

]
=

x2 − x1

x1

[
Ỹ , X̃

]
=

[
Z1, X̃

]
,

следовательно, [Z3, X̃] = 0. Как легко проверить, отсюда следует
Z3 = 0, если X̃ 6= 0.

Мы имеем две следующие возможности: c̃ = 0 или c̃ 6= 0.
В первом случае мы получаем X̃ = 0. Поскольку W̃h ∈ sp(l − 1)

по случаю 1) в лемме 6.15 и Ỹ коммутирует с sp(l − 1), мы можем
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переместить W̃h некоторым преобразованием Ad(b), b ∈ Sp(l − 1),
в заданную картановскую подалгебру sp(l − 1), не изменяя Ỹ . Ес-
ли рассмотреть картановскую подалгебру, порожденную векторами
iGq, 2 6 q 6 l, то мы получим пункт 1) леммы.

Если c̃ 6= 0, то X̃ 6= 0, Z3 = 0 (см. выше), Z2 ∈ sp(l−2). Поскольку
W̃p коммутирует с sp(l − 2), мы можем переместить Z2 некоторым
Ad(b), b ∈ Sp(l − 2), в заданную картановскую подалгебру sp(l − 2).
Рассмотрим картановскую подалгебру, порожденную векторами iGq,
3 6 q 6 l. Тогда мы получаем случаи 2) или 3) леммы в зависимости
от того d̃ = 0 или d̃ 6= 0. B

Далее нам понадобится вложение π : Sp(l) → SU(2l), определяе-
мое формулой

A + jB →
(

A −B
B A

)
,

и соответствующее вложение dπ : sp(l) → su(2l):

X + jY →
(

X −Y
Y X

)
.

Легко проверить следующие формулы:

dπ(Eij) = Eij + El+i,l+j , dπ(iFij) = iFi,j − iFl+i,l+j ,

dπ(jFij) = El+i,j − Ei,l+j , dπ(kFij) = −iFl+i,j − iFi,l+j ,

dπ(iGi) = iGi − iGl+i, dπ(jGi) = −
√

2 Ei,l+i,

dπ(kGi) = −
√

2 iFi,l+i.

Для W ∈ sp(l) обозначим через Pol(W ) характеристический по-
лином матрицы dπ(W ). Легко получить следующее

Предложение 6.24. 1) Если W̃1 = d̃jG1 +
∑l

q=2 αqiGq, то

Pol
(
W̃1

)
=

(
λ2 + 2d̃ 2

) ·
l∏

q=2

(
λ2 + 2α2

q

)
.

2) Если W̃2 = c̃E12 + α(iG1 + iG2) +
∑l

q=3 αqiGq, то

Pol(W̃2) =
(
λ4 + 2(c̃ 2 + 2α2)λ2 + (c̃ 2 − 2α2)2

) ·
l∏

q=3

(
λ2 + 2α2

q

)
.
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3) Если W̃3 = c̃E12 + d̃jG1 − x2−x1
x1

d̃jG2 +
∑l

q=3 αqiGq, то

Pol(W̃3) =
[
λ4 + 2

(
c̃ 2 + d̃ 2 + d̃ 2

(x2 − x1

x1

)2
)

λ2 +

+
(
c̃ 2 + 2d̃ 2 x2 − x1

x1

)2
]
·

l∏
q=3

(
λ2 + 2α2

q

)
.

Предложение 6.25. Если x1 < x2 < 2x1, то для любых поло-
жительных c и d вектор

W = X + Y + Z = cE12 + djG1 − x2 − x1

x1
djG2

является δ-вектором на (G/H, µ = µx1,x2).
C Предположим, что вектор

W = cE12 + djG1 − x2 − x1

x1
djG2

не является δ-вектором. Тогда по предложению 6.23 существует век-
тор W̃ в Ad(G)-орбите W , который имеет одну из следующих форм:

1) W̃1 = d̃jG1 +
∑l

q=2 αqiGq, где x2d̃
2 > x2d

2 + x1c
2;

2) W̃2 = c̃E12 +α(iG1 + iG2)+
∑l

q=3 αqiGq, где x1c̃
2 > x2d

2 +x1c
2;

3) W̃3 = c̃E12 + d̃jG1− x2−x1
x1

d̃jG2 +
∑l

q=3 αqiGq, где x2d̃
2 + x1c̃

2 >

x2d
2 + x1c

2.
Для вектора W и соответствующего вектора W̃i мы имеем

Pol(W ) = Pol(W̃i), так как оба этих вектора находятся в одной ор-
бите группы Ad(G). Отметим, что

Pol(W ) =
[
λ4 + 2

(
c2 + d2 + d2

(x2 − x1

x1

)2
)

λ2 +

+
(
c2 + 2d2 x2 − x1

x1

)2
]
λ2(l−2).

Рассмотрим теперь три указанных выше случая по очереди.
1) В этом случае можно применить пункт 1) в предложении 6.24.

Поскольку Pol(W ) = Pol(W̃1), существует в точности один αq 6= 0, и
мы получаем

c2 + d2 + d2
(x2 − x1

x1

)2

= d̃ 2 + α2
q , c2 + 2d 2 x2 − x1

x1
= 2d̃ |αq|.
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Легко видеть, что

(
d̃− |αq|

)2 = d2

(
2x1 − x2

x1

)2

,
(
d̃ + |αq|

)2 = 2c2 + d2

(
x2

x1

)2

.

Следовательно,

2d̃ 6
∣∣d̃− |αq|

∣∣ +
∣∣d̃ + |αq|

∣∣ 6

√
2c2 + d2

(
x2

x1

)2

+ d
2x1 − x2

x1
. (6.23)

Легко проверить, что для всех вещественных чисел c, d, x1, x2 со
свойствами c 6= 0, 2x1 > x2 > 0 выполнено следующее неравенство
(см., например, [90, лемма 8]):

(
|d|(2x1 − x2) +

√
c2x2

1 + d2x2
2

)2

x2 < 2x2
1

(
x1c

2 + 2x2d
2
)
. (6.24)

Используя неравенства (6.23) и (6.24), мы получаем

4d̃ 2x2 6
(√

2c2 + d2
(x2

x1

)2

+ d
2x1 − x2

x1

)2

x2 < 4
(
x1c

2 + x2d
2
)
,

что противоречит неравенству x2d̃
2 > x2d

2 + x1c
2.

2) В этом случае мы применим пункт 2) в предложении 6.24.
Имеем αq = 0 для всех q > 3 и

c2 + d2 + d2
(x2 − x1

x1

)2

= c̃ 2 + 2α2, c2 + 2d2 x2 − x1

x1
=

∣∣c̃ 2 − 2α2
∣∣.

Поскольку 0 < x2−x1
x1

< 1, то

x2 > x1

(
1 +

(x2 − x1

x1

)2
)

,

x1c̃
2 6 x1

(
c̃ 2 + 2α2

)
= x1

(
c2 + d2

(
1 +

(x2 − x1

x1

)2
))

< x1c
2 + x2d

2,

что противоречит неравенству x1c̃
2 > x2d

2 + x1c
2.

3) В этом случае мы применим пункт 3) в предложении 6.24.
Легко видеть, что αq = 0 для q > 3,

c2 + d2 + d2
(x2 − x1

x1

)2

= c̃ 2 + d̃ 2 + d̃ 2
(x2 − x1

x1

)2

,
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c2 + 2d2 x2 − x1

x1
= c̃ 2 + 2d̃ 2 x2 − x1

x1
,

что легко влечет d = d̃ и c = c̃. Последнее противоречит неравенству
x2d̃

2 + x1c̃
2 > x2d

2 + x1c
2. Предложение доказано. B

Предложение 6.26. Если x1 6 x2 6 2x1, то риманово многооб-
разие (G/H = Sp(l)/U(1) · Sp(l − 1), µ = µx1,x2) является Sp(l)-обоб-
щенным нормальным однородным.

C Если x1 = x2, то метрика µ является Sp(l)-нормальной и, со-
ответственно, она Sp(l)-обобщенная нормальная обнородная. Если
предположить, что x2 ∈ (x1, 2x1), то доказательство следует из пред-
ложения 6.19 и предложения 6.25. Утверждение для x2 = 2x1 легко
получить с помощью предельного перехода. B

C Доказательство теоремы 6.20. Если риманово многообра-
зие (Sp(l)/U(1) · Sp(l − 1), µ = µx1,x2) обобщенно нормально одно-
родно, то по предложению 6.20 имеем x1 6 x2 6 2x1. С другой
стороны, для x2 = x1 и для x2 = 2x1 метрика µ является Sp(l)-
нормальной однородной и SU(2l)-нормальной однородной соответ-
ственно. Из предложения 6.26 мы получаем, что риманово многооб-
разие (Sp(l)/U(1) · Sp(l − 1), µ = µx1,x2) является обобщенным нор-
мальным однородным для 2x1 > x2 > x1. Теорема доказана. B

Замечание 38. Риманово многообразие (Sp(l)/U(1)·Sp(l−1), µ =
µx1,x2), l > 2, имеет положительную секционную кривизну, и ее (точ-
ная) δ-защемленность равна ε = ( x2

4x1
)2, если 0 < x2 6 2x1. Для

остальных значений x1, x2 это утверждение не верно и секционная
кривизна не обязательно неотрицательна [32].

6.10. Чебышевская норма на алгебре Ли группы движений
компактного однородного финслерова многообразия

Основные результаты этого раздела (основанном на публика-
ции [19]) можно сформулировать так: однородное компактное много-
образие с внутренней метрикой (M, ρ) G-δ-однородно относительно
некоторой связной компактной подгруппы G своих движений тогда и
только тогда, когда (M, ρ) финслерово (с G-инвариантной нормой ν),
G является группой Ли и множество N(M,G) всех Ad(G)-инвариант-
ных норм на алгебре Ли g группы G таких, что для определяемой
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ими биинвариантной внутренней метрики ρ1 на G, каноническая про-
екция p : (G, ρ1) → (M,ρ) является субметрией, не пусто. При этом
чебышевская норма ‖ · ‖ на g для (M, ρ) (см. формулу (6.25) ниже)
является минимальной нормой из N(M, G).

Это естественно вызывает задачу изучения множества N(M,G)
(в том числе чебышевских норм) и инвариантных норм на ком-
пактных алгебрах Ли. Особенно важен случай, когда G является
компонентой связности единицы группы всех движений простран-
ства (M, ρ).

Пусть (M,ν) — гладкое связное компактное финслерово многооб-
разие с непрерывной нормой ν на TM и соответствующей внутрен-
ней метрикой ρ. Известно, что полная группа движений I(M) про-
странства (M, ρ) является компактной группой Ли, при этом груп-
па изотропии (стабилизатор) каждой точки M является компактной
подгруппой в I(M) [114]. В случае риманова многообразия (M, µ),
ν(v) =

√
µ(v, v) для v ∈ TM .

Пусть (M, ν) – компактное однородное финслерово многообразие
с компактной связной группой движений G (в частности, G — под-
группа Ли в I(M)), и пусть H — (компактная) группа изотропии
(стабилизатор) некоторой точки x ∈ M . Тогда M естественным об-
разом отождествляется с фактор-пространством G/H. Рассмотрим
алгебры Ли h и g, h ⊂ g групп H и G. Мы отождествляем алгеб-
ру Ли g с алгеброй Ли RG правоинвариантных векторных полей на
группе Ли G, которые в свою очередь отождествляются посредством
дифференциала естественной проекции p : G → G/H = M с алгеб-
рой Ли векторных полей на M, порождающих 1-параметрические
группы движений пространства (M, ν). Касательное пространство
Mx к M в точке x естественно отождествляется с векторным фактор-
пространством g/h, а дифференциал Tp e гладкого отображения p в
точке e ∈ G — с канонической линейной проекцией pr : g → g/h.

Рассмотрим также Ad(G)-инвариантную норму (которую мы да-
лее будем называть чебышевской нормой) ‖ · ‖ на g, определяемую
формулой

‖X‖ = max
x∈M

ν(X(x)). (6.25)

Для каждого метрического пространства (M,ρ) можно опреде-
лить (конечную или бесконечную) внутреннюю метрику ρin на M :
ρin(x, y) определяется как точная нижняя граница длин путей в
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(M, ρ), соединяющих точки x и y. Ясно, что ρ 6 ρin. При этом (M, ρ)
называется пространством с внутренней метрикой, если ρin = ρ.

Теорема 6.21. В вышеприведенных обозначениях, функция d :
G×G → R, заданная равенством

d(g, h) = max
x∈M

ρ
(
g(x), h(x)

)
, (6.26)

является биинвариантной метрикой на G, совместимой с компактно-
открытой топологией. При этом метрика d порождает биинвариант-
ную внутреннюю метрику D на G, совпадающую с финслеровой
внутренней метрикой на G, определяемой Ad(G)-инвариантной че-
бышевской нормой ‖ · ‖ на g.

Эта теорема и ее доказательство являются упрощенными верси-
ями теоремы 6.8 для римановых многообразий и ее доказательства.

Используя введенные обозначения, нетрудно получить формулу,
удобную для вычисления чебышевской нормы.

Предложение 6.27. Справедлива следующая формула для че-
бышевской нормы элемента X ∈ g:

‖X‖ = max
a∈G

ν(x)
(
pr

(
Ad(a)(X)

))
. (6.27)

В случае однородного риманова пространства (M, µ) рассмот-
рим некоторые Ad(H)-инвариантное скалярное произведение (·, ·) и
Ad(G)-инвариантное скалярное произведение 〈·, ·〉 на g, а также 〈·, ·〉-
ортогональную прямую сумму g = h ⊕ p, где модуль p может быть
отождествлен с g/h, а µ(x) — с ограничением (·, ·) на p. Через | · | обо-
значим норму на p, порождаемую скалярным произведением (·, ·).
Тогда ограничения (·, ·) и 〈·, ·〉 на произвольный Ad(H)-инвариант-
ный и Ad(H)-неприводимый подмодуль q ⊂ p пропорциональны друг
другу (иногда бывает удобно в качестве 〈·, ·〉 рассмотреть невырож-
денную Ad(G)-инвариантную квадратичную форму на g, которая не
является скалярным произведением). Тогда формула (6.27) приоб-
ретает вид

‖X‖ = max
a∈G

∣∣(Ad(a)(X))p

∣∣, (6.28)

где Yp означает p-компоненту вектора Y ∈ g (т. е. Yp — 〈·, ·〉-ортого-
нальная проекция Y на p).
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Пусть G — компактная связная подгруппа группы I(M) компакт-
ного метрического пространства (M, ρ), а d — биинвариантная мет-
рика (6.26) на G. Легко доказывается

Предложение 6.28. Пусть (M, ρ) — однородное компактное ме-
трическое пространство, G — транзитивная подгруппа группы I(M)
с соответствующей биинвариантной метрикой d, x ∈ M — произволь-
ная точка. Тогда каноническая проекция p : (G, d) → (M, ρ), опре-
деленная формулой p (g) = g(x), не увеличивает расстояний. При
этом (M, ρ) является G-δ-однородным пространством тогда и только
тогда, когда p : (G, d) → (M, ρ) является субметрией.

Теорема 6.22. Пусть (M,ρ) — компактное G-δ-однородное прос-
транство с внутренней метрикой, где G — замкнутая подгруппа груп-
пы (I(M), d). Тогда существует транзитивная на M линейно связная
нормальная подгруппа G1 в G такая, что ограничение метрики d на
G1×G1 индуцирует (конечную) биинвариантную внутреннюю метри-
ку D = din на G1, (G1, D) метрически полно и локально компактно,
а p : (G1, D) → (M, ρ) — субметрия.

C Определим множество G1 = {g ∈ G : din(e, g) < ∞}. Из-
вестно, что (G1, din) — линейно связное пространство с внутренней
метрикой [2]. Функция din на G×G биинвариантна вследствие биин-
вариантности метрики d и удовлетворяет неравенству треугольника.
Отсюда непосредственно следует, что (G1, D = din) — нормальная
подгруппа группы G c биинвариантной внутренней метрикой. Для
доказательства локальной компактности и метрической полноты
пространства (G1, D) достаточно установить, что произвольный
замкнутый шар B(g, r), r > 0, в (G1, D) компактен. Пусть gn —
произвольная последовательность элементов из B(g, r). Тогда
существует параметризованный пропорционально длине дуги путь
cn(t), 0 6 t 6 1, в (G1, D) длины < r + 1

n , соединяющий точки g
и gn. При этом длины любой части этого пути в (G1, D) и (G, d)
совпадают. Группа (I(M), d) компактна вследствие компактности
(M, ρ), группа (G, d) компактна как замкнутая подгруппа компакт-
ной подгруппы (I(M), d). Вследствие компактности (G, d) и теорем
4 и 5 в [2, с. 62] существует последовательность n(k) такая, что пути
cn(k) равномерно сходятся в (G, d) при k → +∞ к некоторому пути
c(t), 0 6 t 6 1, причем длина пути c не превосходит нижнего предела
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длин путей cn(k) (и, следовательно, r). Ясно, что тогда образ пути c
лежит в B(g, r) ⊂ (G1, D) и gn(k) → c(1), что и требовалось.

Остается доказать последнее утверждение, так как из него будет
следовать транзитивность группы G1 на M. Пусть g ∈ G1, p (g) = x,
r > 0. Очевидно, p (BD(g, r)) ⊂ B(x, r) вследствие предложения 6.28
и неравенства d 6 din. Мы докажем, что для каждой точки y ∈ M,
где ρ(x, y) = s > 0, существует элемент h ∈ G такой, что p (h) = y
и существует путь в (G, d) длины s, соединяющий элементы g и h.
Ясно, что тогда din(g, h) = d(g, h) = s = ρ(p (g) = x, p (h) = y), и
противоположное включение B(x, r) ⊂ p (BD(g, r)) будет доказано.

Так как (M, ρ) — компактное пространство с внутренней мет-
рикой, то существует (кратчайший) путь x = x(t), 0 6 t 6 s в
(M, ρ) с концами x и y длины s, параметризованный длиной дуги.
Пусть n = 2k, где k — произвольное натуральное число. Вслед-
ствие предложения 6.28 можно последовательно найти элементы
gn,i ∈ G, i = 0, 1, . . . , n, такие, что gn,0 = g, p(gn,i) = x

(
i
ns

)
, и

d(gn,i+1, gn,i) = 1
ns для i = 0, . . . , n − 1. Тогда, так как отображение

p : (G, d) → (M, ρ) не увеличивает расстояний, вследствие неравен-
ства треугольника для d

d(gn,i, gn,j) = ρ

(
x

(
i

n
s

)
, x

(
j

n
s

))
=
|i− j|

n
s

для всех i, j ∈ {0, 1, . . . , n}. Используя компактность группы (G, d)
и диагональный процесс Кантора, можно найти такую подпоследо-
вательность n(l), что каждая последовательность вида gn(l),i(l), где
i(l)/n(l) — фиксированное двоично-рациональное число r ∈ [0, 1]
для достаточно больших l, сходится к единственной точке g(rs).
Тогда d(g(rs), g(r′s)) = |r − r′|s для любых двоично-рациональных
чисел r, r′ ∈ [0, 1]. Пользуясь компактностью группы (G, d), мож-
но единственным образом доопределить по непрерывности g(t) для
всех вещественных чисел t ∈ [0, s]. Положим h = g(s). Ясно, что
g(0) = g, p(g(t)) = x(t) для всех t ∈ [0, s], в частности, p(h) = y;
d(g(t), g(t′)) = |t − t′| для всех t, t′ ∈ [0, s]. Так что g(t), t ∈ [0, s], —
искомый путь. B

Вопрос 9. Является ли (G1, D) компактной группой?

Предложение 6.29. Непрерывный биективный гомоморфизм
локально компактной топологической группы со второй аксиомой
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счетности на группу с левоинвариантной полной метрикой является
гомеоморфизмом, т. е. изоморфизмом топологических групп.

C Пусть q : G → (H, dist) — рассматриваемый гомоморфизм,
и U — открытая окрестность единицы в G с компактным замыка-
нием U . Утверждается, что q(U) содержит некоторое непустое от-
крытое подмножество V в (H, dist). Иначе множество q(U) замкну-
то (как непрерывный образ компактного множества в хаусдорфовом
пространстве) и нигде не плотно в (H, dist). Вследствие теоремы
Линделефа T 2-пространство G можно покрыть не более чем счет-
ным семейством множеств gnU, а значит gnU. Тогда полное метриче-
ское пространство (H, dist) покрывается не более чем счетным семей-
ством нигде не плотных множеств q(gnU), т. е. является множеством
первой категории. Это противоречит теореме Бэра — Хаусдорфа,
утверждающей, что непустое полное метрическое пространство яв-
ляется множеством второй категории. На основании упражнения 18
из [26, с. 44], q — изоморфизм топологических групп. B

Теорема 6.23. Если в условиях теоремы 6.22 (M,ρ) является
многообразием, то (G1, D) — группа Ли с биинвариантной (внутрен-
ней) финслеровой метрикой, а (M, ρ) — многообразие с (внутренней)
G1-инвариантной финслеровой метрикой.

C При указанных условиях группа (I(M), d) является компакт-
ной группой Ли. По теореме Картана [1] ее замкнутая подгруппа G
с индуцированной из I(M) топологией также является компактной
группой Ли.

Тождественное отображение id : (G1, D) → (G1, d) ⊂ G не увели-
чивает расстояний и поэтому непрерывно. Следовательно, подгруп-
па G1 ⊂ G, будучи непрерывным образом линейно связной группы
(G1, D), также линейно связна (по терминологии из [42], дугообраз-
но связна). Тогда по теореме Кураниси — Ямабе [238], (G1, τ) есть
подгруппа Ли группы Ли G, где базу топологии τ составляют ком-
поненты линейной связности открытых множеств индуцированной
в G1 из G топологии. Ясно, что группа Ли (G1, τ) линейно связна и
отображение Id : (G1, D) → (G1, τ) по-прежнему является непрерыв-
ным гомоморфизмом. Группа Ли (G1, τ) допускает совместимую с τ
левоинвариантную риманову внутреннюю метрику dist. Вследствие
локальной компактности (G1, τ) метрика dist полная. В доказатель-
стве теоремы 6.22 было установлено, что каждый замкнутый шар в
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(G1, D) компактен. Поэтому (G1, D) является T 2-пространством. Та-
ким образом, гомоморфизм id : (G1, D) → (G1, dist) удовлетворяет
всем условиям предложения 6.29, следовательно, является изомор-
физмом топологических групп, и (G1, D) — группа Ли с биинвари-
антной внутренней метрикой.

Согласно работе [9], каждая биинвариантная внутренняя метрика
на группе Ли, в частности, D на G1 финслерова. Это значит, что на
TG1 существует норма F, инвариантная относительно дифференциа-
лов всех левых и правых сдвигов на группе Ли G1 такая, что D(g, h),
где g, h ∈ G1, равно точной нижней границе длин измеряемых отно-
сительно F непрерывных кусочно непрерывно дифференцируемых
путей в G1, соединяющих точки g и h.

Из доказанных утверждений следует, что M естественно отож-
дествляется с однородным пространством G1/H, где H ⊂ G1 — (ком-
пактный) стабилизатор точки x ∈ M , а cубметрия p : (G1, D) →
(M, ρ) (см. теорему 6.22) — с канонической гладкой проекцией p :
(G1, τ) → G1/H. Пусть g1 = (G1)e, h = He — алгебры Ли группы Ли
(G1, τ) и ее компактной подгруппы Ли H. Применим те же обозна-
чения, что и прежде, с заменой G и g на G1 и g1 соответственно. Так
как p — субметрия для внутренних метрик D и ρ, причем финслеро-
ва метрика D определяется нормой F на TG1, то нетрудно показать,
что ρ также является финслеровой метрикой, определяемой един-
ственной G1-инвариантной нормой ν на T (G1/H) с условием, что
pr : (g1, F (e)) → (g1/h, ν(x)) — линейная субметрия конечномерных
нормированных пространств. B

Непосредственным следствием теорем 6.21, 6.22 и 6.23 является

Теорема 6.24. В условиях и обозначениях теоремы 6.23 и ее
доказательства, группа G1 является компонентой связности едини-
цы компактной группы Ли G, а потому сама является компактной
группой Ли. При этом F (e) = ‖ · ‖.

Примером δ-однородного многообразия является произвольная
группа Ли с биинвариантной внутренней (необходимо финслеровой)
метрикой, так как левые и правые сдвиги G перемещают все элемен-
ты группы на одно и то же расстояние. Приведем теперь несколько
характеризаций компактных δ-однородных многообразий с внутрен-
ней метрикой.
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Теорема 6.25. Компактное однородное многообразие (G/H =
M, ρ) с G-инвариантной внутренней метрикой, связной транзитивной
группой Ли G и стабилизатором H G-δ-однородно тогда и только
тогда, когда выполняется одно из двух эквивалентных условий:

1) (M, ρ) G-нормально в обобщенном смысле;
2) (M, ρ) изометрично однородному финслерову многообразию

(M, ν) и для каждого касательного вектора v ∈ Mx в произвольной
точке x из M существует такое порождающее 1-параметрическую
подгруппу из G векторное поле X на M, что X(x) = v, ν(X(x)) =
maxy∈M ν(X(y)).

При этом (M, ρ) является однородным римановым многообрази-
ем, если оно G-нормально в обычном смысле.

C Необходимость условий 1) и 2) следует из доказанных ранее
в разделе 6.10 теорем. Достаточность условия 1) доказана в след-
ствии 6.5. Нетрудно видеть, что условие 2) эквивалентно тому, что
проекция pr : (g, ‖ · ‖) → (g/h, ν(x)) является линейной субметрией
нормированных векторных пространств. Отсюда, аналогично дока-
зательству последнего утверждения теоремы 6.22, можно вывести
условие 1). Если пространство нормально в обычном смысле, то по-
лучаем линейную субметрию pr : (g, F (e)) → (g/h, ν(x)) с евклидовой
нормой F (e). Следовательно, ν(x) — евклидова норма, а (M, ν) — од-
нородное риманово многообразие. B

Аналогично теореме 6.25, устанавливается доказанная ранее для
риманова случая (см. теорему 6.11)

Теорема 6.26. Компактное многообразие (G/H, ρ) с G-инвари-
антной внутренней метрикой G-δ-однородно для группы Ли G тогда
и только тогда, когда ρ индуцируется G-инвариантной нормой ν на
G/H и существует Ad(G)-инвариантное центрально симметричное
(относительно нуля) выпуклое тело B в g такое, что

P (B) =
{
v ∈ p

∣∣ ν(v) 6 1
}
,

где P : g → p есть 〈·, ·〉-ортогональная проекция. В качестве B можно
взять

C = {w ∈ g| ‖w‖ 6 1},
где ‖ · ‖ — Ad(G)-инвариантная (возможно, неевклидова) чебышев-
ская норма (6.27) на g.
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Пример 24. Пусть (G/H, ρ) в формулировке теоремы 6.26 яв-
ляется нормальным однородным римановым многообразием относи-
тельно биинвариантной римановой метрики на G, порожденной
Ad(G)-инвариантным скалярным произведением 〈·, ·〉 на g. Тогда в
качестве B можно также рассмотреть C̃ = {w ∈ g |

√
〈w, w〉 6 1}.

В этом случае, P (C) = P (C̃).
Из доказанных в этом разделе результатов следует, что ком-

пактное G-δ-однородное многообразие (M,ρ) c внутренней метрикой
G0-δ-однородно для компоненты связности единицы G0 группы G,
в частности, I(M)0-δ-однородно. Поэтому в качестве G можно рас-
сматривать только связные транзитивные группы Ли движений мно-
гообразия (M, ρ).

Как показывают рассмотренные далее примеры чебышевских
норм, множество N(M, G) в начале раздела может содержать более
одного элемента. Поэтому большой интерес вызывает

Задача 2. Изучить множество N(M, G) и его свойства (в том
числе свойства чебышевских норм на g) для G-(δ-)однородных финс-
леровых (в частности, римановых) многообразий. Особый интерес
представляет случай G = I(M)0.

На основании нерастягиваемости субметрии и теоремы 6.26 по-
лучаем

Предложение 6.30. Если | · | ∈ N(M, G), то ‖ · ‖ 6 | · |. Если
| · |1, | · |3 ∈ N(M, G) и | · |1 6 | · |2 6 | · |3 для Ad(G)-инвариантной
нормы | · |2 на g, то | · |2 ∈ N(M,G). Выпуклая линейная комбинация
единичных шаров норм из N(M, G), а также выпуклая оболочка их
объединения дают единичный шар некоторой нормы из N(M, G).

6.11. Вычисление чебышевских норм для
некоторых многообразий

Этот раздел мотивирован изложенными ранее результатами об
обобщенных нормальных однородных римановых многообразиях и
основан на публикации [19].

В силу того, что явное вычисление чебышевской нормы для
конкретных однородных римановых многообразий является весьма
непростой задачей, естественно решить эту задачу для некоторых
классов «простых» многообразий. В §§ 6.11.3, 6.11.4 и 6.11.5 вычис-
ляются чебышевские нормы для евклидовых сфер, сфер Берже и
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инвариантных римановых метрик на пространстве SO(5)/U(2). По
ходу изложения становятся более понятными связи между свойст-
вами инвариантных норм на компактных алгебрах Ли и спектраль-
ными свойствами матриц из различных представлений алгебр Ли
(см. о спектральных свойствах [35, 45, 170, 169, 184] и библиогра-
фию в последних трех указанных источниках).

6.11.1. Об эллипсоидах Левнера — Джона. Для исследо-
вания свойств чебышевских норм полезным является понятие эл-
липсоида Левнера. Напомним, что эллипсоидом Левнера (в другой
терминологии эллипсоидом Левнера — Джона) для выпуклого ком-
пактного тела U ⊂ Rn называется эллипсоид максимального объема,
содержащийся в U . Хорошо известно, что существует единственный
эллипсоид с таким свойством [79, 145, 171].

Ниже мы приведем некоторые известные свойства эллипсоидов
Левнера для единичных шаров конечномерных нормированных про-
странств.

Теорема 6.27 [145, 171]. Пусть X = (Rn, | · |) — нормирован-
ное векторное пространство, и пусть (·, ·) — скалярное произведение,
порождаемое эллипсоидом Левнера для единичного шара U в про-
странстве X. Тогда найдутся натуральное число s, n 6 s 6 n(n+1)/2,
векторы xi ∈ X и положительные числа λi, 1 6 i 6 s, для которых
выполнены следующие соотношения:

|xi|2 = (xi, xi) = 1 при 1 6 i 6 s;

x =
s∑

i=1

λi(x, xi)xi для всех x ∈ X.

При этом
∑s

i=1 λi = n, и справедливо неравенство

|x|2 6 (x, x) 6 n|x|2 для всех x ∈ X.

В дополнение к этой теореме сформулируем еще один результат
из [145].

Теорема 6.28 [145, 171]. Рассмотрим в Rn норму | · |1 такую,
что (в обозначениях предыдущей теоремы) для каждого 1 6 i 6 s
выполнено равенство |xi|1 = 1, и для всех x ∈ Rn справедливо нера-
венство |x|1 6

√
(x, x). Тогда эллипсоид Левнера для единичного
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шара нормы | · |1 совпадает с единичным шаром евклидовой нормы√
(x, x) (и с эллипсоидом Левнера для единичного шара нормы | · |).
Рассмотрение примера 24 приводит к следующим естественным

вопросам.

Вопрос 10. Пусть (G/H,µ) — однородное риманово многообра-
зие, нормальное относительно биинвариантной метрики на G, опре-
деляемой Ad(G)-инвариантным скалярным произведением 〈·, ·〉 на
алгебре Ли g. Пусть t — некоторая подалгебра Картана в g, U —
замкнутый единичный шар чебышевской нормы ‖ · ‖ в t, E — эллип-
соид Левнера для U . Верно ли, что E = {x ∈ t| 〈x, x〉 6 1}?

Вопрос 11. Пусть W -инвариантное скалярное произведение (·, ·)
на t (W — группа Вейля для t) определяется эллипсоидом Левнера,
вписанным в выпуклое множество {v ∈ t, ‖v‖ 6 1}. Верно ли, что
для (единственного) распространения (·, ·) до Ad(G)-инвариантного
скалярного произведения на g и соответствующей скалярному про-
изведению (·, ·) биинвариантной римановой метрики η на G, канони-
ческая проекция p : (G, η) → (G/H, µ) является римановой субмер-
сией?

Отметим, что ответы на оба поставленных вопроса в общем
случае отрицательны, как следует из примеров, рассматриваемых
в § 6.11.4.

6.11.2. Еще раз об инвариантных римановых метриках на
сферах. Здесь мы приведем некоторую дополнительную информа-
цию о классификации инвариантных римановых метрик на сферах.
Транзитивные и эффективные действия (связных) групп Ли на сфе-
рах приведены в таблице 3. Среди инвариантных метрик на указан-
ных пространствах можно постараться выделить все δ-однородные.
Такими, например, будут все нормальные метрики. Интересно выяс-
нить наличие δ-однородных метрик, отличных от нормальных.

Отметим, что в случаях изотропно неприводимых пространств
инвариантными метриками на них являются лишь нормальные.

Согласно результатам работы [242], все инвариантные метрики
на пространствах U(n)/U(n − 1), Sp(n) × Sp(1)/Sp(n − 1) × Sp(1) и
S15 = Spin(9)/Spin(7) являются слабо симметрическими. Инвари-
антная метрика на пространстве Sp(n)×U(1)/Sp(n−1)×U(1) слабо
симметрична тогда и только тогда, когда Sp(n) × U(1) не является
ее полной связной группой движений.
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Из работ [240, 241, 242] известно, что все инвариантные метрики
на пространствах U(n)/U(n−1) и Sp(n)×Sp(1)/Sp(n−1)×Sp(1) яв-
ляются естественно редуктивными. Также в [242] сказано, что среди
инвариантных метрик на пространстве Spin(9)/Spin(7) естественно
редуктивной является лишь одна (порожденная формой Киллинга
на Spin(9)).

Теперь более подробно остановимся на описании U(n)-инвари-
антных метрик на S2n−1, следуя работе [241]. Пространство таких
метрик (с точностью до подобия) одномерно. Получить все такие
метрики можно с помощью расслоения Хопфа

S1 → S2n−1 → CPn−1.

Зафиксируем на S2n−1 каноническую метрику can постоянной сек-
ционной кривизны 1 и для каждого A > 0 рассмотрим на S2n−1 мет-
рику gA, получающуюся растяжением в A раз метрики can вдоль
слоев S1 указанного выше расслоения Хопфа. Семейство метрик gA

при A > 0 совпадает (с точностью до подобия) с семейством U(n)-
инвариантных метрик на S2n−1. Полной связной группой движений
метрики gA при A 6= 1 является группа U(n).

Отметим, что метрика gA имеет положительную секционную кри-
визну тогда и только тогда, когда A ∈ (0, 2/

√
3). Метрика gA явля-

ется нормальной (естественно редуктивной) относительно U(n) то-
гда и только тогда, когда A ∈

(
0,

√
n

2(n−1)

)
(соответственно, когда

A 6=
√

n
2(n−1) ). При A =

√
n

2(n−1) метрика gA является SU(n)-нор-

мальной. Таким образом, при A >
√

n
2(n−1) и A 6= 1 метрика gA не

является нормальной относительно любой группы движений.
В частности, при A ∈ (1, 2/

√
3) метрика gA является естествен-

но редуктивной (относительно U(n)), слабо симметрической и имеет
положительную секционную кривизну.

Замечание 39. Можно показать (см. предложение 6.33 для
случая n = 2), что метрика gA является δ-однородной лишь при
A ∈

(
0,

√
n

2(n−1)

]
и при A = 1. Таким образом, метрика gA явля-

ется δ-однородной тогда и только тогда, когда она нормальна (ли-
бо относительно U(n), либо относительно SU(n), либо относительно
SO(2n)).



334 Глава 6. Обобщенные нормальные однородные многообразия . . .

Таким образом, существует риманово многообразие (M, ρ) та-
кое, что оно одновременно однородно, естественно редуктивно, слабо
симметрично, имеет положительную секционную кривизну, но не яв-
ляется при этом δ-однородным.

6.11.3. Чебышевская норма для евклидовых сфер. Рас-
смотрим сферу Sm−1 с канонической метрикой µ постоянной секци-
онной кривизны 1. Полной связной группой движений для такой
сферы является группа G = SO(m). Рассмотрим вложение H =
SO(m − 1) ⊂ SO(m), заданное следующим образом: A 7→ diag(1, A)
для A ∈ SO(m − 1). Тогда Sm−1 естественным образом отождеств-
ляется с SO(m)/SO(m − 1), а рассматриваемая метрика µ на сфе-
ре (с точностью до пропорциональности) является нормальной от-
носительно биинвариантной метрики на SO(m), определяемой ска-
лярным произведением 〈X, Y 〉 = −1/2 trace(XY ) для X,Y ∈ so(m).
Пусть g = so(m), h = so(m− 1) (в соответствии с рассматриваемым
вложением), p — ортогональное дополнение к h в g относительно 〈·, ·〉.

Напомним, что алгебра so(m) естественным образом отождеств-
ляется с алгеброй Ли киллинговых полей на Sm−1. При этом Ad(G)-
инвариантная чебышевская норма ‖ · ‖ на g = so(m) определяется
непосредственно римановой метрикой µ на M = Sm−1 по формуле

‖X‖ = max
x∈M

√
µ(x)(X(x), X(x))

для киллингова векторного поля X на (M, µ). Наша ближайшая цель
более явно описать эту норму.

Теорема 6.29. Чебышевская норма на алгебре Ли so(m), m > 2,
соответствующая евклидовой сфере Sm−1 = SO(m)/SO(m− 1), вы-
числяется по формуле

‖X‖ = max
16i6m

|λi|,

где λi, 1 6 i 6 m, — собственные числа матрицы X.
C Пусть X ∈ so(m), тогда согласно предложению 6.27 получаем

‖X‖2 = max
A∈SO(m)

〈
Ad(A)(X)

∣∣
p
, Ad(A)(X)

∣∣
p

〉
.

Пусть матрица A имеет элемент aij , а матрица X — элемент xij на
(i, j)-ом месте, понятно, что матрица A−1 имеет на (i, j)-ом месте эле-
мент aji. Рассмотрим X̃ = Ad(A)(X) = AXA−1. Непосредственные
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вычисления показывают, что элементы последней матрицы выража-
ются по формуле

x̃ij =
∑

k,l

aikajlxkl.

Теперь нетрудно понять, что
〈
Ad(A)(X)

∣∣
p
, Ad(A)(X)

∣∣
p

〉
=

〈
X̃

∣∣
p
, X̃

∣∣
p

〉
=

=
∑

j

(x̃1j)2 =
∑

j,k,l,p,q

a1kajla1pajqxklxpq.

Поскольку
∑

j ajlajq = δlq (символ Кронекера), то
〈
Ad(A)(X)

∣∣
p
,Ad(A)(X)

∣∣
p

〉
=

∑

k,l,p

a1ka1pxklxpl =
∑

k,p

a1ka1pvkp,

где через vij обозначен (i, j)-ый элемент матрицы V = XXt = −X2.
Пусть теперь m = 2n или m = 2n + 1, где n > 1. Рассмотрим

векторы Fi = E(2i−1)(2i)−E(2i)(2i−1) для i = 1, . . . , n. Здесь через Eij

обозначена (m×m)-матрица, все элементы которой равны нулю, за
исключением элемента на месте (i, j), равного единице. Линейная
оболочка векторов Fi является стандартной подалгеброй Картана t

в so(m) [1].
Рассмотрим теперь вектор вида X = u1F1 + u2F2 + . . . + unFn и

вычислим его чебышевскую норму. Заметим, что матрица V = −X2

в этом случае диагональна:

V = diag
(
u2

1, u
2
1, u

2
2, u

2
2, . . . , u

2
n, u2

n, (0)
)
,

поэтому
〈
Ad(A)(X)

∣∣
p
, Ad(A)(X)

∣∣
p

〉
=

∑

k,p

a1ka1pvkp =
∑

k

a2
1kvkk,

где v(2i−1)(2i−1) = v(2i)(2i) = u2
i при 1 6 i 6 n. Поскольку

∑
k a2

1k = 1,
и для любого набора чисел a1k с таким условием существует матрица
A ∈ SO(m), у которой первая строка составлена из этих чисел, мы
получаем, что

‖X‖2 = max
A∈SO(m)

〈
Ad(A)(X)

∣∣
p
, Ad(A)(X)

∣∣
p

〉
=

= max
A∈SO(m)

∑

k

a2
1kvkk = max

16i6n

{
u2

i

}
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для вектора X = u1F1 + u2F2 + . . . + unFn. Следовательно,

‖X‖ = max
16i6n

|ui|.

В силу Ad(SO(m))-инвариантности чебышевской нормы, эта же
формула справедлива для всех X ∈ so(m). B

Следствие 6.11. Единичным шаром чебышевской нормы на
стандартной подалгебре Картана t алгебр Ли so(2n) и so(2n + 1)
является куб

K =
{

u1F1 + u2F2 + . . . + unFn

∣∣ max
16i6n

|ui| 6 1
}

,

а единичной сферой — поверхность этого куба.
В силу очевидных симметрий куба эллипсоидом Левнера для него

является множество (шар)

B =
{

u1F1 + u2F2 + . . . + unFn

∣∣∣
n∑

i=1

u2
i 6 1

}
.

Это множество в точности совпадает с множеством
{
X ∈ t

∣∣ 〈X,X〉 6 1
}
.

Таким образом, скалярное произведение на so(m), соответствую-
щее эллипсоиду Левнера, порождает биинвариантную метрику на
SO(m), относительно которой естественная проекция SO(m) на
Sm−1 = SO(m)/SO(m−1) является римановой субмерсией (см. воп-
росы 10 и 11).

Отметим, что при m = 2 и m = 3 чебышевская норма совпадает
с евклидовой нормой

√
−1/2 trace(X2). При m > 4 ситуация иная.

Ниже мы докажем, что при m > 4 единичная сфера чебышевской
нормы не является гладкой. Нам понадобится

Лемма 6.16. Пусть собственные числа матрицы Q ∈ so(m) по
модулю не превосходят единицы. Тогда для любого элемента этой
матрицы справедливо неравенство |qij | 6 1.

C Понятно, что матрица −Q2 симметрична, все ее собственные
числа вещественны и не превосходят единицы по модулю. Тогда мат-
рица I + Q2 неотрицательна в операторном смысле. В частности,
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неотрицательны все ее диагональные элементы. Таким образом, для
произвольного i мы имеем неравенство

1 >
m∑

j=1

q2
ij ,

откуда и следует лемма. B
Предложение 6.31. При m > 4 единичная сфера чебышевской

нормы на so(m) не является гладкой.
C Произвольный линейный функционал на so(m) имеет вид

l(X) = trace(X ·A)

для некоторой матрицы A ∈ so(m). Рассмотрим теперь вектор Y =
F1 + F2 (здесь как раз использовано условие m > 4). Рассмотрим
также функционалы l1(X) = trace(X · F1) и l2(X) = trace(X · F2).
Пусть U и S — единичный шар и единичная сфера рассматриваемой
чебышевской нормы соответственно. Понятно, что

trace(X · F1) = −2x12, trace(X · F2) = −2x34.

По лемме 6.16 мы получаем неравенства l1(X) > −2 и l2(X) > −2
для любых X из единичного шара U . В то же время очевидно ра-
венство l1(Y ) = l2(Y ) = −2. Так как рассматриваемые функциона-
лы линейно независимы, мы получили в точке Y ∈ S две опорные
гиперплоскости к шару U . Значит, в точке Y сфера S не является
гладкой. B

Замечание 40. Вышеприведенный пример показывает, что еди-
ничная сфера нормированного векторного пространства (g, ‖ · ‖), во-
обще говоря, не является гладкой. Очевидно также, что замкнутый
единичный шар в этом примере не является строго выпуклым.

6.11.4. Чебышевская норма для сфер Берже. Рассмотрим
однородное пространство G/H = U(2)/S1 = (SU(2) × S1)/S1, в ко-
тором вложение группы изотропии задается следующим образом:

H = S1 = diag(S1) ⊂ S1 × S1 ⊂ SU(2)× S1,

где вложение второго множителя S1 в произведение S1 × S1 — тож-
дественное отображение, а вложение первого множителя определя-
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ется некоторым фиксированным вложением i : S1 → SU(2). По-
скольку все окружности (максимальные торы) в группе SU(2) сопря-
жены друг с другом посредством внутренних автоморфизмов груп-
пы SU(2), то по существу речь идет о единственном однородном про-
странстве (с точностью до изоморфизма однородных пространств),
которое диффеоморфно трехмерной сфере S3.

В алгебре Ли g = su(2) ⊕ R выберем векторы e1, . . . , e4 таким
образом, что ei ∈ su(2) при 1 6 i 6 3, e4 ∈ R, h = LH = Lin{e3 + e4},
[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2. Зафиксируем на g Ad(G)-
инвариантное скалярное произведение 〈·, ·〉, относительно которого
векторы ei (i = 1, . . . , 4) образуют ортонормированный базис. Для
вещественного α 6= 0 рассмотрим на g невырожденную Ad(G)-инва-
риантную квадратичную форму

(·, ·)α = 〈·, ·〉
∣∣
su(2)

+ α〈·, ·〉
∣∣
R.

Рассмотрим теперь p — ортогональное дополнение к h в g относи-
тельно (·, ·)α. При α ∈ (−∞,−1) ∪ (0,∞) ограничение (·, ·)α на p

задает G-естественно редуктивную метрику ρα на рассматриваемом
пространстве G/H, и эта метрика является G-нормальной при поло-
жительных α. Отметим также, что G является полной связной груп-
пой движений для соответствующих однородных римановых много-
образий (см., например, [241]).

Замечание 41.Инвариантными метриками, порожденными ска-
лярными произведениями (·, ·)α при всевозможных α 6= 0, исчер-
пываются все U(2)-инвариантные метрики на S3 (с точностью до
подобия), за исключением биинваринтных метрик (которые имеют
бо́льшую группу движений). Известно также, что метрика ρα по-
добна U(2)-инвариантной метрике gA на S3 (описание которой дано
в § 6.11.2) при A2 = α

1+α [241]. Напомним, что метрика gA имеет
положительную секционную кривизну тогда и только тогда, когда
A ∈ (0, 2/

√
3). Римановы многообразия (S3, gA) при таких значени-

ях A называются сферами Берже. Отметим, что значениям A > 1
соответствуют отрицательные α.

Далее мы опишем чебышевскую норму ‖ · ‖α на g, порождаемую
(G/H, ρα). Согласно предложению 6.27 для элемента V ∈ g имеем

‖V ‖α = max
a∈G

∣∣ Ad(a)(V )p

∣∣
α
,
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где через | · |α обозначена евклидова норма на p, порожденная ска-
лярным произведением (·, ·)α.

Отметим, что любое сохраняющее ориентацию ортогональное
(относительно скалярного произведения 〈·, ·〉) преобразование алгеб-
ры Ли su(2) является ее внутренним автоморфизмом.

Согласно теореме 2.26 нам достаточно получить значения чебы-
шевской нормы на векторах из некоторой картановской подалгебры
алгебры g. Зафиксируем k = Lin{e3, e4} — картановскую подалгебру
в g. Пусть V = xe3 + ye4 ∈ k.

Теорема 6.30. Для чебышевской нормы вектора V =xe3+ye4 ∈ k

справедливо равенство

‖V ‖α =
√

α

α + 1
(|x|+ |y|)

при α ∈ (−∞,−1) и равенство

‖V ‖α =

{√
α

α+1

(|x|+ |y|) при |αy| > |x|,
√

x2 + αy2 при |αy| 6 |x|
при α ∈ (0,∞).

Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующая

Лемма 6.17. Пусть f : R3 → R, f(x, y, z) = x2 + y2 + α
α+1 (s− z)2

при некотором вещественном s и при α ∈ (−∞,−1)∪ (0,∞), и пусть
M(t, s) — максимальное значение этой функции при ограничении
x2 + y2 + z2 = t2, где t — фиксированное вещественное число. Тогда

M(t, s) =
α

α + 1
(|t|+ |s|)2

для α ∈ (−∞,−1) и

M(t, s) =

{
α

α+1

(|t|+ |s|)2 при |αs| > |t|,
t2 + αs2 при |αs| 6 |t|

для α ∈ (0,∞).

C Понятно, что
M(t, s) = max

|z|6|t|
ϕ(z),
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где

ϕ(z) = t2 − z2 +
α

α + 1
(s− z)2 = − 1

α + 1
z2 − 2α

α + 1
sz + t2 +

α

α + 1
s2.

Функция ϕ(z) имеет единственную критическую точку z0 = −αs.
Отметим, что

ϕ
(−|t|) =

α

α + 1
(|t|+s

)2
, ϕ

(|t|) =
α

α + 1
(|t|−s

)2
, ϕ(z0) = t2+αs2,

max
{
ϕ(−|t|), ϕ(|t|)} =

α

α + 1
(|t|+ |s|)2

.

Если α < −1, то очевидно

M(t, s) = max
{
ϕ(−|t|), ϕ(|t|)} =

α

α + 1
(|t|+ |s|)2

,

поскольку функция ϕ(z) в этом случае выпукла вниз.
Если же α > 0, функция ϕ(z) выпукла вверх и достигает абсолют-

ного максимума на R в точке z0. Следовательно, своего максимума
на отрезке [−|t|, |t|] она достигает либо в критической точке z0 (если
|z0| 6 |t|), либо в одном из концов отрезка (если |z0| > |t|). Разбирая
эти два варианта, получаем лемму. B

C Доказательство теоремы 6.30. Рассмотрим вектор

Ṽ := Ad(a)(V ) = l1e1 + l2e2 + l3e3 + l4e4

для некоторого a ∈ U(2). Понятно, что l4 = y, а l21 + l22 + l23 = x2.
Далее, поскольку векторы

e1, e2, ẽ3 := − α√
α(α + 1)

e3 +
1√

α(α + 1)
e4

образуют ортонормированный базис относительно (·, ·)α в p, то
∣∣Ṽp

∣∣2 = l21 + l22 +
α

α + 1
(q − l3)2.

Отметим, что для любой тройки вещественных чисел (l1, l2, l3), свя-
занных условием l21 + l22 + l23 = x2, можно подобрать такое a ∈ U(2),
что

Ad(a)(V ) = ±l1e1 + l2e2 + l3e3 + ye4.
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Используя вышеприведенные выкладки и лемму 6.17, легко по-
лучаем теорему. B

Пусть Uα — единичный шар нормы ‖·‖α на подалгебре Картана t.
При α > 0 рассмотрим также эллипс

Eα =
{
V = xe3 + ye4 ∈ t

∣∣ x2 + αy2 6 1
}
,

т. е. множество векторов в t, имеющих длину 6 1 относительно ев-
клидовой нормы, индуцированной скалярным произведением (·, ·)α.
Кроме того, нам будут полезны множества

Kα =

{
V = xe3 + ye4 ∈ t

∣∣∣∣
√

α

α + 1
(|x|+ |y|) 6 1

}
,

Bα =
{

V = xe3 + ye4 ∈ t
∣∣∣ x2 + y2 6 α + 1

2α

}
.

Отметим, что Uα ⊂ Kα (и даже Uα = Kα при α < −1), а при α > 0
выполнены включения

Eα ⊂ Uα, Bα ⊂ Kα.

Более того, круг Bα является эллипсоидом Левнера в квадрате Kα.
Предложение 6.32. Пусть α > 1, тогда эллипсоидом Левнера

для Uα является Bα.

C Нетрудно убедиться в том, что при α > 1 имеется вклю-
чение Bα ⊂ Uα. Действительно, координаты точек пересечения
∂(Eα)∩∂(Bα) удовлетворяют неравенству |αy| > |x|. Пользуясь опре-
делением Uα, легко убедиться в справедливости приведенного вклю-
чения. Далее, Bα является эллипсоидом Левнера для Uα, поскольку
Bα является эллипсоидом Левнера для большего множества Kα. B

Замечание 42. Это предложение показывает, что ответ на воп-
рос 10 в общем случае отрицателен.

Произвольное Ad(G)-инвариантное скалярное произведение на g

имеет вид
(·, ·)β,γ = β〈·, ·〉∣∣

su(2)
+ γ〈·, ·〉∣∣R

для некоторых положительных констант β и γ. Соответствующую
биинвариантную риманову метрику на G обозначим через ρ̄β,γ .
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Зафиксируем некоторое α > 0 и рассмотрим естественную про-
екцию

πα,β,γ : (G, ρ̄β,γ) → (G/H, ρα).

Справедлива следующая
Теорема 6.31. Проекция πα,β,γ является субметрией тогда и

только тогда, когда β = 1 и γ = α.
C То, что при β = 1 и γ = α отображение πα,β,γ является субмет-

рией, очевидно.
Предположим теперь, что πα,β,γ — субметрия. Тогда субметрией

является и индуцированное отображение касательных пространств

π̃α,β,γ :
(
g, (·, ·)β,γ

) → (
p = g/h, (·, ·)α

)
.

Отметим, что при проекции π : g → p = g/h вектор

V = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4

переходит в вектор

π(V ) = x1e1 + x2e2 +
√

α

α + 1
(x4 − x3)ẽ3,

причем, как отмечалось выше, векторы

e1, e2, ẽ3 = − α√
α(α + 1)

e3 +
1√

α(α + 1)
e4

образуют ортонормированный базис относительно (·, ·)α в p. Век-
тор e1 при проекции π неподвижен, а π−1(e1) = e1 + h. Посколь-
ку π̃α,β,γ — субметрия, то по необходимости выполняется равен-
ство β = 1.

Покажем теперь, что γ = α. Должен существовать вектор V ∈ g

такой, что π(V ) = ẽ3, и (V, V )1,γ 6 1. Понятно, что V = te3 + se4 для
некоторых вещественных t и s, и должны выполняться соотношения

t2 + γs2 6 1,

√
α

α + 1
(s− t) = 1.

Таким образом,

t = s−
√

α + 1
α



6.11. Вычисление чебышевских норм для некоторых многообразий 343

и

(1 + γ)s2 − 2

√
α + 1

α
s +

1
α

6 0.

Дискриминант квадратного трехчлена в последнем неравенстве обя-
зан быть неотрицательным, откуда следует α > γ.

Далее, любой вектор V = te3 + se4 с условием t2 + γs2 = 1 дол-
жен проектироваться в вектор π(V ) такой, что (π(V ), π(V ))α 6 1,
т. е. должно выполняться неравенство α

α+1 (s − t)2 6 1. Рассмотрим
t = γ√

γ(γ+1)
и s = − 1√

γ(γ+1)
, тогда α

α+1
γ+1

γ 6 1, что эквивалентно

неравенству α 6 γ. Таким образом, если πα,β,γ — субметрия, то β = 1
и γ = α. B

Вернемся теперь к случаю α > 1. Рассмотрим Ad(G)-инвариант-
ное скалярное произведение на g, единичным шаром которого на k

является эллипс Bα (эллипсоид Левнера для Uα). Нетрудно понять,
что это скалярное произведение совпадает с (·, ·)η,η при η =

√
2α

α+1 , а
ρ̄η,η — биинвариантная метрика на G, порожденная этим скалярным
произведением. Как показано выше, естественная проекция

πα,η,η : (G, ρ̄η,η) → (G/H, ρα)

не является субметрией.
Замечание 43. Приведенное рассуждение показывает, что ответ

на вопрос 11 в общем случае отрицателен.
В заключение докажем следующее предложение (см. замеча-

ния 39 и 41).
Предложение 6.33. Однородное риманово многообразие

(G/H, ρα) при α < −1 не является δ-однородным.
C Как было показано ранее, для вектора V = xe3 + ye4 ∈ k при

α < −1 справедливо равенство

‖V ‖α =
√

α

α + 1
(|x|+ |y|).

Если теперь W =
4∑

i=1

xiei, то, как нетрудно проверить,

‖W‖α =
√

α

α + 1

(√
x2

1 + x2
2 + x2

3 + |x4|
)

.
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Если (G/H, ρα) является δ-однородным, то проекция

π̃α :
(
g, ‖ · ‖α

) → (
p = g/h, | · |α

)

должна быть субметрией. Как уже отмечалось, при естественной
проекции π : g → p = g/h вектор W = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4

переходит в вектор

π(W ) = x1e1 + x2e2 +
√

α

α + 1
(x4 − x3)ẽ3,

а π−1(e1)=e1+h. Теперь осталось отметить, что |e1|α =
√

(e1, e1)α =1,
в то время как

min
u∈h

‖e1 + u‖α = ‖e1‖α =
√

α

α + 1
> 1

при α < −1. Таким образом, π̃α не является субметрией, а (G/H, ρα)
не является δ-однородным при α < −1. B

6.11.5. Чебышевская норма для инвариантных метрик
на SO(5)/U(2). Как уже не раз отмечалось, SO(5)-инвариантная
метрика µx1,x2 на однородном пространстве M = SO(5)/U(2) яв-
ляется обобщенной нормальной однородной и при этом не явля-
ется нормальной однородной тогда и только тогда, когда x1 <
x2 < 2x1. Ниже мы вычислим чебышевские нормы на алгебре
Ли so(5), соответствующие однородным римановым многообразиям
(M = SO(5)/U(2), µx1,x2) при 2x1 6= x2 (при 2x1 = x2 полная связ-
ная группа движений (M = SO(5)/U(2), µx1,x2) локально изоморфна
группе SO(6)).

Описание (M = SO(5)/U(2), µx1,x2) есть в примере 16. Напом-
ним, что это однородное пространство таково, что U(2) ⊂ SO(4) ⊂
SO(5), а пары (SO(5), SO(4)), (SO(4), U(2)) являются симметриче-
скими неприводимыми. Рассмотрим Ad(SO(5))-инвариантное ска-
лярное произведение 〈A,B〉 = −1/2 trace(A · B) на so(5). Матрицы
A +

√−1B ∈ u(2), где

A =
(

0 c
−c 0

)
, B =

(
a d
d b

)
,

вложены в so(4) посредством

A +
√−1B 7→

(
A B
−B A

)
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для получения симметрической пары (so(4), u(2)). Также использу-
ется вложение A 7→ diag(A, 0) алгебры so(4) в so(5). Далее рассмот-
рим естественное 〈·, ·〉-ортогональное разложение:

g = so(5) = so(4)⊕ p1 = u(2)⊕ p2 ⊕ p1, p = p1 ⊕ p2,

где

u(2) =








0 c a d 0
−c 0 d b 0
−a −d 0 c 0
−d −b −c 0 0
0 0 0 0 0




; a, b, c, d ∈ R





,

p1 =





X =




0 0 0 0 k
0 0 0 0 l
0 0 0 0 m
0 0 0 0 n
−k −l −m −n 0




; k, l, m, n ∈ R





,

p2 =





Y =




0 e 0 f 0
−e 0 −f 0 0
0 f 0 −e 0
−f 0 e 0 0
0 0 0 0 0




; e, f ∈ R





,

и модули p1 и p2 являются Ad(U(2))-инвариантными и Ad(U(2))-не-
приводимыми. Ясно, что 〈X, X〉 = k2 + l2 + m2 + n2 для X ∈ p1 и
〈Y, Y 〉 = 2e2 + 2f2 для Y ∈ p2.

Рассмотрим теперь SO(5)-инвариантную риманову метрику
µ = µx1,x2 на SO(5)/U(2), порождаемую скалярным произведением

(·, ·) = x1〈·, ·〉
∣∣
p1

+ x2〈·, ·〉
∣∣
p2

на p для некоторых положительных чисел x1 и x2. Далее мы оста-
новимся на случае x2 6= 2x1, поскольку в случае x2 = 2x1 полная
связная группа движений риманова многообразия (M = SO(5)/U(2),
µx1,x2) локально изоморфна группе SO(6).

Сначала докажем два вспомогательных утверждения. Предвари-
тельно условимся о некоторых обозначениях. Пусть Ei,j — (5×5)-ма-
трица, у которой (i, j)-ый элемент равен 1, а все остальные элементы
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нулевые. Для произвольных 1 6 i < j 6 5 положим Fi,j = Ei,j−Ej,i.
Рассмотрим подпространство q = R·F1,5⊕R·(F1,4−F2,3) ⊂ p = p1⊕p2.

Предложение 6.34. Для произвольного вектора V ∈ p суще-
ствует a ∈ H = U(2) такой, что Ad(a)(V ) ∈ q.

C Пусть V = X + Y , где X ∈ p1 и Y ∈ p2. Группа Ad(U(2))
действует транзитивно на единичной сфере в p1. Поэтому мы мо-
жем считать, что X = bF1,5 для некоторого b ∈ R. Имеем Y =
c1(F1,2 − F3,4) + c2(F1,4 − F2,3) для некоторых вещественных c1 и c2.
Отметим, что [F2,4, X] = 0. Таким образом, X инвариантен отно-
сительно Ad(a), где a = exp(tF2,4). С другой стороны, Ad(a)(Y ) =
c̃1(F1,2 − F3,4) + c̃2(F1,4 − F2,3) ∈ p2, где c̃1 = c1 cos(t) + c2 sin(t),
c̃2 = c2 cos(t)− c1 sin(t). Для подходящего t ∈ R мы получаем c̃1 = 0.
Следовательно, Ad(a)(V ) = bF1,5 + c̃2(F1,4 − F2,3) ∈ q. B

Предложение 6.35. Вектор W = X+Y +Z, где X+Y ∈q, X∈p1,
Y ∈ p2 и Z ∈ h = u(2), является нетривиальным геодезическим
вектором на (SO(5)/U(2), µ), x2 6= x1, x2 6= 2x1, тогда и только тогда,
когда выполнено одно из следующих условий:

1) W = bF1,5 + x2
x1

cF1,4 + x2−2x1
x1

cF2,3 для некоторых b 6= 0, c 6= 0;
2) W = d(F1,4−F2,3)+a1(F1,2+F3,4)+a2(F1,4+F2,3)+a3(F1,3−F2,4)

для некоторых d 6= 0, a1, a2, a3 ∈ R;
3) W = eF1,5 + fF2,4 для некоторых e 6= 0 и f ∈ R.

C Рассмотрим W =X+Y +Z, где X =bF1,5∈p1, Y =c(F1,4−F2,3),
и Z = b1(F1,2 + F3,4) + b2(F1,4 + F2,3) + b3F1,3 + b4F2,4. Геодезичность
вектора W (согласно предложению 6.14) равносильна выполнению
равенств [Z, Y ] = 0, [X, Y ] = x1/(x2− x1)[X, Z]. Прямые вычисления
показывают, что

[Z, Y ] = c(b3 + b4)(F1,2 − F3,4), [X, Y ] = bcF4,5,

[X, Z] = b(b1F2,5 + b3F3,5 + b2F4,5).

Если b 6= 0 и c 6= 0, то b1 = b3 = b4 = 0 и b2 = x2−x1
x1

c. Если b = 0
и c 6= 0, то b4 = −b3. Если b 6= 0 и c = 0, то b1 = b2 = b3 = 0.
Предложение доказано. B

Обозначим через ‖ · ‖x1,x2 чебышевскую норму на алгебре
Ли so(5), соответствующую однородному риманову многообразию
(M = SO(5)/U(2), µx1,x2).

Пусть W ∈ so(5), тогда матрица −W 2 является симметричной и
имеет собственные значения 0, λ2, λ2, µ2, µ2, где µ > λ > 0 (понят-
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но, что λ и µ — модули соответствующих собственных чисел матри-
цы W ). Поскольку норма ‖·‖x1,x2 является Ad(SO(5))-инвариантной,
то, как нетрудно понять, ее значение на векторе W зависит лишь от
значений λ и µ.

Замечание 44. Далее в тексте мы неоднократно будем исполь-
зовать введенные выше величины λ и µ без дополнительных ком-
ментариев.

Рассмотрим O(W ) — орбиту W в so(5) относительно действия
присоединенной группы Ad(SO(5)). Поскольку эта орбита компакт-
на, существует W̃ ∈ O(W ) такой, что (W̃ |p, W̃ |p) > (V |p, V |p) для
каждого V ∈ O(W ). Согласно определению чебышевской нормы мы
получаем, что √(

W̃
∣∣
p
, W̃

∣∣
p

)
= ‖W‖x1,x2 .

Векторы W̃ ∈ O(W ) с указанным свойством являются δ-векторами.
Ясно, что множество δ-векторов инвариантно относительно действия
подгруппы Ad(U(2)) ⊂ Ad(SO(5)). Для нахождения таких векторов
нам будет полезна лемма 6.18, являющаяся очевидным следствием
предложений 6.34 и 6.35.

Лемма 6.18. Пусть x2 6= 2x1 и x2 6= x1. Тогда для каждого
W ∈ so(5) существует δ-вектор V ∈ O(W ) такой, что его p-компо-
нента Vp лежит в подпространстве

q = R · F1,5 ⊕ R · (F1,4 − F2,3) ⊂ p = p1 ⊕ p2.

Если V — такой вектор, то он может иметь лишь одну из следующих
трех форм:

1) V = bF1,5 + x2
x1

cF1,4 + x2−2x1
x1

cF2,3, где b 6= 0, c 6= 0;
2) V = d(F1,4−F2,3)+a1(F1,2+F3,4)+a2(F1,4+F2,3)+a3(F1,3−F2,4),

где d 6= 0, a1, a2, a3 ∈ R;
3) V = eF1,5 + fF2,4, где e 6= 0 и f ∈ R.

Таким образом, мы получаем алгоритм для вычисления чебышев-
ской нормы W ∈so(5). Определим подмножество матриц Mλ,µ⊂so(5)
следующим образом:

Mλ,µ =
{
V ∈so(5)

∣∣−V 2 имееет собственные значения 0, λ2, λ2, µ2, µ2
}
.

Тогда
‖W‖x1,x2 = max

{(
V |p, V |p

)∣∣ V ∈ Mλ,µ

}
.
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При этом лемма 6.18 позволяет ограничиться лишь векторами V ,
имеющих одну из форм 1), 2) или 3) в ее формулировке.

Справедливость следующей леммы доказывается простыми вы-
числениями.

Лемма 6.19. 1) Пусть

V = bF1,5 +
x2

x1
cF1,4 +

x2 − 2x1

x1
cF2,3,

где b, c ∈ R. Тогда (Vp, Vp) = x1b
2 + 2x2c

2, а матрица −V 2 имеет
собственные значения

0,
c2(2x1 − x2)2

x2
1

,
c2(2x1 − x2)2

x2
1

,
b2x2

1 + c2x2
2

x2
1

,
b2x2

1 + c2x2
2

x2
1

.

2) Пусть V = d(F1,4 − F2,3) + a1(F1,2 + F3,4) + a2(F1,4 + F2,3) +
a3(F1,3 − F2,4), где d 6= 0, a1, a2, a3 ∈ R. Тогда (Vp, Vp) = 2x2d

2, а
матрица −V 2 имеет собственные значения

0,
(|d| − s

)2
,

(|d| − s
)2

,
(|d|+ s

)2
,

(|d|+ s
)2

,

где s =
√

a2
1 + a2

2 + a2
3.

3) Пусть
V = eF1,5 + fF2,4,

где e 6= 0 и f ∈ R. Тогда (Vp, Vp) = x1e
2, а матрица −V 2 имеет

собственные значения

0, e2, e2, f2, f2.

Пользуясь этой леммой, нетрудно получить явное выражений для
чебышевской нормы. Докажем сначала еще несколько вспомогатель-
ных утверждений.

Лемма 6.20. Пусть x2 6= 2x1 и x2 6= x1. Тогда ‖W‖ 2
x1,x2

=
max{I1, I2, I3}, где

I1 =

{
x1µ

2 + x1x2
2x1−x2

λ2 при µ > x2
|2x1−x2| λ,

0 при µ < x2
|2x1−x2| λ;

I2 =
x2

2
(λ + µ)2; I3 = x1µ

2.
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C Леммы 6.18 и 6.19 предоставляют способ вычисления ‖W‖ 2
x1,x2

.
Для этого достаточно вычислить (Vp, Vp) для всех случаев, указан-
ных в лемме 6.19, а затем взять максимальную среди полученных
величин.

Рассмотрим случай 1) в лемме 6.19. В этом случае получаем два
варианта: либо

λ2 =
c2(2x1 − x2)2

x2
1

, µ2 =
b2x2

1 + c2x2
2

x2
1

,

либо

µ2 =
c2(2x1 − x2)2

x2
1

, λ2 =
b2x2

1 + c2x2
2

x2
1

.

Отметим, что вещественность b в этих двух вариантах эквивалентна
выполнению неравенств

µ > x2

|2x1 − x2| λ и λ > x2

|2x1 − x2| µ

соответственно. Далее заметим, что

(Vp, Vp) = x1µ
2 +

x1x2

2x1 − x2
λ2 и (Vp, Vp) = x1λ

2 +
x1x2

2x1 − x2
µ2

для рассматриваемых вариантов.
Покажем теперь, что второй вариант при вычислении чебышев-

ской нормы можно не принимать в расчет. Действительно, учиты-
вая неравенства µ > λ и λ > x2

|2x1−x2| µ, заключаем, что для «су-
щественности» второго варианта должно выполняться неравенство

x2
|2x1−x2| 6 1, что эквивалентно неравенству x1 > x2.

Очевидно, что из λ > x2
|2x1−x2| µ следует µ > x2

|2x1−x2| λ и, кроме
того, при x1 > x2 выполнено неравенство

(
x1µ

2 +
x1x2

2x1 − x2
λ2

)
−

(
x1λ

2 +
x1x2

2x1 − x2
µ2

)
=

=
(

2x2(x1 − x2)
2x1 − x2

) (
µ2 − λ2

)
> 0.

Таким образом, при любом выборе x1 и x2 вектор, соответствую-
щий второму варианту, не влияет на величину чебышевской нормы
вектора W .
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Рассмотрим случай 2) в лемме 6.19. В этом случае либо |d| =
(λ + µ)/2, либо |d| = (µ− λ)/2. Следовательно,

(Vp, Vp) =
x2

2
(λ + µ)2 или (Vp, Vp) =

x2

2
(µ− λ)2.

В случае 3) леммы 6.19 должно быть либо (e2, f2) = (λ2, µ2), либо
(e2, f2) = (µ2, λ2). Отсюда следует, что

(Vp, Vp) = x1λ
2 или (Vp, Vp) = x1µ

2.

Для завершения доказательства леммы осталось заметить, что
x2
2 (λ + µ)2 > x2

2 (µ− λ)2 и x1λ
2 6 x1µ

2. B
Лемма 6.21. Если 2x1 < x2, то для всех µ > λ > 0 выполне-

но неравенство I2 > I3. Если 2x1 > x2, то неравенство I2 > (6)I3

равносильно неравенству λ > (6)
√

2x1x2−x2
x2

µ.

C Понятно, что 2I2 − 2I3 = x2λ
2 + 2x2λµ + (x2 − 2x1)µ2. Учиты-

вая, что полином x2t
2 + 2x2t + (x2 − 2x1) имеет корни

√
2x1x2−x2

x2
и

−√2x1x2−x2
x2

< 0, получаем оба утверждения леммы. B
Теорема 6.32. Пусть 2x1 < x2, тогда для чебышевской нормы

вектора W справедливо равенство

‖W‖x1,x2 =
√

x2

2
(λ + µ).

Пусть 2x1 > x2 > x1, тогда для чебышевской нормы вектора W
справедливо равенство

‖W‖x1,x2 =

{√
x1µ2 + x1x2

2x1−x2
λ2 при µ > x2

2x1−x2
λ,

√
x2
2 (λ + µ) при µ 6 x2

2x1−x2
λ.

Пусть x1 > x2, тогда для чебышевской нормы вектора W справед-
ливо равенство

‖W‖x1,x2 =
√

x1µ2 +
x1x2

2x1 − x2
λ2.

C Отметим, что

x1µ
2 +

x1x2

2x1 − x2
λ2 − x2

2
(λ + µ)2 =

2x1 − x2

2

(
µ− x2

2x1 − x2
λ

)2

.
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Поэтому при 2x1 < x2 выполняется неравенство I1 6 I2. Кроме того,
в этом случае 2I2 = x2(λ + µ)2 > 2x1µ

2 = I3. Таким образом, первое
утверждение теоремы доказано.

При условии 2x1 > x2 > x1 справедливо неравенство x2
2x1−x2

> 1.
Понятно, что при µ > x2

2x1−x2
λ выполнены неравенства

I1 − I2 =
2x1 − x2

2

(
λ− x2

2x1 − x2
µ

)2

> 0 и I1 > I3.

Если же µ 6 x2
2x1−x2

λ, то, как легко проверить,

λ > 2x1 − x2

x2
µ >

√
2x1x2 − x2

x2
µ.

Согласно лемме 6.21 в этом случае I2 > I3, что и доказывает второе
утверждение теоремы.

Третье утверждение достаточно доказать при x2 6= x1, а соот-
ветствующий результат для x2 = x1 получить с помощью предель-
ного перехода. Отметим, что при x1 > x2 выполнено неравенство
0 < x2

2x1−x2
< 1. Поэтому не существует чисел µ > λ > 0, связанных

неравенством µ < x2
2x1−x2

λ. Далее, как и в предыдущем случае, полу-
чаем I1 > I2 и I1 > I3 для произвольных µ > λ > 0, что и завершает
доказательство теоремы. B

Отметим, что только при x2 = x1 чебышевская норма на so(5)
является евклидовой (в этом случае она порождается Ad(SO(5))-ин-
вариантным скалярным произведением x1〈·, ·〉 на so(5)), в то время
как при остальных значениях параметров x1 и x2 норма ‖ · ‖x1,x2

евклидовой не является.
Можно рассмотреть ограничение чебышевской нормы ‖ ·‖x1,x2 на

картановскую подалгебру k алгебры Ли so(5). В качестве таковой
рассмотрим

k =
{
V = aF1,2 + bF3,4

∣∣ a, b ∈ R}
.

Учитывая, что собственными значениями матрицы −V 2 = −(aF1,2 +
bF3,4)2 являются числа 0, a2, b2 (два последних имеют кратность 2),
из теоремы 6.32 сразу получаем

Следствие 6.12. При 2x1 < x2 справедливо равенство

‖V ‖x1,x2 =
√

x2

2
(|a|+ |b|).
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При 2x1 > x2 > x1 имеет место равенство

‖V ‖x1,x2 =





√
x1 max

{
a2, b2

}
+ x1x2

2x1−x2
min

{
a2, b2

}
,

max
{|a|, |b|} > x2

2x1−x2
min

{|a|, |b|};
√

x2
2

(|a|+ |b|), max
{|a|, |b|} 6 x2

2x1−x2
min

{|a|, |b|}.

При x1 > x2 справедливо равенство

‖V ‖x1,x2 =
√

x1 max
{
a2, b2

}
+

x1x2

2x1 − x2
min

{
a2, b2

}
.

Отметим также, что с помощью теорем 6.11 и 6.32 можно полу-
чить доказательство обобщенной нормальности римановых много-
образий (M = SO(5)/U(2), µx1,x2) при x1 < x2 < 2x1, отличное от
оригинального в [90].



ГЛАВА 7

ОДНОРОДНЫЕ ПО КЛИФФОРДУ — ВОЛЬФУ
РИМАНОВЫ МНОГООБРАЗИЯ

В этой главе приводится полная изометрическая классификация
односвязных однородных по Клиффорду — Вольфу римановых мно-
гообразий (см. определения 104 и 105), полученная в статье [88].
Нетрудно увидеть, что евклидовы пространства, нечетномерные
круглые сферы, и группы Ли с биинвариантными римановыми мет-
риками, а также прямые метрические произведения однородных по
Клиффорду — Вольфу римановых пространств также однородны по
Клиффорду — Вольфу. Основной результат этой главы утверждает,
что в односвязном случае верно и противоположное утверждение.
Более точно,

Теорема 7.1 [88]. Односвязное (связное) риманово многообразие
однородно по Клиффорду — Вольфу тогда и только тогда, когда оно
изометрично прямому метрическому произведению некоторого ев-
клидова пространства, нечетномерных сфер постоянной секционной
кривизны и односвязных компактных простых групп Ли с биинвари-
антными римановыми метриками (некоторые из этих сомножителей
могут отсутствовать).

Остальной материал этой главы связан с исследованием различ-
ных взаимосвязей между классом однородных по Клиффорду —
Вольфу римановых многообразий и другими естественно определя-
емыми классами. В частности, в заключительном разделе получена
классификация ограниченно однородных по Клиффорду — Вольфу
римановых многообразий.

7.1. Предварительные сведения

Г. Фрейденталь классифицировал в статье [129] все индивиду-
альные переносы Клиффорда — Вольфа на симметрических про-
странствах. Заметим, что относительно немногие классические ри-
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мановы пространства допускают 1-параметрические группы пе-
реносов Клиффорда — Вольфа. Например, известно, что среди
неприводимых компактных односвязных симметрических прост-
ранств такими являются только нечетномерные сферы, простран-
ства SU(2m)/Sp(m), m > 2, и простые компактные группы Ли с
биинвариантной римановой метрикой [232].

Рассмотрим некоторые примеры. Очевидно, каждое евклидово
пространство En однородно по Клиффорду — Вольфу. Так как En

можно трактовать как (коммутативную) аддитивную векторную
группу с биинвариантным скалярным произведением, следующий
пример можно рассматривать как обобщение.

Пример 25. Пусть G — группа Ли с биинвариантной римано-
вой (внутренней) метрикой ρ. В этом случае группы левых и правых
сдвигов L(G) и R(G) состоят из изометрий Клиффорда — Вольфа
в (G, ρ). Поэтому (G, ρ) однородно по Клиффорду — Вольфу. За-
метим также, что в статье [10] был доказан следующий результат:
риманово многообразие (M, g) допускает транзитивную группу Γ пе-
реносов Клиффорда — Вольфа тогда и только тогда, когда оно изо-
метрично группе Ли G с биинвариантной римановой метрикой.

Пример 26. Каждая нечетномерная круглая сфера S2n−1 КВ-
однородна. Действительно,

S2n−1 =
{

ξ = (z1, . . . , zn) ∈ Cn :
n∑

k=1

|zk|2 = 1
}

.

Тогда формула γ(t)(ξ) = eitξ определяет 1-параметрическую группу
переносов Клиффорда — Вольфа на S2n−1 с геодезическими окруж-
ностями в качестве орбит. Так как S2n−1 однородно и изотропно,
любая геодезическая окружность — орбита некоторой 1-параметри-
ческой группы переносов Клиффорда — Вольфа, так что S2n−1 КВ-
однородно. Заметим, что S1 и S3 можно рассматривать как группы
Ли SO(2) и SU(2) с биинвариантными римановыми метриками.

Заметим также, что прямое метрическое произведение однород-
ных по Клиффорду — Вольфу римановых многообразий само одно-
родно по Клиффорду — Вольфу. С другой стороны, условие одно-
родности по Клиффорду — Вольфу для римановых многообразий
достаточно сильно. Поэтому есть надежда получить полную класси-
фикацию таких многообразий.
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Нам будет нужно следующее определение.

Определение 110.Метрическое пространство с внутренней мет-
рикой (X, d) называется сильно однородным по Клиффорду — Воль-
фу, если для любых двух точек x, y ∈ X существует 1-параметри-
ческая группа γ(t), t ∈ R, переносов Клиффорда — Вольфа прост-
ранства (X, d) такая, что для достаточно малых |t|, γ(t) сдвигает все
точки в (X, d) на расстояние |t|, и γ(s)(x) = y, где d(x, y) = s.

Ясно, что каждое сильно однородное по Клиффорду — Воль-
фу пространство с внутренней метрикой однородно по Клиффор-
ду — Вольфу, а однородное по Клиффорду — Вольфу пространст-
во с внутренней метрикой ограниченно однородно по Клиффорду —
Вольфу (определение 107). Возникает естественный вопрос:

Вопрос 12. Являются ли эти три класса пространств попарно
различными (в частности, в случае римановых многообразий)?

Из теорем 6.1 и 3.27 получаем следующую теорему.

Теорема 7.2. Если связное ограниченно однородное по Клиф-
форду — Вольфу риманово многообразие симметрическое, то оно
сильно однородно по Клиффорду — Вольфу.

7.2. Еще раз о киллинговых полях постоянной длины

Теперь докажем теорему, играющую ключевую роль в исследова-
нии однородных по Клиффорду — Вольфу римановых многообразий
и их обобщений.

Теорема 7.3. Для любого киллингова векторного поля Z посто-
янной длины на римановом многообразии (M, g),

(∇ZR)(·, Z)Z ≡ 0.

C Достаточно доказать, что g((∇ZR)(X, Z)Z, Y ) = 0 для любых
гладких векторных полей X и Y на M . Из предложения 3.3 мы знаем,
что

g(∇XZ,∇Y Z) = g(R(X,Z)Z, Y ).

Поэтому
Z · g(∇XZ,∇Y Z) = Z · g(R(X, Z)Z, Y ).
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Далее, по предложению 3.3 мы получаем, что

Z · g(∇XZ,∇Y Z) = g(∇Z∇XZ,∇Y Z) + g(∇XZ,∇Z∇Y Z) =

= g(R(Y, Z)Z,∇ZX) + g(R(X,Z)Z,∇ZY ).

С другой стороны,

Z · g(
R(X, Z)Z, Y

)
= g

(
(∇ZR)(X, Z)Z, Y

)
+

+ g
(
R(∇ZX, Z)Z, Y

)
+ g

(
R(X, Z)Z,∇ZY

)
=

= g
(
(∇ZR)(X, Z)Z, Y

)
+ g

(
R(Y, Z)Z,∇ZX

)
+ g

(
R(X, Z)Z,∇ZY

)
.

Комбинируя полученные уравнения, получаем

g
(
(∇ZR)(X,Z)Z, Y

)
= 0,

что доказывает теорему. B
Заметим, что условие (∇ZR)(·, Z)Z = 0 означает, что для любой

геодезической γ, являющейся интегральной кривой поля Z, произ-
водная каждого нормального поля Якоби вдоль γ также является
нормальным полем Якоби (см. [21, разд. 2.33]).

7.3. Доказательство основного результата

Нам будет нужно следующее полезное предложение.
Предложение 7.1 [21, предложение 2.35]. Если производная

Леви-Чивита тензора кривизны R риманова многообразия (M, g)
удовлетворяет условию (∇XR)(·, X)X = 0 для всех X ∈ TM , то
(M, g) локально симметрично.

Теперь, используя теорему 7.3, можно доказать следующую тео-
рему.

Теорема 7.4. Каждое ограниченно однородное по Клиффорду —
Вольфу риманово многообразие (M, g) локально симметрично.

C Согласно предложению 7.1 достаточно доказать, что для лю-
бого вектора X ∈ Mx в некоторой фиксированной точке x ∈ M
(∇XR)(·, X)X = 0. По теореме 6.1 можно найти некоторое кил-
лингово векторное поле Z постоянной длины на (M, g) такое, что
Z(x) = X. По теореме 7.3 мы получаем (∇ZR)(·, Z)Z = 0 в каждой
точке из M . В частности,

(∇XR)(·, X)X = (∇Z(x)R)( · , Z(x))Z(x) = 0. B
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Предложение 7.2 [232, теорема 5.5.1]. Пусть M — односвяз-
ное компактное неприводимое симметрическое пространство, не изо-
метричное группе Ли с биинвариантной римановой метрикой. Ес-
ли M допускает нетривиальное киллингово векторное поле посто-
янной длины, то M — нечетномерная сфера S2n−1, n > 3, или
M = SU(2n)/Sp(n), n > 3.

C Предложение следует из теоремы 5.5.1 в [232], где доказано, что
среди неприводимых компактных односвязных симметрических про-
странств только нечетномерные сферы, пространства SU(2n)/Sp(n),
n > 3, и компактные простые группы Ли с биинвариантными ри-
мановыми метриками допускают нетривиальные 1-параметрические
группы переносов Клиффорда — Вольфа. Здесь мы даем несколько
другое доказательство предложения 7.2.

Пусть G — компонента связности единицы полной группы изо-
метрий пространства M . Рассмотрим 1-параметрическую группу
изометрий µ(t), t ∈ R, порожденную полем X. Эта группа изомет-
рий состоит из переносов Клиффорда — Вольфа в M вследствие
теоремы 3.27. По лемме 3.5 Zµ — централизатор потока µ в G —
действует транзитивно на M . Ясно, что компонента связности еди-
ницы K = K(Zµ) в Zµ есть группа Ли, которая действует транзи-
тивно на M и имеет недискретный центр (этот центр содержит µ(t),
t ∈ R).

Заметим, что M = G/H — однородное пространство, где H —
подгруппа изотропии некоторой точки x ∈ M . Далее, вследствие
предположений и точной гомотопической последовательности из до-
казательства леммы 4.4, G и H связны, так как M односвязно; G —
простая компактная группа Ли.

В теореме 4.1 статьи [49] А. Л. Онищик классифицировал все
связные собственные подгруппы K группы G, действующие тран-
зитивно на однородном пространстве G/H, где G — простая ком-
пактная связная группа Ли, и H — ее связная замкнутая подгруппа.
Если при этом K имеет недискретный центр, то из этой теоремы сле-
дует, что G/H — нечетномерная сфера или G/H = SU(2n)/Sp(n),
n > 3. Так как центр группы K(Zµ) недискретный, то предложение
доказано. B

Предложение 7.3. Пусть M — симметрическое пространст-
во SU(2n)/Sp(n), где n > 3. Тогда каждое киллингово вектор-
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ное поле постоянной длины на M имеет вид Ad(s)(tU), где U =√−1 diag(1, 1, . . . , 1,−(2n − 1)) ∈ su(2n), s ∈ SU(2n), t ∈ R. При
этом M не является ограниченно однородным по Клиффорду —
Вольфу.

C Переформулируем вычисления на с. 89 из [232]. Согласно тео-
реме 4.1 в [49] существует единственная с точностью до сопряжения
в SU(2n) связная подгруппа с недискретным центром K ⊂ SU(2n),
действующая транзитивно на M = SU(2n)/Sp(n) (n > 3). Это груп-
па SU(2n − 1) × S1, где SU(2n − 1) вложена в SU(2n) как A →
diag(A, 1) и S1 = exp(tU), t ∈ R, U =

√−1 diag(1, 1, . . . , 1,−(2n−1)) ∈
su(2n).

Если SU(2n− 1)× S1 централизует киллингово поле V ∈ su(2n),
то очевидно V = tU для некоторого t ∈ R. Ясно также, что каж-
дое такое поле имеет постоянную длину на M , так как оно лежит в
центре алгебры Ли связной группы Ли, действующей транзитивно
на M . Это доказывает первую часть предложения.

Заметим, что dim(SU(2n)/Sp(n)) = (n − 1)(2n + 1). С другой
стороны, можно легко вычислить размерность множества киллинго-
вых полей постоянной длины на M . Действительно, это множество
Ad(SU(2n))(tU), орбита всех tU ∈ su(2n) относительно присоединен-
ного действия группы SU(2n), t ∈ R. Для каждого фиксированного
t 6= 0 это SU(2n)/S(U(2n − 1) · U(1)), и dim(SU(2n)/S(U(2n − 1) ·
U(1))) = 4n− 2. Так как (4n− 2) + 1 < (n− 1)(2n + 1) = dim(M) для
n > 3, M не ограниченно однородно по Клиффорду — Вольфу. Ина-
че по теореме 6.1 для всех x ∈ M и U ∈ Mx существует киллингово
векторное поле X постоянной длины на M такое, что X(x) = U , что
невозможно вследствие вычисленных размерностей. B

Теперь можно доказать основной результат этой главы.
C Доказательство теоремы 7.1. Пусть M — односвязное од-

нородное по Клиффорду — Вольфу риманово многообразие. По лем-
ме 6.1 M полно. Поэтому вследствие теоремы 7.4 M — симметриче-
ское пространство (см. [58]). Рассмотрим разложение де Рама

M = M0 ×M1 × . . .×Mk,

где M0 — евклидово пространство, а другие Mi, 1 6 i 6 k, — одно-
связные компактные неприводимые симметрические пространства.
По лемме 6.6 и следствию 3.1.4 в [232] (согласно которому произ-
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вольный перенос Клиффорда — Вольфа f на M однозначно пред-
ставляется в виде f = (f1, . . . , fk), где fj , j = 1, . . . , k, — переносы
Клиффорда — Вольфа на Mj) каждое пространство Mi, 0 6 i 6 k,
однородно по Клиффорду — Вольфу. Для доказательства необходи-
мости остается применить предложения 7.2 и 7.3.

Достаточность следует из примеров 25, 26 и того, что прямое мет-
рическое произведение односвязных однородных по Клиффорду —
Вольфу пространств само односвязно и однородно по Клиффорду —
Вольфу. B

7.4. Пространства Клиффорда — Киллинга

Следующее предложение очевидно.

Предложение 7.4. Набор {X1, . . . , Xl} киллинговых векторных
полей на римановом многообразии (M, g) образует базис некоторо-
го векторного пространства CKl (над R) киллинговых векторных
полей постоянной длины тогда и только тогда, когда векторные по-
ля X1, . . . , Xl линейно независимы и все скалярные произведения
g(Xi, Xj), i, j = 1, . . . , l, постоянны. При этом CKl допускает орто-
нормированный базис киллинговых векторных полей.

Мы будем называть такое пространство CKl, l > 1, простран-
ством Клиффорда — Киллинга или просто CK-пространством. Ни-
же дается простой метод проверки условия g(X, Y ) = const для дан-
ных киллинговых векторных полей X, Y .

Лемма 7.1. Пусть X и Y — киллинговы векторные поля на ри-
мановом многообразии (M, g). Тогда точка x ∈ M — критическая
точка функции x 7→ gx(X,Y ) тогда и только тогда, когда

∇XY (x) = −∇Y X(x) =
1
2
[X,Y ](x).

C Так как ∇XY − ∇Y X = [X, Y ], достаточно проверить, что
x — критическая точка для g(X, Y ) тогда и только тогда, ко-
гда ∇XY (x) + ∇Y X(x) = 0. Для каждого киллингова векторно-
го поля W и любых гладких векторных полей U и V на (M, g),
g(∇UW,V ) + g(U,∇V W ) = 0 (см. 1) из предложения 3.1). Так как X
и Y — киллинговы векторные поля, для любого гладкого векторного



360 Глава 7. Однородные по Клиффорду — Вольфу римановы . . .

поля Z получаем

0 = Z · g(X, Y ) = g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY ) =

= −g(Z,∇Y X)− g(∇XY, Z) = −g(Z,∇Y X +∇XY ),

откуда следует лемма. B
Следствие 7.1. Пусть X и Y — киллинговы векторные поля

на римановом многообразии (M, g). Тогда g(X,Y ) = const тогда и
только тогда, когда

∇XY = −∇Y X =
1
2
[X,Y ].

В частности, киллингово векторное поле X имеет постоянную длину
тогда и только тогда, когда ∇XX = 0.

Определение 111. CK-пространства V и W на (M, g) называ-
ются (собственно) эквивалентными, если существует (сохраняющая
ориентацию) изометрия f пространства (M, g) на себя такая, что
df(V ) = W .

Очень интересна следующая
Задача 3. Классифицировать все однородные римановы много-

образия, допускающие нетривиальные CK-пространства. Для каж-
дого такого многообразия классифицировать с точностью до (соб-
ственной) эквивалентности все (в частности максимальные по вклю-
чению) возможные CK-пространства.

Эта трудная задача не рассматривалась в такой общей форме до
публикации [88]. В следующих разделах мы увидим, что она тесно
связана с некоторыми впечатляющими классическими и недавними
результатами.

7.5. Римановы многообразия со свойством Киллинга

В статье [112] Д’Атри и Никерсон изучали римановы многообра-
зия со свойством Киллинга.

Определение 112 [112]. Говорят, что риманово многообразие
(M, g) имеет свойство Киллинга, если для каждой точки в M
в некоторой ее окрестности существует ортонормированный базис
{X1, . . . , Xn} такой, что каждое Xi, i = 1, . . . , n, — киллингово век-
торное поле (локальная инфинитезимальная изометрия). Такой ба-
зис называется базисом Киллинга.
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Замечание 45.Мы будем называть также свойство из определе-
ния 112 «локальным свойством Киллинга», а риманово многообра-
зие, имеющее глобально определенный базис Киллинга — «многооб-
разием с глобальным свойством Киллинга». Заметим, что глобаль-
ный базис Киллинга на (M, g) определяет абсолютный параллелизм
в смысле Картана и Схоутена [107]. На самом деле, даже в случае ин-
дефинитной метрики он определяет абсолютный параллелизм, сов-
местимый с римановой структурой (см. [233, 234]).

Очевидно, каждая группа Ли с биинвариантной римановой мет-
рикой имеет (глобальное) свойство Киллинга. Заметим, что обобще-
нием свойства Киллинга является дивергентное свойство, которое
здесь не рассматривается (см. детали в [112]).

Предложение 7.5 [112]. Каждое риманово многообразие с ло-
кальным свойством Киллинга локально симметрично.

C Мы докажем предложение методом, отличным от метода ста-
тьи [112]. По определению, для каждой точки x данного многооб-
разия (M, g) существует базис Киллинга {X1, . . . , Xn} в некоторой
окрестности U точки x. Так как g(Xi, Xj) = δij , то для любых веще-
ственных чисел ai локальное векторное поле a1X1+a2X2+. . .+anXn

является локальным киллинговым полем постоянной длины. Как
следствие, для любого вектора v ∈ Mx существует киллингово по-
ле Z постоянной длины в U такое, что Z(x) = v. Тогда вследствие
доказательства теоремы 7.3, не требующего на самом деле глобаль-
ного характера векторных полей, получаем, что (∇ZR)(·, Z)Z(x) = 0
или (∇vR)(·, v)v = 0. Вследствие предложения 7.1 (M, g) локально
симметрично. B

Замечание 46. Другое доказательство этого предложения дано
в [233]. Многообразие (M, g) имеет (локально определенный) совме-
стимый абсолютный параллелизм, определяемый локальным бази-
сом Киллинга, поэтому оно локально симметрично по теореме 4.14
в [233].

Хорошо известно, что каждое (не обязательно полное) локально
симметрическое риманово многообразие локально изометрично неко-
торому симметрическому пространству (см., например, [58]). Поэто-
му локальные свойства многообразий со свойством Киллинга можно
обнаружить, изучая полные (односвязные) симметрические римано-
вы многообразия.
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Предложение 7.6. Каждое односвязное полное риманово мно-
гообразие (M, g) с локальным свойством Киллинга симметричесекое,
имеет глобальное свойство Киллинга и сильно однородно по Клиф-
форду — Вольфу.

C Так как (M, g) локально симметрично (вследствие предло-
жения 7.5), полно и односвязно, то оно является симметрическим
пространством (см., например, [58]). В частности, (M, g) веще-
ственно аналитично. Для каждой точки x в данном многообра-
зии (M, g) существует базис Киллинга {X1, . . . , Xn} в некоторой
окрестности U точки x. Мы утверждаем, что этот (локальный) ба-
зис Киллинга единственным образом продолжается до глобально-
го базиса Киллинга в (M, g). Действительно, это следует из то-
го, что каждое локально определенное киллингово векторное по-
ле на (M, g) есть сужение глобального киллингова векторного по-
ля (например, вследствие теорем 1 и 2 в [190] каждое локаль-
ное киллингово векторное поле в любом односвязном веществен-
но аналитическом римановом многообразии допускает единственное
продолжение до киллингова векторного поля на всем многоообра-
зии).

Докажем последнее утверждение. Вследствие сказанного суще-
ствует глобальный базис Киллинга {X1, . . . , Xn} на (M, g). Это зна-
чит, что g(Xi, Xj) = δij для всех 1 6 i, j 6 n. Поэтому любая линей-
ная комбинация векторных полей X1, . . . , Xn над R является киллин-
говым векторным полем постоянной длины. Вследствие полноты и
теоремы 6.1 получаем, что (M, g) ограниченно однородно по Клиф-
форду — Вольфу. Теперь достаточно применить первое утверждение
предложения и теорему 7.2. B

Авторы статьи [112] пытались, но не смогли классифицировать
односвязные полные римановы многообразия со свойством Киллинга
(см. с. 407 непосредственно перед разделом 5 в [112]). Следующая
теорема полностью решает эту задачу.

Теорема 7.5. Полное односвязное риманово многообразие (M, g)
имеет свойство Киллинга тогда и только тогда, когда оно изометрич-
но прямому метрическому произведению евклидова пространства,
компактных односвязных простых групп Ли с биинвариантными ри-
мановыми метриками и круглых сфер S7 (некоторые из этих сомно-
жителей могут отсутствовать).
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C Достаточность следует из хорошо известного факта, что
каждый из упомянутых сомножителей имеет свойство Киллинга
(см. также следующий раздел относительно круглой сферы S7).

Докажем необходимость. Как следствие предложения 7.6 и тео-
ремы 7.1 (M, g) должно иметь вид многообразий из теоремы 7.1. Но
мы можем оставить только S7 среди нечетномерных сфер по сле-
дующей причине. Нетрудно убедиться в том, что каждый сомножи-
тель соответствующего произведения также имеет свойство Киллин-
га (см. [112, теорема 4.1]). Хорошо известно (см. также следствие 7.2
ниже), что только S3 и S7 имеют свойство Киллинга среди нечетно-
мерных сфер. Но круглую сферу S3 можно рассматривать как ком-
пактную односвязную простую группу Ли SU(2) с некоторой биин-
вариантной римановой метрикой. Поэтому можно исключить и S3. B

Замечание 47. Теорема 7.5 также следует из первого утвержде-
ния предложения 9 и теоремы 9.1 в [234].

7.6. Результаты А. Гурвица и Й. Радона

А. Гурвиц поставил следующую задачу.
Задача 4. Для данного натурального числа m найти максималь-

ное натуральное число p = ρ(m) такое, что существует билинейная
вещественная вектор-функция z = (z1, . . . , zm) = z(x, y) веществен-
ных векторов x = (x1, . . . , xp) и y = (y1, . . . , ym), удовлетворяющая
уравнению

(x2
1 + . . . + x2

p)(y
2
1 + . . . + y2

m) = z2
1 + . . . + z2

m (7.1)

для всех x ∈ Rp, y ∈ Rm.
Используя некоторые эквивалентные формулировки, Й. Радон

в [200] и А. Гурвиц в [144] независимо получили следующий ответ.
Теорема 7.6. Если m = 24α+βm′, где β = 0, 1, 2, 3, α — неотри-

цательное целое число, и m′ нечетно, то ρ(m) = 8α + 2β .
Дадим некоторые эквивалентные формулировки и следствия,

следуя отчасти Й. Радону. Ясно, что каждую билинейную функцию
z = z(x, y) можно представить в виде

z = z(x, y) =
p∑

j=1

xj(Ajy) =
( p∑

j=1

xjAj

)
y, (7.2)
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где Aj — (m × m)-матрицы, а z и y рассматриваются как вектор-
столбцы. Полагая xi = δji, i = 1, . . . , p, для фиксированного индек-
са j из {1, . . . , p} и используя уравнение (7.1), можно легко увидеть,
что

1) каждая Aj должна быть ортогональной матрицей.
С другой стороны, то же уравнение показывает, что
2) для каждого фиксированного y ∈ Rm, векторы Ajy, j =

1, . . . , p, взаимно ортогональны в Rm и длины всех этих векторов
равны |y|.

Как следствие, должно быть p 6 m. Наконец, уравнение (7.1) и
последний вид уравнения (7.2) показывают, что

3) для каждого единичного вектора x ∈ Rp матрица (
∑p

j=1 xjAj)
ортогональна.

Последнее утверждение объясняет название статьи [200] и дает
эквивалентную форму задачи 4, рассматривавшуюся Й. Радоном.

Теперь ясно, что если заменить каждую матрицу Aj в билиней-
ной форме (7.2) матрицей Bj = AjA, где A — фиксированная ортого-
нальная (m×m)-матрица, то получится другая билинейная форма,
также удовлетворяющая уравнению (7.1). Если взять A = A−1

p и
обозначить Bj как Aj , то получится следующий вид формы (7.2):

z = z(x, y) =
p−1∑

j=1

xj(Ajy) + xp(Iy) =
( p−1∑

j=1

xjAj + xpI

)
y. (7.3)

Теперь, применяя свойства 1) и 2) для новой билинейной фор-
мы (7.3), получим, что все матрицы Aj , j = 1, . . . , p−1, в (7.3) долж-
ны быть одновременно ортогональны и кососимметричны (так как
Ajy ⊥ y = Iy для всех y ∈ Rm) (отсюда следует, в частности, что
p > 2 возможно только когда m четно). Теперь из теоремы 7.6, 1),
2) и последнего утверждения сразу следует

Теорема 7.7. Некоторый нетривиальный набор векторных полей
на Sm−1 состоит из взаимно ортогональных единичных киллинго-
вых векторных полей на Sm−1 тогда и только тогда, когда его мож-
но представить в виде Xj(y) = Ajy, y ∈ Sm−1, j = 1, . . . , p − 1, где
(m×m)-матрицы Aj одновременно ортогональные и кососимметрич-
ные (поэтому m четно) берутся из уравнения (7.3), определяющего
билинейную форму, удовлетворяющую уравнению (7.1). Максималь-
ное число таких полей равно ρ(m)− 1 (см. теорему 7.6).
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Из теоремы 7.7 вытекает
Теорема 7.8. Максимальная размерность l пространств Клиф-

форда — Киллинга CKl на Sm−1 равна ρ(m)− 1.
Следствие 7.2. Максимальная размерность l пространств

Клиффорда — Киллинга CKl на Sm−1 равна m − 1 > 0 тогда и
только тогда, когда m ∈ {2, 4, 8}. Как следствие, S1, S3 и S7 — все
круглые сферы со свойством Киллинга.

Заметим, что последний результат связан с существованием ал-
гебр комплексных, кватернионных и кэлиевых чисел. Позднее Эк-
ман передоказал теорему Гурвица — Радона в [122]. Методы Ра-
дона и Гурвица дают сложные схемы действительного построения
форм (7.3) для p = ρ(m); их упростили Адамс, Лакс и Филлипс [69],
а также Звенгровский [243], Балабаев [6] и Огникян [48]. Нужно так-
же заметить, что Дж. Ф. Адамс доказал, что не существует ρ(m)
непрерывных ортонормированных (или, что эквивалентно, линей-
но независимых) касательных векторных полей на сфере Sm−1 [68]
(см. также [60, гл. 15, теорема 13.10]).

7.7. Пространства Клиффорда — Киллинга
на сферах и алгебры и модули Клиффорда

В этом разделе мы продолжаем изучение пространств Клиффор-
да — Киллинга на сферах Sm−1 с канонической римановой мет-
рикой постоянной секционной кривизны 1. Как сказано ранее, эти
пространства однородны по Клиффорду — Вольфу только когда m
четно. Материал разделов 7.7, 7.8 и 7.9 тесно связан со статьями
[228, 229], в особенности в отношении уравнений Гурвица и сфер
Хелгасона.

Теорема 7.9. Вещественные (m × m)-матрицы u1, u2, . . . , ul,
l > 1, определяют попарно ортогональные в каждой точке из Sm−1

единичные киллинговы векторные поля Ui(x) := uix, x ∈ Sm−1 на
Sm−1 тогда и только тогда, когда

ui ∈ O(m) ∩ so(m), u2
i = −I, i = 1, . . . , l, (7.4)

uiuj + ujui = 0, i 6= j. (7.5)

В этом случае m четно и ui ∈ SO(m).
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C Векторные поля Ui являются единичными векторными полями
на Sm−1 тогда и только тогда, когда их можно представить в следу-
ющем виде: Ui(x) = uix, x ∈ Sm−1, где ui ∈ O(m)∩ so(m) (см. теоре-
му 7.7). Из этого следует, что m четно, (x, y) = (uix, uiy) = −(u2

i x, y),
и u2

i = −I (здесь (·, ·) обозначает стандартное скалярное произведе-
ние в Rm).

Ясно, что при первом условии в (7.4) векторные поля Ui и Uj

на Sm−1 ортогональны тогда и только тогда, когда

((ui + uj)x, (ui + uj)x) = (uix, uix) + (ujx, ujx), x ∈ Sm−1,

что эквивалентно тождеству (uiujx, x) ≡ 0, x ∈ Rm, или uiuj ∈
so(m), или

−(uiuj) = (uiuj)t = ut
ju

t
i = (−uj)(−ui) = ujui,

т. е. (7.5).
Матрица ui ∈ O(m) кососимметрична тогда и только тогда, когда

ui ортогонально подобна некоторой матрице u = diag(C, . . . , C), где
C ∈ O(2) кососимметрична. Отсюда следует, что ui ∈ SO(m). B

Замечание 48. Согласно теореме 7.9 позже мы будем предпола-
гать, что m четно и m = 2n.

Теорема 7.9 естественно приводит к понятию ассоциативных ал-
гебр над полем R с образующими e1, . . . , el такими, что e2

i = −1,
eiej + ejei = 0, i 6= j (и каждое другое соотношение в алгебре есть
следствие уже указанных). Такая алгебра Cll называется алгеброй
Клиффорда (относительно отрицательно определенной квадратич-
ной формы −(y, y) на Rk и ортонормированного базиса {e1, . . . , el}
в (Rk, (·, ·))). Эти алгебры включают алгебру Cl1 = C комплексных
чисел и алгебру Cl2 = H кватернионов.

Остальные алгебры Клиффорда описываются так: Cl3 =H ⊕ H,
Cl4 = H⊗RR(2), где алгебра R(2) порождена симметричными (2×2)-
матрицами: diag{1,−1} и матрицей перестановки векторов в кано-
ническом базисе {e1, e2} в R2. После этого можно применить «закон
периодичности» Clk+4 = Clk ⊗R Cl4. Более детально см. в [60, 130].

Рассмотрим Ll,2n — алгебру линейных операторов (на R2n), по-
рожденную операторами (матрицами) ui, i = 1, . . . , l > 1. Из тео-
ремы 7.9 следует, что Ll,2n — гомоморфный образ алгебры Клиф-
форда Cll. Легко увидеть, что ядро естественного гомоморфизма
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c : Cll → Ll,2n является двусторонним идеалом в Cll. Данное вы-
ше описание алгебр Клиффорда показывает, что Cll, l 6= 4k + 3,
не содержит собственных двусторонних идеалов, в то время как ал-
гебра Клиффорда Cll = Cll−1 ⊕Cll−1 содержит точно два собствен-
ных двусторонних идеала Al,1 и Al,2, каждый из которых изоморфен
Cll−1, если l = 4k + 3. Поэтому в любом случае Ll,2n изоморфна Cll
или Cll−1 (если l 6= 4k + 3, то Ll,2n изоморфна Cll).

Теперь приведем пример, когда Ll,2n не изоморфна Cll.
Пример 27. Рассмотрим алгебру Ли CK3 ⊂ so(2n), где

2n = 4k. В этом случае CK3 — линейная оболочка векторов u1, u2,
u3 := u1u2. Очевидно, алгебра L3,2n не изоморфна Cl3. Легко вычис-
лить размерности обеих этих ассоциативных алгебр. Размерность
у Clm, рассматриваемой как векторное пространство над R, рав-
на 2m [60]. В частности, dim(Cl3) = 8. С другой стороны, L3,2n =
Lin{1, u1, u2, u3}, dim(L3,2n) = 4, так как

u1u3 = u1u1u2 = −u2, u2u3 = u2u1u2 = u1.

Заметим, что в этом случае L3,2n изоморфна алгебре кватернионов
H = Cl2.

Упомянутый ранее гомоморфизм c : Cll → Ll,2n определяет
некоторое представление алгебры Клиффорда Cll в R2n, так что по-
следнее векторное пространство вместе с представлением c являет-
ся некоторым модулем Клиффорда (над Cll). Мы видели, что каж-
дое пространство Клиффорда — Киллинга CKl ⊂ so(2n) определяет
структуру модуля Клиффорда на R2n над Cll. Очень важно, что
этим путем можно получить любой модуль Клиффорда.

Нам нужна некоторая информация о классификации модулей
Клиффорда над Cll [60]:

а) Если l 6= 4k + 3, то существует (с точностью до эквивалентно-
сти) в точности один неприводимый модуль Клиффорда µl над Cll
с представлением cl. Каждый модуль Клиффорда νl над Cll изомор-
фен m-кратной прямой сумме модулей µl для некоторого натураль-
ного числа m, т. е.

νl
∼= ⊕mµl. (7.6)

б) Если l = 4k + 3, то существует (с точностью до эквива-
лентности) в точности два неэквивалентных неприводимых модуля
Клиффорда µl,1, µl,2 над Cll с представлениями c1 = cl−1 ◦ πl,1 и
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c2 = cl−1 ◦πl,2, где πl,i — естественная проекция модуля Cll на идеал
Al,i, i = 1, 2. Модули µl,1, µl,2 имеют одну и ту же размерность и
каждый модуль Клиффорда νl над Cll изоморфен модулю

νl
∼= ⊕m1µl,1 ⊕⊕m2µl,2 (7.7)

для некоторых неотрицательных целых m1, m2. Ясно, что представ-
ление модуля Cll, соответствующее модулю νl, точно в точности то-
гда, когда оба числа m1 и m2 положительны.

Размерность n0 модуля µl или µl,1, µl,2 равна n0 = 24α+β , если
8α + 2β−1 − 1 < l 6 8α + 2β − 1, где α — неотрицательное целое
число и β = 0, 1, 2, 3. В некотором смысле это есть функция, обратная
функции Радона — Гурвица ρ(m) из теоремы 7.6.

Из проведенного обсуждения следует
Теорема 7.10. Сфера S2n−1 допускает пространство Клиффор-

да — Киллинга CKl тогда и только тогда, когда 1 6 l 6 ρ(2n) − 1.
В этом случае n0 = n0(l) — делитель числа 2n. Все пространства
Клиффорда — Киллинга CKl для S2n−1 попарно эквивалентны (все
пространства CKl ⊂ so(2n) эквивалентны относительно O(2n)) то-
гда и только тогда, когда l 6= 4k +3. Если l = 4k +3, то существует в
точности [n/n0(l)] + 1 неэквивалентных классов пространств Клиф-
форда — Киллинга CKl для S2n−1. В частности, все пространства
Клиффорда — Киллинга CKρ(2n)−1 для S2n−1 попарно эквивалент-
ны тогда и только тогда, когда 2n = 24α+βn′, где α — неотрица-
тельное целое число, n′ нечетно и β = 1 или β = 3. Если β = 0
или β = 2 в данных выше обозначениях, то существует в точности
[n′/2]+1 неэквивалентных классов пространств Клиффорда — Кил-
линга CKρ(2n)−1 для S2n−1.

Эта теорема вместе с теоремой 7.11 ниже дает точное число (соб-
ственных) классов эквивалентности пространств Клиффорда — Кил-
линга на S2n−1.

Предложение 7.7. Множество единичных киллинговых век-
торных полей на сфере S2n−1 представляет из себя объединение
двух непересекающихся орбит относительно присоединенного дей-
ствия группы SO(2n) и одну орбиту относительно присоединенного
действия группы O(2n).

C По теореме 7.9 любое единичное киллингово векторное поле на
сфере S2n−1 определяется некоторой матрицей U из SO(2n)∩ so(2n)
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с условием U2 = −I. Поэтому существует матрица A(U) ∈ O(2n)
такая, что A(U)UA(U)−1 = diag(C, . . . , C), где C — фиксированная
матрица C ∈ SO(2) ∩ so(2). Далее, если A′(U) — другая такая мат-
рица, то A(U)[A′(U)]−1 ∈ SO(2n). Следовательно, любые две матри-
цы U, V ∈ SO(2n) ∩ so(2n) эквивалентны в O(2n), и эквивалентны
в SO(2n) тогда и только тогда, когда A(U)A(V )−1 ∈ SO(2n). B

Теорема 7.11. Если 2n ≡ 2(mod 4), то любые два прост-
ранства типа CKl (необходимо l = 1) SO(2n)-эквивалентны. Ес-
ли 2n ≡ 0(mod 4), то каждый класс O(2n)-эквивалентности про-
странств CKl ⊂ so(2n) содержит в точности два класса SO(2n)-эк-
вивалентности.

C Мы используем векторы U и V как в предложении 7.7, где
A(U) ∈ SO(2n) и A(V ) ∈ O(2n) \ SO(2n). Предположим, что 2n ≡
2(mod 4). Тогда l = 1 и каждое пространство CK1 натянуто на неко-
торое единичное векторное поле X. Заметим, что X эквивалентно
−X ∈ CK1 посредством некоторой ортогональной матрицы с опре-
делителем −1, поэтому либо X либо −X эквивалентен вектору U
относительно SO(2n).

Пусть теперь 2n ≡ 0(mod 4). Рассмотрим произвольное простран-
ство CKl, натянутое на единичные векторные поля U1, . . . , Ul. Если
l = 1, то X1, очевидно, эквивалентно −X1 относительно SO(2n).
Если l > 1, то любой из двух единичных киллинговых векторных
полей в CKl можно непрерывно деформировать (в множестве CKl)
в другой. Поэтому все единичные киллинговы векторные поля в CKl

одновременно эквивалентны (только одному) U или V относительно
SO(2n), например, U .

Рассмотрим теперь B ∈ O(2n)\SO(2n) и пространство CK ′
l , экви-

валентное CKl посредством B. Так как ни U , ни −U не эквивалент-
ны V относительно SO(2n), то любое единичное киллингово вектор-
ное поле в CK ′

l эквивалентно вектору V , не эквивалентному отно-
сительно SO(2n) единичным киллинговым векторным полям в CKl.
Поэтому пространства CKl и CK ′

l не эквивалентны друг другу от-
носительно SO(2n). С другой стороны, так как SO(2n) — подгруппа
индекса 2 в O(2n), ясно, что каждый класс O(2n)-эквивалентности
содержит самое большее два класса SO(2n)-эквивалентности. B

Необходимо заметить, что подпространства CKl алгебр Ли so(2n)
играют важную роль в различных математических теориях. Напри-
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мер, из теоремы 7.10 и утверждений на с. 23 в [95] следует, что суще-
ствует биекция между O(2n)-классами подпространств CKl ⊂ so(2n)
(для всех возможных пар (2n, l) этого типа) и классами изометрии
обобщенных групп Гейзенберга, которые изучил впервые А. Кап-
лан в [147]. Это специальные двуступенно нильпотентные группы
Ли, допускающие одномерные разрешимые эйнштейновы расшире-
ния — хорошо известные пространства Дамек — Риччи [111]. За-
метим, что пространства Дамек — Риччи — гармонические рима-
новы многообразия, причем большинство из них не являются сим-
метрическими пространствами. Мы отсылаем читателя к источни-
кам [81, 95, 110, 121, 132, 137] и ссылкам в них для знакомства с
глубокой теорией обобщенных групп Гейзенберга и пространствами
Дамек — Риччи. Заметим также, что есть полезные обобщения под-
пространств типа CKl в алгебрах Ли so(2n). Одно из них — по-
нятие равномерного подпространства в so(2n) [132]. Такие подпро-
странства используются для построения новых эйнштейновых солв-
многообразий с двуступенно нильпотентным нильрадикалом (детали
см. в [132, 149]).

7.8. Пространства Клиффорда — Киллинга на S2n−1

и единичные сферы Радона в O(2n)

Снабдим теперь алгебру Ли so(2n) следующим Ad(SO(2n))-ин-
вариантным скалярным произведением:

(U, V ) = − 1
2n

trace(UV ). (7.8)

Группа Ли SO(2n), снабженная соответствующей биинвариантной
внутренней римановой метрикой ρ, является симметрическим про-
странством. Эта метрика единственным образом продолжается до
биинвариантной «метрики» ρ на O(2n) (ρ(x, y) = +∞ в точности
тогда, когда x, y лежат в различных компонентах связности).

Заметим, что (X, X) = 1 для каждого единичного киллингова
векторного поля X на сфере S2n−1 с канонической метрикой посто-
янной кривизны 1 и киллингова форма B на so(2n) связана с фор-
мой (7.8) по формуле

B(U, V ) = 2(n− 1) trace(UV ) = −4n(n− 1)(U, V ).
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Напомним, что формы trace(UV ) и B(U, V ) на so(2n) — формы, ассо-
циированные с тождественным и присоединенным представлениями
алгебры Ли so(2n) соответственно [38].

Определение 113. Пусть A1, . . . , Ap, 1 6 p 6 ρ(2n), — матри-
цы из O(2n), определяющие билинейную форму (7.2). Тогда множе-
ство всех матриц вида

∑p
i=1 xiAi, где x = (x1, . . . , xp) — некоторый

единичный вектор в Rp, мы будем называть единичной сферой Радо-
на для формы (7.2) или просто единичной сферой Радона и обозна-
чать RSp−1|2n.

Из раздела 7.6 и теоремы 7.9 следует, что всегда RSp−1|2n ∈
O(2n), и RSp−1|2n ∈ SO(2n) (соответственно, RSp−1|2n /∈ SO(2n)) то-
гда и только тогда, когда по крайней мере одна из матриц A1, . . . , Ap

содержится в SO(2n) (не содержится в SO(2n)). Далее, RSp−1|2nA
также является единичной сферой Радона для каждой матрицы
A ∈ O(2n), а левые и правые переносы — изометрии в (O(2n), ρ).
Поэтому с геометрической точки зрения можно рассматривать толь-
ко единичную сферу Радона, определяемую формой (7.3). Как было
сказано в разделе 7.6, в этом случае Ap = I и линейная оболоч-
ка матриц A1, . . . , Ap−1 есть пространство Клиффорда — Киллинга
CKl ⊂ so(2n), где l = p − 1. Целью этого раздела является следую-
щая

Теорема 7.12. В обозначениях определения 113 отображение

x = (x1, . . . , xl+1=p) ∈ Sl ⊂ Rl+1 →
p∑

j=1

xj(Aj) ∈ (O(2n), ρ)

сохраняет расстояния и имеет образ RSl|2n. Как следствие, каж-
дая сфера Радона RSl|2n, определенная формой (7.2), есть вполне
геодезическое подмногообразие в (O(2n), ρ), изометричное стандарт-
ной единичной сфере Sl ⊂ Rl+1. Если Ap = I, оно равно образу
exp(CKl), где CKl — линейная оболочка матриц A1, . . . , Al=p−1 из
формулы (7.3). Обратно, образ exp(CKl) ⊂ SO(2n) любого простран-
ства Клиффорда — Киллинга CKl ⊂ so(2n) есть единичная сфера
Радона RSl|2n для некоторой формы (7.3).

C Сначала докажем третье утверждение. В разделе 7.6 и тео-
реме 7.9 было доказано, что все A1, . . . , Ap−1=l — элементы из
SO(2n) ∩ so(2n), определяющие взаимно ортогональные единичные
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киллинговы векторные поля на S2n−1. Пусть C ∈ RSl|2n ⊂ SO(2n),
т. е. C =

∑l
i=1 xiAi + xl+1I, где x = (x1, . . . , xl+1) — единичный век-

тор в Rl+1. Предположим сначала, что x2
l+1 6= 1. Тогда матрица

A :=
1√∑l
i=1 x2

i

l∑

i=1

xiAi

лежит в SO(2n) ∩ so(2n) ∩CKl и определяет единичное киллингово
векторное поле на S2n−1. Очевидно, вектор C можно представить
в виде C = (cos r)I +(sin r)A, r ∈ R, где cos r = xl+1. Теперь A2 = −I
для любых t, s ∈ R по теореме 7.9 и поэтому

[
(cos t)I + (sin t)A

][
(cos s)I + (sin s)A

]
=

=
(
cos(t + s)

)
I +

(
sin(t + s)

)
A.

Это значит, что множество матриц (cos t)I + (sin t)A, t ∈ R, образует
1-параметрическую подгруппу в SO(2n) с касательным вектором A и
C = exp(rA) ∈ exp(CKl). Если xl+1 = 1 или xl+1 = −1, то для каж-
дой матрицы A ∈ CKl, определяющей единичное киллингово век-
торное поле, вследствие проведенных рассуждений exp(tA) ∈ RSl|2n

для всех t ∈ R и exp(0A) = C или exp(πA) = C. Поэтому мы до-
казали требуемое равенство RSl|2n = exp(CKl). Из этого следует, в
частности, что exp(CKl) гомеоморфно Sl.

Согласно разделу 7.4, каждое подпространство CKl=p−1 на S2n−1

имеет базис из l взаимно ортогональных единичных киллинговых
векторных полей, определяемых по теореме 7.9 некоторыми матри-
цами A1, . . . Ap−1 в SO(2n)∩so(2n). (Заметим, что по той же теореме
AiAj = −AjAi, если i 6= j, так что (Ai, Aj) = 0 по формуле (7.8).) Яс-
но теперь, что формула (7.3) определяет нужную билинейную фор-
му, и последнее утверждение вытекает из третьего.

Вследствие последних двух утверждений RSl|2n = exp CKl, где
CKl — линейная оболочка матриц A1, . . . , Al, где l = p− 1. Если те-
перь A ∈ CKl ∩ SO(2n), то по теореме 7.9 A2 = −I, и формула (7.8)
дает нам, что (A, A) = 1. Из этого факта, Ad(SO(2n))-инвариант-
ности скалярного произведения (7.8) и рассуждений в первой части
доказательства вытекает, что exp(tA), t ∈ R, — геодезическая окруж-
ность в SO(2n) длины 2π, полностью лежащая в RSl|2n.
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Предположим, что B и C — две различных точки в RSl|2n,
определенные единичными векторами b и c из Rl+1. Тогда суще-
ствует единичный вектор d ∈ Rl+1, ортогональный к b, такой, что
c = (cos r)b + (sin r)d для некоторого r ∈ [0, π]. Вектор d определяет
соответствующий элемент D ∈ RSl|2n. Матрицы A′1 = B, A′2=p = D
определяют билинейную форму z(x, y) с нужными свойствами по
формуле (7.2) и соответствующую сферу Радона RS1,2n ⊂ O(2n),
содержащую точки A, D, C. Вследствие полученных результатов
правый сдвиг на D−1, являющийся изометрией на (O(2n), ρ), пре-
образует эту сферу Радона в другую вида exp(CK1), являющуюся
геодезической окружностью в (SO(2n), ρ) длины 2π. Из этого следу-
ет, что кривая c(t) := (cos t)B +(sin t)D, t ∈ [O, r], соединяющая точ-
ки B и C в RSk|2n, является кратчайшей геодезической в (O(2n), ρ),
параметризованной длиной дуги. Тем самым доказано второе утвер-
ждение. Первое утверждение следует из второго и биинвариантности
«метрики» ρ на O(2n). B

7.9. Тройные системы Ли в so(2n)
и вполне геодезические сферы в SO(2n)

Напомним, что линейное подпространство a алгебры Ли g назы-
вается тройной системой Ли, если [a, [a, a]] ⊂ a. Нам нужна следу-
ющая

Лемма 7.2. Если a — тройная система Ли алгебры Ли g, то
h := [a, a] и k := h + a — подалгебры в g, h ∩ a — идеал в k.

C Из [a, [a, a]] ⊂ a и тождества Якоби получаем [h, h]⊂h и [h, a]⊂a,
что доказывает первое утверждение леммы. Теперь легко увидеть,
что [a, h ∩ a] ⊂ h ∩ a и [h, h ∩ a] ⊂ h ∩ a, что доказывает второе
утверждение. B

Лемма 7.3. Пусть G — компактная группа Ли с биинвариантной
римановой метрикой µ. Предположим, что a — тройная система Ли
в g, алгебре Ли группы Ли G. Тогда M := exp(a) — вполне геодези-
ческое подмногообразие в (G,µ), в частности, M — симметрическое
пространство. Если универсальное риманово накрытие пространст-
ва M неприводимо, то выполняется одно из следующих условий:

1) a — простая подалгебра Ли алгебры g, а M — простая ком-
пактная группа Ли с биинвариантной римановой метрикой.
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2) Алгебра Ли h := [a, a] удовлетворяет соотношению h ∩ a = 0, а
(h⊕a, h) — симметрическая пара, соответствующая пространству M .
В частности, exp(h ⊕ a) — полная связная группа изометрий про-
странства M . Если в этом случае алгебра Ли h⊕a не простая, то M —
простая компактная группа Ли с биинвариантной римановой метри-
кой.

C В доказательстве нам понадобится стандартное представление
G×G/ diag(G) группы (G,µ) в виде симметрического пространства
(см. [58]) и Ad(G)-инвариантное скалярное произведение (·, ·) на g,
определяющее левоинвариантную риманову метрику µ. Рассмотрим
g̃ = g⊕ g, алгебру Ли группы Ли G×G, и

k̃ = diag(g) ⊂ g̃, p̃ =
{
(X,−X)

∣∣ X ∈ g
}
.

Тогда g̃ = k̃ ⊕ p̃ — разложение Картана для симметрического про-
странства G × G/ diag(G). Теперь рассмотрим ã = {(X,−X)|X ∈
a} ⊂ p̃. Ясно, что ã — тройная система Ли в g̃, [ã, ã] = h ⊕ h ⊂ k̃.
Используя стандартную теорию тройных систем Ли в симметри-
ческих пространствах (см., например, [58]), заключаем, что пара
([ã, ã]⊕ ã, ã) симметрическая и соответствует симметрическому про-
странству M1 := exp(ã). Ясно, что M1 (снабженное римановой мет-
рикой, индуцированной скалярным произведением 1

2 (·, ·) + 1
2 (·, ·) на

g⊕ g) изометрично пространству M . В этом случае достаточно рас-
смотреть изометрию i : M → M1 определенную так: i(exp(tX)) =
(exp(tX), exp(−tX)), где t ∈ R, X ∈ a. Это доказывает первое утвер-
ждение леммы.

Предположим, что универсальное накрытие пространства M =
M1 является неприводимым симметрическим пространством. Тогда
алгебра Ли [ã, ã]⊕ ã, будучи алгеброй Ли полной группы изометрий
пространства M1, проста или является прямой суммой двух копий
некоторой простой алгебры Ли. Напомним, что по лемме 7.2 u :=
h ∩ a — идеал алгебры Ли h + a. Рассмотрим отображения

π1 : [ã, ã]⊕ ã → h + a, π2 : [ã, ã]⊕ ã → h + a,

определенные следующим образом. Пусть Z = (Y, Y ) + (X,−X), где
X ∈ a и Y ∈ [a, a]; тогда мы полагаем π1(Z) = Y + X и π2(Z) =
Y −X. Легко видеть, что π1 и π2 — эпиморфизмы алгебр Ли. Ядро
отображения π1 равно u1 = {(0, X)|X ∈ u}, а ядро отображения π2
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равно u2 = {(X, 0)|X ∈ u}. В частности, мы получаем, что u ⊕ u =
u1 ⊕ u2 — идеал алгебры Ли [ã, ã]⊕ ã.

Предположим, что алгебра Ли [ã, ã] ⊕ ã изоморфна алгебре Ли
s⊕s, где s — некоторая простая алгебра Ли. Если u нетривиальна, то
[ã, ã]⊕ ã совпадает со своим идеалом u⊕u = u1⊕u2 (этот идеал не мо-
жет быть собственным в этом случае). Кроме того, u=a=[a, a]=h —
простая алгебра Ли (так как u1 — ядро отображения π1, то h + a

и u2 ∼ u = h ∩ a изоморфны). В этом случае M — связная ком-
пактная простая группа Ли с биинвариантной римановой метрикой,
и мы получаем условие 1) леммы. Если u тривиальна, то π1 — изо-
морфизм. Поэтому h + a = h⊕ a и s⊕ s изоморфны, а h изоморфна
diag(s) (так как diag(s) — единственная собственная подалгебра в
s ⊕ s). Следовательно, M — компактная простая группа Ли (и ее
алгебра Ли изоморфна s) с биинвариантной римановой метрикой, и
мы получаем условие 2) леммы с непростой алгеброй Ли h⊕ a.

Теперь, если алгебра Ли [ã, ã]⊕ ã проста, то u тривиальна и π1 —
изоморфизм. Поэтому h+a = h⊕a = π1([ã, ã]⊕ ã) — простая алгебра
Ли полной группы изометрий пространства M . Кроме того, по опре-
делению отображения π1 мы получаем, что π1([ã, ã]) = h. Поэтому
соблюдается условие 2) леммы с простой алгеброй Ли h⊕ a. B

Теорема 7.13. Пусть CKl — подпространство Клиффорда —
Киллинга размерности l в алгебре Ли so(2n). Тогда верны следую-
щие утверждения:

1) CKl — тройная система Ли в алгебре Ли so(2n).
2) Для каждого пространства CK1 образ exp(CK1) есть замкну-

тая геодезическая длины 2π в (SO(2n), ρ). Если l > 2, то exp(CKl) —
вполне геодезическая сфера Sl постоянной секционной кривизны 1
в (SO(2n), ρ).

3) Если CKl — подалгебра Ли в so(2n), то l = 1 или l = 3.
4) Каждое пространство CK1 является коммутативной подалгеб-

рой Ли в so(2n), образ exp(CK1) состоит из переносов Клиффорда —
Вольфа в S2n−1, а exp(CK1)-орбиты образуют вполне геодезическое
слоение эквидистантных (больших) окружностей сферы S2n−1.

5) Если CK3 — подалгебра Ли в so(2n), то CK3 = [CK3, CK3]
изоморфна so(3) ∼ su(2) и exp(CK3) = S3 — группа SU(2) с би-
инвариантной римановой метрикой. Кроме того, exp(CK3) = SU(2)
состоит из переносов Клиффорда — Вольфа в S2n−1, и, следователь-
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но, exp(CK3)-орбиты образуют вполне геодезическое слоение экви-
дистантных (больших) 3-сфер в сфере S2n−1.

6) Если CKl не является подалгеброй Ли в so(2n), то
CKl ∩ [CKl, CKl] тривиально, подпространства CKl ⊕ [CKl, CKl]
и [CKl, CKl] — подалгебры Ли в so(2n) такие, что (CKl ⊕
[CKl, CKl], [CKl, CKl]) — симметрическая пара (so(l + 1), so(l)) и
exp(CKl + [CKl, CKl]) изоморфно SO(l + 1), полной связной группе
изометрий пространства exp(CKl) = Sl.

C Пусть CKl — линейная оболочка ортогональных единичных
киллинговых векторных полей U1, . . . , Ul. По теореме 7.9 U2

i = −I и
UiUj + UjUi = 0 для i 6= j. Покажем, что [CKl, [CKl, CKl]] ⊂ CKl.
Если индексы i, j, k попарно различны, то [Ui, Uj ] = 2UiUj и

[Uk, [Ui, Uj ]] = 2UkUiUj − 2UiUjUl = −2UiUkUj + 2UiUkUj = 0.

С другой стороны,

[Ui, [Ui, Uj ]] = 2UiUiUj − 2UiUjUi = −2Uj + 2UiUiUj = −4Uj ∈ CKl.

Поэтому CKl — тройная система Ли в so(2n), что доказывает первое
утверждение теоремы.

Второе утверждение следует из теоремы 7.12.
Если CKl — алгебра Ли, то l = 1 или l = 3, что доказывает третье

утверждение теоремы.
Четвертое утверждение следует из теоремы 3.27.
Если CK3 — подалгебра Ли в so(2n), то CK3 изоморфна so(3) ∼

su(2). В этом случае exp(CK3) = SU(2) = S3 с метрикой постоянной
секционной кривизны 1. Очевидно, каждый элемент X ∈ CK3 —
киллингово векторное поле постоянной длины на S2n−1. По тео-
реме 3.27 exp(CK3) = SU(2) состоит из переносов Клиффорда —
Вольфа в S2n−1. Теперь легко видно, что exp(CK3)-орбиты составля-
ют вполне геодезическое слоение эквидистантных (больших) 3-сфер
сферы S2n−1. Это доказывает пятое утверждение теоремы.

По лемме 7.3, CKl + [CKl, CKl] — подалгебра Ли в so(2n) и
подгруппа exp(CKl + [CKl, CKl]) группы SO(2n) — связная груп-
па изометрий пространства M := exp(CKl) = Sl. Если l = 3 и
CK3 не является подалгеброй Ли в so(2n), то (по лемме 7.3) ал-
гебра Ли CK3 +[CK3, CK3] = CK3⊕ [CK3, CK3] изоморфна so(4) ∼
so(3)⊕so(3) и exp(CK3⊕ [CK3, CK3]) = SO(4). Пусть теперь l 6= 1, 3.
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Тогда сфера Sl = exp(CKl) не является подгруппой Ли в SO(2n). По
лемме 7.3, CKl∩[CKl, CKl] тривиально, алгебра Ли CKl⊕[CKl, CKl]
изоморфна so(l + 1) и exp(CKl ⊕ [CKl, CKl]) = SO(l + 1). B

Замечание 49. Некоторые варианты этой теоремы есть в лите-
ратуре (см., например, [120]).

Согласно теоремам 7.12 и 7.13 изучение подпространств CKl свя-
зано с изучением вполне геодезических сфер в SO(2n).

Заметим, что существуют известные вполне геодезические сферы
в SO(2n), сферы Хелгасона. В статье [140] С. Хелгасон доказал, что
каждое компактное неприводимое симметрическое риманово прост-
ранство M максимальной секционной кривизны κ содержит вполне
геодезические подмногообразия постоянной кривизны κ. Любые два
таких подмногообразия одной размерности эквивалентны относи-
тельно полной связной группы изометрий пространства M . Макси-
мальная размерность любого такого подмногообразия равна 1+m(δ),
где m(δ) — кратность старшего ограниченного корня δ. Кроме того,
если M не изометрично вещественному проективному пространству,
то такие подмногообразия размерности 1 + m(δ) изометричны сфе-
рам.

В случае, когда M — простая компактная группа Ли с биин-
вариантной римановой метрикой, m(δ) = 2. Поэтому максималь-
ная размерность упомянутых подмногообразий равна 3. Заметим,
что M = (SO(2n), ρ), n > 2, — не вещественное проективное
многообразие; поэтому существуют 3-мерные вполне геодезические
сферы Хелгасона в (SO(2n), ρ). Легко дать описание этих сфер
(см. [140]). Приведем некоторые известные факты (см., например,
[22, гл. 8, п. H]). Пусть Eij — некоторая (2n × 2n)-матрица с ну-
левыми элементами кроме 1 на месте (i, j). Рассмотрим матрицы
Fi = E(2i)(2i−1) −E(2i−1)(2i) для 1 6 i 6 n. Эти матрицы определяют
базис стандартной подалгебры Картана t в so(2n). Следовательно,
каждый элемент X в t имеет вид X =

∑n
i=1 λiFi. Каждый корень

(относительно t) алгебры Ли so(2n) имеет вид λi ± λj , i 6= j. Заме-
тим, что все эти корни имеют одинаковую длину. Пусть Vλi±λj —
(двумерное) корневое пространство корня λi±λj в so(2n). Положим
Uλi±λj = R · (Fi ± Fj)⊕ Vλi±λj . В этих обозначениях, exp(Uλi±λj ) —
сфера Хелгасона в (SO(2n), ρ) (см. детали в доказательстве тео-
ремы 1.2 в [140]). Далее, по теореме 1.1 в [140] любые две сферы
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Хелгасона в (SO(2n), ρ) эквивалентны относительно полной связной
группы изометрий пространства (SO(2n), ρ). Поэтому каждая сфера
Хелгасона в (SO(2n), ρ) сопряжена в SO(2n) либо сфере exp(Uλ1−λ2),
либо сфере exp(Uλ1+λ2).

Предложение 7.8. Сферы S3 = exp(CK3) из утверждения 5)
теоремы 7.13 являются сферами Хелгасона постоянной кривизны 1
в (SO(4), ρ). Пространства CK3 в so(4) — идеалы в so(4).

C Заметим, что so(4) ∼= so(3)⊕ so(3). Существует только два не-
пропорциональных корня для стандартной подалгебры Картана t:
λ1 + λ2 и λ1 − λ2. Легко видеть, что Uλ1+λ2 и Uλ1−λ2 взаимно ком-
мутирующие алгебры Ли, изоморфные so(3) ∼ su(2). В частности,
exp(Uλ1±λ2) — сферы вида exp(CK3) в (SO(4), ρ) (см. утверждение 5)
теоремы 7.13). Заметим также, что Uλ1+λ2 и Uλ1−λ2 можно есте-
ственно отождествить с алгебрами Ли групп левых и правых сдвигов
в S3 = SU(2). С другой стороны, exp(Uλ1±λ2) — сферы Хелгасона
в (SO(4), ρ) (вследствие проведенных рассуждений). По утвержде-
нию 2) теоремы 7.13 (или по теореме 7.12) эти сферы имеют постоян-
ную кривизну 1. Это доказывает первое утверждение предложения.

Пусть теперь CK3 — произвольное пространство Клиффорда —
Киллинга в so(4). По теореме 7.12 exp(CK3) — сфера S3 постоянной
кривизны 1. Так как это равно секционной кривизне сфер Хелгасона
exp(Uλ1±λ2), то exp(CK3) также должно быть сферой Хелгасона. Из
описания сфер Хелгасона непосредственно перед предложением мы
получаем, что exp(CK3) сопряжена в SO(4) либо exp(Uλ1−λ2), либо
exp(Uλ1+λ2). В частности, это верно для CK3. Так как Uλ1±λ2 —
идеалы в so(4), это доказывает второе утверждение предложения. B

Предложение 7.9. Каждая сфера Хелгасона в (SO(2n), ρ),
n > 2, имеет постоянную секционную кривизну n/2. В частности,
для n > 3 все сферы Хелгасона отличны от сфер Радона из теоре-
мы 7.12.

C Для n = 2 предложение следует из предложения 7.8. Рассмот-
рим случай n > 3. Подгруппа H = diag(SO(4), 1, . . . , 1) ⊂ SO(2n)
с биинвариантным римановым метрическим тензором µ, индуциро-
ванным метрикой ρ, является вполне геодезическим подмногообра-
зием в (SO(2n), ρ). С другой стороны, все корни подалгебры h = LH
являются корнями для so(2n). Из данного выше описания сфер Хел-
гасона получаем, что каждая сфера Хелгасона в (H, µ) является так-
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же и сферой Хелгасона в (SO(2n), ρ). Легко видно, что (H, n
2 µ) изо-

метрична (SO(4), ρ′), где ρ′ — внутренняя биинвариантная риманова
метрика, порожденная скалярным произведением (7.8) для n = 2.
Так как все сферы Хелгасона в (SO(4), ρ′) имеют постоянную кри-
визну 1 по предложению 7.8, то каждая сфера Хелгасона в (H, µ)
имеет постоянную кривизну n/2. B

7.10. Алгебры Ли в пространствах
Клиффорда — Киллинга на S2n−1

Ниже мы получаем некоторые результаты, связанные с алгебра-
ми Ли, содержащимися в подпространствах Клиффорда — Киллинга
CKl в so(2n).

Предложение 7.10. Пусть X, Y — линейно независимые кил-
линговы векторные поля на S2n−1 с постоянными скалярными
произведениями can(X, X), can(Y, Y ), can(X, Y ). Тогда скобка Ли
[X, Y ] — нетривиальное киллингово векторное поле постоянной дли-
ны на Sn−1. Если X, Y — единичные взаимно ортогональные кил-
линговы векторные поля на S2n−1, то тройка векторных полей

{
X, Y, Z :=

1
2
[X, Y ]

}

составляет некоторый ортонормированный базис алгебры Ли CK3

векторных полей на S2n−1 с соотношениями [X,Y ]=2Z, [Z, X]=2Y ,
[Y,Z] = 2X. Следовательно, справедливо утверждение 5) теоре-
мы 7.13.

C По следствию 7.1 1
2 [X, Y ] = ∇XY = −∇Y X, и по предложе-

нию 3.3 верна формула can(∇XY,∇XY ) = can(R(X, Y )Y,X). Так
как can(X, Y ) и секционная кривизна сферы (Sn−1, can) постоянны,
выражение can(R(X, Y )Y, X) является положительной константой.
Следовательно, [X, Y ] — (нетривиальное) киллингово поле постоян-
ной длины, что доказывает первое утверждение предложения.

Ортонормальность тройки киллинговых векторных полей
{X, Y, Z} на S2n−1 следует из ортонормальности пары {X, Y },
доказательства первой части предложения и соотношений
0 = Y can(X, X) = − can([X, Y ], X), 0 = X can(Y, Y ) = can([X,Y ], Y ).
Первое коммутационное соотношение следует из определения. На
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основании теоремы 7.9 мы получаем равенство:

[Z, X] =
1
2

{
(XY − Y X)X −X(XY − Y X)

}
=

=
1
2

{
XY X − Y XX −XXY + XY X

}
=

1
2
(2Y + 2Y ) = 2Y.

Третье коммутационное соотношение можно доказать аналогично.
Тогда линейная оболочка CK3 векторов X, Y , Z — алгебра Ли. Те-
перь достаточно применить теорему 7.13. B

Предложение 7.11. Если l > 4, то пространство CKl не содер-
жит подалгебр Ли размерности не меньше 2.

C Это предложение является непосредственным следствием те-
оремы 7.13. Действительно, в этом случае пересечение CKl ∩
[CKl, CKl] тривиально, а CKl не содержит двумерных коммутатив-
ных подалгебр, так как Sl — КРОСП. B

Следствие 7.3. Сфера S2n−1 допускает пространство
CKρ(2n)−1, являющееся алгеброй Ли тогда и только тогда, ко-
гда ρ(2n) = 2 или ρ(2n) = 4, т. е. когда n не делится на 4.

C Если 2n делится на 8, то по теореме 7.8 размерность простран-
ства CKρ(2n)−1 больше, чем 4, на основании предложения 7.11 это
пространство не может быть алгеброй Ли.

Если 4 является делителем числа 2n, но 2n не делится на 8, то
ρ(2n)− 1 = 3 и по предложению 7.10, в качестве пространства CK3

можно взять алгебру Ли с указанным там базисом X, Y , Z.
Наконец, если 4 не делит 2n, то ρ(2n)−1 = 1 и любое пространство

CK1 является алгеброй Ли. B
Из предложений 7.10, 7.11 и теоремы 7.8 вытекает
Следствие 7.4. Если 8 делит 2n, то существует пространство

CK3, являющееся алгеброй Ли (изоморфной su(2)) и не содержаще-
еся ни в каком пространстве CKρ(2n)−1.

На основании предложений 7.10 и 7.11 получаем
Следствие 7.5. 1) Если 2n делится на 4, то существует прост-

ранство CK3 ⊂ so(2n), являющееся алгеброй Ли, изоморфной so(3).
2) Если 2n делится на 8, то существует пространство CK3 ⊂

so(2n), не являющееся алгеброй Ли.
Пример 28. Здесь мы рассмотрим два примера пространств

CK3, где первое (соответственно, второе) является (соответственно,
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не является) подалгеброй Ли в so(2n). В алгебре Ли so(4) рассмот-
рим векторы

U1 =




0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 , U2 =




0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0


 ,

U3 =




0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 .

Легко проверить, что U2
1 = U2

2 = U2
3 = −I, U1U2 = −U3, U2U1 = U3,

U1U3 = U2, U3U1 = −U2, U2U3 = −U1, U3U2 = U1. Поэтому линейная
оболочка векторов Ui, 1 6 i 6 3, в so(4) является алгеброй Ли ти-
па CK3.

Теперь рассмотрим в so(8) векторы

Ũ1 = diag(U1,−U1), Ũ2 = diag(U2,−U2), Ũ3 = diag(U3,−U3).

Легко проверить, что

Ũ2
1 = Ũ2

2 = Ũ2
3 = −I,

Ũ1Ũ2 = diag(−U3,−U3), Ũ1Ũ3 = diag(U2, U2),

Ũ2Ũ3 = diag(−U1,−U1), Ũ2Ũ1 = diag(U3, U3),

Ũ3Ũ1 = diag(−U2,−U2), Ũ3Ũ2 = diag(U1, U1).

Поэтому линейная оболочка векторов Ũi, 1 6 i 6 3, в so(8) есть
подпространство типа CK3, не являющееся подалгеброй Ли. Легко
проверить, что алгебра Ли CK3+[CK3, CK3] изоморфна so(3)⊕so(3).

7.11. Ограниченно однородные по Клиффорду — Вольфу
римановы многообразия

Результаты этого раздела основаны на работе [20].
7.11.1. Киллинговы поля постоянной длины на круглых

нечетномерных сферах. Пусть S2n−1 — круглая сфера постоян-
ной кривизны 1. Мы представим ее в евклидовом пространстве R2n
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следующим образом:

S2n−1 =
{

x = (x1, . . . , x2n) ∈ R2n
∣∣ ‖x‖ =

√
x2

1 + . . . + x2
2n = 1

}
.

Группа G = SO(2n) действует транзитивно на S2n−1 и имеет следу-
ющую группу изотропии H в точке x = (0, . . . , 0, 1):

H =
{

diag(A, 1)
∣∣ A ∈ SO(2n− 1)

}
.

Мы получаем соответствующее Ad(H)-инвариантное разложение

g = h⊕ p,

где g = LG, h = LH, а p состоит из матриц вида
(

O at

−a 0

)
, (7.9)

где O — нулевая ((2n− 1)× (2n− 1))-матрица, a ∈ R2n−1. Мы отож-
дествляем p с касательным пространством к S2n−1 в точке x. Следо-
вательно, значение киллингова поля U ∈ g в x является последним
вектор-столбцом матрицы U .

Следующая лемма является непосредственным следствием тео-
ремы 7.9.

Лемма 7.4. Нетривиальное киллингово векторное поле U ∈ g

имеет постоянную длину на S2n−1 тогда и только тогда, когда U2 =
−λ2 Id, где λ > 0.

Матрицу A+
√−1B ∈ u(n), где A кососимметрична, а B симмет-

рична, мы вкладываем в so(2n) следующим образом:

A +
√−1B 7→

(
A B
−B A

)
. (7.10)

Лемма 7.5. Для заданной неотрицательно определенной сим-
метричной матрицы

GM =




g11 g12 0
g12 g22 g23

0 g23 1


 ,
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существуют вещественные числа x1, x2, x3, µ, λ такие, что

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, µ2(x2

1 + x2
2) = g11, λ2 − µ2(x2

1 + x2
2) = g22,

2
√

λ2 − µ2µx1x2 = g12,
√

λ2 − µ2(x2
1 − x2

2) + λx2
3 = g23.

C Сначала предположим, что все числа g11, g12, g22, g23 ненуле-
вые. В этом случае обязаны выполняться неравенства λ2 6=µ2 и µ 6=0.
Положим λ =

√
g11 + g22, тогда вышеприведенная система сводится

к следующей системе (мы применили равенство x2
3 = 1− g11

µ2 ):

x2
1 + x2

2 + x3
3 = 1, 2

√
g11 + g22 − µ2µx1x2 = g12,

x2
1 + x2

2 =
g11

µ2
, x2

1 − x2
2 =

(g23 −√g11 + g22 )µ2 +
√

g11 + g22 g11√
g11 + g22 − µ2µ2

.

Следовательно,

x2
1 =

1
2

(
g11

µ2
+

(g23 −√g11 + g22 )µ2 +
√

g11 + g22 g11√
g11 + g22 − µ2µ2

)
, (7.11)

x2
2 =

1
2

(
g11

µ2
− (g23 −√g11 + g22 )µ2 +

√
g11 + g22 g11√

g11 + g22 − µ2µ2

)
, (7.12)

(x1x2)2 =
1
4

(
g2
11

µ4
−

(
(g23−√g11 + g22 )µ2 +

√
g11 + g22 g11√

g11 + g22 − µ2µ2

)2)
. (7.13)

С другой стороны, мы имеем уравнение

(x1x2)2 =
1
4

g2
12

(g11 + g22 − µ2)µ2
.

Из двух последних равенств мы получаем (имея в виду, что µ 6= 0)

(
g23−

√
g11 + g22

)2
µ2 = 2(g11 +g22)g11−2

√
g11 + g22 g11g23−g2

11−g2
12.

Отметим, что

2(g11 + g22)g11 − 2
√

g11 + g22 g11g23 − g2
11 − g2

12 >
>

(
g23 −

√
g11 + g22

)2
g11,

(7.14)
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поскольку это эквивалентно неравенству g11g22 − g2
12 − g11g

2
23 > 0,

означающему det(GM) > 0. Отметим также, что

2(g11 + g22)g11 − 2
√

g11 + g22 g11g23 − g2
11 − g2

12 <

<
(
g23 −

√
g11 + g22

)2(g11 + g22),
(7.15)

поскольку это эквивалентно неравенству (
√

g11+g22g23−g22)2+g2
12 >0.

Так как GM неотрицательно определена, мы также имеем g22 > g2
23

и, соответственно,
√

g11 + g22 > g23. Следовательно, можно поло-
жить

µ =

√
2(g11 + g22)g11 − 2

√
g11 + g22 g11g23 − g2

11 − g2
12√

g11 + g22 − g23
.

Из неравенств (7.14) и (7.15) мы получаем λ2 = g11 + g22 > µ2 > g11.
Из приведенных рассуждений следует, что правая часть в (7.13)

положительна. Таким образом, можно найти x1 и x2 из уравнений
(7.11) и (7.12) такие, что sign(x1x2) = sign(g12). Наконец, полагаем
x3 =

√
1− x2

1 − x2
2 (из µ2 > g11 следует x2

1 + x2
2 6 1).

Если некоторые из чисел g11, g12, g22, g23 нулевые, можно по-
лучить соответствующее решение как предел решений найденного
выше вида. Действительно, для матрицы GM можно определить по-
следовательность симметричных неотрицательно определенных мат-
риц GMn = (gn,ij), n ∈ N, с gn,33 = 1, gn,13 = 0, ненулевыми gn,11,
gn,12, gn,22, gn,23, и таких, что GMn → GM при n → ∞ в естествен-
ной топологии. Легко видеть, что для некоторой константы C имеет
место неравенство trace(GMn) 6 C одновременно для всех n. Ес-
ли (xn,1, xn,2, xn,3, λn, µn) — решения соответствующих систем для
GMn, то

|xn,1| 6 1, |xn,2| 6 1, |xn,3| 6 1,

0 6 µn 6 λn =
√

gn,11 + gn,22 6
√

trace(GMn) 6
√

C.

Переходя к подпоследовательностям и сохраняя обозначения, мы по-
лучаем, что последовательность (xn,1, xn,2, xn,3, λn, µn) сходится к
решению данной системы для GM при n →∞. B

Предложение 7.12. Для любого n > 1 и любого X ∈ p (каса-
тельного вектора в точке x ∈ S2n−1) существует киллингово поле
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постоянной длины из алгебры Ли u(n) ⊂ so(2n), значение которого
в точке x равно X.

C Матрица
(

A B
−B A

)
является киллинговым полем постоянной

длины тогда и только тогда, когда (по лемме 7.4) существует по-
ложительное число λ со свойством

AB + BA = 0, A2 −B2 = −λ2 Id .

Если n = 1, то U(1) = SO(2), и все ясно. Рассмотрим случай
n = 2. Пусть X ∈ p таков, что a = (a1, a2, a3) (см. (7.9)). Рассмотрим
две следующих матрицы:

A =
(

0 a3

−a3 0

)
, B =

(−a2 a1

a1 a2

)
.

Легко видеть, что матрица
(

A B
−B A

)
является киллинговым полем по-

стоянной длины с требуемым свойством. Отметим, что A +
√−1B ∈

su(2) = sp(1) в этом случае.
Далее мы предполагаем, что n > 3. Рассмотрим X ∈ p такой,

что (a, 0) = (b, c), b, c ∈ Rn (см. (7.9)). Мы должны показать, что су-
ществуют матрицы A и B, где A кососимметрична, B симметрична,
AB+BA = 0, A2−B2 = −λ2 Id, последний столбец A (B) есть ct (bt).
Пусть (·, ·) — стандартное скалярное произведение на Rn и en — по-
следний вектор стандартного ортонормированного базиса в Rn. В на-
ших операторных обозначениях мы имеем

A(en) = c, B(en) = b.

Пусть C ∈ O(n), f1 = C(c), f2 = C(b), f3 = C(en), A1 = CAC−1,
B1 = CBC−1. Рассмотрим матрицу Грама GM = (gij) системы
{c, b, en}. Отметим, что g33 = 1 и g13 = 0 (A кососимметрична).
Очевидно, что система {f1, f2, f3} имеет ту же матрицу Грама GM .
Отметим также, что матрица

(
A1 B1
−B1 A1

)
лежит в u(n) ⊂ so(2n) и име-

ет постоянную длину как киллингово поле. Если мы найдем косо-
симметричную матрицу A1, симметричную матрицу B1 и векторы
f1, f2, f3 ∈ Rn такие, что A1B1 + B1A1 = 0, A2

1 − B2
1 = −λ2 Id,

f1 = A1(f3), f2 = B1(f3), а матрица Грама системы {f1, f2, f3} совпа-
дает с матрицей Грама системы {c, b, en}, то мы докажем предложе-
ние. Действительно, в этом случае мы можем найти C ∈ O(n) так,
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что f1 = C(c), f2 = C(b) и f3 = C(en). Теперь достаточно положить
A = C−1A1C и B = C−1B1C.

В стандартном базисе {ei} пространства Rn мы ищем f3, A1 и B1

в следующем виде:

f3 = (x1, x2, x3, 0, . . . , 0) ∈ Rn,

A1 = diag
((

0 µ
−µ 0

)
, 0, . . . , 0

)
,

B1 = diag
(√

λ2 − µ2,−
√

λ2 − µ2, λ, λ, . . . , λ
)
.

Отметим, что A1 кососимметрична, B1 симметрична, A1B1+B1A1 =0
и A2

1 −B2
1 = −λ2 Id. Далее,

f1 = A1(f3) = (µx2,−µx1, 0, . . . , 0),

f2 = B1(f3) =
(√

λ2 − µ2x1,−
√

λ2 − µ2x2, λx3, 0, . . . , 0
)
.

Матрица Грама системы {f1, f2, f3} совпадает с матрицей Грама
GM системы {c, b, en} тогда и только тогда, когда выполнены следу-
ющие равенства:

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, µ2(x2

1 + x2
2) = g11, µ2(x2

1 + x2
2) = λ2 − g22,

2
√

λ2 − µ2µx1x2 = g12,
√

λ2 − µ2(x2
1 − x2

2) + λx2
3 = g23.

По лемме 7.5 вышеприведенная система уравнений относительно x1,
x2, x3, λ и µ имеет вещественное решение, что и доказывает предло-
жение. B

Теперь мы изучим киллинговы векторные поля постоянной дли-
ны на S4n−1 из алгебры Ли sp(n) ⊂ u(2n) ⊂ so(4n). Отметим, что

sp(n) =
{(

Z1 Z2

−Z2 Z1

)
= A +

√−1B ∈ su(2n)
}

, (7.16)

где Z1 — косоэрмитова (n×n)-матрица, а Z2 — симметричная (n×n)-
матрица. Если положить Z1 = C +

√−1D и Z2 = E +
√−1F , где C,

D, E, F — вещественные (n × n)-матрицы, то C кососимметрична,
а D, E, F симметричны. Следовательно,

A =
(

C E
−E C

)
, B =

(
D F
F −D

)
.



7.11. Ограниченно однородные по Клиффорду — Вольфу . . . 387

Из леммы 7.4 легко получается

Лемма 7.6. Нетривиальное киллингово векторное поле U ∈sp(n)
(вышеприведенного вида) имеет постоянную длину на S4n−1 тогда и
только тогда, когда выполнены следующие равенства:

CD + DC + EF − FE = 0, CF + FC + DE − ED = 0,

CE + EC + DF − FD = 0, C2 −D2 − E2 − F 2 = −λ2 Id .

C Киллингово поле A +
√−1B ∈ u(2n) имеет постоянную длину

на S4n−1 тогда и только тогда, когда

AB + BA = 0, A2 −B2 = −λ2 Id .

В нашем случае

A =
(

C E
−E C

)
, B =

(
D F
F −D

)
.

Следовательно,

CD + DC + EF − FE = 0, CF + FC + DE − ED = 0,

CE + EC + DF − FD = 0, C2 −D2 − E2 − F 2 = −λ2 Id . B

Отметим, что для любого n > 1 существует киллингово поле по-
стоянной длины на S4n−1 из алгебры Ли sp(n), поскольку соответ-
ствующая система матричных уравнений имеет нетривиальные ре-
шения. Например, если C = 0, то в качестве D, E, F можно взять лю-
бые симметричные попарно коммутирующие матрицы со свойством
D2 + E2 + F 2 = λ2 Id.

Пример 29. Рассмотрим случай n = 2 и

C =
(

0 0
0 0

)
, E =

(
a1 0
0 a2

)
, F =

(
b1 0
0 b2

)
, D =

(
c1 0
0 c2

)
,

где a1, a2, b1, b2, c1, c2 — некоторые вещественные числа с условиями
a2
1 + b2

1 + c2
1 = a2

2 + b2
2 + c2

2. Все уравнения в лемме 7.6 выполнены
(λ2 = a2

1 + b2
1 + c2

1 = a2
2 + b2

2 + c2
2). Следовательно, мы получаем
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киллингово поле U постоянной длины на S7:

U =




0 0 a1 0 c1 0 b1 0
0 0 0 a2 0 c2 0 b2
−a1 0 0 0 b1 0 −c1 0
0 −a2 0 0 0 b2 0 −c2
−c1 0 −b1 0 0 0 a1 0
0 −c2 0 −b2 0 0 0 a2

−b1 0 c1 0 −a1 0 0 0
0 −b2 0 c2 0 −a2 0 0




∈ sp(2)⊂su(4)⊂so(8).

С другой стороны, мы имеем
Предложение 7.13. Для любого n > 2 существует X ∈ p (ка-

сательный вектор в точке x ∈ S4n−1), не являющийся значением
киллингова поля постоянной длины из sp(n) в точке x.

Замечание 50. Для n = 1 это предложение не верно, поскольку
sp(1) = su(2), и для любого X ∈ p существует киллингово поле
постоянной длины из sp(1) = su(2), значение которого в точке x
совпадает с X (см. доказательство предложения 7.12).

C Рассмотрим стандартное скалярное произведение (·, ·) и стан-
дартный ортонормированный базис {ei} в Rn. Пусть X ∈ p такой
вектор, что (a, 0) = (e1, On, en, e1), где On — нулевой вектор из Rn

(см. (7.9)). Предположим, что существует киллингово векторное по-
ле постоянной длины U ∈ sp(n) со значением a в точке x. Из выше-
приведенных рассуждений мы знаем, что U имеет вид

U =




C E D F
−E C F −D
−D −F C E
−F D −E C


 ∈ so(4n),

где C — кососимметричная вещественная (n × n)-матрица, а D, E,
F — симметричные вещественные (n × n)-матрицы. Эти матрицы
удовлетворяют уравнениям из леммы 7.6. В операторных обозначе-
ниях мы имеем

F (en) = e1, D(en) = On, E(en) = en, C(en) = e1.

Из равенства CD + DC + EF − FE = 0 получаем

0 = (CD(en), e1) + (DC(en), e1) + (EF (en), e1)−
− (FE(en), e1) = (D(e1), e1) + (E(e1), e1)− 1.
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Из равенства CE + EC + DF − FD = 0 получаем

0 = (CE(en), e1) + (EC(en), e1) + (DF (en), e1)−
− (FD(en), e1) = 1 + (E(e1), e1) + (D(e1), e1).

Полученные два равенства дают противоречие, что и доказывает
предложение. B

Как показано в [232], пространство M̃ = SU(2m)/Sp(m),
m > 1, можно понимать как пространство кососимметричных мат-
риц в SU(2m). G = SU(2m)/{±I} действует на таких матрицах по
формуле g : x → gxgt, а K = Sp(m)/{±I} — группа изотропии в
точке

J =
(

0 Im

−Im 0

)
.

В этом случае G = I0(M̃), Γ ⊂ G для любой конечной группы Γ
переносов Клиффорда — Вольфа на M̃ , и любой элемент группы Γ
представляется в SU(2m) матрицей, сопряженной к некоторой мат-
рице вида diag{a′; a, . . . , a}.

В книге [22] указано, что многообразие M̃ = SU(2m)/Sp(m),
m > 1, имеет размерность (m− 1)(2m+1) (п. 7.102, таблица 1) и мо-
жет быть интерпретировано как пространство кватернионных струк-
тур на C2m, согласованных с эрмитовой структурой, или как множе-
ство согласованных с метрикой расслоений S2 → CP 2m−1 → HPm−1

(п. 10.125, таблица 2). Но для нас более важно следующее толкование
этого многообразия.

Предложение 7.14. Пространство M̃ = SU(2m)/Sp(m), m > 1,
можно интерпретировать как множество всех киллинговых вектор-
ных полей единичной длины на S4m−1, лежащих в алгебре Ли
su(2m) ⊂ so(4m).

C Доказательство сразу следует из вышеприведенного утвержде-
ния о том, что M̃ можно понимать как множество кососимметричных
матриц в SU(2m) ⊂ SO(4m), и из теоремы 7.9, поскольку из этой
теоремы следует, что SO(2n) ∩ so(2n) является в точности множе-
ством всех единичных киллинговых векторных полей на S2n−1. B

Аналогично предложению 7.14 мы получаем
Предложение 7.15. Пространство O(2n)/U(n), n > 1 (со связ-

ной компонентой SO(2n)/U(n)), можно понимать как множество
всех единичных векторных полей Киллинга на S2n−1.
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C По предложению 7.7 множество единичных киллинговых век-
торных полей на S2n−1 является одной орбитой относительно присо-
единенного действия группы O(2n) (на алгебре Ли o(2n) = so(2n)).
В качестве единичного векторного поля Киллинга на S2n−1 можно
взять матрицу U = diag(C, . . . , C) ∈ SO(2n)∩so(2n), где C — один из
двух элементов в SO(2)∩so(2). Ясно, что U ∈ U(n)∩u(n) и U лежит
как в центре U(n), так и в u(n). Можно сказать больше. Поскольку
U2 = −I2n, оператор U порождает стандартную комплексную ал-
гебру C R-линейных операторов на R2n = Cn. Тогда централизатор
U в O(2n), а, следовательно, стабилизатор U ∈ so(2n) относительно
присоединенного действия O(2n), есть в точности U(n) (см., напри-
мер, примеры 22 и 23 в [50, разд. 1.2]). Отсюда следует утверждение
предложения. B

Замечание 51. Как утверждается в [22], пространство
SO(2n)/U(n) имеет размерность n(n− 1) и является пространством
комплексных структур на R2n, согласованных со стандартной ев-
клидовой структурой, или множеством согласованных с метрикой
расслоений S1 → RP 2n−1 → CPn−1.

7.11.2. Классификация ограниченно КВ-однородных про-
странств. С целью локального использования в этом параграфе
сформулируем следующее следствие теорем 6.1, 6.5, 7.2 и 7.4.

Теорема 7.14. Риманово многообразие (M, g) является ограни-
ченно однородным по Клиффорду — Вольфу тогда и только тогда,
когда оно метрически полно и каждая геодезическая γ в (M, g) явля-
ется интегральной кривой киллингова векторного поля постоянной
длины на (M, g). Каждое риманово накрытие ограниченно однород-
ного по Клиффорду — Вольфу риманова многообразия само являет-
ся ограниченно однородным по Клиффорду — Вольфу. Универсаль-
ное риманово накрытие ограниченно однородного по Клиффорду —
Вольфу риманова многообразия является симметрическим и сильно
однородным по Клиффорду — Вольфу.

В работе [232] Дж. А. Вольф получил следующий результат.

Теорема 7.15. Пусть Γ — группа скольжений универсального
риманова накрытия p : M̃ → M полного связного локально симмет-
рического риманова многообразия M . Тогда M̃ — симметрическое
пространство, а M однородно тогда и только тогда, когда Γ — груп-
па переносов Клиффорда — Вольфа на M̃ .
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Отметим, что M естественным образом отождествляется с фак-
тор-пространством Γ\M̃ , а Γ — с фундаментальной группой π1(M).
В работах [34, 232] Дж. А. Вольф получил следующее уточнение
теоремы 7.15 для особых пространств M̃ .

Теорема 7.16. Если M̃ — компактная простая односвязная груп-
па Ли с биинвариантной метрикой, то M = Γ\M̃ однородно тогда
и только тогда, когда Γ сопряжена в полной группе изометрий M̃
группе левых сдвигов на элементы некоторой дискретной подгруп-
пы B в M̃ , и M симметрично тогда и только тогда, когда B является
центральной подгруппой в M̃ .

Предложение 7.16. Прямое метрическое произведение M =
M1 × . . . × Mk неразложимых римановых многообразий является
однородным локально симметрическим тогда и только тогда, когда
каждый множитель однороден и локально симметричен. При этом
векторное поле на M является киллинговым полем постоянной дли-
ны на M тогда и только тогда, когда оно является произведением
киллинговых векторных полей постоянной длины на множителях;
M — ограниченно однородно по Клиффорду — Вольфу тогда и толь-
ко тогда, когда каждый множитель обладает этим свойством.

C Достаточность в первом утверждении очевидна. Предположим,
что M однородно и локально симметрично. Следствие 8.10 главы VII
в [42] утверждает, что каждое вполне геодезическое подмногообразие
однородного риманова многообразия M само однородно. В частно-
сти, каждый множитель Mi, i = 1, . . . , k, однороден. Поскольку ло-
кально симметричные римановы многообразия могут быть охарак-
теризованы равенством ∇R = 0, где ∇ — связность Леви-Чивита,
а R — тензор кривизны [58], то каждый множитель Mi локально
симметричен. Тогда по теореме 7.15 получаем Mi = Γi\M̃i, где Γi —
группа переносов Клиффорда — Вольфа на M̃i, i = 1, . . . , k.

Достаточность во втором утверждении также очевидна. Пред-
положим, что X — киллингово векторное поле постоянной длины
на M . Из теоремы 3.28 следует, что X p-связано с единственным
Γ-инвариантным киллинговым векторным полем Y постоянной
длины на M̃ , где p : M̃ → Γ\M̃1× . . .× M̃k = M, Γ = Γ1× . . .×Γk, —
естественная проекция. Так как M̃ — односвязное и локально
симметрическое, то оно симметрическое (см. [58]). Тогда вследствие
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теоремы 3.27 однопараметрическая группа движений γ̃(t), t ∈ R,
порожденная киллинговым векторным полем Y постоянной длины
на M̃ , состоит из переносов Клиффорда — Вольфа на M̃ . Соглас-
но следствию 3.1.4 в [232], каждый перенос Клиффорда — Воль-
фа f на M̃ однозначно представляется в виде f = (f1, . . . , fk),
где fj , j = 1, . . . , k, — переносы Клиффорда — Вольфа на M̃j . Тогда
γ̃(t) = γ̃1(t) × . . . × γ̃k(t), где γ̃i(t) — переносы Клиффорда — Воль-
фа на M̃i, i = 1, . . . , k. Отсюда, из предложения 3.4 и теоремы 3.28
следует, что мы получили прямое произведение Y = Y1 × . . . × Yk

Γi-инвариантных киллинговых векторных полей постоянной длины
на множителях M̃i, i = 1, . . . , k, которые pi-связаны с киллинговы-
ми векторными полями Xi постоянной длины на Mi относительно
естественных проекций pi : M̃i → Γi\M̃i, и X = X1 × . . .×Xk.

Последнее утверждение следует из первых двух и теоремы 7.14. B
Предложение 7.17. Для каждого компактного однородного ло-

кально симметрического риманова многообразия M существует ко-
нечнолистное риманово накрывающее отображение pf : M → Mf на
компактное однородное локально симметрическое риманово много-
образие Mf , имеющее вид прямого метрического произведения Mf =
Tm×M1× . . .×Mk, где Tm — (локально евклидов) тор, Mi = Γi\M̃i,
i = 1, . . . , k, с конечной группой Γi переносов Клиффорда — Вольфа
на односвязном компактном неприводимом симметрическом рима-
новом многообразии M̃i. Существует взаимно-однозначное соответ-
ствие между множеством всех киллинговых векторных полей посто-
янной длины на M и множеством всех киллинговых векторных по-
лей постоянной длины на Mf такое, что векторному полю X на M
соответствует единственное векторное поле Z на Mf со свойством
d(pf )(X) = Z, и наоборот. Более того, векторное поле Z на Mf явля-
ется полем Киллинга постоянной длины тогда и только тогда, когда
оно является прямым метрическим произведением Z0 × Z1 × . . . Zk

киллинговых полей постоянной длины на Tm, Mj , j = 1, . . . k.

C По теореме 7.15 M = Γ\(M̃0 × M̃+) с группой Γ перено-
сов Клиффорда — Вольфа односвязного симметрического простран-
ства M̃ , где M̃0 = Em и M̃+ = M̃1 × . . . × M̃k — прямое метри-
ческое произведение с неразложимыми компактными односвязными
симметрическими множителями. Согласно следствию 3.1.4 в [232]
любой элемент f ∈ Γ единственным образом представляется в виде
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f = (f0, f1, . . . , fk), где fj , j = 0, 1, . . . , k, — переносы Клиффорда —
Вольфа на M̃j . Ясно, что соответствие f ∈ Γ → fj , j = 0, 1, . . . , k,
определяет гомоморфизм группы Γ на группу Γj переносов Клиф-
форда — Вольфа на M̃j , и Γ ⊂ Γ0×Γ1×. . .×Γk. Последнее включение
определяет конечнолистное риманово накрывающее отображение

pf : M → Mf := Γ0\Em×Γ1\M̃1× . . .×Γk\M̃k := Tm×M1× . . .×Mk.

Более того, векторное поле Y на M̃ является киллинговым полем
постоянной длины тогда и только тогда, когда оно является прямым
произведением Y0×Y1×. . .×Yk киллинговых векторных полей посто-
янной длины на M̃j , j = 0, 1, . . . k, в силу предложения 7.16. Отсюда
следует, что киллингово векторное поле Y постоянной длины на M̃
инвариантно относительно всех элементов Γ тогда и только тогда,
когда Y инвариантно относительно всех элементов в Γ0×Γ1×. . .×Γk.
Таким образом, с помощью теоремы 3.28 мы получаем второе утвер-
ждение предложения. Последнее утверждение следует из предложе-
ния 7.16. B

Теорема 7.17. Риманово многообразие M ограниченно однород-
но по Клиффорду — Вольфу тогда и только тогда, когда оно изо-
метрично пространству Γ\(Em × M̃1 × . . .× M̃k), где Γ — подгруппа
группы Γ0 × Γ1 × . . . × Γk, Γ0 — дискретная группа параллельных
переносов на Em, M̃i — круглая сфера размерности di и Γi — под-
группа в SO(di + 1) вида 1) или 2), или 3), из теоремы 3.32 или
M̃i — компактная односвязная простая группа Ли с биинвариантной
римановой метрикой и Γi — конечная группа левых переносов на M̃i.

C Необходимость. Если M ограниченно КВ-однородно, то по те-
ореме 7.14 его универсальное накрывающее пространство M̃ КВ-од-
нородно. Из теорем 7.1 и 7.15 следует, что M изометрично простран-
ству Γ\(Em×M̃1×. . .×M̃k), где пространства M̃i указаны в формули-
ровке теоремы 7.1 и Γ — дискретная группа переносов Клиффорда —
Вольфа на M̃ . Можно определить группы Γj , j = 0, 1, . . . , k, перено-
сов Клиффорда — Вольфа на M̃j как в предложении 7.17. Тогда
Γ ⊂ Γ0 × Γ1 × . . . × Γk, а из теоремы 7.1 и предложения 7.17 следу-
ет, что M ограниченно однородно по Клиффорду — Вольфу тогда и
только тогда, когда пространство Mf := Γ0\Em×Γ1\M̃1×. . .×Γk\M̃k

ограниченно однородно по Клиффорду — Вольфу.
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В свою очередь, по предложению 7.16 это эквивалентно тому,
что каждое пространство Γ0\Em, Γ1\M̃1, . . . , Γk\M̃k является огра-
ниченно КВ-однородным. Значит, Γ0 — дискретная группа парал-
лельных переносов на Em, а Γ0\Em является даже КВ-однород-
ным.

Если M̃i — компактная односвязная простая группа Ли с биин-
вариантной римановой метрикой, то можно считать по теореме 7.16,
что Γi — конечная группа левых сдвигов на M̃i. Ясно, что для любой
такой группы Γi каждое левоинвариантное векторное поле Y на M̃
является киллинговым полем постоянной длины, и Γi\M̃ ограни-
ченно однородно по Клиффорду — Вольфу согласно теоремам 3.28
и 7.14.

Далее мы считаем, что M̃i — круглая нечетномерная сфера, при
этом Mi = Γi\M̃i является одним из пространств, описанных в тео-
реме 3.32.

В первых двух случаях теоремы 3.32 пространство Mi — круглая
сфера или вещественное проективное пространство нечетной размер-
ности di. Следовательно, оно симметрично и ограниченно КВ-одно-
родно по теоремам 3.28, 7.1 и 7.14.

В третьем случае теоремы 3.32 для круглой сферы M̃i ⊂ Cni

умножение на {diag(e2πi(1/q), . . . , e2πi(1/q))} ⊂ U(ni) порождает груп-
пу Γi, равно как и стандартную комплексную алгебру C R-линейных
операторов на R2ni = Cni . Значит, централизатор Γi в O(2ni) сов-
падает с U(ni) (см., например, примеры 22 и 23 в [50, разд. 1.2]).
Таким образом, Γi\M̃i ограниченно КВ-однородно по теореме 7.14 и
предложению 7.12.

В четвертом случае ясно, что централизатор Γi в SO(di + 1) со-
держит группу Sp(li) (действующую на вектор-столбцы умножени-
ями слева). С другой стороны, любая бинарно диэдральная или би-
нарно полиэдральная группа не содержится в комплексном поле ал-
гебры вещественных кватернионов H по теореме 2.6.7 в [34]. Зна-
чит, минимальной алгеброй над R, содержащей все элементы такой
группы, является алгебра H. Теперь, используя еще раз примеры 22
и 23 из книги [50, разд. 1.2], мы получаем, что централизатор Γi в
SO(di + 1) — группа Sp(li). Следовательно, Γi\M̃i не может быть
ограниченно КВ-однородным для li > 2 по теореме 7.14 и предложе-
нию 7.13. Случай li = 2 фактически соответствует ситуации, когда
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M̃i — компактная односвязная простая группа SU(2) = Sp(1), и был
рассмотрен в более общем контексте выше.

Отметим, что вышеприведенные рассуждения содержат также и
доказательство достаточности в доказываемой теореме. B

Предложение 7.18. Предположим, что M̃ — круглая единич-
ная сфера S2n−1 нечетной размерности 2n−1 > 3, M̃ ⊂ Cn, d+1 = 2n
и Γ = {diag(e2πi(p/q), . . . , e2πi(p/q))} ⊂ U(n), 0 6 p < q с целым чис-
лом p для заданного натурального числа q > 3. Тогда пространство
M = Γ\M̃ ограниченно однородно по Клиффорду — Вольфу, но не
однородно по Клиффорду — Вольфу.

C Первое утверждение доказано в теореме 7.17. Докажем второе.
Группа Γ содержится в группе

C :=
{

diag(e2πit, . . . , e2πit)
∣∣ t ∈ R} ⊂ U(n).

Вложения {e} ⊂ Γ ⊂ C индуцируют римановы субмерсии

p1 : S2n−1 → M, p2 : M → CPn,

и их композицию

p = p2 ◦ p1 : S2n−1 → CPn,

являющуюся расслоением Хопфа. Радиус инъективности и диаметр
пространства CPn оба равны π/2. Рассмотрим произвольное число r,
где π/3 < r < π/2. Поскольку p2 — риманова субмерсия, существу-
ют две точки x1, x2 ∈ M такие, что ρM (x1, x2) = r. Утверждает-
ся, что не существует КВ-переносов f на M таких, что f(x1) = x2.
Действительно, предположим, что такой перенос f существует. То-
гда f индуцирован изометрией f̃ на S2n−1, нормализующей Γ (см. до-
казательство теоремы 2.4.17 в [34]). Понятно, что f̃ нормализует
группу C. Следовательно, f̃ и f индуцируют изометрию g на CPn

(подразумеваем, что p2(f(x)) = g(y) для всех точек y ∈ CPn и
x ∈ p−1

2 (y)). Тогда ρCP n(y, g(y)) 6 r для любой точки y ∈ CPn и
существует единственное гладкое векторное поле X на CPn такое,
что ExpCP n(X(y)) = g(y) для каждой точки y ∈ CPn, поскольку
r < π/2. Так как χ(CPn) > 0, то существует точка z ∈ CPn та-
кая, что X(z) = 0. Это означает, что f(x) ∈ p−1

2 (z) для любой точки
x ∈ p−1

2 (z). Теперь ясно, что равенство ρM (x, f(x)) = r невозможно,
потому что Γ-орбита точки x является π/q-плотной на окружности
p−1(z) ⊂ S2n−1 и π/q 6 π/3 < r. B
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Замечание 52. В случае n = 2 предыдущее предложение да-
ет пример ограниченно однородного по Клиффорду — Вольфу, но
не являющегося однородным по Клиффорду — Вольфу фактор-
пространства группы Ли SU(2)/D, где C := {γ(t), t ∈ [0, 2π)} —
максимальный тор в SU(2) и D := {γ(2pπ/q)} с натуральным q > 3
и целым 0 6 p < q.

Предложение 7.19. Для каждой компактной односвязной про-
стой группы Ли M̃ с биинвариантной римановой метрикой существу-
ет конечная коммутативная подгруппа F ⊂ M̃ такая, что M = M̃/F
не является однородным по Клиффорду — Вольфу, но ограниченно
однородно по Клиффорду — Вольфу.

C Пусть T — произвольный максимальный тор в M̃ , r — по-
ложительное вещественное число, меньшее половины радиуса инъ-
ективности M̃ , а фактор-пространство N = M̃/T снабжено фактор-
метрикой. Можно взять в качестве F произвольную r/2-плотную ко-
нечную подгруппу в T . Тогда можно показать, что любой элемент в
Isom(M̃), нормализующий группу Γ правых сдвигов пространства M̃
на элементы из F , также нормализует группу C правых сдвигов на
элементы T . Как следствие, по доказательству теоремы 2.7.13 в [34],
любая изометрия M индуцирована изометрией M̃ , которая нормали-
зует Γ, и, следовательно, C. Теперь рассмотрим естественную рима-
нову субмерсию p : M → N . Отметим, что N имеет положитель-
ную эйлерову характеристику по теореме 4.4. Теперь аналогично
предложению 7.18 можно доказать, что существуют два элемента
x1, x2 ∈ M с условием ρM (x1, x2) = 2r, но не существует переноса
Клиффорда — Вольфа f на M такого, что f(x1) = x2. B



ЛИТЕРАТУРА

1. Адамс Дж. Ф. Лекции по группам Ли.—М.: Наука, 1979.—144 с.
2. Александров А. Д. Внутренняя геометрия выпуклых поверхностей.—М.–Л.:

Гостехиздат, 1948.—387 с.
3. Алексеевский Д. В. Компактные кватернионные пространства // Функцион.

анализ и его прил.—1968.—Т. 2, № 2.—С. 11–20.
4. Алексеевский Д. В. Однородные римановы пространства отрицательной кри-

визны // Мат. сб.—1975.—Т. 96, № 1.—С. 93–117.
5. Алексеевский Д. В., Кимельфельд Б. Н. Структура однородных римановых

пространств с нулевой кривизной Риччи // Функцион. анализ и его прил.—
1975.—Т. 9, № 2.—С. 5–11.

6. Балабаев В. Е. Построение максимального числа линейно независимых век-
торных полей на сфере // Мат. заметки.—2000.—Т. 67, № 5.—C. 643–653.

7. Балащенко В. В., Никоноров Ю. Г., Родионов Е. Д., Славский В. В. Однород-
ные пространства: теория и приложения.—Ханты-Мансийск: Полиграфист,
2008.—280 с.

8. Берестовский В. Н. Компактные однородные многообразия с интегрируе-
мыми инвариантными распределениями и скалярная кривизна // Мат. сб.—
1995.—Т. 186, № 7.—C. 15–24.

9. Берестовский В. Н. Однородные многообразия с внутренней метрикой, I //
Сиб. мат. журн.—1988.—Т. 29, № 6.—С. 17–29.

10. Берестовский В. Н. Однородные G-пространства Буземана // Сиб. мат.
журн.—1982.—Т. 23, № 2.—С. 3–15.

11. Берестовский В. Н. Однородные пространства с внутренней метрикой //
Докл. АН СССР.—1988.—Т. 301, № 2.—С. 268–271.

12. Берестовский В. Н. Однородные римановы многообразия положительной
кривизны Риччи // Мат. заметки.—1995.—Т. 58, № 3.—C. 334–340.

13. Берестовский В. Н., Вольпер Д. Е. Класс U(n)-инвариантных римановых
метрик на многообразиях, диффеоморфных сферам нечетной размерности //
Сиб. мат. журн.—1993.—Т. 34, № 4.—С. 612–619.

14. Берестовский В. Н., Никоноров Ю. Г. Киллинговы векторные поля посто-
янной длины на римановых многообразиях // Сиб. мат. журн.—2008.—Т. 49,
№ 3.—С. 497–514.

15. Берестовский В. Н., Никоноров Ю. Г. О δ-однородных римановых многооб-
разиях // Докл. РАН.—2007.—Т. 415, № 6.—С. 727–729.

16. Берестовский В. Н., Никоноров Ю. Г. О δ-однородных римановых многооб-
разиях, II // Сиб. мат. журн.—2009.—Т. 50, № 2.—С. 214–222.

17. Берестовский В. Н., НиконоровЮ. Г.Об однородных по Клиффорду — Воль-
фу римановых многообразиях // Докл. РАН.—2008.—Т. 423, № 1.—С. 7–10.

18. Берестовский В. Н., Никоноров Ю. Г. Регулярные и квазирегулярные изо-
метрические потоки на римановых многообразиях // Мат. тр.—2007.—Т. 10,
№ 2.—С. 3–18.



398 Литература

19. Берестовский В. Н., Никоноров Ю. Г. Чебышевская норма на алгебре Ли
группы движений однородного финслерова многообразия // Современная
математика и ее приложения. Алгебра.—2008.—Т. 60.—С. 98–122.

20. Берестовский В. Н., Никоноров Ю. Г. Ограниченно однородные по Клиф-
форду — Вольфу римановы многообразия // Сб. науч. статей междунар.
школы-семинара «Ломоносовские чтения на Алтае» (Барнаул, 8–11 ноября
2011 г.). В 4 ч.—Барнаул: АлтГПА, 2011.—Ч. 1.—С. 51–67.

21. Бессе А. Многообразия с замкнутыми геодезическими.—М.: Мир, 1981.—
325 с.

22. Бессе А. Многообразия Эйнштейна. Т. 1, 2.—М.: Мир, 1990.—318 с.+385 с.
23. Бредон Г. Введение в теорию компактных групп преобразований.—М.: Наука,

1980.—440 с.
24. Буземан Г. Геометрия геодезических.—М.: Физматлит, 1962.—507 с.
25. Бурбаки Н. Группы и алгебры Ли. Глава IX. Компактные вещественные

группы Ли.—М.: Наука, 1986.—172 с.
26. Бурбаки Н. Общая топология. Главы III–VIII. Топологические группы. Чис-

ла и связанные с ними группы и пространства.—М.: Наука, 1969.—392 с.
27. Валиев Ф. М. Точные оценки секционных кривизн однородных римановых

метрик на пространствах Уоллача // Сиб. мат. журн.—1979.—Т. 20, № 2.—
С. 248–262.

28. Винберг Э. Б. Инвариантные линейные связности на однородных простран-
ствах // Тр. Моск. мат. о-ва.—1960.—Т. 9.—С. 191–210.

29. Винберг Э. Б. Инвариантные нормы в компактных алгебрах Ли // Функцион.
анализ и его прил.—1968.—Т. 2, № 2.—С. 89–90.

30. Винберг Э. Б., Горбацевич В. В., Онищик А. Л. Строение групп и алгебр
Ли // Итоги науки и техники. Сер. Соврем. пробл. мат. Фундам. направле-
ния.—М.: ВИНИТИ, 1990.—Т. 41.—С. 5–253.

31. Вольпер Д. Е. Секционные кривизны диагонального семейства Sp(n+1)-ин-
вариантных метрик на (4n + 3)-мерных сферах // Сиб. мат. журн.—1994.—
Т. 35, № 6.—С. 1089–1100.

32. Вольпер Д. Е. Секционные кривизны нестандартных метрик на CP 2n+1 //
Сиб. мат. журн.—1999.—Т. 40, № 1.—С. 49–56.

33. Вольпер Д. Е. Семейство метрик на 15-мерной сфере // Сиб. мат. журн.—
1997.—Т. 38, № 2.—С. 263–275.

34. Вольф Дж. Пространства постоянной кривизны.—М.: Наука, 1982.—480 с.
35. Гантмахер Ф. Р. Теория матриц. Изд. 4-е, доп.—М.: Наука, 1988.—548 с.
36. Горбацевич В. В., Онищик А. Л. Группы Ли преобразований // Итоги науки и

техн. Сер. Соврем. пробл. мат. Фундам. направления.—М.: ВИНИТИ, 1988.—
Т. 20.—С. 103–240.

37. Громол Д., Клингенберг В., Мейер В. Риманова геометрия в целом.—
М.: Мир, 1971.—343 с.

38. Диксмье Ж. Универсальные обертывающие алгебры.—М.: Мир, 1978.—409 с.
39. Кайзер В. В. Сопряженные точки левоинвариантных метрик на группах

Ли // Изв. вузов. Математика. —1990.—№ 11.—С. 27–37.
40. Картан Э. Геометрия групп Ли и симметрические пространства (сборник

статей).—М.: ИЛ, 1949.—381 с.
41. Кобаяси Ш. Группы преобразований в дифференциальной геометрии.—М.:

Наука, 1986.—224 с.



Литература 399

42. Кобаяси Ш., Номидзу К. Основы дифференциальной геометрии. Т. 1, 2.—М.:
Наука, 1981.—344 с.+428 с.

43. Кремлев А. Г., Никоноров Ю. Г. Сигнатура кривизны Риччи левоинвари-
антных римановых метрик на четырехмерных группах Ли. Унимодулярный
случай // Мат. тр.—2008.—Т. 11, № 2.—С. 115–147.

44. Кремлев А. Г., Никоноров Ю. Г. Сигнатура кривизны Риччи левоинвариант-
ных римановых метрик на четырехмерных группах Ли. Неунимодулярный
случай // Мат. тр.—2009.—Т. 12, № 1.—С. 40–116.

45. Лидский В. Б. О собственных значениях суммы и произведения эрмитовых
матриц // Докл. АН СССР.—1950.—Т. 75.—С. 769–772.

46. Мантуров О. В. Однородные римановы многообразия с неприводимой груп-
пой изотропии // Тр. семинара по векторному и тензорному анализу.—1966.—
Т. 13.—С. 68–145. Engl. transl.:Manturov O.V. Homogeneous Riemannian spaces
with irreducible rotation group // Tensor and vector analysis.—Amsterdam: Gor-
don and Breach, 1998.—P. 101–192.

47. Никоноров Ю. Г. Векторные поля Киллинга и тензор кривизны риманова
многообразия // Мат. тр.—(в печати).

48. Огникян А. А. Комбинаторное построение касательных векторных полей на
сферах // Мат. заметки.—2008.—Т. 83, № 4.—C. 590–605.

49. Онищик А. Л. Отношение включения между транзитивными компактными
группами преобразований // Тр. Моск. мат. о-ва.—1962.—Т. 9.—С. 199–242.

50. Онищик А. Л. Топология транзитивных групп преобразований.—М.: Физмат-
лит, 1995.—384 с.

51. Смоленцев Н. К. Пространство римановых метрик // Современная матема-
тика и ее приложения. Геометрия.—2005.—Т. 31.—С. 69–147.

52. Стернберг С. Лекции по дифференциальной геометрии.—М.: Мир, 1970.—
412 с.

53. Стинрод Н. Топология косых произведений.—М.: Изд-во иностр. лит., 1953.—
275 с.

54. Сян У. И. Когомологическая теория топологических групп преобразова-
ний.—М.: Мир, 1979.—247 с.

55. Топоногов В. А. Метрическая структура римановых пространств неотрица-
тельной кривизны, содержащих прямые линии // Сиб. мат. журн.—1964.—
Т. 5, № 6.—C. 1358–1369.

56. Уорнер Ф. Основы теории гладких многообразий и групп Ли.—М.: Мир,
1987.—302 с.

57. Хамфрис Дж. Введение в теорию алгебр Ли и их представлений.—М.:
МЦНМО, 2003.—216 с.

58. Хелгасон С. Дифференциальная геометрия и симметрические пространст-
ва.—М.: Мир, 1964.—533 с.

59. Ху Сы-цзян. Теория гомотопий.—М.: Мир, 1964.—467 с.
60. Хьюзмоллер Д. Расслоенные пространства.—М.: Мир, 1970.—442 с.
61. Шарафутдинов В. А. Полные открытые многообразия неотрицательной кри-

визны // Сиб. мат. журн.—1974.—Т. 15, № 1.—С. 177–191.
62. Шарафутдинов В. А. Теорема Погорелова — Клингенберга для многообра-

зий, гомеоморфных Rn // Сиб. мат. журн.—1977.—Т. 18, № 4.—С. 915–925.



400 Литература

63. Эйзенхарт Л. П. Риманова геометрия.— М.: Изд-во иностр. лит., 1948.—158 с.
64. Якимова О. С. Слабо симметрические римановы многообразия, имеющие ре-

дуктивную группу изометрий // Мат. сб.—2004.—Т. 195, № 4.—С. 143–160.
65. Яно К., Бохнер С. Кривизна и числа Бетти.—М.: Изд-во иностр. лит., 1957.—

153 с.
66. Abresh U., Meyer W. T. Injectivity radius estimates and sphere theorems //

Comparison geometry / Ed. by K. Grove at al.—New York: Cambridge University
Press, 1997.—P. 1–47.

67. Adams J. F. Lectures on exceptional Lie groups.—Chicago–London: The Univer-
sity of Chicago Press, 1996.—xiv+122 p.

68. Adams J. F. Vector fields on spheres // Ann. Math.—1962.—Vol. 75, № 3.—
P. 603–632.

69. Adams J. F., Lax P. D., Phillips R. S. On matrices whose real linear combinations
are non-singular // Proc. Amer. Math. Soc.—1965.—Vol. 16, № 2.—P. 318–322;
correction: Ibid.—1966.—Vol. 17.—P. 945–947.

70. Akhiezer D. N., Vinberg E. B. Weakly symmetric spaces and spherical varieties //
Transformation Groups.—1999.—Vol. 4, № 1.—P. 3–24.

71. Alekseevsky A. V., Alekseevsky D. V. Riemannian G-manifolds with one dimen-
sional orbit space// Ann. Global Anal. Geom.—1993.—Vol. 11, № 3.—P. 197–211.

72. Alekseevsky D. V., Arvanitoyeorgos A. Riemannian flag manifolds with homoge-
neous geodesics // Trans. Amer. Math. Soc.—2007.—Vol. 359, № 8.—P. 3769–3789.

73. Alekseevsky D. V., Nikonorov Yu. G. Compact Riemannian manifolds with ho-
mogeneous geodesics // Symmetry, Integrability and Geometry: Methods and
Applications (SIGMA).—2009.—Vol. 5 (093).—16 p.

74. Alexandroff P., Hopf H. Topologie, I. — Berlin: Springer, 1935.—viii+636 p.
75. Aloff S., Wallach N. An infinite family of distinct 7-manifolds admitting positi-

vely curved Riemannian structures // Bull. Amer. Math. Soc.—1975.—Vol. 81,
№ 1.—P. 93–97.

76. Ambrose W., Singer I. M. On homogeneous Riemannian manifolds // Duke
Math. J.—1958.—Vol. 25, № 4.—P. 647–669.

77. Azencott R., Wilson E. Homogeneous manifolds with negative curvature, I //
Trans. Amer. Math. Soc.—1976.—Vol. 215.—P. 323–362.

78. Azencott R., Wilson E. Homogeneous manifolds with negative curvature, II //
Mem. Amer. Math. Soc.—1976.—Vol. 8, № 178.—iii+102 p.

79. Ball K. M. An elementary introduction to modern convex geometry // Flavors
of Geometry / Ed. by S. Levy.—New York: Cambridge University Press, 1997.—
Vol. 31.—P. 1–58.

80. Bangert V. On the lengths of closed geodesics on almost round spheres //
Math. Z.—1986.—Vol. 191, № 4.—P. 549–558.

81. Barbano P. E. Automorphisms and quasi-conformal mappings of Heisenberg type
groups // J. Lie Theory.—1998.—Vol. 8, № 2.—P. 255–277.

82. Bellaiche A., Risler J.-J., eds. Sub-Riemannian Geometry // Progress in Mathe-
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164. Krämer M. Sphärische Untergruppen in kompakten zusammenhangenden Lie-
gruppen // Compositio Math.—1979.—Vol. 38, № 2.—P. 129–153.

165. Kreck M., Stolz S. Some nondiffeomorphic homeomorphic homogeneous 7-mani-
folds with positive sectional curvature // J. Differ. Geom.—1991.—Vol. 33, № 2.—
P. 465–486.

166. Lacomba E. A. Mechanical systems with symmetry on homogeneous spaces //
Trans. Amer. Math. Soc.—1973.—Vol. 185.—P 477–491.

167. Lauret J. Commutative spaces which are not weakly symmetric // Bull. London
Math. Soc.—1998.—Vol. 30, № 1.—P. 29–37.

168. Leite M. L., Miatello I. D.Metrics of negative Ricci curvature on SL(n,R), n>3 //
J. Differ. Geom.—1982.—Vol. 17, № 4.—P. 635–641.

169. Lewis A. S. Convex analisys on Cartan subspaces // Nonlinear Analysis: Theory,
Methods and Applications.—2000.—Vol. 42, № 5.—P. 813–820.

170. Lewis A. S. Group invariance and convex matrix analysis // SIAM. J. Matrix
Anal. and Appl.—1996.—Vol. 17, № 4.—P. 927–949.



Литература 405

171. Lindenstraus J., Milman V. D. The local theory of normed spaces and its ap-
plication to convexity // Handbook of convex geometry.—Amsterdam: Elsevier,
1993.—P. 1149–1220.

172. Lohkamp J. Metrics of negative Ricci curvature // Ann. Math.—1994.—Vol. 140,
№ 3.—P. 655–683.

173. Mao Y. A converse of the Gelfand theorem // Proc. Amer. Math. Soc.—1997.—
Vol. 125, № 9.—P. 2699–2702.

174. Michor P. W. Isometric actions of the Lie groups and invariants // Lectu-
re course at the University of Vienna, 1996/1997.—URL: http://www.mat.uni-
vie.ac.at/michor/tgbook.pdf.

175. Milnor J. Curvatures of left invariant metrics on Lie groups // Adv. Math.—
1976.—Vol. 21, № 3.—P. 293–329.

176. Mimura M., Toda H. Topology of Lie groups, I and II / Transl. of Math.
Monographs. Vol. 91.—Providence (R. I.): Amer. Math. Soc., 1991.—iv+451 p.

177. Montgomery D., Samelson H. Groups transitive on the n-dimensional torus //
Bull. Amer. Math. Soc.—1943.—Vol. 49, № 6.—P. 455–456.

178. Montgomery D., Samelson H. Transformation groups of spheres // Ann. Math.—
1943.—Vol. 44, № 3.—P. 454–470.

179. Montgomery D., Yang C. T. On homotopy seven-spheres that admit differentiable
pseudo-free circle actions // Michigan Math. J.—1973.—Vol. 20, № 3.—P. 193–216.

180. Myers S. B. Riemannian manifolds with positive mean curvature // Duke
Math. J.—1941.—Vol. 8, № 2.—P. 401–404.

181. Myers S. B., Steenrod N. The group of isometries of Riemannian manifold //
Ann. Math.—1939.—Vol. 40, № 2.—P. 400–416.

182. Nash J. C. Positive Ricci curvature on fibre bundles // J. Differ. Geom.—1979.—
Vol. 14, № 2.—P. 241–254.

183. Neretin Yu. A. A construction of finite-dimensional faithful representation of
Lie algebra // Rendiconti del Circolo Matematiko di Palermo.—2003.—Vol. 71.—
P. 159–161.

184. Neretin Yu. A. On Jordan angles and the triangle inequality in Grassmann
manifolds // Geom. Dedicata.—2001.—Vol. 86, № 1–3.—P. 81–92.
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