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∂z̄w +A(z)w +B(z)w = 0,
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∂z̄w − q1(z)∂zw − q2(z)∂z̄w +A(z)w +B(z)w = 0,
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]
, |q1(z)|+ |q2(z)| 6 q0 = const < 1,
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(a+ b)γ 6 aγ + bγ , a, b > 0, 0 < γ < 1,
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(a+ b)γ 6 2γ−1(aγ + bγ), a, b > 0, γ > 1,
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f(x) =
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1 + xγ
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Γ
P������������ �5��OB" �M�5�

k
� ����P��������%�

T����"Q��5�����%����������� ���J�%" � �
G
Q S �%����� �6-��� �#+��5����� ��� ��P �J��1���� SMP���T���� �q�

�
� �%�
"
α
�"S�� S����
�����
���
�����6�����%"0��� � S�" � � � ��� � ��� � � ��	 �

� C0
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π

∫∫

G

f(ζ)

ζ − z
dξ dη, f(z) ∈ Lp(G), p > 1.

� ��� , �

+����5� �#+�������Q��5�
"*��OD�5� ������+pS ��QU���
�D�ETU��� ���
G = {z : |z| < 1} �

� �"����������O��/T���QU��S`1������
����"<�¯��Q �%� � N ���
��",S ��QU���
� �����
G

��Q��5�
"<��Sf�
P����#+������ �
��+����������������������

D (= G)
��� � � � � S ���J�����!�����"��S���� ��S P����#+���Q�����S �

���������������������
D

�5�
��P�� �5������Q�"0��� �
����S �D�����
� ���
��� �"����������O��yT���QU� S�1������
�
����"p�!��Q �%�G�

∂D = Γ = {z : |z| = 1} �
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κ > 0
� 1�� �%��������S �%� � ; �%� �"Q
� � � ��S �"�
����	 �U���������������%"�2

Tκf(z) = − 1

π

∫∫

D

(
f(ζ)

ζ − z
+
z2κ+1f(ζ)

1− ζz

)
dξ dη, ζ = ξ + iη.

� ��� U
�

)���T��8�3��Q��5�
" ����S�S�"C�
�
����� �
��+ S �%� �"Q ���J���3��P������
�
����O32

Tnf(z) = − 1

π

∫∫

G

f(ζ)

[
1

ζ − z
− P (z, ζ, z1, . . . , zn)

]
dξ dη,

� ��� 	 �

� �5�
P (z, ζ, z1, . . . , zn) =

=
n∑

k=1

(z − z1) . . . (z − zk−1)(z − zk+1) . . . (z − zn)

(zk − z1) . . . (zk − zk−1)(zk − zk+1) . . . (zk − zn)
· 1

ζ − zk
,

ζ = ξ + iη
�
z1, . . . zn ∈ G

�
zk

�
k = 1, . . . , n

��P���P��
�����!����� ��������O
�

Tκ,nf(z) = − 1

π

∫∫

D

[
f(ζ)

ζ − z
+
z2κ+1f(ζ)

1− ζz

]
dξ dη−

− 1

π

∫∫

D

2κ+1∑

k=1

P ′
k(z, z1, . . . , z2κ+1)

f(ζ)

ζ − zk
dξ dη+

+
1

π

∫∫

D

2κ+1∑

k=1

P ′′
k (z, z1, . . . , z2κ+1)

f(ζ)

ζ − zk
dξ dη,

� ��� � �

� �5�
P ′
k(z, z1, . . . , z2κ+1) =

=
(1− zz1) . . . (1− zzk−1)(1− zzk+1) . . . (1− zz2κ+1)

(zk − z1) . . . (zk − zk−1)(zk − zk+1) . . . (zk − z2κ+1)
,

P ′′
k (z, z1, . . . , z2κ+1) =

=
(z − z1) . . . (z − zk−1)(z − zk+1) . . . (z − z2κ+1)

(zk − z1) . . . (zk − zk−1)(zk − zk+1) . . . (zk − z2κ+1)
,

ζ = ξ + iη
�
zk

�
k = 1, . . . ,κ + 1

� � P��������������#+���O��GP���P��
�����`����� ��������O��
�
����T��rTU������QU���

Γ
�
κ > 0

� 1�� �%��������S �%� ��� �¯��P���� �5� �%����� � P����%� � �%"
T0 = T

�
Tκ,0 = Tκ

�
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(GS P����#+������ �
����� ����������P������
�
��������� ��������Q�����S �`����� S�����������"I����S �������
S������ � T��	� �"O�� ����������������������S � P�������OB" �������
�
��OB"BT8��P������
�
����Q��������
�
�������������J�"� �3� ��������1�������� �
������P���;\�������%����Q � S�" � � � ��S ��� � � ����	 �

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
, z = x+ iy, i2 = −1.

N �����#+������ ���
"��\�����������?S�������Q �����/� S���� ��P������
�
�����q� � ��� U
� /N� ��� � �^���
����T��8���M�5��QU������S ��� �5��O��`��P������
�
�����q�%S��
�
"$�8�HS ������S�������"��U��Q��5�
"/�����
�
� ���8������OR� �
��+ ����0%� ��� 	!����� 	!����� ��� ���

T
2 �

=�~U�#�0~U} � �5� &,�0�1� � � @
���U�
	 ��� � � ��M G � "�3+�.�(� � ) & ���$���8" % � � � ��M$P ��� F���
f ∈ L1(G) 4��(" TGf � ��9 & � � � � & �N � � ��� &�� �("�) & � z � � & G 4 , � � ) & 


G ����� J�� � TGf(z) 3(" � "(
O"!�#G �$� � � & G � " % �.�(9N� & � � � � ��� � M6�$� %'& � �/"�F
� & )��0" � � � P+����������5���'S �%� �"Q �������GS �%� ��S��������3�
�������
" O ��� �%� ���

�3{�~�� �
���5|0~��5� &,�0�5��� � � ��M G � "�3+�.�(� � ) & ���$��� " % � � � ��M$P ������� f ∈
L1(G) 4#�(" Tnf � ��9 & � � � � & �  � � ��� &�� �("�) & � z � � & G 4 , � � ) & 
 G ����� J�� �
TGf(z) 3(" � "(
O"!�#G �$� � � & G �:� 
 &�& � , " ��7 � , "!���' ���� n− 1 �$� %'& � �/"�� & )�F
�0" � � � P=�~U�#�0~U} � �5� &,� 
 � � � @
���U�
	 ��� � � ��M G �?"�3+�.�(� � ) & ���$����" % � � � ��M$P �������
f ∈ L1(G) 4 �(" TGf(z) 40���(� G ����� J�� � �("�)�� � z ∈ G 4 � ��9 & � � � � & � , "�)5� �����7  $� �6, � � �$�! � & I � � ��7 % "(
��6� � � ��� � Lp(G∗) 4$3  & p � ��7 % " & ) ����� "�4
�� #" �'� & � � "!��� 7 9 &�& � ��� " �'��7 1 6 p < 2 4�� G∗ � ��7 % ��� "�3+�.�(� � ) & ���$���
" % � � � ��M ,�� " � �/" � � � P=�~U�#�0~U} � �5� &,� #6� � � @
����� 	 ��� � � ��M G �?"�3+�.�(� � ) & ���$����" % � � � ��M$P �������
f ∈ Lp(G) 4 p > 2 4/�("-G ����� J�� � g(z) = TGf(z) �� #" �'� & � � "!��� & � � ��� " �'� �/


|g(z)| 6M1‖f‖Lp(G), z ∈ E,
� ��� � � �

|g(z1)− g(z2)| 6M2‖f‖Lp(G)|z1 − z2|α, α =
p− 2

p
,

� ��� ��� �

3  & z1 � z2 � , ��" � 	 � " � M'��� & �("�)�� ��,�� " � �/" � � � E 4/� M1
�
M2 � , " � �("�F

������� & 4 , � � ) & 
 M1 	�� �'����� �-"�� p � G 40� M2 � �(" � M'�/" "�� p P=�~U�#�0~U} ���5� &,� &�� � � @
�',��
/9,��
	 ��� � � ��M G � "�3+�.�(� � ) & ���$��� " % � � � ��M$P	H� � & 1�����1 " , & �.���("!� TG �', " � � & � & , � & �
� � & � � Lp(G) 4 1 6 p 6 2 P
=�~U�#�0~U} � �5� &,� % � � � @
�2,4,�	 ��� � � ��M G � "�3+�.�(� � ) & ���$��� " % � � � ��M�4 �

A(z) ∈ Lp(G) 4 p > 2 P
� ���(�/"(
 ��� �.)�� & ��� � & 1�����1 " , & �.���("!�
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PGf = − 1

π

∫

G

A(ζ)f(ζ)

ζ − z
dξ dη = T (Af), ζ = ξ + iη,

�', " � � & � & , � & �
� � & � � Lq(G) , � � 1
2 6 1

p +
1
q 6 1 P�3{�~�� �
���5|0~ �5� &,� 
N� 	H� � & 1�����1 " , & �.���("!� PG

�', " � � & � & , � & �
� � & ��
C(G) P=�~U�#�0~U} �
�5� &,� �D���������

D � &  � � � )�����1K���/��3 |z| < 1 4 A(z) ∈ Lp(D) 4
�(" ��� � & 1�����1 ( �$�! , " � & 
 � & 9 & � � � & ����� � ) ��� & � ) " , & �.���("!� Pκ,nf =
Tκ,n(Af)

�', " � � & � & , � & �
� � & � � , ��" � �+�.�(� � � � � � C(D)
�
Lq(D) 4 q > p

p−1 4, � � ) & 
 "�� "��(" % �.��IK� & � C(D)
�
C p−2

p
(D) 4 � Lq(D)

, � � q >
2p
p−2 �

�
Cν(D) 4/3  & ν = 1− 2

(
1
p + 1

q

) P
C

�M���
Pκ = Pκ,0

�
�������
"C�J�5��T���� �
���J� � � ��S ���
���
/��
��� 	 � 8C��S P���� S��
���q�
���������3���HQU������� � �5�����������'S ��QU���
�

Pκ,nf
�
�����������#+���� �

B=�~U�#�0~U} �.�5� &,� �N� � % "(	!�$��) � 
 ) & � & 	 Γr ∈ C1 ��� � "�)��0"K3 � �! ���� 7 	��'F

�������� � 7 I2"!�5 ��(�0" � �*��� ��� � 7 4��.� ��, " � "!I & ����� 7 � �����+� � G P ������� f ∈
Lq(G) 4 1 < q 6 2 (

, � � GH"!��
�� ��� ��" � � & ��� � & ��I  & � � 1: � � Tκf � Tκ,nf� ) � ��� & 
 G = D) 4.�(" Tf, Tκf, Tnf, Tκ,nf ∈ Lγ(Γr) 4$3  & γ � ���(�/" & , ��"�F� 	 � " � M'�0" & ) ����� "�4.)5�(" 1 < γ < q
2−q 40�2���(�5I

& � 
 & 7 �-
 & � �("K" J & ��� �

‖Tf‖Lγ(Γr) 6Mq,γ‖f‖Lq(G),

‖Tκf‖Lγ(Γr) 6M ′
q,γ‖f‖Lq(G),

‖Tnf‖Lγ(Γr) 6Mn,q,γ‖f‖Lq(G),

‖Tκ,nf‖Lγ(Γr) 6M ′
n,q,γ‖f‖Lq(G),

� ��� ��� �

3  & �/"�� � ���(��� � Mq,γ 4 M ′
q,γ 4 Mn,q,γ 4 M ′

n,q,γ "�� f
�
Γr � & 	�� �'��� ���!P������� 3+�.�(� ��J � Γ " % � � � � � G ��� � "�)��0"-3 � �! ������ ����� �.�! #"��0" � ��4��(" Γr


O"!I & � � " �', �! �����M � Γ P
=09,+�-�<,9,.(:(- ��& �,&���& � ���%������� S ��QU���
�8� �"���������������&T���QU� �

D
�&T��������

S������
Γr

��Q��"QU� � ����QU��������� �
��+��
���#+�TU����T���Q �`��� S����
Γr ={z : |z|= r 61} �� �!� S������#+���O��
S ��QU���q��� � TU��� � ���%"0��O�������������O �������6��T���Q �`��� S��
��� �

C
N � � ��S �#, U /9,�	�	 �
�������
"C� ��� �%� U��5��T���� �
���G�����¯��P������
�
�����

Tf
�%S ��Q��

���
�
Γr = Γ

� N � S������#+���O��IS ��QU���q���I�I������� S������#+���O�����P������
�
���������5�
�
T���� �
�
� �#+ S������yP��������r�5� S �%�������yP������
����������S � � N<���
"0� �`��� S���+yP����%� � ����+
Γr = Γ

�����������5������� S TU���!�����
����1�O
Γ

����� S�������OR� �
����S ������T �8�����
���#+�TU�JS
��S P����#+������ �
�����
" �%�
"�" O ��� �%� � ��"0� S��
�%S���� S T��
�'� � ��S �#,�	�	 �

B
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;C�5� �"�
�
" ��� S TU���#+�TU�8�����������5��O���� ��"0�����
����� �
N<�
� P�������O��N�

Tnf(zk) = 0
�
k = 1, . . . , n

�
� ���

z ∈ Γ
Re
{
z−κTκ,nf(z)

}
= 0

� ��� �
� �
� S �D�"Q �������'P��������&� S �D�"Q����

Γ
�

>ES ���
Tκ,nf(z) ∈ C(Γ)

���
�

Tκ,nf(zk) = 0, k = 1, . . . , 2κ + 1.
� ��� ��� �

� Q S���+%��T���T
�&��O �����
D

� � �"����������O�� T���QU� |z| < 1
�

=�~U�#�0~U} � �5� &,� �D���������
f ∈ Lp(D) 4 1 < p 6 2 4��("

lim
r→1

2π∫

0

∣∣Tf
(
eiθ
)
− Tf

(
reiθ

) ∣∣γ dθ = 0, 1 6 γ <
p

2− p
.

� ��� ��� �

� �$� � "�3 � )��0" & ��� � & ��I  & � � & ��, �.� � &  ����� "  � � Tκf 4 Tnf 4 Tκ,nf P
C
+����������5���8��������������S������

∣∣Tf
(
eiθ
)
− Tf

(
reiθ

) ∣∣ 6 |1− r|
π

∫∫

D

|f(ζ)| dξ dη

|ζ − eiθ||ζ − reiθ | .
� ��� �:, �

� ��� �"P����%� � �%"<S����������"���,���
�
p < γ < p

2−p

���/P����%� � �%"
0 < 2α =

1
γ − 2

p + 1 < 1
q

��� �5� 1
p +

1
q = 1

� )���T
T���T 1
γ + γ−p

γp + 1
q = 1

���
�%��P����%"0�������
��������������S������'-��� �#+��5��������P�����QU���%"

J1 =

∫∫

D

|f(ζ)| dξ dη

|ζ − eiθ||ζ − reiθ| 6

6

(∫∫

D

|f(ζ)|p
∣∣ζ − eiθ

∣∣−1+αγ ∣∣ζ − reiθ
∣∣−1+αγ

dξ dη

) 1
γ

×

×
(∫∫

D

|f(ζ)|p dξ dη
) 1

p
− 1

γ

×

×
(∫∫

D

∣∣ζ − eiθ
∣∣−2+qα∣∣ζ − reiθ

∣∣−2+qα
dξ dη

) 1
q

,

� ��� � U
�
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0 < qα < 1
2

� N,S ����Q�������� ��������������S����%��P�� S �%� �5�����yS���"0��� � ���
�
� �#+'� P���������������S���� � ��� � U
�l��1�������� �
����S ����� �������������

const |1− r|− 2
q
+2α

� S�" � � � ��S �%���
	 �f��� �5�HTU����S����
�����8���
r

���G� ������S ��� �
� ���%�����U����S�S�"0���
���%"p�����
���������

J2 =

2π∫

0

∣∣ζ − eiθ
∣∣−1+αγ∣∣ζ − reiθ

∣∣−1+αγ
dθ.

>ES ���
αγ > 1

�D�
�
J2

�������
��������������������"0������� P��
ζ ∈ D

���
r

����TU�����
���
� 1

2 < r < 3
2

�
� Q S���+

αγ < 1
� �DQ��5�
"pP���T��'S��������
��+%�����
� 1

2 < r < 1
�

>ES ���
r 6 |ζ| 6 1+r

2

���
�%�������������5���%�
∣∣ζ − reiθ

∣∣ > r
∣∣eiϕ − eiθ

∣∣,
∣∣ζ − eiθ

∣∣ > 1

2
|1− r|,

� �5�
ϕ = arg ζ

���&�����
��" S ��QU���
�H�%"0���
"���1�����T�Q
J2 6 const |1− r|−1+αγ ,

� ��� �
	 �
� �5�HTU����S����
�����8���

r
���G� ������S ��� �

>ES ��� 1+r
2 6 |ζ| 6 1

�q�
� |ζ−reiθ| > 1
2 |1−r|

���'SDQU�����
��"�����������"0���������
P��

ζ ∈ D
�������
������������� S����
�����
���������"� � S�" � � � ��S �#,�	�	 �

2π∫

0

∣∣ζ − eiθ
∣∣−λ dθ, 0 < λ < 1,

� ��� �
� �

����T��8�H�%"0���
"���1�����T�Q � ��� �
	 � � S�" � �%�
"�" Q ��� �%� � � �
>ES ��� |ζ| < r

���
� |ζ − eiθ| > |1 − r| �C� S�QU�����
��" ����������"0���������rP��
ζ ∈ D

�������
������������� S����
�����
���������"� � ��� �
� �\����T��8�HP�����QU���
�
" � ��� �
	 � �
NpS ��QU���
�

1 < r < 3
2

����� � S ��TU�����
ζ ∈ D

�����������5��� |ζ−reiθ | > |1−r| �� �
�����%����������� P���� �"OD�"QU���
" Q���P�����+'P�����QU���
�
" � ��� �
	 � �
;\��P�� S������������ � ��� � U
�E� � ��� �
	 �f��P����

αγ < 1
� 1

2 < r < 3
2

P�����QU���
�
"
2π∫

0

Jγ1 dθ 6 const ‖f‖γ
Lp(D)

|1− r|(3α− 2
q
− 1

γ )γ ,
� ��� ��� �

� �5�HTU����S����
�����8���
r
�
f

���G� ������S ��� �



��� � V�M�RqM�p
s>G(] TUP�DDP�e^M�Q�X V��
W�SlX�] R�Xva�X W�Z��

� ���
αγ > 1

��1�����T�� � ��� ��� �EQ�P������ �
����S �D2

2π∫

0

Jγ1 dθ 6 const ‖f‖γ
Lp(D)

|1− r|(2α− 2
q )γ ,

� ��� ��� �

� �5�HTU����S����
�����8���
r
�
f

���G� ������S ��� �
(�����TD��P����

αγ < 1
��� � ��� �:, �E� � ��� ��� �E�%"0���
"

2π∫

0

∣∣Tf
(
eiθ
)
− Tf

(
reiθ

) ∣∣γdθ 6 const ‖f‖γ
Lp(D)

|1− r|αγ , � ��� ��� �

� �5�HTU����S����
�����8���
r
�
f

���G� ������S �����
αγ > 0

��� P����
αγ > 1

P�����QU���
�
"
2π∫

0

∣∣Tf
(
eiθ
)
− Tf

(
reiθ

) ∣∣γdθ 6 const ‖f‖γ
Lp(D)

|1− r|, � ��� �
� �

� �5�HTU����S����
�����8���
r
�
f

���G� ������S ��� �
(H� � ��� ��� � � � ��� �
� � P�����QU���
�
"*QU������� � �5������� �
�������
" O �����

Tf
P����

p < γ < p
2−p

� +����������5���%�U����S �D��� S �%� �"Q���� �
QU������� � �5���������
�������
" O:P����
1 6 γ 6 p

�
)���T&T���T
��O����	�8�������

1

π

∫∫

D

zf(ζ)

1− ζz
dξ dη

TU��� � ���%"0��OB" ���
�������	�8�������
"\���
��������� ��� ���
z = 1

z′
P���������� �"����S � �

Tf(z′)
�RS ��QU���
�

Tκf
S ��� �"����S �=T:QU������� � �5����� �\�����

Tf
� � ��������� S ���

Tnf
�
Tκ,nf

�����������5��� �
B

� ~U}�} �.�5� &,�0�5� � % "(	!�$��) � 
 4����(� �8� ��� & 4��/"(
 ,�� & � � ��� 7 ,�� " � �/" � ��M
) & � & 	 E 4 � , � � ��M 3+�.�(� ��J � " % � � � � � G �E��� ��� ��� ���! #"��$� %'& 	 �("�) & �
	���" � �+� & � � � ��� % " ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��P � � � 0 < β < 1

sup
1
2<r<1,
t∈E

∫

Γr

|dz|
|t− z|β <∞,

� ��� ��� �

3  & Γr � " % �.��	O"����/�5IK�0" � � � |ζ| = r 6 1
, � � "� ��0" ����� ���0"(
��/"���GH"!��
��0"(


"��(" % �.��I & � ��� ω = ω(ζ)
&  � � � )��0"�3(" ���/��3�� D = {ζ : |ζ| 6 1} �$� G P
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���%" S����������"� S ��QU���
�

r = 1
�

�M��� �����������
t ∈ Γ

���
���5����S �
ε > 0

� ��� � ������S �����������
t
�B����TU�����5���
�

T���QU�
Uεt = {z : |t− z| < ε} P������ S���T��
����S �%S Γ P�� S �
���������J�"QU��� � �
� ��S ������	� � S ���
Γ

� T������ �q� � ��P�QU����� �����
� ���
�8�����������5���U� � +���"0�����%"������
� �'S ����Q
����P�������OR����� S���� TU��� � ���%"0������� ���
�������	�8�������

ω(ζ)
�
D

�
ε > 0

"0� �`���
��O������
��+!����T��%"������
����O ���
�%S ������S������ ��ORP����%�����%� SC+M�����
�����������

r
� 1
2 6

r 6 1
��TU��� ���

t ∈ Γr
�

;p�5��QU�����
S��
��������O3��� S ���
σ
�
s

� �"QU������O��H�
� S�1���S�S O ���
Γ
��S������������q�

S�����Q ���J�����
����T���"
t
�
z
���
�8���
���"QU��S ������T����LTU����S����
����O

k0 > 0
�
ε > 0

�
���
�

|σ − s| > |t− z| > k0|σ − s|, � ��� ��� �
T���T��
���#+�TU� |σ−s| 6 ε

� S�" � �%�
"�" Q ��� ��� � �f� P��������
"
ε
�
k0

"0� �`������O������
��+
����TD�����
� � ��� ��� �E��ORP����%�������J�����
� S����

Γr
� 1
2 6 r 6 1

� S�" � � �
� ��S ���
	
/��
��	 � �
H � � ��T�S ����Q��
"

k0 > 0
�
ε > 0

����T��%" �D�D���
����O*P������ S������������
U εt ∩ Γ��O��%� S �
��������� �"QU�����%�����
�����������

t ∈ Γ
�������
����O:��ORP����%�����%� SC+ � ��� ��� � �

� Q S���+8�
��P����6+`����S�S��
�������������
t
�5�

Γ
���3"0���6+����

ε
� )D��� ���

∫

Γ

|dz|
|t− z|β 6 |Γ|ε−β, � ��� ��, �

� �5� |Γ| � ���������'T����������
Γ
�

8C��S�S�"0���
���%"BS ��QU���
�D��TU��� ���B����S�S��
���������<���
t
�5�

Γ
"0���6+����

ε
� +����������q�

���%"�2
t0 ∈ Γ

� �
����T����
�������'�
� � �q�'T!�
����TU�
t
���

γε = Uεt0 ∩Γ
� � � S TU���#+�T�Q

� S����
����T��?�"QU���
γε

����S P����%� �8����O �����BT���QU� �pS 1������
����" ���
����TU�
t
�

�����"��Q S�� |t− t0|
���
� �����������������

z ∈ γε
�%"0���
" ��1�����T�Q

|t− z| > 1

2
|t0 − z|. � ��� � U
�

� ���%������QU������OR� �q� � ��� ��� �E� � ��� � U
�f��P�����QU���%"
∫

γε

|dz|
|t− z|β 6

2

k0

∫

γε

ds

|σ − s|β 6
2

k0(1− β)
|γε|1−β , � ��� �
	 �

� �5� |γε| � ���������M�"QU��� γε ��� σ � �"QU����� �q�
�
� S�1���S�S����
����T��
t0

� N�"0� S��
�MS
�
�
"

∫

Γ\γε

|dz|
|t− z|β 6 |Γ|ε−β . � ��� �
� �
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��P����6+ ��"0� S��
�
Γ
����� +�"0�
"rT�������Q �

Γr
� � ��P�� ���
"/�����¯�����

��1�����T�� � ��� ��, �f� � ��� �
	 �D� � ��� �
� �f���
�%�������������5���%��P�������O�������S���� �������6�������q�
������S���� ��Q��"QU�&�5��P�Q S T��
��+ ��1�����T�Q��(����������"0������Q � P��

r ∈
[
1
2 , 1
] �0����T�Q����

P�����QU���%" � ��� ��� � �
B4G��T �B��O �����5���������

Γr
��Q��5�
" ���������������
��+`������������T���Q �`��� S���� |ζ| =

r 6 1
P����|TU��� � ���%"0����" ���
�������	�8�������

ω = ω(ζ)
� �"���������������rT���QU� �

Dζ = {ζ : |ζ| < 1} ���8�����"��S���+
G

�
)D�������
"C� ��� �%� 	 ����T��8�`����S�����������������������S �/S �%� ��S��������
",S �%� �"Q ���������

QU������� � �5������� �
=�~U�#�0~U} �	�5� &,� (D� � � � ��M-3+�.�(� ��J � Γ " % � � � � � G � ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ���� % "���� ��� ��� ���! #"��$� %'& 	��("�) & � 	���" � �+� & � � ��P ������� f(t) ∈ Lq(G) 4 1 <

q < 2 4��("

‖Tf(z+∆z)−Tf(z)‖Lγ(Γr) 6M∗
q,γ(G)‖f‖Lq(G)|∆z|α, α > 0,

� ��� ��� �

3  & γ � ��7 % " &  & 1 � � �'� � & � M'�0" & ) ����� "�4 �� #" �'� & � � "!��� 7 9 &�& � ��� " �'� �/

1 6 γ < q

2−q 4#�/"��
� ���(��� � Mq,γ(G)

�
M∗
q,γ(G) 	��

�'��� ����"�� γ 4 q 4 G � � &
	�� �'��� ���-"�� r � f P

C
����T���� �
�
� �#+ S�������� S������ �
�������8����S�S Q � �5��������������� � ��S �#,�	�	 �

N<���������%��P���� �"P����%� � �%"������
�
q < γ < q

2−q

� (3"0���
"

|∆T | ≡ |Tf(z +∆z)− Tf(z)| 6 |∆z|
π

∫∫

G

|f(t)|
|t− z||t− z −∆z| dx dy 6

6
|∆z|
π

∫∫

G

|f(t)|
q
γ (|t− z||t− z −∆z|)− 1

γ
+α · |f(t)|q( 1

q
− 1

γ )×

× (|t− z||t− z −∆z|)−
2
q′

+α
dx dy,

� �5�
2α = 1

γ − 2
q + 1 > 0

� 1
q + 1

q′ = 1
� )���T/T���T 1

γ + γ−q
γq + 1

q′ = 1
�N�
�%�

P����%"0����������������������S������'-��� �#+��5��������P�����QU���%"

|∆T | 6 |∆z|
π

(∫∫

G

|f(t)|q(|t− z||t− z −∆z|)−1+γα dx dy

) 1
γ

×

×
(∫∫

G

|f(t)|q dx dy
) 1

q
− 1

γ
(∫∫

G

(|t−z||t−z−∆z|)−2+q′α dx dy

) 1
q′

.

� ��� ��� �
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� S�" � � � ��S �%��,�	 �f2
(∫∫

G

(|t− z||t− z −∆z|)−2+q′α dx dy

) 1
q′

6 Cq,γ(G)|∆z|
1
γ
−1,

� ��� � � �

� �5�HTU����S����
�����
Cq,γ(G)

� ������S ���!�
���#+�TU�8���
γ
�
q
�
G

�
� ���%������QU������OR� �q�D�5���
�

0 < αγ < 1
�B��S P����#+���Q
����������������S������ � ��� � �^�

�8����T��8���%�
"�" Q ��� �%� � ���%"0���
" �
z = z(s)

�
∫

Γr

(|t− z||t− z −∆z|)−1+αγ ds =

= |∆z|−1+αγ

∫

Γr

∣∣∣∣
1

t− z
− 1

t− z −∆z

∣∣∣∣
1−αγ

ds 6

6 |∆z|−1+αγ

{∫

Γr

ds

|t− z|1−αγ +

∫

Γr

ds

|t− z −∆z|1−αγ

}
6

6 C∗
q,γ(G)|∆z|−1+αγ ,

� ��� ��� �

� �5�HTU����S����
�����
C∗
q,γ(G)

� ������S ���!�
���#+�TU�8���
γ
�
q
�
G

�
;\��P�� S������������ � ��� ��� �f� � ��� � � �L� � ��� ��� �f��P�����QU���%" � ��� ��� � � )D��P����6+%�D�������

�����5���%��"0� �`��� S�������+`�������
�������������
γ > q

�
B�3{�~�� �
���5|0~��5� &,� #D� � �(" % �.��I & � � & T : Lq(G) → Lγ(Γr) 4 1

2 < r 6 1 4�', " � � & � & , � & �
� � �0"5P
C

����T���� �
�
� �#+ S������'S�������Q
P�����QU���
����S � ��� � ��� � �f� � ��� ��� �f� � ��� ��� ��� �
���
�
���
" O,2B��1�� �"� � 2LS TU����� � S�" � � ��� ��S �����
�
/������ 	 � �

B+����������5���8����T��8�
�3{�~�� �
���5|0~��5� &,� &,� � � � ��M z ∈ Γ 4 ω(z) = eiθ 4 ω(zr) = reiθ P �������

f(t) ∈ Lq(G) 4 1 < q < 2 4.�("

lim
r→1−0

∫

Γ

|Tf(z)− Tf(zr)|γ |dz| = 0, 1 6 γ <
q

2− q
.

!6������TU� ��S P����#+���Q�����S � � �
��������� ����������������O��l�
��������������� S T����
� QU��T�1�������P������
�
��� � S�" � � � ��� � ��� ��� � 	
/���	 �

Πf ≡ ΠGf = − 1

π

∫∫

G

f(ζ)

(ζ − z)2
dξ dη, ζ = ξ + iη,

� ��� ��� �
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�
Πf = ∂zTf

��� �5�
∂z =

1
2 (∂x − i∂y)

� �������������������R�"� �3� ��������1�������� �
�����
�GS�" O S �%��;\�������%��� � � S�" � � � �
� � ��� � � � 	
/���	 � � N �����
�����
��QU��� ���
������P������
�
���
������� ���8������OR� ����� � ��� 	!����� 	 � � � � 	%����� � � � S�" � ������P����%"0���D� � , U 	 � �
4������������%������T��8�L��S P����#+���Q ����S �'�5��QU������P������������ �5��O�� P��

z
��P������
�
�
�

�����.0�����P��
T
2�������P����%"0���D�

Πκf = ∂zTκf
�

=�~U�#�0~U} � �5� &,�0����� � ��� � ��� � � 	
�
� � ��� � � ��	 � � � � ��M 3+�.�(� ��J � Γ " % � � � � � G, � � �$�! � & I � � � � � ��� � Ck+1

α 4 k = 0, 1, . . . , 0 < α < 1 P��$"�3  �� ��� � & 1�����1
" , & �.���("!� Πf ( � � ��� �.)�� & G = D

�
Πκf) � & , � & �
� � �0"*"��(" % �.��IK� & �% �(�$� � " � " , ��" � �+�.�(� � � � " Ckα(G) (Ckα(D))
��� &�% ��P

=�~U�#�0~U} ���5� &,�0�*� � � �?� � ��� � � �
�
� � �"� � � ��	 � 	H� � & 1�����18" , & �.���("!� Πf

( � � ��� �.)�� & G = D
�
Πκf) � & , � & �
� � �0" "��(" % �.��IK� & � % �(�$� � " � " , ��"�F� �+�.�(� � � � " Lp(G) 4 p > 1 (Lp(D) 4 p > 1) 4 ��� &�% ��P�������

p  #" � �����("�)��0" % ��� 	!�/"*�  � �/
 4 �(" �0"!��
 ����� � � " , & �.���("!��" �

 & ��M � &H&  � � ��J �H4.�!P & P/"�� � � �'� � 7 � � � " , & �.���("!�.��
 � � IK��� � ��P

� ~U}�} ���5� &,� 
N� � � � ��MK3+�.�(� ��J � Γ " % � � � � � G �?��� ��� �������! #"��$� %'& 	
�("�) & � 	���" � �+� & � � � ����� ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��4 f(z)∈Lp(Γ) 4 p > 1 4 0 <α <1 P
�$"�3  �� � ��� & 3+�.� �

If(ζ) =

∫

Γ

f(z)

|z − ζ|1−α dz

, "�)5� ��� ����I  #"�1 �("�)�� & t ∈ Γ
� 
 &�& �D�/"�� & )�����1�� & ��� � ��� & � M'����1 , � &  & �

If(t) =

∫

Γ

f(z)

|z − t|1−α dz ∈ Lq(Γ),
1

q
=

1

p
− α,

‖If(t)‖Lq(Γ) 6 const ‖f‖Lp(Γ),

� ��� ��� �

3  & �/"�� � ���(����� "�� f � & 	�� �'����� �!P ������� p = ∞ 4 �(" q = ∞ �
If(ζ) ∈

L∞(G) P
C
>ES ���

t ∈ Γ
�%�
�%QU������� � �5�������������
�

If(t)
TU�����������&P��������
����� � S����

t ∈ Γ
�&��ORP����%������� � ��� ��� �^��S �%� �"Q����'����� ,�� ��S ��������	 �
�%�
"�" O ��� ��� ���

(H������S�S Q � �5�������D��P�������� �5������O��%� � 	 ��S ������/��4,�	 � S �%� �"Q������U���
� �JT��	�!�
�5�����
����TU��� �"���"TU� S����

t ∈ Γ
S QU��� S�����Q����JTU����������O�������T���S��
�
� �#+���O��%P������

�5� �
lim
ζ→t

∫

Γ

dz

|z − ζ|1−α =

∫

Γ

dz

|z − t|1−α .
� ��� �4, �



p
s w�s���WUQ�X efYUM�V��
W�SlX�P�TUX^YUM�Q�P
Y�S ���
+���S �D���/S¯�����������5��� S���+�� ��O��
��T��
�����\���
� � S ���

f ∈ L∞(Γ)
�\�
�rP��
�

������� S �D�"Q � � T��	� �5�����
����TU��� �"���"TU� S���� TU������QU���
Γ
�ES QU��� S�����Q����MTU���������

��O�������T���S��
�
� �#+���O��yP���� �5� �
limζ→t If(ζ) = If(t) ∈ L∞(Γ)

�
If(ζ) ∈

L∞(G)
�

8C��S�S�"0���
���%" S�������T�Q � QU��T�1����
f(z) ∈ Lp(Γ)

2

fa(z) =

{
f(z), z ∈Ma = {z : |f(z)| 6 a},
0, z ∈ Γ \Ma.

�M���BP��������y� S����
t ∈ Γ

P����B��������"
a
S QU��� S�����Q���� TU����������O��BP���� �5� �IP��

����T���S��
�
� �#+���OB" ����P��������%�������%"�2

lim
ζ→t

Ifa(ζ) = Ifa(t).
� ��� � U
�

H � � ��T�S ����Q��
"rP��������������#+���Q � �
����T�Q
t0 ∈ Γ

��� TU���
�������&TU�����������&�����
�
���������

If(t0)
����S QU��� S�����Q����MP���� �5� � � ��� � U
� � "0��� �8� S�����������T����`�
������T �

P����%������"0����O�� �
� Q S���+ � �����
���

ε > 0
� � � S TU���#+�T�Q

mes(Γ \Ma) → 0
P����

a→ ∞ ��P����
P�� �%��� �%���J���

a > 0
�
δ > 0

��� S ��� |ζ − t0| < δ
���
�

∣∣∣∣∣

∫

Γ

[f(z)− fa(z)]

[
1

|z − ζ|1−α − 1

|z − t0|1−α
]
dz

∣∣∣∣∣ <
ε

2
.

� ��� ��	 �

������S��������
� �#+����%��P����%"0�������`��������������S������ � ��� � �^����Q��5�
"p�%"0����+

∣∣∣∣∣

∫

Γ

[f(z)− fa(z)]

[
1

|z − ζ|1−α − 1

|z − t0|1−α
]
dz

∣∣∣∣∣ 6

6

∫

Γ

|f(z)− fa(z)|
∣∣∣∣
ζ − t0
ζ − t

∣∣∣∣
1−α |dz|

|z − t0|1−α
.

� ��� ��� �

(H�HQ S �%�������D�U���
�
ζ → t0

P��'����# � " ����� � �$��� ��( P�QU���D���%"0���
"

∣∣∣∣
ζ − t

ζ − t0

∣∣∣∣ > const > 0
� ��� � � �

T���T6�
���#+�TU� |ζ − t0| < δ
��� �5�

δ > 0
�5� S����
�
�������!"C���%� � S�" � � 	 ��S ������/����
	 � �
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N�"0� S��
� S��
�
"=���JTU����������� S����
If(t0)

�y�
� S��������
�����¯����P�������OR����� S����
�����
���������"� � ������� �J�%"0���
"

∫

Γ

|f(z)− fa(z)|
|dz|

|z − t0|1−α
→ 0, a→ +∞.

� ��� ��� �

;\��P�� S���������� � ��� ��� �^� � ��� � � �E� � ��� ��� �f��P�����QU���%" � ��� ��	 � �
H � � ��T�S ����Q��
"

a > 0
�
δ > 0

����T������N���
����O6��ORP����%�����%� SC+����������������
S������ � ��� ��	 � � N S ����Q � ��� � U
�^� P���� P�� �%��� �%�����
"

δ1 (0 < δ1 6 δ)
��Q��5�
"

�%"0����+
∣∣∣∣∣

∫

Γ

fa(z)

[
1

|z − ζ|1−α − 1

|z − t0|1−α
]
dz

∣∣∣∣∣ <
ε

2
.

� ��� ��� �

(H� � ��� ��	 � � � ��� ��� �EP�����QU���
�
"
∣∣∣∣∣

∫

Γ

f(z)

[
1

|z − ζ|1−α − 1

|z − t0|1−α
]
dz

∣∣∣∣∣ < ε

P���� |ζ− t0| < δ1
�����
�H�5��T�����OR� �
���HP���������� QU������� � �5�������R�%�
"�" O ��� �%� ���

B
� ~U}�} ���5� &,� #D� � � � ��MK3+�.�(� ��J � Γ " % � � � � � G �?��� ��� �������! #"��$� %'& 	

�("�) & �K	���" � �+� & � � � ����� ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��4�G ����� J�� � n = n(z, ζ) �� #" �'� & F
� � "!��� & � � ��� " �'� �/


|n(z, ζ)| 6M, |n(z, ζ)| 6M |z − ζ|α,
|n(z1, ζ)− n(z2, ζ)| 6M1|z1 − z2|α,
|n(z, ζ1)− n(z, ζ2)| 6M2|ζ1 − ζ2|α,

� ��� ��� �

3  & M 4 M1 4 M2 � �/"�� & )���� & �/"�� � ���(��� �H4 z, ζ ∈ G 4 0 < α < 1 P
�$"�3  �� � ��� & 3+�.� �

I1(z) =

∫

Γ

n(z, ζ)

ζ − z
dζ

, "�)5� ��� ����I  #"�1 �("�)�� & t ∈ Γ
� 
 &�& �D�/"�� & )�����1�� & ��� � ��� & � M'����1 , � &  & �

I1(t) =

∫

Γ

n(t, ζ)

ζ − t
dζ ∈ L∞(Γ),

� ��� ��� �

� ��� &  #" � ��� & � M'�0"�4 I1(z) ∈ L∞(G) P



p
s w�s���WUQ�X efYUM�V��
W�SlX�P�TUX^YUM�Q�P
Y�S � U

C
>ES ���

t ∈ Γ
�?�
�����M�%�
"�" O ��� ��� � � � ��� ��� �D�����BP��������y� S����

t
��Q��5�
"

�%"0����+

|I1(t)| 6 const

2π∫

0

dσ

|σ − s|1−α <∞, t = t(s), ζ = ζ(σ),

� � ��� ��� �C�5��T���� �
��� �
� Q S���+

t ∈ Γ
�
z ∈ G

� ;=QU�����
��" � ��� ��� �\��Q��5�
"p�%"0����+

|I1(z)− I1(t)| 6

6

∣∣∣∣∣

∫

Γ

n(z, ζ) − n(t, ζ)

ζ − z
+ n(t, ζ)

[
1

ζ − z
− 1

ζ − t

]
dζ

∣∣∣∣∣ 6

6 |z − t|α
∫

Γ

|dζ|
|ζ − z| +

∣∣∣∣∣

∫

Γ

n(t, ζ)

ζ − z
−
∫

Γ

n(t, ζ)

ζ − t

∣∣∣∣∣ = J1(z) + J2(z).

� ��� �U� �

+�1������%"6P������ �5������� S �"�
� �
�
" O��r� P���������� ����S���� � ��� �U� �MP����
z → t

P��
����T���S��
�
� �#+���OB"rP�QU�
�%" � N<� S P����#+������ �����J��SC+ � ��� � �D� � ��� ��	 �f��P�����QU���%"

|J1(z)| 6 |z − t|α2
[∫

Γ

|dζ|
|ζ − z|1−α

2
+

∫

Γ

∣∣∣∣
ζ − t

ζ − z

∣∣∣∣
α
2 |dζ|
|ζ − t|1−α

2

]
6

6 |z − t|α2 const

∫

Γ

|dζ|
|ζ − z|1−α

2
.

� ��� � , �

� � S TU���#+�T�QI�����
���������=� P���������������S���� � ��� � , ���������
��������� � S�" � �%�
"(�
" Q ��� �%� � �f�U�
�

J1(z) → 0
P����

z → t
�����
P��������&� S����

t ∈ Γ
�

(H� � ���%" Q �<;\������1�TU����� � � �%�
"0� ��� � ��� 	�	 �G�����?P��������?� S����
t ∈ Γ�%"0���
"

lim
z→t

J2(z) =

∣∣∣∣∣πi n(t, t) +
∫

Γ

n(t, ζ)

ζ − t
−
∫

Γ

n(t, ζ)

ζ − t

∣∣∣∣∣ = 0,

�
�%�
"�"C� ��� �%� � �5��T���� �
���JP����%��� S���+�� �
B

� ~U}�} ���5� &,� &,� � � � ��MK3+�.�(� ��J � Γ " % � � � � � G �?��� ��� �������! #"��$� %'& 	
�("�) & �6	���" � �+� & � � � ����� ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��40G ����� J�� � n(z, ζ) �� #" �'� & � � "�F
��� & �L� ��� " �'� �/
 � ��� ��� � 4 f(ζ) ∈ Lp(Γ) 4 p > 1 P �$"�3  �� � ��� & 3+�.� �

I2f(z) =

∫

Γ

f(ζ)
n(z, ζ)

ζ − z
dζ



�
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, "�)5� ��� ����I  #"�1 �("�)�� & t ∈ Γ
� 
 &�& �D�/"�� & )�����1�� & ��� � ��� & � M'����1 , � &  & �

I2f(t) =

∫

Γ

f(ζ)
n(t, ζ)

ζ − t
dζ ∈ Lq(Γ),

1

q
=

1

p
− α,

‖I2f(t)‖Lq(Γ) 6 const ‖f‖Lp(Γ),

� ��� � U
�

3  & �/"�� � ���(����� "�� f � & 	�� �'����� �!P ������� p = ∞ 4��(" q = ∞ �
I2f(ζ) ∈

L∞(G) P
C
(H� �%�
"�" O ��� �%� � S �����������5��� S���+�� S �%� �"Q����<QU������� � �5������� �%�
"(�

" O ��� �%� � � S ��QU���
�
p = ∞ ���8����T��8�H� S ��QU���
�

t ∈ Γ
� ��� � U
� �

4G��T��
P����%�5��T���� �
�
� �#+ S������L�%�
"�" O ��� �%� � ����S�S�"0���
���%"pS�������T�Q � QU��T��
1����

f(z) ∈ Lp(Γ)
2

fa(z) =

{
f(z), z ∈ Ma = {z : |f(z)| 6 a,

0, z ∈ Γ \Ma.

�M���BP��������y� S����
t ∈ Γ

P����B��������"
a
S QU��� S�����Q���� TU����������O��BP���� �5� �IP��

����T���S��
�
� �#+���OB" ����P��������%�������%"
lim
ζ→t

I2fa(ζ) = I2fa(t).
� ��� ��	 �

H � � ��T�S ����Q��
"rP��������������#+���Q � �
����T�Q
t0 ∈ Γ

��� TU���
�������&TU�����������&�����
�
���������

I2f(t0)
��S QU��� S�����Q����HP���� �5� � � ��� ��	 � � "0��� �8� S�����������T����!�
������T �

P����%����� "0����O�� � +LTU�������
�����B�5��T���� �
�
� �#+ S���� �/�%�
"�" O ��� �%� ��� P���� S��
���
S �����
�����5��T���� �
�
� �#+ S���� � �%�
"�" O ��� �%� � �`��TU�������
�����M�5��T���� �
�
� �#+ S���� �R�%�
"(�
" O ��� �%� ���

B

�5� %N��Q��(��~ "����U{�%5�'&`~ �¯�#�0} �U{�&


��#�0} �U{�& � �(|(���.� � ��S � U �
/ U ��	 ��>ES ���
G0

� ����TU���
�����q�`�����"��S���+����q�
T��q�D�����
�

G ⊂ G0
�
G

���¯������� �
�
� �#+������ �5��� S �
�������q�D� S��/S P����%"������
"0���
�����
����1����5�f�

∂z̄w ∈ Lp(G0)
�
p > 1

� )D��� ���'�%"0������"0� S��
�%S �%� �"Q ��� �q� � �����
" Q �"��2

1

2i

∫

Γ

w(z) dz =

∫∫

G

∂w

∂z̄
dx dy, z = x+ iy.

� ��� ��� �

>ES ��� �8�
∂zw ∈ Lp(G0)

�
p > 1

���
��� ���
1

2i

∫

Γ

w(z) dz̄ = −
∫∫

G

∂w

∂z
dx dy, z = x+ iy.

� ��� ��� �
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�
K����%" Q ��O � ��� ��� �^� � ��� ��� �(� S���������S �%�JS ���%�L� ���
��"/S ��QU���
����TU��� ���

Γ =
∂G
S�� S��
�����M����TU���������������3����S �"�JS P����%"������
" O�� �8�������
������O�� T�������O��'�

� S ���
w ∈ C(G)

�
∂z̄w ∈ Lp(G)

�����
∂zw ∈ Lp(G)

�
p > 2

��S�������������S����������
��� � S�" � � � ��S � U �
/ U ��	 � �

��#�0} �U{�&��¯�5}�!0~ �����R; P���"0��� +�� � ���%" Q � � ��� ��� �^� � ��� ��� �G�%����TU�

��OR��� �%����S �
S �%� �"Q ���J����&)� 	%��(
�����3� � ��� � � � S�" � � � ��S ����� � � U 	 �f2

w(ζ) =
1

2πi

∫

Γ

w(z)

z − ζ
dz − 1

π

∫∫

G

∂w(z)

∂z̄

dx dy

z − ζ
, ζ ∈ G,

� ��� ��� �

w(ζ) = − 1

2πi

∫

Γ

w(z)

z̄ − ζ̄
dz̄ − 1

π

∫∫

G

∂w(z)

∂z

dx dy

z̄ − ζ̄
, ζ ∈ G.

� ��� ��� �

�5� �D��� �5������~��(�'&`~������U{0|(��|��0~ ���(|0~ ���N�����(|(|

4G��TB�y��O �����?���������������%" ���������
G

�������
������������Q � � �5��� S �
������Q � ���
�
�"��S���+L�LTU��" P��%��T�S������

z
� P��%� S TU� S����D�

z = x+iy
�
i2 = −1

��S��LS P����%"������
"0���
�����
����1����

Γ = ∂G � G = G ∪ Γ
��� Q S���+

A(z), B(z) ∈ Ls(G)
�
s > 2

� � �q�
���
����O��HTU��" P��%��T�S���O�� � QU��T�1���� �
8C��S�S�"0���
���%" �

G
T��
����������� S T�Q �
� ������P�������� S T�Q � S ��S��
�
" Q|�pTU��"(�

P��%��T�S������
� ��P���S �
∂z̄w +A(z)w +B(z)w = 0,

� ��� �
� �
� �5�

w = w(z) = u(z)+iv(z)
� ��S TU��"C�q�JTU��" P��%��T�S����q� � QU��T�1����D�

u
�
v
�

��� �5����S��������
� �#+����q�%�6"0���%"C�q������S����D�
∂z̄ =

1
2

(
∂
∂x + i ∂∂y

) � P������������ �5���q�
� S�" O S �%� ;\�������%��� � �
80�����������

w(z)
S ��S��
�
" O � ��� �
� ��������OR� ����� �


�


��������� �1�������������� !��+

"�#$� �5&)($��#$*���� � � S�" � � � ��S ������	�	 � �
� ~U}�} ���5� �D�0� � � ��S ������, � � U �4/�� U�U 	 �
	K� �2" % " % 9 & ���0"�1-�(�$� ��� � � ) & � �/"�1

G ����� J���� w(z) 4�" , � &  & � & ���0"�1 � G 4 � 
 &�& �-
 & � �(" , � &  � ��� �'� & � � &

w(z) = Φ(z) exp

{
1

π

∫∫

G

g(ζ)

ζ − z
dξ dη

}
,

� ��� ��� �

3  &

ζ = ξ + iη, g(z) =

{
A(z) + B(z)ww , w 6= 0,

0, w = 0,
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Φ(z) � 3(" � "(
O"!�#G �$��� � G G ����� J�� ��4$"� ��0"(	!�$��)��0" " , � &  & � � & 
���� G �����$FJ�� & 1 w(z) P�������D�D� "'"����0" � & � ��� (1.54) 	��! ��(�$�O3(" � "(
O"!�#G �$��� � G G ����� J�� � Φ(z)
(
, ��" � 	 � " � M'�0"�1 � �+�/����� ���
� ) 4/�(" , " � & 1:"� ��0"(	!�$��)��0" " , � &  & � � & � � �:" % " % F
9 & ���$���6�(�$� ��� � � ) & � ����� G ����� J�� � w(z) P; �%� �"Q
�.� �
	 ��P���� ��S��������%������� � ��� ��� �l��Q��5�
"�������OR� �
��+'0 ��	 ���
"�������� ������+
� � ��� 	����	� � 	 ���
�!2 �
;5��S P����#+������ �
�����
" � ���%" Q ��O � ��� ��� �L�5��T�����OR� �
����S � S �%� �"Q �������%QU�q�

������� �5������� �
� ~U}�} � �5� �D� 
 � � ��S ����� � � U 	 � � � � ��M G ∈ C1 P ������� w(z) ∈ W 1

s (G) �
� & , � & �
� � �0" & � G � & � & � � & ����� � & 
 � (1.53) 4��(" � 
 &�& � 
 & � �(" � "'"����0" � & F
� � &

w(z) + T (Aw +Bw)(z) = Φ(z), Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt.

� ��� ��� �

� ) & �'�  ��0"�4 Φ(z) �?3(" � "(
O"!�#G �$��� � G G ����� J�� � � Φ(z) ∈W 1
s (G) P�������

Φ(z) � , ��" � 	 � " � M'�$��� 3(" � "(
O"!�#G �$��� �
G G ����� J�� � � � � ��� �

W 1
s (G) 4 s > 2 4��(" � "'"����0" � & � � & 
 (1.55) "� ��0"(	!�$��)��0"2" , � &  & � � & � � ��� & F

�
& � � & w(z) ����� � & 
 � (1.53) � � � ��� � W 1

s (G) P; �%� �"Q
�.� �
	 ��P���� ��S��������%������� � ��� ��� �l��Q��5�
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� � �0" & � D � & � & � � & ����� � & 
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 & � �(" � "'"����0" � & � � &

w(z) + Tκ(Aw +Bw)(z) = Φ(z),
� ��� ��, �

3  & Φ(z) ∈ W 1
s (D) 4 Φ(z) � 3(" � "(
O"!�#G �$��� � D G ����� J�� ��4 , � � ) & 


Re{z−κw(z)} = Re{z−κΦ(z)}, z ∈ Γ.
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�
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C(G) � � & � & � � & ���.� � � & � � � (1.53) 4H�(" � 
 &�& � 
 & � �(" , � &  � ��� �'� & � � &
( " % " % 9 & ���$���6GH"!��
�� � ���-" � � )

1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)w(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)w(ζ) dζ̄ =





w(z), z ∈ G,
1
2w(z), z ∈ Γ,

0, z /∈ G,

� ��� �
	 �

3  &

Ω1(z, ζ) =
1

ζ − z
+O

(
|ζ − z|− 2

s

)
, Ω2(z, ζ) = O

(
|ζ − z|− 2

s

)
,

� ��� �
� �

� �


�


���������)� , � 	!� � ����� ���.� � � & � � � (1.53)
� S�" � � � � @
�.� U ��	 �f�

Ω1(z, ζ),Ω2(z, ζ) ∈ Cα
�
α = s

s−2

��, " ����I  #"�1 , & � & 
 & ���0"�1 z 4 ζ , � � z 6= ζ 4

Ω1(z, ζ) =
eω1(z,ζ)+ω2(z,ζ)

2(ζ − z)
, Ω2(z, ζ) =

eω1(z,ζ)−ω2(z,ζ)

2(ζ − z)
,

� ��� ,�� �

|ωj(z, ζ)| 6Ms, |ωj(z, ζ)| 6Ms|z − ζ|α, j = 1, 2,
� ��� ,�� �

|ωj(z1, ζ)− ωj(z2, ζ| 6M ′
s|z1 − z2|α

� ��� , � �
|ω1(z, ζ)− ω2(z, ζ| 6M ′′

s |z − ζ|α, � ��� ,�� �
3  & Mp 4 M ′

p 4 M ′′
p � �/"�� & )���� & �/"�� � ���(��� �H4�	�� �'��� ��9 � & �(" � M'�/" "�� s �

�0"!��
 ‖A‖Ls(G) 4 ‖B‖Ls(G) P=09,+�-�<,9,.(:(- ��& �N&���& � ���
A = B ≡ 0 Ω1(z, ζ) = 1

ζ−z

�
Ω2(z, ζ) ≡ 0

�
� � ���%" Q �"�

(1.58)
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� QU��T�1���� �
� ~U}�} ���5� �D� % � � ��S � �
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w(z) ∈ C(D) �
� & � & � � &
���.� � � & � � � (1.53) 4

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt,

� ��� ,�� �

�("
w(z) =

1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ) Φ(ζ) dζ − Ω2(z, ζ) Φ(ζ) dζ̄ ≡ K Φ(z).
� ��� ,�� �

� % �.�����0"�4 & ����� Φ(z) � 3(" � "(
O"!�#G �$��� � D � � & , � & �
� � �$��� � D G �����$FJ�� ��4$�(" (1.65) � � & , � & �
� � �0" & � D � & � & � � & ���.� � � & � � � (1.53) 4 �2� 
 &�& �

 & � �(" , � &  � ��� �'� & � � & (1.64) P
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µp(ρ,Φ) =
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0

∣∣Φ
(
ρeiσ
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Φ(z)
�

� ~U}�} ���5� �N� # � �
� ��S � U 	�	 � � ��" � 	 � &  & � � &�� � � �-� & � ��� ,�	 �L, "�)5� � � "��� &�� �("�)���� � "����/�5IK�0" � � � Γ
� 
 &�& � �/"�� & )���� & � & ��� � ��� & � M'��� & , � &  & � M�F

��� & 	!�$��) & � � � b+(eiσ) 4 , "-
O"� $� ��7 �.� � ��� &L&  � � ��J & P=�~U�#�0~U} � �5� �N�0� > )�&���:0A?A � �
� ��S � U ��	 �f� � ��I  ����6G ����� J�� � Φ(z) 6≡ 0� 	H� � � ��� � Hp 4 p > 0 4' #" , � � ��� & � , � &  � ��� �'� & � � &

Φ(z) = b(z)Φ0(z), z ∈ D,
� ��� ,�� �

3  & b(z) � , ��" � 	 � &  & � � &�� � � �-� & G ����� J���� Φ(z) 45�NG ����� J�� � Φ0(z) 4�� &� 
 & 7 9N������� � & 1 � ���/��3 & D 4 , � � �$�! � & I � � Hp
�
µp(r, Φ0) 6Mp(Φ) P=�~U�#�0~U} ���5� �N� 
 � ��� ��S �N� �
	 � �������

Φ(z) ∈ Hp, p > 0 4��("- � � , "�)5� ���� &�� �("�) & � eiσ ∈ Γ
� ��9 & � � � � & � �/"�� & )�����1 , � &  & � Φ+(eiσ)

, � � z → eiσ 4
z ∈ D 4 , " � & ��� � ��� & � M'��� 
*� Γ

, ���+�/
�P � � � ���("(
 Φ+(eiσ) ∈ Lp[0, 2π] P=�~U�#�0~U} ���5� �N� # � U��?� � ��� � � ��	 � � � � 1 6 p < ∞ Hp � �'� � & � � � % �(�$�'F� " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
 � �0"!��
O"�1

‖Φ‖p ≡ ‖Φ‖Hp
=




2π∫

0

∣∣Φ+
(
eis
)∣∣p ds




1
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;
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H∞ � �'� � & � � � % �(�$� � " � � 
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 � �0"!��
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‖Φ‖∞ ≡ ‖Φ‖H∞

= sup
z∈D

|Φ(z)|; � ��� U � �
, � � 0 < p < 1 Hp � �'� � & � � � , " � ��� 
 
 & �+� � ) & � � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
� 
 & �+� � �/"�1

ρ(0, Φ) = ‖Φ‖p ≡ ‖Φ‖Hp
=

2π∫

0

∣∣Φ+
(
eis
)∣∣p ds. � ��� U � �
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reiσ
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eiσ
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	�+�:(H�.0*,C � �
� ��S �,	���	 �f��� � � ��M Φ(z) ∈ Hp 4
p > 0 P ������� , "�)5� �  � � ��� &��

s ∈ [0, 2π]
� 
 &�& � 
 & � �("*� & �.� � & � � � � "

|Φ+(eis)| 6 M 4 M = const < ∞ 4��(" |Φ(z)| 6 M
� " ��� & 
 ���/��3 & D P������� I & Φ+(eis) ∈ Lq [0, 2π]

, � � q > p 4.�(" Φ(z) ∈ Hq P=�~U�#�0~U} � �5� �N� � > )�& ��:0A?A(;�� & ��:0A?A � �
� �DS �<	��
	 �f� 	K� � ����I  #"�1
G ����� J���� Φ(z) ∈ H1

� 
 &�& � 
 & � �("H�.� � & � � � � "
2π∫

0

Φ+
(
eis
)
deis = 0.

� ��� U , �

=�~U�#�0~U} ���5� �N� � � �
� � S �(	��
	 ��������� G ����� J�� � Φ(z) ∈ Hp 4 p > 0 4#�$�

��0"!I & � � � & e ⊂ Γ

, " � "!I � � & � M'�0"�1 
 & �
� � 
 &�& � ��� � & � � & � & ��� � ��� & � M'��� &, � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � ��4��(" Φ(z) ≡ 0 P
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�M��� � ���%" Q ����������T�� ������Q �#+q���
��� �6S���P������8������O��*P���� S��
���
��S���� �q�
����� �5�
" ����TU���
����O������������������������D2

Hp(0) +

{
Φ ∈ Hp :

2π∫

0

Φ
(
eis
)
ds = 0

}
= zHp, 1 6 p 6 ∞,

� ��� U�U
�

T���T � �%�
"0�����JS�������������S�����Q ����������� �
���q����� �LP���� S��
���
��S���� �����
� � �5� S����������
����S �JS���S �����%" �GP���� �5� �#+���OB" �M���������������%" �

Φ+(eis) �
���������������������

Lp/Hp� �I�
�����%����������O����������������
��� � ��T��
����� P���� S��
���
��S������%T��"��S�S�����S�"0� �`��� S����
f +Φ

�
f ∈ Lp[0, 2π]

�
Φ ∈ Hp

�
=�~U�#�0~U} � �5� �N� ( � ��� �ES � � U �
/�� U ,�	 � �������

1 < p < ∞ � 1
p + 1

q = 1 4
�(" Hp(0) � , ��" � �+�.�(� � � � "�4 � " , ���5I & ���0" & � Lq/Hq 4.� Lq/Hq(0) � , ��"�F� �+�.�(� � � � "�4 � " , ���5I & ���0" & � Hp

, � � % ����� � & 1��0"(
 ��, ��� ��� �(� ���

(f, g) =

2π∫

0

f
(
eis
)
g
(
eis
)
ds.

� ��� U 	 �

� � ����, ��� ��� �(� ��� � ��� U 	 �  � � H1
� " , ���5I & ����� 
 ��� �5I � � L∞/H∞(0) P4 ����P���� S Q �/P���� S��
���
��S��������ES���P������8��������"*S

H1
�\����� ���������
"CS �?�

P��
���
����� � � ��� ���
�5� �D�0z6{��6�4��&F��}�|'�(�0�%���>"���{��5}��#� ���'&������N�����(|��

�DQ��5�
" �
��P����6+ ����S�S�"C�
�
����� �
��+ �������
������������Q � � �5��� S �
������Q � ���
�
�"��S���+

G
�������"���������JQ �,S P����%"������
"0���������
����1����

Γ
�

� ��� �"� �
�����
� �#+����GS �5� �"�
�
"���� S TU���#+�TU�H� ��"0�����
�����!�MTU��� � ���%"0����" � �%�
��������S��
����" ���
�������	�8�������

z = ω(ζ)
T���QU� � |ζ| < 1

���
G

� 0����������
��������� �q�
��������� S����D����Q��5�
"rP���� �"P����"�
� �
��+%�����
�

ω′(0) > 0
�

=�~U�#�0~U} �>�5� �D�0�'� �
� � S ��	�	�	 ��� ����� J�� � ω(ζ) 4��/"���GH"!��
��0" � "� ��0" ����� ��F
�0"K"��(" % �.��IK� 7 9N���:���/��3 |ζ| < 1 �$�2" % � � � ��M G � " ��, ���/
 � � & 
O"�1�3+�.�(� � FJ & 1 Γ 4�� & , � & �
� � �$� � 	���
��������("(
 ���/��3 & |ζ| 6 1

� � % � " ��7 ���0" � & , � & �
� � F
�$���$� "����/�5IK�0" � � � ζ = eiσ 4 0 6 σ 6 2π 4 ω′(ζ) ∈ H1 4 � � 
 &�& ��
 & � �("
GH"!��
�� � �

d

dσ
ω
(
eiσ
)
= ieiσω′

(
eiσ
) � ��� U � �

, "�)5� �  � � ��� &�� σ ∈ [0, 2π] 4 �  ��� �$�O $��3 � s = s(σ) � �'� � & � � �N� % � " ��7 ���0"
� & , � & �
� � �0"�1 G ����� J�� & 1 σ P
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� � S �%� �5����� QU������� � �5�������!�����������
������������S��
��� S����D�N���
� T��	� �5���!"0���
�
�8� S�������"0����O ��Q �#+����B��T���Q �`��� S���� |ζ| = 1

P��������
�������	�8�������
z = ω(eiσ)P���������� �"���
��"0��� �8� S������¯"0����O ��Q �#+����

Γ
� N<�������&���������
�
�������"T��	� �5���

"0��� �8� S������ ��Q �%������� "0����O ���
Γ

���
�������	�'�
����S � � QU��T�1������D���������
�
�����
T
ω(ζ)

���¯"0��� �8� S�������"0����O ��Q �#+¯��� |ζ| = 1
� S�" � �,����P����%"0���D� � � �D� � �D� �

� ��	 � � � �����
��" Q � QU��T�1����
σ = σ(s)

�\�������
�
���q�pT
s = s(σ)

�\����T��8� �
�
�
S��������
��������P�������OR����� � 4���� � ���%"0��� S���+����
�������	�8�������

z = ω(ζ)
�%"0�����

"0� S��
�&� P��������I� S �D�"Q¯���6��T���Q �`��� S���� |ζ| = 1
�N����T����
������"

ω′(ζ) 6= 0P��������&� S �D�"Q �
=�~U�#�0~U} ���5� �D� 
 � �
� ��S �N	�	�	 ��� � � ��M Γ = ∂G � ��� ��� ��� ���! #"��$��4����(�

)5�(" θ(s) � G ����� J�� � "�3+�.�(� � ) & ���0"�1 � ��� � � J���� P �$"�3  �� G ����� J�� � argω′(ζ)
"�3+�.�(� � ) & �$� � ���/��3 & |ζ| < 1 4 �*� ����I  #"�1 �("�)�� & 3 � �! ��/" � � � ��� ��� "�1 Γ� 
 &�& � 
 & � �("2GH"!��
�� � �

argω′
(
eiσ
)
= θ(s(σ)) − σ − π

2
.

� ��� 	�� �
=�~U�#�0~U} � �5� �D� #�� �
� ��S ��	��
/�����	 � � � ��� " �'� � � � & "!� & 
 � 1.8.2 G ����� J�� �

lnω′(ζ) ∈ Hp  � � ��7 % "�3(" p > 0 P ��3{�~�� �
���5|0~ �5� �D�0�5��� ����
O"�� � ) & � ����� G ����� J�� � ln |ω′(ζ)| , � &  � ��� �'� 
��� ���/��3 & |ζ| < 1
� ��� & 3+�.� � "(
 � ��� ��� "��$��� 	 &�%'& 3���4 � 4 ��� &  #" � ��� & � M'�0"�4��(�$�'F��� � � ) & � �����:G ����� J�� � lnω′(ζ)

, � &  � ��� �'� 
�� � ��� & 3+�.� � "(
�� � ��� J �-) & � & 	
ln |ω′(ζ)| P

	�
 H�-���-�
�-�.(:(- ��& �N&���& +����"��S����
G

�������%TU���
����O�� �%"0�����8"0� S��
�'S �%� �%�
S�������� ��� 	�� � �U������OR� ������S �5�

 � � "�� , ���.#
� � "�" �

C
� N � ( � ;<" ��������� ��� �

)���T��%" ������������"��%�����5������� S T����������"��S���� �
��� �%���%��T��"��S�S
C

� �M�������
�
�"��S��
��� SL����P�QU����� S TU���������
����1��������
�!�����������5��� �

	�
 H�-���-�
�-�.(:(- ��& �N& �N& � Q S���+ {Gn}
� P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���+ � �5���
�

S �
������O��!�����"��S��
���D� � ��" ORT��
����� TU���
����O��'�%� �'�
�M�
G

�U�����
�����JO
Γn

�������
�����"��S��
���%S P����%"������
" O|��S ��� �%����S �'T

Γ
���
��"rS�" O S �%�������
�JT��	� ���q���
�����

T��
z ∈ G

P������������%� � ��� � S��
"
Gn

�������������q��S�����TU���
��������������"0����� � -U�����
�
�������,���
�¯������Q ���������q� �

G
�����%��"0��� � ���q� � QU��T�1����

Φ(z)
P������������%� � ���

T��"��S�S Q
Ep

�
p > 0

� N � ( � ;<" ��������� ���f�%� S ���&����� ����TU���
������� P�� S��
�����������
Mp(Φ) <∞ �����G� ������S �����������

n
���%"0������"0� S��
�!��������������S���� �

∫

Γn

|Φ(z)|p|dz| 6Mp(Φ), n = 1, 2, . . . ,
� ��� 	�� �

� ���l�v�f£� �£8ªq®#°q®f±
lnω′(ζ) ∈ BMOA ⊂

⋂
p>0

Hp
¹ �v£NÒ
 f©�¦�®#ªq®#°q®�¤�¨�®

BMOA
­\�#°q®#É

ª�Ì
Ø(¢l®v£�©q�^¦q�^¥�¦q�^§0® Ç Ò
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�����
����Op������� �5����� P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S����%S P����%"������
" O�� T�������O�� {Γn}

S
Q�T���� �
����OB"pS ������S�������" �
2B�����%�����������6��P���� �5� ��� ����S �IT��"��S�S O ;<" ��������� � � ������S��
��� S����D� -��
���

�"�5� ����� � QU��T�1����D�������%��"0��� � ��O��%��� ����������� S����������"��S����
G

�
� �
� ��P���� �5� �%�������,T��"��S�S��

Ep
P������������%� � ��� A � N � 4�� ���"O �JQ �

A � 2 ��� ������������+�����Q � U � 	 � � �����������������#+������`��P���� �5� �%�������&N � ( � ;<" �����
����� ���
��������� ���%�%�5���
����O ��O������������
����������O5�����
����������O � ��� 	�� �LP��6�������q�
� ��"

Γr
��T���Q �`��� S��
��� |ζ| = r

�
0 6 r < 1

��P����yTU��� � ���%"0����" ���
�������	�8���
�����

z = ω(ζ)
� S�" � ��O ������� �"��������������� T���QU� � |ζ| < 1

���������"��S���+
G

� � ���
��P���� �5� �%������� ��T������ ���%�����
��O � S�" � � �
� ��S �%����	 � �
+����������5���%�U� S ���

G = D
���
�

Ep = Hp
�

� ~U}�} �
�5� �D�0��� �
� ��S ������	 � � " � "(
O"!�#G �$��� � G G ����� J�� � Φ(z)
, � � �$�! �F� & I � �D� � � ��� � Ep 4 p > 0 4.�("�3  �� � �(" � M'�/"K�("�3  ���4��/"�3  �� 3(" � "(
O"!�#G �$��� �

���/��3 & |ζ| < 1 G ����� J�� �

Ψ(ζ) = Φ[ω(ζ)] [ω′(ζ)]
1
p

� ��� 	 � �
, � � �$�! � & I � � � � � ��� � Hp 4 , � � ���("(


2π∫

0

∣∣Ψ
(
reiσ

)∣∣p dσ =

∫

Γr

|Φ(z)|p|dz| 6Mp(Φ).
� ��� 	�� �

=�~U�#�0~U} ���5� �D� &�� �
� � S �0����	 � � ��I  ���� G ����� J�� � Φ(z) ∈ Ep 4 p > 0 4� " % � � � � � � " ��, ���/
 � � & 
O"�1 3+�.�(� ��J & 1 Γ
� 
 &�& � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � �

Φ+(t) 4 t ∈ Γ 4 , " ��� & 
 � & ��� � ��� & � M'��� 
 � Γ
, ���+�/
 , "�)5� �*����7  $�*�$� Γ 4

G ����� J�� � |Φ+(t)|p � �/
 
 � �/� & 
�� �  #" � M Γ
�

lim
r→1

∫

Γr

|Φ(z)|p|dz| =
∫

Γ

|Φ+(t)|p|dt|. � ��� 	�� �

0���P�� S���� ��S�����������OB" S �%� ��S��������
"r�%�
"�" O ��� 	�� � ���
�������
" O ��� 	�� � �¯�
���
�
���
" O ��� U � � ������������S �&S �%� �"Q �������GQU������� � �5������� �

=�~U�#�0~U} � �5� �D� %N��� �0"!I & � � � " Ep 4 p > 1 4 � �0"!��
O"�1

‖Φ‖Ep
≡ ‖Φ‖p =

[∫

Γ

∣∣Φ+(t)
∣∣p |dt|

] 1
p � ��� 	�� �

� �'� � & � � � % �(�$� � " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
�P
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=�~U�#�0~U} � �5� �D� � � �
� ��S �N� �
	 ��� � � ��M Φ(z) ∈ E1
� " % � � � � � � " ��, ���/
�F� � & 
O"�1�3+�.�(� ��J & 1 Γ P �$"�3  ��

∫

Γ

Φ+(t) dt = 0.

=�~U�#�0~U} ���5� �D� � > $!& �¯& 	�+�:(H�.0*,C � �
� ��S �,� �
	 �f��� � � ��M Φ(z) ∈ Ep 4
p > 0 4 � " % � � � � � � 3+�.�(� ��J & 1 � 	�� � � ��� � C P ������� 3+�.�(� � )���� & � & ��� � �'F
� & � M'��� & , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � Φ+(t) ∈ Lq(Γ) 4 q > p 4.�(" Φ(z) ∈ Eq P8C��S�S�"0���
���%"p�����
��������������P�� 4����J�D2

Φ(z) = Kf(z) ≡ 1

2πi

∫

Γ

f(t)

t− z
dt, z ∈ G.

� ��� 	4, �

=�~U�#�0~U} �)�5� �D� � � �
� �HS � ����� � �
�4,�	 � � � � ��M 3+�.�(� ��J � Γ " % � � � � � G& � ��M ��� ��� ��� 	 � , ���0" � � ��� % " ��� ��� ��� ���! #"��$� %'& 	8�("�) & � 	���" � �+� & � � ��4
f ∈ Lp(Γ) 4 p > 1 P �$"�3  �� Kf(z) ∈ Ep 4$" , & �.���("!� K : Lp(Γ) → Ep � & , � & F
�
� � & ��4��!P & P

‖Kf(z)‖Ep
6 const ‖f(t)‖Lp(Γ),

� ��� 	 U
�
3  & const "�� f � & 	�� �'����� �+4 � , "�)5� �  � � ����I  #"�1*�("�)�� � z0 ∈ Γ

� 
 & 7 �

 & � �(" &)� 	%��(
��� � �����
*�#$�	� � � �-� � � � � ,��

Φ±(z0) = ±1

2
f(z0) +Kf(z0),

� ��� 	�	 �

3  & Φ±(z0) � � & ��� � ��� & � M'��� & , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � � "'"�� � & � � � � & ���0"� 	!�����+� � " % � � � � � G (Φ+(z0))
� � �$���/�5I � (Φ−(z0)) 4 Kf(z0) � ��� ��3 �$F� ���0����1 � ��� & 3+�.� � P

=09,+�-�<,9,.(:(- ��& �N&���& >ES ���J� � ���%" Q �%� � ��� 	4, �
f(t) ∈ L1(Γ)

���
�%� �����������
�����������D�

Kf(z) 6∈ E1
� S�" � �
�������
" Q ��� 	�� � � �

=�~U�#�0~U} ���5� �D� ( � � ��S �����
�
/������ 	 � � � � ��� � & 3 � � ���0��� � 3(" � "(
O"!�#G ��� ��
G G ����� J�� 1�4 , � &  � ��� �'� 
 � � � ��� & 3+�.� � "(
 �-" � � � 	 &�%'& 3���4 � " �', �! �� & ��
E1 P
� ~U}�} � �5� �D� 
N� � � � ��M 3+�.�(� ��J � " % � � � � � G � ��� ��� ��� ���! #"��$� %'& 	

�("�) & � 	���" � �+� & � � � ��� % " ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��P ������� Φ(z) ∈ Ep 4 p > 1 4
�(" Φ(z) ∈ Lm(G)  � � ��7 % "�3(" m ���(�/"�3("�4�)5�(" 1 6 m < 2p 4 , � � ) & 
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�'� "!I & � � & Ep ⊂ Lm(G) � & , � & �
� � �0"�4��!P & P � 
 &�& � 
 & � �(" � & �.� � & � � � � "
(
�D� "'"�� � & � � � � � 7 9 � 
 � � , ��"�9 & � � �/
 ��, � � p = 1)

‖Φ‖Lm(G) 6 C

[
M

(
m

m+ µ
,Γ

)] 1
p′
[
M

(
2µ

m+ µ
,G

)] 1
m

‖Φ‖Ep
,

� ��� 	�� �

3  & 1
p + 1

p′ = 1 4 0 < µ < 1 4 C = 1
2π 4

M(λ,Γ) = sup
z∈E

∫

Γ

|z − ζ|−λ ds, � ��� ��� �

M(λ,G) = sup
z∈E

∫∫

G

|ζ − z|−2+λ dξ dη, ζ = ξ + iη.
� ��� ��� �

+���"0�����%"��B���
�?TU����S����
�����
M(λ,Γ)

�
λ < 1

�RTU�����������p�=S ����Q?�%�
"(�
" O ��� �%� ��� 4������������ S���+

M(λ, G)
�
λ > 0

� �%����TU�rQ S�"C�
�
����� �
����S �=P�� S �%�
P���������� ���JT&P�����������OB"pTU�������"�����
����"rS�1������
����" �!�
����TU�

z
�

=09,+�-�<,9,.(:(- ��& �N& �N& � �
"�"C� ��� 	�� ��� T�����"0����������������S���� ���HS � ���%" Q �����
����� �
������� � , ��S ���4,�	Ã� N �5��T���� �
�
� �#+ S�������P���� ���
��"I�%"0������S �`���J����T�����P������
��� �%��� �q�%T���������������" Q`��������������S�����QJ�����������%" � N=S �
�����
S �����%" �5��T���� �q�
�
� �#+ S���������������������S���� �GP�������� �5�
"IP�� �5��������� � � S�������OR� �q��SC+����GTU����S��
��Q�T��
1����&����� � , ��S �%�4,�	 � �

C
�DQ��5�
"6S��������
��+

p > 1
� N S ��QU���
�

p = 1
Q�P��������������������������5��O �

� ��� ��S������������ � QU��T�1�� �
Φ(z) ∈ Ep

�
p > 1

�������
���������%��" 4����J� � � ������� �
� �
�������
"C� ��� 	�� � �f�C�?P����%"0������� ��������������S������/-��� �#+��5�����yS&P���T���� �
�
� ���%" �
m = (2− µ)p

�
r = p

α

�
λ = p

p−1

� 1
m + 1

r +
1
λ = 1

����Q��5�
"r�%"0����+

(2π)m
∫∫

G

|Φ(z)|m dx dy 6

∫∫

G

(∫

Γ

|Φ(t)||t− z|−1 ds

)m
dx dy 6

6

∫∫

G

[∫

Γ

|Φ(t)|1−α|t− z|−β
(
|Φ(t)|α|t− z|β−1

)
ds

]m
dx dy 6

6 ‖Φ‖αmLp(Γ)

∫∫

G

(∫

Γ

|t− z|−βλ ds
)m

λ
(∫

Γ

|Φ(t)|p|t− z|(β−1)mds

)
dx dy,
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� �5�
α =

1− µ

2− µ
, β =

m− 2 + µ

m+ µ
.

� � S TU���#+�T�Q
βλ = m

m+µ

�
(1 − β)m = 2m

m+µ

�C�
α + p

m = 1
�0�
� P�����QU���q�

�
" � ��� 	�� � �
B

� ~U}�} � �5� �D� #D� � � � ��M 3+�.�(� ��J � " % � � � � � G � ��� ��� ��� ���! #"��$� %'& 	
�("�) & � 	���" � �+� & � � � ��� % " ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��P ������� Φ(z) ∈ Ep 4 p > 0 4��("
Φ(z) ∈ Lm(G) 4 0 < m < 2p P

C
NDORP�� ���
"=����� � QU��T�1����

Φ(z)
S������
������������� � ��� 	 � �L�����������������%"

���������
b(ζ)

� QU��T�1�� � �E��� �JTU�L�����
Ψ(ζ)

�
)D��� ����� �rS ����Q � ��� ,�� �^�

Φ(z) = b(ζ(z))Φ0(z)
�\� �5�

z = z(ζ)
� TU�����

� ���%"0�����`���
�������	�8���������N�������
�
�����
ω(ζ)

� |Φ(z)| 6 |Φ0(z)|
�
Φ0(z) ∈ Ep

�
Φ0(z) 6= 0

�
N/S ����QGP�� S �%� �5�������HS������
������������� � QU��T�1����

Φ1(z) = [Φ0(z)]
p/2 � �5���
�

����������� �JP������������%� � ���LT��"��S�S Q
E2

� � ���%�����
Φ1(z) ∈ Lq(G)

�����M�����������
q����TU�����%�
���
�

1 6 q < 4
� �%�
"�"C� ��� 	�� � � � � ���%� � ���

m = pq
2 < 2p

��P�����QU���
�
"
∫∫

G

|Φ(z)|m dx dy 6

∫∫

G

|Φ0(z)|m dx dy =

∫∫

G

|Φ1(z)|q dx dy <∞. B

�5� (D�0z6{��6�4��&
BMO

����������	�
�	
��
����������������������������

	�
 H�-���-�
�-�.(:(- ��& �N&���& N<����� S������������q� � QU��T�1����
ϕ ∈ L1(Γ)

�
ϕ =

ϕ(eis) ≡ ϕ(s)
������OR� �
����S ��&)($��#$*���� � #
� � "�" �

BMOf
�0/214365#798:7 ;
8:<�5
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�
U ��	 �f��� S ���

sup
I

1

f(I)|I |

∫

I

|ϕ− ϕI | ds = ‖ϕ‖∗,f <∞,

� �5�
I ⊂ Γ

� P��������������#+���O��=�����
����� ���i���
Γ
� |I | � �����/�����������

f
�

����QU��OR� ����� �q�yP����%� � ���
� �#+����q� � QU��T�1����D�D��P���� �5� �%�������q�����
[0, ε]

�
0 <

ε < 2π
�
ϕI =

1
|I|

∫
I ϕds

�
�M���BTU��" P��%��T�S������������������ � QU��T�1����

ϕ ∈ L1(Γ)
��P���� �5� �%������� �
�����%�
�

��������� �
	�
 H�-���-�
�-�.(:(- ��& �N& �N& ; �%� �"Q
� � U��JS �'��,���	 ����Q��5�
" ��������������+%�����
�

� QU��T�1����
Φ(z)

�E�
��������������� S T��q�p�
D

� P������������%� � ��� T��"��S�S Q
BMOAf

�
� S ���

Φ(z)
P������������%� � ��� T��"��S�S Q -��
���"�

H2
������������T���S��
�
� �#+���O��'P������

�5� �#+���O��H���������������
Φ+(eis) ≡ Φ(s)

���
Γ
P������������%� �'�
�'T��"��S�S Q

BMOf
�
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�DQ��5�
" ��������������+%�����
� � QU��T�1����
Φ(z)

�M�
��������������� S T��q�6� �������
�����
���������q� �
�5��P����%��������� T���QU� �

D
��P������������%� � ��� T��"��S�S Q

BMOAf
�D� S ���

Φ(1/z) ∈ BMOAf
�

>ES ���
f ≡ 1

�%�
����Q��5�
"?��S P����#+������ �
��+!���������������������
BMO1 = BMO

�
‖ · ‖∗,1 = ‖ · ‖∗

�
>ES ���

f = ln−1 1/r
�%�
����Q��5�
"?��S P����#+������ �
��+!���������������������

BMOf =
LMO

� ‖ · ‖∗,f = ‖ · ‖l
� +����������5���%�

LMO ⊂ BMO
�

	�
 H�-���-�
�-�.(:(- ��& �N& �N& �DQ��5�
"���������������+%�U���
�
ϕ(θ) ∈ Λf

��� S ���

ess sup
s,θ

|ϕ(s)− ϕ(θ)|
f(|s− θ|) = ‖ϕ‖Λf

<∞.

+����������5���%�U���
�
Λf ⊂ BMOf

�
(3"0�����!"0� S��
�%S �%� �"Q �������3�����������5������QU������� � �5��������� U �
	 �
� ~U}�} � �5� (D�0�5��������� |F (x) − F (y)| 6 C|x − y| 4�3  & C �?� & �/"��("!�.���, " � �("!�����$����4��("

∫

I

|F (ϕ(θ)) − [F (ϕ)]I | dθ 6 2C

∫

I

|ϕ(θ)− ϕI | dθ.

+����������5���
�3{�~�� �
���5|0~	�5� (D�0�5���������

ϕ ∈ BMOf 4.�(" F (ϕ) ∈ BMOf P�3{�~�� �
���5|0~��5� (D� 
N� ������� 	!�$��) & � � � �/"(
 ,�� & � � �0"(	!�$��)��0"�1 G ����� J����
ϕ ∈ BMOf

, � � �$�! � & IK���N" % � � � � � 4 � �/"��("!��"�1 G ����� J�� � F �� #" �'� & � � "�F
��� & �L� ��� " �'��7 	H��,

�
��J ��4��(" F (ϕ) ∈ BMOf P

� ~U}�} � �5� (D� 
N�.�������
ϕ ∈ BMOf 4.�(" |ϕ| ∈ BMOf P�������6, � � ���("(
 0 < k1 6 |ϕ| 6 k2 4$3  & k1 � k2 �?� & �/"��("!�
� & , " � �("�F

������� & 4.�(" 1
ϕ ∈ BMOf P�������

ϕ1, ϕ2 ∈ LMO ∩ L∞(Γ) 4 �(" , ��" � 	 � &  & � � & ϕ1ϕ2 ∈ LMO ∩
L∞(Γ) P

C
� ����������QU������� � �5�������GS�������Q �8�MS �%� �"Q���� ���3��������������S���� �

∫

I

||ϕ| − |ϕ|I | dθ 6
∫

I

|ϕ− ϕI | dθ.

�M���H�5��T���� �
�
� �#+ S���� �����
���������LQU������� � �5�������H�5� S����
�
����������1���������+L�����
����������Q � S�" � � UU��S ������� 	 �

∫

I

∣∣∣∣
1

ϕ
− 1

ϕI

∣∣∣∣ dθ.
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� ���%�������%"0���
"
∫

I

∣∣∣∣
1

ϕ
− 1

ϕI

∣∣∣∣ dθ 6
1

k21

∫

I

|ϕ− ϕI | dθ,

����T�Q����'P�����QU���
�
"r���
��������QU������� � �5������� �
)<������+��RQU������� � �5����������O��
��T��
���������
�����%�q���
�

LMO∩L∞(Γ)
� " Q �#+
�

����P�����T��
�
���
BMO

�
B(H�GS �%� ��S�������� ��� ��� � ���%�
"�" O ��� ��� � P�����QU���
�
"

�3{�~�� �
���5|0~��5� (D� #D���������
λ(t) ∈ LMO

� �� #" �'� & � � "!��� & �2� & �.� � & �$F� � � ��

0 < k1 6 |λ(t)| 6 k2 <∞,

3  & k1, k2 � � & �/"��("!�
� & , " � �("!������� & 4��(" ω(t) = argλ(t) ∈ LMO P=�~U�#�0~U} � �5� (D�0�5��� �0"!I & � � � " BMO
� �0"!��
O"�1

‖ϕ‖BMO =
1

2π
‖ϕ‖L1(Γ) + ‖ϕ‖∗

� �'� � & � � � % �(�$� � " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
�P
� �0"!I & � � � " LMO

� �0"!��
O"�1

‖ϕ‖LMO =
1

2π
‖ϕ‖L1(Γ) + ‖ϕ‖l

� �'� � & � � � % �(�$� � " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
�P�3{�~�� �
���5|0~	�5� (D� &,��� �0"!I & � � � " BMOA
� �0"!��
O"�1

‖Φ‖BMOA =
1

2π

∥∥Φ+
∥∥
L1(Γ)

+
∥∥Φ+

∥∥
∗

� �'� � & � � � % �(�$� � " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
�P
� �0"!I & � � � " LMOA

� �0"!��
O"�1

‖Φ‖LMOA =
1

2π

∥∥Φ+
∥∥
L1(Γ)

+
∥∥Φ+

∥∥
l

� �'� � & � � � % �(�$� � " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
�P(H����� S��
��� � S�" � � ��� ��S �����
�
�
U �
�
	���	 �f�����
�

LMO∩L∞(Γ)
� S���+8" Q �#+q�����

P�����T��
�
���JP���� S��
���
��S���� �
BMO

�q� � � � "C��T�S �%"C���#+���� �J������TU����"0��� �8� S������
� QU��T�1����D��Q�"0��� �8�������!���
TU���
����O��8� S���+�����P�������OR����O��y������������O�����P����
���
�
���
���

BMO
�
BMO

�



p
s ?
s P�V�M�]^] S
BMO � æ(ç
è�éUê�ðfê$	8ðfë�é��<ó#ú^ò ÷ ÷ ë�ñ�ò ç
é�� ���

; �%� �"Q
�
�%"0����������S �6�
�����"��1����D������� �5�
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ũ(s) =
1

2πi

2π∫

0

u(σ)
eiσ + eis

eiσ − eis
dσ = − 1

2π

2π∫

0

u(σ) ctg
σ − s

2
dσ.

� ��� � � �

� �
�8����������� ������� S��
���q� � ���%" Q �"�'-����#+���������� � S�" � � 	 ��S �%�
��	 �f�"S �
����O��
� ����� �q�������
��������O�� ���������������GS���P������8������O���� �
�%"0��������� S T������

D
� QU��T��

1����
u(z)

�
ũ(z)

� +�����������������TU��� ���
u(z) ∈ hp

�
p > 1

��P���� ���
��"
ũ(z)

����T��
�8� P������������%� � ���GT��"��S�S Q

hp
� �������
��������O�� ���������������

u(s), ũ(s) ∈ Lp(Γ)� S�" � � �
� ��� � ��� ��� � � � ���
	 � �
(3"0�����!"0� S��
�%S������
������������� � S�" � � 	 ��S �5�
��	 �

iũ(s) = 2Ku(s)− 1

2π

π∫

−π

u(σ) dσ + v0,
� ��� ��� �

� �5�
v0 = const

�

Ku(s) =
1

2πi

∫

Γ

u(σ)

τ − t
dτ, τ = eiσ, t = eis.

� ��� ��� �

=�~U�#�0~U} � �5� (D� 
 >�� &�� &�)6-�����-�H�+B9,. � ��� ��S �"�
��	
/��
����	 � & � ��" � �+�.�(�$F� � � "�4 � " , ���5I & ���0" & � ReH1(0) � ���(" BMO � ( , " � �("!������� & G ����� J���� ) P�������
F ∈ L1[0, 2π] � � & 9 & � � � & ���$��� G ����� J�� ��40�(" ��� &  $� 7 9 � & � ��� " �'� �

�$� F � � �'��� � � & ������� �
1)

, � &  & � limr→1

∫ 2π

0
Re f(reis)F (s) ds = LRe f

� ��9 & � � � � & �2 � ���7 % "�1 G ����� J���� f ∈ H1(0) 4 � L � ��� � & 1�����1�� & , � & �
� � ����1 G ����� J�� "�F
�$� � �$� ReH1(0) �

2) F (s) = ϕ(s) + ψ̃(s) 453  & ϕ � ψ � � & 9 & � � � & ����� & G ����� J���� � � � ��� �
L∞[0, 2π] �

3) F ∈ BMO P
� ��� �.)�� & 4��/"�3  �� F ∈ BMO 4��0"!��
���� & , � & �
� � �0"�3(" ��� � & 1��0"�3("HG �����$FJ�� "��$� � � L 4#" , � &  & � & ���0"�3(" � 1) 4 � � �'��� � � & �����$� ‖F‖∗ 4 � 
O"!IK�0"K�$�(1�� �� & 9 & � � � & ����� & G ����� J���� ϕ1, ψ1 ∈ L∞[0, 2π] ���(� � & 4�)5�("

F (s) = ϕ1(s) + ψ̃1(s) + const,

, � � ) & 

‖ϕ1‖∞ + ‖ψ1‖∞ 6 A‖F‖∗ 6 B(‖ϕ1‖∞ + ‖ψ1‖∞)
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� � ) ����� " � � � �/"�� � ���(��� A �
B P �/�(� � 
 " % �.��	�"(
 4 BMO =

ReL∞ + R̃eL∞ P; QU�����
��"IS �
���������5����P������������������ �
�����J-����#+���������� � ��� � � �������5���G4��
�
�J� � S�" � � 	 ��S �N�
	�	 �f�������
�������
" O ��� ��� � �����%� �8�������

BMO ⊂ Hp
�
p > 1

���
�
�������
" O ��� 	�� 	 ����P�� S���� ��S������������ S �%� �"Q����'S �%� �"Q ��� �q���
�������
"C� �

=�~U�#�0~U} ���5� (D� #D���������N,�� "����0" � ��M f(t) � ��� & 3+�.� � � � ��, � �-" � � � ��� 	4, �
�$� &  � � � )��0"�1 "����/�5IK�0" � � � Γ = {z : |z| = 1} , � � �$�! � & I � �6� � � ��� �
L∞(Γ)

����� � � � ��� � BMO 4 �(" Kf(z) ∈ BMOA
�
D 4 � � 
 & 7 ��
 & � �("

� & �.� � & � � � � �
‖Kf(z)‖BMOA 6 const ‖f‖L∞(Γ),

‖Kf(z)‖BMOA 6 const ‖f‖BMO,

� ��� ��� �

3  & �/"�� � ���(��� � "�� f � & 	�� �'��� ���+4 �:��, �.� � &  ����� � GH"!��
�� � ����" � " J �/"�3(" ��H� & 
 & � � � ��� 	�	 � P�3{�~�� �
���5|0~.�5� (D� %N� �������
t ∈ Γ

�8,�� "����0" � ��M f(t) � ��� & 3+�.� � � � ��, �
�-" � � � ��� 	4, � �$� &  � � � )��0"�1 "����/�5IK�0" � � � Γ = {z : |z| = 1} , � � �$�! � & F
I � ��� � � ��� � L∞(Γ)

����� � � � ��� � BMO 45�("  � � ��� ��3 � � ���0�0"�3(" � ��� & 3+�.� � �
Kf(t)

� 
 &�& 
 " J & ��� �

‖Kf(t)‖BMO 6 const ‖f‖L∞(Γ),

‖Kf(t)‖BMO 6 const ‖f‖BMO,

� ��� �4, �

3  & �/"�� � ���(��� � "�� f � & 	�� �'��� ���!P=09,+�-�<,9,.(:(- ��& �N&���& (H����� S��
���%�,���
�IS ������Q ��������O�����P������
�
���D��� �
��"
����S �%�G� � ��� � � �^� � ��� ��� �^���������
���������
�&�

LMO [
,�	
,
U ,
]
�

� Q S���+
ϕ(s) ∈ L1(Γ)

�
δ > 0

��� ���%� � �%" � �`��������������������������P���� �5� �%���
����� ��� ��� � �

Mδ(ϕ) = sup
|I|<δ

1

|I |

∫

I

|ϕ(s)− ϕI | ds.

)D��� ���
ϕ ∈ BMO

�
��� ���?� �
���#+�TU� �
��� �����RTU��� ���
Mδ(ϕ)

�������
�����������
� ‖ϕ‖∗ = limδ→2πMδ(ϕ)

�
	�
 H�-���-�
�-�.(:(- ��& �N& �,& �DQ��5�
" ��������������+%�%���
� � QU��T�1����

ϕ
�%"0��������Sf�

����� �����JQ �6S���� �5� � � � S�1���������1�� �5�����
ϕ ∈ VMO

�
VMO

��� <�56BE?��6B 5��
;
8:<�5>=�?A@CB D DE<GFAB 145 �f��� S ���
� �
ϕ ∈ BMO �� �
M0(ϕ) = limδ→0Mδ(ϕ) = 0.

V MO
� � ��" T���QU�
���
P�� �"P���� S��
���
��S������I��� �
���q��������"<P���� S��
���
��S������

BMO
� S�" � � UU��S ��������	 � � +����������5���%�U���
�

LMO ⊂ VMO
�
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BMOA
��P���� �5� ���%" "0���
�

�8� S������
VMOA

T���T P�� �?"0��� �8� S������
BMOA

� QU��T�1����D�
�6+��8����T���S��
�
� �#+
�
��O��yP���� �5� �#+���O��B��������������� ���

Γ
P������������%� �'�
�/T��"��S�S Q

VMO
� @HS����%�

���
�
VMOA

� � ��" T���QU�
���yP�� �"P���� S��
���
��S������r��� �
���q��������"5P���� S��
���
���
S������

BMOA
���

LMOA ⊂ VMOA
� � � S TU���#+�T�Q

H∞
P��%���
���
�

BMOA� S�" � � UU��S �����U�4/�����	�	 �f�q�
�HP�����QU���
�
"BS �%� �"Q �������������������5�����DQU������� � �5������� �
� ~U}�} � �5� (D� #D� ����	!�0" � ��M H∞ \ LMOA � & , � � ����4 �!P & P � ��9 & � � � �$F7 ��"�3+�.�(� � ) & ����� & �(�$� ��� � � ) & � � � & � D G ����� J���� 4�� & , � � �$�! � & IK�(9 � &

LMOA P
�5�0���D�(z�����~����9( � � � ����� ��|0} ������� �l|,{�% �5~ �(� �

�0{�(�"���{��5}��#� ���'&�� ���N�����(|��

4G��TIQ S����
�������%��������� �
� � �
� � ,��
	�� S�" � ����" �8�J�����#+������ �JQ � �����
�����q�
��QU��Q��f��P���� ����QU��������� � � �
�� 	� �%� ������� � �%� �����������%� �$
�� 	 ��� � � , � �
+
��� ��� 	 &)��� �6&)($��#$*�� �rS�����P�������OR����OB" � � �������8� �� �#+��5��������OB" �5�f�"������T��
�8�\��������OR����OB" �MTU��� �3� ��1�����������" �D� P���� S Q�"�" ����Q��
" O��GP�������O��3����S��
���N�
�����������%����� S��
� S�����������OB" � P���� S��
���
��S���� ��" �D��� TU���
����O��&S �%� �"Q����'��S T��
��+
�������������D�q������� ����S � T��"��S�S O�-��
���"�'�
;<" ��������� � � (H��QU������� � ������� T����
���
��O���� ��������������T����HP���� �"P����%� �8���������L�GP�� S �
������������S��
�����J���HP��
���
����� �!�
; �D���8�
� S���� P����%" ORT������'�&� ����������� T��"��S�S��q�

BMO
�

�5�0���D�0�5��� � � ����� ��|0} ����� � �l|,{�% �5~ �(� � �0{�()"���{��5}��#� ���'&��
���N�����(|�� � �,{��6�4�4��� ��}�|'�(�0�%���¯������{��6�
��|���{�( !��N�0�%�����D����"������
�(|��0~ �<� H ����������8 �%"C�
���H�����`�����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1���� �MT��"��S�S��q�%;<" �����
����� �H����QU�����"��SC+G�JS �%� �"Q ���J���!���
�������q�N2�� � ,��
	 �����������"��S��
��� SR����P�QU�����
�
S T��%" �`�����
����1���" �D����� �
�
	 �����`�����"��S��
��� S�����P�QU����� S T��%" �'�`�����5������� S T����
" �������
����1���" � � 0���TU���
����O��!����������������� ��������������Q �#+q���
�
���&S�� �5��� �'�
��S �
�.� U �4	�� S�" � ����" �8�������%���GP�� �5��������O�������������������Q �#+q���
�
��� P������ S Q � ���
���
"0�����
�
"0��� �
N � ,���	 � � �
� � S �E� U �4/�� U ��	 ����"0��������� S ��� �5�������&� ��������� -����#+����������y�

T��"��S�S��q�<;<" ��������� �pT:Q �8�I��S�S �%� �5��� �
�������|� ���������y8 �%"C�
���pP��?S ���
"0���
��������� ��������� S ���
" Q 0 � ( � A Q S ��� ��� �J������� � S�" � � ��� ��S ����� �
/������
	 � � N�"0���
S��
�MS��
�
" P����%"0���H��S�S �%� �5��� �
�����H� ���������&-����#+���������� P�� S ���
"0� K � � � -��q�
����� � � S�" � � 	 � S � ��,���/��
	��
	 � �%"0����� S���"0� S��
�����
� �#+���O��|�����
����� SI� P��"�
���
P����%"0�����������6�
���������
T
T����
����OB"/� ����������"I����������������������O��%�
�����������������
S T���� � QU��T�1���� � )���TU��" QIP����%"0��" QI��S�S �%� �5��� �
��� � �/P�� S �
������������S��
�����
�J���
P�QU��T�� � � � S TU���#+�T�Q S ��QU���
������������Q ����������� � �����5������� S TU���5�������
����1�O
"0���
� �5��"�������Q ����������Q ����������"0��� � ���
� ���&��S�S �%� �5��� �
��+'� �
�
��Q��5�����
� �#+����%�
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��� �
������Q���� ����TU���
����O��?�5��P����%�����
� �#+���O��i����S�S Q � �5�������<� ��Q��5��� ����Sf�
S�"0���
�����&� S �%� �"Q �����
"pP�QU��T��
� �
4G��TB�y��O �����?���������������%" ���������

G
�������
������������Q � � �5��� S �
������Q � ���
�

�"��S���+J� TU��" P��%��T�S������
z
� P��%� S TU� S����D�

z = x+ iy
�
i2 = −1

��S ����P�QU����� S TU���
�����
����1����

Γ = ∂G
�
G = G ∪ Γ

� S�" � ��P���� �5� �%������� ��� ��� � � �
N ���
�����
������S�S�"C�
�
����� �
����S �|� ���������r8 �%"C�
��� � -����#+����������

(
-����#+
�

���������
)
�&S �%� �"Q �������yP�� S����
������TU��2%���
�����������%��"0��� � ��Q �6�

G
� QU��T�1�� �

Φ(z) ∈ Ep
�
p > 1

� S�" � ��P���� �5� �%������� ��� 	�� � �f��P���� �5� �#+���O��H���������������
TU���
�
�
���������

Γ
P��8����T���S��
�
� �#+���OB"�����P��������%�������%"/P���������� S �D�"Q!���

Γ
Q��5�����%���

��������� ���'T����
������" Q Q S �%����� �
Re
{
λ(t)Φ(t)

}
= g(t),

� ��� � U
�
� �5�

t = t(s)
�
s ∈ [0, l]

� � � �3� ��T�S8�
����T��D��P������������%� �'�
����� T����������
Γ
�

λ = λ(t)
� TU��" P��%��T�S����������������q�/���
"0�����%"C�q� � QU��T�1����D�(��P���� �5� �%�������q�

���
Γ
�"Q��5�����%����������� ��� �q� Q S �%����� �

0 < k0 6 |λ(t)| 6 k1 < ∞ �
k0

�
k1

�
������� S�����������O��MP�� S��
��������O����

g(t) = g(t(s)) ≡ g(s) ∈ Lp(Γ) ≡ Lp[0, l]
�

��P���� �5� �%�������q�����
Γ
������� S������������q� � QU��T�1���� � 8C��� �5� ����� � ��� � U
�0��� |λ(t)| �P������5�
"pT���T������ ���%�����
����" Q%T����
������" Q Q S �%����� �����'TU���
������" |λ(t)| ≡ 1

2

Re
{
e−iω(t)Φ(t)

}
= g(t),

� ��� ��	 �
� �5�

ω(t) = argλ(t)
�

+�������� �q� � � �'S �8������	 ��� �5������� �5����� � �����������D� "�� ��	 , � ������� � � �����q�
��� � ��� � U
�f����Q��5�
"�������OR� �
��+�� ��������Q3����O S T��
�����8��P���� �5� �%��������� �

G
� QU��T��

1����
Φ∗(z) ∈ Ep′

� 1
p + 1

p′ = 1
��P���� �5� �#+���O��'���������������yTU���
�����������

Γ
P��

����T���S��
�
� �#+���OB"�����P��������%�������%"yP�������� � S �D�"Q8���
Γ
Q��5�����%����������� ���HT����q�

������" Q%Q S �%����� �
Re {λ(t)t′(s)Φ∗(t)} = 0.

� ��� ��� �
2B�����%����������� P���������� �"Q���� � ��� � U
�DT � ��� ��	 �f����� � ��� ��� ��"0� �`���%P������������

T���T������ ���%�����
����" Q T����
������" Q%Q S �%����� �
Re
{
eiω(t)t′(s)Φ∗(t)

}
= 0.

� ��� � ��� �
; �%� �"Q
� � �
� �ES � �
����	 �CP���� �"P����%� � �%"��l���
�/P����?��O��������6�����
� ��O � �%�

����� �
����T������������"�¯����S��������
s = 0

��������O �"QU���
s

���
Γ

� QU��T�1����
ω(s)Q��5�����%��������������� Q S �%����� �

ω(s) = ω̃0(s) + ω̃1(s) + ω2(s),
� ��� � ��� �

� �5�
ω̃0(s)

� ����P�������OR�����q� � QU��T�1����:� T��	� �5��� �
����TU�/S����
"0�������
[0, l]� �IT����
���������
����T��q�/�%"0������S �p�y�����"Q�� �5��� S��
������������������P�������OR����� S���+U�f�
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ω̃1(s)
� � QU��T�1���� �������
���������������B� �
�����
1���� ����S����
"0�����
�

[0, l]
�
ω2(s)

�
���
"0�����%"C�q�����

[0, l]
� QU��T�1����D��Q��5�����%����������� ��� �q��Q S �%����� �

|ω2(s)| 6 νπ, 0 < ν <
1

2p
, 0 < ν <

1

2p′
,

1

p
+

1

p′
= 1.

� ��� � � � �
0��!�������
��������� �q����������� S����D�N"0� �8�
"<S��������
��+ � S�" � � �
� ��S � �
����	 �f�?���
�

ω(0) = ω(S)
�
ω̃1(s)

����P�������OR�����yS P������ � ���
����TU�
s = 0

� � � S �%� ���
�
�
��� � ��� � ��� �\"0� �`���'P�������P���S��
��+ �'�����5� � S�" � � �
� ��S ���
����	 �

ω(s) = ω0(s) + ω1(s) + ω2(s),
� ��� � ��� �

� �5�
ω2(s)

� P���� �`�����D�
ω1(s)

� � QU��T�1����&S T�����TU���
ω̃1(s)

�
sk

� ���3�����%���
���
" S������
������"0��� �8� S������8�
������T���������OR� �

ω̃1(s)
2

ω1(0) = 0, ω1(s) =
∑

0<sk<s

hk+[ω̃1(s)−ω̃1(s−0)], 0 < s 6 S,
� ��� � ��� �

hk = ω̃1(sk + 0) − ω̃1(sk − 0)
��������P�������OR�����q�����

[0, l]
� QU��T�1����

ω0(s)��������� S Q�"�"0�
ω̃0(s) + [ω̃1(s)− ω1(s)]

�
� � S��
�����%"&��� �"������������"&T���QU���

D : |ζ| < 1
TU��" P��%��T�S������

ζ
� P��%� S TU� S����

� QU��T�1�� �
Ψ(ζ) = Φ(w(ζ)) [w′(ζ)]

1
p ,

� ��� � ��� �
� �5�

w = w(ζ)
� � �5��������S��
����� TU��� � ���%"0�����!���
�������	�8�������!� �"���������������

T���QU� �
D

���¯�����"��S���+
G

� 4G��T ������� S��
��� � �%�
"�"C� ��� 	�� � �f�
Φ(z) ∈ Ep

�
G�
��� ��� ���
���#+�TU�8�
��� ������TU��� ���

Ψ(ζ) ∈ Hp
�

� � S TU���#+�T�Q
w′(ζ) 6= 0

P���� |ζ| < 1
��� �����"��S���+BS'����P�QU����� S TU���������q�

����1�����������������S � �����"��S���+�� ;<" ��������� � � S�" � ��P���� �5� �%������� ��� 	�� � �f�5�
�
P����
|ζ| < 1

"0� �`������P���� �5� ������+ � �5��������������Q � � �
�%"0��������� S T�Q � � QU��T�1�� �
argw′(ζ)

� S �D�"Q����¯��T���Q �`��� S����
C = {ζ : ζ = eiσ} ���%"0�����JQ � ����T��q�

S��
�
� �#+���O�� P���� �5� �#+���O�� ���������������D��P��������
"<� T��	� �5�����
����TU�%T����������
Γ�%"0�����`"0� S��
�%S������
������������� � S�" � � �
� ��S ��	�	 � � U �
	 �

argw′(eiσ) = θ(s(σ)) − σ − π

2
.

� ��� � �4, �
N=S ����Q � ��� � ��� �CT����
��� �q� � ��������� � ��� ��	 ����Q��5���"��T������ ���%�����
���MT����
�������

� ���������
Re
{
µ(ζ)Ψ(ζ)

}
= g(t(ζ)), ζ = eiσ ,

� ��� � � U
�



��	 � V�M�RqM�p
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� �5����SHQU�����
��" � ��� � �4, �f�
µ(ζ) ≡ µ(σ) = |w′(eiσ)|− 1

p eiν(σ),
� ��� � ��	 �

ν(σ) = ω(s(σ)) +
1

p

(
θ(s(σ)) − σ − π

2

)
.

� ��� � ��� �
Q�� �l~ � �'�'����~��?�#"����*�q{��%�5|'(�� >ES ���/� � ��� � ��� �

ω1(s) ≡ 0
���/�%"0�����

"0� S��
� � ��� � � � �f�N�
� ��� �
��# "�� � # 	!� � ���	� �'( " ���	��� , � ��� ��	 � � �¯����T��8� � ��� � U
�v�
��Q��5�
"�������OR� �
��+8����S �%�

κ =
1

2π
(ω0(l)− ω0(0)),

� ��� ��� � �
TU���
���������DS �%� �"Q
� � �
� �RS �R�����
	 �\��Q��5�
" P���� �"P����"�
� �
��+ 1�� ��OB" � N S ��QU���
�
S ��� �5�������y� ���������I-����#+�����������TI� ���������J8 �%"C�
����"0���
� �5��":0 � ( � A Q S �����
��� �J�������D�����
�%���%S����������
����� S � ��� � � � �f����T������ ���%�����
��� P���� �"P����%� �8�������%"
�&TU��� �3� ��1��������
� � ���������I8 �%"C�
������P�����������OB"<�6� ,��
	 � �DQ��5�
":��S P����#+����
�
� �
��+����������������������

indΓλ(t) = κ
�\� �5�

λ(t)
� TU��� �3� ��1��������IT����
���������

Q S �%������� � ��� � U
� �
� Q S���+��
��P����6+ � � ��� � ��� �

ω2(s) ≡ 0
� +��������������%"����������

h+k
�
h−k
P����%�
�

� ���
� �#+���O���S T�����T��%��"0� �"Q �������
����1��
�
� �#+���O��%S T�����TU���G��� � ��� � ��� � S������q�
������S������������ � 3LP��������5�����%"=��� ����TD�?���
����O5P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���� {

h+k
} �

{
h−k
} ��O����&QU��OR� �����J�%" � ��� ��T���� �
�
� ���

p
�
p′
� � ��� � � � �l��Q��5�
" S��������
��+

����T��%" �D�����
�
h−k
2π

6= 1

2p′
,

h+k
2π

6= 1

2p
,

� ��� ����� �
�D��S �%� �"Q
� � �
� ��S ��������	 �����������������%"���������� (p)

κ1
����TU��������S �%�%�����
�

h−k
2π

>
1

2p′
, k = 1, 2, . . . ,

(p)
κ1;

h−k
2π

<
1

2p′
, k >

(p)
κ1;

� ��� ����� �

�8��������� (p)
κ2

� ����TU�����U���
�
h+k
2π

>
1

2p
, k = 1, 2, . . . ,

(p)
κ2;

h+k
2π

<
1

2p
, k >

(p)
κ2.

� ��� ���
� �
� ���%���������������������%"�2

h0 = h
(1)
0 − h

(0)
0

�U� �5�
h
(0)
0 = ω0(l)− ω0(0)

�
h
(1)
0 =

ω1(0+0)−ω1(l− 0)
���D��S �%� �"Q
� � �
� ��S �����4,�	 ����P���� �5� ���%"�1�� �%���B����S �%�

κ0
�

��S ��� �%�����GQ S �%�������
2h0 = 2π κ0 + h+0 , 0 6 h+0 < 2π.

� ��� ����� �
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��" S ��QU���
����Q��5�
"�������OR� �
��+

����S �%�
(p)
κ =

(p)
κ1 −

(p)
κ2 − κ0,

� ��� ����� �
P���� Q S �%�������D�`���
�o�������������5T����
�������X� ���������X��������S � � T��"��S�S��

Ep� � � � � �����5��T�SD� ���
��"yS ��QU���
�D� ������S ��������T��"��S�S�����TU���
������" QGP������������%� �'�
�
�������������5� �
��~ "��U{�( �(| ��� � ��|�� }��0����|(��~�{�%(� ; �%� �"Q
��� 	 ��S ��� U �
	 � 	 � � (
� , 	 � ��( � +

���%������� � ����� � � � � QU��T�1����
λ(t)

����P���� �5� �%���������8���HTU������QU���
Γ
���MS ��Q��

���
����� S ���M� � ��� � ��� �
ω1(s) ≡ 0

�M�%"0������"0� S��
� � ��� � � � �f����Q��5�
"�������OR� �
��+����q�
T�Q �r�5����S��������
� �#+���Q � P����%� � ���
� �#+���Q � � QU��T�1�� �

p(t)
�
������TJTU������QU���

Γ
�

���
�%��Q�"0��� � ���
λ(t)

���
p(t)

��P�����QU���%" P������������ �5�������
tκ

�
κ = indΓλ(t)

�
�����5��T�SBT����
���������/Q S �%�������5�!���rT����
������� �������������������

Γ
�����%��"0��� � �����

� QU��T�1����B��� P�� �%��� �%���������'T��"��S�S�����S���� �"��S���� �
���������'SJT��"��S�S���"��"�%TU���
�
�
����"p��������S �6�������������3����S�S�"C�
�
����� �
�
"0����� ��������� �
NIS ��QU���
����� S ���G� � ��� � ��� �

ω2(s) ≡ 0
� �
ω1(s) 6≡ 0

�
�
�B������Q ����������Q ���J���
"0��� � ���
� �#+�" O ���H��S P����#+���Q��
"���P������
��" Q%�����3��P���� �5� �����
" �

� ~U}�} � �5�0���D�0�5�D�������
Γ � &  � � � )��$��� "����/�5IK�0" � ��M |ζ| = 1 4�� �, � &  � ��� �'� & � ��� (1.103) ω1(s) ≡ 0 4 �("�� & 3 � � ��� � 	+� 7 9 � 
?
��0"!I � � & � & 


G ����� J���� λ(s) = eiω(s)
% �� & �NG ����� J�� � p(s) = e−ψ1(s) 4/3  &

γ(ζ) = ψ(ζ) + iψ1(ζ) =

=
1

2π

2π∫

0

[ω(σ)− κσ]
eiσ + ζ

eiσ − ζ
dσ = S(ω − κσ)(ζ),

� ��� ���:, �

e±iγ(ζ) ∈ Hp+ε, Hp′+ε,
� ��� ��� U
�

 � ��� & �/"��("!��"�3(" ε > 0 4 p � p′ �� #" �'� & � � "!��� 7 � � ��� � � � � P
C
N:Q S �%���������%�%�
"�" O �����3�������
����������������������� S����¯"0� �`����S��������
��+%�

���
� � QU��T�1����
ω0(s)

� � ��� � ��� �D� �� �#+��5������� ��� ,��
	 � N$���
��"IS ��QU���
��� �5�������������
���q�������%��"0��� � ���q� � QU��T�1����

S(ω0 −κσ)(ζ)
� �� �#+��5������� �H�

G∪Γ
� S�" � � 	 �

S �#,���	 �f���%�������5��T���� �
�
� �#+ S���� � � ��� ��� U
� �5� S����
�
�������'P���T���� �
��+%�U���
�
e±iS(ω2(ζ)) ∈ Hp+ε, Hp′+ε.0�� P�� S �%� �5�����H��T��������������G��O��
��T��
��� ���MS������
�������������

1

2π

eiσ + ζ

eiσ − ζ
dσ = −dσ

2π
+

1

2πi

2deiσ

eiσ − ζ
,

� ��� ���
	 �
Q S �%������� � ��� � � � �E� � ���%" Q � � �
��� 	 �E����� �
� ��S ���
�4,�	 �
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)D�%�����
�
p(s)

� ������Q ����������Q ���J����"0��� � ���
� �#+%��S������������5��� S���+��,S �%���
�"Q����'���GS������
�������������

p(s)λ(s) = ζκeiγ(ζ)
�
ζ = eis

�
B

� ~U}�} � �5�0���D� 
N��� �! ���)�� � � ��� J �
Re {χ(ζ)} = f(ζ) ∈ Lq(C), ζ ∈ C,

� ��� ���
� �
� � � � ��� & Hq 4 q > 1 4 � 
 &�& � " % 9 &�& � & � & � � & �'�  ��

χ(ζ) =
1

2π

2π∫

0

f(eiσ)
eiσ + ζ

eiσ − ζ
dσ + ic0,

� ��� ����� �

3  & c0 � , ��" � 	 � " � M'�$��� � & 9 & � � � & ���$��� , " � �("!�����$����P
C

����T���� �
�
� �#+ S������ S�" � �'� ��� ��S ����� U 	 �
B8C��S�S�"0���
���%" �
��P����6+%�%T���QU���

D
��� S TU���#+�TU��"0� �"� � ��1�������� �
����Q �,� �q�

������Q'!6� �
��1���2,���
����� �����%��"0��� � ��Q � �
D

� QU��T�1�� �����5��P�Q S T������JQ � �
��Q �%�GP�������S�P��������"T������H��O ���

κ > 0
��Q��5�����%����������� ���JQ � ������T���Q �`���
�

S��
���
Γr = {ζ : |ζ| = r, 0 < r < 1} �D��������������S���� ��" � ��� 	�� �f�

p = q > 1
�

�6���
C
T����
������" Q Q S �%����� � � ��� ���
� � � ; �%� �"Q
�5� 	 ��S ����,���	 �U��Q��5�
"�������OR� �
��+

����T�Q �.� ��������Q � � �
�� !� �
A

�
� ~U}�} � �5�0���D� #D��� �! ���)�� A � � � � ��� & Hq 4 q > 1 4 � 
 &�& ��" % 9 &�& � & � & � � &�'�  ��

χ(ζ) =
1

2π

2π∫

0

f(eiσ)
eiσ + ζ

eiσ − ζ
dσ +Q(ζ),

� ��� ����� �

3  &

Q(ζ) =

κ∑

k=0

(
ckζ

k − ckζ
−k
)
,

� ��� ����� �

3  & c0, . . . , cκ � , ��" � 	 � " � M'��� & �/"(
 ,�� & � � ��� & , " � �("!������� & P � ��
 & � � 
 4
)5�("2GL�(��� � ) & � � � c0 � ) ��� �(" 
�� � 
���� , " � �("!�����$����P

C
8C��S�S�"0���
���%" S����������"�,S ��QU���
�o� �5������� �5�������,T����
���������,Q S �%�������

�
f ≡ 0

� � NDORP�� ���
"¯����� �%� �8������� ��S TU��"0��� � QU��T�1����M����T���� S��
��� S�������Q ���D2

Q(ζ) = Q0(ζ) +Q1(ζ),

Q0(ζ) =

∞∑

k=0

ck ζ
k , Q1(ζ) =

−1∑

k=−κ

ck ζ
k.

� � S TU���#+�T�Q
Q(ζ)

��� ��T���Q �`��� S��
���
Γr = {ζ : |ζ| = r, 0 < r < 1} �Q��5�����%���������������!��������������S���� ��" � ��� 	�� �f���
�
Q0(ζ) ∈ Hq

�"� S �%� �5��� �
�
� �#+����%�
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C
� 0��'P�� S TU���#+�T�Q

Q1(ζ)
�
�����������������'�����������

C
�

�
Re Q(eiσ) = 0

�D�
� � QU��T�1����
Re Q0(e

iσ)
� ������� S������������U�H�
�����������������

P��
σ
���BS �%� �5��� �
�
� �#+����%�

Q0(e
iσ)
�
Q(eiσ)

� ������� S������������U�H�
����������������O
P��
σ
� )D��P����6+%� � ��� ����� �"S �%� �"Q�������� � 	 ��S ����,��
/�� U ��	 � � � ��� ����� � � ��� � ��� ����� � �

B
� ~U}�} � �5�0���D� &,� � � ��� " �'� � � � & 
 
 � 1.10.1 " , & �.���("!�

S̃f(s) =
e−ψ1(s)

2π

2π∫

0

eψ1(σ)f(σ)
eiσ + ζ

eiσ − ζ
dσ, |ζ| = eis,

� ��� ���
� �

"�3+�.�(� � ) & � � Lp(C) 4 p > 1 P
C

����T���� �
�
� �#+ S�����������P�� S���� ��S������������'S �%� �"Q����'����� �
� ��S ��������/����U�
	 �
B=�~U�#�0~U} � �5�0���D�0�5��������� � � ��� � ��� �

ω1(s) ≡ 0 4.� κ > 0 403  & κ " , � & F
 & � & �0" � � ��� ��� � � 4O�(" "� ��0"!��"� ��$���8	��! ���)�� � ��� ��	 �

(
, � � g(t) ≡ 0)

� 
 &�& �
�("�)��0" 2κ+1

��� � & 1��0"D� & 	�� �'����� 
 � � �-� & 9 & � � � & ���0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1
� � � ��� � Ep 4 p > 1 4/�D� & "� ��0"!��"� ��$���:	��! ���)�� �.��	�� & � � 
�� � Ep , � ����7 % "�1, �.� � "�1 )�� � � � ���.� & � "�3("L� ��� " �'� � g(t) ∈ Lp(Γ) P� % 9 &�& � & � & � � & 	��! ���) � � ��� ��	 �O, � � ���("(
 	��! �� & � � � GH"!��
�� � "�1

Φ(z) = [ζ ′(z)]
1
p [ζ(z)]κ eiγ(ζ(z))×

×
{

1

2π

l∫

0

eψ1(σ(s))g(s)|ζ ′z |−
1
p
eiσ(s) + ζ(z)

eiσ(s) − ζ(z)

dσ

ds
ds+Q(ζ(z))

}
,

� ��� ����� �

3  & ζ = ζ(z) � "� ��0" ����� ���0" & �/"���GH"!��
��0" & "��(" % �.��I & � � & " % � � � � � G
�$� &  � � � )�����1 ���/��3 D 4 σ = σ(s) � � "'"�� � & � � � � � 7 9 &�& "��(" % �.��I & � � &� & 3�
 & ����� [0, l] �$� � & 3�
 & ��� [0, 2π] 4

γ(ζ(z)) =
1

2π

l∫

0

[
ω(s) +

1

p

(
θ(s)− σ(s) − π

2

)
− κσ(s)

]
×

× eiσ(s) + ζ(z)

eiσ(s) − ζ(z)

dσ

ds
ds,

� ��� ����� �

ψ1(σ) = Im γ(eiσ) 4 Q(ζ) " , � &  & � & �0"KGH"!��
�� � "�1 � ��� ����� � P�������
κ < 0 4��("6"� ��0"!��"� ��$���8	��! ���)�� � ��� ��	 � � & � 
 &�& � � Ep � & ��� � & F� "�3("�� & � & � � ��4�� � & "� ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)��6�.��	�� & � � 
�� � Ep &  � � � � � & �$F

��� 
 " % �.��	�"(
 �("�3  �� � �(" � M'�/" �("�3  ���42�/"�3  �� � � , " � � & ��� −2κ − 1
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(
� & 9 & � � � & ����� � ) � ��� " �'� 1 �$� ��� " % "� �����1 ) � & � g(t) ���.� & � "�3("�� ��� " �'� �� ��� ��	 �

: ∫

Γ

g(s) eiω(s) Φ∗
k(t) t

′(s) ds = 0,
� ��� ����, �

3  & Φ∗
k(t) ∈ Ep′+ε, Ep+ε 4 k = 1, . . . ,−2κ − 1 4�� , " � �$��� ����� � & 
�� ��� F

� & 1��0" � & 	�� �'����� 
 � � �8� & 9 & � � � & ���0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1 � " , ���5I & ���0"�1
� � ��� ��	 � ���.� & � "�1 	��! ���) � � ��� � ��� � 4 � 
 & 7 9 & 1 � �' & � � κ∗ = −κ−1 > 0 P
� & � & � � & , � � ���("(
*	��! �� & � � ��GH"!��
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"C� ��� ��� � �f�L�
w′(ζ) ∈ Cα(D)

� N:S ����Q�P�� S �%� �5�������8��� S��
�����
� �#+ S���� �
ind
C
eiν(σ) = ind

Γ
eiω(s) = κ, σ ∈ [0, 2π],
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g1(σ) = g(t(ζ))|w′(eiσ)|1/p ∈ Lp(C))
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Ψ(ζ)
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Ψ(ζ)
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κ > 0

Ψ(ζ) = ζκeiγ(ζ)
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1

2π

2π∫
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eiσ + ζ

eiσ − ζ
dσ +Q(ζ)
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w = w(ζ)
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Re
{
eiν(σ)ζ ′(σ)Ψ∗(ζ)

}
= 0, |ζ| = 1,
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	 � � H �5� SC+

Ψ∗(ζ) = Φ∗(w(ζ)) [w′(ζ)]
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ν(σ)
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Ψ∗(ζ) = ζ−κ−1eiγ
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� ��� �
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γ∗(ζ) =
1

2π
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[
− ω(s(σ)) − 1

p

(
θ(s(σ)) − σ − π

2

)
+

+κσ − π

2

]
eiσ + ζ

eiσ − ζ
dσ,
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Q∗(ζ) =

−κ−1∑

k=0
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c∗kζ

k − c∗kζ
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)
,

� ��� �
�4, �



��� � V�M�RqM�p
s>G(] TUP�DDP�e^M�Q�X V��
W�SlX�] R�Xva�X W�Z��

� �5�
c∗k

� P��������������#+���O�� TU��" P��%��T�S���O��%P�� S��
��������O�� �
c∗0

� ����S��
��"0�����
"C�q�5� �
;?QU�����
��" � ��� �
��� � /N� ��� �
�4, �0�����������5��� S �%� �"Q �������GS������
��������������2

∫

C

eiν(σ)Ψ∗(ζ) g1(σ) dζ =
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eiν(σ) Ψ∗
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Ψ∗
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 & � & �0" � � ��� ����� � 4O�(" "� ��0"!��"� ��$���8	��! ���)�� � ��� ��	 �
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� ��� " �'� � � ��� ��	 � 40�(�$� � "�3 � )���� � � ��� ����, � P
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"=��T��	� �5��� �
����TU�8� �"���"TU� S���� T����������
Γ
�%"0�����6"0� S��
�&S������
���������

����� � ��� � �4, � �
N=S ����Q � ��� � ��� �CT����
��� �q� � ��������� � ��� ��	 ����Q��5���"��T������ ���%�����
���MT����
�������

� ��������� � ��� � � U
� �
+���"0�����%"��?���
��� �5� SC+%P������������ �5�������������
��������O�� ��������������� � QU��T�1����

Ψ(ζ) ∈ Hp
�
p > 1

�����
µ(ζ)

P������������%� � ���
Lp(C)

�
)���T|T���T � QU��T�1����

s(σ)
� �������
�
���q�=T �����|�
� S��������
��� ����P�������OR�
�

��O � S�" � � �
� ��S �%	 U 	 �f�N�
� � QU��T�1����
ν(σ)

�D��P���� �5� �%�������q�y� � ��� � ��� � ���%"0�����
�������
������������Q �,� �
�����
1�� �����������������G�%"0������"0� S��
�`����� �%� �8�����������
�����%�
�
����������� � ��� ��� � �f� � ��� ����� �f2

ν(σ) = ν0(σ) + ν1(σ),
� ��� ����� �

� �5� � QU��T�1���� S T�����TU���
ν1(σ)

�%"0�����%S �%� �"Q ���J���
�����(2

ν1(σ) = ω1(s(σ)) +
1

p
θ1(s(σ)).

� ��� ����� �
+����������5���%�����
�8���������%���B���
"rS������
������"0��� �8� S��������
������T�S T�����TU��� � QU��T��
1����

ν(σ)
� S���+8����������"0��� �8� S���� �

Ξ∪Θ
P����6���
�������	�8�������

σ(s) : [0, l] →
[0, 2π]

� H �
��Q�"0����Q��
" T���T�� ������� ���
� "0��� �8� S������<� ���������������%" ����� �����
����� {σk} ��� T�����T�� � QU��T�1����

ν(σ)
�!�
����T��q� {σk}

�����������5���!��������O

nk = hk +
1

p
fk,

� ��� ���U� �
� �5�

hk
�
fk

� S T�����T�� � QU��T�1����
ω(s)

�
θ(s)

�LP������������������
����T��
σk

���
[0, l]

�
P��������
"<���
����T��q������P�������OR����� S����'������� � QU��T�1����/S T�����T��/S��������
�
"i��Q��
�%����OB" � �
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k

�
n−
k

S������q�
������S������������GP����%� � ���
� �#+���O�� S T�����T��'��"0� �"Q ���`���
����1��
�
� �#+���O�� S T�����TU���
��� � ��� ���U� �f��� �
����T�� �������pS T�����TU��� � ���������

σ+
k

�
σ−
k

S�������������S������������ �
3LP��������5�����%",��������TD�(���
����O P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���� {n+

k }
� {n−

k }
��O����

QU��OR� �����J�%" � � ;\��P������8������O��%P���T���� �
�
� ���
p
�
p′
(
1
p + 1

p′ = 1
) ��Q��5�
"

S��������
��+`����T��%" �D�����
�

n−
k

2π
6= 1

2p′
,

n+
k

2π
6= 1

2p
,

� ��� ��� , �

�D��S �%� �"Q
� � �
� ��S ��������	 �����������������%"���������� (p)
κ1

����TU��������S �%�%�����
�

n−
k

2π
>

1

2p′
, k = 1, 2, . . . ,

(p)
κ1;

n−
k

2π
<

1

2p′
, k >

(p)
κ1;

�8��������� (p)
κ2

� ����TU�����U���
�

n+
k

2π
>

1

2p
, k = 1, 2, . . . ,

(p)
κ2;

n+
k

2π
<

1

2p
, k >

(p)
κ2.

� ���%���������������������%"�2
n0 = n

(1)
0 −n(0)

0

�q� �5�
n
(0)
0 = ν0(2π)−ν0(0)

�
n
(1)
0 =

ν1(0+0)−ν1(2π−0)
���D��S �%� �"Q
��� �
� ��S � ���4,�	 ����P���� �5� ���%"�1�� �%��������S �%�

κ0
�

��S ��� �%�����GQ S �%�������

2n0 = 2π κ0 + n+
0 , 0 6 n+

0 < 2π.

�3� �
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��"|S ��QU���
����Q��5�
" ������OR� �
��+
����S �%�

(p)
κ =

(p)
κ1 −

(p)
κ2 − κ0

� ��� ��� U
�
P���� Q S �%�������D�`���
�o�������������5T����
�������X� ���������X��������S � � T��"��S�S��
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������" QGP������������%� �'�
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=�~U�#�0~U} � �5�0���D� #D� ������� (p)
κ > 0 4 3  & (p)

κ " , � &  & � & �0" � � ��� ����� � 4 �("
"� ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)�� � ��� ��	 �

(
, � � g(t) ≡ 0)

� 
 &�& �6�("�)��0" (p)
κ + 1

��� � & 1$F
�0"K� & 	�� �'����� 
 � � ��� & 9 & � � � & ���0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1 � � � ��� � Ep 4 p > 1 4
� � & "� ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)��O�.��	�� & � � 
�� � Ep , � � ��7 % "�1 , �.� � "�12)�� � � � ���.�'F& � "�3("L� ��� " �'� � g(t) ∈ Lp(Γ) P
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κ − 1 (

� & 9 & � ��F� & ����� � ) ��� � & 1���� � � ��� " �'� 1 �$� ��� " % "� �����1 ) � & � g(t) ���.� & � "�3(":� ��� "�F�'� � � ��� ��	 �
∫

Γ

eiω(s)Φ∗
k(t(s)) t

′(s) g(s) ds = 0, k = 1, 2, . . . ,−(p)
κ − 1,

� ��� ����	 �

3  & {Φ∗
k(z)} �

, " � �$��� ����� � & 
�� ��� � & 1��0" � & 	�� �'����� 
 � � ( � � & 9 & � � � & ���0"(
� 
 � ��� & ) � & � & � � 1�� � � ��� � Ep′ 	��! ���) � � ��� � ��� � 4 � " , ���5I & ���0"�1 � ��� ��	 � P
� ��
 & � � 
 4D)5�(" k = 0

, � � (p)
κ = −1 4H)5�(" "(	!�$��)�� & �8"� ��0"(	!�$��)���� 7%'& 	+� ��� " � ��� 7 �.��	�� & � � 
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w = w(ζ)
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� �q�

������� � ��� � � U
�D��� �"������������" T���QU���
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C
��P��������
"

w′(ζ) ∈ H1� S�" � � �
� ��S �%	���	 �f���
Ψ(ζ)

� ��S TU��"C�q� � QU��T�1����&T��"��S�S��
Hp

�
� �����
������������S�S Q � �5�������
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S��
Hp
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�<� S���+%���
������� S���� ������������� P����

ζ ∈ D
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Hp� ���������
8 �%"C�
���

Ψ+(t) = G0(t)Ψ
−(t) + f(t), t = eiσ ∈ C,

� ��� ����� �
� �5�

G0(t) = −e2iν(σ), f(t) = 2g(s(σ))
[
w′(eiσ)

] 1
p eiω(s(σ)),

� ��� ����� �
�
Ψ±(t)

� ����T���S��
�
� �#+���O�� P���� �5� �#+���O��D�������������������
C

� QU��T�1����
Ψ(ζ) ∈

Hp
������QU�
���I� S����
��Q � �������"��S����

D
S�������������S������������%�����������������I� �����q�

��� � ��� ����� � �%"0�����%S �%� �"Q ���J���&�����(2

Ω(ζ) =
1

2
(Ψ(ζ) + Ψ∗(ζ)), Ψ∗(ζ) = Ψ

(
1

ζ

)
.

� ��� ����� �
+����������5���%�U���
�

f(t) ∈ Lp(C)
�

>ES ��� (p)
κ > 0

��� �5� (p)
κ

��P���� �5� �%�����R� � ��� ��� U
�f�f�
�LSCQU�����
��" � ��� ��� , �"�LS ����Q
�
�������
" O �
��� � ��� � �
� ��S �����
��	 ���������l�������������\� �5������� �5�����G� ��������� � ��� ����� �f�
�������
���������������6������� S TU����������� S����D� �%"0����� �����

Ψ(ζ) = Z(ζ)Qm(ζ)
�l� �5�

Z(ζ) ∈ Hp+ε
�
ε > 0

� � ��P����%���3��P���� �5� �%��������� � T��
����������� S TU�����<�������������



p
s pft
s>P�YUM�X RqM ���fMfa�M�F�M�LNZ!D,M�W�M7� � Z�V���O
X^Y�Q
M�efP�VUP�DDP
YU[\W�S��![\d
WUc���Z�_ �
�

� �5������� �5�����r� ��������� � ��� ����� �f�C�
Qm(ζ)

� "0�����������%��� S��
��P������
m 6

(p)
κSHTU��" P��%��T�S���OB" �
TU��� �3� ��1�����������" � �

NDORP�� ���
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Z(ζ)

��P�� �5��������������������TD�����
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Z∗(ζ) = {ζ}
(p)
κ Z(ζ).

� ��� ����� �
;?QU�����
��" � ��� ����� �l�������������

Z(ζ)
"0� �`��� ��������+ �'�����5� � S�" � � �
� ��S ����� ��	 �f2

Z(ζ) = C0 Ψ̃(ζ) [ζ − ζ(0)]κ0

(p)
κ2∏

k=1

[
ζ − ζ(σ+

k )
]

(p)
κ1∏

k=1

[
ζ − ζ(σ−

k )
]−1

,
� ��� ���
� �

� �5�
C0

� ���3���������q����Q ���.TU��" P��%��T�S����q�
P�� S��
���������q�D�

Ψ̃(ζ) = exp

{
1

2π

2π∫

0

ν̃(σ)
deiσ

eiσ − ζ

}
,

ν̃(σ) = 2

(
ω(s(σ)) +

θ(s(σ)) − σ

p

)
+
π

p′
.

� � S TU���#+�T�Q � S�" � � ��� ��S ����� U 	 �

Ψ̃∗(ζ) = Ψ̃(ζ)e−iα, α =
1

2π

2π∫

0

ν̃(σ) dσ,

�
� P����%� � ��� � � ��� ���
� �

C0 = e
i
2

(
−α+π

(p)
κ

) (p)
κ2∏

k=1

e−i
σ
+
k
2

(p)
κ1∏

k=1

ei
σ
−

k
2 ,

� ��� ����� �

P�����QU���%"p��ORP����%��������� � ��� ����� � �
)���T��%"6������������"��f������������������������� �5������� �5������� ����������8 �%"C�
��� � ��� ����� �

P���� (p)
κ > 0

�%"0�����'�����(2

Ψ(ζ) = Z(ζ)(qmζ
m + . . .+ q1ζ + q0),

� ��� ����� �
� �5�

qj
�
j = 0, 1, . . . ,m 6

(p)
κ

� � P��������������#+���O�� TU��" P��%��T�S���O��'P�� S��
�������
��O������

Z(ζ) ∈ Hp+ε
�
ε > 0
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Z±(ζ),
[
Z±(ζ)

]−1 ∈ Lp+ε(C), Lp′+ε(C),
� ��� ����, �

� �5�
ε > 0

� �5� S����
�
��������"C���%��� P����%� � ���
� �#+�����������S �%� � S�" � � �
� � S ����� U 	 � �
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�

������������������������� �5������� �5����� � ���������y-����#+���������� � ��� � � U
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����S � � �����
" Q �%��� � ��� ����� � P����

ζ ∈ D
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qj = qm−j , j = 0, 1, . . . ,m 6
(p)
κ .
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�EP���� (p)

κ > 0�%"0�������
������� (p)
κ + 1

�������������6����� ������S �%" O�� � �5����S��������
� �#+�����"=S�" O S �%�
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ε > 0
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κ > 0
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κ + 1
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Ψ0(ζ) =
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∫
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f(t)

Z+(t)

dt

t− ζ
,
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������" QMQ S �%����� � � ��� ����� ��� �%"0�����
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������� S TU����������� S���� P�������S&P��������"T�� −(p)

κ − 1
� ����� � � �5�����������������5���������

�����J�%"0� S����I� ��������� � ��� ����� � �
T��"��S�S��'T�Q S��������������%��"0��� � ��O�� � QU��T�1����
T��"��S�S��

Hp
���������
������������O���������� S TU����������� S����D���LS �%� �5��� �
�
� �#+����%� ������� �%�

�����������������������������J�%"0� S���� � ��������� � ��� � � U
�L�&T��"��S�S��
Hp

�D����������� �"�%"0���
�5� S����
�
�������'��ORP����%���������HQ S �%�������

∫

C

tkf(t)

Z+(t)
dt = 0, k = 0, 1, . . . ,−(p)

κ − 2.
� ��� ���
� �

� �������%"C�q�y���������%"C�
����� � ��� ����� �f��P�������P�� ���
" � ��� ���
� �R�&S �%� �"Q �����
"
�����5��2

2π∫

0

ei
(
k+

(p)
κ

2

)
σM(σ) dσ = 0, k = 1, . . . ,−(p)

κ − 1,
� ��� �:,�� �

� �5�

M(σ) =
ig(s(σ))|w′(eiσ)| 1p

e−i
(
ν(σ)−

(p)
κ

2 σ
)
Z+(eiσ)

.

)���TIT���T � QU��T�1����
Z̃(ζ) = ζ

(p)
κ

2 Z(ζ)
Q��5�����%����������������� �5������� �5����" Q
T����q�

������" Q6Q S �%����� � � ��� ����� � � P���� ���������
����" (p)
κ

� ��T�S ����Q��
" T���T�Q �B� �������
�������4+U�f���y��S ����Q � ��� ����� �

Z̃∗(ζ) = Z̃(ζ)
�?�
� � QU��T�1����

Z̃(ζ), ζ ∈ D
�"Q��5�
�

���%���������������&T����
������" QBQ S �%����� � � ��� � � U
�f��� � QU��T�1����
M(σ)

������� S����������
���������������q� � N:S ����Q � ��� ����, �E�����
���������&� � ��� �:,�� �l��P���� �5� �%���
TU��������T��
��� �

� ���6�����
����" (p)
κ
S������
������������� � ��� �:,�� � P�������P�� �JQU��S �
� �����5�

2π∫

0

cos kσM(σ) dσ = 0, k = 0, 1, . . . ,−
(p)
κ

2
− 1,

2π∫

0

sin kσM(σ) dσ = 0, k = 1, . . . ,−
(p)
κ

2
− 1,

� ��� �:,�� �
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� P��������������
����" (p)
κ

� �'�����5�
2π∫

0

cos
(
k +

1

2

)
σM(σ) dσ = 0,

2π∫

0

sin
(
k +

1

2

)
σM(σ) dσ = 0,

k = 0, 1, . . . ,−
(p)
κ + 1

2
− 1.

� ��� �:, � �

(�����TD��P����r��������" (p)
κ 6−2

����������S���� � � ��� ���
� ����T������ ���%�����
��O −(p)
κ − 1������������������� ������S �%" OB" ������� S�����������OB" Q S �%�������%"����LP�������Q ������S���+�T����q�

��������� Q S �%������� � T���T � ��� � � U
�f�U����T
� � ��� ��	 �v� �
��� S �%������OB"yP������
�����������
"�����S�S Q � �5�������%��� � � ��S ���
����/��
���
	 S ��S P����#+
�

����� �
�����
"��
�������
" O:4����J� ����� � QU��T�1�����T��"��S�S��
E1

� S�" � � �
� ��S ��� �
	 �C��O��
��� �"�%" ����������� �"�%"0� S���+JQ S �%������� � ��� ����	 � � � � S TU���#+�T�Q �������������`����� ������S ���
" O��H�5� S����
�
������O��GQ S �%������� �v� ��� �:,�� ��������� � ��� �:, � �v�N��� P�������Q ������S���+

g(s)S��
���#+�TU� �8���'� ��������� �������������q�D�q�
�GP�����QU���
�
"&�5� S����
�
������� S���+ � ��� ����	 � �
B

�5�0���D� #D��z�����~����9( � � � ����� ��|0} ����� | ��|0} ����� � �l|,{�% �5~ �(� �
� �,{��6�4�4���

BMOA
��8C��S�S�"0���
���%" �MTU��" P��%��T�S������

z
� P��%� S TU� S����!� �"���������

��O��'T���QU�
D={z : |z| < 1} � z = reiθ

� S������
����1����
∂D = Γ={z : |z| = 1} �F��������

t
���������������%"*� �3� ��T�S

t = eis
�
����T�� ���

Γ
� N ���
������"*P�QU��T��
�

� S�������������1�� �#+�� ������������S ������S�S�"0���
��������� � ���������y8 �%"C�
��� � -����#+��������
��� � ��� � U
�R��T��"��S�S�� � QU��T�1����

BMOA
� S�" � ��P���� �5� �%������� ��� ��� � � � N<T��������

S������%S���� ��S���� �%���������'��S�S �%� �5��� �
����������S�S�"C�
�
����� �
����S ������T��8�%S �%� �"Q �B�
� �q�
� � � ����� ��|0} ����� � 	 � � ��� 	 �R0G�
����� �"��� � QU��T�1����?T��"��S�S��

BMOA
2

Φ+(z)
� �
��������������� S T�Q � �

D(= D+)
�H�

Φ−(z)
� �
��������������� S T�Q �

�
D− � �5��P����%���������

D
����T��������q�

z = ∞ �5����T���S��
�
� �#+���O��GP���� �5� �#+���O��
���������������&TU���
����O��&P�������� � S �D�"Q���� TU������QU���

Γ
Q��5�����%����������� ��� �����������

����" Q�S������
����������� �
Φ+(t) = G(t)Φ−(t)

� � �5������� �5���q��� ����������� � ��� �:,�� �
�����

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t)
� ����� �5������� �5���q��� �����������

.
� ��� �:,�� �
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KMQU��T�1�� �
G(t)

������OR� ����� #$��� &�&)��*���������� � � � �
�� � � �%� �����q� �
� QU��T�1�� �

g(t)
� ��� " ���


���4�����  $� ����� � �

� � S TU���#+�T�Q`���
Γ t = eis

������� �5�������%��������� � QU��T�1����D�%��P���� �5� �%������O��
���

Γ
P�� ���
"

ϕ(eis) ≡ ϕ(s)
�

8C����Q�"0������S �D�CP�� S����
������T��y� ��������� �����������%���6� S��
� S������������ P����=P���� �%�
P����%� �8�������D�����
��TU��� �3� ��1���������O<T����
����O��
Q S �%�������&P������������%� �'�
� P����
�
S��
���
��S�����Q " Q �#+q����P�����T��
�
�������

LMO ∩ L∞(Γ)
� QU��T�1���� ���|T��"��S�S��

BMO
� S�" � P��
���
����� � ��� � �f��� S ������� �5��O������%����O<T����
����O���Q S �%�������
P������

�������%� �'�
�
BMO

� (3"0������� �8����TU����P�� S����
������TU�B����S�S�"C�
�
����� ������S ���8���q�
S��
�������
"*P�QU��T��
�B� ���������?8 �%"C�
���/�|8 �%"C�
��� � -����#+����������y����� �����%�
�
"0��� � ��O�� � QU��T�1���� �
;\�
��������S �
P����%"0����O3��TU��� ���J� ���������&S��������
����1��
�
� �#+���OB"p�����5��T�S���"r�

����TU��� P�� S����
������TU� � ���	�8� S�����P�������OR����OB" �'TU��� �3� ��1�����������" � ���
LMO

�
���������������J�%" O:�

BMOA
�

-���������� ������� S��
��OnP����%"0����O ���������������J�%"0� S���� � �������X8 �%"C�
��� �
-����#+���������� S�����P�������OR����OB" �,TU��� �3� ��1�����������" �:�,P�������OB" � ����S��
�%" �
� ����P�������OR����O��?�p� ��" T���QU�
��� �����"��S���� �����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1������ � �
�
	
� �,Q�"0��� �8������� ����P�������OR����O�� � QU��T�1���� ��� ����P�������OR����O��?���=T��"��S�S��
����P�������OR����O�� � QU��T�1����`��� ��OR��� �"����� ��� ����������� ���
�����������%�������%S�� S��
�����
� �����������
������������� S����/S ������Q �������������¯��P������
�
�����&� ����P�������OR����O�� � QU��T��
1������ � N �
� �8�
�����
"(�pS ������Q ��������O�����P������
�
���r�IP���� S��
���
��S������

BMO�������
�����������
N��������
"BS ��QU���
�<���������������J�%"0� S���+L����������T��
���LP�� �5��QU�����JP�������������P��

S�������������� �,S�����P�������OR����OB"rS ��QU���
�
"����M�%"0�������%������� � ���
�����%�����
����T�S P��
�
��������O � QU��T�1����%T��"��S�S����

BMO
�
LMO

� �����������������������D�����LP������������%���
�'�
�

BMO
�

� ������� �%����S �/�5� S����
�
������O�� Q S �%������� ��� TU��� �3� ��1���������O3�CP����?TU���
�
�
��O��GT��
���������������������J�%"0� S�������� �8���
���
���JP������ �� �#+��5��������O���TU��� �3� ��1����
�������q�N��������T��8�LP����%"0���D� �5�
"0����S��
������Q ���J���D�����
�'P��������
��Q ��������� �������
�5� S����
�
������O�� Q S �%�������B� ���������%�
T��"��S�S��

BMOA
"0� �8���6��O���+����������������

�J�%"0��� � P����������������J�%"0� S����
� T��"��S�S�� -��
���"�
H2

� �
Q�� �l~ � ���'����~��?�#"�� �*�q{��%�5|'(���N<��� �5�'�����%���%� ���
��",P�QU��T��
����Q��5�
"

S��������
��+%�����
�
G(s), λ(s) ∈ L∞(Γ)

�

0 < k1 6 |G(s)| 6 k2, 0 < k1 6 |λ| 6 k2,
� ��� �:,�� �

� �5�
k1

�
k2

� ����TU���
����O��,P�� S��
��������O����%�����������i�����������D�`����� ��������O��
� � ��� �:,�� � � � ��� � U
� �
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+��������������%"�2

G(t) = |G(t)|eiθ(t), λ(t) = |λ(t)|eiω(t),
� � � �

θ(s) = θ(eis) = argG
�
ω(s) = ω(eis) = argλ

� 2B�����%����������� � ��� � ��� �
� � ��� � � � �0��Q��5�
" P���� �"P����"�
� �
��+%�����
�

θ(s) = θ0(s)+ θ2(s)
�
ω(s) = ω0(s)+

ω2(s),
� �5�

θ0(s)
�
ω0(s)

� ����P�������OR����O������
[0, 2π]

� QU��T�1����D�
θ2(s)

�
ω2(s)

� �������
������������O��H�
���
"0�����%" O������8�
��"��8�GS����
"0�����
����P��������
"

sup |θ2(s)| <
π

2
, sup |ω2(s)| <

π

4
.

� ��� �:,4, �
2B�����%����������� � ��� ��� � � �����5��T�S���" � ��������� � ��� �:,�� �0��Q��5�
"�������OR� �
��+�����Sf�

�%�
κ =

1

2π
(θ0(2π)− θ0(0)) = indΓG(t),

� �����5��T�S���"p� ��������� � ��� � U
� � ����S �%�

κ =
1

2π
(ω0(2π)− ω0(0)) = indΓλ(t),

TU���
����O���������T �8����T���T
�&� � ��� ��� � �^����Q��5�
"pP���� �"P����"�
� �
��+81�� ��OB" � �
=�~U�#�0~U} � �5�0���D� &,� � � � ��M � (1.163) �

K lnG(t) ∈ L∞(Γ).
� ��� �:, U
�

� � � κ = indΓG(t) > 0 	��! ���)�� (1.163)
� 
 &�& � �("�)��0" κ + 1

��� F
� & 1��0"2� & 	�� �'����� 
 � � � �/"(
 ,�� & � � �0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 18� � � ��� � BMOA
( �/"��("!�
� &H% �� $���  ���I & � 	 L∞(D)) P

� % 9 &�& � & � & � � & 	��! �� & � � � GH"!��
�� � "�1
Φ(z) = Pκ(z)X(z),

� ��� �:,�	 �
3  & Pκ(z) � , ��" � 	 � " � M'����1 
��0"�3("�) � & � (

� �/"(
 ,�� & � � ��� 
 � �/" ��GDG ��J�� F& ������
 � ) � � & , & � � � & � ��� & κ 4

X(z) = X+(z) = exp

{
1

2πi

∫

Γ

ln [τ−κG(τ)]

τ − z
dτ

}
, z ∈ D+,

� ��� �:,�� �

X(z) = X−(z) = z−κ exp

{
1

2πi

∫

Γ

ln [τ−κG(τ)]

τ − z
dτ

}
, z ∈ D−.

� ��� � U � �

��� ®�²#ªq®�ª
� °q®�®l©�¦�¨
f ∈ L∞

��Ë�¨��f�^®v£N±qË��� 
|f | 6 const < ∞

Ò
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� � � κ < 0 	��! ���)�� (1.163) 4 %'& 	�"����0" ��� � & � M'�0"K� � ��� " �'��7 (1.167) 4 �
� � � ��� & BMOA

� 
 &�& �K�(" � M'�/"N�+� ���'� � � M'�0" & ( ��� � & � " & ) � & � & � � & P��������, � � ���("(
 G(t) ∈ LMO ∩ L∞(Γ) 4.�("L� & � & � � & (1.168) , � ����7 F% "(
 G � � ��� ��" � �(���0"(
6
��0"�3("�) � & � & Pκ(z)
% �� & � � � � ��� � LMOA∩L∞(D) P=09,+�-�<,9,.(:(- ��&����D& �N& NlS ����Q

(1.93)
Q S �%�������

µ̃(s) ∈ L∞(Γ)
�

Kµ(s) ∈ L∞(Γ)
��T������ ���%�����
��O T���Tr�����r�5����S��������
� �#+������D�l����T?�r�����

TU��" P��%��T�S������ � QU��T�1����
µ(s)

�
=09,+�-�<,9,.(:(- ��&����D& �N& +���T���������Q S �%�������

(1.167)
"0� �8���%P�������� S����yT

�
��" Q��?���
��P����
κ> 0

� ���������`������Q��5���%�%"0����+6�����
�����������#+���O����������������
T��"��S�S��

BMOA
� N��
� �8�������
"(� ���
�L�5� S����
�
���������EQ S �%�������\����������� �"�%" OB"

����������������S � � S�" � P����%"0���&���GP ����� � ��� � � �
=�~U�#�0~U} �.�5�0���D� %N��� � � κ > 0  � � �.��	�� & � � 
O" � � � "� ��0"!��"� ��0"�1 	��'F

 ���) � (1.163)
� � � � ��� & BMOA ∩ L∞ � & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4.)5�(" % �

exp {K lnG(t)} ∈ L∞(Γ) P�������D, � � ���("(
 G(t) ∈ LMO∩L∞(Γ) 4+ � � �.��	�� & � � 
O" � � �H� LMOA∩
L∞ � & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4/)5�(" % � exp{K lnG(t)} ∈ LMO∩L∞(Γ) P� � � G(t) ∈ LMO∩L∞(Γ)  � � �.��	�� & � � 
O" � � �2� BMOA � & " % � "� � F

O" �  #" � �����("�)��0"�4.)5�(" % � exp {K lnG(t)} ∈ BMO P

� " ��� &�� ��� �.)���� � " % 9 &�& � & � & � � &  �� & � � � GH"!��
�� � "�1 (1.168) P=09,+�-�<,9,.(:(- ��&����D& �,& N �
��",S ��QU���
����TU��� ���
G(t) ∈ LMO ∩ L∞(Γ)

�
���

exp {K lnG(t)} 6∈ L∞(Γ)
�0�
���IP����%"0�����6�����������J�%"0� S����p�

BMOAS�" � � ��"0�����
����� ��� � ��� �����
=�~U�#�0~U} ���5�0���D� �D� � � � ��M2 � �*���.� & � "�3("K� ��� " �'� � (1.164)

� � , " � � & F
�0" (1.167) 4 G(t) ∈ LMO ∩ L∞(Γ) P� � � κ = indΓG(t) > 0 	��! ���)�� (1.164) �.��	�� & � � 
�� � � � � ��� & BMOA, � �2��7 % "(
 ��� " % "� ��0"(
*) � & � & g(t) ∈ BMO 4 � &�& " % 9 &�& � & � & � � &  �� & � � �
GH"!��
�� � "�1

Φ(z) =
X(z)

2πi

∫

Γ

g(τ)

X+(τ)

dτ

τ − z
+X(z)Pκ(z),

� ��� � U � �

3  & X(z) " , � &  & � & �$� � (1.169) 4 (1.170) 4�� Pκ(z) � 
��0"�3("�) � & � � � & , & � � κ� , ��" � 	 � " � M'��� 
 � �/"(
 ,�� & � � ��� 
 � �/" ��GDG ��J�� & ������
 � P�������
κ = −1 45	��! ���)�� (1.164) �.��	�� & � � 
�� � � � � ��� & BMOA

�:� 
 &�& �&  � � � � � & ���0" & � & � & � � &

Ψ(z) =
X(z)

2πi

∫

Γ

g(τ)

X+(τ)

dτ

τ − z
.

� ��� � U � �
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� ��� �.)�� & κ < −1  � �N�.��	�� & � � 
O" � � �2� � � � ��� & BMOA � & " % � "� � 
O"�  #" � �����("�)��0"�4$)5�(" % � ��� " % "� �����1�) � & �K�� #" �'� & � � "!��� � −κ− 1 � ��� " �'� �/

∫

Γ

g(τ)

X+(τ)
τk−1 dτ = 0, k = 1, 2 . . . ,−κ − 1.

� ��� � U � �

=09,+�-�<,9,.(:(- ��&����D& �N& N ��� ���������3���8� �5������� �5������� ��������� � S�" � �
���������
" Q ��� � ��� � �f� S������8�������6�
��������� �
����� ���ITU��� �3� ��1��������

G(t)
�5�IP����������%�

�%� �`��� S���� ��� � +
L∞(Γ)

P�������� �"�����"�����������������������D��T ���������������J�%"0� S����
� ���������&P����

κ > 0
�%T��"��S�S��

BMOA
���	�8�MP����

g(t) ∈ L∞(Γ)
� S�" � P������

"0���&���GP ����� � ��� � � �
=�~U�#�0~U} � �5�0���D� �N� 	K� ���("�3("N)5�(" % � , � � G(t) ∈ LMO∩L∞(Γ)

� "���F
����	 & "��O� ��� " �'� � (1.167) � 
 & ��� 
 & � �(" ��� & ��� � & ��I  & � � �2� & "!� & 
 � 1.10.6 4
 #" � �����("�)��0"�4.)5�(" % � exp {±K lnG(t)} ∈ LMO ∩ L∞(Γ) P=09,+�-�<,9,.(:(- ��&����D& �N& N<��P���� Sl������������� �"�%" O��HQ S �%���������HP���T��B� S����
���q�
S �6����T���O���OB" �

� ���������5�
" �
��P����6+'T6��� S Q � �5����� �<T����
��������� ����������8 �%"C�
��� � -����#+
�
��������� � ��� � U
� �

=�~U�#�0~U} � �5�0���D� �D� � � � ��M � (1.97)

ω̃(t) ∈ L∞(Γ),
� ��� � U � �

3  & ω(t) = argλ(t) P� � � κ = indΓλ > 0 "� ��0"!��"� ��$���2	��! ���)�� (1.97) � 
 &�& � 2κ+1
��� � & 1$F

�0"�� & 	�� �'����� 
 � � �  & 1 � � �'� � & � M'�0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1*� � � ��� � BMOA
( �/"��("!�
� &H% �� $���  ���I & � 	 L∞(D)) P

� % 9 &�& � & � & � � & 	��! �� & � � � GH"!��
�� � "�1
Φ(z) = zκeiγ(z)Q(z),

� ��� � U � �
3  &

γ(z) = S [ω(t)− κarg t] (z),
� ��� � U , �

Sϕ = ϕ+ iϕ̃ � " , & �.���("!��� � ��� J ��4

Q(z) = iβ0 +

κ∑

k=1

{
ckz

k − c̄kz
−k
}
,

� ��� � U�U
�

β0 � , ��" � 	 � " � M'�$��� � & 9 & � � � & ���$��� , " � �("!�����$����4 ck 4 k = 1, . . . ,κ 4H�, ��" � 	 � " � M'��� & �/"(
 ,�� & � � ��� & , " � �("!������� & P
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� � � κ < 0 "� ��0"!��"� ��$���K	��! ���)�� (1.97) � � � � ��� & BMOA

� 
 &�& � �(" � M�F
�/"K�+� ���'� � � M'�0" & ( ��� � & � " & ) � & � & � � & P�������6, � � ���("(
 λ(t) ∈ LMO ∩ L∞(Γ) 4��("D� & � & � � & (1.175) , � �6��7 F% � � G � � ��� ��" � �(����� � , " � �("!������� � β0 4 ck 4 k = 1, . . . ,κ 4 % �� & ��� � � ��� �
LMO ∩ L∞ P

=09,+�-�<,9,.(:(- ��&����D&��?& +���T���������Q S �%�������
(1.174)

"0� �8���%P�������� S����yT
�
��" Q������
� P����

κ > 0
� ���������8���3��Q��5���'�%"0����+`�����
�����������#+���O����������������

T��"��S�S��
BMOA

� N��
� �8�������
"(� ���
�L�5� S����
�
���������EQ S �%�������\����������� �"�%" OB"
����������������S � � S�" � P����%"0���&���GP ����� � ��� � � �

=�~U�#�0~U} �
�5�0���D� (D� � � � κ > 0  � � �.��	�� & � � 
O" � � � "� ��0"!��"� ��0"�1 	��! ��'F
) � (1.97)

� � � � ��� & BMOA ∩ L∞(D) � & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4�)5�(" % �
e−ω̃(s) ∈ L∞(Γ) P������� , � � ���("(
 λ(t) ∈ LMO∩L∞(Γ) 4  � �L�.��	�� & � � 
O" � � � � LMOA∩
L∞(D) � & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4.)5�(" % � e−ω̃(s) ∈ LMO ∩ L∞(Γ) P� � � λ(t) ∈ LMO∩L∞(Γ)  � �L�.��	�� & � � 
O" � � �D� BMOA � & " % � "� � 
O"�  #" � �����("�)��0"�4�)5�(" % � e−ω̃(s) ∈ BMO P

� " ��� &�� ��� �.)���� � � & � & � � &  �� & � � � GH"!��
�� � "�1 (1.175) P
=09,+�-�<,9,.(:(- ��&����D& �N& N S ��QU���
���ETU��� ���

λ(t) ∈ LMO ∩ L∞(Γ)
�<���

e−ω̃(s) 6∈ L∞(Γ)
���<P����%"0����� �����������J�%"0� S����6�

BMOA
S�" � � ��"0�����q�

����� ��� � ��� �����
=�~U�#�0~U} ���5�0���D�0���D��� � � ��M2 � � ���.� & � "�3("N� ��� " �'� � (1.97)

� � , " � � & F
�0" (1.174) � λ(t) ∈ LMO ∩ L∞(Γ) P� � � κ = indΓλ(t) > 0 � & "� ��0"!��"� ��$���8	��! ���)�� (1.97) �.��	�� & � � 
�� �
� � � ��� & BMOA

, � ����7 % "(
 ��� " % "� ��0"(
 ) � & � & c(s) ∈ BMO 4 � &�& " % 9 &�&
� & � & � � &  �� & � � � GH"!��
�� � "�1

Φ(z) = zκeiγ(z)
[
S

(
eω̃(t)c(t)

|t|κ |λ(t)|

)
(z) +Q(z)

]
,

� ��� � U 	 �

3  & ω̃(t) = Im γ(t) 4 γ(z) �
Q(z) " , � &  & � & ��� GH"!��
�� � ��
 � (1.176)�

(1.177) P� � � κ < 0 � & "� ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)�� (1.97) �.��	�� & � � 
�� �N� 
 &�& � � � � � � F� &
BMOA

&  � � � � � & ���0" & � & � & � � &

Φ(z) = zκeiγ(z)
[
S

(
eω̃(t)c(t)

|t|κ |λ(t)|

)
(z)

] � ��� � U � �

�("�3  �� � �(" � M'�/" �("�3  ���4��/"�3  �� � � , " � � & ��� −2κ−1  & 1 � � �'� � & � M'��� � � ��� "�F
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�'� 1K�.��	�� & � � 
O" � � �
2π∫

0

eω̃(s)c(s) cos ks

|λ(s)| ds = 0,

2π∫

0

eω̃(s)c(s) sin ks

|λ(s)| ds = 0,

k = 0, 1, . . . ,−κ − 1.

� ��� �
	�� �

=09,+�-�<,9,.(:(- ��&����D& �N& N ��� ���������¯����� �5������� �5�����p� ��������� � S�" � �
���
�
���
" Q ��� � ��� 	 �f��S������8�������3�
��������� �
�����6���'TU��� �3� ��1��������

λ(t)
�5� P����������%�

�%� �`��� S���� ��� � +
L∞(Γ)

P�������� �"�����"�����������������������D��T ���������������J�%"0� S����
� ���������&P����

κ > 0
�%T��"��S�S��

BMOA
���	�8�GP����

c(s) ∈ L∞(Γ)
� S�" � P������

"0���&���GP ����� � ��� � � �
=�~U�#�0~U} � �5�0���D�0�*�5� 	K� � �("�3(" )5�(" % � , � � λ(t) ∈ LMO ∩ L∞(Γ)� "�������	 & "�� � ��� " �'� � (1.174)

� 
 & ��� 
 & � �(" ��� & ��� � & ��I  & � � �
� & "!� & F

 � 1.10.10 4( #" � �����("�)��0"�4.)5�(" % � e±ω̃(s) ∈ LMO ∩ L∞(Γ) P=09,+�-�<,9,.(:(- ��&����D&����D& N<��P���� SB������������� �"�%" O��'Q S �%���������'P���T���� S����q�
����S ������T���O���OB" �
N�S��������8� S �%� �"Q ���J���D�5��T���� �
�
� �#+ S���� �L���D���
���������HP�QU��T������������ ����S �

"0� �"� � ��T��
1����%" �&S�������������S�����Q ���J��������S�S Q � �5�������
����� 	
	 �
C

>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* @ -%*,H�-�+�� ��&����D& �,& 8C��S�S�"0���
���%"
S ��QU���
�
κ > 0

�
� �����
������� S�������������S�����Q ���J���B����S�S Q � �5������� ���3� 	 ��S �"� � U /�� ����	 ��S QU�����

�
��"��
�����%�����
�50�� ����������� S T�����TU�$2
Φ+(t)− Φ−(t) = g(t) ∈ Lp(Γ), p > 1,

� ��� �
	�� �
�%"0�����'� T��"��S�S��

Hp ⊃ BMO
� �"����S���������������������������� � S�" � � �
� ��S ���
����	 �

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

g(τ)

τ − z
dτ ∈ Hp,

� ��� �
	 � �

P�����QU���
�
"��U���
�M������P���� �5� �#+���O�������T���S��
�
� �#+���O�� �������������������
Γ
0�T��
���
�

������� S TU��� � QU��T�1���� 2 � S�" � � 	 ��S � � � U /�� ����	 �
X(z)

�
��P���� �5� �����
"0���G� � ��� �:,�� �f�
� ��� � U � �f��S������
�������������

G(t) =
X+(t)

X−(t)
.

� ��� �
	�� �
N|S ����Q � ��� �:, U
�

X±(t) ∈ L∞(Γ), 0 < c1 6 |X±(t)| 6 c2, t ∈ Γ,
� ��� �
	�� �

� �5�
c1

�
c2

� ����TU���
����O���P�� S��
��������O�� �
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� ���%������S �%� �"Q
� � 	 ��S ��� ����	 ��P�� ��S��������%" � ��� �
	�� � � � ��� �:,�� � �&P�����QU���%"

Φ+(t)

X+(t)
=

Φ−(t)

X−(t)
.

� ��� �
	�� �
N � ��� �
	�� �GS �%��� �B� S P������ �¯�����
��������O��
��������������� ���

Γ
� QU��T�1����pT��"��Sf�

S��
Hp
����� ��� S TU����������� S���� Φ−(z)

X−(z)

�%"0�����IP�������S�P��������"T�� ���
��O ���
κ
�

+���S �D���yS �%� �"Q������(���
� � QU��T�1���� Φ(z)
X(z)

� S���+�"0�����������%���pS��
��P�������������O��
���

κ
� S�" � � �
� ��S ���
��� 	 �f��� � � � S P�������� ������� � � ���%" Q �"� � ��� �:,�	 � �

� � S TU���#+�T�Q
X±(t) ∈ L∞(Γ)

���
�
Φ±(t) ∈ L∞(Γ) ⊂ BMO

�
>ES ���

G(t) ∈ LMO∩L∞(Γ)
�q�
��P��HS �%� ��S������ � ��� ��� �

lnG(t) ∈ LMO∩
L∞(Γ)

��� � S ����Q��������
������������� S����6��P������
�
�����
K
�
LMO

� � ��� �:, U
�

1

2πi

∫

Γ

ln [τ−κG(τ)]

τ − t
dτ ∈ LMO ∩ L∞(Γ).

� �����
������� P����%"0�������?S �%� ��S�������� ��� ��� � ��P�����QU���
�
"
X±(t) ∈ LMO ∩

L∞(Γ)
��� � S TU���#+�T�Q

Pκ(t) ∈ LMO ∩ L∞(Γ)
���
� ���H�%�
"�" O ��� ��� � �%"0���
"

Φ±(t) = X±(t)Pκ(t) ∈ LMO ∩ L∞(Γ).

� Q S���+
κ < 0

� )D��� ��� Φ−(∞)
X−(∞) = 0

�|��� � ��� �
	�� �f� � ��� �
	�� �'� � ��� �
	 � �
P�����QU���
�
"

Φ(z) ≡ 0
�
B

C
>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* @ -%*,H�-�+�� ��&����D& �N&N>�*(A @ 9 @ *�<(.0*(A @ �¯� ���
�

P������
�����������L�5��T���� �
�
� �#+ S���� ���
�������
" O ��� � ��� �%�
� -%*,7��D* ��:(+�*(A @ �D� (H� � ��� �:,�� �f��P���������� �%� T�P���� �5� ��Q'P�������T���S��
�
� �#+
�

��OB".P�QU�
�%".P����
z → t ∈ Γ

� S�QU�����
��" � ���%" Q �=;\������1�TU����� � � �%�
"0���
��� � ��� 	�	 �EP�����QU���
�
"

X+(t) =
[
t−κG(t)

] 1
2 exp

{
K ln[t−κG(t)]

}
.

� ��� �
	4, �
+���S �D������S QU�����
��":�%�
"�" O ��� ��� � ��S �%� ��S�������� ��� ��� � ���
�����%�D���
�

LMO ∩
L∞(Γ)

� " Q �#+q����P�����T��
�
���
BMO

��P�����QU���
�
"&� S��\�����J�MQU������� � �5������� �
B

C
>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* @ -%*,H�-�+�� ��&����D& �N& 8C��S�S�"0���
���%"
S ��QU���
�

κ > 0
�

� � ��S������������'� � ��� �:,�� � ��O����	�8������� � ��� �
	�� �f��P�������� �5�
" � ��� �:,�� � T������"Q

Φ+(t)

X+(t)
− Φ−(t)

X−(t)
=

g(t)

X+(t)
,
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����T�Q�������SEQU�����
��" � ���%" Q �%;\������1�TU����� � � �%�
"0� ��� � ��� 	�	 �f��P�����QU���
�
"��
���
�
��O����	�8������� � ��� � U � �l� S���+!����S��
�����3�������������H� ��������� � ��� �:,�� � �
N|S ����Q � ��� �
	�� �EP�� �%�
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wε = wε(z) z
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���

w
� P��%� S TU� S���+ � 8C��S�S�"0���
���%" � QU��T�1�� �

ω(z) = wε(z) − a
�<� �5�

a
�

P��������������#+������ � ��T�S ������� �
�������CTU��" P��%��T�S������\����S �%� � (H� � ���%" Q � � ��� �
� U
�f�
� ��� �
��	 �H�����5���%�,���
����� ��T���Q �`��� S���� |z| = R

P����
R
�5� S����
�
������� �����#+
�

����" |wε|
S TU���#+'QU��� �5��� ��� ����TD���¯���
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wε(z) 6= 0
P����

z 6= 0
� +���S �D��� P��
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ind|z|=R ω(z) = ind|z|=R wε(z) = ind|z|= 1
R
wε(z) = 1,

� ��� ��� � �
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ind f(z) =
1

2π
∆arg f(z).
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wε = wε(z)
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�������	�8�������r������TU���
������� ��T���� S��
��� S���� �
����T��
z = 0

2

Jε(z) = |∂zwε|2−|∂z̄wε|2 = |∂zwε|2
(
1−|qε(z)|2

)
6= 0, |z| 6 1,

� ��� ����� �
P�� S TU���#+�T�Q |∂zwε| 6= 0

������TU���
�������!��T���� S��
��� S����!�
����T��
z = 0

� � � S ��� ��� 	 �
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ω(z)
�%"0������� �"����S�����������O�� ��Q �#+%�%T���QU���

�5� S����
�
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�8�������

wε = wε(z)
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wε = wε(z)
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� �"����������O��&T���QU�
Dz
���
���!����"0����"0��� � ���
"����

Dw
�

+���"0�����%"������
���"� ������"0����"0��� � ���
"C��QU��������������� � ��� �
� � �����
Dz

���
Dw

�
Q��5�����%����������� ���J���������%" ��������TU� � ��� �
�4, �f��P�����QU��������S �J�5��QU� �����5��QU� �HP��
�
S���� ��S�������":S Q�P�����P�������1����IS TU��� � ���%"0��OB"|�����
��"0��� � ���
"0��"=T���QU� �

Dw
�

Q��5�����%����������� ���J�%" � ��� �
�4, � � S�" � � � ��S ��� ����/�� ���
	 �f������T�Q����LP�����QU���
�
"¯� �"�����
S������������ S���+!����"0����"0��� � ���
"C�

wε = wε(z)
�

� � S��
�����%"i�
��P����6+&�5��QU���%",S P�� S�������" ������������� QU��������������� � ��� �
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��"

qε(z)
�0����"0����"0��� � ��� ���
�������	�'���������

z
� P��%� S TU� S���+ ���

w
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TU� S����
E
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w∗
ε (z) = z + T0fε(z),

� ��� ����� �
� �5�

T0fε(z) = − 1

π

∫∫

E

fε(t)

[
1

t− z
− 1

t

]
dx dy, t = x+ iy,

fε(z) ∈ Lm(E)
�
m > 2

�
� � ��S������������ � ��� ����� ��� � ��� �
� � �^�������`���q��� � �5�������

fε(z)
P�����QU���%"B�"��Q��

"0���������MS ������Q �����������H�����
���������#+������HQU���������������

fε(z)− qε(z)Π0fε(z) = qε(z),
� ��� ����� �

� �5�
Π0f = ∂

∂z (T0f)
�

0����%"C�
qεΠ0

T���T:����������������� ��P������
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����� ���
Lm(E)
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Lm(E)
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fε(z) ∈ Lm(E)
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�����
w∗
ε(z) ∈ W 1

m(E)
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z
� P��%� S TU� S���+����

w
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w∗
ε (0) = 0

� �������
�����5���'��� � ��� ����� ���D�

w∗
ε(∞) = ∞ � S�" � � � ��S ��� ��	�	 � �

+��������������%"�2
1/k(ε) = w∗

ε (1)
� +����������5���%�����
� � QU��T�1����

ŵε(z) =
k(ε)w∗

ε (z) ∈ W 1
m(E)
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� � �^������"0����"0��� � �
�������
�������	�'���������

z
� P��%� S TU� S���+`���

w
� P��%� S TU� S���+%� � S���������� �������3����P��
�

�"�����`��OB" ���
����T��
0
�
1
� ∞ � +���S �D���LS �%� �"Q������
���
�

ŵε(z) ≡ wε(z)
� � � S ������	 �

�'S �%� �5��� �
�
� �#+����%�������
ŵε(z)
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wεn(z)
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εn → 0
����������"0������� ���=TU��" P���T����q�

S ��� �"����S �?T ����������� �\QU��������������� � ��� �
� � �'S TU��� �3� ��1��������
��"
q(z)

�\���
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"0����"0��� � �������
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z
� P��%� S TU� S���+ ���

w
� P��%� S TU� S���+I�pQ��5�����%���

��������� �����
" Q � ��� �
�4, � �
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q1ε(z) =

{
0, |z| 6 ε, |z| > 1,

q(z), ε < |z| 6 1,
0 6 ε < 1,

q2ε(z) =

{
0, |z| < 1, |z| > 1

ε ,

q(z), 1 < |z| < 1
ε ,

0 6 ε < 1.

� ���
ε = 0

S��������
�
" 1
ε = ∞ �

(H����� S��
��� � S�" � � � ��S �����
/�����	 �f�����
������"0����"0��� � ���
"
wε(z)

P���� ��S��������%"&�
�����5��S Q�P�����P�������1����

wε = w1
ε ◦ w2

ε

��� �5�
w2
ε

� ����"0����"0��� � ���������MP��%� S TU�
�
S������������������CQU��������������� � ��� �
� � �"SCTU��� �3� ��1��������
��"

q2ε(z)
��� S���������� �������
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0, 1, ∞ �C�

w1
ε

� ����"0����"0��� � ���������yP��%� S TU� S����
�������������GQU��������������� � ��� �
� � �DS�TU��� �3� ��1��������
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λε =

[
qε − q2ε
1− qεq2ε

∂zw
2
ε

∂z̄w
2
ε

]
◦
(
w2
ε

)−1
=

[
q1ε

∂zw
2
ε

∂z̄w
2
ε

]
◦
(
w2
ε

)−1
,
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ε → 0 ‖∂zw2
ε − ∂zw

2
0‖Lm

→ 0
� ‖w2

ε − w2
0‖C → 0���GTU��" P���T����q� � S�" � � � ��S �U	 UU� ���
/�����	 �f�
�
�G����������TU���
������� P�� S �%� �5��� �
�
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�

��� S����
εn → 0 λεn → λ0
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q2εn → q20
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w1
εn

�
w2
εn

S ��� �%����S �6����������"0�������!��� TU��" P���T����q��T¯�����%" ������� �
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�
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λ0
�
q20
S������q�

������S������������ � S�" � � � �CS �0	 UU� ���
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wεn(z)

S ��� �"����S �
����������"0�������`��� TU��" P���T����q�
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" Q

w(z)
QU��������������� � ��� �
� � �

SHTU��� �3� ��1��������
��"
q(z)

��Q��5�����%����������� ���J�%" � ��� �
�4, � �
� �����������%� �`��� S���+ ���BTU��" P���T����q�

w(z), z(w) ∈ W 1
s

P���� ����TU���
������"
s > 2

� � ��T��'������� S��
��O�� � S�" � � � ��S ��	���/����
�
� ��S ���4,
/���	�	 � �

B=�~U�#�0~U} � �5�0� 
N� 
N�.�������6� � ��� �
� � �
q(z) ∈ Ckα(Dz) 4 k > 0 4 0 < α < 1 4

�("-" � �0" � �0"�1N3("(
 & "(
O"!�#G � 	�
 ���.� � � & � � � � ��� �
� � �
w(z) ∈ Ck+1

α (Dz) P � � �
���("(
 " % �.�����0" & "��(" % �.��I & � � & z = z(w) ∈ Ck+1

α (Dw) P=09,+�-�<,9,.(:(- ��&�� �N& �N& (GS�S �%� �5��� �
�����0������Q ��������� S����3� S�������������������"0���
�
"0��� � ���
"C�y�����������������
����1�O P����

q(z) ∈ Ckα(Dz)
�
k > 0

�
0 < α < 1

�
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w(z) ∈ Ck+1
β (Dz)

�����
�����������
β

����TU�����%�U���
�
0 < β < α

�
)D�������
"C� ��� ����� � �BS ��QU���
�`"C���%� S����������%" O ‖q(z)‖Ck

α(Dz)

S �%� �"Q����&���
������Q �#+q���
�
���8���
������O � ���4	 �

����T���� �
�
� �#+ S��������
�������
" O ��� ����� � ���3��P������
����S �6���8���
������O � ��� � �U�4	 �
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��O��GS ��QU���q���N2�TU��� ������� S ���
�
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q(z) supp q(z) ⊂ Dz
��� TU��� ���

supp q(z) ⊂ Dz \{0}
�

� ���%����� S&P���"0��� +�� �"��Q���� �%�
"0�����
������������������������� � �"������1�OXT��"��S�S��
C∞(Dz) {ψ1(z), ψ2(z)}

����TU�����%�����
�
suppψ1 ⊂ Dz

�
suppψ2 ⊂ Dz \ {0}� S�" � �<����P����%"0���D� � ,�� �DS �2,4,�	 �f�EP���� ��S��������%"

q(z)
�r�����5�yS Q�"�" O

q(z) =
q1(z) + q2(z)

�D� �5�
qj(z) ∈ Ckα(Dz)

�
j = 1, 2

� |qj(z)| 6 q0 < 1
�
qj(z) =

ψj(z)q(z)
�
supp q1(z) ⊂ Dz

�
supp q2(z) ⊂ Dz \ {0}

�
� � S �%� ���
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w(z)
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w = w1 ◦ w2 �\� �5�

w2 ∈ Ck+1
α (Dz)
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���q�
" �
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q2(z)
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λ =

[
q − q2
1− qq2

∂zw
2

∂z̄w
2

]
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(
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)−1
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∂zw

2
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2

]
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ωz̄ − q(z)ωz =
q(z)

z
∈ Ckα(Dz),

� ��� ���4, �
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������" Q Q S �%����� �

Re ω(z)
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J(z) = |∂zw|2 − |∂z̄w|2 = |∂zw|2
(
1− |q(z)|2

)
> 0, |z| 6 1. B
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"0���������

w
����Sf�

S�"0���
���%" �"�����������
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Gw
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Γ
�
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Ck+1
α

�
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0 < α < 1
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�
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Dz = Dz ∪ Γ
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 w(z) � � & � & � � & ���.� � � & F
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�� Dz �$� Gw 4 , � � ) & 
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α (Dz) 4��L" % �.�����0" &
"��(" % �.��I & � � & , � � �$�! � & I � � � � � ��� � Ck+1
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q2(z) ≡ 0
�
q1(z) ≡ 0
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C
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Dz
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ζ(z0) = 0
�
ζ(z1) = 1
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z0 ∈ Dz
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�����q� � ��T�S ���
����� �
�����q���
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���

Dz
���

z1
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ζ
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Dζ = {ζ : |ζ| < 1} 2

∂ζ̄w(z(ζ)) − q1(z(ζ))
z′(ζ)

z′(ζ)
∂ζw = 0.
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z′(ζ) ∈ Ckα(Dζ)
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z′(ζ) 6= 0
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Φ(χ)
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∂z̄w − q2(z)∂zw = 0,
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1 =
∂z

∂z
=
∂z

∂w

∂w

∂z
+
∂z

∂w

∂w

∂z
=
∂w

∂z

(
∂z

∂w
+ q2(z(w))

∂z

∂w

)
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0 =
∂z

∂z̄
=
∂z

∂w

∂w

∂z̄
+
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∂w

∂w

∂z̄
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∂w

∂z̄
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∂z̄ζ − µ(z)∂zζ = 0,
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µ(z) = 2q1

(
1 + |q1|2 − |q2|2 +

√
∆
)−1 ∈ Ckα(Dz),

∆ =
(
1− |q1|2 − |q2|2

)2 − 4|q1|2|q2|2 > (1− q20)
2 > 0,

|µ(z)| 6 1

2− q20
< 1,

T�� ������TU��� � ���%"0�������
�������	�'�����J���������"��S���+
Dz

���8� �"����������O��&T���QU�
DζS������%" ��������TU���

ζ(z0) = 0, ζ(z1) = 1
� ���������������������B���J�5��T���� �
�
� �#+ S���� �

�%�
"�" O ��� ����� � � � N:S ����Q �%�
"�" O ��� ����� �
ζ(z) ∈ Ck+1

α (Dz)
�



p
s pfr
s ��]^Q�P
Y�ZUc
P�þ O�ZUO�V�ZUP�efYUM
[\Z�FUX^]^c�ZUX �fM(DDX F�M�W�Z�� 	��

>ES ���yP������������I�
QU��������������� � ��� �
��� �RTI�
����Q�"0������Q
ζ
�N�
�6������P����%"0���

S �%� �"Q ���J���&����� � S�" � � � , ��S �"�����4/����
��	 �f2

∂ζ̄w − ν(ζ) ∂ζw = 0, w(ζ) ≡ w(z(ζ)),
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ν(ζ) =

q2(1− |µ|2)
|1− q1µ|2 − |q2µ|2
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|ν(ζ)| = |q2|
√
∆+ 1 + |q1|2 − |q2|2√
∆+ 1− |q1|2 − |q2|2

6

6 |q2|+ |q1|
|q2| |q1|

1− q20 + |q2| |q1|
6 q0 < 1.
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�
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�
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�^�
�%�
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��O|���5��T���� �
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"�"C� ��� 	�� � ��P�QU������TU��� �
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"�"C� ��� 	�� � ����������O��r� �
�����
�����q����������� S�������P�QU������TU��� �
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� S��������MS����
��+���� �4,
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N�0�5� � !'�0~��l~�{�~��(|0~5�'�¯~ �(�?�%�������U{�%5�'&`~
�
�?�����
�����

4G��T �/�¯� �"����� � �,���������������%" ���������
D = {z : |z| < 1} � �"����������O��

T���QU�ETU��" P��%��T�S������
z
� P��%� S TU� S����D�

z = x+iy
�
i2 = −1 � Γ = ∂D

� �����
����1��
T���QU� �

D � D = D ∪ Γ � A(z), B(z) ∈ Ls(D)
�
s > 2

�
8C��S�S�"0���
���%" �

D
T��
����������� S T�Q � � ������P�������� S T�Q � S ��S��
�
" Q=�rTU��"(�

P��%��T�S������
� ��P���S � � ��� �
� �^2

∂z̄w +A(z)w +B(z)w = 0,

� �5�
w = w(z) = u(z) + iv(z)

� ��S TU��"C�q�pTU��" P��%��T�S����q� � �����������������q�
�
��������������� S T��q�5� � QU��T�1����D�

u
�
v
� ���C�5����S��������
� �#+����q�M��"0���%"C�q������S����D�

∂z̄ =
1
2

(
∂
∂x + i ∂∂y

) � P������������ �5���q��� S�" O S �%�J;\�������%��� � �
	�
 H�-���-�
�-�.(:(- �N&���&���& �DQ��5�
" ��������������+%�����
� �������������*S ��S��
�
" O

(1.53)
P������������%� � ��� T��"��S�S Q

Hp(A,B)
�
p > 0

��� S ���������J����������TU���
�������
P����%� � ���
� �#+������
P�� S��
�����������

Mp(w) < +∞ Q��5�����%��������������� Q S �%����� �

µ(ρ, w) =
1

2π

2π∫

0

∣∣w
(
ρeiσ

)∣∣p dσ 6Mp(w),

∀ ρ : 0 6 ρ < 1, ρeiσ = z ∈ D.

� ���
A = B ≡ 0

�%"0���
"/T��"��S�S ����� S T���� T��"��S�S -��
���"�
Hp

� S�" � ��P���� �5���
�%������� ��� U � � � �
A¯��� �8� S��������������
������������O��M�

D
�������������'S ��S��
�
" O

(1.53)
��Q��5�
" �����
�

���������
��+!���������
H∞(A,B)

�
=09,+�-�<,9,.(:(- �N&���&���& �M���������%��"0��� � ����� � QU��T�1����IT��"��S�S��

Hp
��� �����

�������
µ(ρ, w)

����QU��OR� �
���MP��
ρ

� S�" � �%�
"�" Q
1.7.1

� � �M��� � QU��T�1�����T��"��S�S��
Hp(A,B)

���
�%S ������S������8���GS��������
��������S � �



	�	 � V�M�RqM3nqs�P�V�M�]^] S���M�Y�aUZ!P
O
P
O � X W�W�S��`M�W�M�V�ZUQ
Z�FUX^]^c�Z ��[\d
WUc���Z�_

� H�:(+�-�H �N&���&���&�� ���%� � �%"
A(z) = z

1+zz̄

�
w(z) = 1

1+zz̄

� (3"0�����`"0� S��
�
S������
�������������

∂z̄w +A(z)w = 0
���

µ(ρ, w)
QU��OR� �
��� P����

ρ→ 1
�

=�~U�#�0~U} � 
N�0�5�0�5� 	K� � �("�3(" )5�(" % � " % " % 9 & ���$��� �(�$� ��� � � ) & � �����
G ����� J�� � w(z)

, � � �$�! � & IK� � �8� � � ��� � Hp(A,B) 4 0 < p 6 ∞ 4 � & " % F� "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4.)5�(" % � �N, � &  � ��� �'� & � ��� (1.54) Φ ∈ Hp P
C
N5S ����QBP���� �"P����%� �8�������

A(z), B(z) ∈ Ls(D)
�
s > 2

�������
���������/�
P���� ��S��������%������� � ��� ��� �R�����y�����������

w(z)
P������������%� � ���&T��"��S�S Q

Cα(D)
�

α = s−2
s

� S�" � �
�������
" Q ��� �%� � �f�%����T�Q����`����P�� S���� ��S�������������S �%� �"Q����%QU���������
� �5�������3�
�������
" O ��� ��� ���

B)���T��8�8����P�� S���� ��S�����������OB"=S �%� ��S��������
" � ���%" Q ��O � ��� ��� �R�yS������������q�
S�����Q ���J��� S ������S����H�����`�����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1���� T��"��S�S��

Hp
� S�" � �
���������

" O ��� U � � � ��� U � � � ��� U � 	 � ��� U � , �l������� ����S �&S �%� �"Q ���J���GQU������� � �5������� �
=�~U�#�0~U} � 
N�0�5� 
N� � ��I  ����8G ����� J�� � w(z) 6≡ 0

� 	 � � � ��� � Hp(A,B) 4
p > 0 4�" % � �! �� & �-G ����� J�� & 1 � � � �-� & 4�" , � &  & � � & 
O"�1 &�& ��� � �/
 � P=�~U�#�0~U} � 
N�0�5� #D��� ����� J�� � w(z) ∈ Hp(A,B) 4 p > 0 4( � � , "�)5� �2��� &��
�("�) & � t "����/�5IK�0" � � � Γ

� 
 &�& � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � , " � & ��� � ��� & � M'��� 
, ���+�/
 w+(t) ∈ Lp(Γ) P ������� I & w+(t) ∈ Lq(Γ) 4 q > p 4L�(" w(z) ∈
Hq(A,B) P=�~U�#�0~U} � 
N�0�5� &,�O������� G ����� J�� � w(z) ∈ Hp(A,B) 4 p > 0 4.�$��
��0"�F
I & � � � & e ⊂ Γ

, " � "!I � � & � M'�0"�1 
 & �
� � 
 &�& � ��� � & � � & � & ��� � ��� & � M'��� &, � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � ��4��(" w(z) ≡ 0 P=�~U�#�0~U} � 
N�0�5� %N�O�������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 p > 0 P#�(" w(z) ∈ Lm(D)

 � � ��7 % "�3(" m ���(�/"�3("�4�)5�(" 0 < m < 2p P
C

����T���� �
�
� �#+ S�����������P�� S���� ��S������������JS �%� �"Q����G��� �%�
"�" O ��� 	�� � ���
���
�
���
" O ��� ��� ���

B=�~U�#�0~U} � 
N�0�5� �D���������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 0 < p <∞ 4��("

lim
r→1

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)∣∣p dθ =
2π∫

0

∣∣w+
(
eiθ
)∣∣p dθ; � ��� � �

lim
r→1

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)
− w+

(
eiθ
)∣∣p dθ = 0,

� ��� � �

3  & w+(eiθ) � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � , "�� & ��� � ��� & � M'��� 
 , ���+�/
 �$� Γ
G ����� J���� w(z) 4 z = reiθ 4 0 < r < 1 P



nqs p
s M\TUY�Xva�X VUX W�ZUX
s � X^Y�R�P�W�M�F�M�V��
W�SlX�] R�P�_U]^Q
RqM 	��

C
8C��S�S�"0���
���%"*S ��QU���
�

p > 1
� ����T��	�8�
"5S����������"� � ��� � � � (H�&P���� �%�

S��������%������� � ��� ��� �
w(z) = Φ(z)w0(z)

�(� �5�
Φ(z) ∈ Hp

�
w0(z) ∈ Cα(D)

�
��S P����#+���Q
����������������S������ � ��� � �f��P�����QU���%"

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)
− w+

(
eiθ
)∣∣p dθ 6

6 2p−1sup
z∈D

|w0(z)|
2π∫

0

∣∣Φ
(
reiθ

)
− Φ+

(
eiθ
)∣∣p dθ +

+2p−1

2π∫

0

∣∣Φ+
(
eiθ
)∣∣p ∣∣w0

(
reiθ

)
− w0

(
eiθ
)∣∣p dθ.

� ��� � �

� ���������MS �"�
� �
�
"0���G� P����������¯����S���� � ��� � �RS��
���
" ����S �yT¯��Q ���6P����
r → 1�JS ����Q'S�������������S�����Q ���������GS ������S���� �L�����`�����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1���� T��"��Sf�

S��
Hp

� S�" ��� ��� U � ���f�E�I���
������� � S �"�
� �
�
"0���
�/S ����Q�����������"0���������p�
D����P�������OR����� S���� � QU��T�1����

w0(z)
� )���T��%" ������������"���P����

p > 1
S������
���������

����� � ��� � �C�5��T���� �
��� �
� ���%������P����

p > 1
���3��������������S���� � A ����TU��� S TU�����J�%"0���
"

{ 2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)∣∣p dθ
} 1

p

6

{ 2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)
− w+

(
eiθ
)∣∣p dθ

} 1
p

+

+

{ 2π∫

0

∣∣w+
(
eiθ
)∣∣p dθ

} 1
p

,

����T�Q�������� S ����Q � ��� � �f�

lim
r→1

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)∣∣p dθ 6
2π∫

0

∣∣w+
(
eiθ
)∣∣p dθ. � ��� � �

N�"0� S��
�LS��
�
"I���B�
�������
" O ��� ��� � �'�%�
"�" O:KJ�
��Q � S�" � � �
� � S ���
���
/��
��� 	 �
�%"0���
"

2π∫

0

∣∣w+
(
eiθ
)∣∣p dθ 6 lim

r→1

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)∣∣p dθ. � ��� � �
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O
P
O � X W�W�S��`M�W�M�V�ZUQ
Z�FUX^]^c�Z ��[\d
WUc���Z�_

;\��P�� S������������ � ��� � �D� � ��� � �f��P�����QU���%" � ��� � �EP����
p > 1

�
+������
���%"CS � �
��P����6+pT|S ��QU�����

0 < p < 1
� +��������������%" ���������

b(z)� QU��T�1�� � �E��� �JTU�������%��"0��� � ����� � QU��T�1����
Φ(z)

� S�" � �
�������
" Q ��� U � � ���
P���� ��S��������%������� � ��� ��� � �

� ���%������P����%� � �%"
Φ0(z) =

Φ(z)
b(z)

�
W0(z) = Φ0(z)w0(z) =

w(z)
b(z)

� H �5� SC+
� S�" � �
�������
" Q ��� U � � �

Φ0(z) 6= 0, z ∈ D, Φ0(z) ∈ Hp,

|Φ(z)| 6 |Φ0(z)|, |Φ(ζ)| = |Φ0(ζ)|, ζ ∈ Γ.

� ��� , �

N|S ����Q � ��� , �E�%"0���
" S������
�������������

|w(z)| 6 |W0(z)|, z ∈ D, |W0(ζ)| = |w+(ζ)|, ζ ∈ Γ.
� ��� U
�

)���T T���T
Φ0(z) 6= 0

�
D

�%�
�������%��"0��� � ���q� � QU��T�1����
Φ1(z) = [Φ0(z)]

p/2

� �5�������������������
�%S ����Q � ��� , �
Φ1(z) ∈ H2

�
0�� S �%� �`��OB"/��O�����S �%�������
"pP�����������������S �D�����
�

[W0(z)]
p
2 =W1(z) =

= Φ1(z) exp

{
1

π

∫∫

D

A1(ζ) +B1(ζ)
W1(ζ)
W1(ζ)

ζ − z
dξ dη

}
,

ζ = ξ + iη,

� ��� 	 �

� �5�
A1(z) =

p

2
A(z) ∈ Ls(D),

B1(z) =
p

2
B(z)

b(z)

b(z)

(
W0(z)

W0(z)

) p
2−1

∈ Ls(D).

(H� � ��� 	 �J� �
�������
" O ��� ��� � P�����QU���
�
"
W1(z) ∈ H2(A1, B1)

� +���S �D����� �
S ����Q � ��� � �f��Q �8�L�5��T���� �
���������G�����

p > 1
�

lim
r→1

2π∫

0

∣∣W0

(
reiθ

)∣∣p dθ = lim
r→1

2π∫

0

∣∣W1

(
reiθ

)∣∣2 dθ =
2π∫

0

∣∣W0

(
eiθ
)∣∣p dθ,

�����D��SMQU�����
��" � ��� U
�f�"P�����QU���
�
" � ��� � ��P����
0 < p < 1

��� ���%"0������� �%�
"�" Q
KJ�
��Q���P�����QU���%" � ��� � �C�����
�����������

p > 0
�
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RqM ���
� ���������5�
"IT �5��T���� �
�
� �#+ S�����Q � ��� � � P����

0 < p < 1
� +����������5���%���5� S����q�

�
�������LP���T���� �
��+%�����
� � ��� � ���%"0������"0� S��
�R�����M���������MP�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S����
{rn} → 1− 0

�
;?��S P����#+������ �
�����
"���������������S���� � � ��� � �C�����
������O������
"0�����%" O��¯"0���
�

�8� S����
h ⊂ [0, 2π]

�
E = [0, 2π] \ h �%"0���
"

2π∫

0

∣∣w
(
rne

iθ
)
− w+

(
eiθ
)∣∣p dθ 6

∫

E

∣∣w
(
rne

iθ
)
− w+

(
eiθ
)∣∣p dθ+

+

∫

h

∣∣w
(
rne

iθ
)∣∣p dθ +

∫

h

∣∣w+
(
eiθ
)∣∣p dθ.

� ��� � �

N|S�������������S��������&S��
�������
"0���
>l��������� � � �
� ��S �%� U 	 "0��� �8� S������
E
��O��������
"

����TD�����
����O:P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���+ {w(rneiθ)} ����������"0������� P��
θ ∈ E

S ���
�
�"���"��SC+�T

w+(eiθ)
P����

rn → 1
� )D��� ����P����

rn → 1
P���������� S �"�
� �
�
"0���M�

P����������6����S���� � ��� � ��S��
���
" ����S �&T���Q ���.�D��T�����"0�3�
�����%�

lim
rn→1

∫

E

∣∣w
(
rne

iθ
)∣∣p dθ =

∫

E

∣∣w+
(
eiθ
)∣∣p dθ.

+���S �D������� S ����Q�Q �8�L�5��T���� �
��������������������S���� � � ��� � �\����T��8�HP�����QU���%"

lim
rn→1

∫

h

∣∣w
(
rne

iθ
)∣∣p dθ =

∫

h

∣∣w+
(
eiθ
)∣∣p dθ.

; �%� �5��� �
�
� �#+����%� P�� S �%� �5�����C�"� �LS �"�
� �
�
" O����LP����������3����S���� � ��� � �D"0� �`���
S �5� �"�
��+MS TU���#+GQU��� �5���3"C����OB" �D��Q S��
���
"������ � P����
�������
"0� >l��������� ���("0����Q
"0��� �8� S���� �

h
T���Q �������

rn
� T

1
� )D�������
"C� ��� ��� , P����%��� S���+��/�5��T���� �
��� �

B�M��� ��OR��� ��� ����������������O�� � ���%" Q � 4����J�*����� � QU��T�1���� T��"��S�S��
Hp(A,B)

����"¯����������� �"�%" O�����TU���
����O��E� S P���"0��� �
�
� �#+���O�� QU������� � �5������� �
� ~U}�} � 
N�0�5�0�5� �������

w(z) ∈ Hp(A,B) 4 p > 1 4��(" � 
 & 7 �K
 & � �(" � "�F
"����0" � & � � � (

&)� 	%��(
��� � 	 ����� 4 � 
�P � ��� ��� � 4 � ��� ��� � )
1

2i

∫

Γ

w(z) dz =

∫∫

D

∂w

∂z̄
dx dy,

� ��� � � �

1

2i

∫

Γ

w(z) dz̄ = −
∫∫

G

∂w

∂z
dx dy, z = x+ iy.

� ��� ��� �



� � � V�M�RqM3nqs�P�V�M�]^] S���M�Y�aUZ!P
O
P
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C
8C��S�S�"0���
���%"|P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���+���T���Q �`��� S��
���

Γn =
{
z : |z| =

rn = 1 − 1
n

} � +��������������%"�2
Dn =

{
z : |z| < 1− 1

n

} � � � S TU���#+�T�Q
w ∈

Cα(Dn)
�
α = s−2

s

� � ��S �������
	 �U�
� �%"0�����`"0� S��
�%S������
������������� � S�" �,� ��� ��� ���
1

2i

∫

Γn

w(z) dz =

∫∫

Dn

∂w

∂z̄
dx dy.

� ��� ��� �

� ���%�����
∫

Γn

w(z) dz = irn

∫

Γ

w
(
rne

iθ
)
eiθ dθ.

+���S �D��� �&��� � ��� ��� � �%"0���
"
∫

Γn

w(z) dz →
∫

Γ

w(z) dz, n→ ∞.

N�"0� S��
�MS��
�
"p� S ����Q
�
� S��������
����������P�������OR����� S����&�����
���������"� � ������� �
∫∫

Dn

∂w

∂z̄
dx dy →

∫∫

D

∂w

∂z̄
dx dy, n→ ∞.

� ��������� �%�&TyP���� �5� ��Q&� � ��� ��� �RP����
n → ∞ �BQU������OR� �q�&�"� � P�� S �%� �5�����

S������
�������������D��P�����QU���%" � ��� � � � �
K����%" Q �"� � ��� ��� �C�5��T�����OR� �
����S ���
�����%����������� �

B8C��S�S�"0���
���%"����
�����"Q�S � ��� �
� �DS���P������8����������QU���������������
∂z̄w

′ −A(z)w′ −B(z)w′ = 0.
� ��� �
� �

� ~U}�} � 
N�0�5� 
N� �������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 p > 1 4 � w′(z) ∈

Hq(−A,−B) 4 1
p + 1

q = 1 4 � � & � & � � & ���.� � � & � � � (2.13) (
, � � p = 1

q = ∞) 4.�(" � 
 &�& �-
 & � �(" � "'"����0" � & � � & ( �("!I  & � � � " � � � �$� )

Im

(∫

Γ

w(z)w′(z) dz

)
= 0.

� ��� ��� �

C
�M���
P������������ �5�������

ww′ �%"0���
"

∂(ww′)

∂z̄
= 2 i Im

{
Bw′w

}
= C(z)ww′,



nqs p
s M\TUY�Xva�X VUX W�ZUX
s � X^Y�R�P�W�M�F�M�V��
W�SlX�] R�P�_U]^Q
RqM ���

� �5�
C(z) =

2 i Im
{
Bw′w

}

ww′

P����
ww′ 6= 0,

C(z) = 0
P����

ww′ = 0.)���T��%" ������������"��
C(z) ∈ Ls(D)

���
ww′ ∈ H1(−C, 0)

� � ���%"0�������yT
ww′

� ���%" Q ��Q � ��� � � �f����Q��5�
"p�%"0����+
∫

Γ

w(z)w′(z) dz = 2 i

∫∫

D

∂(ww′)

∂z̄
dx dy = −4

∫∫

D

Im
{
Bw′w

}
dx dy,

����T�Q����'P�����QU���
�
" � ��� ��� � �
B=�~U�#�0~U} � 
N�0�5� �N�H�������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 p > 1 4��(" � 
 &�& � 
 & � �(", � &  � ��� �'� & � � & (1.58) ( " % " % 9 & ���$���6GH"!��
�� � ���-" � � )

1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)w(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)w(ζ) dζ̄ =





w(z), z ∈ D,
1
2w(z), z ∈ Γ,

0, z /∈ D,

� ��� ��� �

3  & , � � ζ ∈ Γ w(ζ) ≡ w+(ζ) � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � w(z) �$� Γ
, � �

z → ζ ∈ Γ
, " � & ��� � ��� & � M'��� 
 , ���+�/
�P

C
8C��S�S Q � �5�������r�5� S �%�������yP������
����� ��� S�������������S�����Q ���J���
P�� S��
�������

�����I���'� � ��S �C�
	��
/��
	��
	 ���
���#+�TU�
��"0� S��
�6�
� � �5� S���� �
-D�����������'� � ��S �C�
	���	
S �%� �"Q����'��S P����#+������ �
��+ � ��� ��� � �

B8C��S�S�"0���
���%"��
��P����6+'�


�


����������� ������� � 	!���.��� ��� � �����(2

w(z) = K ϕ(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)ϕ(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)ϕ(ζ) dζ̄,
� ��� �:, �

� �5�
ϕ(τ) ∈ Lp(Γ)

�
p > 1

� )D�%�����
�
w(z)

������������S � �
D

�������������
" QU�����������
����� � ��� �
� � � � ��T��%������� S��
��O�� � � ��S � �
	 U 	 � 3 S����
�������%"p����� � ��� �:, ���������
�
��������O�� � ���%" Q ��O.;\������1�TU����� � � �%�
"0� ��� �

=�~U�#�0~U} �$
N�0�5� �D��������� � � ��� �:, �
ϕ(τ) ∈ Lp(Γ) 4 1 < p < ∞ 4��(":" % " % F

9 & ������1 � ��� & 3+�.� � � ��, � �-" � � � ��� �:, � , "�)5� �  � �6����I  #"�3(" t ∈ Γ
� 
 &�& �

�/"�� & )���� & � & ��� � ��� & � M'��� & , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � w+(t) ∈ Lp(Γ)
, � �

z → t 4 z ∈ D 4 ����� w−(t) ∈ Lp(Γ)
, � � z → t 4 z ∈ E \D 4 �:� 
 & 7 �D
 & � �("� "'"����0" � & � � � (

�


�


���������)�3&)� 	%��(
��� � �����
*�#$�	� � � �-� � � � � , )

w±(t) = ±1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

Ω1(t, ζ)ϕ(ζ) dζ − Ω2(t, ζ)ϕ(ζ) dζ̄.
� ��� � U
�
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C
K����%" Q ��O � ��� � U
������P�� S���� ��S������������ S �%� �"Q ���J��� � ���%" Q �B;\������1�TU�
�

��� � � �%�
"0� ���&�����¯����O���������� �����
���������"�`����P���4����J� � � ������� � � ��� 	�	 �^�
S������
������������� � ��� ,�� � /N� ��� ,�� �"�G�%�
"�" O ��� �%� �%� 3�������� � �5�������

w±(t) ∈ Lp(Γ)S �%� �"Q����8��P�����+8����T��
��� � ��� ,�� � /N� ��� ,�� � ���%�
"�" O ��� �%� � �6�������
������������� S������
Lp(Γ)

�
1 < p < ∞ ��S ������Q �������������&�����
���������"� S8���5����":4����J� � S�" � � �
� �

S ���
����	 � �
B=�~U�#�0~U} �$
N�0�5� (D� � � � ��M ϕ(τ) ∈ Lp(Γ) 4 1 < p < ∞ P��$"�3  ��:" % " % 9 & �$F

����1 � ��� & 3+�.� � � ��, � �-" � � � ��� �:, �O, � � �$�! � & I � � � � � ��� � Hp(A,B) P
C
N|S ����Q � ��� �
� �<"0� �8�
"rP�������P���S��
��+ � ��� �:, �E�'�����5�

w(z) = Φ(z) + Ψ(z),
� ��� �
	 �

� �5�

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ, Ψ(z) =

∫

Γ

Ω∗(z, ζ)ϕ(ζ) dζ,

Ω∗(z, ζ) = O
(
|z − ζ|− 2

s

)
.

� ��� �
� �

� � S TU���#+�T�Q
ϕ(ζ) ∈ Lp(Γ)

���
� � � ��� �
� �
Φ(z) ∈ Hp

� S�" � �
�������
" Q ��� 	�� 	 � �
N|S ����Q � ��� �
� � �%"0���
"

∫

Γ

∣∣Ω∗

(
reiθ, ζ

)∣∣ dθ 6 C1

2π∫

0

dθ

|reiθ − ζ| 2s
,

� ��� ��� �

� �5�
C1

� P����%� � ���
� �#+����q�GTU����S����
�����������D� ������S ��� �q�����
r
�
ζ
� +����������5���%�

�����
��������� ��P���������������S���� � ��� ��� �N���D� ������S �������
ζ ∈ Γ

� N�"0� S��
�RS\�
�
" ���
���
�����
����������"0�������
������� ����������S����
���&P��

r
� S�" � �%�
"�" Q ��� U � � ���/P����

r = 1TU����������� � +���S �D��� �%"0���
"
∫

Γ

∣∣Ω∗

(
reiθ, ζ

)∣∣ dθ 6 C2 = const <∞,
� ��� ��� �

� �5�HTU����S����
�����
C2

���
r
�
ζ

���G� ������S ��� �
(H� � ��� ��� � � � ��� �
� �EP�����QU���
�
"
∫

Γ

∣∣Ψ
(
reiθ

)∣∣ dθ 6 C3 = C3

(
‖ϕ‖L1(Γ)

)
= const <∞.

� ��� ��� �



nqs nqs � Y�Xva�]^Q
M�R
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Y�P�efP3Y�P^a�M ���

)���T��%" ������������"��
w(z) ∈ H1(A,B)

� � � S TU���#+�T�Q|P�� �
�������
"0� ��� ��� 	
w+(ζ) ∈ Lp(Γ)

�����3�
�������
" O ��� ��� � P�����QU���
�
"
w(z) ∈ Hp(A,B)

�
B=09,+�-�<,9,.(:(- �N&���& �N& >ES ���
� � ��� �:, �

ϕ(t) ∈ L1(Γ)
���
�%�������������B�����������D�

K ϕ(z) 6∈ H1(A,B)
� ���
�&S �
��� �
���
S8�����������
������������� S���+��*S ������Q �������������

�����
���������"�y�
L1(Γ) �

TU��"�"0�������
�����r�����������%��"0��� � �������yS ��QU���q� "0� �`���
���
�����&�'� UU��S �����
��	 � �

=�~U�#�0~U} � 
N�0�5�0���D� 	K� �
�("�3(" )5�(" % � G ����� J�� � w(z) ∈ Hp(A,B) 4
1 6 p < ∞ 4 � & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4 )5�(" % � "��$� , � &  � ��� �'� � � � � M
" % " % 9 & ����� 
 � ��� & 3+�.� � "(
 �-" � �

w(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)w(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)w(ζ) dζ̄,
� ��� �
� �

3  & w(ζ) ≡ w+(ζ) � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � , "K� & ��� � ��� & � M'��� 
 , ���+�/

G ����� J���� w(z) , � � z → ζ ∈ Γ 4 , � � ) & 
 w(ζ) ∈ Lp(Γ) P

C
� -%*,7��D* ��:(+�*(A @ ��� ���
�!�
�������
"C� ��� ��� U �

>�*(A @ 9 @ *�<(.0*(A @ �(& ; ��QU���
�
p > 1

����S�S�"0���
�����%���
�������
"0� ��� ��� ��� 8C��Sf�
S�"0���
���%"&S ��QU���
�

p = 1
� (H� � ��� �
� �������

w(z)
�%"0���
"
P���� ��S��������%������� � ��� �
	 �f�

� �5�
ϕ(ζ) ≡ w+(ζ) ∈ L1(Γ)

� (����
��������������P��y4����J�
Φ(z)

� � ��� �
	 ��P������
�������%� � ���/T��"��S�S Q

Hγ
P���� ����TU���
������"

γ > 0
� S�" � � �
� �ES �\	 �
	 �f�E�B�����

Ψ(z)
S P�������� ������� ����1�����T�� � ��� ��� � � )���T��%" ������������"��

w(z) ∈ Hγ(A,B)
�

γ > 0
� � � S TU���#+�T�Q

w+(ζ) ∈ L1(Γ)
�?�
�&���8�
�������
" O ��� ��� � �%"0���
"

w(z) ∈
H1(A,B)

�
B0���P�� S���� ��S������������ ��� � ��� � U
�E� � ��� �
� �EP�����QU���
�
"

�3{�~�� �
���5|0~�
N�0�5�0�5��	K� � �("�3(" )5�(" % � G ����� J�� � ϕ(ζ) ∈ Lp(Γ) 4 1 6

p < ∞ 4 % � � � 3+�.�(� � )���� 
 � 	!�$��) & � � �/
 � G ����� J���� w(z) ∈ Hp(A,B) 4
� & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4.)5�(" % � � � , " � �5� � " � M � "'"����0" � & � � &

ϕ(ζ) − 1

πi

∫

Γ

Ω1(ζ, t)ϕ(t) dt − Ω2(ζ, t)ϕ(t) dt̄ = 0.
� ��� ��� �


N� 
N�'���0~�� �
� ���%{�~��(|'( �5���#�0�#"�� �0�4� �

� ������� �5�
" �����������������LP���� ��S��������%������� � ��� ��� �\��� T��"��S�S O
Hp(A,B)

�
=�~U�#�0~U} � 
N� 
N�0�5�H�������

w(z) ∈ Hp(A,B) 4 p > 1 4��(" � 
 &�& � 
 & � �("� "'"����0" � & � � & (1.55) 453  & Φ(z) ∈ Hp P
C

� ���
�������
"0� ��� ��� �
w(z) ∈ Lm(D)

�
0 < m < 2p

� � ��T��	�8�
"��(���
�
Aw+Bw ∈ Lq(D)

P����8����TU���
������"
q
�
1 < q 6 2

� �5� S����
�
�������LQ S����
����������+
���
� �����

Aw
� �
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�DQ��5�
"pP���T�� S��������
��+%�����
�

p >
s

2(s− 1)
.

� ��� ��� �
(GS P����#+���Q
����������������S������'-��� �#+��5�������U��Q��5�
"p�%"0����+

∫∫

D

|A(z)w(z)|q dx dy 6

6

[∫∫

D

|A(z)|qα dx dy
] 1

α
[ ∫∫

D

|w(z)|qβ dx dy
] 1

β

,

� ��� ��, �

� �5� 1
α+

1
β = 1

�	� � �5�������
"
α
�
β
�
q
�q����TD�q���
����O

1 < q 6 2
���8���
����OrP������ �q�

����S���+ � ��� ��, �\��O��"�8�������
����������� �
� ���%� � �%"

αq = s
���
��� ��� P�������O��,S���"0��� � ���
� �#+?�?P����������i����S����

��������������S���� � � ��� ��, �'TU����������� � � ���%������Q��5�
" �%"0����+
qβ = αq

α−1 = sq
s−q

�
+����������5���%��� � � ��T�S ������� ���

q (q > 1)
�5� S����
�
������� ��������T��%",T � �"������1����

�
m

����TU�����,���
�
2p > m > s

s−1

� ���
�y�IS ����Q � ��� ��� �H�����
"0� �`���U����Q��5�
"
�%"0����+

m >
sq
s−q = βq

���&���
�������&S���"0��� � ���
� �#+ � � ��� ��, �DP��������
��"���Q��5���
TU����������� � )D��P����6+��
��������� �
����� � ��� ��� �<"0� �`���%S�������+%��P�� S TU���#+�T�Q%� P���� �5���
�"�
������" ����S�S Q � �5�������

s (s > 2)
"0� �`����S��������
��+�����S��
���#+�TU�`��������T��%" T

�"��Q�"������
�'P��������
������"
p > 1

� ��� ��� �\��Q��5���'��ORP����%������� �
� ���
� � � ��T�S ������� �
������"�����T��%"�������������"

q
P��!�
�������
"0� ��� �%� U

T (Aw +Bw) ∈ Lγ(Γr)
� ��� � U
�

�����B�����y������O��
γ
�
r

����T����N�N���
�
1 < γ < q

2−q

�
0 < r 6 1

� H � � ��T�S ���
��Q��
"

γ 6 p
� � � S TU���#+�T�Q

Aw + Bw ∈ Lq(D)
����� � ��� �
� �

∂z̄w ∈ Lq(D)
�"�

� S �%� ��S������������
�����'�%"0�����`"0� S��
�`����������S������ � S�" � � � ��S �5����	 �
w(z) + T (Aw +Bw)(z) = Φ(z),

� ��� �
	 �
� �5�

Φ(z)
� �����%��"0��� � ���q���

D
� QU��T�1���� �

(GS P����#+���Q
����������������S������ � ��� � �f����� � ��� �
	 �f� � ��� � U
�E�6�
�������
" O ��� �%� U���Q��
�5�
"p�%"0����+

∫

Γr

|Φ(t)|γdt 62γ−1

{ ∫

Γr

|w(t)|γdt +
∫

Γr

|T (Aw+Bw)(t)|γdt
}
6Cγ ,

� ��� �
� �

� �5�HTU����S����
�����
Cγ

���
r

���G� ������S ��� �
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Φ(z)
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	 ��P������������%� � ���yT��"��S�S Q

Hγ
���BS �%� �5�
�

� �
�
� �#+����%�E�%"0�����pP��������:� S �D�"Q ���
Γ
P���� �5� �#+���O��I���������������=P�������T��q�

S��
�
� �#+���OB"<P�QU�
�%"
Φ+(t) ∈ Lγ(Γ)

� S�" � �
�������
" Q ��� U � � ���/P���� ��S��������%"C�
�����
���������%��" 4����J� � � ������� � � �
�������
"C� ��� U � � �f2

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

Φ+(t)

t− z
dt.

� ��� ��� �

� ~U}�} �'
N� 
N�0�5��� 
 &�& � 
 & � �(" � "'"����0" � & � � &

lim
r→1

T (Aw +Bw)(reiθ) = T (Aw +Bw)(t)
� ��� ��� �

 � � , "�)5� ����� &�� t = eiθ ∈ Γ P
C
)���T T���T
� � ��� ��� �

w(z) ∈ H1(A,B)
�
Φ(z) ∈ H1

���
� P����
z → t ∈ Γ

�
z ∈ D

� P�������T���S��
�
� �#+���OB"5P�QU�
�%"
w(z)

�
Φ(z)

�%"0����� P���� �5� ��O
w(t)�

Φ(t)
����� P��������I� S����

t ∈ Γ
� �
�������
"C� ��� ��� � � � +���S �D���
P�����QU���
�
"��?���
�

T (Aw+Bw)(z)
P����

z → t ∈ Γ
�
z ∈ D

��P�������T���S��
�
� �#+���OB"yP�QU�
�%"I�%"0�����
P���� �5� �

T+ �����&P��������&� S���� t ∈ Γ
�

� � S TU���#+�T�Q
T (Aw + Bw)(z)

�pS ����Q � ��� ��� � S ��� �"����S �=�pS���� �5���
" T
T (Aw + Bw)(t)

�,�
�&P����
����������O�� P���� �5� �
T+ P���� z ∈ D, z → t

P��������
� S �D�"Q���Q��5���!����TU��� �8��������T�Q���� S �%� �"Q���� � ��� ��� �EP����

r → 1− 0
�

8C��S�S�"0���
���%" � ��� ��� ��P����
r > 1

� NIS ����Q��
�������
" O ��� �%� U
T (Aw+Bw)(z)

�
|z| > 1

�%� S���+%TU��� � ���%"0��O������������ � QU��T�1���� T��"��S�S��
Hγ

�
γ > 1

� +���S �D���
P�����QU���
�
"��
���
�

T (Aw+Bw)(z)
�%"0�����LP���� �5� �

T− P��B����T���S��
�
� �#+���OB"&P�Q��
�
�%"rP����

z → t ∈ Γ
� |z| > 1

��������P��������
� S����
t ∈ Γ

� +LP�����+8����"0�������%�U���
�
P���� �5� � �%S���� �5���
"p� � ��� ��� �EP��������&� S �D�"Q
S�����P������
��� SHP����
����������OB"

T− �
P�����QU���
�
" � ��� ��� �EP����
��������"

r
�
B;pQU�����
��" �%�
"�" O ��� ��� � P����%� � �%"/������������S������ � ��� �
	 �

z ∈ Γ
��P����%"0���

���%"pT��������%" ����S��
�%"�����������S���� ����P������
�
���
1

2πi

∫

Γ

•
z − ζ

dz, ζ ∈ D.

� � S TU���#+�T�Q
w+(z) ∈ Lp(Γ)

� �
�������
"C� ��� ��� � �f���
∫

Γ

T (Aw +Bw)(z)

z − ζ
dz = 0

P����
ζ ∈ D

� S�" � � � ��S �#,���	 �f��P�����QU���%"

Φ(ζ) =
1

2πi

∫

Γ

w+(z)

z − ζ
dz.

� ��� � � �



��	 � V�M�RqM3nqs�P�V�M�]^] S���M�Y�aUZ!P
O
P
O � X W�W�S��`M�W�M�V�ZUQ
Z�FUX^]^c�Z ��[\d
WUc���Z�_

(H� � ��� � � �E� � ��� 	�	 �

Φ+(t) =
1

2
w+(t) +

1

2πi

∫

Γ

w+(z)

z − t
dz ∈ Lp(Γ).

� ��� ��� �

)���T��%" ������������"���P��!�
�������
"0�MN � ( � ;<" ��������� � ��� 	�� U
Φ(z) ∈ Hp

�
B(3"0��� � ��� � � �^�U"0� �`������O��%����O|S�������Q S�� S �"�
��+ S �!�����
�������
" Q ��� 	�� 	 �����

����"������8�HP��������5��������S �
S������
������������� � ��� ��� � �
=�~U�#�0~U} � 
N� 
N� 
N� � �.� � � & � � & w(z)+T (Aw+Bw)(z) = Φ(z)

, � �N��7 F% "(
 Φ(z) ∈ Hp 4 p > 1 4 � 
 &�& � &  � � � � � & ���0" & � & � & � � & w(z) ∈ Hp(A,B) P
C
� �H�%�
"�"0� ��� 	�� �

Φ ∈ Lm(D)
�
0 < m < 2p

� ;EQU��� S�������� �
�������`� �"�����
S������������ S���+��������������

w ∈ Lm(D)
�
m >

s
s−1

�"S �%� �"Q����%��������S�S Q � �5�������D�
P�������� �5������O���� � � ��S ���:, U /��:,�	�	 �

� ��T��	�8�
"��0���
�
w(z) ∈ Hp(A,B)

� )D�%�l���
�
w(z)

� ������������� QU�����
�
��������� � ��� �
� � � ����������� ������� S��
��O�� � ��T�� � � �DS ���:,�	
/��:,���	 � 2B�����%���������
��� � ��� �
� �LP�����QU���%"

w(z) ∈ Hγ(A,B)
����������TU���
���������

γ > 1
� +���S �D�����

P����
�������
"0� ��� ��� � S QU��� S�����Q ���MP�������� � S �D�"Q8���
Γ
P���� �5� �#+���O�� ���������������

P�������T���S��
�
� �#+���OB".P�QU�
�%"
w+(t) ∈ Lγ(Γ)

� �p�/S ����Q��
�������
" O ��� ��� � �
�
�������
" O ��� 	�� 	 �%"0������"0� S��
� S������
������������� � ��� ��� � �
+������
���%"CS ���
��P����6+HT P���� ��S��������%����� � � ��� ��� ������� P�����QU�����������������������

�����
w(z) = Φ̃(z)w0(z)

��� �5�
w0(z) = e−T(A+Bw

w ) ∈ Cα(D)
�
α = s−2

s

�
� �B�
�������
"0� ��� ��� �

Φ̃(z) ∈ Hγ
�MP���� �5� �#+���O��E���������������

Φ̃+(t) ∈ Lγ(Γ)
�

� � ��S��������%"
w+(t) = Φ̃+(t)w0(t)

� � ��� ��� �f2

Φ+(t)w−1
0 (t) =

1

2
Φ̃+(t) +

1

2πi

∫

Γ

Φ̃+(ζ)

ζ − t
dζ +

+
w−1

0 (t)

2πi

∫

Γ

(w0(ζ) − w0(t))Φ̃
+(ζ)

ζ − t
dζ.

� ��� ��� �

� � S TU���#+�T�Q
Φ̃+(t)

� P���� �5� �#+���O����������������������
Γ
�
��������������� S TU���/�

D� QU��T�1����IT��"��S�S��
Hγ

�
γ > 1

�N�
�&� S ����Q � ���%" Q �p;\������1�TU����� � � �%�
"0���
��� � ��� 	�	 �

1

πi

∫

Γ

Φ̃+(ζ)

ζ − t
dζ = Φ̃+(t),
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Φ+(t)w−1
0 (t) = Φ̃+(t) +

w−1
0 (t)

2πi

∫

Γ

(w0(ζ)− w0(t))Φ̃
+(ζ)

ζ − t
dζ.

� ��� ��� �

� ��� �q������S���+'� � ��� ��� � P������������%� � ���'T��"��S�S Q
Lp(Γ)

��� �����
���������&� � ��� ��� �
�%"0�����¯���5���BS��BS �"�
������� S������������ S���+�� � P��������"T�� |ζ − t|−2/s �f�,� � � � �5�����
S�����Q���� ���

Lγ
�
Lβ

�5� �5� 1
β = 1

γ − s−2
s

� S�" � �5����P����%"0���D� � ,�� ��S ����� ��	 �f��P��
�
���
��" Q ��� � ��� ��� ��P�����QU���
�
"

Φ̃+(t) ∈ Lp(Γ)
� �GS �%� �5��� �
�
� �#+����%��P��3�
�������
"0�

N � ( � ;<" ��������� � ��� 	�� U
Φ̃(z) ∈ Hp

���GP����
�������
"0� ��� ��� �
w(z) ∈ Hp(A,B)

�
B� ���%��������"pQ �8�����3������������SC+8�����������%" O ���

Hp(A,B)
�

=�~U�#�0~U} ��
N� 
N� #D� � �0"!I & � � � " Hp(A,B) 4 p > 1 (H∞(A,B)) 4 � �0"!��
O"�1

‖w‖Hp
=

{∫

Γ

∣∣w
(
eiθ
)∣∣p dθ

} 1
p

,
� ��� �4, �

(
‖w‖H∞

= sup
z∈D

|w(z)|
) � ��� � U
�

� �'� � & � � �D & 1 � � �'� � & � M'��� 
 % �(�$� � " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
�P �  & � M w(eiθ) �
� & ��� � ��� & � M'��� & , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � w(z) �$� Γ P

C
)D�%�5���
� � ��� �4, �f� � ��� � U
� � �����%" O3�%�����������5��� ��� Q S���+ {wn(z)}∞n=1

�
� QU������"0���������#+����q�IP�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���+��¯�����%"0� � ��� �4, � � � ���&P�� S �%� �5�
�
� �
�
� �#+���� S���+MS ��� �"����S �!����������"0�������G����QU�
���

D
T`����������� �

w(z)
QU�����������

����� � ��� �
� � � S�" � � � ��S ���
	 U 	 �f2

w(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)ϕ(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)ϕ(ζ) dζ̄,
� ��� ��	 �

� �5�
ϕ(z) = limn→∞ wn(z)

�
z ∈ Γ �

P���� �5� �/P������%"C�
����S �y�������%"0�
Lp(Γ)

�
p > 1

�
8C��S�S�"0���
���%"|S ��QU���
�

p = 1
� 3���� �"�%"CS �D�5���
�

w(z)
��� � ��� ��	 �RP����������%�

�%� � ���
H1(A,B)

� +����������5���!��������������S������
2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)∣∣ dθ 6
2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)
− wn

(
reiθ

)∣∣ dθ +
2π∫

0

∣∣wn
(
reiθ

)∣∣ dθ,

�����&� S ��TU�����
r

����TU�����%�U���
�
0 < r < 1
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wn = Φne
ωn
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z ∈ D

� � � S �%� �5��� �
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D

����������"0������� P��
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� � ���%�����

2π∫

0

∣∣wn
(
reiθ

)∣∣ dθ 6 C1

2π∫

0

∣∣Φn
(
reiθ

)∣∣ dθ,

� �5�GTU����S����
�����
C1

���
n
�
r

���M� ������S ��� � (����
��������� ∫ 2π

0 |Φn(reiθ)| dθ
"0�
�

�����
�������/����������S����
��� P��
r

� S�" � �%�
"�" Q ��� U � � � � N �
�$�8� �����
"(�=�pS ����Q
�������
������������� S���� � QU������"0���������#+�������P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S����

2π∫

0

∣∣Φn
(
eiθ
)∣∣ dθ 6 C2

∫ 2π

0

∣∣wn
(
eiθ
)∣∣ dθ 6 C3,

� �5�HTU����S����
����O
C2
�
C3
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n

���G� ������S ��� �
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r
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2π∫

0
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(
reiθ

)
− wn

(
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n
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w(z) ∈ H1(A,B)
�

+���S �D������P��!�
�������
"0� ��� ��� UU�

w(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)w(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)w(ζ) dζ̄,
� ��� ��� �

� �5�
w(ζ) ≡ w+(ζ)

P����
z → ζ ∈ Γ

�
z ∈ D

��P��`����T���S��
�
� �#+���OB"/P�QU�
�%" �
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z → t ∈ Γ
���

� ��� ��	 �E�%"0���
"

w±(t) = ±1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

Ω1(t, ζ)ϕ(ζ) dζ − Ω2(t, ζ)ϕ(ζ) dζ̄,
� ��� � � �

� �5�
w+(t)

� P���� �5� �#+���O�������T���S��
�
� �#+���O��J���������������BP����
z → t

�
z ∈ D
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w−(t)
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w±(t) = ±1

2
w(t) +

1

2πi

∫

Γ

Ω1(t, ζ)w(ζ) dζ − Ω2(t, ζ)w(ζ) dζ̄.
� ��� ��� �
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±1

2
h(t) +

1

2πi

∫

Γ

Ω1(t, ζ)h(ζ) dζ − Ω2(t, ζ)h(ζ) dζ̄ = 0,

� � � �
h(t)
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� ����T��8�������
����������� ��������������� � QU��T�1����6���
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Γ
� )���T��%" ������������"��

H1(A,B)S������%"0��� � ��� �4, �EP����%��� �
>ES ���

p > 1
�%�
�%� � ��� ��� �

w(z) ∈ Hp(A,B)
�"P�� S TU���#+�T�Q

ϕ(t) = w(t) ∈
Lp(Γ)

� �
�������
"C� ��� ��� � � �
�M��� �����%" O � ��� � U
�|QU������� � �5������� �
�������
" O � � ��T�� ������� S��
��O��

� S�" � � � ��S ���:,��
	 � �
B

� ~U}�} �'
N� 
N� 
N�.�������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 1 6 p <∞ 4.�("

‖w‖Lm(D) 6 const ‖w‖Hp
,

� ��� ��� �
3  & �/"�� � ���(����� 	�� �'����� �-"�� m �

p 4$�2"�� w � & 	�� �'����� �!P
C

����T���� �
�
� �#+ S�����������P�� S���� ��S������������'S �%� �"Q����'��� � ��� ��� �E� � ��� 	�� � �
B� � �"O��
� � �%"I����� S TU���#+�TU�MQU� ��QU���%"�������Q �#+q���
��O �
�������
" ��� ��� � � ��� ��� �

�'�����5�GS �%� �"Q ���������'QU������� � �5������� �
=�~U�#�0~U} � 
N� 
N� &,���������

w(z) ∈ Hp(A,B) 4 1 6 p 6 ∞ 4��(" � 
 &�& ��
 & � �("� "'"����0" � & � � &

w(z) + T (Aw +Bw)(z) = Φ(z), Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt,

� ��� ��� �

� G ����� J�� � Φ(z) ∈ Hp P�������
Φ(z) � , ��" � 	 � " � M'�$��� 3(" � "(
O"!�#G �$���?G ����� J�� � � � � ��� � Hp 4

1 6 p 6 ∞ 4L�(" � "'"����0" � & � � & 
 (2.43) "� ��0"(	!�$��)��0"8" , � &  & � � & � � � � & F
�
& � � & w(z) ����� � & 
 � (1.53) � � � ��� � Hp(A,B) 4 � GH"!��
�� � � (2.43) � � ���'F

�$� �'����� � & � (
� & 9 & � � � & ������1 ) ��� � & 1�����1 � 	�"(
O"!�#G � 	�
 % �(�$� � " � � � , ��"�F� �+�.�(� � � � Hp(A,B)

�
Hp P

C
N S ��QU���
��� TU��� ���

1 < p <∞ � ���
��������Q �#+q���
��O��
�������
" ��� ��� � � ��� ��� �
� �����HQU������� � �5����������� ������"0��� � ���
"0��� �
8C��S�S�"0���
���%"BS ��QU���
�

p = 1
�	� ���
�������
"0� ��� ��� � �
� S ���

w(z) ∈ H1(A,B)
�

�
�
w(z) ∈ Lm(D)

�
0 < m < 2

� � ��T��	�8�
"��(���
�I�'���
��"6S ��QU���
�
Aw +

Bw ∈ Lq(D)
P����¯����TU���
������"

q
�
1 < q 6 2

� �5� S����
�
������� Q S����
����������+����
�
�����

Aw
� �
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O
P
O � X W�W�S��`M�W�M�V�ZUQ
Z�FUX^]^c�Z ��[\d
WUc���Z�_

(GS P����#+���Q
����������������S������'-��� �#+��5�������U��Q��5�
"p�%"0����+
∫∫

D

|A(z)w(z)|q dx dy 6

6

[ ∫∫

D

|A(z)|qα dx dy
] 1

α
[ ∫∫

D

|w(z)|qβ dx dy
] 1

β

,

� ��� ��� �

� �5� 1
α+

1
β = 1

��� � �5�������
"
α
�
β
�
q
�
����TD�
���
����O

1 < q 6 2
�!���
����O P������ �q�

����S���+ � ��� ��� �\��O��"�8�������
����������� �
� ���%� � �%"

αq = s
�%�
��� ���'P�������O��BS���"0��� � ���
� �#+ �%P���������������S����¯�����

����������S���� � � ��� ��� ��TU����������� � � ���%���`��Q��5�
":�%"0����+
qβ = αq

α−1 = sq
s−q

��� �
�
T��	�8�
"��\���
� "0� �`���pS��������
��+

m > s
s−1

� ������S��������
� �#+����%�E��O����	�8���������
S��
���������&�/P���������� ����S���� ���
��������������������S���� ���l"0�������
������� QU��OR� �
�������
P�����"0� � QU��TU�

[2,+∞)
���

2
�5�

1
��� � S ���

s > 2
�,�
�

m
"0� �`���B��O������
��+

����TD�
���
� s
s−1 < m < 2

� +����������5���%��� � � ��T�S ������� ����P���� ���
��"
q
�5� S����
�
�����

������������T��%" T¯� �"������1��
(q > 1)

�%��Q��5�
" �%"0����+
m >

sq
s−q = βq

��� ���
�������
S���"0��� � ���
� �#+'� � ��� ��� �EP��������
��"���Q��5���'TU����������� �

� ���
� � � ��T�S ������� �
������"�����T��%"�������������"
q
��P��!�
�������
"0� ��� �%� U

T (Aw +Bw) ∈ Lγ(Γr)
� ��� �U� �

�����p������O��
γ
�
r

����T����N�����
�
1 < γ < q

2−q

�
0 < r 6 1

� � � S TU���#+�T�Q
Aw + Bw ∈ Lq(D)

�"��� � ��� �
� �
∂z̄w ∈ Lq(D)

�"�B� S �%� ��S�������� ���
�����%�%"0�����
"0� S��
�%S �%� �"Q ������������������S������ � S�" � � � ��S �%����	 �f2

w(z) + T (Aw +Bw)(z) = Φ(z),
� ��� � , �

� �5�
Φ(z)

� �����%��"0��� � ���q���
D

� QU��T�1���� �
(H� � ��� � , �

∫

Γr

|Φ(t)| dt 6
∫

Γr

|w(t)| dt+
∫

Γr

|T (Aw +Bw)(t)| dt.

+���S �D�������6����T��8� ��� � ��� �U� �f���%�
"�" O ��� ��� � ���
�������
" O ��� �%� UU����S P����#+���Q
�
��������������S������'-��� �#+��5�������U��Q��5�
"p�%"0����+

Φ(z) ∈ H1
�

‖Φ‖H1 6 const ‖w‖H1 ,
� ��� � U
�

� �5�HTU����S����
�����8���
Φ
�
w

���G� ������S ��� �
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; QU�����
��" �%�
"�" O ��� ��� � ����S�S�"0���
���%"��
��P����6+ � ��� ��� �CP����

z ∈ Γ
��� ��� �%�

S��������%������� � QU��T�1����
Φ(z)

�'�����5�H�����
���������"�8����P�� 4����J��� � ��� ��� � P�����Q��
���
����S �
P����%"0�����������
" T � ��� ��� �l��P������
�
�����

1

2πi

∫

Γ

•
z − ζ

dz,

SDQU�����
��" � ��� �U� �f��������T��8�<�
�������
" O 4����J�G����� � QU��T�1����JT��"��S�S��
H1
�8�
�
�

���%�q���
�H�����
���������
T (Aw+Bw)(z)

�����
D

� S���+������%��"0��� � ���q� � QU��T�1���� �
TU��� � ���%"0��O��!��������� � QU��T�1����%T��"��S�S��

H1
�����������q�!��Q ���i������� S TU�����������
�

S����D���
Φ(z) ∈ H1

P���� ��S��������%"C�'S �����%"r�����
���������%��"p4����J� � UU��S �#,�	�	 �
� ����� �q������S���+!�
�������
" O ��� ��� � P����

p = 1
�5��T���� �
��� �

� � S TU���#+�T�Q8"0� �`��� S��������
��+%�U���
� s
s−1 < m < 2

���
Φ(z) ∈ Lm(D)

��S Q��
��� S�������� �
�������`� �"����S������������ S���+3�������������

w ∈ Lm(D)
QU��������������� � ��� ��� �

P����B������� S��
�����&P���������������S����yS �%� �"Q���� ��������S�S Q � �5��������� � ��S ���:, U /��:,�	�	 �
)D�%�����
�JP���� ���
��"

w(z)
� ������������� QU��������������� � ��� �
� � � �����������H������� S��q�

��O�� � ��T���� � ��S ���:,�	
/��:,���	 �
� ���%���������

∫

Γr

|w(t)| dt 6
∫

Γr

|Φ(t)| dt+
∫

Γr

|T (Aw +Bw)(t)| dt,

� ��� �U� �f� � ��� ��� ���
Φ(z) ∈ H1

��P����%"0�������!��������������S������H-��� �#+��5������� P�����QU���
�
"

‖w‖H1 6 ‖Φ‖H1 + const ‖w‖Lλ(D)

P����¯����TU���
������"
λ
�
1 < λ < 2

��� �5�HTU����S����
�����!���
Φ
�
w

���G� ������S ��� � )���T
T���T ‖w‖Lλ(D) 6 const ‖Φ‖Lλ(D)

� S�" �<� ��� ��� ���f�D� �5� TU����S����
���������
Φ
�
w���G� ������S �������
�`����S �D��� �&��� � ��� ��� �E�%"0���
"

w(z) ∈ H1(A,B)
�

‖w‖H1 6 const ‖Φ‖H1 ,
� ��� ��	 �

� �5�HTU����S����
�����8���
Φ
�
w

���G� ������S ��� �
(H� � ��� � U
��� � ��� ��	 ��S �%� �"Q���� QU������� � �5�������\��� ������"0��� � ���
"0�EP����

p = 1
�

(H����"0��� � ���
"/P����
p > 1

�5��T�����OR� �
����S ���
�����%����������� �
8C��S�S�"0���
���%"?S ��QU���
�

p = ∞ ��� Q S���+
w(z) ∈ H∞(A,B)

�5�
��� ��� �%"0�����
"0� S��
� � ��� ��� �f�\� �5�

Φ(z) ∈ Hp
P����|��������"

p > 1
� 0��r� ���
��" S ��QU���
�

Aw + Bw ∈ Ls(D)
�
T (Aw + Bw)(z) ∈ Cα(D)

�
α = s−2

s

� S�" �l� ��� ��� ���f�
�'S �%� �5��� �
�
� �#+����%�

Φ(z) ∈ H∞
�
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� � S TU���#+�T�Q � S�" �,� ��� � � ���

‖T (Aw +Bw)‖L∞
6 const ‖Aw +Bw‖Ls(D) 6 const ‖w‖H∞

,

� �5�HTU����S����
�����8���
w

���H� ������S ��������� � ��� ��� �EP�����QU���
�
"

‖Φ‖H∞
6 const ‖w‖H∞

,
� ��� ��� �

� �5�HTU����S����
�����8���
w
�
Φ

���G� ������S ��� �
>ES ���?� �����
���

Φ(z) ∈ H∞
���
�/��� � ��� ��� ��� �5������������������P���� �5� ��������S �

w(z) ∈ Hp(A,B)
��P�����P��������������#+�����"

p > 1
� N ���
��"rS ��QU���
�

Aw+Bw ∈
Lq(D)

P���������TU���
������"
q > 2

���
T (Aw + Bw)(z) ∈ Cβ(D)

P���� ����TU���
�
�
����"

β
�
0 < β < 1

� S�" �,� ��� ��� ���f������T�Q����'P�����QU���
�
"
w ∈ H∞(A,B)

�
(�����TD��S�QU�����
��" � ��� ��� �f��P�����QU���
�
"������
�`���
�������	�8�������

w ∈ H∞(A,B) → Φ ∈ H∞

P�� � ���%" Q �%� � ��� ��� �(������T����������M������P�������OR�����%� �MS �%� �5��� �
�
� �#+����%��P����
���
�
���
"0�����
���q���3������������S �&������"0��� � ���
"0��" �

B=�~U�#�0~U} � 
N� 
N� %N���������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 1 6 p 6 ∞ 4��(" � 
 &�& ��
 & � �("� "'"����0" � & � � &

w(z) + Tn(Aw +Bw)(z) = Φ(z),
� ��� ��� �

� G ����� J�� � Φ(z) ∈ Hp P�������
Φ(z) � , ��" � 	 � " � M'�$����3(" � "(
O"!�#G �$��� G ����� J�� ��� � � ��� � Hp 4.�("� "'"����0" � & � � & 
 (2.50) "� ��0"(	!�$��)��0"6" , � &  & � � & � � � � & � & � � & w(z) ����� � & F


 � (1.53) � � � ��� � Hp(A,B)
� GH"!��
�� � � (2.50) � � ���(�$� �'����� � & � ( � & 9 & � ��F� & ������1 ) ��� � & 1�����1 � 	�"(
O"!�#G � 	�
 % �(�$� � " � � � , ��" � �+�.�(� � � � Hp(A,B)�

Hp P
C

����T���� �
�
� �#+ S������ ���
���6�
�������
" O:P����������5� S �%��������������������S �
P������
�
�
���������
"/�5��T���� �
�
� �#+ S���� ���
�������
" O ��� ��� �%�

B=�~U�#�0~U} � 
N� 
N� �D���������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 1 6 p 6 ∞ 4��(" � 
 &�& ��
 & � �("� "'"����0" � & � � &

w(z) + Tκ,n(Aw +Bw) = Φ(z),
� ��� ��� �

3  & Φ(z) ∈ Hp 4 ��, "�)5� ������7  $���$� Γ

Re
{
t−κw(t)

}
= Re

{
t−κΦ(t)

}
, t ∈ Γ.

� ��� ��� �
�������

Φ(z) ∈ Hp 4��(" � "'"����0" � & � � & 
 (2.51) "� ��0"(	!�$��)��0"N" , � &  & � � & ��F� �6G ����� J�� � w(z) ∈ Hp(A,B) 4��� #" �'� & � � "!��� 7 9N���K�$� Γ � ��� " �'��7 (2.52) 4
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VUX W�Z��3R�Q�P
Y�P�efP�Y�P^a�M � ���
� GH"!��
�� � � (2.51) � � ���(�$� �'����� � & � ( � & 9 & � � � & ������1 ) ��� � & 1�����1 � 	�"(
O"!�.F
G � 	�
 % �(�$� � " � � � , ��" � �+�.�(� � � � Hp(A,B)

�
Hp P

C
����T���� �
�
� �#+ S������ P�������� �5�
" ��������P������
�
�����

Tκf
� N.S ��QU���
�

Tκ,nf����S�S Q � �5�������
P����������5� S �%������� P������
����� ����S � �
8C��S�S�"0���
���%" S ��QU���
�

p = 1
� � � S TU���#+�T�Q ��O����	�8�������

∫∫

D

z2κ+1f(ζ)

1− ζz
dξ dη ∈ H1

� ��� �
� �

�����%��"0��� � ��� P���� |z| < 1
� S�" � �
�������
" Q ��� �%� 	 � �5��T���� �
�
� �#+ S������y�%�
"(�

" O ��� ��� � �f���
�/��� � ��� ��� ������P�� S���� ��S������������/S �%� �"Q���� � ��� ��� �f��� �5�
Φ(z)

�
����TU���
�����q�6�����%��"0��� � ���q�%�

D
� QU��T�1���� ��� ��T��	�8�
"��U���
�

Φ(z) ∈ H1
�

(H� � ��� ��� � �%"0���
"
∫

Γr

|Φ(t)| dt 6
∫

Γr

|w(t)| dt+
∫

Γr

|Tκ(Aw +Bw)(t)| dt.

KMQU��T�1����
Aw + Bw ∈ Lq(D)

P����¯����TU���
������"
q
�
1 < q 6 2

� S�" � �5��T���� �q�
�
� �#+ S������8�
�������
" O ��� ��� � � ��� ����� � � ��T�S ������� �
������"�����T��%" ������������"

q
��P��

�
�������
"0� ��� �%� U
Tκ(Aw +Bw) ∈ Lγ(Γr)

� ��� ��� �
�����
������O��

γ
�
r

����T����N�����
�
1 < γ < q

2−q

�
0 < r 6 1

�
+���S �D�������3����T��8� ���B�
�������
" O ��� �%� UL�'�%�
"�" O ��� ��� � ����S P����#+���Q
�!�������q�

������S������ -��� �#+��5����������Q��5�
"p�%"0����+
Φ(z) ∈ H1

�
‖Φ‖H1 6 const ‖w‖H1 ,

� ��� ��� �
� �5�HTU����S����
�����8���

Φ
�
w

���G� ������S ��� �
� ~U}�} �'
N� 
N� #D��� 
 &�& � 
 & � �(" � "'"����0" � & � � &

lim
r→1

Tκ(Aw +Bw)(reiθ) = Tκ(Aw +Bw)(t)
� ��� ��, �

 � � , "�)5� ����� &�� t = eiθ ∈ Γ

C
8C��������S������ � ��� ��, �`����P�� S���� ��S������������ S �%� �"Q����p��� � ��� ��� �f� � ��� �
� � �

�
�������
" O ��� �%� 	��
BN<S ����Q � ��� ��, �D� � ��� ��� ��"0� �`���%P����%� � ����+

z ∈ Γ
��P�� S �%���������%��ORP������

��������� � ��� ��� �DS����
����������S �������������5��OB" �
� ����� �q������S���+!�
�������
" O ��� ��� , P����

p = 1
�5��T���� �
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Φ ∈ H1
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� P��I�%�
"�"0� ��� 	�� �
Φ(z) ∈ Lm(D)

�l� �5�
m"0� �`���yS��������
��+ ����T��%"��(���
� s

s−1 < m < 2
� N ���
��",S ��QU���
��S QU��� S������
�

� �
�����%� � �"����S������������ S���+��������������
w ∈ Lm(D)

QU��������������� � ��� ��� �HP����
������� S��
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���
	 � )D�%�
���
� P���� ���
��"

w(z)
� ��������������QU��������������� � ��� ��� � � �����������M������� S��
��O��

� ��T���� � ��S ���:,�	
/��:,���	 �
� ���%���������

∫

Γr

|w(t)| dt 6
∫

Γr

|Φ(t)| dt+
∫

Γr

|Tκ(Aw +Bw)(t)| dt,

� ��� ��� �f� � ��� ��� ���
Φ(z) ∈ H1

��P����%"0�������!��������������S������H-��� �#+��5������� P�����QU���
�
"

‖w‖H1 6 ‖Φ‖H1 + const ‖w‖Lλ(D)

P����¯����TU���
������"
λ
�
1 < λ < 2

��� �5�HTU����S����
�����!���
Φ
�
w

���G� ������S ��� � )���T
T���T ‖w‖Lλ(D) 6 const ‖Φ‖Lλ(D)

�(� �5� TU����S����
�����¯���
Φ
�
w

���%� ������S ���
� S�" �,� ��� ��� ���f���
�`����S �D��� �&��� � ��� 	�� � �%"0���
"

w(z) ∈ H1(A,B)
�

‖w‖H1 6 const ‖Φ‖H1 ,
� ��� � U
�

� �5�HTU����S����
�����8���
Φ
�
w

���G� ������S ��� �
(H� � ��� ��� �E� � ��� � U
�DS �%� �"Q���� QU������� � �5�����������'������"0��� � ���
"0� � (H�L�%�
"(�

" O ��� ��� � ��O��
��T��
��� ��ORP����%��������� � ��� ��� � � ; ��QU���
�
p = 1

��S�������P��
� �
8C��S�S�"0���
���%"?S ��QU���
�

1 < p 6 ∞ � >ES ���
w(z) ∈ Hp(A,B)

�5�
�%P�� Q �8�
�5��T���� �
������" Q'�%"0�����!"0� S��
�'S������
������������� � ��� ��� �^� � ��� ��� �f�U� �5�

Φ(z) ∈ H1
�

(H� � ��� ��� �E�
�����%�����������J�5��T���� �
�
� �#+ S�����Q!�
�������
" O ��� ��� � P�����QU���%"
∫

Γr

|Φ(t)|γ dt 6 2γ−1

{ ∫

Γr

|w(t)|γ dt+
∫

Γr

|Tκ(Aw +Bw)(t)|γ dt
}

6 C̃γ ,

� �5�
γ > 1

���&TU����S����
���������
r
�
w

���G� ������S ������� � � �
Φ(z) ∈ Hγ

�
� � S TU���#+�T�QyP����

t ∈ Γ {t−κw(t)} ∈ Lp(Γ)
� S�" � �
�������
" Q ��� ��� � �f�����

Φ(z) ∈ Hγ
� � ��� ��� �
� �
�������
" O ��� � ��� � ��Q��5�
"X�%"0����+

Φ(z) ∈ Hp
P����

1 < p <∞ � � ���
p = ∞ Φ(z) ∈ H∞

� S ����Q��
�������
" O ��� � ��� ���
>ES ���`�
��P����6+�����"I� �����
��� � QU��T�1����

Φ(z) ∈ Hp
���
�M��� � ��� ��� ��P��H�5��T��q�

� �
������" Q P�����QU���%"
w(z) ∈ H1(A,B)

��Q��5�����%����������� ���JQ � � ��� ��� � � 2B�����%�
�
���������LP���� �"OD�"QU���
" Q�������������TU���
���������

γ > 1
P�����QU���%"

w(z) ∈ Hγ(A,B)
�



nqs nqs � Y�Xva�]^Q
M�R
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"CS �%P���� ��S��������%�������
" � ��� ��� �C���������
�����

w(z)
2

w(z) = Φ̃(z)w0(z), Φ̃(z) ∈ Hγ , w0(z) ∈ Cα(D), α =
s− 2

s
.

NpS ����Q � ��� ��� � � QU��T�1����
Φ̃(z) ∈ Hγ

Q��5�����%�������������������
Γ
T����
������" QMQ S �%�
�

��� �
Re
{
t−κΦ̃(t)

}
= Re

{
t−κΦ(t)[w0(t)]

−1
}
∈ Lp(Γ),

����T�Q��������
�����%����������� P���� �"OD�"QU���
" Q��
Φ̃(z) ∈ Hp

�
w(z) ∈ Hp(A,B)

�
0G��" � S������%� SC+ �5��T���� �
��+�������"0��� � ���
"yP����

p > 1
�q� � � � ���
�H������������O��

��P������
�
���
(I+Tκ)w = w+Tκ(Aw+Bw) : Hp(A,B) → Hp

����P�������OR�����
�&�%"0�����!�������
������������O��6�������
�
��O��D��� � � � ��� � ��� ��� �DS �%� �"Q����

‖(I + Tκ)w‖Hp
6 const ‖w‖Hp

,
� ��� �
	 �

�
‖w‖Hp

6 const ‖Φ‖Hp
,

� ��� �
� �
� �5�HTU����S����
����O ���

w
���H� ������S ��� �

(�����TD� P�Q S���+
w(z) ∈ Hp(A,B)

�
1 < p < ∞ � � Q S���+

r
����T������l���
�

0 < r 6 1
�
Γr = {z : |z| = r} � +����������5���!��������������S������

‖w + Tκ [Aw +Bw]‖Lp(Γr)
6

6 ‖w‖Lp(Γr) + ‖Tκ [Aw +Bw] ‖Lp(Γr).

� ��� ,�� �

H � � ��T�S ����Q��
"
q
� 1
q = 1

m + 1
s

�
2 < m < 2p

��� � S TU���#+�T�Q
s > 2

�
m > 2

�
�
�

m
"0� �`���'� � � ��T�S ������� �
��+�����T��%"������
�

1 < q 6 2
��P��������
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�����%���������

�����
��" Q��"T���T ���
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�
� �#+ S������3�
�������
" O ��� ��� � �
s (s > 2)"0� �`���HS��������
��+GS TU���#+�QU��� �5������������T��%"BTM�"��Q�" �4H ��S������ ���
�����
m

"0� �`���
��O��������
��+HS TU���#+LQU��� �5������������T��%"BT

2p
� 3���� �"�%"CS �D�����
�GP����"���
��"�"0� �`���

�5��������+ S �%��ORP����%������������������������S���� � q
q−2 > p

� � �
�8��������������S������ ��T������ �q�
�%�����
���¯��������������S�����Q 1

p + 1 > 2
(
1
s + 1

m

) � 0��&P����
s (s > 2)

��������TU��"=T
�"��Q�"r�

m
��������TU��"rT

2p
���
�`��������������S������'S����
����������S �6�����������5��OB" �

(�����TD��� � � ��T�S ����Q��
"
q

����T��%"��D���
����O
1 < q 6 2

�
1 < p < q

q−2

� � �
�
�������
"0� ��� �%� UU�����3��������������S���� � -��� �#+��5�����J� � ��� ��� �\��Q��5�
"p�%"0����+

‖Tκ [Aw +Bw] ‖Lp(Γr) 6 const ‖w‖Lm(D) 6 const ‖w‖Hp
.
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w
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Φ
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	 � ���
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" O ���
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	 �^� � ��� �
� �CP����
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�������¯��������������� � �
�������
" O ��� U � � �������
�
������������O��&T��"��S�S O -��
���"�

Hp(A,B)
�
1 < p < ∞ � ;E�
��� + S&T��"��S�S���" �

BMO
�HS ��QU���
�

p = 1
T���TM�����8�����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1���� � �
�������
"C� ��� ��� � �f�

����TB�D�5������Q�"0������S �D������������������������O��
�
��������������� S T���� � QU��T�1���� � � S��
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��O��&S ��QU���
�D��P������
��" Q������!����S�S�"0���
��������������T��"���"OR� �
����S �%�5�!� �"����O �%�

	�
 H�-���-�
�-�.(:(- �N& �N&���& �DQ��5�
" ��������������+%�����
�
w(z) ∈ H0

p (A,B)
�

1 6 p 6 ∞ ��� S ��� w(z)
z ∈ Hp(A,B)

�
N<��� �5�
�����%��� P����

t ∈ Γ
� ��P���SC+

w(t) ∈ Hp(A,B)
��Q��5���������������
��+

����T���S��
�
� �#+���O��HP���� �5� �#+���O��G���������������6���
Γ

� QU��T�1����
w(z) ∈ Hp(A,B)� �
���8� �����

H0
p (A,B)

� � N����
��" S ��QU���
��P�� �
Hp(A,B)

�
H0
p (A,B)

�DP��������
"C�
����S � � �
���q������� P���� S��
���
��S������
S�������������S�����Q ���J���&P���� �5� �#+���O��B�����������
���������

Γ
�

+�S���������OB"�������Q �#+q���
�
��"'���
�����JP��
���
����� � ��������������S ��S �%� �"Q �������LQU�q�
����� � �5������� �

=�~U�#�0~U} � 
N� #D�0�5� � � � % ����� � & 1��0"(
 ��, ��� ��� �(� ���

(f, g) = Re

2π∫

0

f(t) g(t) dθ, t = eiθ,
� ��� ,�� �

, ��" � �+�.�(� � � � "(
 4 � " , ���5I & ����� 
 � & 9 & � � � & ���0"(
�� % �(�$� � " � � , ��" � �+�.�(�$F� � � � Hp(A,B) 4 1 6 p < ∞ 4 � �'� � & � � � GL�(���("!�.F , ��" � �+�.�(� � � � "
Lq(Γ)/H

0
q (−A,−B) 4 1

p + 1
q = 1 (

, � � p = 1 q = ∞) 4$3  & Lq(Γ) � � & 9 & F� � � & ���0" & % �(�$� � " � " , ��" � �+�.�(� � � � " �/"(
 ,�� & � � ��� � G ����� J�� 1N�$� Γ 4 � �/
 
 � F
�/� & 
 � � � , "�����	���� & � & 
 q , " 
 & � & dθ P � GH"!��
�� � & (2.61) f ∈ Hp(A,B) 4
g ≡ g(t) + H0

q (−A,−B) � � � � ���K� 
 & IK�0" � � � � GL�(���("!�.F , ��" � �+�.�(� � � � &
Lq(Γ)/H

0
q (−A,−B) P� � � p > 1

� 
 &�& � 
 & � �(" � 	�"(
O"!�#G � 	�


Lq(Γ)/H
0
q (−A,−B) ≈ Hq(−A,−B)

� ��� , � �

(
��, �.� � � , ��" � �+�.�(� � � � " G ����� J�� 1�4��/"(
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w(z) ∈
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�
� �#+���O���P���� �5� �#+���O��R���������������

w(t)
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Γ
Q��5�����%���
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������" Q Q S �%����� �

Rew(t) = γ(t) ∈ Lp(Γ), 1 < p <∞.
� ��� ,�� �

N*S ��QU���
�
A(z) = B(z) ≡ 0

�%"0���
" ����O�����Q � � ��������Q !6� �
��1��������
�����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1���� � S�" � �%�
"�" Q ��� � ��� � � �

� ���%� � �%"
Φ(z) =

1

2πi

∫

Γ

γ(t)
t+ z

t− z

dt

t
.

� ��� ,�� �

� �I�%�
"�"0� ��� � ��� � � QU��T�1����
Φ(z)
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ImΦ(0) = 0
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‖Φ‖Hp
6 const ‖γ‖Lp(Γ),
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w(z) = (I + T0)
−1Φ(z) ≡ Sγ(z),
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�������
" O ��� ��� , ���������!�������������
w(z) ∈

Hp(A,B)
�
p > 1

���������������������%� ����������!6� �
��1��J�%"0����� �����

w(z) = Sγ(z) + (I + T0)
−1(iC),

� ��� ,�� �
� �5�

C
� P��������������#+����q�%������� S������������q�
P�� S��
���������q� �

3��
�������%"5� ������S �%"0� S���+ITU����S����
����O
C
� � ��� ,�� �����

w(z)
� � ���%"0�������

T � ��� ,�� �
(I + T0)

�&P����"�
� �q�
z = 0

��P�����QU���%"

w(0)− 1

π

∫∫

D

A(ζ)w(ζ) +B(ζ)w(ζ)

ζ
dξ dη =

1

2πi

∫

Γ

γ(t)

t
dt+ iC.

� ��� U � �

N�"0� S��
�MS��
�
"p�%"0�����`"0� S��
�%S �%� �"Q �������GS������
������������� � S�" �,� ��� ��� ���f2

w(0)− 1

π

∫∫

D

A(ζ)w(ζ) +B(ζ)w(ζ)

ζ
dξ dη =

1

2πi

∫

Γ

w(t)

t
dt.

� ��� U � �

(H� � ��� U � �E� � ��� U � � P�����QU���
�
"

C =
1

2πi

∫

Γ

Im{w(t)}
t

dt.

)���T��%"�������������"���S P�������� ������� �
=�~U�#�0~U} � 
N� #D� 
N���������

w(z) ∈ Hp(A,B) 4 1 < p <∞ 4��(" � 
 &�& ��
 & � �("
"� ��0"(	!�$��)��0" & , � &  � ��� �'� & � � &

w(z) = S{Rew}(z) + (I + P0)
−1

{
1

2π

∫

Γ

Im{w(t)}
t

dt

}
.

8C��S�S�"0���
���%"���P������
�
���

T̃0f(z) = − 1

π

∫∫

D

[
f(ζ)

ζ − z
− zf(ζ)

1− ζ̄z

]
dξ dη.

+����������5���%�L����� �������<�%"0����� "0� S��
�.QU������� � �5���������M�
�����%�������������r�%�
"(�
"0� ��� ��� � ������T�Q���� P�����QU���
�
"��l���
�/P����?P��������=� S����

t ∈ Γ
�%"0����� "0� S��
�

S������
�������������
Im T̃0f(t) = 0

� ��� S �%������OB"<P������
�����������
" ����S�S Q � �5�������D�
P�������� �5������O��|��O ���I�,S�������������S�����Q ���J��� ����S�S Q � �5�������D��T���S������J����S �



nqs r
s��?X^P
Y�X�D,MBaUR�P�_U]^Q
R�X W�WUP
]^Q
Z�aUV���c�V�M�]^]^P�R ��M�Y�aUZ �����
QU��������������� � ��� ��� �M���
�5��T���� �
�
� �#+ S���� � �
�������
" O ��� ��� , �CQ S����
����������� �����q�
S �&S �%� �"Q ���J���GQU������� � �5������� �

=�~U�#�0~U} � 
N� #D� #D���������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 1 < p <∞ 4��(" � 
 &�& ��
 & � �("� "'"����0" � & � � &

w(z) + T̃0(Aw +Bw) = Φ(z),
� ��� U � �

3  & Φ(z) ∈ Hp
�

Im {w(t)} = Im {Φ(t)} � ��� U � �
 � � , "�)5� ����� &�� t ∈ Γ P

� % �.�����0"�4 & ����� Φ(z) ∈ Hp 4D�(" � "'"����0" � & � � & 
 (2.72) "� ��0"(	!�$��)��0"
" , � &  & � � & � � �
G ����� J�� � w(z) ∈ Hp(A,B) 4 �� #" �'� & � � "!��� 7 9N��� , "�)5� �����7  $���$� Γ � ��� " �'��7 (2.73) P+��������������%"�2

w(z) = S̃γ(z) = (I + T̃0)
−1Φ(z),

� �5�
Φ(z) =

1

2π

∫

Γ

γ(t)
t+ z

t− z

dt

t
, γ(t) ∈ Lp(Γ), p > 1.

+����������5���%�
Im{Φ(t)} = Im{w(t)} = γ(t)

����� P��������%� S����
t ∈ Γ

���3����T��8�
�����������5���

� ~U}�} � 
N� #D� 
N� � , & �.���("!� S̃ : Lp(Γ) → Hp(A,B) 4 1 < p < ∞ 4
� & , � & �
� � & ��4��!P & P

‖S̃γ‖Hp
6 const ‖γ‖Lp(Γ),

3  & �/"�� � ���(�����K"�� γ(t) � & 	�� �'����� �!P2B�����%�������������
�������
"0� ��� ��� � Q S����
����������� �
����S �%S �%� �"Q ��������QU������� � �5���
����� �

=�~U�#�0~U} �

N� #D� &,� � % 9 &�& � & � & � � & ���.� & � "�1 	��! ���) � Im{w(t)} =
γ(t) ∈ Lp(Γ) 4 1 < p <∞ 4� � �:���.� � � & � � � (1.53)

� 
 &�& � �'�  
w(z) = S̃γ(z) + (I + T̃0)

−1 {C} ,

3  & C � , ��" � 	 � " � M'�$��� � & 9 & � � � & ���$��� , " � �("!�����$����P�������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 1 < p < ∞ 4 �(" � 
 &�& ��
 & � �(" "� ��0"(	!�$��)��0" &, � &  � ��� �'� & � � &

w(z) = S̃{Imw}(z) + (I + T̃0)
−1

{
1

2πi

∫

Γ

Rew(t)

t
dt

}
.
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N� #D� 
N������� �	� ����~�{�%��
���?� ��~U�#�0~U}�& 
N� #D�0�5� � ��� � �5�����
" P�����S���Q��
P�����+LTH�5��T���� �
�
� �#+ S�����Q��
�������
" O ��� ��� � ������S�S�"0���
���%" S �%� �"Q ���JQ �r�%�
"�" Q �

� ~U}�} � 
N� #D� #D� � � � ��M 1 6 p < ∞ 4 q = p
p−1 (

, � � p = 1 q = ∞) 4��, � � ��M g(t) ∈ Lq(Γ) P	K� �8�("�3("�)5�(" % � G ����� J�� � g(t) % � � �N� & ��� � ��� & � M'��� 
 �6, � &  & � M'��� F

 � 	!�$��) & � � �/
 � �$� Γ G ����� J���� g(z) ∈ H0

q (−A,−B) 4$� & " % � "� � 
O" �  #"�F� �����("�)��0"�4#)5�(" % �  � � � & ��� � ��� & � M'��� � , � &  & � M'��� � 	!�$��) & � � 1��$� Γ f(t), ��" � 	 � " � M'�0"�1 G ����� J���� f(z) ∈ Hp(A,B)
� � , " � �5� � " � M � "'"����0" � & � � &

Re

∫

Γ

f(t) g(t) dθ = 0, t = eiθ.
� ��� U � �

=09,+�-�<,9,.(:(- �N& �N& �N& � ���
A = B ≡ 0

P�����QU���
����S �?������� S�����������O��
� �
�����
��������������� ������� S��
������� QU������� � �5���������!�����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1������
� S�" � � UU��S ��������	 � �

C
� -%*,7��D* ��:(+�*(A @ � � ����P�� S���� ��S��������������?S �%� ��S�������� �
� � �5� S���� �

-D������� � ��� ��� � �
>�*(A @ 9 @ *�<(.0*(A @ �(& � Q S���+

Xk(z, t)
�
k = 1, 2

� � � �%�
"0�������
����O������������
�����
QU��������������� � ��� �
� � � S�" � � � ��S ��� U�U /�� U 	�	 �f� S �
��� �
����O���S�����������������OB" �
���5����" � 4����J� � S�" �,� ��� ,�� ���DP�� � ���%" Q �"��"

Ω1(z, t) = X1(z, t) + iX2(z, t), Ω2(z, t) = X1(z, t)− iX2(z, t).>ES ���I� � � ��T�S ������� �
���
z
� |z| > 1

���
t ∈ D

�?�
�������B�����������
p Xk(z, t) ∈

Hp(A,B)
T���T � QU��T�1����yP������
"0���������

t
� S�" � �%�
"�" Q ��� ,�� � �f�"�B��� � ���%" Q��

��O � ��� U � �E�%"0���
"
∫

Γ

Xk(z, t) g∗(t) dt−Xk(z, t) g∗(t) dt̄ = 0, k = 1, 2,

� �5�
g∗(t) =

g(t)
t

� 3�"0��� � ��� ���
����������� �������
S������
�������������
(k = 2)

���
i
�

S �%� � ��� S�P�������OB"���P�����QU���%"
∫

Γ

Ω1(z, t) g∗(t) dt− Ω2(z, t) g∗(t) dt̄ = 0.

� ��������� �%� � �5� SC+GT'P���� �5� ��Q P����
z → Γ

���JS ����Q�����������������O�� � ���%" Q �
;\������1�TU����� � ��� � U
�l��Q��5�
"p�%"0����+

g∗(ζ) −
1

πi

∫

Γ

Ω1(ζ, t) g∗(t) dt− Ω2(ζ, t) g∗(t) dt̄ = 0,

����T�Q�������� S ����Q � ��� �
� �f�
g(t) ∈ H0

q (−A,−B)
�
B



nqs r
s��?X^P
Y�X�D,MBaUR�P�_U]^Q
R�X W�WUP
]^Q
Z�aUV���c�V�M�]^]^P�R ��M�Y�aUZ ���
�
� �
"�"C� ��� ��� � ���
�������
"C� -��
��� � ���
���q���H�������

[Hp(A,B)]∗ = Lq(Γ)/H
0
q (−A,−B), 1 6 p <∞,

� �5���������������������GS P��
����� �
������� S QU��� S�������������S ��P�� � ���%" Q �%� � ��� ,�� � �
����T��	�8�
":������"0��� � ���
" � ��� , � � � �M��� � QU��T�1����

λ = f + ig ∈ Lq(Γ)��P���� �5� ���%" � ������� S������������U� ������������O�����P������
�
���D��P����%� � ���

f∗(t) = Re

{
f(t)

t

}
, g∗(t) = Im

{
g(t)

t

}
:

Λ(f + ig) = f∗ + ig∗ −

− i Im

{
S(f∗) + (I + P0)

−1

[
1

2π

∫

Γ

g∗
t
dt

]}
−

− Re

{
S̃(g∗) + (I + P̃0)

−1

[
1

2πi

∫

Γ

f∗
t
dt

]}
,

� ��� U � �

��P������
�
����O
S
�
S̃
S�� S��������%����O �����?QU��������������� � ��� �
� � � N S ����Q � ��� ,�	 �f�

� ��� �
� �f�
�
�������
" O ��� ��� � ���%�
"�" O ��� ��� � �
�
�������
" ��� ��� � � ��� ��� � �%"0���
"��������
�����
��������� S���+!��P������
�
�����

Λ : Lq(Γ) → Lq(Γ)
�
q > 1

� (H���
�������
" ��� ��� � � ��� ��� �
P�����QU���
�
"������
�!���5���!��P������
�
�����

Λ
� S���+

H0
q (−A,−B)

�
N S ����Q � ��� ,�� �|� �
�������
" O ��� ��� � ��������� ��P������
�
�����

Λ
�%� � ���X�

Hq(−A,−B) ≡ H
��� ��T��	�8�
"��U���
�`������������P������
�
�����

Λ
� S���+'� S��

H
�

8C��� �%� � �%"rP���� S��
���
��S������
Lq(Γ)

�'P����%" Q �5S Q�"�" Q?2

Lq(Γ) = Lr ⊕ Li ⊕ Lc,

� �5�

λ ∈ Lr ⇔ Imλ = 0,

2π∫

0

λ dθ = 0,

λ ∈ Li ⇔ Reλ = 0,

2π∫

0

λ dθ = 0,

Lc
� P���� S��
���
��S������|TU��" P��%��T�S���O��,TU����S����
��� � +����������5���%�R�5� S����
�
�������

����S�S�"C�
�
����� �
��+6���������8��P������
�
�����
Λ∗(f∗ + ig∗)

�N��P���� �5� �%�����������&P����������
����S���+��.S������
������������� � ��� U � �f�

f∗ + ig∗ ∈ Lq(Γ)
�
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N\S ����Q � ��� ,�� �%� ���������
Λ∗(L

r) ≡ Hr ⊂ H
���/�
��� �%��� � QU��T�1����

w(t)
����T������l���
�

w(z) = (I + P0)
−1(C ′ + iC)

�\� �5�
C ′ � C � P����������

�����#+���O���������� S�����������O��%P�� S��
��������O�� � � ������P�� ���
" ���
� S������
���������������
�����5�

w(z) = C ′w1(z) + Cw2(z)
�0� �5�

Re{w1(t)} = 1
�
Re{w2(t)} = 0

�
t ∈ Γ

� +����������5���%� � QU��T�1����/����� �5����"0������O��IP���� S��
���
��S����
Hr1 � Hr2 �P������ � ���
�
" O�� � QU��T�1����%" �

w1(t)
�
w2(t)

� P���� �5����� � QU��T�1���� ���MT��	�!�
�5�����|P���� S��
���
��S���� ���&������������� ����� ������S �%" O �:������� S�������������" S�" O S �%���
�
H = Hr ⊕Hr1 ⊕Hr2 � P����%"C�q�&S Q�"�"C� �
2B�����%����������� �

Λ∗(L
i) ≡ H i ⊂ H

��� �
��� �%��� � QU��T�1����
w(t)

���q�
T������B���
�

w(z) = (I + P̃0)
−1(K ′ + iK)

�B� �5�
K ′ � K

� P��������������#+
�
��O��
������� S�����������O��
P�� S��
��������O����������

w(z) = K ′w̃1(z) + Kw̃2(z)
�0� �5�

Im{w̃1(t)} = 0
�
Im{w̃(t)} = 1

�
t ∈ Γ

�
H = H i ⊕ H i1 ⊕ H i2 � P������

"C�q� S Q�"�"C���0� �5�6� �5����"0������O���P���� S��
���
��S���� �
H i1 � H i1 P������ � ��������S �

� QU��T�1����%" �
w̃1(t)

�
w̃2(t)

�
� ���%���D� ��"0�����%"��
���
�H�GS ����Q��
�������
" O ��� ��� � ∫ 2π

0 Im{w1(t)} dθ = 0
�����

S ����Q��
�������
" O ��� ��� � ∫ 2π

0 Re{w̃2(t)} dθ = 0
��� � � �

w1(t) ∈ H i � � w̃2(t) ∈ Hr �; �%� �5��� �
�
� �#+����%�
Hr1 ⊂ H i � H i2 ⊂ Hr �N�"0� S��
��S`�
�
"
Λ∗(C

′) = C ′w1(t) − C ′w̃1(t)
�,� � � �

H i1 ⊂ Λ∗(ReL
c)

�
2B�����%�����������

Λ∗(iK) = −Kw̃2(t) +Kw2(t)
��� � � �

Hr2 ⊂ Λ∗(iImL
c)

�
;\��P�� S������������%� S������
�%��P�����QU���
�
"������
�

Λ∗(Lq(Γ)) = Λ(Lq(Γ)) = Hq(−A,−B).

(H���
�����%�����
�3��P������
�
���
Λ

����P�������OR����� � �����
�������
" O ��������T���O��
��"����
���
�
���	�8�������
P�����QU���
�
" � ��� , � � �
)D�������
"C� ��� ��� � �5��T���� �
���MP����%��� S���+�� �

B


N� &,��Q
�
���#�(|��D� � �%| ��{0|0�#"���� ��|��0~ ���(|0~ � ��}�~ �����(|'(
8C�
������O|4 � A � A Q S��
��� �G�
) � - � -���S��
��������� � S�" � P���� �"��S �%���������l��� S Q��

�"�%"p�'P��
���
����� � � ��� ���
� �
���
����� �:��� � ����P���S��
�!���3� S��������RS����
��+�� � ����	 ��P��
���
����� �,��� ��� SR��Sf�

P����#+������ �
�����
"rS����
�
���6� ��� � ��, � ��� 	 �
� �
���
����� �5��� � ����P���S��
�6���8� S��������HS����
��+�� � �
�
	 �



������� ���

� ��� � � � � � � � � ��� � ��������� 

���	�	�
����� ���	� ��
�
5� � ����
��.� ��� ���

#D�0�5��� !'�0~��l~�{�~��(|0~5�(� �	���%�*&`~>�
�?�����
�����

� Q S���+
G

� �������
�������������q� � �5��� S �
�������q� �����"��S���+=�|TU��" P��%��T�S������
z
� P��%� S TU� S���� S��yS P����%"������
"0���������
����1����

Γ
��� {Gn}

� P�� S �%� �5��� �
�
� �#+
�
��� S���+������"��S��
���D� � ��" ORT��
�����pTU���
����O��r�%� �'�
�y����QU�
���

G
�l�����
����1�O

Γn�������!�����"��S��
���%S P����%"������
" O?�%S ��� �%����S �'T
Γ
���
��" S�" O S �%�������
�MT��	� ���q�

�
����T��
z ∈ G

P������������%� � ���'� S��
"
Gn

�������������q�&S�����TU���
���������8����"0����� �
	�
 H�-���-�
�-�.(:(- �N&���&���& �DQ��5�
" ��������������+%�����
� �������������*S ��S��
�
" O

(1.53)
P������������%� � ����T��"��S�S Q

Ep(A,B)
�
p > 0

�5� S ���&����� ����TU���
������� P��
�
S��
�����������

Mp(w) < ∞ �5���J� ������S �����������
n
���%"0�����6"0� S��
����������������S���� �

∫

Γn

|w(z)|p|dz| 6Mp(w), n = 1, 2, . . . ,
� ��� � �

�����
����Op������� �5����� P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S����%S P����%"������
" O�� T�������O�� {Γn}
S

Q�T���� �
����OB"r��O ���GS ������S�������" �
� ���

A = B ≡ 0
�%"0���
":T��"��S�S ����� S T����yT��"��S�S%;<" ��������� � � S�" � ��P������

�5� �%������� ��� 	�� � � � 2B�����%��������������P���� �5� ��� ����S ��T��"��S�S O,;<" ��������� � � �8����S��q�
��� S����D�6-��
���"�5� ����� � QU��T�1����D������������������O��%�
��������������� S T����
�����

G
�

=09,+�-�<,9,.(:(- �N&���&���& ;E��� �5������� ��S�S �%� �5��� �
�����nS ������S���� T��"��S�S����
Ep(A,B)

T/S ������S���� ��" ����������������O�� T��"��S�S���� -��
���"�
Hp(A,B)

P�� S���� �%�
S�������" TU��� � ���%"0�������i���
�������	�8������� �����"��S����

G
���i� �"����������O��*T���QU�f�

T���T ���
� �5� �"�
����S �
� S ��QU���
�HT��"��S�S ����� S T����
T��"��S�S����%;<" ��������� �
Ep

� �%�
"(�
"C� ��� 	�� � �f�����LP���� ��S���������������S � �����
"0� �`��OB"�� P�� S TU���#+�T�QJP���������TU��"����
���
�
���	�8�������D� �����������������������D�RS ���#+����?��S P������
����S �<TU��� �3� ��1���������O

A(z)
�

B(z)
QU���������������

(1.53)
�

=�~U�#�0~U} � #D�0�5�0�5� 	K� � �("�3(" )5�(" % � " % " % 9 & ���$��� �(�$� ��� � � ) & � �����
G ����� J�� � w(z)

, � � �$�! � & IK� � � � � � ��� � Ep(A,B) 4 p > 0 4 � & " % � "� � 
O"�  #" � �����("�)��0"�4�)5�(" % � �N, � &  � ��� �'� & � ��� (1.54) Φ(z) ∈ Ep P
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C
N6S ����QyP���� �"P����%� �8�������

A(z), B(z) ∈ Ls(G)
�
s > 2

�������
���������/�
P���� ��S��������%������� � ��� ��� �R����� �����������

w(z)
P������������%� � ��� T��"��S�S Q

Cα(G)
�

α = s−2
s

� S�" � �
�������
" Q ��� �%� � �f�%����T�Q����`����P�� S���� ��S�������������S �%� �"Q����%QU���������
� �5�������3�
�������
" O ��� ��� ���

B�3{�~�� �
���5|0~ #D�0�5�0�5� � " , � &  & � & � ��� 3.1.1
� ����) & � � � & ��� ��� � � Γn


O"!IK�0" % �.����M ��� �-M " % �.��	 � "����/�5IK�0" � � & 1 |ζ| = r 4 0 6 r < 1 4 , � �
�/"���GH"!��
��0"(
 "��(" % �.��I & � ��� &  � � � )��0"�3(" ���/��3�� |ζ| < 1 �$�2" % � � � ��M G P

C
����T���� �
�
� �#+ S�����������P�� S���� ��S������������pS �%� �"Q����r�����
�������
" O ��� ��� � �

S�������������S�����Q ���������/S ������S���� �y����� �����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1����=T��"��S�S��
Ep� S�" � � �
� ��S �%����	 �&� ��"0�����
�����HP�� S �%����P���� �5� �%������� ��� 	�� � � �

B)���T��8�8����P�� S���� ��S�����������OB"=S �%� ��S��������
" � ���%" Q ��O � ��� ��� �R�yS������������q�
S�����Q ���J���?S ������S����y����� �����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1����?T��"��S�S��

Ep
� S�" � � �
� �

S �%��� /�� �
	 �0������� ����S � S �%� �"Q ���J���HQU������� � �5������� �
=�~U�#�0~U} � #D�0�5� 
N� � ����� J�� � w(z) ∈ Ep(A,B) 4 p > 0 4� � � , "�)5� ���� &�� �("�) & � t ��� ��� "�1 Γ

� 
 &�& � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � , " � & ��� � ��� & � M'��� 
, ���+�/
 w+(t) ∈ Lp(Γ) P ������� ��� ��� ��� Γ � � � ��� � C
�
w+(t) ∈ Lq(Γ) 4 q > p 4

�(" w(z) ∈ Eq(A,B) P=�~U�#�0~U} � #D�0�5� #D�O������� G ����� J�� � w(z) ∈ Ep(A,B) 4 p > 0 4��$��
��0"�F
I & � � � & e ⊂ Γ

, " � "!I � � & � M'�0"�1 
 & �
� � 
 &�& � ��� � & � � & � & ��� � ��� & � M'��� &, � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � ��4��(" w(z) ≡ 0 P(H� � ��� ��� �E�
�%�
"�" O ��� 	�� � S �%� �"Q����
=�~U�#�0~U} � #D�0�5� &,��������� 3+�.�(� ��J � Γ " % � � � � � G � ��� ��� ���:���! #"��$� %'& 	

�("�) & � 	���" � �+� & � � � ��� % " ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��4 w(z) ∈ Ep(A,B), p > 0 4.�("
w(z) ∈ Lm(G) 4 0 < m < 2p P=�~U�#�0~U} � #D�0�5� %N��� � � ��M z = ω(ζ) � "� ��0" ����� ���0" & �/"���GH"!��
��0" & "��(" % F
�.��I & � � & &  � � � )��0"�3("8���/��3�� Dζ = {ζ : |ζ| < 1} �$� G 4 Γr � " % �.��	
"����/�5IK�0" � � � |ζ| = r < 1 P ������� w(z) ∈ Ep(A,B) 4 p > 0 4.�("

lim
r→1−0

∫

Γr

|w(z)|p|dz| =
∫

Γ

|w(z)|p|dz|. � ��� � �

C
+��������������%"�2

W (ζ) ≡ W
(
reiθ

)
= w(ω(ζ)) p

√
ω′(ζ)

�
ζ = reiθ

�

W+

(
eiθ
)
= w+

(
eiθ
)

p
√
ω′(eiθ)

��� ��T��	�8�
"��U���
�

lim
r→1−0

2π∫

0

∣∣W
(
reiθ

)
−W+

(
eiθ
)∣∣p dθ = 0.

� ��� � �
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s�O0M �^P�R
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RqM ��� U
N=S ����Q`�
�������
" O ��� ��� � �%"0���
"pP���� ��S��������%�������

w(z) = Φ(z)w0(z)
��� �5�

Φ(z) ∈ Ep
���

w0(z) ∈ Cα(G)
�
0 < α < 1

� +���S �D��� P�����QU���
�
"
W (ζ) = Ψ(ζ)W0(ζ),

� ��� � �
� �5�

Ψ(ζ) = Φ(ω(ζ)) p
√
ω′(ζ) ∈ Hp

� �%�
"�"C� ��� 	�� � �f�
W0(ζ) = w0(ω(ζ)) ∈

C(D)
��P�� S TU���#+�T�Q

z = ω(ζ) ∈ C(D)
� S�" � � �
� ��S �%	�	�	 � �

� ���%��������� � ��� � �f����S P����#+���Q
����������������S���� � � ��� � �E� � ��� � �^����Q��5�
"p�%"0����+

2π∫

0

∣∣W
(
reiθ

)
−W+

(
eiθ
)∣∣p dθ 6

6 Cp sup
ζ∈D

|W0(ζ)|p
2π∫

0

∣∣Ψ
(
reiθ

)
−Ψ+

(
eiθ
)∣∣p dθ+

+Cp

2π∫

0

∣∣Ψ+

(
eiθ
)∣∣p∣∣W0

(
reiθ

)
−W0

(
eiθ
)∣∣p dθ.

� ��� � �

� ���������DS �"�
� �
�
"0��� ��P���������������S�������������������S���� � � ��� � ��S��
���
" ����S � T8��Q ���
P����

r→1
� S ����Q�S�������������S�����Q ���������JS ������S���� �������%��"0��� � ��O�� � QU��T�1����

T��"��S�S��
Hp

� �
�������
"C� ��� U � � �f� �B���
�������
S �"�
� �
�
"0��� � �IS ����Q�����������"0�����
�����B�

D
����P�������OR����� S���� � QU��T�1����

W0(ζ)
� )���T��%" ������������"��"S������
���������

����� � ��� � �C�5��T���� �
��� �
� ���%������P����

p > 1
���3��������������S���� � A ����TU��� S TU�����J�%"0���
"

{ 2π∫

0

∣∣W
(
reiθ

)∣∣p dθ
} 1

p

6

{ 2π∫

0

∣∣W
(
reiθ

)
−W+

(
eiθ
)∣∣p dθ

} 1
p

+

+

{ 2π∫

0

∣∣W+

(
eiθ
)∣∣p dθ

} 1
p

,

����T�Q�������� S ����Q � ��� � �f�

lim
r→1

2π∫

0

∣∣W
(
reiθ

)∣∣p dθ = lim
r→1

∫

Γr

|w(z)|p|dz| 6

6

2π∫

0

∣∣W+

(
eiθ
)∣∣p dθ =

∫

Γ

|w+(z)|p|dz|.

� ��� , �
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+���� S������ �
�����HP�� S �%� �5������������������S���� �%S�" � �5� �
� ��S �?	 U 	 � N�"0� S��
�'S��
�
"?���
�
�������
" O ��� ��� � �
�%�
"�" O5KJ�
��Q � S�" � � �
� ��S ���
���
/��
��� 	 �C�%"0���
"

∫

Γ

|w+(z)|p|dz| =
2π∫

0

∣∣W+

(
eiθ
)∣∣p dθ 6

6 lim
r→1

2π∫

0

∣∣W
(
reiθ

)∣∣p dθ = lim
r→1

∫

Γr

|w(z)|p|dz|.

� ��� U
�

;\��P�� S������������ � ��� , �D� � ��� � �f��P�����QU���%" � ��� � �EP����
p > 1

�
+������
���%"CS �BT S ��QU�����

0 < p < 1
� +��������������%" ���������

b(ζ)
� QU��T�1�� �

�E��� �JTU�������%��"0��� � ����� � QU��T�1����
Ψ(ζ)

���RP���� ��S��������%������� � ��� � � � S�" � �
���
�
���
" Q ��� U � � � ��� ���%� � �%"

Ψ̃(ζ) = Ψ(ζ)
b(ζ)

� (3"0�����`"0� S��
�%S������
�������������

Ψ̃(ζ) ∈ Hp, Ψ̃(ζ) 6= 0, |Ψ(ζ)| 6
∣∣Ψ̃(ζ)

∣∣,
∣∣Ψ
(
eiθ
)∣∣ =

∣∣Ψ̃
(
eiθ
)∣∣. � ��� 	 �

8C��S�S�"0���
���%" � QU��T�1�� �
W̃ (ζ) = W (ζ)

b(ζ) = Ψ̃(ζ)W0(ζ)
���!����T��8� � QU��T��

1�� �
w̃(z) = Φ̃(z)w0(z)

��� �5�
Φ̃(z) = Ψ̃

(
ω−1(z)

)
/ p
√
ω′ (ω−1(z))

�
� � S TU���#+�T�Q

Ψ̃ ∈ Hp
�D�
�

Φ̃ ∈ Ep
� �%�
"�"C� ��� 	�� � �L�

Φ̃(z) 6= 0
�
z ∈ G

�
N|S ����Q�P�� S �%� �5�������'S������
�������������������%��"0��� � ���q���

G
� QU��T�1����

Φ1(z) =[
Φ̃(z)

]p/2 � �5���������������/�:P������������%� � ��� T��"��S�S Q
E2

�R������T��8�I��� � ��� 	 �
�%"0���
"

|w(z)| 6 |w̃(z)|, z ∈ G,

|w(z)| = |w̃(z)|, z ∈ Γ.

� ��� � �

0�� S �%� �`��OB"r��O�����S �%�������
"pP�����������������S �D�U���
�

[w̃(z)]
p
2 = w1(z) =

= Φ1(z) exp

{
1

π

∫∫

G

A1(t) +B1(t)
w1(t)
w1(t)

t− z
dx dy

}
,

t = x+ iy,

� ��� � � �

� �5�
A1(z) =

p

2
A(z) ∈ Ls(G),

B1(z) =
p

2
B(z)

[
w1(z)

w1(z)

] 2
p
−1

b (ω−1(z))

b (ω−1(z))
∈ Ls(G).
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�������
" O ��� ��� � P�����QU���
�
"������
�

w1(z) ∈ E2(A1, B1)
� +���S �D�����

� S ����Q � ��� � �f��Q �8�L�5��T���� �
���������G�����
p > 1

�

lim
r→1

∫

Γr

|w̃(z)|p|dz| = lim
r→1

∫

Γr

|w1(z)|2|dz| =
∫

Γ

|w̃(z)|p|dz|,

�����D��SMQU�����
��" � ��� � �f�"P�����QU���
�
" � ��� , ��P����
0 < p < 1

��� ���%"0������� �%�
"�" Q
KJ�
��Q���P�����QU���%" � ��� � �C�����
�����������

p > 0
�
B

� ~U}�} � #D�0�5�0�5�.�������
w(z) ∈ Ep(A,B) 4 p > 1 4��(" � 
 &�& � 
 & � �(" � "'"���F

�0" � & � � & ( &)� 	%��(
� ��� 	 ����� )
1

2i

∫

Γ

w(z) dz =

∫∫

G

∂w

∂z̄
dx dy, z = x+ iy.

� ��� ��� �

C
� Q S���+
T���TB�I��O ���

z = ω(ζ)
� � �5��������S��
�����JTU��� � ���%"0���������
���
�

���	�8��������� �"���������������rT���QU� � |ζ| < 1
���

G
�D�

Γr
� ���������¯��T���Q �`���
�

S���� |ζ| = r < 1
�
Gr ⊂ G

� �����"��S���+%���������
�������������q�
Γr

� � � S TU���#+�T�Q
w(z) ∈ Cα(Gr)

�
α = s−2

s

� S�" �?� ��� �
� �v�f���%"0������"0� S��
� S������
������������� � ��� ��� �^2
1

2i

∫

Γr

w(z) dz =

∫∫

Gr

∂w

∂z̄
dx dy, z = x+ iy.

� ��� ��� �

� ���%��� � S�" � � �
� ��S ��	 U 	 �f�

1

2i

∫

Γr

w(z) dz = ir

2π∫

0

w
(
ω
(
reiθ

))
eiθ ω′

(
reiθ

)
dθ,

1

2i

∫

Γ

w(z) dz = i

2π∫

0

w
(
ω
(
eiθ
))
eiθ ω′

(
eiθ
)
dθ.

� ��� �
� �

(H� � ��� �
� �E�%"0���
"
∣∣∣∣∣

∫

Γ

w(z) dz −
∫

Γr

w(z) dz

∣∣∣∣∣ 6 J1(r) + (1− r)J2(r),
� ��� ��� �

� �5�

J1(r) =

∣∣∣∣∣∣

2π∫

0

{
w
(
ω
(
eiθ
))
ω′
(
eiθ
)
− w

(
ω
(
reiθ

))
ω′
(
reiθ

)}
eiθ dθ

∣∣∣∣∣∣
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�
J2(r) =

∣∣∣∣∣∣

2π∫

0

{
w
(
ω
(
reiθ

))
ω′
(
reiθ

)}
eiθ dθ

∣∣∣∣∣∣
.

+�1������%"rP�������Q � ����S���+ � ��� ��� �EP����
r → 1− 0

� � � S TU���#+�T�Q

J2(r) =

∣∣∣∣∣

∫

Γr

w(z) dz

∣∣∣∣∣ 6
∫

Γr

|w(z)||dz| 6M1(w),

� S ����Q
w ∈ E1(A,B)

�
(1− r)J2(r) → 0

P����
r → 1

�
�M���

J1(r)
�%"0���
"

J1(r) 6

2π∫

0

∣∣w
(
ω
(
eiθ
))
ω′
(
eiθ
)
− w

(
ω
(
reiθ

))
ω′
(
reiθ

) ∣∣ dθ.

� ����� �q�¯����S���+ ���
�����6��������������S���� � �
S ����Q � ��� � �LS��
���
" ����S �IT���Q ���*P����
r → 1

� P����
p = 1

� �
(�����TD� ∫

Γr
w(z) dz →

∫
Γ
w(z) dz

�
r → 1 − 0.

N�"0� S��
�&S��
�
".� S ����Q
�
� S��������
�����6����P�������OR����� S����
�����
���������"� � ������� �

∫∫

Gr

∂w

∂z̄
dx dy →

∫∫

G

∂w

∂z̄
dx dy, r → 1− 0.

� ��������� �%�JT P���� �5� ��Q � � ��� ��� ��P����
r → 1

� QU������OR� �q�J�"� �HP�� S �%� �5�����
S������
�������������D��P�����QU���%" � ��� � � � �

B
� ~U}�} � #D�0�5� 
N���������

w(z) ∈ Ep(A,B) 4 p > 1 4�� w′(z) ∈ Eq(−A,−B) 4
1
p + 1

q = 1 � � & � & � � & ���.� � � & � � � (2.13) 4.�(" � 
 &�& �-
 & � �(" � "'"����0" � & � � &
( �("!I  & � � � " � � � �$� )

���
(∫

Γ

w(z)w′(z) dz

)
= 0.

� ��� ��� �

C
��� S �%������� P������
���������'�5��T���� �
�
� �#+ S������ �%�
"�" O ��� ��� � �%�
���#+�TU�
SM� �q�

"0������������������������O��'T��"��S�S���� -��
���"����������������������O��LT��"��S�S O<;<" ��������� �
� S���S P����#+������ �
�����
" � ��� ��� �E��"0� S��
� � ��� � � � �

B=�~U�#�0~U} ��#D�0�5� �D�
� � � ��M w(z) ∈ Ep(A,B) 4 p > 1 P �$"�3  �� � 
 &�& �L
 & � �(", � &  � ��� �'� & � � & ( " % " % 9 & ���$��� GH"!��
�� � � �-" � � )
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)w(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)w(ζ) dζ̄ =

{
w(z), z ∈ G,

0, z /∈ G,

� ��� �:, �



r
s p
s M\TUY�Xva�X VUX W�ZUX
s�O0M �^P�R
SlX�] R�P�_U]^Q
RqM �����

3  & , � � ζ ∈ Γ w(ζ) ≡ w+(ζ) � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � �$� Γ w(z)
, � �

z → ζ ∈ Γ
, " � & ��� � ��� & � M'��� 
 , ���+�/
 4

Ω1(z, ζ) =
1

ζ − z
+O

(
|ζ − z|− 2

s

)
, Ω2(z, ζ) = O

(
|ζ − z|− 2

s

)
,

� ��� � U
�

� " % " % 9 & ����� & �' /�.���-" � � ���.� � � & � � � (1.53) P
C
8C��S�S Q � �5�������r�5� S �%�������yP������
����� ��� S�������������S�����Q ���J���
P�� S��
�������

�����I���'� � ��S �C�
	��
/��
	��
	 ���
���#+�TU�
��"0� S��
�6�
� � �5� S���� �
-D�����������'� � ��S �C�
	���	
S �%� �"Q����'��S P����#+������ �
��+ � ��� ��� � � S�" � ����T��8���
�������
" Q ��� ��� U
� �

B8C��S�S�"0���
���%"��
��P����6+'�


�


����������� ������� � 	!���.��� ��� � �����(2

w(z) = K ϕ(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)ϕ(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)ϕ(ζ) dζ̄,
� ��� �
	 �

� �5�
ϕ(τ) ∈ Lp(Γ)

�
p > 1

� )D�%�U���
�
w(z)

������������S �%�
G

�������������
" QU�����������
����� � ��� �
� � � � ��T��%������� S��
��O�� � � ��S � �
	 U 	 � 3 S����
�������%"p����� � ��� �
	 ���������
�
��������O�� � ���%" Q ��O.;\������1�TU����� � � �%�
"0� ��� �

���������	��

������������� � &  , " � "!I � 
 4 )5�(" Γ � ��� ��� ��� ���! #"��$� %'& 	��("�F
) & ��	���" � �+� & � � � ����� ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��P ��������� GH"!��
�� � & � ��� �
	 �

ϕ(τ) ∈
Lp(Γ) 4 1 < p < ∞ 4 �(" " % " % 9 & ������1 � ��� & 3+�.� � � ��, � �-" � � � ��� �
	 �H, "�F
)5� �  � � ����I  #"�3(" t ∈ Γ

� 
 &�& ���/"�� & )���� & � & ��� � ��� & � M'��� & , � &  & � M'��� &
	!�$��) & � � � w+(t) ∈ Lp(Γ)

, � � z → t 4 z ∈ G 4 ����� w−(t) ∈ Lp(Γ)
, � �

z → t 4 z ∈ E \G 4 ��� 
 & 7 � 
 & � �(" � "'"����0" � & � � � (
�


�


���������)� &)� 	%��(
���

� �����
*�#$�	� � � �-� � � � � , )

w±(t) = ±1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

Ω1(t, ζ)ϕ(ζ) dζ − Ω2(t, ζ)ϕ(ζ) dζ̄.
� ��� �
� �

C
��� S �%�������JP������
���������M�5��T���� �
�
� �#+ S��������
�������
" O ��� ��� 	��

B=�~U�#�0~U} ��#D�0�5� �D� � � &  , " � "!I � 
 4 )5�(" Γ � ��� ��� ��� ���! #"��$� %'& 	��("�F
) & � 	���" � �+� & � � � ����� ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��P � � � ��M ϕ(τ) ∈ Lp(Γ) 4 p > 1 P
�$"�3  ��2" % " % 9 & ������1 � ��� & 3+�.� � � ��, � �-" � � � ��� �
	 �O, � � �$�! � & I � � � � � ��� �
Ep(A,B)

�  � � & 3(" , � &  & � M'��� � 	!�$��) & � � 1 K ϕ(t) �$� Γ
� 
 &�& ��
 & � �("

� & �.� � & � � � � "
‖K ϕ(t)‖Lp(Γ) 6 const‖ϕ(t)‖Lp(Γ),

� ��� ��� �
3  & �/"�� � ���(�����K"�� ϕ � & 	�� �'����� �!P

C
)D�%�N���
�

w(z)
������������S � �������������
"|QU��������������� � ��� �
� � � � ��T��������

��� S��
��O��6� � ��S ���
��	�	 �
N|S ����Q � ��� � U
�\"0� �8�
"pP�������P���S��
��+ � ��� �
	 �E�'�����5�

w(z) = Φ(z) + Ψ(z),
� ��� ��� �
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� �5�

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ, Ψ(z) =

∫

Γ

Ω∗(z, ζ)ϕ(ζ) dζ,

Ω∗(z, ζ) = O
(
|z − ζ|− 2

s

)
.

� ��� ��� �

� � S TU���#+�T�Q
ϕ(ζ) ∈ Lp(Γ)

��� � ��� ��� �
Φ(z) ∈ Ep

� �
�������
"C� ��� 	�� 	 � �
N|S ����Q � ��� ��� � �%"0���
"

∫

Γr

|Ω∗(z, ζ)||dz| 6 C1

∫

Γr

|dz|
|z − ζ| 2s

,
� ��� �
� �

� �5�
C1

� TU����S����
�����������E� ������S ��� �q�����
r
�
ζ
�
Γr

� �
� �8���
���
�L�M���5��T���� �q�
�
� �#+ S������ �%�
"�" O ��� ��� � ��� � � � ���������l��T���Q �`��� S���� |τ | = r

P����JTU��� � ���%"0����"
���
�������	�8�������

z = ω(τ)
� �"���������������BT���QU� � |τ | < 1

���
G

� � ��������� �%� �
P���������"=�����
���������%�'� � ��� �
� � TIP������
"0���������

τ = ω−1(z)
��P�����QU���
�
"��?���
�

����"0�������
�������'����������S����
���JP����
r → 1− 0

� S�" � �%�
"�" Q ��� U � � �f�U� � � �
∫

Γr

|Ω∗(z, ζ)||dz| 6 C1

∫

Γ

|dz|
|z − ζ| 2s

.
� ��� ��� �

+���S �D������S�QU�����
��"r�%�
"�" O ��� �%� � ����Q��5�
"r�%"0����+
∫

Γr

|Ω∗(z, ζ)||dz| 6 C2,
� ��� ��� �

� �5�HTU����S����
�����
C2

���
r
�
ζ ∈ Γ

���G� ������S ��� �
(H� � ��� ��� � � � ��� ��� �E��OR��� �"�%"

∫

Γr

|Ψ(z)||dz| 6 C3 = C3

(
‖ϕ‖L1(Γ)

)
= const <∞.

� ��� ��, �

)���T��%" ������������"��
w(z) ∈ E1(A,B)

�
0���P�� S���� ��S������������H��� � ���%" Q �&;\������1�TU����� � � �%�
"0� ��� � ��� �
� � S �%� �"Q����

w±(t) = ±1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

Ω1(t, ζ)ϕ(ζ) dζ − Ω2(t, ζ)ϕ(ζ) dζ̄ =

= ±1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

ϕ(ζ)

ζ − t
dζ +

∫

Γ

Ω∗(t, ζ)ϕ(ζ) dζ.

� ��� � U
�
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RqM ���
�
� � S �%� �5�����������
���������&� � ��� � U
�C�'S ����Q � ��� ��� �C�%"0�����8���5���'S��'S �"�
������� S��
�
��������� S���+�� � P��������"T�� |ζ − t|−2/s �f�U� � � � ����P�������OR�����G�5����S�����Q���� ��� Lp(Γ)�
Lβ(Γ)

�(� �5� 1
β = 1

p − s−2
s

� S�" � �(����P����%"0���D� � ,�� ��S �E��� ��	 �f��� S ������Q �������
��O��<�����
��������� �������
���������:�

Lp(Γ)
� S�" � � �
� � S �H�
����	 ��������T��8���
���������

" Q ��� 	�� 	 �f�N����T�Q����&P�����QU���
�
"
w+(ζ) ∈ Lp(Γ)

����������������S������ � ��� ��� � � � �
�
�������
"0� ��� ��� �

w(z) ∈ Ep(A,B)
�
B=�~U�#�0~U} � #D�0�5� (D� � � � ��M Γ �
��� ��� �������! #"��$� %'& 	 �("�) & � 	���" � �+� & � � ���� % ":��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��P 	K� � �("�3(" )5�(" % � G ����� J�� � w(z) ∈ Ep(A,B) 4

p > 1 4'� & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4�)5�(" % � "��$� , � &  � ��� �'� � � � � M-" % " % 9 & �$F
��� 
 � ��� & 3+�.� � "(
 �-" � �

w(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)w(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)w(ζ) dζ̄,
� ��� �
	 �

3  & w(ζ) ≡ w+(ζ) ∈ Lp(Γ) � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � , "H� & ��� � ��� & � M'��� 
, ���+�/
 G ����� J���� w(z) , � � z → ζ ∈ Γ P
C

� -%*,7��D* ��:(+�*(A @ ��� ���
�!�
�������
"C� ��� ��� ,��
>�*(A @ 9 @ *�<(.0*(A @ �(& ; ��QU���
�

p > 1
����S�S�"0���
�����%���
�������
"0� ��� ��� 	�� 8C��Sf�

S�"0���
���%" S ��QU���
�
p = 1

� 2B�����%����������� � ��� ��� �JP�������P�� ���
" � ��� �
	 � �/�����
�5� � ��� ��� �f��� �5�

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(ζ)

ζ − z
dζ, Ψ(z) =

∫

Γ

Ω∗(z, ζ)w(ζ) dζ.
� ��� �
� �

)���T�T���T
Ω∗(z, ζ)

� ���5��� S�� S �"�
�����`� S������������ S���+��=P����
z = ζ

�������
���������
Ψ(t) =

∫
Γ
Ω∗(t, ζ)w(ζ) dζ

�
� S��������
���BS ��� �"����S �y�����/P��������/� S����
t ∈ Γ� S�" � � ,�� ��S ��������	 �f��������S �D����P�����QU���
�
"��
���
�GP��������'� S �D�"Q����

Γ
S QU��� S�����Q��

��� P���� �5� �/P��¯����T���S��
�
� �#+���OB"|P�QU�
�%"
limz→t limΨ(z) = Ψ(t) ∈ Lγ(Γ)

�
1 < γ < s

2

� S�" � �%�
"�" Q ��� �%� � � �
� � S TU���#+�T�Q?P�� Q S �%����� � S QU��� S�����Q���������T��8�/�
�����%����������O��:P���� �5� �

limz→t w(z) = w(t)
�
t ∈ Γ

�U�
�'S QU��� S�����Q����MP���������� S �D�"Q`���
Γ
P���� �5� �
P��

����T���S��
�
� �#+���OB"rP�QU�
�%"
lim
z→t

Φ(z) = Φ+(t) ≡ Φ(t) ∈ L1(Γ).
� ��� ��� �

� ���������%� T%P���� �5� ��Q'� � ��� ��� � P����
z → t

� P�����QU���%" P��������%� S �D�"Q8���
Γ

w(t) = Φ(t) + Ψ(t).
� ��� ��� �

� ���%����� � QU��T�1����
Ψ(z)

� � ��� �
� ��P����
z ∈ E \G �
� �5�

E
� TU��" P��%��T�S����q�

P��%� S TU� S���+%�U�����%��"0��� � ��� � � ��S ���
���
/��
��� 	 �
Ψ(∞) = 0

� (H����1�����T�� � ��� ��, �f�
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P�������� �5��������� �����
Γr
P����

r > 1
����������T����BT�� �"������1�����P�����QU���
�
"��?���
�

Ψ(z)
T��"��S�S��

E1
�
E \G ������T�Q����

∫

Γ

Ψ(t) dt = 0.
� ��� � � �

3�"0��� � �%" � ��� ��� �8��� 1
2πi

dt
t−z

�
z ∈ G

�E�=P����������
����������Q��
" P��
Γ
� NXS ���

��Q � ��� � � �l��Q��5�
"p�%"0����+

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt =

1

2πi

∫

Γ

Φ(t)

t− z
dt,

� � � � �����%��"0��� � ���q� � QU��T�1����
Φ(z)

�%"0����� P��������/� S �D�"Q����
Γ
P���� �5� �#+
�

��O��J��������������� P�������T���S��
�
� �#+���OB" P�QU�
�%"?T��"��S�S��
L1(Γ)

�BP���� ��S��������%"C�
�����
���������%��".4����J� � +���S �D���BS �%� �"Q������0���
�

Φ(z) ∈ E1
� �
�������
"C� ��� 	�� � � �

;=QU�����
��"����
�����%����� � ��� ��� �E� � ��� ��, � P�����QU���
�
"
w(z) ∈ E1(A,B)

�
B0���P�� S���� ��S������������ ��� � ��� � U
�E� � ��� �
	 �EP�����QU���
�
"

�3{�~�� �
���5|0~ #D�0�5� 
N� 	K� � �("�3("K)5�(" % � G ����� J�� � ϕ(ζ) ∈ Lp(Γ) 4 p > 1 4% � � �D3+�.�(� � )���� 
 	!�$��) & � � & 
 G ����� J���� w(z) ∈ Ep(A,B) 45� & " % � "� � 
O" �
 #" � �����("�)��0"�4.)5�(" % �  � � , "�)5� ����� &�� ζ ∈ Γ

� � , " � �5� � " � M � "'"����0" � & � � &

ϕ(ζ) − 1

πi

∫

Γ

Ω1(ζ, t)ϕ(t) dt − Ω2(ζ, t)ϕ(t) dt̄ = 0.

=�~U�#�0~U} � #D�0�5�0���D� � �0"!I & � � � " Ep(A,B) 4 p > 1 4 � �0"!��
O"�1

‖w‖Ep
=

{∫

Γ

|w(t)|p|dt|
} 1

p

,
� ��� ��� �

� �'� � & � � �  & 1 � � �'� � & � M'��� 
 % �(�$� � " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
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�
� �#+���� S���+ S ��� �"����S �
����������"0������� ����QU�
���

G
T������������ �

w(z)
QU��������������� � ��� �
� � � � ��S ���
	 U 	 2

w(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ)ϕ(ζ) dζ − Ω2(z, ζ)ϕ(ζ) dζ̄,
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∫
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�
5� � ����
��.� ��� ���

&,�0�5��� !'�0~��l~�{�~��(|0~5�(� �	���%�*&`~>�
�?�����
�����

8C��S�S�"0���
���%"5�
D = {z : |z| < 1} T��
����������� S T�Q � � ������P�������� S T�Q �

S ��S��
�
" Q � ��� �
� �^�
Γ = ∂D

�
	�
 H�-���-�
�-�.(:(- �,&���&���& �DQ��5�
" ��������������+%�(���
���������������

w(z)
S ��S��
���

" O
(1.53)

P������������%� � ���
T��"��S�S Q
BMOf (A,B)

�?� S ���
w(z) ∈ H2(A,B)

�
� ����������T���S��
�
� �#+���O��
P���� �5� �#+���O��&���������������

w(t)
���

Γ
P������������%� �'�
�

T��"��S�S Q
BMOf

�
� ���

A = B ≡ 0
�%"0���
" �����%��"0��� � ��O�� T��"��S�S

BMOAf
� S�" � ��P������

�5� �%������� ��� ��� � � � � ���%��������S�S�"C�
�
����� ������S ���
���#+�TU�yT��"��S�S O
BMO(A,B)�

f ≡ 1
�H�

LMO(A,B)
�
f = ln−1 1

r

� � S�" � � ��"0�����
�����/P�� S �%�`��P���� �5� �%���
����� ��� ��� � � � ; �%� �"Q����!����T��8�HQU������OR� �
��+%�����
�

LMO(A,B) ⊂ BMO(A,B).
� �%� � �

&,�0�5�0�5�,� �	���%�*&`~>�
�?�����
�����N�
=�~U�#�0~U} � &,�0�5�0�5� 	K� � �("�3(" )5�(" % � " % " % 9 & ���$��� �(�$� ��� � � ) & � �����

G ����� J�� � w(z) , � � �$�! � & IK� � � � � � ��� � BMO(A,B) (LMO(A,B)) 4�� & " % F� "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4 )5�(" % � � , � &  � ��� �'� & � ��� (1.54) Φ ∈ BMOA
(LMOA) P

C
N S ����Q P���� �"P����%� �8�������

A(z), B(z) ∈ Ls(D)
� �����
���������p�yP���� �%�

S��������%������� � ��� ��� �?����� �����������
w(z)

P������������%� � ��� T��"��S�S Q
Cα(D)

�
α = s−2

s

� S�" � � � �ES �<��� 	 � � N�"0� S��
�yS��
�
"*P������������ �5������� � QU��T�1���� ���
ΓT��"��S�S��

BMO
�
LMO

������� �� �#+��5��������Q � QU��T�1�� � P������������%� � ���
BMO�

LMO
� � S�" � � UU��S ����,�	�	 �B�%�
"�" Q ��� ��� � �f���

w ∈ H2(A,B)
��T������ ���%�����
���

Φ ∈ H2
� S�" � �
�������
" Q ��� ��� � �f�N����T�Q���������P�� S���� ��S������������ S �%� �"Q����&QU���������

� �5�������3�
�������
" O �%� ��� ���
B

� ~U}�} � &,�0�5�0�5�#�������
w(z) ∈ BMO(A,B) (LMO(A,B)) 4#�(" w(z) ∈

Hp(A,B)  � � ��7 % "�3(" p > 0 4 � w(z) ∈ Lm(D)  � � ��7 % "�3(" m > 0 P



�
��� � V�M�RqM�w�s P�V�M�]^] S
BMO

P
O
P
O � X W�W�S��`M�W�M�V�ZUQ
Z�FUX^]^c�Z ��[\d
WUc���Z�_

C
� � S TU���#+�T�Q

Φ ∈ BMOA
P������������%� � ���

Hp
�
p > 0

� S�" � � UU��S ���
����	 �f�
�
�'P��8�
�������
"0� ��� ��� �

w(z) ∈ Hp(A,B)
�
p > 0

���
P��8�
�������
"0� ��� ��� �
w(z) ∈

Lm(D)
�����
�����������

m > 0
�
BN S ����Q/�%�
"�" O �%� ��� � �(� S ���

w(z) ∈ BMO(A,B)
�
LMO(A,B)

�f�l�
�
w(z)

�����"�����
��� � S��
" �:S ������S���� ��" �D�EP�������� �5������OB" �|�pP �R��� � �ETU���
����O��
� ���%" Q ��������� �
��+ � �5� SC+!�����5� �#+����!���H�%"0�����%S�" O S �"� �

=�~U�#�0~U} � &,�0�5� 
N�6�������
w(z) ∈ Hp(A,B) 4 p > 1 4 ����� w(z) ∈

BMO(A,B) � � & � & � � & ���.� � � & � � � (1.53) 4 Φ(z) = 1
2πi

∫
Γ
w(t)
t−z dt, �("

w(z) =
1

2πi

∫

Γ

Ω1(z, ζ) Φ(ζ) dζ − Ω2(z, ζ) Φ(ζ) dζ̄ ≡ K Φ(z).
� �%� � �

C
8C��S�S Q � �5�������I�5� S����
�
�������&P�������� S����/�BS ��QU���
�

w(z) ∈ Hp(A,B)
�

P�� S TU���#+�T�Q�� S ��� ���
���%� �
�����
���!�
�������
" O:�5��T���� �
�D���
�%QU������� � �5�������������
BMO(A,B)

��Q��5���/S �%� �5��� �
��+I���&�%�
"�" O �%� ��� ��� �M���
Hp(A,B)

�
p > 1

�
����S�S Q � �5�������=�5� S �%�������pP������
����� ��� S�������������S�����Q �������yP�� S��
�����������I���
T��������.� � ��S ���
��� 	 ���
���#+�TU�M��"0� S��
���
�������
" O|4����J�%S �%� �"Q����M��S P����#+������ �
��+
�
�����%����������Q � �
�������
" Q%8 ��S�S����J�����

H1
� S�" � �
�������
" Q ��� U � U
� �

B
=09,+�-�<,9,.(:(- �,&���&���& � ��� ���
��"

Φ(z) ∈ Hp
� S�" � �
�������
" Q ��� �%� � �R�����D�

S�������������S������������%�
Φ(z) ∈ BMOA

� �
�������
"C� �%� ��� � � � +������
��������� ���
�����
���
�
���
" O3���
�����%������������� P�������� �5��������" Q����%�
"�"0� ��� ,�� � �����3����P�������OR����O��H�

D
Φ(z)

��P�����QU���%" �����8� �
+���"0�����%"��q���
� ����� � QU��T�1����MT��"��S�S��

BMO(A,B)
S P�������� ��������O &)� 	 +

��(
��� � 	 ����� � P�� S TU���#+�T�Q8�����%�%"0�����!"0� S��
�G����� � QU��T�1��������
Hp(A,B)

�
p > 1

��S�" �,� ��� � � �^� � ��� ��� ��� �
&,�0�5� 
N� ���?~��l~��(|0~ �0�#�0}�&��MN<� ����������� ‖ϕ‖∗ ≡ ‖ϕ‖∗,1

��� � ��� ��� � �
��������� ��Q ��� ����� TU����S����
����������T ���
� ‖ • ‖∗

� S���+ �����%"C�<� � ��T��
�����
P���� S��
���
��S������

BMO0

�����

= BMO/R
� �����

BMO/C
�f��P����������
� ����� �q�������

���5����S��������
� �#+�������� �
���q�������LP���� S��
���
��S������ � S�" � � U�� S � ����� � ���U�
	 � � (GS ��� �%�
�����������
S����������	�8�������D�U��Q��5�
"rTU����S��
��Q�������� �
��+������%" Q%� P���� S��
���
��S���� �q�
BMO(A,B)

�
LMO(A,B)

�
=�~U�#�0~U} � &,�0�5� #D��� �0"!I & � � � " BMO(A,B)

� �0"!��
O"�1

‖w‖BMO =
1

2π

∫

Γ

|w(t)| |dt| + ‖w‖∗
� �%� � �

� �'� � & � � �N & 1 � � �'� � & � M'��� 
 % �(�$� � " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
�P



w�s p
s M\TUY�Xva�X VUX W�ZUX
s�O0M �^P�R
SlX�] R�P�_U]^Q
RqM �
���
� �0"!I & � � � " LMO(A,B)

� �0"!��
O"�1
‖w‖LMO =

1

2π

∫

Γ

|w(t)| |dt| + ‖w‖l
� �%� � �

� �'� � & � � �N & 1 � � �'� � & � M'��� 
 % �(�$� � " � � 
 , ��" � �+�.�(� � � � "(
�P
C
)D�%�����
� � �%� � � � �����%"C� ���

BMO(A,B)
�H� � �%� � � � �����%"C� ���

LMO(A,B)
� �����������5���%��P��������
" P���� S��
���
��S���� �

BMO
�
LMO

� QU��T��
1��������

Γ
@ �����%"C��" � � �%� � �H� � �%� � �GS�������������S������������&P����%��O � S�" � �
���������

" Q ��� ��� � � �
2B�����%����������� � ��� ��	 ������S�S�"0���
���%" � QU��T�1�� �

w(z) = K w(z)
�����
�

��� ���JQ ��S �6����QU�
���
D

����������"0������OB" P���� �5� �%��" P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S����
{wn(z)}∞n=1

���3� �5�
w(t) = limn→∞ wn(t)

�LS�" O S �%�l�����%" O � �%� � ������� � �%� � �
���

Γ
�
)���T6T���T

w(t) ∈ BMO(LMO) ⊂ L2(Γ)
���
�

w(z) = K w(z) ∈
H2(A,B)

���y�
S�������������S��������yS�����S�S Q � �5�������%" �&�5��T���� �
�
� �#+ S���� �`�
���������
" O ��� ��� �

w(t)
� ����T���S��
�
� �#+���O��GP���� �5� �#+���O��J��������������� � QU��T�1����

w(z)���
Γ
� (�����TD� ‖w(z) − wn(z)‖BMO → 0

� S�������������S������������%� ‖w(z) −
wn(z)‖LMO → 0

� �
B

&,�0�5� #D� ���0~����(| ���5������~��(�0�#"���|(�(��~ "����U{�����|'!���z¯� ��|<�
� ~U}�} � &,�0�5� 
N�.�������

f(t) ∈ BMO �$� Γ 4.�("L � � ��7 % "�3(" p > 1

‖f(t)‖Lp(Γ) 6 const ‖f(t)‖BMO,
� �%� � �

3  & �/"�� � ���(�����K"�� f � & 	�� �'����� �!P
C
N<� S P����#+���Q��
"CS �%P���� ��S��������%�������
"r���3�
�������
" O ��� ��� � 2

f = ϕ+Hψ + α,
� �5�

ϕ, ψ ∈ L∞(Γ)
�
α ∈ C

� ‖ϕ‖L∞(Γ) 6 C‖f‖∗
� ‖ψ‖L∞(Γ) 6 C‖f‖∗

� (H�
���
�����LP���� ��S��������%�������J�J���<��������������S����%��P�������� �5������O��M���
��� �8�<�
�������
"0���
�%"0���
"

‖f‖Lp(Γ) 6 ‖ϕ‖Lp(Γ) + const ‖ψ‖Lp(Γ) + [2π]
1
p |α| 6

6 ‖ϕ‖L∞(Γ) + const ‖ψ‖L∞(Γ) + [2π]
1
p |α| 6

6 [2π]
1
p |α|+ const ‖f‖∗.

� �%� , �

� ���%�����
‖α‖L1(Γ) = (2π)|α| 6 ‖f‖L1(Γ) + ‖ϕ‖L1(Γ) + ‖Hψ‖L1(Γ) 6

6 ‖f‖L1(Γ) + ‖ϕ‖L∞(Γ) + const ‖ψ‖L∞(Γ) 6 ‖f‖L1(Γ) + const ‖f‖∗.;\��P�� S�������������P�� S �%� �5� � � ��1�����T�Q%� � �%� , �f��P�����QU���%" � �%� � � �
B
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� � � V�M�RqM�w�s P�V�M�]^] S
BMO

P
O
P
O � X W�W�S��`M�W�M�V�ZUQ
Z�FUX^]^c�Z ��[\d
WUc���Z�_

+����������5���
�3{�~�� �
���5|0~ &,�0�5�0�5���������

f(t) ∈ LMO �$� Γ 4.�("L � � ��7 % "�3(" p > 1

‖f(t)‖Lp(Γ) 6 const ‖f(t)‖LMO,
� �%� U
�

3  & �/"�� � ���(�����K"�� f � & 	�� �'����� �!P=�~U�#�0~U} � &,�0�5� &,� � � � ��M ϕ(t) ∈ BMO (LMO) P �$"�3  ��
w(z) = K ϕ(z) ∈ BMO(A,B) (LMO(A,B))

�
‖w(z)‖BMO 6 C3‖ϕ(t)‖BMO (6 C3‖ϕ(t)‖LMO),

� �%� 	 �
3  & �/"�� � ���(����� C3 "�� ϕ � & 	�� �'����� �!P

C
� ������� �5�
":P�� �5��������O��`����S�S Q � �5�������y�����

ϕ(t) ∈ BMO
� ; ��QU���
�

ϕ(t) ∈ LMO
����S�S�"C�
�
����� �
����S � �
�����%����������� � � �¯�
�������
"0� ��� ��� �

w(z) ∈
Hp(A,B)

�����%�����������
p > 1

� � ������������������OB" � ���%" Q �"��"p;\������1�TU����� �
� �%�
"0� ��� � ��� � U
�������8����T���S��
�
� �#+���O��MP���� �5� �#+���O��J���������������8���

Γ w(t) ≡
[K ϕ(t)]

+ �


�


���������	� ��������� � 	!��� ����� ��� � �����
K ϕ(z)

�%"0���
"

w(t)=
1

2
ϕ(t)+

1

2πi

∫

Γ

Ω1(t, τ)ϕ(τ) dτ−Ω2(t, τ)ϕ(τ) dτ̄ ≡ 1

2
ϕ(t)+K ϕ(t).

� ���%������Q��5�
" ��1�������� �
��+ S �"�
� �
�
" O����'P����������6����S��������
�����8����������S���� ��2

‖K ϕ(z)‖BMO =
1

2π
‖w(t)‖L1(Γ) + ‖w(t)‖∗ 6

6
1

2π

{
1

2
‖ϕ‖L1(Γ) + ‖K ϕ(t)‖L1(Γ)

}
+

1

2
‖ϕ‖∗ + ‖K ϕ(t)‖∗ =

=
1

2
‖ϕ‖BMO +

1

2π
‖K ϕ(t)‖L1(Γ) + ‖K ϕ(t)‖∗.

� �%� � �

N<�
� P�������O��N��� S ����Q��������
������������� S����&S ������Q �������������'�����
���������"� �
Lp(Γ)

�
p > 1

� S�" � � �
� ��S ���
����	 �f�%�
�������
" O -��
���"� � � ���
� ����Q���� � ;\�������%��� �8���
�����
���������"�q�IS��&S �"�
������� S������������ S���+�� � S�" � � ,�� ��S �C������	 � � � ��� �
� � �%"0���
"
‖K ϕ(t)‖Lp(Γ) 6 ‖ϕ(t)‖Lp(Γ)

� +���S �D��� �&��� � �%� � �

‖K ϕ(t)‖L1(Γ) 6 ‖K ϕ(t)‖L2(Γ) 6

6 const ‖ϕ(t)‖L2(Γ) 6 const ‖ϕ(t)‖BMO .

� �%� � � �



w�s nqs � Y�Xva�]^Q
M�R
VUX W�Z��3R�Q�P
Y�P�efP�Y�P^a�M �
���
(GS P����#+���Q
� � ��� �
� �f��P�����QU���%"

‖K ϕ(t)‖∗ 6 const

{∥∥∥∥∥

∫

Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ

∥∥∥∥∥
∗

+

∥∥∥∥∥

∫

Γ

Ω0(t, τ)ϕ(τ) dτ

∥∥∥∥∥
∗

}
,

� �%� ��� �

� �5�
Ω0(t, τ) = O

(
|τ − t|− 2

s

)
.

� �%� ��� �
�M���
P������������'S �"�
� �
�
"0����� �'P����������6����S���� � �%� ��� �E�%"0���
" � S�" � � U���S ���
�4,�	 �

∥∥∥∥∥

∫

Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ

∥∥∥∥∥
∗

6 const ‖ϕ(t)‖∗.
� �%� �
� �

� ���%����� �����&�����
���������"�
K0ϕ(t) =

∫
Γ Ω0(t, τ)ϕ(τ) dτ

�%"0���
"�� UU��S ������� 	
‖K0ϕ(t)‖∗ 6 ‖K0ϕ(t)‖L∞(Γ).

� �%� ��� �
N|S ����Q � �%� ��� �EP����

p > s
s−2

�%"0������"0� S��
�!��1�����T���� ,�� ��S �����
	�	
‖K0ϕ(t)‖L∞(Γ) 6 const ‖ϕ(t)‖Lp(Γ).

� �%� ��� �
(H� � �%� ��� � � �%� ��� �E� � �%� � �DP�����QU���
�
"

‖K0ϕ(t)‖∗ 6 const ‖ϕ(t)‖BMO .
� �%� �:, �

(H� � �%� � �f� � �%� � � �f� � �%� ��� �f� � �%� �
� �E� � �%� �:, �ES �%� �"Q���� � �%� 	 � �
B

&,� 
N�'���0~�� �
� ���%{�~��(|'( �5���#�0�#"�� �0�4� �

� ������� �5�
"������������������ P���� ��S��������%������� � ��� ��� �N���LT��"��S�S O
BMO(A,B)�

LMO(A,B)
�

=�~U�#�0~U} � &,� 
N�0�5�$�������
w(z) ∈ BMO(A,B) (LMO(A,B)) 40�(" � 
 &�& �


 & � �(" � "'"����0" � & � � & (1.55) 4�3  & Φ(z) ∈ BMOA (LMOA) P�������
Φ(z) � , ��" � 	 � " � M'�$���-3(" � "(
O"!�#G �$���KG ����� J�� � � � � ��� � BMOA

(LMOA) 4 �(" � "'"����0" � & � � & 
 � ��� ��� � "� ��0"(	!�$��)��0" " , � &  & � � & � � � � & � & F
� � & ����� � & 
 � � ��� �
� �

w(z) � � � ��� � BMO(A,B) (LMO(A,B)) 4 � GH"!��
��$F� � � ��� ��� � � � ���(�$� �'����� � & � (
� & 9 & � � � & ������1 ) ��� � & 1�����1 � 	�"(
O"!�#G � 	�
 % �'F

�$� � " � � � , ��" � �+�.�(� � � � BMO(A,B) (LMO(A,B))
�
BMOA (LMOA) P

C
� �'�%�
"�"0� �%� ��� � � �
�������
"0� ��� ��� � P���� ��S��������%�������

(1.55)
�%"0�����6"0���

S��
�?�
Φ(z) ∈ Hp

�����<�����������
p > 1

� � � S TU���#+�T�Q?P�� �
�������
"0� ��� ��� �



�
��� � V�M�RqM�w�s P�V�M�]^] S
BMO

P
O
P
O � X W�W�S��`M�W�M�V�ZUQ
Z�FUX^]^c�Z ��[\d
WUc���Z�_

w(z) ∈ Lp(D)
����� �����������

p > 1
���
�/�rS ����Q���������������S���� �I-��� �#+��5�����

A(z)w(z)+B(z)w(z) ∈ Lq(D)
����� �����������

q
����TU�����%�����
�

2 < q < s
� +��q�

S �D����� �����
���������
�
(1.55)

P������������%� � ���JT��"��S�S Q
Cβ(D)

P����
0 < β < s−2

s� S�" � �
�������
" Q ��� �%� � �f���
P�����QU���
�
"
Φ(z) ∈ BMOA

�
LMOA

� �
+������
�
���%�(� S ���

Φ(z) ∈ BMOA (LMOA)
���
�

Φ(z) ∈ Hp
�����r���B�

�������
p > 1

�E� ����S�S�"C�
�
����� �
�
"0��� QU��������������� �%"0����� � �"����S�������������� �����
���������

w(z) ∈ Hp(A,B)
� S�" � �
�������
" Q ��� �%� � � � � � S TU���#+�T�Q|P�� �
���������

"0� ��� ��� �
w(z) ∈ Lp(D)

�����<�����������
p > 1

���
� ����T �8��� T���T<�<��O��
�����

T (Aw + Bw̄)(z) ∈ Cβ(D)
�
0 < β < s−2

s

������T�Q����.P�����QU���
�
"
w(z) ∈ BMO(A,B)

�
LMO(A,B)

� �
(H�8�������
������������� S����IS ������Q �������������&�����
���������"������P�� 4����J�y�

BMO�
LMO

� S�" � �
�������
" Q ��� ��� � �&� ��"0�����
����� ��� ��� � �EP�����QU���
�
"
‖Φ‖BMO 6 const ‖w‖BMO,

‖Φ‖LMO 6 const ‖w‖LMO,

� �%� � U
�
� �5�HTU����S����
����Oi���

w
���H� ������S ������� �����
�������
" O �%� ��� �3� P�������������P����%� �!�

��O��3��1�����T��
‖w‖BMO 6 const ‖Φ‖BMO,

‖w‖LMO 6 const ‖Φ‖LMO,

� �%� �
	 �
� �5�RTU����S����
����O ���R� ������S �������

Φ
� 3�������� � �5�������B���G������"0��� � ���
"0� S �%� �"Q��

���'��� � �%� � U
�E� � �%� �
	 � �
B+����������5���

�3{�~�� �
���5|0~ &,� 
N�0�5���������
w(z) ∈ BMO(A,B) (LMO(A,B)) 4��("

‖T (Aw +Bw)(t)‖BMO 6 const ‖w‖BMO , t ∈ Γ,

‖T (Aw +Bw)(t)‖LMO 6 const ‖w‖LMO, t ∈ Γ.

� �%� �
� �

3  & T (Aw + Bw)(t) � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � , � � z → t ∈ Γ
, "N� & ���'F� ��� & � M'��� 
 , ���+�/
 � �O�.��I & � � � T (Aw + Bw)(z) 4 ���/"�� � ���(����� "�� w � &

	�� �'����� �!P)���T��8�8�����������5��OB"|S �%� ��S��������
" �
�������
" O �%� ��� � ������������S �I�
�����%���������
�����HQU������� � �5�������������&S������
������������� � ��� ��� � �

=�~U�#�0~U} � &,� 
N� 
N�$�������
w(z) ∈ BMO(A,B) (LMO(A,B)) 40�(" � 
 &�& �


 & � �(" � "'"����0" � & � � &

w(z) + Tn(Aw +Bw)(z) = Φ(z),
� �%� ��� �

� G ����� J�� � Φ(z) ∈ BMOA (LMOA) P



w�s nqs � Y�Xva�]^Q
M�R
VUX W�Z��3R�Q�P
Y�P�efP�Y�P^a�M �
���
�������

Φ(z) � , ��" � 	 � " � M'�$���-3(" � "(
O"!�#G �$���KG ����� J�� � � � � ��� � BMOA
(LMOA) 4-�(" � "'"����0" � & � � & 
 (4.20) "� ��0"(	!�$��)��0" " , � &  & � � & � � � � & � & F
� � & w(z) ����� � & 
 � (1.53) � � � ��� � BMO(A,B) (LMO(A,B)) 4 � GH"!��
��$F� � (4.20) � � ���(�$� �'����� � & � ( � & 9 & � � � & ������1 ) ��� � & 1�����1 � 	�"(
O"!�#G � 	�
 % �'F
�$� � " � � � , ��" � �+�.�(� � � � BMO(A,B) (LMO(A,B))

�
BMOA (LMOA) P=�~U�#�0~U} � &,� 
N� #D�$�������

w(z) ∈ BMO(A,B) (LMO(A,B)) 40�(" � 
 &�& �

 & � �(" � "'"����0" � & � � &

w(z) + Tκ,n(Aw +Bw) = Φ(z),
� �%� ��� �

3  & Φ(z) ∈ BMOA (LMOA) 4 ��, "�)5� ������7  $���$� Γ
Re
{
t−κw(t)

}
= Re

{
t−κΦ(t)

}
, t ∈ Γ.

� �%� ��� �
�������

Φ(z) ∈ BMOA (LMOA) 4��(" � "'"����0" � & � � & 
 (4.21) "� ��0"(	!�$��)�F
�0" " , � &  & � � & � � �?G ����� J�� � w(z) ∈ BMO(A,B) (LMO(A,B)) 4 �� #"�F�'� & � � "!��� 7 9N��� �$� Γ � ��� " �'��7 (4.22) 4 � GH"!��
�� � � (4.21) � � ���(�$� �'��� F� � & � ( � & 9 & � � � & ������1 ) ��� � & 1�����1 � 	�"(
O"!�#G � 	�
 % �(�$� � " � � � , ��" � �+�.�(� � � �
BMO(A,B) (LMO(A,B))

�
BMOA (LMOA) P=09,+�-�<,9,.(:(- �,& �N&���& N � �"����� � �5��T���� �
���%�,���
���
�������
" O �%� ��� � /��%� ��� �

S P�������� ��������O3��� S ���
LMO(A,B)

�
LMOA

� ��"0��������+B���
H∞(A,B)

�
H∞S�������������S������������ � S�" � �
�������
" O ��� ��� ��/���� ��� , � �

N5S �
����� S������%":�&QU������� � �5�����������
�������
" �%� ��� � /��%� ��� � P���� S��
���
��S���� �
LMO(A,B)

�
LMOA

"0� �`��� � ��"0��������+`���
LMO(A,B) ∩H∞(A,B)

�
LMOA ∩H∞

S�������������S������������ �
C

>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* @ -%*,H�-�+�� �,& �N& �N& NIS ����Q��
�������
" O ��� ��� , �H�%�
"(�
" O �%� ��� � P���� ��S��������%������� � �%� ��� �G�%"0������"0� S��
�%� P��������
"

Φ(z) ∈ Hp
�����

�����������
p > 1

� � � S TU���#+�T�Q/P���� ���
��"
Re{t−κΦ(t)} ∈ BMO

�
LMO

�f�
Φ(z) ∈ BMOA

�
LMOA

� � S�" � �
�������
" Q ��� � ��� � � � ��� ����S����%"��%���
��� ���
��"
S ��QU���
�M� � ���%" Q �%� � ��� � U 	 �

γ ≡ 0
�
S(c(s)) ∈ LMOA

P����
c(s) ∈ LMO� S�" � � ��"0�����
����� ��� ��� � � � � ��� ���
��"p��� � ��� � �D� � �%� �
� � P�����QU���
�
"

‖Φ‖BMO 6 const ‖w‖BMO (‖Φ‖LMO 6 const ‖w‖LMO),
� �%� �
� �

� �5�HTU����S����
����O ���
w

���H� ������S ��� �
� Q S���+��
��P����6+G� �����
���LP��������������#+����q�������%��"0��� � ���q� � QU��T�1����

Φ(z) ∈
BMOA

�
LMOA

� � � ���
�������
"0� ��� ��� , QU��������������� � �%� ��� ���%"0������� �"����S����������
�������������������

w(z) ∈ Hp(A,B)
�
p > 1

� �����&TU���
��������� ��ORP����%������� � �%� ��� � �
2B�����%�����������B�5��T���� �
�
� �#+ S�����Q��
�������
" O �%� ��� � �����
�������
" O ��� �%� , P��
�

��QU���
�
"
Tκ,n(Aw + Bw) ∈ Cν(D)

P����o����TU���
������"
ν > 0

������T�Q����
w(z) ∈ BMO(A,B)

�
LMO(A,B)

� �
3�������� � �5�����������G������"0��� � ���
"0�B�
��P����6+JP�����QU���
�
"I��� � �%� �
� � ���
���������

" O ���
���q��� �
B
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BMO

P
O
P
O � X W�W�S��`M�W�M�V�ZUQ
Z�FUX^]^c�Z ��[\d
WUc���Z�_

&,� #D� ���?�����
���?~��(�0�*�
�9%
ReH1(A,B)

|
BMO

=�~U�#�0~U} �"&,� #D�0�5�
� ��" � �+�.�(� � � � "�4 � " , ���5I & ���0" & � ReH1(A,B) 4�� ���("
BMO P ������� F � � & 9 & � � � & ���$��� 2π F , & � � "  � ) & � ����� � "���� � M'�0" � ��� & 3+� � F
�/� & 
���� G ����� J�� ��4��(" ��� &  $� 7 9 � & � ��� " �'� �:�$� F � � �'��� � � & ������� �

1)
, � &  & �

lim
r→1−0

2π∫

0

Rew
(
reiθ

)
F (θ) dθ ≡ LRew

� �%� ��� �

� ��9 & � � � � & �6 � � ��7 % "�1
G ����� J���� w ∈ H1(A,B) 4 � L � ��� � & 1�����1
� & , � & �
� � ����1 G ����� J�� "��$� � �$� ReH1(A,B);

2) F ∈ BMO P
� ��� �.)�� & 4(�/"�3  �� F ∈ BMO 4��0"!��
�� G ����� J�� "��$� � � L 4�" , � &  & � & ���0"�3("�

(4.24) 4 � � �'��� � � & �����$�-�0"!��
 & ‖F‖BMO P
C
8C��S�S�"0���
���%"i����S��
��O��/S ��QU���
�IP���� ��S��������%������� � �%� ��� �LP����

n = 1
�

z1 = 0
�
κ = 0

2

w(z)− 1

π

∫∫

D

[
f(ζ)

ζ − z
+
zf(ζ)

1− ζz
− f(ζ)

ζ

]
dξ dη = Φ(z),

� �%� ��� �

� �5�
f = Aw + Bw ∈ Lq(D)

�
1 < q < 2

� S�" � �5��T���� �
�
� �#+ S������ �
���������
" O �%� ��� � � �
+���"0�����%"��%���
�'� � �%� ��� �

w(0) = Φ(0), Rew(t) = ReΦ(t), t ∈ Γ.
� �%� ��, �

� ��������������Q��
"��
��P����6+ ��O����	�8������� � �%� ��� �f2

LRew = lim
r→1−0

2π∫

0

Rew
(
reiθ

)
F (θ) dθ =

= lim
r→1−0

2π∫

0

Re
{
w
(
reiθ

)
− w(0)

}
F (θ) dθ +

2π∫

0

Rew(0)F (θ) dθ.

� �%� � U
�

�M���%�����#+������ �J����P������������������ �
����������"pP��������5��������S �
S �%� �"Q ��� �q�
� ~U}�} � &,� #D�0�5�.�������

w(z) ∈ H1(A,B) 4 F (θ) ∈ L1(Γ) 4.�("

lim
r→1−0

2π∫

0

Re
{
T0,1(Aw +Bw)

(
reiθ

)}
F (θ) dθ = 0.

� �%� �
	 �



w�s r
s��BR�P�_U]^Q
R�X W�WUP
]^Q �
ReH1(A,B)

Z
BMO

�
� U

C
8C��S�S�"0���
���%"BP��������������#+���Q � ����S �%����Q � P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���+

rn →
1 − 0

�
n → ∞ � +����������5���%�"�5� S����
�
�������%�5��T���� �
��+ � �%� �
	 ������������TU���yP��
�

S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���� � �DQ��5�
"/P���T�� S��������
��+
F (θ) ∈ C(Γ)

� (H� � �%� ��� �C�%"0���
"

2π∫

0

∣∣T0,1f
(
reiθ

)∣∣ dθ 6 const,
� �%� �
� �

� �5�BTU����S����
���������
r

���B� ������S ��� � H � � ��T�S ����Q��
"6P��������������#+������
ε > 0

�
N S ����Q � �%� �
� �G� ����P�������OR����� S����

F (θ)
���
���5����S ������TU���

δ > 0
�0���
�����

��������"�"0��� �8� S������
e ⊂ [0, 2π]

S�"0�������¯"0���6+������
δ

∣∣∣∣∣

∫

e

Re
{
T0,1f

(
rne

iθ
)}
F (θ) dθ

∣∣∣∣∣ <
ε

2

� �%� ��� �

�����
�����������
n
�

� ���
�������
"0�J>l��������� � � �
� ��S �?� U 	 S QU��� S�����Q�����"0��� �8� S������
E ⊂ [0, 2π]����TU�����,���
�

mesE > 2π − δ
�������

E Re
{
T0,1f(rne

iθ)
}

→ 0
�
n → ∞ �

����������"0������� � (�����TD����O��������
"/P��
ε > 0

����TU���
E

�����
����O
mesE > 2π − δ

�
������TU���

N
�����
����O=�����
�����������

n > N

∣∣∣∣∣

∫

E

Re
{
T0,1f

(
rne

iθ
)}
F (θ) dθ

∣∣∣∣∣ <
ε

2
.

� �%� ��� �

(H� � �%� ��� �E� � �%� ��� � P�����QU���
�
" � �%� �
	 � �����
F (θ) ∈ C(Γ)

�
8C��S�S�"0���
���%" �
��P����6+HQ S���� �5���������

Fµ ∈ C∞(Γ)
� QU��T�1����

F
� ��� ��S �
����	 �

� ���
µ→ +0 ‖F−Fµ‖L1 → 0

� N S ����Q �5��T���� �
���������E�����
F ∈ C(Γ)

�%"0���
"

lim
n→∞

2π∫

0

Re
{
T0,1f

(
rne

iθ
)}
F (θ) dθ =

= lim
n→∞

2π∫

0

Re
{
T0,1f

(
rne

iθ
)}

{F (θ)− Fµ(θ)} dθ.

� �%� � � �

H � � ��T�S ����Q��
"|P��������������#+������
ε > 0

� )���T T���T
T0,1f(rne

iθ) ∈ C(Γ)
P����

��������"
rn

� S�" � � � ��S �U��� 	 �f���
�����%�����������HP���� �"OD�"QU���
" QJP��
ε > 0

���
���5����S �
����TU���

δ > 0
�(���
����� ��������" "0��� �8� S������

e
@
mes e < δ

�����/�����������
n
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��Q��5�
"p�%"0����+
∣∣∣∣∣

∫

e

Re
{
T0,1f

(
rne

iθ
)}

{F (θ)− Fµn
(θ)} dθ

∣∣∣∣∣ <
ε

2

� �%� ��� �

P����&P�� �%��� �%�����
"
µn > 0

�
)���T �8��� P�� �
�������
"0�r>l��������� � ���
���5����S � "0��� �8� S������

E ⊂ [0, 2π]
�

mesE > 2π − δ
�,���&TU���
������"

T0,1f(rne
iθ) → 0, n → ∞ �,����������"0�������%�
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rne

iθ
)}

{F (θ)− Fµn
(θ)} dθ

∣∣∣∣∣ <
ε
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LRew = lim
r→1−0

2π∫

0

Re
{
Φ
(
reiθ

)
− Φ(0)

}
F (θ) dθ+

+

2π∫

0

Rew(0)F (θ) dθ ≡ L0 Re {Φ− Φ(0)}+ L1Rew.
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Γ
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ReH0

1 ≡ ReH0
1 (A,B)
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 !��"�#$� � &)($��#$*�� �|S�� S��
�����y�����q��� � �5�������p�������"��S����

G
�������������

w(z)S ��S��
�
" O � ��� �
� �^2
∂z̄w +A(z)w +B(z)w = 0,

Q��5�����%����������� ���J�������!�����
����1��
Γ = ∂G

T����
������" Q%Q S �%����� �

Re
{
λ(t)w(t)

}
= g(t), t ∈ Γ,

�Ã��� � �
� �5�

λ(t)
�
g(t)
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�
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Γ
�
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λ(t)
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Hp(A,B)

� P����
G = D

��� �5�
D

� � �"����������O��GT���QU����� ;<" �������
�
� �
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λ(t) = tκ
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Γ
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Hp(A,B)

	�
 H�-���-�
�-�.(:(- �N& �N&���& KMQU��T�1�� �
w(z) ∈ Hp(A,B)

�
p > 1

����Q��
�5�
" ������OR� �
��+ 	 � ��������� � # 	!� � ��� � � � �
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(1.53)
�?� S �������8����T���S��
�
� �#+���O��JP���� �5� �#+���O�� �������������������

Γ
w+(t) ≡ w(t)

P��������?� S �D�"Q����
Γ
Q��5�����%����������� ���yT����
������" QrQ S �%����� �

�Ã��� � �f�5� �5�
λ = λ(t)

� �������
�������������q�D�����
"0�����%"C�q�yP�� � ��������Q����
Γ
TU��"(�

P��%��T�S����q� � QU��T�1����D�
g(t) ∈ Lp(Γ)
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0 < k1 6 |λ| 6 k2
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k1
�
k2
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"T���T������ ���%�����
����" Q T����
������" Q%Q S �%����� ����� TU���
������" |λ(t)| ≡ 1
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Re
{
e−ω(t)w(t)

}
= g(t), ω(t) = argλ(t)
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ω(t(s)) ≡ ω(s) = ω0(s) + ω2(s),
�Ã��� � �

� �5�
ω0(s)

����P�������OR���������
[0, 2π]

�
ω2(s)

� ���
"0�����%"C�q�����
[0, 2π]

� QU��T��
1����D��Q��5�����%����������� ��� �q��Q S �%����� �

|ω2(s)| 6 νπ, 0 < ν <
1

2p
, 0 < ν <

1

2p′
,

1

p
+

1

p′
= 1.
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S ��QU���
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λ(t) = tκ
2

Re
{
t−κw(t)

}
= g(t).
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"0� ��� ��� , S������
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����S �&���������������

�H������� S�������������"yS�" O S �%�R��� ���%"0����� �5�����������������ES�������������S���������"0� � �"Q������
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�������'� ��������� 8 �%"C�
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���q�
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� �f� �Ã��� , �'T��"��S�S��

Hp(A,B)
�
1 < p < ∞ �E�

�������������%" �yT����
������� � ��������� 8 �%"C�
��� � -����#+����������'����� �����%��"0��� � ��O��
� QU��T�1����&T��"��S�S��

Hp

Re
{
t−κΦ(t)

}
= g(t).
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�
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" Q ��� � ��� � ��P�����QU���
�
"pS �%� �"Q �������HQU������� � �5������� �
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N�0�5� �������

κ > 0 4��(" "� ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)�� � ��� �
� � 4 �Ã��� , �
(
, � � g(t) ≡ 0)

� 
 &�& �D�("�)��0" 2κ+1
��� � & 1��0" � & 	�� �'����� 
 � � � � & 9 & � � � & �$F

�0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1�� � � ��� � Hp(A,B) 4 p > 1 4$�-� & "� ��0"!��"� ��$���:	��! ���)��
�.��	�� & � � 
�� � Hp(A,B)

, � � ��7 % "�1 , �.� � "�1 )�� � � � ���.� & � "�3("6� ��� " �'� �
g(t) ∈ Lp(Γ) P

� ���������5�
"<TpS ��QU�����
κ < 0

� 8C��S�S�"0���
���%",T����
����Q � � ��������Q���S���P������
�8������Q � � �5������� �5����� � P����

g ≡ 0
�E� ��������� � ��� �
� �f� �Ã��� , � � S�" � � � ��S �%������	 �f2

∂z̄w
′ −Aw′ −Bw′ = 0,

�Ã��� 	 �

Re {tκt′(s)w′(t)} = 0,
�Ã��� � �

� �5�
s

� ���������J�"QU�������
Γ
�
t′(s) ≡ dt

ds
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�����������D��P���� �5� �"�
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κ > 0
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P������
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��	
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� & � & � � �K	��! ���) � (1.53) 4 (5.6) � � � ��� � Hp(A,B) � & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)�F
�0" � � , " � � & � � & ��� &  $� 7 9 � � � ��� " �'� 1:�$� g(t) 6≡ 0 �

∫

Γ

tκ w′
j(t) g(t) dt = 0, j = 1, 2, . . . ,−2κ − 1,

�Ã��� � � �

3  & w′
j(z) ∈ W 1

s (D) ⊂ Cα(D) 4 α = s−2
s 4�� , " � ����1-�$� % "!� ��� � & 1��0"�� & 	��'F�'����� 
 � � �N� & 9 & � � � & ���0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1 "� ��0"!��"� ��0"�1 � " , ���5I & ���0"�1

	��! ���) � (5.8) 4 (5.9) P
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λ(t) = eiθ(t)
� S�" � �%�
"�" Q ��� � ��� � �f2

Re
{
t−κe−iγ(t)w(t)

}
= eω1(t)g(t),

� �5� SC+
γ(z) = ω(z)+ iω1(z) = S(θ−κ arg t)(z)
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eω1(t)g(t) = g∗(t)
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eiγ(z)w(z) = w∗(z).
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w∗ = w∗(z)
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∂z̄w
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Re
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}
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g∗(t) ∈ Lq(Γ)

P���������TU���
������"
q > 1
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���
�
w(z) ∈ Hp(A,B)

�
�M���J� ��������� �Ã��� ��� �f� �Ã��� ��� ��SDT��
����������� S T��%" T����
����OB"BQ S �%�������
" S P����q�

��� ��������O �
�������
" O ��� ��� � � ��� ��� ��� � Q S���+
w∗(z) ∈ Hq(A,B

∗)
� �������������

���
��� T����
�������I� ��������� P����
κ > 0

� 2B�����%�����������6� � ��S � �
�4,�	 P���� ��S��������%"
w∗(z)

� �����5�
w∗(z) = Φ∗(z)w0(z),

�Ã��� ��� �
� �5�

Φ∗(z)
�����%��"0��� � ���J�

D
�

w0(z) = exp

{
1

π

∫∫

D

[
f(ζ)

ζ − z
− zf(ζ)

1− ζz

]
dξ dη

}
∈ Cα(D), α =

s− 2

s
,

f(z) =

{
A(z) +B∗(z)w

∗

w∗
, w∗(z) 6= 0,

0, w∗(z) = 0.

�Ã��� �:, �
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Hp(A,B)

�����
+����������5���%�

w∗(z) ∈ Hq(A,B
∗)

�
��� ��� ���
���#+�TU���
��� ����� TU��� ���
Φ∗(z) ∈ Hq

�
)���T��8�3�����������5���%�����
�

Imw0(t) = 0
�
t ∈ Γ

�
� � ��S���������� �Ã��� ��� � � �Ã��� ��� �f� P�����QU���%"��l���
�������%��"0��� � ���q� � QU��T�1����

Φ∗(z) ∈ Hq
� S���+!�������������GT����
��������� ���������

Re
{
t−κΦ∗(t)

}
= g∗(t)w−1

0 (t) ∈ Lq(Γ).
�Ã��� � U
�

+���S �D��� � S�" � �
�������
" Q ��� � ��� � �

Φ∗(z) = zκ
[
S(g∗w−1

0 ) +Q(z)
]
,

�Ã��� �
	 �
� �5�

S
� ��P������
�
���'!6� �
��1����

Q(z) = iβ0 +
∑κ

k=1(ckz
k − ckz

−k)
�
ck

�
TU��" P��%��T�S���O��HP�� S��
��������O����

β0
� ������� S������������q�
P�� S��
���������q� �

3�"0��� � �%" �Ã��� ��� �����
eiγ(z)

��� �5�
eiγ(z)

� ��� �8�������%��"0��� � ���q�r�
D� QU��T�1����D�����
�'�&� �Ã��� ��� �f�������������������%"�2

w(z) = w∗(z)eiγ(z), Φ(z) = Φ∗(z)eiγ(z).
�Ã��� �
� �

� ��� ���
��" �Ã��� ��� �EP�������P�� ������S �&�'�����5�

w(z) = Φ(z)w0(z).
�Ã��� ��� �

N�"0� S��
�DS��
�
"&� P���� ��S��������%�������������
w0(z)

S QU�����
��" �Ã��� �
� �"� �Ã��� �:, �5��Q��5�
"
�%"0����+

f(z) =

{
A(z) +B(z)ww , w(z) 6= 0,

0, w(z) = 0,

����T�Q���� P�����QU���
�
"��,���
�
w(z)

� �Ã��� ��� ��� S���+ ��������������QU��������������� � ��� �
� � �
� ��T��	�8�
"��?���
�

w(z) ∈ Hp(A,B)
�����
�

w(z)
Q��5�����%���������������
T����
������" Q

Q S �%����� � �Ã��� � � � �M�������
�����H�5� S����
�
�������HP���T���� �
��+%�
���
�
Φ(z)

� �Ã��� ��� ��P������
�������%� � ���'T��"��S�S Q

Hp
�&Q��5�����%��������������� T����
������" Q Q S �%����� �

Re
{
e−iθ(t)Φ(t)

}
= g(t)w−1

0 (t), t ∈ Γ.
�Ã��� ��� �

� � ��S��������%"I��O����	�8�������R�����
Φ∗(z)

��� �Ã��� �
� �C� �Ã��� �
	 � � +���S �D�������'S ���
��Q � ��� ����� � ��P�����QU���%"������
�

Φ(z) ∈ Hp
�&Q��5�����%��������������� �Ã��� ��� � �

N,S ��QU���
�
κ < 0

P���� �5� �"�
�
" ��Q �8�J� ��"0����Q �Ã��� ��� �R� ����T �8�JP������5�
"
T&� ��������� �Ã��� ��� �f� �Ã��� ��� � � 3 S �%�����������������������J�%"0� S����D2

∫

Γ

tκ w
′∗
j (t) g∗(t) dt = 0, j = 1, 2, . . . ,−2κ − 1,

�Ã��� ��� �
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� �5�
w

′∗
j (z)

� P����%���q�IS ��S��
�
"C���������������6����� ������S �%" O��B�
������� S�������������"
S�" O S �%�3�������������&� ���������

∂z̄w
′∗ −A(z)w

′∗ −B∗(z)w
′∗ = 0,

Re
{
tκt′(s)w

′∗(t)
}
= 0.

+������
�
���q�'� ��"0����� �Ã��� �
� �(����T��8� P�������� �5���MT`����������� �
w(z) ∈ Hp(A,B)� ��������� � ��� �
� �f� �Ã��� � � � 3 S �%������� �����������J�%"0� S���� �Ã��� ��� �pP�� S �%�.� ��"0����O

w
′∗(z) = w′(z)eiγ(z)

P����������5���'� Q S �%�������
∫

Γ

eiθ(t) w′
j(t) g(t) dt = 0, j = 1, 2, . . . ,−2κ − 1,

�Ã��� �
� �

� �5�
w′
j(z) ∈ Hp′(A,B)

� 1
p +

1
p′ = 1

� � P����%���q��S ��S��
�
"C�M�������������8����� �������
S �%" O��B��������� S�������������"?S�" O S �%�8�������������B� ���������D��S���P������8���������¯� �5���
�
��� �5�����
� ��������� � ��� �
� �f� �Ã��� � �f2

∂z̄w
′ −A(z)w′ −B(z)w′ = 0,

Re
{
eiθ(t)t′(s)w′(t)

}
= 0.

�Ã��� ��� �
� ;\��P������8�������q�G� ��������� S�����������S �MT���TM� �������������q��� � �5���������������������MT����q�
�������
� ��������� �Ã��� ��� �E���

Hp′(A,B)
� �

(�����TD� � ���%" Q ��O �Ã��� ��� ��� �Ã��� �
� ��Q S����
����������� ���������������������%�B���������
S�������������"pS�" O S �%�H��� ���%"0���
� � �5�����������������LS�������������S���������"0� � �"Q��������������
�%" �JT��"��S�S��

Hp(A,B)
T����
�������G� ��������� � ��� �
� �f� �Ã��� � �����������������%" �MT��"��S�S��

Hq(A,B
∗)
T����
��������� ���������
S�T��
����������� S T��%"rT����
����OB"/Q S �%�������
" �Ã��� ��� �f�

�Ã��� ��� � � +���S �D��� �r�����
�������
" ��� ��� � � ��� ��� � P�����QU���
�
",S �%� �"Q ��������QU���������
� �5������� �

=�~U�#�0~U} � %N� 
N� #D� � � � κ > 0 "� ��0"!��"� ��$��� ���.� & � ��� 	��! ���)�� (1.53) 4
(5.2)

� 
 &�& � (2κ + 1)
��� � & 1��0"�� & 	�� �'����� 
 � � � � & 9 & � � � & ���0"(
 � 
 � ��� &

� & � & � � 16� � � ��� � Hp(A,B), p > 1 P�� & "� ��0"!��"� ��$����	��! ���)�� ��� & 3  �� � 
 &�& �
� & � & � � & � � � ��� � Hp(A,B) P� � � κ < 0  � � � ��9 & � � � " � �(� � � (

&  � � � � � & ���0"�3(" ) � & � & � � �����.� & � "�1
	��! ���) � (1.53) 4 (5.2) � � � ��� � Hp(A,B) � & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)��0" � � F, " � � & � � & � ��� " �'� 1 (5.23) P �  ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)�� (1.53) 4 (5.2) , � � κ < 0� 
 &�& �N�(" � M'�/" ��� � & � " & � & � & � � & P
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���U�
%N� #D� � � � ����� ��|0} ������� �l|,{�% �5~ �(� �

�'�,{��6�4�4���i��}�|'�(�0�%���
Ep(A,B)

8C��S�S�"0���
���%"I�MTU��" P��%��T�S������ P��%� S TU� S����
E

�������
������������Q � � �5��� S �
�����
��Q � �����"��S���+

G
S��IS P����%"������
"0���������
����1����

Γ
� N5�����#+������ ���
",� ���
��"

P��
���
����� � �BS��������
�
"
Γ
�������rT���������� � ��P�QU����� �I�������/T����������|8C���5�����

�������
������T&� �
� S��
��������� �
N ���
��"/P��
���
����� � ������S�S�"C�
�
����� �
����S � � � �
�� !� � �%� ����� � ���%� �$
�� 	 ���

� ���%� �$
�� 	 �������%S �%� �"Q ������� P�� S����
������TU��2����
����� �
G

�������������
w = w(z)QU��������������� � ��� �
� �

w(z) ∈ Ep(A,B)
�
p > 1

��P���� �5� �#+���O��%���������������/TU�
�
�
���������8���

Γ
P��!����T���S��
�
� �#+���OB"�����P��������%�������%"/P��������
� S �D�"Q`���

Γ
Q��5�
�

���%����������� ��� T����
������" Q%Q S �%����� � �Ã��� � �f2
Re
{
λ(t)w(t)

}
= g(t),

� �5�
t = t(s)

�
s ∈ [0, S]

� � � �3� ��T�S��
����T��D��P������������%� �'�
�����yT����������
Γ
�

λ = λ(t)
� TU��" P��%��T�S����������������q�/���
"0�����%"C�q� � QU��T�1����D�(��P���� �5� �%�������q�

���
Γ
�"Q��5�����%����������� ��� �q� Q S �%����� �

0 < k0 6 |λ(t)| 6 k1 < ∞ �
k0

�
k1

�
������� S�����������O��GP�� S��
��������O����

g(t) = g(t(s)) ≡ g(s) ∈ Lp(Γ) ≡ Lp[0, S]
�

��P���� �5� �%�������q� ���
Γ
������� S������������q� � QU��T�1���� � 8C��� �5� ����� �Ã��� � ����� |λ(t)| �P������5�
"pT���T������ ���%�����
����" Q%T����
������" Q Q S �%����� �����'TU���
������" |λ(t)| ≡ 1

2

Re
{
e−iω(t)w(t)

}
= g(t),

�Ã��� ��� �
� �5�

ω(t) = argλ(t)
� N?�����#+������ ���
"r����� �5�GS��������
�
" |λ(t)| ≡ 1

�
N<��� �5� �����%��� ����� � QU��T�1����

f
����P���� �5� �%�������������

Γ
�U��Q��5�
"r��S P����#+����
�

� �
��+����������������������
f(t) ≡ f(t(s)) = f(s)

� >ES ���
w(z) ∈ Ep(A,B)

���
�JP�� �
w(t) = w+(t)

�
t ∈ Γ

�D��Q��5�
"<P������%"C�
��+&P���� �5� �#+���O�� �������������������
Γ
P��

����T���S��
�
� �#+���OB"pP�QU�
�%" P����
z → t ∈ Γ

�
z ∈ G

��� P�� �
w−(t)

� P���� �5� �#+
�
��O��R���������������!���

Γ
P��3����T���S��
�
� �#+���OB"BP�QU�
�%"IP����

z → t ∈ Γ
�
z ∈ E \G �

4G��T&� ��O �����"S �%� �"Q
��� � �"S ��� U ��	 ��QU���������������
"���"�� ��	 , � ��������� QU�����
�
������� � � ��� �
� �f����Q��5�
"�������OR� �
��+ TU��" P��%��T�S�������QU���������������

∂z̄w
∗ −A(z)w∗(z)−B(z)w∗(z) = 0, z ∈ G,

�Ã��� ��, �
�D�
��������� �q��� � ��S �
������	 ��� �5������� �5�����H� �����������D� "�� ��	 , � ������� �M� ��������� �Ã��� � �f�
��Q��5�
" ������OR� �
��+ � ��������Q ����O S T��
�����:�

G
�������������<QU��������������� �Ã��� ��, �

w∗(z) ∈ Ep′(−A,−B)
� 1
p+

1
p′ = 1

��P���� �5� �#+���O������������������'TU���
�������������
ΓP�� ����T���S��
�
� �#+���OB" ����P��������%�������%":P��������r� S �D�"Q����

Γ
Q��5�����%����������� ���

T����
������" Q Q S �%����� �
Re {λ(t)t′(s)w∗(t)} = 0.

�Ã��� � U
�
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; �%� �"Q
� � �
� ��S � �
����	 �"T���Ty�I�
P � ��� � ��� � �"P���� �"P����%� � �%"��?���
�&P����y��O��
�������������
� ��O � �5�������
����T������������"������S��������

s = 0
��������O.�"QU���

s
���

Γ� QU��T�1����
ω(s)

Q��5�����%��������������� Q S �%����� �

ω(s) = ω̃0(s) + ω̃1(s) + ω2(s),
�Ã��� �
	 �

� �5�
ω̃0(s)

� ����P�������OR�����q� � QU��T�1����?� T��	� �5��� �
����TU�BS����
"0�������
[0, S]� �IT����
���������
����T��q�/�%"0������S �p�y�����"Q�� �5��� S��
������������������P�������OR����� S���+U�f�

ω̃1(s)
� � QU��T�1������������
����������������� �
�����
1����6���'S����
"0�����
�

[0, S]
�
ω2(s)

�
���
"0�����%"C�q�����

[0, S]
� QU��T�1����D��Q��5�����%����������� ��� �q�%Q S �%����� �

|ω2(s)| 6 νπ, 0 < ν <
1

2p
, 0 < ν <

1

2p′
,

1

p
+

1

p′
= 1.

�Ã��� �
� �
0��!�������
��������� �q����������� S����D�N"0� �8�
"<S��������
��+ � S�" � � �
� ��S � �
����	 �f�?���
�

ω(0) = ω(S)
�
ω̃1(s)

����P�������OR�����yS P������ � ���
����TU�
s = 0

� � � S �%� ���
�
�
��� �Ã��� �
	 �<"0� �`���'P�������P���S��
��+'�'�����5� � S�" � � �
� ��S ���
����	 �

ω(s) = ω0(s) + ω1(s) + ω2(s),
�Ã��� ��� �

� �5�
ω2(s)

� P���� �`�����D�
ω1(s)

� � QU��T�1����&S T�����TU���
ω̃1(s)

�
sk

� ���3�����%���
���
" S������
������"0��� �8� S������8�
������T���������OR� �

ω̃1(s)
2

ω1(0) = 0, ω1(s) =
∑

0<sk<s

hk + [ω̃1(s)− ω̃1(s− 0)],

0 < s 6 S, hk = ω̃1(sk + 0)− ω̃1(sk − 0),
�!����P�������OR�����q�����

[0, S]
� QU��T�1����

ω0(s)
���������'S Q�"�"0�

ω̃0(s) + [ω̃1(s) −
ω1(s)]

�
0��\�����%���l���
"BS������
������"0��� �8� S������B�
������T S T�����TU��� � QU��T�1����

ω(s)
�����
�

���������%" ���������
Ξ = {sk}

�
>ES ���

Γ
� T������ �q� 8C���5��������� � � �U� QU��T�1����

θ(s)
�%"0�������������
������������Q �

� �
�����
1�� ���N�
�
�����
θ(s)

�%"0����� "0� S��
�¯����� �%� �8�����������
�����%������������� �Ã��� ��� �
� P����

ω2(s) ≡ 0
�f2

θ(s) = θ0(s) + θ1(s),
�Ã��� ��� �

� �5� � QU��T�1����
θ0(s)

����P�������OR���������
[0, S]

���
θ1(s)

� � QU��T�1����IS T�����TU���
� S�" � � �
� � S �E��� /��
��	 � � ;ET�����T�� � QU��T�1����

θ(s)
���������������%" ���������

fn
���¯���

�����%���`���
".S������
������"0��� �8� S��������
������TpS T�����TU��� � QU��T�1����
θ(s)

� ���������
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θ1(s) ≡ 0, θ(s) = θ0(s) ∈ Cα.
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�����������%�3����S��������
s = 0
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s

"0� �`���JS��������
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���GP���P����������J�%"r�

Ξ ∪Θ
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�-�.(:(- �N& �N&���&"� ��� ��S�S �%� �5��� �
����� T����
�������*� ��������� �Ã��� � �
� ����� �Ã��� ��� �v�\��Q��5�
"���������������+%�����
�'��ORP����%�������'Q S �%������������� S ���
� ��TU��� ���

Γ
� T������ �q� � ��P�QU����� �����/� �Ã��� ��� ���������

ω1(s) ≡ 0
���������

ω2(s) ≡ 0 �� ��TU��� ���
Γ

� T������ �q�<8C���5�������������
������T,� �
� S��
���������D�R�<� �Ã��� ��� �
ω2(s) ≡ 0

�
%N� #D�0�5� � ��!0�5}��#"$����~�{�%5�'&`~�!0�*�
�9�0�5~��(|'(���8C��S�S�"C�
�
����� �
�
"C�q��� �����q�

���M�����
QU��������������� � ��� �
� �DS ��� �"����S ��T&S�������������S�����Q ��������� ��������� �����6���
�
�%��"0��� � ��O�� � QU��T�1����D� TU���
�����q�D��� S ����� ��������� �*+%��P�������� �"����S �%T%� ���������
��� �"������������"IT���QU��� � S�" � P ����� � ��� � � � (����5��T�SR� ���������!��P���� �5� ��������S �`���������
�����5��T�S P�� S �%� �5�����M� ���������G�B� �"������������" T���QU��� � F��
����O/S � ���%" Q ��������� �
��+
��P���� �5� �%������� �����5��T�S��G� ���������D����� S P������������ �5�
"�����S����������MP�� S��
����������� ���
P ����� � ��� ���

� � S��
�����%"&��� �"������������"&T���QU���
D : |ζ| < 1

TU��" P��%��T�S������
ζ
� P��%� S TU� S����

� QU��T�1�� �
Ψ(ζ) = Φ(ϕ(ζ))[ϕ′(ζ)]

1
p ,

�Ã��� � � �
� �5�

ϕ = ϕ(ζ)
� � �5��������S��
������TU��� � ���%"0�����`���
�������	�8��������� �"���������������

T���QU� �
D

���B�����"��S���+
G

���
Φ(z)

� �����%��"0��� � ���q�G�
G

� QU��T�1���� � (H����� S��
���
� �%�
"�"C� ��� 	�� � �f�����
�

Φ(z) ∈ Ep
�
G

�
��� ��� ���
���#+�TU�8�
��� ������TU��� ���
Ψ(ζ) ∈

Hp
�
Hp

� T��"��S�S�-��
���"�5� �
� � S TU���#+�T�Q P���� |ζ| < 1 ϕ′(ζ) 6= 0

��� T������ �q�
Γ

� S���+BT������ �q� T��"��Sf�
S��

C
�U�
� P���� |ζ| < 1

"0� �`���8��P���� �5� ������+8� �5��������������Q � � �
�%"0��������� S T�Q �
� QU��T�1�� �

argϕ′(ζ)
� S �D�"Q����¯��T���Q �`��� S����

C = {ζ : ζ = eiσ} ���%"0���B�
�JQ � ����T���S��
�
� �#+���O��%P���� �5� �#+���O������������������D��P��������
".�BT��	� �5��� �
����TU�
� �"���"TU� S����
T����������

Γ
�%"0������"0� S��
�%S������
������������� � �
�������
"C� ��� 	�� � �

argϕ′(eiσ) = θ(s(σ)) − σ − π

2
.

�Ã��� ��� �

N S ����Q �Ã��� � � �GT����
��� �q�/� ��������� �Ã��� ��� �������������%��"0��� � ����� � QU��T�1����
Φ(z)

��Q��5������T������ ���%�����
��� T����
��������� ���������

Re
{
e−iν(σ)Ψ(ζ)

}
= g(t(ζ))

∣∣ϕ′
(
eiσ
)∣∣ 1p , ζ = eiσ ,

�Ã��� ��� �
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ν(σ) = ω(s(σ)) +
1

p

(
θ(s(σ)) − σ − π

2

) �Ã��� ��� �

�&P������ �q������S���+ �Ã��� ��� �EP������������%� � ��� T��"��S�S Q
Lp(C)

�
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ω1(s) ≡ 0
�
Γ

� T������ �q�
� ��P�QU����� ����� �%"0������"0� S��
� �Ã��� �
� �f���
�M�����5��T�S���"IT����
���������HQ S �%������� �Ã��� ��� �
� �8����T��8� �Ã��� � �v�\��Q��5�
"�������OR� �
��+8����S �%�

κ =
1

2π
(ω0(S)− ω0(0)),

�Ã��� �4, �

TU���
��������� S �%� �"Q
��� �
� � S � �����
	 �(��Q��5�
".P���� �"P����"�
� �
��+�1�� ��OB" � �DQ��5�
"5��Sf�
P����#+������ �
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indΓλ(t) = κ
��� �5�

λ(t)
� TU��� �3� ��1��������MT����
���

������� Q S �%������� �Ã��� � � �
� Q S���+��
��P����6+
� �Ã��� ��� �

ω2(s) ≡ 0
���

Γ
� T������ �q�B8C���5�����`�������
������T

� �
� S��
��������� � )���TMT���T � QU��T�1����
s(σ)

�3�������
�
���q��T3�����M�
� S��������
��������P������
��OR����O � S�" � � �
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ν(σ)
�%"0�������������
������������Q �|� �
�����
1�� �

�������������H�%"0������"0� S��
�!����� �%� �8�����������
�����%������������� �Ã��� ��� �f� �Ã��� ��� �f2
ν(σ) = ν0(σ) + ν1(σ),

�Ã��� � U
�
� �5� � QU��T�1���� S T�����TU���

ν1(σ)
�%"0����� �����(2

ν1(σ) = ω1(s(σ)) +
1

p
θ1(s(σ)).

�Ã��� ��	 �

+����������5���%�����
�8���������%���B���
"rS������
������"0��� �8� S��������
������T�S T�����TU��� � QU��T��
1����

ν(σ)
� S���+3���������B"0��� �8� S���� �

Ξ∪Θ
P����`���
�������	�8�������

σ(s) : [0, S] →
[0, 2π]

� H �
��Q�"0����Q��
" T���T�� ������� ���
� "0��� �8� S������<� ���������������%" ����� �����
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ν(σ)
�!�
����T��q� {σk}

�����������5���!��������O
nk = hk +

1

p
fk,

�Ã��� ��� �

� �5�
hk
�
fk

� S T�����T�� � QU��T�1����
ω(s)

�
θ(s)

�rP���������������� �
����T��
σk���

[0, S]
��P��������
":���
����TU�!����P�������OR����� S������ �5�����y����������� � QU��T�1��������

S T�������T
S��������
�
"���Q �%����OB" �
+��������������%" ���������

n+
k

�
n−
k

P����%� � ���
� �#+���O��LS T�����T��'��"0� �"Q �������
�����
1��
�
� �#+���O�� S T�����TU���G��� �Ã��� ��� �CS�������������S������������%���3�
����T�� �������%S T�����TU��� �
���������

σ+
k

�
σ−
k

S�������������S������������ � 3LP��������5�����%"?��� ����TD�5���
����O5P�� S �%� �5�
�
� �
�
� �#+���� S���� {

n+
k

} � {
n−
k

} ��O���� QU��OR� �����J�%" � � ;\��P������8������O�� P���T��q�
� �
�
� ���

p
�
p′
(
1
p +

1
p′ = 1

) ��Q��5�
" S��������
��+!����T��%" �D�����
�

n−
k

2π
6= 1

2p′
,

n+
k

2π
6= 1
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,
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�����
�D��S �%� �"Q
� � �
� ��S ��������	 �����������������%"���������� (p)

κ1
����TU��������S �%�%�����
�

n−
k

2π
>

1

2p′
, k = 1, 2, . . . ,

(p)
κ1;

n−
k

2π
<

1

2p′
, k >

(p)
κ1;

�Ã��� � � �

�8��������� (p)
κ2

� ����TU�����U���
�
n+
k

2π
>

1

2p
, k = 1, 2, . . . ,

(p)
κ2;

n+
k

2π
<

1

2p
, k >

(p)
κ2.

�Ã��� ��� �

� ���%���������������������%"�2
n0 = n

(1)
0 −n(0)

0

�q� �5�
n
(0)
0 = ν0(2π)−ν0(0)

�
n
(1)
0 =

ν1(0+0)−ν1(2π−0)
���D��S �%� �"Q
��� �
� ��S � ���4,�	 ����P���� �5� ���%"�1�� �%��������S �%�

κ0
�

��S ��� �%�����GQ S �%�������
2n0 = 2π κ0 + n+

0 , 0 6 n+
0 < 2π.
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����S �%�
indΓλ(t) =
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κ =
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κ1 −
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κ2 − κ0
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�!�������������GT����
��������� ���������
��������S �&�'T��"��S�S��

Ep(A,B)� � � � � �����5��T�SD� ���
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�D� ������S ��������T��"��S�S�����TU���
������" QGP������������%� �'�
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θ1(s(σ)) ≡ 0
�
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fk = 0
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k
��� � � � "0��� �8� S������

Θ
P�Q S��
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�f�CTU���
����O�� ��Q��5�
"5P���"0�����
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κ
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Γ
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ω1(s) ≡ 0
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κ∗ = −κ − 1.
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Re
{
e−iν

∗(σ)Ψ∗(ζ)
}
= 0, ζ = eiσ ,

�Ã��� �U� �
� �5��� SRQU�����
��" �Ã��� ��� � �`�
�����%�����
���������������LS���P������8���������'� ��������� ��������S �
�'T��"��S�S��

Ep′
� 1
p + 1

p′ = 1
�

ν∗(σ) = −ω(s(σ)) + 1

p′

(
θ(s(σ)) − σ − π

2

)
− θ(s(σ)).

� ����TU� �����5����+%�����
�

ν∗(σ) = −
[
ω(s(σ)) +

1

p
(θ(s(σ)) − σ) + σ

]
− π

2p′
.
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;?QU�����
��" �Ã��� � , �f� �Ã��� � � �E� �Ã��� ��� �EP�����QU���
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� (p)

κ∗
1 =
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κ2
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κ∗
2 =
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κ1
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0 = 0
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−κ∗

0 = κ0 − 2
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κ∗ = −(p)
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� �5������� �5�����'� ��������� �Ã��� �U� � � (p)

κ∗ +1
�f� S −(p)
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S�" � �
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" Q ��� � ��� � � � >ES ��� �8� (p)
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κ
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ω1(s) ≡ 0 4 � Γ � ��� ��� ��� 	 � , ���0" � ��4
�(" , � � κ > 0 4.3  & κ " , � &  & � & �0" � �Ã��� �4, � 4�"� ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)�� � ��� �
� � 4�Ã��� ��� �

(
, � � g(t) ≡ 0)

� 
 &�& �*�("�)��0" 2κ + 1
��� � & 1��0"8� & 	�� �'����� 
 � � �

� & 9 & � � � & ���0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1�� � � ��� � Ep(A,B) 4 p > 1 40�-� & "� ��0"!��"� �F
�$����	��! ���)�� �.��	�� & � � 
�� � Ep(A,B)

, � ����7 % "�1 , �.� � "�1 )�� � � � ���.� & � "�3("
� ��� " �'� � g(t) ∈ Lp(Γ) P�������

κ < 0 4 �(" "� ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)�� � ��� �
� � 4 �Ã��� ��� � � & � 
 &�& ��
Ep(A,B) � & ��� � & � "�3(" � & � & � � ��4 ��� & "� ��0"!��"� ��$���8	��! ���)��N�.��	�� & � � 
���
Ep(A,B)

&  � � � � � & ����� 
?" % �.��	�"(
 �("�3  �� � �(" � M'�/" �("�3  ���4��/"�3  �� � � F, " � � & ��� −2κ − 1 (
� & 9 & � � � & ����� � ) � ��� " �'� 1*�$� ��� " % "� �����1 ) � & � g(t)
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Γ

g(s) eiω(s) w∗
k(t) t

′(s) ds = 0,
�Ã��� ��	 �

3  & w∗
k(t) ∈ Ep′+ε(−A,−B) 4 Ep+ε(−A,−B) 4 k = 1, . . . ,−2κ − 1 4

ε > 0 
�� � "�4/� , " � �$��� ����� � & 
�� ��� � & 1��0"H� & 	�� �'����� 
 � � � � & 9 & � � � & ���0"(
� 
 � ��� & � & � & � � 1 � " , ���5I & ���0"�12� � ��� �
� � 4 �Ã��� ��� � ���.� & � "�12	��! ��5) � �Ã��� ��, � 4�Ã��� � U
� 4 � 
 & 7 9 & 1 � �' & � � κ∗ = −κ − 1 > 0 P=�~U�#�0~U} � %N� #D� 
N���������6� �Ã��� ��� �
ω2(s) ≡ 0 4$� Γ �?��� ��� ��� 	 � , ���0" � �

����� ��� ��� ���K���! #"��$� %'& 	H�("�) & �2	���" � �+� & � � ��4/�(" , � � (p)
κ > 0 4�3  & (p)

κ " , � & F
 & � & �0" � �Ã��� ��� � 4/"� ��0"!��"� ��$���N	��! ���)�� � ��� �
� � 4 �Ã��� ��� � ( , � � g(t) ≡ 0)

� 
 &�& �
�("�)��0" (p)

κ +1
��� � & 1��0" � & 	�� �'����� 
 � � � � & 9 & � � � & ���0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1

� � � ��� � Ep(A,B) 4 p > 1 4�� � & "� ��0"!��"� ��$���-	��! ���)��O�.��	�� & � � 
�� � Ep(A,B), � ����7 % "�1 , �.� � "�1 )�� � � � ���.� & � "�3("L� ��� " �'� � g(t) ∈ Lp(Γ) P������� (p)
κ < 0 4 �("6"� ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)�� � ��� �
� � 4 �Ã��� ��� � � & � 
 &�& �K� & ���$F� & � � � � & � & � � 1 � � � ��� � Ep(A,B) 4 p > 1 4��8� & "� ��0"!��"� ��$��� �.��	�� & � � F


�� &  � � � � � & ����� 
 " % �.��	�"(

�("�3  �� � �(" � M'�/" �("�3  ���4��/"�3  �� � � , " � � & ���
−(p)
κ − 1 (

� & 9 & � � � & ����� � ) � ��� " �'� 1 �$� ��� " % "� �����1 ) � & � g(t) ���.� & � "�3("
� ��� " �'� � �Ã��� ��� � �

∫

Γ

eiω(s) w∗
k(t(s)) t

′(s) g(s) ds = 0, k = 1, 2, . . . ,−(p)
κ − 1,

�Ã��� ��� �

3  & {w∗
k(z)} � , " � �$��� ����� � & 
�� ��� � & 1��0"�� & 	�� �'����� 
 � � (

� � & 9 & � � � & �$F
�0"(
 � 
 � ��� & ) � & � & � � 18� � � ��� � Ep′(−A,−B) 	��! ���) � �Ã��� ��, � 4 �Ã��� � U
� 4 � "�F, ���5I & ���0"�1 � ��� �
� � 4 �Ã��� ��� � P

� ��
 & � � 
 4D)5�(" , � � (p)
κ = −1 k = 0 4H)5�(" "(	!�$��)�� & �8"� ��0"(	!�$��)���� 7%'& 	+� ��� " � ��� 7 �.��	�� & � � 
O" � ��MN� & "� ��0"!��"� ��0"�1:	��! ���) � P

%N� #D� #D� � !0~ �(|��U{�%5�'&`~�!'�0~�� �
� ���%{�~��(|'( �5���#�0�#"�� �0�4� � �0{�(
���N�����(|�� �,{��6�4�4�

Ep(A,B)
� N ���
��" P�QU��T��
�=S��
��������S � �����������������

��	 ���
"�������� ����� � ����� 	 �	� � 	 ���
� � ��� ��, �^��������������������� �
����O������ �������������
����S�S�"C�
�
����� �
�
"0���
T����
�������
� ����������8 �%"C�
��� � -����#+���������� � ��� �
� �^� �Ã��� ��� �
�'T��"��S�S��q�

Ep(A,B)
�
p > 1

�
� ~U}�} ��%N� #D�0�5� � � � ��M � � , " � � & �0"�� ��� " �'� &�� 4 �N��� % " � �' & � � κ ���.�'F

& � "�1 	��! ���) � �Ã��� � � � & "��+� ��J ��� & � & ��4 ��� % " � �' & � � (p)
κ > −1 P �.��9 & � � � � & �



����� � V�M�RqM Cqs�P�YUM�X RqM ���fMfa�M�F�M�LNZ!D,M�W�M7� � Z�V���O
X^Y�Q
M

G ����� J�� � M(t, z) ���(������4.)5�("

Re
{
λ(s)M(t, z(s))

}
= Re

{
λ(s)

1

t− z(s)

}
, z(s) ∈ Γ,

�Ã��� ��� �

3  & t � , ��" � 	 � " � M'�$��� G � � ��� ��" � �(���$��� �("�)���� � 	 G 4�" % � �! �� 7 9N��� ��� & F
 $� 7 9 � 
 � ��� "�1 � � � ��
 � �

1) M(t, z) ∈ Ep 4 p > 1 4 , � ����� ���/"(
 G � � ��� ��" � �(���0"(
 t ∈ G �
2)  � � ��7 % "�3(" q 4 1 < q < 2 4 p < q

2−q 4 f(t) ∈ Lq(G)

TMf(z) = − 1

π

∫∫

G

f(t)M(t, z) dx dy ∈ Eγ ,
�Ã��� ��� �

3  & 1 < γ < q
2−q 4 γ 6 p 4 , � � ) & 
 � 
 &�& � 
 & � �("K" J & �����

‖TMf‖Eγ
6 const ‖f‖Lq(G),

�Ã��� ��� �
3  & �/"�� � ���(�����K"�� f � & 	�� �'����� � �

3) " , & �.���("!� TMf : Lq(G) → Eγ
�', " � � & � & , � & �
� � & ��P

C
8C��S�S�"0���
���%",�

G
T����
����Q � � ��������QI8 �%"C�
��� � -����#+���������� �Ã��� ��� �

�����������%��"0��� � ����� � QU��T�1����
M(t, z)

�
� ������Q � ����S���+ �Ã��� ��� �<���������������%"�2

F (t, z(s)) ≡ F (t, s) ∈ L∞(Γ)
� ;\�
�

� �"��S���� �
�������
"C��" ��� � ��� � � ��� � ��� � � ��� � ��� � ��P�� S TU���#+�T�QI��ORP����%�������BQ S �%�
�
����� ��� �%�������M�����5��T�S � ���������

κ
�������
����1��
�
� �%���D� �������M�����5��T�S (p)

κ > −1
�

� ��������� �Ã��� ��� �l������Q S �%�������������������J�%"C� �'T��"��S�S��
Ep

������������S��
���������������
������"0� �`���'��������+'�'�����5�

M(t, z) =
1

2
{Ψ(ζ(z)) + Ψ∗(ζ(z))} [ζ ′z(z)]

1
p ,

Ψ(ζ) =
Z(ζ)

2πi

∫

C

F0(t, τ)

Z+(τ)

dτ

τ − ζ
, Ψ∗(ζ) = Ψ

(
1

ζ

)
,

Ψ∗(ζ) =
ζκ+1Z(ζ)

2πi

∫

C

F0(t, τ)

Z+(τ)

dτ̄

1− τ̄ ζ
,

�Ã��� �
� �

� �5�
κ

���������M�������
2κ

� ������� (p)
κ

�
Z(ζ)

� ��P����%������P���� �5� �%�������q� � QU��T�1����
T��"��S�S��

Hp+ε
�
ε > 0

���
D
�
���'����������� S����

D
��P��������
"

Z−1(ζ) ∈ Hp+ε, Z(ζ), Z−1(ζ) ∈ Hp′+ε,
1

p
+

1

p′
= 1,



Cqs r
s ��Mfa�M�F�M�LNZ!D,M�W�M7� � Z�V���O
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MBR3c�V�M�]^]fM �6L>DNZUY�WUP�RqM
Ep(A,B)

���
�

Z+(t) = −e2iν(σ)Z−(t), t = eiσ ∈ C,

Z±(t)
� P���� �5� �#+���O��&��������������� ���

C
� QU��T�1����

Z(ζ)
P�������T���S��
�
� �#+
�

��OB"?P�QU�
�%"|S�������������S������������%������QU�
���B�yS����
��Q � �BT���QU� �
D

�
ζ = ζ(z)

�
TU��� � ���%"0���������
�������	�8�������

G
���

D
���������
�
���������
�������	�8����� �

ϕ = ϕ(ζ)
�

F0(t, τ) = 2F (t, ϕ(τ))
[
ϕ′
ζ(τ)

] 1
p eiω(ϕ(τ)),

� QU��T�1����
ω
�
ν

�
���8�������
� �&� �Ã��� ��� � �
3�������� � �5������� � � �5��T���� �
��� �
� � S TU���#+�T�Q

Ep ⊂ Eγ
�
p > γ > 1

�E�|���%� �8�������¯����P�������OR����� � S�" �
�
�������
" Q ��� 	�� � �f���
�`�����������5���%���5� S����
�
�������J�5��T���� �
��+8� S��������J��� S ��QU���������
� �5�������
�%�
"�" O<P����

γ = p
�

8C��S�S�"0���
���%"p��O����	�8�������

F1(z) = 2

∫∫

G

F (t, z) f(t) dx dy, t = x+ iy, z ∈ Γ.
�Ã��� ��� �

3�������OR� �q� �Ã��� ��� � ���
�������
" Q ��� �%� UU��P�����QU���
�
"

‖F1‖Lp(Γ) 6 const

∥∥∥∥∥

∫∫

G

|F (t, z)| |f(t)| dx dy
∥∥∥∥∥
Lp(Γ)

6 const ‖f‖Lq(G),

� �5�yTU����S����
�����r� ������S ��� �
���#+�TU�����
p
�
q
�i���I� ������S ��� ���

f
� )���T��%"

������������"������
�������	�8�������
F1 : Lq(G) → Lp(Γ)

�5� S QU��� S����������
"0���GP�� � �����
" Q �%� �Ã��� ��� �f������P�������OR����� �

�DQ��5�
"¯���������������
��+����������
s+∆s

�"QU������Q � �
� S�1���S�S Q��
����T��
z+∆z ∈ Γ� � �5� SC+

z = z(s)
� � )D��� ��� ��� �Ã��� ��� �f� � ��� ��� �E� � ��� ��� �EP�����QU���
�
"

‖F1(s+∆s)− F1(s)‖Lp(Γ) 6 const ‖f‖Lq(G)|∆s|α, α > 0,

� �5�&TU����S����
�����y� ������S �����
���#+�TU�����
p
�
q
� ��� � ������S �������

f
� +���S �D���

S �%� �"Q����������
�`���
�������	�8�������
F1 : Lq(G) → Lp(Γ)

��P����%��������P�������OR����� �
� ���%�����������������5��OB" ������������" ��Q��5�
"6�%"0����+%�\���
�����
�������	�8�������

F2 :
Lq(G) → Lp(C)

P�� � ���%" Q �%�

F2(τ) = F1(z(τ))
[
ϕ′
ζ(τ)

] 1
p eiω(ϕ(τ)) ∈ Lp(C)

��P����%���8����P�������OR�����&��"0� �`���
P����I��O�����S �%�������
TMf(z)

��S P����#+������ �
��+
�
�������
" Q KMQU������� � S�" � � ��� ��S �%���
	�	 � �
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M

)���T��%"�������������"��

TMf(z) = − 1

π
[ζ ′z(z)]

1
p
{
Ψf (ζ(z)) + Ψf∗(ζ(z))

}
,

Ψf (ζ) =
Z(ζ)

4πi

∫

C

F2(τ)

Z+(τ)

dτ

τ − ζ
,

Ψf∗(ζ) =
ζκ+1Z(ζ)

4πi

∫

C

F2(τ)

Z+(τ)

dτ̄

1− τ̄ ζ
.

�Ã��� ��� �

)���TIT���TBP�������O��8����S���� � ���%" Q � �Ã��� ��� ������P�������OR�����6���
�������	�'�����
F2 ∈

Lp(C) → Hp
� S�" � �
�������
" Q ��� 	�� 	 ��������T��8�3� �
� ��S �����
	�	 �f���
�����
�������	�8�������

Ψ, Ψ∗ : f ∈ Lq(G) → Hp
�U��P���� �5� �%������O��L� �Ã��� �
� �f� ��P����%��������P�������OR����O3�

����T�Q����'P�����QU���
�
" �Ã��� ��� � �&QU������� � �5������� � � �%�
"�" O ��� ��� ���
B

� ~U}�} ��%N� #D� 
N� � � � ��M � � , " � � & �0"�� ��� " �'� &�� 4 �N��� % " � �' & � � κ ���.�'F
& � "�1 	��! ���) � �Ã��� � � � & "��+� ��J ��� & � & ��4 ��� % " � �' & � � (p)

κ > −1 P �.��9 & � � � � & �
G ����� J�� � M̂(t, z) ���(������4.)5�("

Re
{
λ(s)M̂(t, z(s))

}
= − Im

{
λ(s)

1

t− z(s)

}
, z(s) ∈ Γ,

3  & t � , ��" � 	 � " � M'�$����G � � ��� ��" � �(���$�����("�)���� � 	 G 4/" % � �! �� 7 9N��� ��� "�1$F� � � ��
 � �
1) M̂(t, z) ∈ Ep 4 p > 1 4 , � ����� ���/"(
 G � � ��� ��" � �(���0"(
 t ∈ G �
2)  � � ��7 % "�3(" q ���(�/"�3("�4�)5�(" 1 < q < 2 4 p < q

2−q 4 f(t) ∈ Lq(G)

T
M̂
f(z) = − 1

π

∫∫

G

f(t) M̂(t, z) dx dy ∈ Eγ ,

3  & 1 < γ < q
2−q 4 γ 6 p 4 , � � ) & 
 � 
 &�& � 
 & � �("K" J & �����

∥∥T
M̂
f
∥∥
Eγ

6 const ‖f‖Lq(G),

3  & �/"�� � ���(�����K"�� f � & 	�� �'����� � �
3) " , & �.���("!� T

M̂
f : Lq(G) → Eγ

�', " � � & � & , � & �
� � & ��P
C

����T���� �
�
� �#+ S������ �
�����%�����������M�5��T���� �
�
� �#+ S�����Q �%�
"�" O ��� ��� ���
BN=P���� �"P����%� �8���������%�%�
"�" O ��� ��� � ����� �5�
"r�!����S�S�"0���
���������3��P������
�
���

Pf = Tf − TM (Re f)− T
M̂
(Im f).

�Ã��� ��, �
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�����
� ~U}�} � %N� #D� #D�

1)
	K� � ��7 % "�3(" q ���(�/"�3("�4�)5�(" 1 < q < 2 4 p < q

2−q 4
f(t) ∈ Lq(G) 4 Pf(z) ∈ Lγ(Γ) 4.3  & 1 < γ < q

2−q 4 γ 6 p 4 , � � ) & 
 � 
 &�& �

 & � �("K" J & �����

‖Pf‖Lγ(Γ) 6 const ‖f‖Lq(G),

3  & �/"�� � ���(�����K"�� f � & 	�� �'����� �!P
� �(" % �.��I & � � & P : Lq(G) → Lγ(Γ)

�', " � � & � & , � & �
� � �0"5P
2)

� , & �.���("!� P �', " � � & � & , � & �
� � & � � Lq(G) 4 1 < q < 2 P
3)
	K� � , "�)5� � ��� &�� z ∈ Γ

�  � � ��7 % "�3(" q ���(�/"�3("�4 )5�(" 1 < q < 2 4
p < q

2−q 4 f(t) ∈ Lq(G) 4 � � , " � � & �0" � "'"����0" � & � � &

Re
{
λ(z)Pf(z)

}
= 0.

C
;E������S������ � �6����P�� S���� ��S������������=S �%� �"Q����?�����
�������
" ��� �%� UU� ��� �%� � �

�%�
"�" ��� ��� � � ��� ��� � � S �%� ��S�������� ��� �%� ���
� � S TU���#+�T�Q����
�������	�8�������

T : Lq(G) → Lq(G)
�
TM , TM̂ : Lq(G) →

Ep
��P����%��������P�������OR����O � S�" � �
�������
" Q ��� �%� � �L�%�
"�" O ��� ��� � � ��� ��� � �f�H�

1 < q < 2 < 2p
�C� P������
��" Q

Ep
����P�������OR�����I��T��"���"OR� �
����S �r�

Lq(G)� �%�
"�"C� ��� ��� � �f���
�!����S �D���'P�����QU���
�
"pS ������S������ � � �
;E������S������ � ��� S���+¯����P�� S���� ��S��������������%S �%� ��S�������� �Ã��� ��, �f���%�
"�" ��� ��� � �

��� ��� � �`�
�������
" O � ������� ���GP���� �5� �#+�����"IP���������� �5�RP�� �%������TU��"y�����
���������"�
� ������� � �

B
=09,+�-�<,9,.(:(- �N& �N&���& >ES ���

G
� � �"����������O��yT���QU�f�

λ(t)= tκ
�
κ> 0

�
1�� �%�������
�`��P������
�
���

P
S�����P������
��� S���P������
�
������"

Tκ
� S�" �,� ��� U
���f��P�� S��
���
�

������OB" ( � 0 � N<��T�Q �J�'� � ��S ���
����	 �
N=P���� �"P����%� �8���������%�%�
"�" O ��� ��� � ����S�S�"0���
���%"��
��P����6+`��P������
�
���

Pλw = P (Aw +Bw).

� ~U}�} �$%N� #D� &,�#�������
w ∈ Lm(G) 4 1 < m < 2p 4 A(z), B(z) ∈ Ls(G) 4

s > 2 40�(" , � ��, "� � "� 0��9 & 
 m  � � q ���(�/"�3("�4�)5�(" 1
m + 1

s = 1
q 4 1 < q < 2 4� � , " � � & �0" p < q

2−q 4 Aw + Bw ∈ Lq(G) 4 � � 
 & 7 ��
 & � �(" ��� &  $� 7 9 � &��� "�1 � � � � �
1) " , & �.���("!� Pλ �', " � � & � & , � & �
� � & � � Lm(G) �
2) Pλw(z) ∈ Lγ(Γ)

, � �8��7 % "(
 γ ���(�/"(
 4�)5�(" 1 < γ < q
2−q 4 γ 6 p 4, � � ) & 
 � 
 &�& �-
 & � �("K" J & �����

‖Pλw‖Lγ(Γ) 6 const ‖w‖Lm(G),
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3  & �/"�� � ���(������"�� w � & 	�� �'����� �+4 � "��(" % �.��I & � � & Pλ : Lm(G) → Lγ(Γ)�', " � � & � & , � & �
� � �0" �
3)  � � , "�)5� ����� &�� z ∈ Γ

Re
{
λ(z)Pλw(z)

}
= 0.

C
+����������5���%��� � S������ ��O��������

m
"0� �`��� S��������
��+

1 < q < 2
� >ES ���

� �&S������ ��O��������
m

"0� �`���&P�����QU������+
q
S TU���#+&QU��� �5���6��������T��%":T

2
�N�
�

��������������S������
p < q

2−q

"0� �`���!����� S P���������+ P����
��������"
p > 1

�
� Q S���+

1 < q(m) < q0 < 2
P����J��������"

m
��� �5�

q0 = sup1<m<2p q(m) =
2ps
2p+s

� )D��� ���%������"0�������
�������&����������S������������BP��
m

� QU��T�1���� q(m)
2−q(m)

���
S Q�P����
" Q�"pP��

m
�
1 < m < 2p

����������� ps
2p+s−ps

��� ��"0� S��
�MS��
�
"

p− ps

2p+ s− ps
= p2

2− s

2p+ s− ps
< 0.

)���T��%" ������������"����&�����
��" S ��QU���
����������������S������
p < q

2−q

"0� �`���!����� S P����
������+ P����
��������"

p > 1
�

>ES ��� ���
������� S P����������%�(�
�
Aw + Bw ∈ Lq(G)

� S ����Q ��������������S���� �
-��� �#+��5����������� S������#+���O���QU������� � �5���������%�
"�" O.S �%� �"Q ���'���H�%�
"�" O ��� ��� �
����������������S���� � -��� �#+��5����� �

B(H��QU���%"?P������ �5�������������%" O ��P������
�
�����
Pλ : Lm(G) → Lm(G)

���%TU�
�
�
������"

A(z)
�
B(z)

� TU��� �3� ��1���������OrQU��������������� � ��� �
� �f� P���������"0���
���������
z̃ = εz, ε > 0,

�Ã��� � U
�
�����"��S����

G
�

� ~U}�} �'%N� #D� %N� �-"!��
��K" , & �.���("!�.�
T0w = T (Aw + Bw) : Lm(G) → Lm(G),

3  & m " , � &  & � � & � � � � & 
 
O"�1 5.3.4 4 , � � 3("(
O"�� & � ��� �Ã��� � U
�#� 
 &�& �H� ��� 
 , F
�("�� � ��� O(εδ) 4/3  & δ = s−2

2s (m− 1) > 0 P
C

� ��������"0���
������� �Ã��� � U
�LTU��� �3� ��1���������O*QU��������������� � ��� �
� ��P��������
�
������Q ����S �
P�� � ���%" Q �"��"

Ã(z̃) =
1

ε
A(z), B̃(z̃) =

1

ε
B(z),

�Ã��� �
	 �

� �����%���¯�����D��T���O3� � ������S ���J�������/P������
"0���������
z̃
�\��Q��5�
"*P���"0�����
��+/�������

�����5� � +����������5���%�������
����QU���������
��S �%" P��
������T��6�����%" Oi��P������
�
�����
T0

�����
�������
�������������6��������� S�����"0� �`��� S��������
��+

B(z) ≡ 0
�
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��� U
�M���6��P������
�
�����

T0w = T (Aw)
�%"0���
" S �%� �"Q ���JQ � ��1�����T�Q5� � ��S � ,�� 	 2

‖T0w‖Lγ(G) 6
1

πγ
[M(q′α, G)]

1
q′ M(γα, G)‖Aw‖Lq(G),

�Ã��� �
� �

� �5�
α = 1

γ − 1
q +

1
2 > 0

� 1
m + 1

s = 1
q

�
1 < q < 2

�
1 < γ < 2q

2−q

� 1
q +

1
q′ = 1

�

M(λ,G) = sup
z∈E

∫∫

G

|ζ − z|−2+λ dξ dη, ζ = ξ + iη.
�Ã��� ,�� �

+���"0�����%"��%���
�'���3��������������S���� � -��� �#+��5�����J�%"0���
"

‖Aw‖Lq(G) 6 ‖A‖Ls(G)‖w‖Lm(G),

����T�Q�����P�����QU���
�
"BS�������������S�����Q ���JQ � ��1�����T�QGP���������������S���� �Ã��� �
� �,���������
‖w‖Lm(G)

�
;\���������%" "0��� � ���
� �#+&P������ � ‖w‖Lm(G)

�&P���������������S���� �Ã��� �
� ���5�
�
P�� S �%�HP������������������ �
����� �Ã��� � U
� �
;?QU�����
��" �Ã��� ,�� �\��Q��5�
"r�%"0����+
∥∥Ã
∥∥
Ls(G̃)

= ε
2−s
s ‖A‖Ls(G), M

(
λ, G̃

)
= ελM(λ,G),

[
M
(
q′α, G̃

)] 1
q′ = εα [M(q′α, G)]

1
q′ ,

M
(
γα, G̃

)
= εγαM(γα,G).

�Ã��� ,�� �

>ES ���!���������������%"¯"0��� � ���
� �#+HP������ � ‖w‖Lm

�HP���������������S���� �Ã��� �
� ��P�� S �%�
P������������������ �
����� �Ã��� � U
�B���������

Ñ
�N�
�&��� �Ã��� ,�� �LP�����QU���%"

Ñ = εδN
�N� �5�

δ = α(1 + γ) + 2−s
s

� >ES ���/P����%� � �%"
γ = m

�,���
� �yS ����QB�%�
"�" O ��� ��� �
�����
"0� �`���%�U�
�`��TU�������
�
� �#+�������Q��5�
"p�%"0����+

δ = s−2
2s (m− 1) > 0

�
B)D��P����6+ QU�
�������%"p���������������HTU����S����
����O:�!��������������S������ � ��� ��	 � �

� ~U}�} � %N� #D� �D� �������
w(z) ∈ Ep(A,B) 4 p > 1 4��(" w(z) ∈ Lm(G)

 � � ��7 % "�3(" m ���(�/"�3("�4�)5�(" 1 < m < 2p 4 , � � ) & 
 �'� "!I & � � & Ep(A,B) ⊂
Lm(G) � & , � & �
� � �0"�4��!P & P � 
 &�& � 
 & � �("-� & �.� � & � � � � "

‖w‖Lm(G)6const

[
M

(
m

m+ µ
; Γ

)] 1
p′
[
M

(
2µ

m+ µ
;G

)] 1
m

‖w‖Ep
,

�Ã��� , � �

3  & 1
p + 1

p′ = 1 4 0 < µ < 1 4

M(λ; Γ) = sup
z∈E

∫

Γ

|z − ζ|−λ ds, �Ã��� ,�� �
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M(λ; G) " , � &  & � � & � � � GH"!��
�� � "�1 �Ã��� ,�� � 40�/"�� � ���(�����N	�� �'����� �N"��K" % � �'F� � � G � �/" ��GDG ��J�� & ���(" � A(z) 4 B(z) 4'� "�� w � & 	�� �'����� � � � & � 	�
 & �5� & � � �, � � 3("(
O"�� & � � � � �Ã��� � U
� P
C
0�������������S������ �Ã��� , � ����O��
��T��
��� ��� �%�
"�" O ��� 	�� � �D� S��������������&P���� �%�

S��������%������� ����������������O��X�
��������������� S T���� � QU��T�1���� T��"��S�S��
Ep(A,B)� ��� ��� � � � ���%" Q � �Ã��� �
	 �f��P�� S TU���#+�T�Q&� � ��� ��� �

exp{−T (A+ B(w/w))} ∈
Cβ(G)

�
β = s−2

s

� �
�������
"C� ��� �%� � �f�����������
"0����������S � P���������"0���
������� �Ã��� � U
�
� �B�
��"&S�" O S �%���
���
� �������������������
���G��� ����������O/S�����P������������LS�������������S�����Q��
���J���6�
����T��q�

z̃
�
z
� �
B

� ~U}�} �$%N� #D� �N� � , & �.���("!� TM (Aw + Bw) : Lm(G) → Lm(G) 4." , � & F
 & � & ������1 ��, "(
O"�9-M 7 �Ã��� ��� � 453  & m " , � &  & � & �0" � & 
 
O"�1 5.3.4 4 A 4 B �
�/" ��GDG ��J�� & ��� � ���.� � � & � � � � ��� �
� � 4 �', " � � & � & , � & �
� � & � � , � � 3("(
O"�� & F
� � � � �Ã��� � U
� & 3(" �0"!��
�� � 
 &�& �-� ��� 
 , �("�� � ��� O(εδ) 4/3  & δ > 0 P

� �$� � "�3 � )��0" & ��� � & ��I  & � � & � 
 &�& �N
 & � �("  � �8" , & �.���("!�.� T
M̂
(Aw +

Bw) P
C
+����������5���%���5� S����
�
�������'P�������� S����%�5��T���� �
�
� �#+ S������M�����

TM (Aw)
�

NDP����%���B����P�������OR����� S���+������ S������ �
���L�G�5��T���� �
�
� �#+ S������D�%�
"�" O ��� ��� ���
3 S����
�������%"p��S �%" P��
������T�Q������%" O ��P������
�
�����

TM (Aw)
�

(H� �Ã��� ��� �l��Q��5�
"p�%"0����+ � S�" � � �
� ��S �"���
	�	 �

‖TM(Aw)(z)‖Lp(Γ) 6
2

π
‖ΨAw(ζ)‖Lp(C) 6

6 const ‖F2(ζ)‖Lp(C) 6 const ‖F1(z)‖Lp(Γ),

�Ã��� ,�� �

� �5�HTU����S����
����O<P���������"0���
������� �Ã��� � U
�l���
ε

���G� ������S ��� �
+�1������%" ‖F1(z)‖Lp(Γ)

� (H� �Ã��� ��� �f� �Ã��� ��� �f� � � � S � ,�	�	 �i��������������S���� �
-��� �#+��5��������Q��5�
"r�%"0����+

‖F1(z)‖Lp(Γ) 6 2π‖T (Aw)‖Lp(Γ) 6

6
2

πp−1
[M(q′α; G)]

1
q′ [M(1− pα; Γ)]

1
p ‖A‖Ls(G)‖w‖Lm(G),

�Ã��� ,�� �

� �5� 1
q′ + 1

q = 1
�
2α = 1

p − 2
q + 1

�
M(λ;G)

��P���� �5� �%����� � ���%" Q��
�%��� �Ã��� ,�� �f�

M(λ; Γ)
��P���� �5� �%����� � ���%" Q �%��� �Ã��� ,�� � � >ES ��� ���������������%"

� P���������� ����S���� �Ã��� ,�� �8"0��� � ���
� �#+ P���� ‖w‖Lm(G)

���������
N1

�E�IP�� S �%�
P������������������ �
����� �Ã��� � U
�`�������8�����������

Ñ1
���
� � S ����Q �Ã��� �
	 �f� �Ã��� ,�� � �

M̃(λ; Γ̃) = ε1−λM(λ; Γ)
��Q��5�
"p�%"0����+

Ñ1 = εδ1N1
��� �5�

δ1 = − 1

m
+

1

s
− p

(
1

q
− 1

2

)
+

1

2p
.
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���
�
� ���%������P�� ��S���������� �Ã��� ,�� �f� �Ã��� ,�� �E� �Ã��� , � �f��P�����QU���%"���������������S������

‖TM (Aw)‖Lm(G) 6 N‖w‖Lm(G),

� �5�3"0��� � ���
� �#+
N
P���������"0���
������� �Ã��� � U
�EQ�"0��� �'�
����S �6���

εδ
�

δ = δ(µ) = δ1 +
µ

m+ µ

p+m

mp
.

� ���%� � �%"
m = (2−µ)p

�U� �5�
µ > 0

"C���%� � )D��� ������S QU�����
��"��
�����%�����
�
1
m + 1

s = 1
q

�

δ(µ) =
1

s
− p

(
1

(2− µ)p
+

1

s
− 1

2

)
+

+µ

(
1

(2− µ)p+ µ

p+m

pm
− 1

2p(2− µ)

)
.

� � S TU���#+�T�QBP����
µ = 0 δ(0) =

(
1
2 − 1

s

)
(p − 1) > 0

�,�
�BP�����"C����O��
µ > 0 δ(µ) > 0

�
B

=09,+�-�<,9,.(:(- �N& �N& �N& � ������S P����#+������ �
�����'�%�
"�" O ��� ��� � ��S��������q�
s
�5�
�

S����
�
����������������T��%"6T
2
� P���� ������O�� � �����#+��J���%�J�����������������

m
"0� �`���

����� S P���������+!��������������S������
q < 2

�
� � S TU���#+�T�Q%Q S �%�������

p < q
2−q

�%�%�
"�"0� ��� ��� � ��T������ ���%�����
���%Q S �%����� �
1
m < 1

2p +
1
2 − 1

s

���
�MP����
m

����������TU��"IT
2p

� �D� �����
"0� �`���%�q�����#+�����"l�f�
�����
��ORP����%������� P����&P�� �%��� �%�����
"

s
�

+����������5��OB" S �%� ��S��������
"*�%�
"�" ��� ��� � � ��� ��� U�������������S �|S �%� �"Q �������
QU������� � �5������� �

� ~U}�} � %N� #D� �D� � " ��� & 3("(
O"�� & � ��� �Ã��� � U
� �  #" � �����("�)��0" 
�� � � 
 ε > 0
" , & �.���("!� Pλ : Lm(G) → Lm(G)

, � � � & �/"��("!��"(
 m 4 1 < m < 2p 4� ���(�0" �'� � � � " , & �.���("!��"(
 � IK��� � ��P=�~U�#�0~U} � %N� #D� #D� � � � ��M � � , " � � & �0":� ��� " �'� & � 4 � ��� % " � �' & � � κ

���.� & � "�1 	��! ���) � �Ã��� � � � & "��+� ��J ��� & � & ��4 ��� % " � �' & � � (p)
κ > −1 P �������

w(z) ∈ Ep(A,B) 4 p > 1 4��(" � 
 &�& � 
 & � �(" � "'"����0" � & � � &

w(z) + Pλw(z) = Φ(z),
�Ã��� ,4, �

3  & Φ(z) ∈ Ep 4 ��, "�)5� ������7  $���$� Γ
Re
{
λ(t)w(t)

}
= Re

{
λ(t)Φ(t)

}
, t ∈ Γ.

�Ã��� , U
�
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�������
Φ(z) ∈ Ep 4��(" � "'"����0" � & � � & 
 �Ã��� ,4, � "� ��0"(	!�$��)��0"N" , � &  & � � & ��F� � G ����� J�� � w(z) ∈ Ep(A,B) 4 �� #" �'� & � � "!��� 7 9N��� , "�)5� � ����7  $� �$� Γ

� ��� " �'��7 �Ã��� , U
� � GH"!��
�� � � �Ã��� ,4, � � � ���(�$� �'����� � & � ( � & 9 & � � � & ������1 ) ��� F
� & 1�����1 � 	�"(
O"!�#G � 	�
 % �(�$� � " � � � , ��" � �+�.�(� � � � Ep(A,B)

�
Ep 4 , � � ) & 


" , & �.���("!� Pλ : Ep(A,B) → Lp(Γ)
�', " � � & � & , � & �
� � & ��P

C
>ES ���

w(z) ∈ Ep(A,B)
�
p > 1

���
�?�%"0����� "0� S��
�|S������
�������������
� S�" � �
�������
" Q ��� ��� � �f2

w(z) + T (Aw +Bw)(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt ∈ Ep.

�Ã��� ,�	 �

NDO��������q�
���3��������������S��
��� �Ã��� ,�	 �l�����%��"0��� � ��Q � � QU��T�1�� �
Φ∗(z) = TM{Re(Aw +Bw)}(z) + T

M̂
{Im(Aw +Bw)}(z),

TU���
�����q���'S ����Q'�%�
"�" ��� ��� � � ��� ��� � P������������%� � ���'T��"��S�S Q
Ep

���6�����������q�
�����

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt− Φ∗(z) ∈ Ep,

P�����QU���%" �Ã��� ,4, � � K����%" Q �"� �Ã��� , U
�DS �%� �"Q����'���GS ������S���� � � �%�
"�" O ��� ��� �%�
� Q S���+ �
��P����6+

Φ(z) ∈ Ep
�R� ��Q��5�
" S��������
��+%�B���
� ��P������
�
���

Pλ :
Lm(G) → Lm(G)

� ��P������
�
���yS �'�
�����BP���������TU���
������"
m

�
1 < m < 2p� � S ����Q%�%�
"�" O ��� ��� 	 ���
�!���3�������
��������� �
������������� S����6����S�S Q � �5�������5� �

N ���
��":S ��QU���
� QU��������������� �Ã��� ,4, �B� �5���������������������������J�%"0�
�
Lm(G)P����B���������yP���������� ����S����y���8�
����� �8� P���� S��
���
��S���� � � � � S TU���#+�T�Q
�&S ���

��Q �%�
"�" O ��� 	�� �
Φ(z) ∈ Lm(G)

���
� P�����QU���
�
" � �"����S����������������������������
w(z) ∈ Lm(G)

��TU���
���������������������5���%����Q��5���J�
G

�������������
"I�"� �3� ��������1����
���#+�������� QU��������������� � ��� �
� � � N*S ����Q��
�������
" O ��� �%� UU���%�
"�" ��� ��� � � ��� ��� �
�%"0���
"

∫

Γr

|Pλw(t)|p ds < const <∞, 0 < r < 1,

� �5�%TU����S����
�����¯���
r

����� ������S ������P������
��" Q
w(z) ∈ Ep(A,B)

� NDORP����%�����
����� �Ã��� , U
�DS �%� �"Q���� ���H�%�
"�" O ��� ��� �%�
)���T��%" ������������"�����P������
�
���

I + Pλ : Ep(A,B) → Ep
��� �5�

I
� �
� � �5���

S�����������O�����P������
�
���D�
������T���������� � � �JS ����Q �%�
"�" ��� ��� � � ��� ��� , �0����P�������O��
�����D�"�%S �%� �5��� �
�
� �#+����%��P����
�������
"0�8���
���q������� S QU��� S������������ � ������� S����������
��O��5� ������"0��� � ���
"

Ep(A,B)
�
Ep

�"P��������
" ��P������
�
���
Pλ : Ep(A,B) →

Lp(Γ)
� S ����Q%�%�
"�" ��� ��� � � ��� ��� , ��P����%��������P�������OR����� �

B



Cqs r
s ��Mfa�M�F�M�LNZ!D,M�W�M7� � Z�V���O
X^Y�Q
MBR3c�V�M�]^]fM �6L>DNZUY�WUP�RqM
Ep(A,B)

�:,��
%N� #D� &,� ����� �	� ����~�{�%��
���?�o�*�
�0�%�5�'&��I�0~����U{�%�� �����%�(� � ���

κ > 0������� (p)
κ > −1

QU������� � �5������� �
�������
" ��� ��� � � ��� ��� � ����P�� S���� ��S������������
S �%� �"Q ��� ���%S�������������S�����Q ���J����������Q �#+q���
�
���������������%��"0��� � ��O�� � QU��T��
1���� � �
�������
" ��� � ��� � /���� � ��� � ���
�������
" O ��� ��� ��� ������S��������
� �#+����%��� ���
��"
S ��QU���
�`��P������
�
���

I + Pλ
� S QU��� S������������ � ������� S�����������O��5��������"0��� � ���
"

P���� S��
���
��S���� ���������������|T��"��S�S��
Ep
T����
�������=� ��������� � ��� ��	 �J����� �����%�
�

"0��� � ��O�� � QU��T�1����J�MP���� S��
���
��S���� �B�������������JT��"��S�S��
Ep(A,B)

T����
�������
� ��������� � ��� �
� �f� �Ã��� ��� � �
8C��S�S�"0���
���%".S ��QU���
�����
����1��
�
� �#+��������B�����5��T�S��B�/�5��T��	�8�
" �����������
�

�"�%"0� S���+ Q S �%������� �Ã��� ��	 �E� �Ã��� ��� � �
� Q S���+

w∗(z) ∈ Ep′(−A,−B)
� P��������������#+��������������������B� �5������� �5�����

S���P������8��������� � ��������� �Ã��� ��, �f� �Ã��� � U
�f�"�
w(z) ∈ Ep(A,B)

� �������������M� �q�
������� � ��� �
� �f� �Ã��� ��� � � +���"0�����%"��?���
�
�%"0�����6"0� S��
�
S �%� �"Q ������������������S������
� S�" �,� ��� ��� ���f2

Im

∫

Γ

w(t)w∗(t) dt = 0.

+���S �D���8��Q��5�
"p�%"0����+

0 = Im

∫

Γ

e−iω(s)w(t) eiω(s) w∗(t) t′(s) ds =

∫

Γ

g(s) eiω(s) w∗(t(s)) t′(s) ds.

+���S �D�������
S ����Q
Q �8�G�5��T���� �
���������J�����
κ > 0

� (p)
κ > −1

�yS������
���
�
��������� �Ã��� ��� �f� �Ã��� � U
� P�����QU���
�
"������������ �"�%"0� S���+GQ S �%������� �Ã��� ��	 �C� �Ã��� ��� � �

� ���%������P�Q S���+
w(z) ∈ Ep(A,B)

� ������������� � �5������� �5�����5� ���������
� ��� �
� �f� �Ã��� ��� �'P����

κ < 0
������� (p)

κ < 0
� )D��� ��� � QU��T�1����

Φ(z) ∈ Ep�IP���� ��S��������%�������
w(z)

P�� � ���%" Q �%� � ��� ��� ��� S���+��������������6� �5������� �5�����
� ���������

Re
{
λ1(t)Φ(t)

}
= 0, t ∈ Γ,

�Ã��� ,�� �
� �5�

λ1(t) = e−iω(t) exp {−T (A+Bw/w)} , �Ã��� U � �
�p�����5��T�S O � ������� �Ã��� ��� �G� �Ã��� ,�� �GS�����P���������� � +���S �D�������IS ����Q��
�������
"
��� � ��� � /���� � ��� �

Φ(z) ≡ 0
� � QU������� � �5���������
�������
" ��� ��� � � ��� ��� � ���
��� S ���

�
� �#+����!� �5������� �5������� ���������&S����
����1��
�
� �#+���OB"p�����5��T�S���"/�5��T���� �
��O �
� ���������5�
"rT&�
����������Q`����� �5������� �5�����%� ����������P����

κ < 0
������� (p)

κ < 0�����
����" � ;C�5� �"�
�
" � ��"0����Q.��S TU��"0��� � QU��T�1����D2
w0(z) = znw(z)

�3� �5�
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n = −κ
�������

n = −
(p)
κ

2

� )D��� ��� � QU��T�1����
w0(z)

Q��5�����%���������������yQU�����
�
������� �

∂z̄w0 +A(z)w0 +B0(z)w0 = 0,
�Ã��� U � �

� �5�
B0(z) = B(z) z

n

zn
���&T����
������" Q%Q S �%����� �
Re
{
λ0(t)w0(t)

}
= g(t), t ∈ Γ,

�Ã��� U � �
� �5�

λ0(t) = eiω(t)(z)−n
�

;\QU�����
��" �
�����%�����
� �����"��S���+
G
S�� �5��� � ��� �
����T�Q

z = 0
�L�%"0���
"

indΓλ0 = 0
�

N=S ����Q%Q �8� �5��T���� �
����O��`����S��
�����
�������
" ��� ��� � � ��� ��� � � ��������� �Ã��� U � �f�
�Ã��� U � �J�%"0�������������������

w0(z) ∈ Ep(A,B0)
� �p���	�8�¯"0��� �8� S����������������

�����D��� ������S �����������!� �5������� ������� S���������������� P��
����"0���
����� ��� Q S���+
w0(z) =

Φ0(z)e
χ(z) � P���� ��S��������%�������H������� � ��� ��� �f�
χ(z) = exp{−T (A+B0w0/w0)} = exp{−T (A+Bw/w)},

� �5�
w(z) = w0(z)z

−n � +����������5���%���������
����� ���
����Oo����T ��P���� �5� �%�������q�
� QU��T�1����

w(z)
��O��"� � � �"����S�����������OB"l���������������
"|� ��������� � ��� �
� �f� �Ã��� ��� �

T��"��S�S��
Ep(A,B)

������������� �"�%"0�p�:�5� S����
�
�������%�����
����O � QU��T�1����
Φ0(z)�%"0� �"�
�����

Φ0(z) = znΦ(z)
�?� �5�

Φ(z) ∈ Ep
� S���+��������������'T����
�������B� �q�

�������
Re
{
λ2(t)Φ(t)

}
= g(t), t ∈ Γ,

�Ã��� U � �
��� �5�

λ2(t) = eiω(t)eχ(t)
�

)���TrT���T
indΓλ2(t) = indΓλ(t) < 0

�,�
�&�����pS QU��� S�������� �
����� � � �"�����
S����������������U�\�������������

Φ(z) ∈ Ep
� ��������� �Ã��� U � �\����������� �"�%"0�J���5� S����
�
�����

���%�l���
����O � QU��T�1����
g(t)

Q��5�����%�������������"�
2n − 1

����� ������S �%" OB"6���������
S�����������OB"pQ S �%�������%" � �
�������
" O ��� � ��� � � ��� � ��� � � ��� � ��� � �f2
∫

Γ

g(s) eiω(s)−χ(t(s)) Φ∗
k(t(s)) t

′(s) ds = 0, k = 1, . . . , 2n− 1,
�Ã��� U � �

� �5� {Φ∗
k(z)}

� P����%���q�%S ��S��
�
"C�H������������������� ������S �%" O�� �G������� S�������������"
S�" O S �%�3�������������&T����
��������� ���������D��S���P������8����������� ��������� �Ã��� U � � �
+���S �D���������������5���E�5� S����
�
������� S���+ Q S �%������� �Ã��� ��	 ��� �Ã��� ��� ���B����S�S�"C�
�q�

����� �
�
"0��"pS ��QU���
� �
>ES ���$�8� (p)

κ < −1
���������
�������,�
�yP����"�
� �
�
"

n = −
(p)
κ +1
2

�rP������
�������
�
"p� S��H��O ����P�������� �5������O�������S�S Q � �5�������&S��
�
" �&��� � +!��� ���������%" �D�����
�
� �Ã��� U � �

indΓλ0(t) = −1
���p� �Ã��� U � �GTU��������� S������BQ S �%������� ��Q��5�������������

−(p)
κ −1

�



Cqs w�s���Mfa�M�F�M�LNZ!D,M�W�M7� � Z�V���O
X^Y�Q
MBR3c�V�M�]^]fM �
BMO(A,B)

�:,��
%N� &,� � � � ����� ��|0} ������� �l|,{�% �5~ �(� �

�'�,{��6�4�4���
BMO(A,B)

� � S����
������T�� � ��������� � �¯� �"������������":T���QU���
D

��P������
���������
P�������� �5�����
��Q � �6���������%�"���
����� �"����O5P�� S����
������T�Q��"QU�
������� ����S ���
���#+�TU� � QU��T�1����
�
�����#+���O��'T��"��S�S O3��TU���
����OB"|P������������%� �'�
�&TU��� �3� ��1��������
�/S ������� �5��O��
���%���rT����
���������&Q S �%�������D���¯����T��8������S�S�"C�
�
����� �
�
" O�� T��"��S�S O �������������
QU��������������� � ��� �
� � � � � S TU���#+�T�Q ����S�S�"C�
�
����� �
�
"C�q�?� ��������������T �8���ET���T
�=��O �����ES P���"0��� +�� P���� ��S��������%�������?���
������������� ��� � ��� ��� �8��Q��5���rS ���
�
�"����S �*T S�������������S�����Q �������6� ���������r����� �����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1����D�3�
�
P���� �"P����%� �8���������BTU��� �3� ��1��������
�%�pS ������� �5����" ���%������T����
��������� Q S �%�
�
�����i��Q��"QU� �
� �8�������
�?�<� P �G��� � ��� ��� 2 �%"0�������%�RP���� �"P����"�
� �
�
"��<���
�
g(t(s)) ≡ g(s) ∈ BMO

�

0 < k1 6 |λ(t)| 6 k2 <∞, arg λ(t) = ω(t) = ω0(t) + ω2(t),

� �5�
k1, k2

� ����TU���
����O��,P�� S��
��������O����
ω0(t)

�
ω2(t)

������� S�����������O3�
ω0(t(s)) ≡ ω0(s)

����P�������OR���������
[0, 2π]

�E�
ω2(t(s)) ≡ ω2(s)

� �������q�
�������������q�D�����
"0�����%"C�q�����

[0, 2π]
� QU��T�1����D��P��������
"

sup |ω2(s)| <
π

4
.

)���T �8����T���T���� P ����� � ��� � ����� �
��# "�� � � � �
�� ����Q��5�
" ������OR� �
��+�����S �%�

κ =
1

2π
(ω0(2π)− ω0(0)),

TU���
����������Q��5�
"rP���� �"P����"�
� �
��+81�� ��OB" �
)���T��8����T���T/� � ��� � � �^�

f̃
��Q��5�������������������
��+ P������������������ �
����� -����#+
�

��������� � QU��T�1��
f
2

f̃(s) = − 1

2π

2π∫

0

f(σ) ctg
σ − s

2
dσ.

>ES��
� S������������%��TU�����������%�"P���� �"P����"�
� �
��+%�%���
�
λ(t)

P������������%� � ���
P����
�
S��
���
��S�����Q6" Q �#+q����P�����T��
�
������� P���� S��
���
��S���� �

BMO
�

=�~U�#�0~U} � %N� &,�0�5� � � � ��M � ���.� & � "(
 � ��� " �'��� �Ã��� � �
λ(t) ∈ L∞(Γ) ∩

LMO 4 g(t) ∈ BMO
�
ω̃(t) ∈ L∞(Γ)

� P
� Ó0¦�¨

ϕ ∈ L∞(Γ)
­f��®�¥Ãª
����Ë�¨��f�^®v£N±qË��� 

|ϕ| 6 const < ∞
Ò
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� � � κ = indΓ [λ(t)] > 0 "� ��0"!��"� ��$��� ���.� & � ���8	��! ���)�� � ��� �
� � 4 �Ã��� � �
( �!P & P , � � g(t) ≡ 0)

� 
 &�& � �("�)��0" 2κ + 1
��� � & 1��0"�� & 	�� �'����� 
 � � �6� & F

9 & � � � & ���0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1�4 , � � �$�! � & IK�(9 � � � � � ��� � LMO(A,B) ∩
L∞(D) P � & "� ��0"!��"� ��$��� ( , � � g(t) 6≡ 0) 	��! ���)�� � ��� �
� � 4 �Ã��� � �.��� & 3  �� � 
 &�& �
� & � & � � & � � � ��� � BMO(A,B) 4 ��� � & 1��0" � "� & ��IK�(9 &�& 2κ+1

, ��" � 	 � " � M�F
��� � � & 9 & � � � & ����� � , " � �("!������� � P� � � κ < 0 "� ��0"!��"� ��$��� 	��! ���)�� � ��� �
� � 4 �Ã��� � � � 
 &�& � �(" � M'�/" ��� � & F� " & � & � & � � & P 	K� � � ��9 & � � � " � �(� � � (

&  � � � � � & ���0"�3(" ) � & � & � � � � � � ��� �
BMO(A,B) � & "� ��0"!��"� ��0"�1 	��! ���) � � ��� �
� � 4 �Ã��� � � � & " % � "� � 
O" �  #" � ���'F
�("�)��0" � � , " � � & � � & ��� &  $� 7 9 � � � ��� " �'� 1:�$�:G ����� J���7 g(t) �

∫

Γ

w′
j(t) g(t)

λ(t)
dt = 0, j = 1, 2, . . . ,−2κ − 1,

�Ã��� U � �

3  & w′
j(z) ∈ BMO(−A,−B) � , " � ����1 �$� % "!� ��� � & 1��0" � & 	�� �'����� F


 � � � � & 9 & � � � & ���0"(
 � 
 � ��� & � & � & � � 1K"� ��0"!��"� ��0"�1 � " , ���5I & ���0"�1-	��! ��'F
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����
��	
���� � � � � �

�D�0�5��� !'�0~��l~�{�~��(|0~5�(� �	���%�*&`~>�
�?�����
�����

� Q S���+
q(z)

� � �����
�����q�r�
D = D ∪ Γ

�
D = {z : |z| < 1} ≡ Dz

�
���
"0�����%"C�q� TU��" P��%��T�S����q� � QU��T�1���� � N�S �D�"QI�����%���&P���� �"P����"�
� �
�
"��(���
�
|q(z)| 6 q0 = const < 1

�
z ∈ D

�
8C��S�S�"0���
���%"p�

D
� ������P�������� S T�Q �6S ��S��
�
" Q6�<� �#+q�
����" �&�'TU��" P��%��T�Sf�

�����
� ��P���S � � ��� �
� � �
∂z̄w − q(z)∂zw = 0,

� �5�
w = w(z) = u(z) + iv(z)

� ��S TU��"C�q� TU��" P��%��T�S����q� � QU��T�1����D�
∂z̄ =

1
2

(
∂
∂x + i ∂∂y

) �
∂z =

1
2

(
∂
∂x − i ∂∂y

) � P������������ �5��O���� S�" O S �%� ;\�������%��� � �
	�
 H�-���-�
�-�.(:(- �N&���&���& �DQ��5�
" ��������������+%�����
� �������������*S ��S��
�
" O

� ��� �
� � �HP������������%� � ���IT��"��S�S Q
Hp(q)

�
p > 0

�(� S ��������� ����� ����TU���
�������
P����%� � ���
� �#+������
P�� S��
�����������

Mp(w) < +∞ Q��5�����%��������������� Q S �%����� �

µ(ρ, w) =
1

2π

2π∫

0

∣∣w
(
ρeiσ

)∣∣p dσ 6Mp(w),

0 6 ρ < 1, ρeiσ = z ∈ D.

A¯��� �8� S������ �������
������������O��=�
D

�������������<S ��S��
�
" O � ��� �
� � �!��Q��5�
"
���������������
��+����������

H∞(q)
�

� ���
q(z) ≡ 0

�%"0���
" T��"��S�S ����� S T����:T��"��S�S>-��
���"�
Hp

� S�" � P��
���q�
����� � ��� U
� �

� � � "�"�� � � 	 �4� 	 � ������� ��( 	!����������� , � � � �$� 	!����� P������������������#+����L��Sf�S �%� �5��� �
��O.�5� ��� � �:,
	 �&S ��QU���
��� �� �#+��5������� �'TU��� �3� ��1���������� QU��������������� �
0���TU���
����O��yS ������S���� ���������������|T��"��S�S�� -��
���"�:S ��S��
�
" O �<� �#+q�
����" �:S
P�� S��
��������OB"�"C�
�
��������OB" TU��� �3� ��1��������
��"rQ S����
�������%����O|�'� , �4	 �
4��"��S�S O)-��
���"� �������������,S���P������8���������:S ��S��
�
" O �<� �#+q�
����" �:����Q��

��������SC+&�BS����
��+��'� , U 	 P�� S���� ��S�������":S ��� �5������� ����P���� S���T ������� S��
��OB"i���
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�
��� "0��"0����� � ����	 S ������S���� ��"5T��"��S�S����	-��
���"� ����������������O��p�
�����������������
S T���� � QU��T�1���� � � � S TU���#+�T�Q=�����
����O\S����
��+�� � , U 	 ������O����:������TU��" O S
���
�����
���.� ����	 �U��Q �`��O��H�%" ����S��
��O��HS ��QU������������Q �#+q���
�
���M����� ����	 ������P��
�
��QU������� S���"0� S��
�����
� �#+���� �

=09,+�-�<,9,.(:(- �N&���&���& �M���������%��"0��� � ����� � QU��T�1����IT��"��S�S��
Hp
��� �����

�������
µ(ρ, w)

��� QU��OR� �
����P��
ρ
� �M��� � QU��T�1����yT��"��S�S��

Hp(q)
���
� S �������

S���������� S��������
��������S � � ����T��8���"T���T �
����� ����������������O��&�
��������������� S T����
� QU��T�1����D��S�" � P����%"0��� ��� ��� � � �

� H�:(+�-�H �N&���&���& � ���%� � �%"

q(z) =
z2

|z|4 − 0, 5|z|2 + 1
, w(z) = z exp

2.5

1 + |z|2 .

3����������������
(1.192)

Q��5�����%����������������S �D���
µ(ρ, w)

����"0�������
������� P��
ρ
�

N�S ��TU���l�������������E�
D
TU��" P��%��T�S�������� QU��������������� � ��� �
� � ��P���� ��S��������%"0�

�'�����5� � S�" � � � ��S ��� ��� 	 �
w(z) = Φ (W (z)) ,

�0,�� � �
� �5�

W =W (z)
� � S������������`����"0����"0��� � ���
" QU��������������� � ��� �
� � � � S�" � ��P��

��� �5� �%������� ��� ����� � �f�
Φ

� ��P����%������P���� �5� �%�������q� � QU��T�1����D�U�����%��"0��� � ���q�
�
DW

� � ��� ��S��������%������� �0,�� � ����Q��5�
"�������OR� �
��+ ��	 ���
"�������� ������� � ��� 	����	� �
	 ���
� �������������������&QU���������������6�<� �#+q�
����" � �

� ��� ����QU��������� T��"��S�S���� -��
���"�
Hp(q)

������������� QU�����������������<� �#+q�
���q�
" �&� �	�`��Q � �����#+'�������
��� S �%� �"Q ���J���&T������
������� �

=�~U�#�0~U} ���D�0�5�0�5� � � � ��M q(z) ∈ Ckα(D) 4 k = 0, 1, . . . , 0 < α < 1 P 	K� �
�("�3(":)5�(" % � � & � & � � & ���.� � � & � � � � ��� �
� � �O, � � �$�! � & IK� � " � � � ��� � Hp(q) 4
0 < p 6 ∞ 4�� & " % � "� � 
O" �  #" � �����("�)��0"�4�)5�(" % � ��, � &  � ��� �'� & � ��� �0,�� � �
Φ ∈ Hp P4G��T&P���T�����OR� �
���!�����8� S �%� �"Q ���J��� P����%"0���D�"P����

p < ∞ ����TU���&T������
�
�����������L�%"0�����!"0� S����M���������
" S ��QU���
���������
�����������������G���
"0�����%"0�����JTU�
�
� �3� ��1����������

q(z)
� �����	�8�H�%S ��QU���
������P�������OR���������

q(z)
� �

� H�:(+�-�H �N&���& �N& 8C��S�S�"0���
���%" P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���+i����"0����"0��� � �����
"0���%2
� �LTU��� � ���%"0��O��

w = i 1+z1−z

� �"���������������
T���QU� � |z| 6 1
���
��������� � �

P�����Q�P��%� S TU� S���+
Imw > 0

�
w(0) = i

�
w(1) = ∞ �� �RT�� ������TU��� � ���%"0��O��

w∗ = w
|w|β

�
0 < β < 1

�"������������� P�����Q�P��%� S TU�
�
S����

Imw > 0
��� ��������� � � P�����Q�P��%� S TU� S���+

Imw∗ > 0
S TU��" P��%��T�S������

���
����T��
������S�����TU��� ∂w̄w
∗

∂ww∗
= β

β−2e
2i argw �

w∗(i) = i
�
w∗(∞) = ∞ �
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ζ = w∗−i
w∗+i

�������������rP�����Q�P��%� S TU� S����
Imw∗ > 0

���
� �"����������O��&T���QU� |ζ| 6 1

�
ζ(i) = 0

�
ζ(∞) = 1

�
;EQ�P�����P�������1����

ζ = ζ(z) = ζ(w∗(w(z))) =
1+z
1−z −

∣∣ 1+z
1−z

∣∣β

1+z
1−z +

∣∣ 1+z
1−z

∣∣β , ζ(0) = 0, ζ(1) = 1,

� S���+ ����"0����"0��� � ���
" � �"���������������rT���QU� � |z| 6 1
����� �"����������O��:T���QU�

|ζ| 6 1
�U������� ���J����S �6�������������
"rQU��������������� � ��� �
� � �ES�TU��� �3� ��1��������
��"

q(z) =
∂w̄w

∗

∂ww∗

∂zw

∂zw
=

β

2− β
e2i [argw(z)+2arg (1−z)], |q(z)| = β

2− β
< 1.

>ES ���'��������+������%��"0��� � ��Q �?P���� |ζ| < 1
� QU��T�1�� �

Φ(ζ) = (1−ζ)−1/p �
p > 0

�q�
�
Φ(ζ) ∈ Hs

����� � S ��TU�����
s
����TU�����%�
���
�

0 < s < p
�����

Φ(ζ) /∈ Hp
�

N �
���8�H�����
"(� S Q�P�����P�������1����
Φ(ζ(z))

�5��P�Q S T��
���8��1�����T�Q

|Φ(ζ(z))| 6 const

(1− r)
1−β
p

, z = reiϕ,

� �5�
const

���
z

���'� ������S ��� � )���T��%"i������������"��
Φ(ζ(z)) ∈ Hs(q)

����� � S ���
TU�����

s
����TU�����%�N���
�

p 6 s < p
1−β

� N ����S��
��� S����D�D� S ���
p < 1

�N�
� P����
β��������TU��"rT�� �"������1��

s
"0� �8���!��O���+ S TU���#+ QU��� �5���'��� ����TU� �

=09,+�-�<,9,.(:(- �N&���& �N& >ES ���&�'P����%"0����� ,�� ��� � P����%� � �%"

w∗ = ln2
(
e5 + 1

) w

ln2 (e5 + |w|2)
, Φ(ζ) =

1

1− ζ
,

�
�%�"P����%� � ���
q(1) = 0

�5��Q��5�
"?�%"0����+
q(z) ∈ C(D)

� |q(z)| 6 const < 1
�

P��������
"
Φ(ζ) /∈ H1

���
Φ(ζ(z)) ∈ H1(q)

�

C
>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* @ -%*,H�-�+�� �N&���&���& ; ��QU���
�

p = ∞ �
�����������%��� �
8C��S�S�"0���
���%"p�����
���������

2π∫

0

∣∣w
(
ρeiσ

)∣∣p dσ, 0 < p <∞.
�0,�� � �

+��������������%" ���������
Γρ

������������T���Q �`��� S���� |z| = ρ
P������ S�����������" ���
�

"0����"0��� � ���
"0�
W = W (z)

� )���T|T���T?�pS ����Q �
�������
" O ��� ����� �
W (z) ∈

Ck+1
α (Dz)

���
�'T������ �q�
Γρ ∈ Ck+1

α ⊂ DW
� ����P�QU����� S T��q�5�C�&S P����%"������
"C� �

� � S TU���#+�T�Q |dW | = |Wzdz+Wz̄dz̄|
�
c|dz| 6 |dW | 6 C|dz| ��� �5� c � C �
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����TU���
����O�� TU����S����
����O3�?���'� ������S ���J�������
ρ
�N�
�&�����
��������� �0,�� � � �I�����
���

������� ∫
Γρ

|Φ(W )|p |dW | P���� ρ→ 1− 0
�������
����������Oi� �5���������
"0������� �

)���T��%"�������������"��
w ∈ Hp(q)

�
��� ���G���
���#+�TU���
��� ����� TU��� ���
Φ
P����������%�

�%� � ���%T��"��S�S QB;<" ��������� �
Ep
�
DW

� S�" � � � ��S ����	���	 � ��� � S TU���#+�T�Q%�
DW

Ep ≡ Hp
� S�" � ����"$�8���f���
� P�����QU���
�
"rQU������� � �5���������
�������
" O ��� ��� ���

BN|S �
�����
S�P����%"0������" ,�� ��� � �
� ��"0�����
�����
" ,�� ��� � ����� �5� �����%���HP���� �"P��
�
�"�
� �
����S � ��ORP����%���������JS �%� �"Q ���J��� Q S �%��������������Q ��������� S�������� TU��� �3� ���
1��������

q(z)
2

q(z) ∈ Ckα(D), k = 0, 1, . . . , 0 < α < 1.
�0,�� � �

=�~U�#�0~U} ���D�0�5� 
N���������
w(z) ∈ Hp(q), p > 0 4#�(" w(z) ∈ Lm(D)  � ���� ���/"�3(" m ���(�/"�3("�4�)5�(" 0 < m < 2p P

C
����T���� �
�
� �#+ S��������
�������
" O�����P�� S���� ��S������������GS �%� �"Q����H����P���� ��S������
�

�%������� �0,�� � �f���
�������
" O ,�� ��� � �JS�������������S�����Q ��������� S ������S���� �E����� � QU��T�1����
T��"��S�S��

Hp
� S�" � �%�
"�" Q ��� 	�� � � �

B=�~U�#�0~U} � �D�0�5� #D� � ����� J�� � w(z) ∈ Hp(q), p > 0 4� � � , "�)5� � ��� &��
�("�) & � t "����/�5IK�0" � � � Γ

� 
 &�& � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � , " � & ��� � ��� & � M'��� 
, ���+�/
 w+(t) ∈ Lp(Γ) P ������� I & w+(t) ∈ Ls(Γ) 4 s > p 4.�(" w(z) ∈ Hs(q) P
C

����T���� �
�
� �#+ S��������
�������
" O�����P�� S���� ��S������������GS �%� �"Q����H����P���� ��S������
�
�%������� �0,�� � �f���
�������
" O ,�� ��� � �JS�������������S�����Q ��������� S ������S���� �E����� � QU��T�1����
T��"��S�S��

Hp
� S�" � �
�������
" O ��� U � � � ��� U � , � �

B=�~U�#�0~U} � �D�0�5� &,� ������� G ����� J�� � w(z) ∈ Hp(q), 0 < p 6 ∞ 4��$�

��0"!I & � � � & e ⊂ Γ

, " � "!I � � & � M'�0"�1 
 & �
� � 
 &�& � ��� � & � � & � & ��� � ��� & � M'��� &, � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � ��4��(" w(z) ≡ 0 P
C

����T���� �
�
� �#+ S��������
�������
" O�����P�� S���� ��S������������GS �%� �"Q����H����P���� ��S������
�
�%������� �0,�� � �f���
�������
" O ,�� ��� � �JS�������������S�����Q ��������� S ������S���� �E����� � QU��T�1����
T��"��S�S��

Hp
� S�" � �
�������
" Q ��� U � 	 � �

B=�~U�#�0~U} ���D�0�5� %N��������� G ����� J�� � w(z) ∈ Hp(q) 4 p > 0 4��("

lim
r→1

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)∣∣p dθ =
2π∫

0

∣∣w
(
eiθ
)∣∣p dθ, �0,�� � �

lim
r→1

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)
− w

(
eiθ
)∣∣p dθ = 0,

�0,�� � �

3  & w(eiθ) ≡ w+(e
iθ) � , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � , "K� & ��� � ��� & � M'��� 
 , �$F

�+�/
 �$� Γ G ����� J���� w(z) 4 z = reiθ 4 0 < r < 1 P
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C
�M�������������"�'�5��T��	�8�
" � ���%" Q ��Q �0,�� � � � N<� S P����#+������ �����J��SC+ P���� �%�

S��������%�������
" �0,�� � �f��� ����������������������� �5��T���� �
�
� �#+ S���� ���
�������
" O ,�� ��� � P��
�
��QU���%"

r

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)
− w

(
eiθ
)∣∣p dθ =

∫

Γr

∣∣Φ(Wr)− Φ
(
W̃r

)∣∣p |dz| =

=

∫

Γr

∣∣Φ(Wr)− Φ
(
W̃r

)∣∣p ∣∣zW dWr + zW dW r

∣∣ 6

6 C

∫

Γr

∣∣Φ(Wr)− Φ
(
W̃r

)∣∣p |dWr|,

�0,�� , �

� �5�
C

� TU����S����
�����������r� ������S ��� �q�i���
r
�
Wr = W (reiθ)

�
W̃r(z) =

Wr(z/r)
�

+��������������%" ���������
Wr(ζ) = ϕr(ζ)

�����%��"0��� � ��Q � � QU��T�1�� ���l� �5���
�
����S��
�������
�������	�'�����JQ � � �"����������O��|T���QU� |ζ| < 1

���������"��S���+%�l�������q�
������������Q � TU������QU����"

Γr
�EQ��5�����%����������� ���JQ � �����%" ��������TU�

ϕr(0) = 0
�

ϕr(1) > 0
�

KMQU��T�1����
ϕr(ζ) ∈ Ck+1

α (Dζ)
�
� �5�

Dζ = {ζ : |ζ| 6 1} � �
�������
"C� ��� ��� � �f�
P��������
",P����

r → 1 ϕr(ζ)
S ��� �"����S �/T��
� � �5� S�������������" Q����
�������	�8����� �

W ≡ ζ = limr→1 ϕr(ζ)
�!�����%"0�

Ck+1
α (Dζ)

� ���4	 �
+��������������%"�2

Ψr(ζ) = Φ(Wr(ζ)) [ϕ
′
r(ζ)]

1
p , Ψ̃r(ζ) = Φ(W̃r(ζ)) [ϕ

′
r(ζ)]

1
p ,

�
��� ���
∫

Γr

∣∣Φ (Wr)− Φ
(
W̃r

)∣∣p |dWr | =
2π∫

0

∣∣Ψr(ζ) − Ψ̃r(ζ)
∣∣p dσ. �0,�� U
�

� � S TU���#+�T�Qy� S ����Q��
�������
" O ,�� ��� �
Φ ∈ Hp

�C�
ϕ′
r(ζ) ∈ Ckα(Dζ)

�0�
�
��Q��5�
"p�%"0����+

2π∫

0

|Ψr(ζ)|p dσ,
2π∫

0

∣∣Ψ̃r(ζ)
∣∣p dσ 6 C1, ζ = eiσ ,

�0,�� 	 �

� �5�HTU����S����
�����
C1

���
r

���G� ������S �������
lim
r→1

∣∣Ψr(ζ) − Ψ̃r(ζ)
∣∣ = 0

�0,�� � �

P��������&� S �D�"Q����8��T���Q �`��� S���� |ζ| = 1
�
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N,S ����Q �
�������
" O KJ�
��Q � S�" � � �
� ��S � �
���
/��
��� 	 �f� � ���%" Q � �0,�� 	 � � �0,�� � �
�%"0���
"

lim
r→1

2π∫

0

∣∣Ψr(ζ) − Ψ̃r(ζ)
∣∣p dσ = 0.

�0,�� � � �

;\��P�� S������������ �0,�� , �f� �0,�� U
�E� �0,�� � � �f��P�����QU���%" �0,�� � � �
����T��	�8�
"��
��P����6+ �0,�� � � � 8C��S�S�"0���
���%" S����������"� S ��QU���
�

p > 1
�

(H����������������S���� � A ����TU��� S TU����� � ��� � �D�%"0���
"

{ 2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)∣∣p dθ
} 1

p

6

{ 2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)
− w

(
eiθ
)∣∣p dθ

} 1
p

+

+

{ 2π∫

0

∣∣w
(
eiθ
)∣∣p dθ

} 1
p

,

����T�Q�������� S ����Q �0,�� � �f�

lim
r→1

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)∣∣p dθ 6
2π∫

0

∣∣w
(
eiθ
)∣∣p dθ. �0,�� ��� �

N�"0� S��
�MS��
�
"p���3�
�������
" O ,�� ��� � ���
�������
" O5KJ�
��Q5� �
� ��S ���
���
/��
��� 	
2π∫

0

∣∣w
(
eiθ
)∣∣p dθ 6 lim

r→1

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)∣∣p dθ. �0,�� ��� �

;\��P�� S������������ �0,�� ��� �E� �0,�� ��� �f��P�����QU���%" �0,�� � �EP����
p > 1

�
N<S ��QU���
�

0 < p < 1
�"��� S P����#+������ �����J��SC+���������������S�������" � ��� � �^�"P�����Q��

���%"
∣∣∣∣∣∣

2π∫

0

{∣∣w
(
reiθ

)∣∣p −
∣∣w
(
eiθ
)∣∣p
}
dθ

∣∣∣∣∣∣
6

6

2π∫

0

∣∣∣
∣∣w
(
reiθ

)∣∣p −
∣∣w
(
eiθ
)∣∣p
∣∣∣ dθ 6

2π∫

0

∣∣w
(
reiθ

)
− w

(
eiθ
)∣∣p dθ.

+���S �D������SHQU�����
��" �0,�� � �f��S �%� �"Q���� �0,�� � �EP����
0 < p < 1

�
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w(z) ∈ Hp(q) 4 p > 1 4��(" � 
 &�& �K
 & � �(" � "'"���F
�0" � & � � & ( &)� 	%��(
� ��� 	 ����� )

1

2i

∫

Γ

w(z) dz = lim
n→∞

∫∫

Dn

∂w

∂z̄
dx dy, z = x+ iy,

�0,�� �
� �

3  & w(z) ≡ w+(z) 4 z ∈ Γ 4�� , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � �K�$� Γ , "L� & ��� � ��� & � M�F
��� 
 , ���+�/
 4 Dn =

{
z : |z| < 1− 1

n

} 4 n ∈ N P
C
8C��S�S�"0���
���%"|P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���+���T���Q �`��� S��
���

Γn =
{
z : |z| =

rn = 1− 1
n

} ��� � S TU���#+�T�Q
w ∈ Ck+1

α (Dn)
� S�" � � � ��S �������
	 �f���
�H�%"0�����3"0� S��
�

S������
������������� � S�" � � � ��S � U ��	 �
1

2i

∫

Γn

w(z) dz =

∫∫

Dn

∂w

∂z̄
dx dy.

�0,�� ��� �

� ���%�����
∫

Γn

w(z) dz = irn

2π∫

0

w
(
rne

iθ
)
eiθ dθ, z = reiθ.

+���S �D��� �&��� �0,�� � �E�%"0���
"
∫

Γn

w(z) dz →
∫

Γ

w(z) dz, n→ ∞.

� ��������� �%�GTJP���� �5� ��QMP����
n→ ∞ � �0,�� ��� �f��P�����QU���%"������
�HS QU��� S�����Q����

P���� �5� �
limn→∞

∫∫
Dn

∂w
∂z̄ dx dy

�������
� S P�������� ������� � � ���%" Q �"� �0,�� �
� � �
B

=09,+�-�<,9,.(:(- �N&���& �N& � ������Q � ����S���+ � ���%" Q ��O �0,�� �
� ����� �#+����p� ��"0���
������+ ��� ∫∫

D
∂w
∂z̄ dx dy

�RP�� S TU���#+�T�Q��DT���T:P���T�����OR� �
��� �����8� S �%� �"Q ���J���
P����%"0��� ,�� ��� � �������������`�����������D� ∂w

∂z̄ 6∈ L1(D)
���	�8�%�yP���� S��
��� ���
".S ��Q��

���
�LP�� S��
�������������MTU��� �3� ��1����������
q(z)

� N �
� �8�L�����
"(��P���� �5� �
�JP����������
����S���� �0,�� �
� �DS QU��� S�����Q���� �

� H�:(+�-�H �N&���& �N& � ���%� � �%"=� � ��� �
� � �
q(z) = 1

2

���IP�Q S���+
ζ = ζ(z)

�
������������� QU��������������� � ��� �
� � �^������"0����"0��� � ���3���
�������	�'����������� �"����������O��
T���QU�3���'S������ � )D��� ���

ζ(z) ∈ C∞(D)
� S�" � �
�������
" Q ��� ����� � � �

� Q S���+%� �����%�����
Φ(ζ) ∈ H∞

� �������
�������������q�G�B� �"������������"
T���QU���
Dζ=

{ζ : |ζ| 6 1} �����%��"0��� � ���q� � QU��T�1���������T��q�D�(���
� ∫ 1

0
Φ′
(
reiθ

)
dr = ∞ �

ζ = reiθ ,
�����'P��������'� S����

θ
� �MS QU��� S�������� �
����������T���� � QU��T�1���� S�" � � U �
	 � �

+����������5���%�
Φ′(ζ) /∈ L1(Dζ)

�
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;EQ�P�����P�������1����
w(z) = Φ(ζ(z)) ∈ H∞(q)

�J�<P�� S TU���#+�T�Q
ζ(z) ∈

C∞(D)
�
∂zζ 6= 0

� S�" � � � ��S ��� ��� 	 �f���
�
∂zw(z), ∂z̄w /∈ L1(Dz)

�

�D� 
N�'���0~�� �
� ���%{�~��(|'( �5���#�0�#"�� �0�4� �
; �%� �"Q
��� � ��S �L�:, U 	 � ��	 ���
"�������� ����� , ��� ����� 	 �	� � 	 ���
��������OR� ������S �

P���� ��S��������%�������D��� S������ �
����O������ � ���%" Q �%� � ��" P���� � ��� ��� 2

w(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(ζ)

ζ − z
dζ − 1

π

∫∫

D

∂w

∂ζ

dξdη

ζ − z
, ζ = ξ + iη.

� ��� ��S��������%������������TU�����&S��������%������� �"���"T���� � ����P���� �5� �%��������"<S�" O S �%���
��P��%����+ �5�yT����q� �������������������J���'� ������P�������� S T���� S ��S��
�
".P������������BP��
�
�����"T��I��� �"������������"*T���QU������O����?P�����QU������O � � �
	
	 � �M��� ������������� �8�
��� T��"��S�S���� -��
���"�!�������5��P����%�����
� �#+���O�� Q S �%�������!���HTU��� �3� ��1��������

q(z)� � ��� �
� � �^�"T���TBP���T�����OR� �
���'P����%"0��� ,�� ��� � �5����TU�����%S��������%P���� ��S��������%�������
���������
"0� �`��O=���	�8�M� P���� S��
��� ���
"?S ��QU���
�GQU���������������¯�<� �#+q�
����" � SGP��
�
S��
��������OB"pTU��� �3� ��1��������
��" �
0H���8� S � ���%" Q ��������� �
��O �5� S����
�
������O��pQ S �%������� ���|TU��� �3� ��1��������

q(z)
� �
�������
" O ,�� ��� �4/9,�� ��� � �f��P������������ ���J����P�����QU������+y�������������������p���

T��"��S�S����
Hp(q)

�
p > 1

��QU��������������� � ��� �
� � � P���� ��S��������%������� ���
���������6���
�
��� �	� ���M�5��T���� �
�
� �#+ S������\�
�������
" ,�� ��� �4/9,�� ��� � S QU��� S�����������Q � �����#+��������
���
P���� ��S��������%��������P���������������� ��� �0,�� � �������!�������������

w(z)
QU���������������!�<� �#+
�

�
����" �D�R�:� �	�`���p��ORP����%���������yT������
�������D� S � ���%" Q ��������� �
���������/� �
���
�
���
"0� ,�� ��� ��� 4G��T P���T�����OR� �
���&P����%"0��� ,�� ��� � �D����TU��� T������
������� �����%"0�����
"0� S����&���������
":S ��QU���
���N���
" ����T��8�!����Q S �%�����%����O �
��������� �
����� �0,�� � �����
TU��� �3� ��1��������

q(z)
� � ���%" Q ����������T��q���
�������
" ,�� ��� �4/9,�� ��� ��� �M��� � ���%" Q��

����������T��"�������8�
�������
"�����"�������P����
������Q�����S �'S �%� �"Q ��������P���� S��
����QU���������
� �5������� �

=�~U�#�0~U} � �D� 
N�0�5� � �0"!I & � � � " Hp(q) 4 p > 1 4 , � � � ��� " �'��� q(z) ∈
Ckα(D) 4 k > 0 4 0 < α < 1 4.� �'� � & � � � ( �/"(
 ,�� & � � ��� 
 ) % �(�$� � " � � 
 , ��"�F� �+�.�(� � � � "(
 � �0"!��
O"�1

‖w‖Hp(q) =

[∫

Γ

|w(t)|p ds
] 1

p

, |dt| = ds,
�0,�� ��� �

3  & w(t) ∈ Lp(Γ) �?� & ��� � ��� & � M'��� & , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � � w(z) �$� Γ P
C
;EQU��� S�������� �
�����

w(t) ∈ Lp(Γ)
����� S������ �
���
� �
�������
"0� ,�� ��� ��� F��
�

�0,�� ��� � � �����%"C� � �����������5��� � ����T��	�8�
"/P����%������Q �
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w(z)
QU��������������� � ��� �
� � ��P���� ��S��������%"0�L��S �%� �"Q �����
"

�����5� � S�" � � � ��S ��� ��� 	 �f2
w(z) = Φ(ζ(z)),

�0,�� �:, �
� �5�

Φ(ζ)
� ��P����%������P���� �5� �%�������q� �����%��"0��� � ���q�|�?T���QU���

Dζ
� QU��T��

1����D�
ζ = ζ(z)

� P�� S��
����������O��r���
�������
"0� ��� ����� � ����"0����"0��� � ���
",T���Q��
� �

Dz
���

Dζ
�MP��������
" S���� �"��S���� �
�������
"0� ��� ����� �

ζ(z) ∈ Ck+1
α (Dz)

�
z(ζ) ∈ Ck+1

α (Dζ)
�

|∂zζ(z)| > const > 0, |∂ζz(ζ)| > const > 0.
�0,�� � U
�

�M���GP������������%� �`��� S����
w(z) ∈ Hp(q)

����������� �"�%"0���H�5� S����
�
�������%�����
�
�
��O

Φ(ζ) ∈ Hp
� �
�������
"C� ,�� ��� � � � +���S �D��������� �0,�� �:, �E� �0,�� � U
�EP�����QU���
�
"

c‖Φ‖Hp
6 ‖w‖Hp(q) 6 C‖Φ‖Hp

,

� �5�HTU����S����
����O
c > 0

�
C > c > 0

���
w
�
Φ

���G� ������S ��� �
)D��P����6+ P����%�������

Hp(q)
S �%� �"Q����'���HP����%������O

Hp
�
B

�D� 
N�0�5� 
��#�0} �U{0|'�0�%��� �>"�{����5�'&����0~����U{�%�� �����%�(�
=�~U�#�0~U} � �D� 
N� 
N�L������� � � ��� �
� � �

q(z) ∈ Ckα(D) 4 k > 0 4 0 < α < 1 4
|q(z)| 6 const(1 − |ζ(z)|)2ε 4 0 < ε < 1 4 3  & ζ = ζ(z) � " � �0" � F
�0"�1 3("(
 & "(
O"!�#G � 	�
 ���.� � � & � � � � ��� �
� � � 4 � � & � & � � & ���("�3(" ���.� � � & � � �
w(z) ∈ Hp(q), p > 1 4��(" � 
 &�& � 
 & � �(" � "'"����0" � & � � &

w(z)− T∗ [q(z)∂zw] = Φ(z) ∈ Hp,
�0,�� �
	 �

3  &

T∗ϕ(z) = − 1

π

∫∫

D

[
ϕ(t)

t− z
− zϕ(t)

zt̄− 1
− 1

2

(
ϕ(t)

t
− ϕ(t)

t̄

)]
dx dy, t = x+iy,

Re w(z)
∣∣
|z|=1

= Re Φ(z)
∣∣
|z|=1

, "�)5� ������7  $� ,

Imw(0) = ImΦ(0),

�0,�� �
� �

� G ����� J�� � Φ(z) "� ��0"(	!�$��)��0"-" , � &  & � & �$�2G ����� J�� & 1 w(z) P
� % �.�����0"�4 & ����� 	��! ��(�$��3(" � "(
O"!�#G �$��� G ����� J�� � Φ(z) ∈ Hp 4 p > 1 4

�(" � "'"����0" � & � � & 
 �0,�� �
	 � "� ��0"(	!�$��)��0" " , � &  & � � & � � �*� & � & � � & ���.� � � & F
� � � � ��� �
� � �

w(z) ∈ Hp(q) 4��� #" �'� & � � "!��� 7 9 &�& � ��� " �'� �/
 �0,�� �
� � 4 , � � ) & 

"��(" % �.��I & � � & w → w+T∗(q∂zw) ≡ (I +P∗)w " � ��9 & � � �'� � & � ��� � & 1�����1� 	�"(
O"!�#G � 	�
 % �(�$� � " � � � , ��" � �+�.�(� � � � Hp(q)

�
Hp P
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=�~U�#�0~U} � �D� 
N� #D�L������� � � ��� �
� � �
q(z) ∈ Ckα(D) 4 k > 0 4 0 < α < 1 4

|q(z)| 6 const(1 − |ζ(z)|)2ε 4 0 < ε < 1 4 3  & ζ = ζ(z) � " � �0" � F
�0"�1 3("(
 & "(
O"!�#G � 	�
 ���.� � � & � � � � ��� �
� � � 4 � � & � & � � & ���("�3(" ���.� � � & � � �
w(z) ∈ Hp(q) 4 p > 1 4��(" � 
 &�& � 
 & � �(" � "'"����0" � & � � &

w(z)− T [q(z)∂zw] = Φ(z) ∈ Hp,
�0,�� ��� �

3  &

Tϕ(z) = − 1

π

∫∫

D

ϕ(t)

t− z
dx dy, t = x+ iy,

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt,

�0,�� ��� �

w(t) � � & ��� � ��� & � M'��� & , � &  & � M'��� & 	!�$��) & � � ���$� Γ G ����� J���� w(z) P
� % �.�����0"�4 & ����� 	��! ��(�$��3(" � "(
O"!�#G �$��� G ����� J�� � Φ(z) ∈ Hp 4 p > 1 4

�(" � "'"����0" � & � � & 
 �0,�� ��� � "� ��0"(	!�$��)��0"�" , � &  & � � & � � �L� & � & � � & ���.� � � & � � �� ��� �
� � �
w(z) ∈ Hp(q) 40�� #" �'� & � � "!��� 7 9 &�& � ��� �:, � 4 , � � ) & 
 "��(" % �.��I & � � &

w → w − T (q∂zw) ≡ (I + P1)w " � ��9 & � � �'� � & � ��� � & 1�����1 � 	�"(
O"!�#G � 	�
% �(�$� � " � � � , ��" � �+�.�(� � � � Hp(q)
�
Hp P

����T���� �
�
� �#+ S���� �<�
�������
" ,�� ��� �4/9,�� ��� � S QU��� S������������B��P�����������S �����LS �%���
�"Q �������3��������������S������%��S�� �5��� �'�
������P������������ �5��Q � �����%��"0��� � ����� � QU��T��
1����?T��"��S�S�� -��
���"� �y�"����������".�����
���������%� � ��������������S���� ���CS�� �5��� �'�
�J���
����T�Q � P������������ �5��Q � ��� �5����"0��������".�����
���������%��� ������� S��
��OX�����
"C���%��"
TU��������� S���������S�" � � UU��S �%���4/��4,�	 � �

=�~U�#�0~U} � �D� 
N� &,� ������� 3(" � "(
O"!�#G �$��� G ����� J�� � Φ(z) ∈ Hp 4 p > 1 4
�(" &�& , ��" � 	 � "� ��$��� Φ′(z) �� #" �'� & � � "!��� & �L� & �.� � & � � � � �

∥∥(1− |z|)2εΦ′(z)
∥∥
Lm(D)

6 C(ε,D)‖Φ(z)‖Hp
,

�0,�� ��� �

3  & 0 < ε < 1 4 m = 1 + ε 4

C(ε, D) = sup
t∈E

[∫∫

D

dx dy

|t− z|µ

] 1
m

, z = x+ iy, µ = 2(1− ε2).

4G��T�������� S��
���%�
C(ε,D)

� TU�����������q�
��� ����������� � S�" � � � ��S �5��� 	 � �



y
s nqs � Y�Xva�]^Q
M�R
VUX W�Z��3R�Q�P
Y�P�efP�Y�P^a�M � U �
�3{�~�� �
���5|0~ �D� 
N�0�5�#�������

z̃ = λz 4 λ > 0 4 D̃ = {z̃ : |z̃| < λ} 4 Φ̃(z̃) =
Φ
(
z̃
λ

) 4.�(" , � � 0 < ε < 1
� 
 &�& �-
 & � �(" ��� &  $� 7 9 &�& � & �.� � & � � � � " �

∥∥∥∥
(
1−

∣∣∣∣
z̃

λ

∣∣∣∣
)2ε

Φ̃′ (z̃)

∥∥∥∥
Lm(D̃)

6

6 λ
p−1
p

− 2ε
1+ε

+ 2ε2

1+εC(ε, D)
∥∥Φ̃(z̃)

∥∥
Lp(Γ̃)

,

�0,�� �
� �

3  & Γ̃ = ∂D̃ P�3{�~�� �
���5|0~ �D� 
N� 
N����������� � ��� �
� � �
q(z) ∈ Ckα(D) 4 k > 0 4 0 < α < 1 4

|q(z)| 6 const(1 − |ζ(z)|)2ε 4#3  & ζ = ζ(z) � " � �0" � �0"�1 3("(
 & "(
O"!�#G � 	�

���.� � � & � � � � ��� �
� � � 4 � � & � & � � & ���("�3(" ���.� � � & � � � w(z) ∈ Hp(q) 4 p > 1 4
�(" q(z)∂zw, ∂z̄w ∈ Lm(D) 4 m = 1 + ε

, � � 0 < ε < 1 4 �8� 
 &�& �:
 & � �("
" J & �����

‖q(z)∂zw‖Lm(D) = ‖∂z̄w‖Lm(D) 6 const ‖w‖Hp(q),
�0,�� ��� �

3  & �/"�� � ���(�����K"�� w � & 	�� �'����� �!P
�D� 
N� 
N�9� ��!0�5}��#"$����~�{�%5�'&`~ !0�*�
�9�0�5~��(|'(�� � ��� � �5�<���
"BP���������� �"����+

T*�5��T���� �
�
� �#+ S�����Q � S���������O�� ������Q �#+q���
�
��� ���
�����.P��
���
����� � ���GP����������
�5�
"=S �%� �"Q �������M� S P���"0��� �
�
� �#+������HQU������� � �5���������%��������� ���������HT��"��S�S ���
��� S T�Q � �
�������
" Q�N � ( � ;<" ��������� � � �
� ��S ��	���	 � TU���
��������"0� �8���JP���� ��S������
�
������+`����TU���
����O��&S���"0� S��
�����
� �#+���O��
�����
����� S �

� ~U}�} � �D� 
N�0�5�H�������
w(z) ∈ Hs(q) 4 s > 1 4 � ���.� � � & � ��� � ��� �
� � �

q(z) ∈ Ckα(D) 4 k > 0 4 0 < α < 1 4 � Φ(z) = 1
2πi

∫
Γ
w(t)
t−z dt ∈ Hp 4 p > s 4.�("

w(z) ∈ Hp(q) P
� ����� ���
�
"|T���T&�5��T���� �
��+%�%�
"�" Q ,�� ��� � ��S �5� �"�
�
" ��� S TU���#+�TU��� ��"0�����q�

�������'P������������������ �
������-����#+���������� �
(GS P����#+���Q
� �0,�� �:, �D� � ���%" Q ��Q
-����#+����������J�����������%��"0��� � ��O�� � QU��T��

1���� � ��� � � � � S�" � � �
� � S ����� �
/�������	 �f�f"0� �`���R� ��P���S��
��+��


�


��������( � &)� 	%��(
��(
���%� �$
�� 	 ���q����O����	�'�����JQ � "0���%" Q � ����S���+

v(z)
�����
��������O��/���������������

� QU��T�1����
w(z) = u(z) + iv(z) ∈ Hp(q)

�
p > 1

�0���������&������� S�����������Q �
����S���+

u(z)
���3�����
��������O������������������D2

v(z) = H
qu(z) ≡ − 1

π

∫

Γ

u(t(τ))

τ − ζ(z)
dτ + v0 + iu0, z ∈ Γ,

�0,�� ��� �

� �5�
ζ = ζ(z)

�
τ = τ(t)

� P�� S��
����������O�� ���
�������
"0� ��� ����� � ����"0����"0��� � ���
"
� �"���������������LT���QU� � � �B����T��8�<������S Q �8�������<���������
����1�QHT���QU� ���f�

t = t(τ)
�

�������
�
���������
�������	�8���������
v0

�
u0

� ������� S�����������O���P�� S��
��������O�� �
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+���"0�����%"�� �5���!�����������5�����HS �%� ��S�������� � ���%" Q ��O<-����#+���������� �
� ~U}�} � �D� 
N� 
N� �������

f(t) ∈ Lp(Γ) 4 p > 1 4�� , ��" � 	 � " � M'�$��� � & 9 & F� � � & ���0"(	!�$��)��$��� G ����� J�� ��4.�(" � ��� & 3+�.� ����� 
 � ��� & 3 � � � �0"�3("D	!�$��) & � � �
∫

Γ

f(t)

t− z
dt = ψ(z) + iC,

3  & ψ(z) � � & 9 & � � � & ���0"(	!�$��)��$��� G ����� J�� � , & � & 
 & ���0"�1 z ∈ Γ � � � ��� �
Lp(Γ) 4 C �?� & �/"��("!�.��� � & 9 & � � � & ���$��� , " � �("!�����$����P

C
>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* 
�-�+�+�� �N& �N&���& � ��������� �%��THP���� �5� ��Q�P����

z→ Γ�&��S P����#+���Q
� � ���%" Q ��O.;\������1�TU����� � ��� 	�	 �^����Q��5�
"p�%"0����+

w(z) +
1

πi

∫

Γ

w(t)

t− z
dt = 2Φ(z) ∈ Lp(Γ).

�0,�� ��, �

(GS P����#+���Q
����������������������� � ���%" Q ��O �0,�� ��� �E� QU������OR� �q�
�%�
"�" Q ,�� ��� � �
��� �0,�� ��, �EP�����QU���%"

u(z) +
1

π

∫

Γ

H qu(t)

t− z
dt = f(z) = 2ReΦ(z) + w0 ∈ Lp(Γ),

�0,�� � U
�

� �5�
w0

� ����TU���
�����q�
TU��" P��%��T�S����q��P�� S��
���������q� �
8C��S�S�"0���
���%"5P�� �5������������QU����S�����Q ���J���p� �0,�� � U
�MP������
������O�� S ������Q��

��������O��&�����
���������
∫

Γ

dν

ν − z

∫

Γ

u(ζ(τ))

τ − ζ(ν)
dτ.

�0,�� �
	 �

� � S TU���#+�T�Q&� S ����Q �
�������
" O ��� ����� �
t = t(τ)

�����������
�
�����8���
�������	�8�������
τ = ζ(µ) ∈ Ck+1

α (Γ)
���
� ���p����QU�
���������
" �����
���������%��"0� �`��� S �5� �"�
��+

� ��"0����Q%P������
"0���������
�����
������������� �
������P�� � ���%" Q �%�
τ = ζ(µ)

� ��� ��S �����
	 2
∫

Γ

u(ζ(τ))

τ − ζ(ν)
dτ =

∫

Γ

u(µ)ζ ′(µ)

ζ(µ) − ζ(ν)
dµ.

ND��� �5�
" ����������������������2

k(µ, ν) =
ζ ′(µ)

ζ(µ) − ζ(ν)
− 1

µ− ν
.
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ζ ′(µ) ∈ Ckα(Γ)
���
� �%"0�����`"0� S��
�`��1�����T�� � S�" � � ��� ��S ������	 �f2

|k(µ, ν)| 6 c

|µ− ν|λ ,
�0,�� �
� �

� �5�
c > 0

�
0 < λ < 1

� ����TU���
����O��HTU����S����
����O �
;?QU�����
��"p����� �5������O���������������������������Q��5�
"p�%"0����+

∫

Γ

u(ζ(τ))

τ − ζ(ν)
dτ =

∫

Γ

u(µ)

µ− ν
dµ+

∫

Γ

k(µ, ν)u(µ) dµ.
�0,�� ��� �

� � ��S���������� ���
�`����������S������ � �0,�� �
	 �^��P�����QU���%"
∫

Γ

dν

ν − z

∫

Γ

u(µ)

µ− ν
dµ+

∫

Γ

dν

ν − z

∫

Γ

k(µ, ν)u(µ) dµ.
�0,�� ��� �

� � S TU���#+�T�Q'T�� ���5���
�8��P������
�
�����

SΓ =
1

πi

∫

Γ

•
ν − z

dν : Ls(Γ) → Ls(Γ), s > 1,

� S���+��
� � �5� S�����������O��¯��P������
�
���6� ��� �"S ���:, � �
�
/���� 	 �U�
�%P����������MS �"�
� �
�
"0���
� �0,�� ��� �?��������� −π2u(z)

� N<�
�������ES �"�
� �
�
"0���C� �0,�� ��� ���LS ����Q �0,�� �
� �����������q�
������������� S���� S ������Q �������������L�����
���������"� �

Lq(Γ)
�
q > 1

�
� S���+���P������
�
���
PΓ

�
�5����S�����Q ���J���&���

Ls(Γ)
�
Lq(Γ)

��� �5� 1
q = 1

s − (1− λ)
� ,�� ��S ��������	 �

(�����TD��S������
������������� �0,�� � U
�EP��������%"C�
���'�����

2u(z)− 1

π2
PΓu(z) = f(z) + const ∈ Lp(Γ).

�0,�� � � �
@HS����%�D���
� Q���� ��������� �q� � � S ���������5�U�

λ (λ < 1)
�D�������
"0� �`���%�N��� S TU���#+
�

TU�?Q�"0���6+��J���
s
��"0� �`���p�5��������+ S � �
�����%�B���
�

q
�|S������
������������� 1

q =
1
s−n(1−λ)

��� �5�
n

� ����TU���
�������l���
��QU�����#+������l����S �%�%�
��Q��5����S TU���#+ QU��� �5���
��� ����TU� �

q > p
� � K����%" Q �"� 1

q = 1
s −n(1−λ)

S �
����OR� �
���GP���T���� �
�
� ���%S Q�"(�
" ����Q��
"0� S����B�������"��S����¯��P���� �5� �%�������

Ls(Γ)
� �����"��S���� ���������������

Lq(Γ)�����
n
� �
���
�����
1����

PnΓ
��P������
�
�����

PΓ
������T�Q���� P�����QU���%"

u(z) ∈ Lp(Γ)
�

(H� �0,�� ��� � � �0,�� ��� � P�����QU���%"
v(z) ∈ Lp(Γ)

�\����T�Q����
w(z) ∈ Hp(q)� �
�������
"C� ,�� ��� � � �

B
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�D� 
N� #D� ����� �	� ����~�{�%��
����� "�{����5�'&����0~����U{�%�� �����%�(�

C
>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* @ -%*,H�-�+�� �N& �N& �,& � ��� ��S��������%"

Φ(z)
P�� � �����

" Q �%�M4����J� � � ������� � � S�" � �
�������
" Q ��� U � � �

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

Φ(t)

t− z
dt, z ∈ D,

�0,�� ��� �

� �5�
Φ(t) ∈ Lp(Γ)

� ����T���S��
�
� �#+���O�� P���� �5� �#+���O��'���������������
Φ(z)

���
Γ
�

(H� �0,�� ��� �EP�����QU���%"

Φ′(z) =
1

2πi

∫

Γ

Φ(t)

(t− z)2
dt, z ∈ D.

�0,�� ��� �

�DQ��5�
"&P���T�� S��������
��+%�����
�
1 < p 6 ε

2

�
β

� ����TU���
������� �5����S��������
� �#+������
����S �%�%������TU���������
�

0 < β < 2
�

� ���%"0����������������������S������ -��� �#+��5�����'SGP���T���� �
�
� ���%" �
m

�
r = p

α

�
λ =

p
p−1

� 1
m + 1

r +
1
λ = 1

�
α = 1− p

m >
ε

2(1+ε)

����� �0,�� ��� �EP�����QU���%"

(2π)m
∫∫

D

|(1− |z|)2εΦ′(z)|m dx dy 6

6

∫∫

D

(∫

Γ

|Φ(t)| |t− z|−2+2ε ds

)m
dx dy 6

6

∫∫

D

[∫

Γ

|Φ(t)|α|t− z|2ε−β|Φ(t)|1−α|t− z|−2+β ds

]m
dx dy 6

6 ‖Φ‖αmLp(Γ)

∫∫

D

[∫

Γ

|t− z|(2ε−β)λ ds
]m

λ

×

×
[∫

Γ

|Φ(t)|p|t− z|(β−2)m ds

]
dx dy, z = x+ iy, |dt| = ds.

�0,�� ��� �

� ���"�
� �q�M� �0,�� ��� �
β = 2ε

��P�����QU���%" �0,�� ��� ��P����
1 < p 6 1+ ε

2

� )D��P����6+%�
�����������5���%��"0� �`��� S�������+����
�`�������
������������� �

B(H�HP���� �5� �"�
����O�������S�S Q � �5������� S �%� ��S�������� ,�� ��� � �����������5��� �
C

>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* A 
�-��lA @ C5:�� �N& �N& �N&�� � S TU���#+�T�Q � QU��T�1����
w(z)

P���� ��S��������%"C�L�H�����5��S Q�P�����P�������1����
w(z) = Φ(ζ(z))

�q� �5�
Φ(ζ) ∈ Hp
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Dζ = {ζ : |ζ| 6 1} ���
�8�
������Q��
"0���LQU������� � �5������������P�� S���� ��S����������
��� S �%� �"Q����'���3�
�������
" ��� ����� � � ,�� ��� �%�

B(H���
�������
" O ��� �%� U3����P�� S���� ��S������������ S �%� �"Q����
� ~U}�} � �D� 
N� #D� � % "(	!�$��) � 
 � Γr = {z : |z| = r 6 1} P ������� f ∈

Lm(D) 4 1 < m 6 2 4 �(" T∗f ∈ Lγ(Γr) 4 0 < r 6 1 4 3  & γ � ���(�/" &, ��" � 	 � " � M'�0" & ) ����� "�4.)5�(" 1 < γ < m
2−m 40�2���(�5I

& � 
 &�& �-
 & � �("N" J & �����
‖T∗f‖Lγ(Γr) 6Mm,γ‖f‖Lm(D),

�0,�� �4, �

3  & �/"�� � ���(����� Mm,γ "�� f � r � & 	�� �'����� �!P
C

>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* @ -%*,H�-�+�� �N& �N& �N& � � S TU���#+�T�Q��
S ����Q S �%� ��S��q�
����� ,�� ��� �

q(z)∂zw ∈ Lm(D)
�
m = 1 + ε

���
�'��� � ��� �
� � � �%"0���
"

∂z̄ [w − T∗(q∂zw)] = 0,

� S�" � � � ��S ����� � �
��� 	 �C�%��ORP����%�������JS������
������������� �0,�� �
	 �f��� �5�
Φ(z)

� �����%�
�
"0��� � ���q�
�

D
� QU��T�1���� � � ��T��	�8�
"��U���
�

Φ(z) ∈ Hp
�

N S ����QI�%�
"�" O ,�� ��� � �
w ∈ Hp(q)

�%"0���
"
Φ ∈ Hs

P���� ����TU���
������"
s > 1

�
s 6 p

� )���T��%" ������������"��
Φ(z)

�%"0����������T���S��
�
� �#+���O��GP���� �5� �#+���O��
���������������
P��������&� S �D�"Q����

Γ � Φ(t) ∈ Ls(Γ)
� �
�������
"C� ��� U � � � �

+����������5���%��� 8 {T∗ [q∂zw] (t)} = 0
����� P�������� � S����

t ∈ Γ
� S�" � �%�
"(�

" Q ��� ��� � �f�"P������
��" Q � QU��T�1����
Φ ∈ Hs

������������S � �������������
"?T����
������� � �q�
�������|8 �%"C�
��� � -����#+����������I�����i�����%��"0��� � ��O�� � QU��T�1���� � �r���
������"
����S��
����" S ��QU���
�H� ��������� !6� �
��1����f2

� 8 {Φ(t)} =
� 8 {w(t)} ∈ Lp(Γ).

+���S �D���I�?��� �0,�� �
� �J�%"0���
"
Φ ∈ Hp

� � �5��������������Q � ��P���� �5� �%������� S���+
� QU��T�1����

Φ(z)
� S�" � �%�
"�" Q ��� � ��� � � �

� Q S���+ �
��P����6+=� �����
���������%��"0��� � ���q� � QU��T�1����
Φ ∈ Hp

� +����������q�
���%" ���������

ζ = ζ(z) ∈ Ck+1
α (Dz)

� S������������ ����"0����"0��� � ���
" QU�����������
����� � ��� �
� � � T���QU� �

Dz
����� �"����������O��=T���QU�

Dζ
�D�����������

z = z(ζ) ∈
Ck+1
α (Dζ)

� �������
�
���������
�������	�8������� �
8C��S�S�"0���
���%" � ��������Q !6� �
��1��?����� �����%��"0��� � �����5�

Dζ
� QU��T�1����

Φ̃(ζ)
2

Re Φ̃(ζ)
∣∣
|ζ|=1

= ReΦ(z(ζ))
∣∣
|ζ|=1

∈ Lp(Γζ),

Im Φ̃(0) = ImΦ(0).

�0,�� � U
�

H ��������� �0,�� � U
� �%"0������� �"����S����������������������������
Φ̃(ζ) ∈ Hp

� �%�
"�"C� ��� � ��� � � �
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+����������5���%�����
� � QU��T�1����
w(z) = Φ̃(ζ(z))

� S���+ �������������/QU�����������
����� � ��� �
� � �^� Q��5�����%����������� �������&S������
����������� � �0,�� �
	 � S����
������� � QU��T��
1������

Φ(z) ∈ Hp
�������
�������	�8�������

(I + P∗) : Hp(q) → Hp
������T���������� �

� � S TU���#+�T�Q=��ORP����%������O S������
������������� �0,�� �
� �^���
� � S ���.P�� S �%� �5��� �q�
�
� �#+���� S���+��������������pQU��������������� � ��� �
� � � {wn}∞n=1 ⊂ Hp(q)

S ��� �"����S �/T
����������� �

w(z) ∈ Hp(q)
P��������%"0�EP���� S��
���
��S���� �

Hp(q)
���
�L��S ����Q�����P������

��OR����� S����|S ������Q �������������/�����
���������"�/� � ��� ����� � �/P���� S��
���
��S������
Lp(Γ)

�
p > 1

� S�" � �%�
"�" Q ��� � ��� � �f��P�� S �%� �5��� �
�
� �#+���� S���+yS�������������S�����Q ���J���rP��
� ���%" Q �%� �0,�� �
	 �������%��"0��� � ��O�� � QU��T�1���� {Φn(z)}∞n=1 ⊂ Hp

S ��� �"����S �
P��6�����%"0� P���� S��
���
��S���� �

Hp
T � QU��T�1����

Φ(z) ∈ Hp
��S�������������S�����Q �������

P�� � ���%" Q �%� �0,�� �
	 �?����������� �
w(z)

�����
�������	�8�������
(I+P∗) : Hp(q) → Hp����P�������OR����� � 0���P�������OR����� S���+��������
�
�����������
�������	�8�������%S �%� �"Q����M�����
���
�

���
" O ���
���q��� �
B

C
>�*,/,9��
9 @ -�
��%A @ C?* @ -%*,H�-�+�� �N& �N& �N& 2B�����%�����������/�5��T���� �
�
� �#+
�

S�����Q �
�������
" O ,�� ��� � ��P�� S TU���#+�T�Q,�,S ����Q6S �%� ��S�������� ,�� ��� �
q(z)∂zw ∈

Lm(D)
�
m = 1+ ε

���
� ��� � ��� �
� � �E�%"0���
" � S�" � � � ��S �5����	 �

∂z̄ [w − T (q∂zw)] = 0

�G�%"0������"0� S��
�LS������
������������� �0,�� ��� �f��� �5�
Φ(z)

� �����%��"0��� � ���q���
D

� QU��T��
1���� ��� ��T��	�8�
"��U���
�

Φ(z) ∈ Hp
��� S P�������� ���������'S������
������������� �0,�� ��� � �

N S ����QI�%�
"�" O ,�� ��� � �
w ∈ Hp(q)

�%"0���
"
Φ ∈ Hs

P���� ����TU���
������"
s > 1

�
s 6 p

� )���T��%" ������������"��
Φ(z)

�%"0����������T���S��
�
� �#+���O��GP���� �5� �#+���O��
���������������
P��������&� S �D�"Q����

Γ
2
Φ(t) ∈ Ls(Γ)

� �
�������
"C� ��� U � � �E�&P���� ��S����q�
���%"C� �����
���������%��" 4����J� � � ������� � � �
�������
"C� ��� U � � �f2

Φ(z) =
1

2πi

∫

Γ

Φ(t)

t− z
dt.

�0,�� ��	 �

;pQU�����
��" �%�
"�" O ��� ��� � P����%� � �%"/������������S������ �0,�� ��� �
z ∈ Γ

��P����%"0���
���%"pT��������%" ����S��
�%"�����������S���� ����P������
�
���

1

2πi

∫

Γ

•
z − ζ

dζ, ζ ∈ D.

� � S TU���#+�T�Q
w(t) ∈ Lp(Γ)

� �
�������
"C� ,�� ��� � �f���
∫

Γ

T (q(z)∂zw)

z − ζ
dz = 0



y
s nqs � Y�Xva�]^Q
M�R
VUX W�Z��3R�Q�P
Y�P�efP�Y�P^a�M �
	��
P����

ζ ∈ D
� S�" � � � ��S �#,���	 �f��P�����QU���%"

Φ(ζ) =
1

2πi

∫

Γ

w(z)

z − ζ
dz.

�0,�� ��� �

(H� �0,�� ��	 ��� �0,�� ��� �f��P����%"0������� � ���%" Q ��O:;\������1�TU����� � ��� 	�	 �^����Q��5�
"I�%"0����+

Φ(t) =
1

2
w(t) +

1

2πi

∫

Γ

w(z)

z − t
dz ∈ Lp(Γ).

�0,�� � � �

)���T��%" ������������"���P��!�
�������
"0�MN � ( � ;<" ��������� � ��� U � ,
Φ(z) ∈ Hp

��� ����� �q�
����S���+!�
�������
" O ,�� ��� � �5��T���� �
��� �

�M���M�5��T���� �
�
� �#+ S���� �L���
�������8����S����J�5� S����
�
�������HP���T���� �
��+%�����
�GQU�����
�
��������� �0,�� ��� ��P����B��������� � QU��T�1����

Φ(z) ∈ Hp
�
p > 1

�5� �5���������������`�������
�����J�%"0���

Hp(q)
��� ���
����P������
�
���

(I + P1) : Hp(q) → Hp
����P�������OR�����D�

� � � � ���
� �%"0�����`"0� S��
�`��1�����T��
‖(I + P1)w‖Hp

6 const ‖w‖Hp(q).
�0,�� ��� �

0���P�������OR����� S���+¯�������
�
����������P������
�
�����6�
��� ������Q��5���yS �%� �5��� �
��+&�����
���
�
���
" O ���
���q��� �
+�1�����T�� �0,�� ��� �'S �%� �"Q����/��� �0,�� ��� �'� ����P�������OR����� S����|S ������Q �������������

�����
���������"� �
Lp(Γ)

�
1 < p <∞ � S�" � �
�������
" Q ��� 	�� 	 � �

� ��T��	�8�
"rS����������"�������
� P����&P��������������#+������������%��"0��� � ����� � QU��T�1����
Φ(z) ∈ Hp

QU��������������� �0,�� ��� �R�%"0������� �"����S��������������8�������������
w ∈ Hp(q)P����

p > 1
�%�5� S����
�
�������!��������TU��"rT�� �"������1�� �

+���"0�����%"������
�8� S ���
Φ

� P�����������"��U�
�%���"� �3� ��������1�����Q
� �0,�� ��� �CP��
z
�

�����¯���q��� � �5�������
ϕ(z) = ∂zw(z)

P�����QU���%"/�"��Q�"0���������MS ������Q �����������M�����
�
���������#+������HQU���������������

ϕ(z)−Π(q(z)ϕ) = Φ′(z), Πf(z) = ∂zTf(z).
�0,�� ��� �

2B�����%�����������'�5��T���� �
�
� �#+ S�����Q��
�������
" O ��� ����� � ��� �0,�� ��� ��P�����QU���%" � �"�����
S����������������������������

∂zw(z) = ϕ(z) ∈ Lq(D)
P���� ����TU���
������"

q > 2
�

� ���%�����C��� �0,�� ��� �JP�����QU���%" � �"����S���������������������������� QU��������������� � ��� �
� � �
w(z) ∈W 1

q (D) ⊂ C q−2
q
(D)

��Q��5�����%����������� ������� �0,�� ��� �f� �0,�� ��� � �
H ��"0�����%"��\���
������S �D���/S �%� �"Q������\���
��� �5������� �5�����&QU��������������� �0,�� ��� �

� P����
Φ(z) ≡ 0

�E�%"0�����`�
���#+�TU�8��Q �%��������������������� �
)���T��%" ������������"��CQU��������������� �0,�� ��� �8�����������J�%"0�/�

Hp(q)
�����

Φ(z)
�

P������������%� �'�
�������BP��%���
����" Q/�
Hp
P�� �?"0��� �8� S�����Q � 0�P��%���
���������������J���

"0��2�� �
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�M���!��TU�������
�����M�5��T���� �
�
� �#+ S���� �L�MS ��QU���
�
p > 1

� �5� S����
�
�����������������
TU��"/T6� �"������1����
��P����6+J�5� S����
�
�������JP���T���� �
��+%�����
�����
�'QU����������������0�TU�����
����T��
���������������J�%"0��2��q� � � � �����J�������������������������������

w(z) ∈ Hp(q)
�%"0�����

"0� S��
�`��1�����T��
‖w‖Hp(q) 6 const ‖(I + P1)w‖Hp

,
�0,�� ��� �

� �5�HTU����S����
�����8���
w

���H� ������S ��� � S�" � ������P����%"0���D� � ��� ��S ��� �
/�����	 � �
4���������T��
��Q � �����������J�%"0� S���+ � ��1�����T�Q �0,�� ��� �v�pQ S����
�������%"F���:�����

QU��������������� �0,�� ��� �f���M����� ��T������ ���%�����
������� QU���������������D��P�����QU�������������'P��
�
S �%�GP������������������ �
����������"0���
�������

z̃ = λz, λ > 0.
�0,�� ��� �

N�S��¯�����D��T���O3�l���
��� S ���J��� S � T=P������������������ �
�������rP������
"0���������
z̃
�����%���

��Q��5�
"pP���"0�����
��+'�����%����� �
3���������������� �0,�� ��� � � T���T � � ��� �
� � ���RP�� S �%�MP������������������ �
����� �Ã��� � U
�RS��
�

�����
����� S �����.S��
��Q�T���QU��Q?2
w̃ − T̃ (q̃(z̃)∂z̃w̃) = Φ̃(z̃),

�0,�� �U� �
� �5�

w̃(z̃) = w

(
z̃

λ

)
, q̃(z̃) = q

(
z̃

λ

)
, Φ̃(z̃) = Φ

(
z̃

λ

)
,

T̃ϕ(z̃) = − 1

π

∫∫

D̃

ϕ(t̃)

t̃− z̃
dx̃ dỹ, t̃ = x̃+ iỹ, D̃ = {z̃ : |z̃| < λ} ,

Φ̃(z̃) =
1

2πi

∫

Γ̃

w̃(t̃)

t̃− z̃
dt̃, Γ̃ = ∂D̃.

�M���
T
�%"0�����8"0� S��
�8��������������S������ � ��� ��� � � � ��� S �%� �"�%"/� �MP������ �5�������
"

TU����S����
���IP����?P������������������ �
����� �0,�� ��� �M����������������S���� �q� �0,�� ��� �J� � ��� ��� �
�����

T
�

+��������������%"�2
ζ̃(z̃) = λζ

(
z̃
λ

) � >ES ���
w(z) ∈ Hp(q)

�5�
�
w̃(z̃) = Ψ̃(ζ̃(z̃))

�
� �5�

Ψ̃(ζ̃) = Ψ(λζ)
�
Ψ(ζ) ∈ Hp

�
� � S TU���#+�T�Q

∂z̃w̃ = Ψ̃′(ζ̃(z̃)) ζ̃z̃(z̃)
�
ζ̃z̃(z̃) = ζz

(
z̃
λ

) �
ζ̃z̃(z̃) = ζz

(
z̃
λ

) �

|q̃(z̃)| 6 const
(
1 −

∣∣ ζ̃(z̃)
λ

∣∣)2ε �R� ζ(z) ∈ Ck+1
α (D)

���
�?SBQU�����
��" �0,�� �
� �
P�����QU���
�
"

‖q̃(z̃)∂z̃w̃‖
Lm(D̃)

6 λ(
p−1
p

+ 2ε(ε−1)
1+ε ) const ‖w̃‖Lp(Γ̃)

,
�0,�� � , �

� �5�
m = 1 + ε

���
const

���
λ

���G� ������S ��� �
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�M���6��P������
�
�����

T
�%"0���
"���1�����T�Q � S�" � � � ��S �#,�	�	 �

‖Tf‖Lγ(Γ) 6 π−γ [M(qµ;D)]
1
q [M(1− γµ; Γ)]

1
γ ‖f‖Lm(D),

�0,�� � U
�
� �5�

1 < m < 2
�
1 < γ < m

2−m

�
2µ = 1

γ − 2
m + 1

� 1
m + 1

q = 1
�

M(β; Γ) = sup
z∈E

∫

Γ

|z − ζ|−β |dζ|,

M(β;D) = sup
z∈E

∫∫

D

|z − ζ|−2+β dξ dη, ζ = ξ + iη.

+���"0�����%"��%���
�

M̃(β; Γ̃) = λ1−βM(β; Γ), M̃(β; D̃) = λβM(β;D),

P������
��" Q%��� �0,�� � U
�\��Q��5�
"p�%"0����+

∥∥T̃ f̃
∥∥
Lγ(Γ̃)

6 constλ2µ ‖f̃‖
Lm(D̃)

,
�0,�� ��	 �

� �5�
const

���
λ

���G� ������S ��� �
� ���"�
� �q�p� �0,�� ��	 �

γ = p
�
1 < p < 1+ε

1−ε = m
2−m

�
f̃ = q̃(z̃)∂z̃w̃

�E�
QU������OR� �q� �0,�� � , �^��P�����QU���%"
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