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a(t0) = a0,

p(t0) = p0,

M(t0) =M0,

ω(t0) = ω0,
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f(x, ẋ) = (1− x2)ẋ.
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x = u sinωt+ v cosωt.
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x = a cos(ωt+ ϕ),

y =
dx

dt
= −aω sin(ωt+ ϕ), a, ϕ = const .
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da

dt
cos(ωt+ ϕ)− a

dϕ

dt
sin(ωt+ ϕ) = 0,

−ω da
dt

sin(ωt+ ϕ)− a
dϕ

dt
ω cos(ωt+ ϕ) =

= εf(a cos(ωt+ ϕ),−aω sin(ωt+ ϕ)).
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da

dt
= − ε

ω
f(a cos(ωt+ ϕ),−aω sin(ωt+ ϕ)) sin(ωt+ ϕ),

dϕ

dt
= − ε

ωa
f(a cos(ωt+ ϕ),−aω sin(ωt+ ϕ)) cos(ωt+ ϕ).
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w = ωt+ ϕ
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dw
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= ω.
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\ D���71�D-���Z \¦\¦��¢�Y� \��!��  ���!�'Y� {\ ��\��!��71�X¤ ¤�� ¤¦¥ ¦UZ \���� �#��������Z��5\ ��\��!��7 Z
da

dt
= εA(a),

dϕ

dt
= εB(a),

¤ ¤�� ¤�� ¦

� �#�

A(a) = − 1

2πω2

2π∫

0

f(a cosψ,−aω sinψ) sinψ dψ,

B(a) = − 1

2πaω2

2π∫

0

f(a cosψ, aω sinψ) cosψ dψ.

81�FEF���L\ ��\��!��7 Z�¤ ¤�� ¤�� ¦S¢�\'Y� �71 >Y³��� 5  ��C7 Z ��X ¤ ¤�� ¤ ��¦T�� \¦\����!����������� �!��7
Y�����U����4$*������ ��%���FE³�������'Z
����������������¤ ¤�� � ¦ � �  %$E�� 
Z U�� �"���!� \6�=¢r���! 	��! Y�����U����4$*�������U\�  � Y������!����\��!��7�¢� []
 ��! ��� �7���  �� ������C \�� �����J�����C� Y�Z
��]���� �

�#� &r� �������>�!�7Q1~ �!/=������~ ���.�.� ��~������ª��� �!�1~!���1~��.�.�
�#� &r� �#��*m~��1�.�1~=<.�1��� ��~ � ���.�7/=� ���72*���C��� , � �

�
����8K1 �C���r�

4v���J������Z%� £ � D*��� � Z
��  �������£����¡¦� �������X71���! ���gZ \���� �#���������3D��!����]��!������¡¦Z��
��� \6�g\ �C� �"Z��XYF�C7� >U�����¡� �7 � ;UZ Y³� \���� Z���������¡ ��������X��U\ D���7 X�Z \���� �#���������=¢
Y����C71�������>EF��� \6����� \��!�� ��� �7 ����]�]
 ���\������ �!��������X�7,\ ��\��!��7 ��7 � (471�������
\6��71���! �LW��!��� �#����� W  ����=¢ ]
 ��! ���X���Y�  ¡¦�� ��������F\��!��  ���!�*�! ��C� ]
 *� �"������X��
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 ��! ���X DK���J�����
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¡¦� �!���� ��{\¦��7 �C7 �X����\�  ¡ ���!�!� ���C7 � � ��� ������������ ��_71� D��!����]
 ���	 � W�� $E��X�7 � >U	�=�¦]�����7 �{� 	��! ��X >U��"� \����%������� ��� \6�X����]X����¡¦X[� �!��7 X��T]�� ��¡¦��������������X��
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 ��C�FU �!�!� �C����X�� \ ��\��!��7 X4¢�  Y���\ X[� �!��7 X�� Z
���������������C7 �
� �����

m
d2x

dt2
+ kx = εf

(
x,
dx

dt
, t
)
,

¤ ¤�� ¤�� ¦

f(x, u, t) =

N∑

n=0

einνtfn(x, u),

fn(x, u)
�eY� ������� �7 X­ ��

x
¢
u
¢ �

ε
�H7 ����X�� Y��!����71���!� � (D\¦\ �C� �"Z���� \6�

��  Y��� \% LY� \��!�� ��������/Y������� ��� LY�����U����4$*�������°¤z� �"������ ��� ¥���C�����I� \ �C7 Y��
�! �����]��#¦ �
Y� ��C�� ��&� \ �C7 Y��! �����]������FE³�������
Z
���������������K¤ ¤�� ¤�� ¦ ��W ����	��! �7
 ���71�����!��� \6�=¢
���! ³ >U X����� ��*¤ Y����C71 ��J¦�����¡ �C %$*�����������FE³�������%Y� '\��!�¦Y������C7
Y������� �"���F]
Y� J�����C����� �:� Y�����U����4$*�������4D�\��¦]�Z ��������X D_���C����  ��� �%71 ��� !�
����� 5 ��� $*������¡����!U� ����!��X����C�� �������7 X�Y� \��!�� �������� Y�����U����4$*������� U��¦¡[\����
]�Z ��������X D¥���C����  �{�m�������� �71������ {Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D�Z
������������� �­¤ ¤�� ¤�� ¦
\%�! ����� \��!���*�# &�
�XU� ���¡ �����!���� ���\��!�¦Y������

ε
� W � ¥�¤�� ��� \¦\�71 ��!������X*]���]

�������¦¡� ����!��\���X��{\ ��Z
���!�m¤ ]
 �� ���D\ �� >U� �#�����³��� \��! ����
ω =

√
k
m

���������������
���[U�����¡¦]�� ��� ������������7 p

q ν
¢�� �#�

p
�
q
� � ¡ ���C71�� 'Y��� \���X�������\ �"��¦U¢�����]
�

\ ��Z
���!�¥���¦¡� ����!��\¦�¥¤ ]
 �� ���
ω2 =

(
p
q ν
)2

+ ε∆
¦ � WÌ�������¦¡� ����!��\��� �7�\ ��Z
���!�

Y�����U����4$*�������L\��!�� J��� \6�
�'� ���#�

x = a cosψ + εu1(a, ψ, νt) + ε2u2(a, ψ, νt) + . . . ,
¤ ¤�� ¤ ^�¦

� �#� 5 Z
��]�2����
ui
������� ��� \6�

2π
� Y������� �"����� \ ]��C7 �K ��!�� \ ���!� �C���� 

ψ
�
νt
¢

�&� X[Y� ��C��� ��� \6�&\� � ��!�� >E³�������
� �����
da

dt
= εA1(a) + ε2A2(a) + . . . ,

dψ

dt
= ω + εB1(a) + ε2B2(a) + . . .

¤ ¤�� ¤�� ¦
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ui(a, ψ, νt)
¢
A(a)

¢
B(a)

¢
i = 1, 2, . . . ,

���! >U X
� X���� $*��������¤ ¤�� ¤ ^�¦S¢ ��]
 ��! ��� �7ÚÎ��

ψ
5  ��C7 ���C���� QZ¦�#  ���C������ ���� ���K�����

������\���� ��7v¤ ¤�� ¤�� ¦U¢C���������C \�� 5  ��C7 ���C����X�7����FE³��������7?Z
���������������Ç¤ ¤�� ¤�� ¦ �
W ���¦¡� ����!��\��� �7 \ ��Z
���!��Y�����U����4$*�������<\��!�� J��� \6�<�!�����C ��¦������ C¢��� Y����
	��! �7�Y� ��"�!� �!��� \6�=¢����! 5 Z
��]�2����

Ai
¢
Bi
�X¤ ¤�� ¤�� ¦��#  Y� ��C�����!� �C���� ¡ ��� ��\6���

 �� 5 Z
��]�2����
v = ψ − p

q νt
� 0 � � � 4���X��C  �%�Q0 � 0 � �B ��� ��
�XU�  �'Y�  ]���¡ ������=¢����! 
�� >U�  �4DL\ ��Z
�����4Dc���¦��¡¦��� \��!��X��
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¢
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¢
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W
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 ��&Y������� ��¥�����
\��!���

f(x, u, t)
 ��!�� \ ���!� �C���� 

t
�

�#� &r� &r�0H31 � �!���C�����.�1~_��~������ª��� �!�1~!���1~��.�.����W ¤���¥ 	¸� � U X��"�4  Y�Z U!�
����]
  � �!��� 5 Z
������71���������C�������X71 ��� ������ 5 ����0 � 0 � �B ��� ��
�XU�  � ��� � � ¢��F]
 !�
�! ��� ��Q\�  ¡ ���!����\��!�� �� ���Q\ ��\��!��7 �!������� \ ]����g7 �!�!��7 �!������� \ ]����g�!�� ������K71���
�! ����Z \���� �#��������� � ¡������!�����C���� ��K71� \��! � ������ ������ �#����  >U� \���  � �!��� �
71���! ���{Z \���� �#���������=¢����! %¡ ��]��
�����!��� \6�L�%\��!�� ��� �7�7 �!�!��7 �!������� \ ]
 �7��# !�
]���¡ �!�!� �C� \������E  Y���� �#� �C������X D�\� � �������� \���� ���Ç71� $ �"Z����FE³�������C7 ����\ D� �C�
��X D�¤ � X��� %$ �#������X DC¦��IZ \���� �#��������X D&¡ �����J� � W�71 ��� ������ 5 ��� � � �  \���  �!�
��X��¥�!�� �����7 X4¢ª ��!�� \6��YF��� \6��] 71���! �"Z�Z \���� �#���������=¢ Z \����!��  ���C����X*�����
Z
��������������� ������]�����¡¦X[� �!��71 �� \����!�����!���!�� �� 5  ��C71��¢ª� � � � �����=\ ��\��!��7
Z
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dx

dt
= εf(x, t), ε� 1.

¤ ¤�� ¢�£ ¦
4 ����]��C76Z
���������������C7�¢ ]���]� ���71�������� /� � � � ¢U�� �71�� ��¦�4D?\ ��Z
�����4D�Y������
�� �C��� \6�:]�� ��¡¦��������������X���Z
����������������]
 ��C�FU �!�!� �C����X D=Y��� �2�� \¦\�  � � )���]=¢
�FY³���%71 ��� ������ 5 ���,� ¥�¤#�  ���71�����!��� \6�=¢
���! 'Z
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 ��! ���X D%Y����
ε = 0

��¡¦��� \��!�� g >U>Y³���E���FE³��������¢.��� \��! K71 ��¦Z
�SU X��!�IY�������� �#����X ]�� ���
�"ZE¤ ¤�� ¢�£ ¦�71���! �# �7
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d2x

dt2
+ ω2

0x = εf
(
x,
dx

dt
, t
)
,

]
 ��! ��� �� Y����
ε = 0

�C71�����% >U>Y³�������FE³�������

x = x0 sin(ω0t+ x2),

dx

dt
= x1ω0 cos(ω0t+ x2),
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x1, x2 = const
� 8 � \¦\�7 �!�!����� ��� �"���TY� \ �C� �#����� 5  ��C7 Z ��X?]���]{¡ ��71����Z

Y�������71������X Dr¢(��� \¦\�7 �!�!����� �!��71 ��{]�� ��¡¦�������������� ��{Z
���������������'�C���¦]
 IY������
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dx1
dt

=
ε

ω0
f
[
x1 sin(ω0t+ x2), x1ω0 cos(ω0t+ x2), t

]
cos(ω0t+ x2),

dx2
dt

= −εω
x1
f
[
x1 sin(ω0t+ x2), x1ω0 cos(ω0t+ x2), t

]
sin(ω0t+ x2),

]
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f(x, t)
\���� �#������ 

F (x)
Y� 

t
3

F (x) = lim
N→∞

1

N

N∫

0

f(x, t) dt ≡ 〈f(x, t)〉. ¤ ¤�� ¢�¤ ¦
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ϕ : R → R

n ¢1 >U��"�������XYF�4D\���� �#���C7�¤ ¤�� ¢�¤ ¦S¢��#  �� ��C���� EF����  ] � +��=¢�����Y����C71���=¢�\� �#���=${���'Y� ������&Y����
���� �"����� \ ]���� 5 Z
��]�2����
� ��£�� � WÇ71 ��� ������ 5 ���%�B ��� ��
�XU�  � � � � � ��� \¦\�71 ��!�����
��XÌ����¡ ��������X���¡ �����J���{�����&\ ��\��!��7 X
¤ ¤�� ¢�£ ¦U3�¡ �����J���F\¸���J�����C����X�7/Z \ �C !�
� ����7�¤ ¡ �����J��� 4� >EF�#¦

x(0) = x0
¤ ¤�� ¢ ¢ ¦

��� Z
��� \���]
�
t ∈ [0, T/ε]

¢
T = const > 0

��¡ �����J���* DY������� �"����� \ ]��4Dr¢�Y� ������
Y������� �"����� \ ]��4DL�c >U>YF�4D¥ ������!������������X Dm���%� \����I������71������ ��m \ �

t ∈ R���FE³�������4D �
4D� $ �# ��
��¡DZ�]���¡ �!����X D%¡ �����J�%�����&Z
����������������¤ ¤�� ¢�£ ¦�\������ ��� \6�
�{\� !�

 �������� \���� ���v�!�����C ��¦���������'¡ �����J���v�����������! ��� �71�� ��� DZ \���� �#�������� ��� DZ
�����!�
���������

dy

dt
= εF (y).
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¡ �����J��� 4� >EF�%�����&Z
���������������K¤ ¤�� ¢ ��¦ \��!��7'$*�4���J�����C����X�7/Z \ �C  � ����7

y(0) = x0.
¤ ¤�� ¢�¥ ¦
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t ∈ [0, T/ε]
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\6�L��71� \��!� \DY��!����71���!�� �7
ε
¢C���¦Z¦�# >U��� � W  �	��! �7 Z�¢"\ �C� �"Z!�m�����"Z&�����! ���  �C¢

\ �#� �"�!��7<� ¤ ¤�� ¢�£ ¦S¢�¤ ¤�� ¢ ¢ ¦ ¡ ��71����Z�Y�������71������X D
τ = εt

��� ��� �#��7<�c��� \U�
\�71 ��!���������
U� ��C�>E³ ���Y��!����71���!�

ω = ε−1 � )= �� ����¡ �����J��� ¤ ¤�� ¢�£ ¦S¢�¤ ¤�� ¢ ¢ ¦Y����� >U�����¡¦Z���� \6���'¡ �����J��Z

dx

dt
= f(x, ωt), t ∈ [0, T ],

¤ ¤�� ¢ 	�¦

x(0) = x0, ω � 1.
¤ ¤�� ¢!� ¦
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dy

dt
= F (y), t ∈ [0, T ],

¤ ¤�� ¢�� ¦

y(0) = x0.
¤ ¤�� ¢ ^�¦
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τ
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t
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∂f(x, τ)

dx
dτ ≡

〈
∂f
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f(x, τ) dτ.
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dx

dt
= Ax+ f(x, ωt), x
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t=0

= x, ω > 0;
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dy

dt
= Ax+ F (y), y
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t=0

= x, ω > 0.
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ω0 > ωε ? c ?
ε1 > 0 ? #����;

��� ε > ε1

+ ��1 �!.�� - 
 ��'
#
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σ
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ρn(0)
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= Ay + F (y).
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∂t
=
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fl
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∂u
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, . . . ,
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u
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�é ������!���������������m >U��"� \��!�%]
 �7 Y��C�¦]�\��� ��� {Y��� \��!���!��\���� �

Cm+1 ¢�� N0
�
���¦]
 ��! ��� ���2�� �C ������� ��!����2��!�!� �C���� �������\ �C C¢ ]
 ���]������!������ 

]
 ��! ��� �7 U Z¦�#���F\ ]���¡ �!�� D� 5  ��C7 Z ������  � ]
���!�� �����7 X � W ��� �"Y� ��C %${�C7�¢����! 
fl(x, t, e)

¢�� �#�
e = (e0, e1, . . . , em) ∈ Cm+1 ¢ |l| 6 s

¢J�v���¦Y�������X[����X�� ]
 �7.�
Y��C�¦]�\���  ¡����J����X�� 5 Z
��]�2����=¢ ]
 ��! ���X���  Y���� �#� �C����X ���£71�� %$*� \������

Q×D�&Z¦�#  ���C������ ���� ��� Z \ �C  � ���C7�3
��¦%]�� $ ����� 5 Z
��]�2����

fl(x, t, e)
U�� \ ]
 ��������� ��"� 545 ��������2�����Z���7 ��Y� 

Y�������71������X�7
(x, t, e) ∈ Q×D

�

U
¦UY����
0 < |l| 6 s

\ Y�������� ������� X°����������\���� �

∂j

∂tj
Dαfl(x, t, e)

∣∣∣
(x,t)∈∂Ω×{0}

= 0, |α|+ j 6 N0,
¤ ¤�� � ^�¦

� �#�
α = (α1, α2, . . . , αm)

�­7 Z �C�����������#�¦]�\T��������X |α| = α1 + α2 + . . .+

αm
¢
Dα = ∂|α|

∂x
α1
1 ∂x

α2
2 ...∂xαm

m

�
0D�!�����"Z%\ ¡ �����J�����K¤ ¤�� � � ¦���� \¦\�71 ��!���C7��

Q
Z \���� �#��������Z��.¡ �����J��Z

∂v

∂t
=

m∑

k,j=1

akj(x)
∂2v

∂xk∂xj
+ f0

(
x, t, v,

∂v

∂x1
, . . . ,

∂v

∂xm

)
,

v
∣∣
Γ
= 0, v(x, 0) = ϕ(x).

¤ ¤�� � � ¦

� � W ��� �"Y� ��C %${�C7�¢ ���! ¡ �����J��� ¤ ¤�� � � ¦ �C71����� ���FE³�������
v(x, t) = u0(x, t)

����]
 ���¢ ���! Y����
(x, t) ∈ Q

���¦]��! ��
(
u0(x, t),

∂u0(x,t)
∂x1

, . . . , ∂u0(x,t)
∂xm

)
∈ D

¢,� 5 Z
��]�2����
u0

U�� \ ]
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Q
Y� 'Y�������71������X�7v¤��r¢�ÕU¦ �

W ����\ 5  ��C7 Z ������  � �!����X D'Z \ �C  � ���4Dg�����;U� ��C�>EF�4D
ω
\ Z Y³� \���� Z����£�����

E³�������
uω(x, t)

¡ �����J���«¤ ¤�� � � ¦S¢��=�����=�# \����!�! ����� 7 ����X D
α0 ∈ (0, 1)\ Y�������� �������� '\� � ��!�� >E³�������

lim
ω→∞

[
‖uω − u0‖Cα0,α0/2(Q) +

m∑

k=1

∥∥∥∥
∂

∂xk
(uω − u0)

∥∥∥∥
Cα0,α0/2(Q)

]
= 0.

)���]��C7  >U�����¡� �7�¢ 5 Z
��]�2����
u0
����������� \6�_� �"������X�7����C���� �7�� \ �C7 Y��! �����]��

���FE³�������
uω
Y� K�� ��C71�

Cα0,α0/2
� 0D�!E³��� 2�� �C��� ����������� \6��Y� \��!�� ��������
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Ωη
Y� ��������

�������� ���Y� �# >U��"� \����
Ωη

¤z >U��"� \����
Ω
¦��! ���YF����X

η
� ��� �#��7=]������� ������������

��Z��*\ ��\��!��7 ZL]
 � �� �"�����!�{\ �C� �"Z��XYF�C7  >U�����¡� �7 � +vY���� �#� ���C7� ��! >U���� $*���
�����

∂Ω× [0, η] → Ωη
Y� g¡ ��]
 ���Z

(ϕ, r) → ϕ+nϕr
¢�� �#�

ϕ
�Ú�! ���]������

∂Ω
¢

�C71���XY ���c71� \��!��Z��5]
 � �� �"�����!��Z
ϕ
¢"�

nϕ
� ���¦]��! ��&����Z
�!�����������m�� ��C7 ���

����]
∂Ω
�*�! ���]
�

ϕ
� � ��\ �C 

η
� X U �����!��� \6�%\��! ��C�%7 ����X�7�¢
���! Z�]���¡ �!���� ��

 ��! >U���� $*�������¸ >U����!���C71 �
2v\ �C7 Y��! �������� \ ]����'Y�����U����4$*�������g���FE³�������

uω
¡ �����J��� ¤ ¤�� � � ¦ U Z¦�#��7

��\ ]��!�!�'�'� ���#�

n
u(x, t, ω) =

n∑

j=0

ω−j/2uj(x, t)+

+ω−1
n∑

j=0

ω−j/2
[
vj(x, t, ωt) + wj(ϕ, ρ, t) + zj(ϕ, ρ, t, ωt)

]
,

� �#�
ρ = rω1/2 ¢ uj � vj �H�����¦Z ��������X���¢ �

wj
�
zj
� Y� ������!��\ �C �����X��

5 Z
��]�2���� � W ��� 	��! �7
vj(x, t, ωt)

�
zj(ϕ, ρ, t, ωt)

�
2π
� Y������� �"����� \ ]����

Y� 
τ
\¸��Z �C�¦� X�7 \���� �#���C7

〈vj〉(x, t) =
1

2π

2π∫

0

vj(x, t, τ) dτ = 0, 〈zj〉 = 0,

�LY� ������!��\ �C �����X�� 5 Z
��]�2����
wj
�
zj
¢(��� \¦\�7 �!�!����� �!��7 X��%]���] 5 Z
��]�2����

Y�������71������X D
(x, t)

¢��E >U��"� \����
Ω\Ω0

¢�� �#�D]
 � �� �"�����!��X
(ϕ, r)

���4  Y���� �#���
�C����X4¢�Y� ��"�!� ����� \6�_��Z ���C7 � �

��~ ���1~
�����#� A(���(�!/��>��� * ���>����'����"� #%� �&��� ω0 > 0 ? #���� 

��� ω > ω0+ ��1
l > 0

�;�!.��"��J�����'G�P�
�('��!	"����J��
n
��' �"+8�>�%�,1 ��'����"��#%� �&���

N0 ?
#�����

���

*"- 
����!�����!�!�O

���,+ 
��������=���!� ��¤ ¤�� � ^�¦ ���������$7���'
#G���!���P�
N0

��3B3D��� ��� * ���
��������� �%�,1F

��� ���!���=���!��� n

u ? + ��1F���
��������J��;�&

�(' * �,+ �!� * ';��4����!�!'

∥∥uω − n
u
∥∥
Cl,l/2(Q)

6 Cn,lω
−(n+1−max(l−2,0))/2.

���&+ ��3B3D��� ��� * ���
����	". 7 +8�>�&	5
����!��� '
�>�%�,1 ���
�536'�� � ? #���� 

��� ��7 * �>����)
����� ����E����!�!�

u0
���,���,+ �����!����� 7>'�+�'
#%� 
��
�������"���!��� n

u
� * �&+ � �%�,1K� ����)

E����!�!. ��������#%����J��
(
7>' * � �,1!/���J��;�
� n) #%� �&��'��&+ ����7���'
#%���D�('%7&����E���� - 
�!�!��� �!� - 
F�&+ �������&+ � - 
;
�'��(' �"���!�(#G�>�&�!��
;��'
#
'��!	"���%) �
�('
� *"- 
O7>'�+�'
#�+ ��1
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��Z
������X*������Y��!���!U� �������� \ ]��4D�Z
���������������/Y���  ��¡¦�� ��C���� ��� &Y� ������"]��

2k
�

W����!U� ���� D�W � W � �a��]
  � � � ¢�¥ ¢ ¢ 	 � 71���! �=Z \���� �#���������  >U� \���  � �!�������
Z
���������������*� ����� ¤ ¤�� ¤�� ¦�\JU XT\��!�� v \�2�����������Z��XY³��� � �"������ ��
��� \��!���
A = A(ωt)

�D\ ��Z
���!� ¡ �����J���³ >U� ������!������������X D£���FE³�������4DF�¸  ]���� \��!�� \����
\����!2��� ����!���� ��� m���FE³�������/Z \���� �#�������� ��� LZ
��������������� � +[�#����]
 LY���� 	��! �7
���X��� ������������ \��!�

f(x, τ)
Z
���������������c����]��"���"X[� ������\��3$*� \���]����* ������!�����

��������� � W � � � �4�¦������E³����7 Z���\����!�!�!�4D � ¥�� ¢�	�	 � �� �� \���7*Y��� \��!���!��\������
x ∈ R

\�U XT\��!�� % \�2�����������Z��XY³���
Y� '������71������� �"������ ��_��� \��!���,Z¦�����C \��
��¡FU ��� ���!� \6�¸ �������]��4D�$*� \���]��4D¸ ������!�������������D]���] �[¡ �����J���1 >U� ������!�����������
��X D¥���FE³�������4Dm���{� \����&������71������ ��m \ �=¢C����]I�L��\ ��Z
���!�g¡ �����J���L4� >EF� �
(D\¦\ �C� �#  � �!�����?W � W � �a��]
  � � � ¢�¥ ¢ ¢ 	 � ¢� ��!�� \6��YF��� \6� ]?������������ ��?¡ ���
���J����¢� ��������'� � $E��X4¢�Y� �	��! �7 Z%Y� �#�� >U��� ��¡ �C %${�C7  \���  ����Z��v��� \��!�
� ¢ 	 �
�{�����! ���\ ]
 ��_��� ����]�2���� �
+XU�  ¡����J���������=3
J
�­����\ �C  � ���_ \����

B
�­ \���  ���� �� \��¦Y��!���!U�� �C���� ��XU �!��� D�  �� gY��� \��!���!��\����� ��

C = C(B)
� U �!��� D�  �� 5Y��� \��!���!��\����� 
���¦Y�������X[����X D 5 Z
��]�2����

J → B
\��� ��C71 ��

sup
�

◦

C =
◦

C(B)
�oY� �"Y��� \��!���!��\����� F��¡

C
¢�\� \��! J��Y³���v��¡ 	 �C��71�����!  �

u(t)
¢

�����&]
 ��! ���X D
limt→∞ ‖u(t)‖ = 0

�

Mp = Mp(B)
¢
Jp(a, b, B)

�]U �!��� D�  � XoY��� \��!���!��\���� ����¡�71�����C7 X D
5 Z
��]�2����L\¸�� ��C7 ��7 �

sup
t∈J

( 1∫

0

‖u(t+ s)‖p ds
) 1

p

,

( b∫

a

‖u(t)‖p dt
) 1

p

, p > 1.

0D�!EF�C7­ \���  ����X�7� >U	�=�¦]��! �7������������ \6�:������������X��v  Y������!�! ��
L =

d
dt + A(t)

¢�� �#�
A(t)

¤
t ∈ J

¦�� \��!�C¢T�� � >U>Y³�g��  �� ����=¢����� ������!������������X��
  Y������!�! �� ��W ��� �"Y� ��"�!� �!��� \6�/� X[Y� ��C��������X�7.\ �C� �"Z��XY³������� ������"&��� �	�
�����

�"%�
������" ����� �
��� � �g�����
�XU� ��� 

u(t0) ∈ B
Z
���������������

Lu = 0
�C71�����

� �"����\����������� ��³���FE³�������
u(t)

¤
t > t0

¦U¢"Y���������7 ����¡����FE ���XYF���m  Y������!�! ��
U(t, t0)

¤
t > t0

¦B���¦Y�������X[�����&]���]¥  Y������!�! ��
B → B

�I\ ���C���� E���¦Y�������X��
�����
Y� % >U�  �C7��!���¦Z�71��������7

t > t0
�

Wv��� \��!�� \����=¢r� \ ���
A(t) ≡ A

¢r�! 
Z \ �C  � ���³����¡����FEF�C71 \����K  ¡����J���!���J¢
���! 

A
Y� ��� %$ ���!��� \ ���C���� %���¦Y�������X[����Z�� ����Z�Y�Y�Z

U(t)
¤
t > t0

¦ �
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 �2�����]��
‖U(t, t0)‖ 6 l0e

c0(t−t0), t > t0.
¤ ¤�� ¥ £ ¦

�g���m���¦Y�������X[���� ��� %Z
���������������
Lu = f

¢#� �#�
f ∈ M1(B)

���FE³�������
u(t)¤

t > t0
¦B  Y���� �#� ������� \6�
Y� E >U X����� �� 5  ��C7 Z �C�

u(t) = U(t, t0)u(t0) +

t∫

t0

U(t, s)f(s) ds.

W­�! �7o\ ��Z
���!��¢ª� \ ��� 5 Z
��]�2����
u(t)

¤
t ∈ J

¦'Z¦�#  ���C������ �������� 	��! �7 Z
����������\���� Z%�����I�
�XU X D

t > t0 ∈ J
¢#�! ¥7 X ��  �� ����C7� _���FE³�������c���%� \����

 \ �
�&Y���E³��7
Lu = f

¤
t ∈ J

¦ � ( ¡E¤ ¤�� ¥ £ ¦����¦Y� \���� ��\����������� 'Y� ���Z
���!��7

‖u(t)‖ 6 c0

[
‖u(t0)‖+

t0+1∫

t0

‖f(s)‖ ds
]
, t0 6 t 6 t0 + 1.

¤ ¤�� ¥�¤ ¦

+vY���� �#� ���C7 �!�¦Y������
L
]���]m���� ������!������������X��m  Y������!�! ��L�

C = C(B)
�

�g���3	��! ��� F�# \����!�! ����� '¡ �����!�!�% >U��"� \��!�*  Y���� �#� �C������������������\����� �7

D = DG = {u ∈ C, f ∈ C, Lu = f (t ∈ J)}.
2������C ��¦������ �  Y���� �#� ������7

L
]���]4���� ������!������������X��£  Y������!�! ��D�vY��� \��!���!���

\���� � D
Mp(B)

¢
Jp(−∞,+∞, B)

� ( ¡¸ �2�����]���¤ ¤�� ¥�¤ ¦ \ �C� �"Z����J¢����! '�� � \�� D
\ ��Z
�����4D=�C71����� \6�:���C %$*�������

D ⊂ C
�V# ��7 ]���Z
�! \��!� 	����4D°  Y������!�! ���  �

� Y� ��C���� ����¦� ���#��� �
��� N�/���/
)�/�>.,./���$ +vY������!�! ��

L
����¡¦X[� �!��� \6� ����� � � $ ���
	��X¢�� \ ���
�����

� \6��]
 ��� 
f ∈ C

Z
���������������
Lu = f

 �#��  ¡����J���� c����¡����FEF�C7 X �
C
� ( ¡

�!�� �����7 X ���!��� D��%Y� ���Z
���!��7:\ Z Y³� \�����  � �!�����³ ������!������������ ��� � >U����!�!�� ��� 
L−1 : C → C

�¥ �2�����]�Z

‖u‖C 6 k‖Lu‖C.
¤ ¤�� ¥�¢ ¦

��� N�/���/
)�/�>.,./��r$ +vY������!�! ��
L
����¡¦X[� �!��� \6��
 � � ����
 ���
	��X¢E� \ ���

\ Y�������� ������� �c �2�����]�� ¤ ¤�� ¥�¢ ¦S¢ � ����"%������� ��
 � � ����
 ���
	��X¢�� \ ���?\ Y�������� �C�
����� �* �2�����]�� ‖u‖C 6 k‖Lu‖M2(B)

¢
u ∈ C

¢
Lu ∈ M2(B)

�
+���71�����C7�¢(���! I��¡{Z \ ���C������ ���]
 ������¦]��!�� \�����\ �C� �"Z����&]
 ������¦]��!�� \��!�

¤ � � ���"Z  ����¦� ���#�� ��� ����C %$*�������
C ⊂ M2 ¦ � +XU����!�!�� ��&Z
�������=$ �#�������m���
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Z \ ���C������ 
]
 ������¦]��!��� �
��� N�/���/
)�/�>.,./��r$ +vY������!�! ��
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v(x, 0) = ϕ(x).
¤ ¤�� ¥�� ¦

W Z \��!�
r
� Y���  ��¡¦�� ��C���� ��.Y� ��C %${���!� �C���� ��Ú����\ �C C¢

[r]
� 2�� �"���

��� \��!�
r
� �������¦¡

Cr = Cr(Rm)
 >U�  ¡����J���C7 Y��� \��!���!��\����� 

[r]
����¡³���¦Y������

��X[���� ��"� 545 ��������2�����Z���7 X D=�
Rm

5 Z
��]�2����=¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D=Y����
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‖u‖Cr =
∑

|α|6r

sup
x∈Rm

|Dαu(x)| <∞,

� Y����¥����2�� ��X D
r
Z \ �C  � � �

‖u‖Cr = ‖u‖C[r] +
∑

|α|=[r]

sup
x′ 6=x′′

∣∣Dαu(x′′)−Dαu(x′)
∣∣ ∣∣x′′ − x′

∣∣[r]−r <∞.

�������¦¡
Cδ([T1, T2], C

r)
¢1� �#�

r > 0
¢
δ ∈ [0, 1)

¢. >U�  ¡����J���C7�U �!��� D�  �� 
Y��� \��!���!��\����� ����¦Y�������X[����X Dg�

Rm+1 5 Z
��]�2���� u(x, t) ¢��C71���XYF�4D³���¦Y��������X[����X��[Y���  ��¡¦�� �#��X���Y� 
x
�# DY� ������"]��

[r]
� ]��
�������!� �C���� D�{Z¦�#  ���C������ !�

��� �XYF�4D

‖u‖Cδ([T1,T2],Cr) = ‖u‖C0([T1,T2],Cr) +

+ sup
(x,t′′)6=(x,t′)

∑

|α|=[r]

∣∣Dαu(x, t′′)−Dαu(x, t′)
∣∣ ∣∣t′′ − t′

∣∣−δ <∞.

��~ ���1~
���J�#� �=� ��������	
ϕ ∈ Cγ0 ? γ0 ∈ (0, 1] H I���J9+�' 

��� �!.��"���

δ0 ∈
(0,min(γ, γ0))

+ ��1=����E����!� �
uω ? v

7>'�+�'
#�¤ ¤�� ¥�� ¦ ? ¤ ¤�� ¥�� ¦C�°¤ ¤�� ¥ ^�¦ ? ¤ ¤�� ¥�� ¦ ?���"�
� * �>�%��� * ���!��� ? �&

�(' * �,+ �!� * �;���"�
������E����!���

lim
ω→∞

‖uω − v‖Cδ0/2k([0,T ],Cδ0) = 0.

¢�� 8 � \¦\�71 ��!���C7�]�� ��¡¦�������������� ���Y��!���!U� �������� \ ]
 ���Z
����������������� �����
∂u

∂t
=
∑

|α|=2k

aα
(
x, δ2k−1u, t, ωt

)
Dαu+ f

(
x, δ2k−1u, t, ωt

)
,

¤ ¤�� 	 £ ¦

u(x, 0) = ϕ(x), t ∈ [0, T ], T = const > 0.
¤ ¤�� 	 ¤ ¦

# �#� \����������¦¡
δ2k−1u

�����?]����!��]
 \����°7 Xé >U�  ¡����J���C75���¦]��! ���� 5 Z
��]�2�� �
(
u, ∂u∂x1

, . . . , ∂
2k−1u
∂x2k−1

n

) ¢�\� \��������C������Z��6��¡ � \��¦��  ¡�71 %$E��X D���� \��!��X DIY���  ��¡��
�� �#��X � 5 Z
��]�2����

u
Y� 

x1
¢
x2
¢ ����� ¢

xm
�# <Y� ������"]��

2k − 1
� ]��
���

�����!� �C���� � +XU�  ¡����J���C7
�������¦¡
p =

∑2k−1
i=0

(m+i−1)!
i!(m−1)!

]
 �������� \����� ����]��4D
Y���  ��¡¦�� �#��X D ��W Z \��!�

M
� Y���  ��¡¦�� ��C���� ��� ������!������������ �� 71�� %$*� \����� 

��]
 �7 Y��C�¦]�\��� �7aY��� \��!���!��\������
C
p � � Z¦�#��7 Y���� �"Y� ��"�!� �!�!�C¢����! 5 Z
��]��2����

aα(x, e, t, τ)
¢
f(x, e, t, τ)

��Z
����������������¤ ¤�� 	 £ ¦
�.�4D,Y���  ��¡¦�� �#��X��
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∂aα
∂ei

(x, e, t, τ)
¢ ∂f
∂ei

(x, e, t, τ)
Y� ']
 �7 Y� �����������7����¦]��! ����

e ∈ Cp
  Y���� �#� �C���

��X4¢
���¦Y�������X[����X=Y� \�  ��  ]�Z�Y��� \����'Y�������71������X D%�_�������� �71������ £ ������!�����
������X�Y����

x ∈ Rm
¢
e ∈M

¢
t ∈ [0, T ]

¢
τ ∈ [0,∞)

�!W Z \��!�C¢�]��� �71���! ��� C¢¦�����
���¦]
 ��! ��� ��� 

γ ∈ (0, 1]
5 Z
��]�2����

aα(x, e, t, τ)
¢
f(x, e, t, τ)

¢ ∂
∂ei
aα(x, e, t, τ)� ∂

∂ei
f(x, e, t, τ)

Z¦�#  ���C������ ���� ���TY� vY�������71������X�7
x
¢
t
Z \ �C  � � ��- �� �C���#�����

\DY�  ]���¡ �!�!� �C��7
γ
�&]
 ���\����!���! ��

C = C(M)
¢C���D¡ ��� ��\6��Y³���� ��%�!���¦Z�71�����

�!  �
x ∈ Rm

¢
e ∈ M

¢
t ∈ [0, T ]

¢
τ ∈ [0,∞)

¢ � 5 Z
��]�2���� ∂aα
∂ei

(x, e, t, τ)� ∂f
∂ei

(x, e, t, τ)
Z¦�#  ���C������ ���� ���¥�FY³�E�������� �71������ m ��!�� \ ���!� �C���� 

x
¢
t
¢
τZ \ �C  � � �v�D��Y�EF��2�� Y� 

e
3

∣∣p(x, e′′, t, τ)− p(x, e′, t, τ)
∣∣ 6 L

∣∣e′′ − e′
∣∣,

� �#�
p = ∂aα

∂ei

����� ∂f
∂ei

¢
x ∈ Rm

¢
t ∈ [0, T ]

¢
τ ∈ [0,∞)

¢
e′, e′′ ∈ M

¢
L = L(M)

� Y� \��! J��������� �
W ��� �"Y� ��C %${�C7�¢(���! Q� X[Y� ��C������ IZ \ �C  � ���E�������� �71������ ��/Y��!���!U� ��������

�� \����a����� Z
���������������ç¤ ¤�� 	 £ ¦S¢_� � � � �����s� \�� D ���FY³� \�����������X D
σ =

(σ1, σ2, . . . , σm)
\ Y�������� ������� �³ �2�����]��

(−1)k+1 Re
∑

|α|=2k

aα(x, e, t, τ)σ
α
> δ|σ|2k ,

� �#�DY� \��! J���������
δ = δ(M)

���D¡ ��� ��\ ���* ��
x ∈ R

m ¢ t ∈ [0, T ]
¢
τ ∈ [0,∞)

¢
e ∈ M

�0W Z \��!� 5 Z
��]�2����
aα
�
f
����]
  � X4¢����! L\ Z Y³� \���� Z����
�4D�\���� �#�����

Aα
�
F
¢�  Y���� �#� ������7 X�������������\����� �7

P (x, e, t) = lim
N→∞

N−1

N∫

0

p(x, e, t, τ) dτ,

� �#�
p = aα, f

¢�Y���������7�\ D� �"�C71 \��!�F]&Y���� �#� ��ZX�������� �71�������£ ��!�� \ ���!� �C�!�
�� 

(x, e, t) ∈ Rm ×M × [0, T ]
�
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∂v

∂t
=

∑

|α|=2m

Aα
(
x, δ2k−1v, t, ωt

)
Dαv + F

(
x, δ2k−1v, t

)
,

¤ ¤�� 	 ¢ ¦

v(x, 0) = ϕ(x), t ∈ [0, T ].
¤ ¤�� 	!��¦
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t ∈ [0, T ] ?

���(#G�P�$+ ��1F�!.��"��J��
δ0 ∈ (0,min(γ, γ0))

*"- 
����!��1��>�%�,1 ���"�
������E����!���

lim
ω→∞

‖uω − v‖
C

δ0
2k ([0,T ],C2k+δ0 )

= 0,

J9+8�
uω

�
v � ����E����!��1L7>'�+�'
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n
� ���!��Z
�����C���� ��E����\ �C C¢

D
�  ������!���������������� >U��"� \��!�LY��� !�

\��!���!��\���� �
Rn
¢
T = const > 0

�
Ω = {(x, t, τ) : x ∈ D, t ∈ [0, T ], τ ∈

[0,∞)} � 0D�471�� %$*� \������ Ω ��� \¦\�71 ��!���C7�¡ �����J��ZF4� >EF�F�����{¡ ��� ��\6��Y³���* ��U� ��C�>E³ ��� FY��!����71���!���
ω
\ ��\��!��7 X

n
��� ������������X D
Z
���������������
� �����

dx

dt
= f(x, t, ωt) +

√
ωϕ(x, t, ωt),

x(0) = x0, t ∈ [0, T ].

¤ ¤�� 	 ¥ ¦
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 ��C� ]�Z/Y���  ��¡¦�� �#����� dx
dt
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f(x, t, τ)
�
ϕ(x, t, τ)
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 ��! ���X��E  Y���� �#� �C����X«���m71�� %$*� \������

Ω
¢�Y��������C7 �����

¡����J���������
�
Rn
�&Z¦�#  ���C������ ���� ���'\ �C� �"Z��XYF�C7�Z \ �C  � ���C7�3

¤ ¦T]
 �7 Y� ���������X
fi(x, t, τ)

�
ϕi(x, t, τ)

¢
i = 1, 2, . . . , n

¢�	����4DQ���¦]��! ����
5 Z
��]�2����X���¦Y�������X[����X=�{�"� 545 ��������2�����Z���7 X=Y� F]
 �7 Y� �����������7����¦]��! ����
x = (x1, x2, . . . , xn)

∗ �¢ ¦U���¦]��! ���� 5 Z
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f(x, t, τ), ϕ(x, t, τ), χ(x, t, τ) ≡ ∂ϕ

∂x
(x, t, τ)

τ∫

0

ϕ(x, t, s) ds

� 7 �!�!��������  ¡����J����X�� 5 Z
��]�2���� ∂f
∂x(x, t, τ)

¢ ∂ϕ
∂x (x, t, τ)

¢Ì� �#� ∂f
∂x =(

∂fi
∂xj

)n
i,j=1

¢ ∂ϕ
∂x =

(
∂ϕi

∂xj

)n
i,j=1

� 7 �!�!����2�Xa@�]
 >U �=¢(�������� �71������ c ������!�����
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Ω
�

��¦ Y���  ��¡¦�� �#��X�� ∂fi
∂xj

¢ ∂ϕi

∂xj

� ∂ϕi

∂t
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1 6 i, j 6 n
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Ω
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x
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L
¢1���! �Y������ \�� D

x, y ∈ D
¢
t ∈ [0, T ]

�
τ ∈ [0,∞)� X[Y� ��C��� ��� \6����������������\���� �

∣∣∣∣
∂fi
∂xj

(y, t, τ)− ∂fi
∂xj

(x, t, τ)

∣∣∣∣ 6 L|y − x|

�L�!�����C ��¦������X��¸��������������\���� �D����� ∂ϕi

∂xj

� ∂ϕi

∂t

�

¥ ¦ 5 Z
��]�2����
fi(x, t, τ)

�
χi(x, t, τ)

¢
1 6 i 6 n

¢#�������� �71������ E���_71�� !�
$*� \������

Ω
���¦Y�������X[����X5Y� 

t ∈ [0, T ]
¢#� � � � \ Z Y³� \���� Z����X����]���� 5 Z
��]�2����
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γ : [0, T ] → R
¢"]
 ��! ������m���¦Y�������X[�����{�X��Z �C�F�IZ¦�#  ���C������ ��������{Z \ �C  � � �

γ(0) = 0
¢����! &Y����Q� \�� D

x ∈ D
¢
t1, t2 ∈ [0, T ]

¢
τ ∈ [0,∞)

\ Y�������� ������� X
 �2�����]��

|fi(x, t2, τ)− fi(x, t1, τ)| < γ(|t2 − t1|),
|χi(x, t2, τ)− χi(x, t1, τ)| < γ(|t2 − t1|);	�¦ \ Z Y³� \���� Z����³����]����%���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

F
¢
  Y���� �#� �C���������_���³71�� %$*���

\������
D × [0, T ]

\� �¡����J���������C7 �?�
Rn
¢����! ��������� �71������ K ��!�� \ ���!� �C���� 

(x, t) ∈ D × [0, T ]
\ Y�������� ������� X:Y���� �#� �C����X��D\� � ��!�� >E³�������

Fi(x, t) = lim
N→∞

1

N

N∫

0

[fi(x, t, τ) + χi(x, t, τ)] dτ, i = 1, 2, . . . , n;

� ¦UZ \���� �#�����������
¡ �����J���
dy

dt
= F (y, t),

y(0) = x0, t ∈ [0, T ],

\c�!��7 $*��¢B���! ��Ì¤ ¤�� 	 ¥ ¦S¢B���J�����C����X�7*Z \ �C  � ����7
x0 ∈ D

�C71����� ���FE³���
�����

y(t)
\� '¡����J���������C7 �
�

D
�

� ¦��������� �71������ ³ ��!�� \ ���!� �C���� 
(x, t) ∈ D× [0, T ]

\ Z Y³� \���� Z����FY���� �#���
��X

lim
N→∞

1
4
√
N

N∫

0

ϕi(y, t, τ) dτ = 0, lim
N→∞

1
4
√
N

N∫

0

∂ϕi
∂yj

(y, t, τ) dτ = 0,

lim
N→∞

1√
N

N∫

0

∂ϕi
∂t

(y, t, τ) dτ = 0, 1 6 i, j 6 n.

W ���s� X[Y� ��C��������� Z�]���¡ �!����X DaZ \ �C  � ��� \ Y�������� �������� \ �C� �"Z��XY³���
Z
�������=$ �#������� �

��~ ���1~
��� �#� M=������1=�!.��"��� 
��
������1!�!�����
ε > 0

��' �"+8�>�%�,1 
��
������1!�!��'�1
ω0 = ω0(ε) > 0

��'��!'�1 ? #����D

�����!'��A+8��� ω > ω0
�9�!/��>��� * ���>�D�,+ �!� ��� * ����)

���"������E����!���
xω(t)

* ��7����!/����!����� 7>'�+�'
#%��¤ ¤�� 	 ¥ ¦ ? � 

��� ������� + ��1 * ��� 

t ∈ [0, T ]

�&

�(' * �,+ �!� * �B���9�(' * ��� ��� * �

∣∣xω(t)− ◦
y(t)

∣∣ < ε.
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 ��� �����¡��

�C %$*�����������FE³�������
xω(t)

¡ �����J��� ¤ ¤�� 	 ¥ ¦S¢�Y���� �"Y� ��"�!� ���I�#  Y� ��C�����!� �C���� C¢
���! g���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

f(x, t, τ)
�
ϕ(x, t, τ)

������� ��� \6�
l
� Y������� �"����� \ ]��C7 �

Y� 
τ
�Ç >U��"���������¥���¦Y�������X[����X�7 ���

Λ
Y���  ��¡¦�� �#��X�7 ��Y� 

x
¢
t
�
�XU� ��� 

Y� ������"]�� � 0D�� \���  � �!�����K71���! ���%�"� Z=D�7 � \ E³���!U���X Dm����¡ �C %$*��������U Z¦�#��7
���� {\��!��  ���!�{�'� ���#�

xω(t) = u0(t) +

∞∑

k=1

ω−k/2[uk(t) + vk(t, ωt)],
¤ ¤�� 	�	�¦

� �#� ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
uk(t)

���¦Y�������X[����X/Y� 
t ∈ [0, T ]

¢¦�
vk(t, τ)

�����¦Y������
��X[����X*Y� 

(t, τ) ∈ [0, T ] × R+
�
l
� Y������� �"������X6Y� 

τ
\%��Z �C�¦� X�7,\���� �C�

���C7 � �³����\���� Z!� 5  ��C7 ���C���� C¢�Y� ��\������ �C7°������¤ ¤�� 	�	�¦���71� \��! 
x
�c�����������

\���� �£¤ ¤�� 	 ¥ ¦��4����¡ �C %${�C7���� ������������ \����
f
�
ϕ
�������"X�)=�����C ����v\�2������!�� �7

x = u0(t)
��W  ���Z
���C7

du0(t)

dt
+

∞∑

k=1

ω−k/2

(
duk(t)

dt
+
∂vk(t, ωt)

∂t
+ ω

∂vk(t, ωt)

∂τ

)
=

= f [u0(t), t, ωt] +
∞∑

k,j=1

1

k!

∂kf

∂xk
(u0(t), t, ωt)×

×
{
ω−j/2[uj(t) + vj(t, ωt)]

}k
+
√
ω ϕ[u0(t), t, ωt] +

+
√
ω

∞∑

k,j=1

1

k!

∂kϕ

∂xk
(u0(t), t, ωt)

{
ω−j/2[uj(t) + vj(t, ωt)]

}k
,

¤ ¤�� 	 � ¦

u0(0) +

∞∑

k=1

ω−k/2[uk(0) + vk(0, 0)] = x0,
¤ ¤�� 	 � ¦

� �#� ∂kf
∂xk (x, t, τ)

� ∂kϕ
∂xk (x, t, τ)

� Y���  ��¡¦�� �#��X����£���FE³�
k
� �� :Y� ������"]��

���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
f(x, t, τ)

�
ϕ(x, t, τ)

¢ \� � �������� \����������� C¢�Y� Q���¦]��! ����� ��
Y�������71������ ��

x
�

WÌ¤ ¤�� 	 � ¦��c¤ ¤�� 	 � ¦�Y�����������������7�]
 �	 545 ��2���������X�Y����E �"������]
  � X D \��!���
Y������4D

ω
� 8 ��������\����� L]
 �	 545 ��2��������!  �&Y������������ XT\ E³���/\��!�¦Y������

ω1/2 ��C�¦�� ��
�&Y������� ��_��� \����4DK¤ ¤�� 	 � ¦U�C71�����'� ���

∂v1(t, τ)

∂τ
= ϕ[u0(τ), t, τ ], τ = ωt.

¤ ¤�� 	�^�¦
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8 � \¦\�7 �!�!����� ���

u0(t)
�
t
� ¤ ¤�� 	�^�¦S¢��I]��J��� \������'Y��!����71���!��  �c �#��  ¡����J���� 

��� D� �"�C7

v1(t, τ) =

τ∫

0

ϕ[u0(t), t, s] ds−
〈 τ∫

0

ϕ[u0(t), t, s] ds

〉
,

¤ ¤�� 	 � ¦

� �#� 〈ϕ(τ)〉 ≡ 1
l

∫ 1

0 ϕ(s) ds
� 8 ��������\���� �{]
 �	 545 ��2��������!  �%Y�����\��!�¦Y������

ω0�m¤ ¤�� 	 � ¦U��¤ ¤�� 	 � ¦U�C71�����'� ���

du0
dt

+
∂v2
∂τ

= f(u0, t, τ) +
∂ϕ

∂x
(u0, t, τ)[u1(t) + v1(t, τ)],

u0(0) = x0.

¤ ¤�� � £ ¦

+����¦� ���#�� C¢(���� >U%D� �"�C7 X�7<Z \ �C  � ����7v����¡����FEF�C71 \�����Y� ���Z
�������� ���¡ �������
���g����������� \6�g����������\����� 
\���� �#���4DIY� 

τ
���F�C�¦�� ��Q��Y������� ��c��� \��!���=¢�� � � �

����¡����FEF�C71 \��!�'¡ �����J���

du0
dt

=〈f(u0, t, τ)〉 +
〈
∂ϕ

∂x
(u0, t, τ)

τ∫

0

ϕ(u0, t, s) ds

〉
≡ F (u0, t),

u0(0) = x0.

¤ ¤�� ��¤ ¦

# �����J����¤ ¤�� ��¤ ¦U\�  � Y������!��� \ Z \���� �#�������� ��
¡ �����J�����=¢�]
 ��! �������Y� {Z \ �C  � � �
�C71���������FE³�������

u0(t) =
◦
y(t)

�9W  ��\������������ 	��! 
¡����J���������
u0(t)

�K¤ ¤�� 	 � ¦S¢
���!���#��7

v1(t, τ)
�

� Xa��\ Y� ��C� ¡�  � ����� Z=$*�m����������\����� �\���� �#���4D?Y� τ ¤z��  �� �������3 � 71� �C��C������X D�\� \���������� �XYF�4D 	�¦v�C�¦�� �����Y������� ��K��� \��!���/¡ �����J����¤ ¤�� � £ ¦ ��Y������
����������� �!��7Ì�!�¦Y������g \����!��]��=¢.� � � � U XT\��!�� g \�2�����������Z��XYF���
\E��Z �C�¦� X�7
\���� �#���C7�\� \���������� �XYF���³¤ ���� �� ���g]����!��]
 *��  �� �������3 � U XT\��!��X�� \� \������������
�XYF��� 	�¦ � �g��� 	��! ��� {Y���� �"� �!�����!� �C���� %]�� $ �# ��&���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

g(t, τ)
¢

  Y���� �#� �C������ ��������¦Y�������X[���� ������m71�� %$*� \������
(t, τ) ∈ [0, T ] × [0,∞)

�
 >U��"�������XY³���
\���� �#���C7 〈g(t, τ)〉 Y� τ ¢�Y� \������ �C7��{\� � �������� \���� �������¦]��! ����5 Z
��]�2�� � {g(t, τ)}τ = g(t, τ) − 〈g(t, τ)〉 ¢U]
 ��! ������  >U��"�����!���g��Z �C�¦� X�7\���� �#���C7�3

〈
{g(t, τ)}τ

〉
=
〈
g(t, τ)− 〈g(t, τ)〉

〉
=
〈
g(t, τ)

〉
−
〈
〈g(t, τ)〉

〉
= 0.
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������������� �

∂v2
∂τ

={f(u0, t, τ)}τ+
∂ϕ

∂x
(u0, t, τ)u1(t)+

{
∂ϕ

∂x
(u0, t, τ)v1(t, τ)

}

τ

.
¤ ¤�� � ¢ ¦

>ª�� LY������ ������� \��!�&������������ L¡ ��� ��\ ���m ��¥���¦��¡¦��� \��!�� ������¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
u1(t)

�% >U��"�����!������Z �C�¦� X�7�\���� �#���C7QY� 
τ
� )���]E���! 	��! DZ
�����������������C71�����

� �"����\����������� ��
l
� Y������� �"����� \ ]
 ���Y� 

τ
���FE³��������¢�]
 ��! ��� ����C71�����{� ���

v2(t, τ) = λ(t, τ)u1(t) + µ2(t, τ),
¤ ¤�� � ��¦

� �#�
λ(t, τ) =

{ ∫ τ
0
∂ϕ
∂x [u0(t), t, τ ]dτ

}
τ

¢U�����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
µ2(t, τ)

U�� \U�
]
 ��������� {�"� 545 ��������2�����Z���7 ���IY� 

t
�
l
� Y������� �"����� \ ]����LY� 

τ
\³��Z �C�¦� X�7

\���� �#���C7 �
W ��������������� ��� ]
 �	 545 ��2���������X Y����%\��!�¦Y������

ω−1/2 �D�C�¦�� ��'�{Y������� ����� \����4D�����������\����c¤ ¤�� 	 � ¦U�Ç¤ ¤�� 	 � ¦S¢�¡ ��71�������
v2
���� {� X���� $*��������7�¤ ¤�� � ��¦U�

Y����C71�������¥  Y������!2�� �.Z \���� �#���������
Y� 
τ
¢�Y� ���Z
���C7�¡ �����J��Z

du1
dt

=

〈
∂f

∂x
(u0, t, τ)v1(t, τ)

〉
+

1

2

〈
∂2ϕ

∂x2
(u0(t), t, τ)v

2
1

〉
+

+

〈
∂ϕ

∂x
(u0(t), t, τ)µ2(t, τ)

〉
+

〈
∂f

∂x
(u0(t), t, τ)+

+
∂ϕ

∂x
(u0(t), t, τ)λ(t, τ) +

∂2ϕ

∂x2
(u0(t), t, τ)v1(t, τ)

〉
u1(t) ≡

≡
[
∂F

∂x
(u0(t), t)

]
u1(t) + c1(t),

¤ ¤�� ��¥ ¦

u1(0) = −v1(0, 0).
¤ ¤�� � 	�¦

�D�������������e¡ �����J���e4� >EF�á¤ ¤�� ��¥ ¦�Ór¤ ¤�� � 	�¦� �#��  ¡����J���� é����¡����FEF�C7 � ���
Z
��� \���]
�

t ∈ [0, T ]
�g���%���FE³�������

u1(t)
U�� \ ]
 ��������� {�"� 545 ��������2�����Z���71 �

W  ��\����������������!���#������Z��a���¦]��! ���� 5 Z
��]�2�� �
u1(t)

� ¤ ¤�� � ��¦S¢� �#��  ¡����J���� 
���!���#��7

v2(t, τ)
¢U]
 ��! ������Ç����]4$*��U�� \ ]
 ��������� L�"� 545 ��������2�����Z���7 �QY� 

t
�

2������C ��¦������X�7g >U�����¡� �7c��� D� �"�C7I�F�#��Z
�¦���[]
 �	 545 ��2���������X �������%¤ ¤�� � 	�¦ �
W ��� �#��7Ç >U�  ¡����J���������

m
xω = x0(t) +

m∑

k=1

ω−k/2[uk(t) + vk(t, ωt)], m = 0, 1, . . .

;UY�������� �������� '\ �C� �"Z��XY³��� Z
�������=$ �#������� �



¥ ^ n�pgS1l�S h�i�� Y�U�� � W�r�Q0V�U���qbS�[�Y � V*q�L�V/LNW�r
��~ ���1~
��� �#� C=�D��������	�+�'��!� - � 7>'�+�'
#%�
¤ ¤�� 	 ¥ ¦D��+8� * ���>� * ���!1!.A�=�!�!'")

7>'��!� - � *"- E��0����� �"� * '��!��1�� H I���J9+�' + ��1O�!.��"��J��0��'G�P�
�('��!	"����J��D#%� �&��' m��' �"+�� �%�,1 ��'��!����
���������� �����!	"� - �B#%� �&��' ωm
�
cm ?

#����A

���
ω > ωm

��36)
3D��� ��� * ��� ��������� �%�,1M

��� ���!���=���!��� m

xω(t) ?
��+8� * ���>� * ���!1!.�/�����

��� * ��� 


t ∈ [0, T ]
��4����!���

∣∣xω(t)− m
xω(t)

∣∣ 6 cmω
−m+1
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��9�('G����� ? +8� � ��� * �!.�/�� � * �����<
!�������&����� �%'���'�
!� * ���F

���
�����('���)��� * � X ��� * �&. +���
!���
������� * X ������'G����	". ��

���,+8�������!��1

D(A) H ����1F����J��#������ - ��
��9�('G�����
A

��������A+�'��$'���'��!� ���(#G�>�&�G�!. 
����G�!J����!
!
G� ? ������� 
!�&+ ��)�C�;��+8�
����'G���G#%��� ? #������ - �9�!/��>��� * � * '����=��'����"�6
���������� �����!	"����#%� �&��� c ?#�����+ ��1 * ��� 
 λ ��7F�������
��������� 
����G�!
!���
�&���
�����

Reλ > σ0
��
��9�('G����� -

(λI −A)
� - �!� �����('G����� - � *"- 
����!��1!��'G�&	=��4����!�!'

‖(λI −A)‖Hom(X,X) 6
c

1 + |λ| .

+vY������!�! ��
A
¢ Z¦�#  ���C������ ���� �XYF���=Z \ �C  � ���C7*]������!�������=¢ Y� ��� %$ ���!���

����E³�% �#��Z��!��������������� \ ]�Z��.Y� ���Z
����Z�Y�Y�Z �
��� N�/���/
)�/�>.,./ � ��$ >U\ ���£  Y������!�! ��

A
Z¦�#  ���C������ ���������Z \ �C  � ���C7�]������

�!�������L\
σ0 = 0

¢��! E  Y������!�! �� −A ����¡¦X[� ����� ��"%��
 � � � � ��"���"&���
	�� �+����¦� ���#�� C¢
���! %� \ ����  Y������!�! ��
A
Y� ��� %$ ���!��� �!��������������� \ ]�Z��,Y� ���Z��

����Z�Y�Y�Z�¢��! ³  Y������!�! ��
(−A+λ0I)

\ ���C���� FY�  ¡¦�����������%Y����X���¦]
 ��! ��� �7
λ0
�

>U\ ���
A
�,\ ���C���� �Y�  ¡¦����������X��³  Y������!�! ��=¢ �#����\���� Z��XYF���F�

X
¢��! T�����

]�� $ �# ��� ���FY³� \����������� ��� 
δ
  Y���� �#� ������� \6� � � � ¢ 5  ��C7 Z �"�¥¤ ¤¦¥C� ¤ 	�¦ � �����������

��X��%  Y������!�! ��
Aδ
�  � � � �&�	$ �������&����
�� �&� � ��� � � �

A
� +vY���� �#� ������71 ��������

]��C7  >U�����¡� �7�\���71����\����� E  Y������!�! ���  �* >U��"�����!���'\ �C� �"Z��XYF�C7 �I\ �� ���\���� ���
7 �=3
¤ ¦�� \ ���

δ 6 0
¢.�! 

Aδ
�  ������!������������X����

X
  Y������!�! ���\X��Z �C�¦� X�7

���#�� �7 ��Y���������7
A0 = I

¢
A1 = A

¢
A−1 �­ >U����!�!��X��
]

A
  Y������!�! �� �

¢ ¦ �����
�
�XU X D
δ1 6 0

¢
δ2 6 0

\ Y�������� �������� *����������\����� 

Aδ1+δ2 = Aδ1Aδ2 ;
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Aδ
� \ ��Z
���!�

δ > 0
����������� \6�  >U����!�!��X�7*]°  Y������!�! !�

��Z
A−δ ¢ Y���� 	��! �7K >U��"� \��!�4  Y���� �#� �C������� D(Aδ)

  Y������!�! ����
Aδ
\�  � Y��������

���{\� >U��"� \��!���<¡����J����������  Y������!�! ����
A−δ �&� \#� �"Z%Y��C ��!�� '� X �0D��]�� $ �# �7 ��¡�������������X D�71�� %$*� \����

D(Aδ)
¢
δ > 0

¢�71 %$E�� � �����
\����g�� ��C7 Z ‖ · ‖δ

\gY� �71 >Y³��� 5  ��C7 Z ��X ‖x‖δ = ‖Aδx‖X
� 0� ��C7 ����  � �!���

�� ��¸����]��C7� >U�����¡� �7�71�� %$*� \����� 
D(Aδ)

����������� \6�;U �!��� D�  � X�7QY��� \��!���!���
\����� �7�¢�Y���������7:Y����

0 6 δ1 6 δ2
�C71�����m71� \��! m���¦Y�������X[���� ��'���C %$*�������

D(Aδ2) ⊂ D(Aδ1 )
�

)���]4$*�E ���71�����C7,\ �C� �"Z��XYF���%\ �� ���\���� �&\ ���C���� &Y�  ¡¦���������� ��� ¥  Y��������
�! ���� −A ¢��#����\���� Z��XY³���� '� X 3¤ ¦ �����&]�� $ �# ��� 

x ∈ X
�
t > 0

\ Y�������� �������� '\� � ��!�� >E³�������

e−tAx ∈
⋂

δ>0

D
[
(−A)δ

]
;

¢ ¦ �����&]�� $ �# ��� *���!��Z
�����C���� ��� 
n
� X[Y� ��C������� \6������������\����� 

dn

dtn
etAx = AnetAx;

��¦������ ]�� $ �# ��� 
δ > 0

\ Z Y³� \���� Z����c����]
 ��
c(δ) > 0

¢1���! I������� \�� D
t > 0

\ Y�������� ������� �³ �2�����]��
∥∥(−A)δe−tA

∥∥
Hom(B,B)

6
c(δ)

tδ
;

¥ ¦ �����&]�� $ �# ��� 
x ∈ D((−A)δ) ¢ δ ∈ R

¢��C71�����X71� \��! %����������\����� 
(−A)δe−tAx = e−tA(−A)δx, t > 0.

�������¦¡
Cµ([a, b], B)

¢#� �#�
0 < µ 6 1

¢C >U�  ¡����J���C7�U �!��� D�  �� Y��� \��!���!���
\����� '���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

u ∈ C([a, b], B)
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D%Z \ �C  � � �

‖u‖Cµ([a,b],B) ≡ ‖u‖C([a,b],B) + sup
b>t2>t1>a,
t2−t1<1

‖u(t2)− u(t1)‖B
(t2 − t1)µ

<∞.

�������¦¡
C(B) = C(R, B)

U Z¦�#��7  >U�  ¡����J���!�!��Y��� \��!���!��\����� ���¦Y������
��X[����X D� ������!������������X D ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

ϕ : R → B
\cØiÜ õ � �� ��C71 �� �

�������¦¡
C1(B) = C1(R, B)

 >U�  ¡����J���C7�\� � �������� \���� Z��XY³���'Y��� \��!���!��\����� 
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

ϕ ∈ C(R, B)
¢������&]
 ��! ���X D dϕ

dt ∈ C(R, B)
� 2������C ��¦�����

��X�7v >U�����¡� �7°  Y���� �#� ������� \6������]4$*�%Y��� \��!���!��\����� I- �� �C���#�����
Cµ(B) =

Cµ(R, B)
¢
µ ∈ (0, 1)

�



	 ¥ n�pgS1l�S G�i�� � S1l�L�V/LNW�r ] S1l���V�� d U���Z+Y�S
W ������� �#��7��!�¦Y������g���¦]
 ��! ���X��X���¦¡¦Z �C�����!��X­7 �!�!��7 �!������� \ ]
 ��Ç�¦���#�� !�

�"������7 ��]�� � ¥�¢ ¢ ¤¦¥ � � ¢����']
 ��! ���X���U Z¦�#��7   Y������!�!� \6�
�F�����C��������E³��7 �
W Z \��!�

M
� 71�� %$*� \����� m���¦Y�������X[���� ��"� 545 ��������2�����Z���7 X D��

Ω
\� !�

�C����  �������C����X D
¤z� � � � Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D:Z
������������� �
div v = 0

�
Ω
¦

���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
v(x)

\��������� ��Ç��Z �
� ���
∂Ω

�� ��C7 ���C���� ���]
 �7 Y� ��������
�! �� � �������¦¡

Sq
¢
q > 1

¢� >U�  ¡����J���C7 U �!��� D�  �� Y��� \��!���!��\����� C¢!������� �XY³��� \6�
¡ ��7 X[]��!������7 71�� %$*� \���� �

M
Y� %�� ��C71�

Lq ≡ Lq(Ω)
3

‖v‖Sq =

(∫

Ω

|v(x)|q dx
)1/q

=

(∫

Ω

[ ∑

16j63

|vj(x)|2
]q/2

dx

)1/q

.

�������¦¡
Gq
 >U�  ¡����J���C7;U �!��� D�  �� �Y��� \��!���!��\����� C¢¦Y� ���Z
�������� �� ¡ ��7 X[]��!������7

71�� %$*� \���� �³�������"�������!  �%� �"���"]��4D 5 Z
��]�2����
ϕ
Y� %�� ��C71�

‖∇ϕ‖Gq =

[∫

Ω

|∇ϕ|q dx
]1/q

= ‖∇ϕ‖Lq .

W �� \��!���!��\����� 
Lq

��� \ Y������!��� \6�5�:Y����C7 Z��q\ Z�7�7 Z5\ ��  �4D.Y� �"Y��� !�
\��!���!��\����

Sq
�
Gq
3
Lq = Sq ⊕ Gq

� ;U�!��¡ �!����X��?\
	����C7«����¡ �C %$*��������7
Y��� ��¦]��! ��

Π : Lq → Sq
����������� \6�m ������!������������X�7   Y������!�! ��� �7�¢�Y���������7

 ����! ��� ������C����X�7/�{\ ��Z
���!�
q = 2

�
W�Y��� \��!���!��\������

Sq
  Y���� �#� �C���m  Y������!�! ��Q;��!  ]�\¦�

A0 = −νΠ∆ \4 >U!��"� \��!���   Y���� �#� �C�������
D(A0) =

◦

S2
q

¢�������� �XY³����\6�
¡ ��7 X[]��!������7�Y� E�� ��C71�
W 2
q

71�� %$*� \���� �
M
� +vY������!�! ��

A0
�s¡ ��7 ]���Z
�J¢�� −A0

Y� ��� %$ ���!�����
Sq�!��������������� \ ]�Z�� Y� ���Z
����Z�Y�Y�Z

e−tA0 , t > 0
� �B ��C�����! ��� C¢1  Y������!�! ��

A0\ ���C���� �Y�  ¡¦�����������=¢[��Y� ��! �7 Z   Y���� �#� �C����X ���� ��#�� >U���X���\��!�¦Y������
Aγ0
¢

γ > 0
� �������¦¡ ◦

S2γ
q

U Z¦�#��7g >U�  ¡����J���!�!��U �!��� D�  �� vY��� \��!���!��\����� C¢�	 �C��71������X
]
 ��! ��� ��� �Y������������C� $'�!�� >U��"� \����%  Y���� �#� �C�������*  Y������!�! ����

Aγ0
�{\����!U%$*���

��X��� ��C71 �� ‖u‖◦
S
2γ
q

= ‖Aγ0u‖Sq

�
W�� $E��Z�� �� ��C�?�����C�����������!���Ì���4$*� \ �C� �"Z��XY ��� �!�� �����7 � ¢�� ¢�� +����

� Y������ X��[U X��"�{\ 5  ��C7 Z ������  � �!���F�E���!U� ��!�g( � � � ;U�C71�� �������]
 � ¤ ¤¦¥�� � >ª�
Y� �#�� >U��� ��'�#  ]���¡ �!�!� �C� \����� Q\� �#���=${��� \6����71 ��� ������ 5 ��� � ¤ ¤�� � �! ��� �$*�
�����! �����¢�]
 ��! ��� ��%�c��� \¦\�7 �!�!����� �!��71 �7:¡ �#� \��Q\ ��Z
���!�g¤z�����!����2��m >U��"� \����
∂Ω ∈ C2 ¦����¦Y� ��C�� �� � +��� 'Y� ��C�� �������� ∂Ω ∈ C5 ¢��� %Y������ D� �L] ∂Ω ∈ C2Y���� ��\��������C��� ����E³�D\ D���7 �!�������� �!W ��� ��\��������C������ ���¡ �#� \�� Y� ��C�� ��U�#  ]���¡ ���
�!� �C� \����� F�����

∂Ω ∈ C2 \� �#���=${��� \6�
�%���!U� ��!��� ¥���� ��³  ]���¡ �!�!� �C� \����� _�!�� �����7 Xo\ �C� �"Z����L\ D���71��¢�Z�]���¡ �!���� ��Q��� ¤ ¤¦¥�� ¢��	U ���
¡¦����Z���� \6�����%���¦¡¦Z �C�����!��� D%�m71���! ��� D_���!U� ���� � ¢ ¤ ¤¦¥ ¢ ¤ ¤�� � �
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����&r� &�� ¥ ^�¢ ¤ ¤¦¥�� � ����1 �!.�� - 
 #%� �����

µ ∈ (0, 1]
�
q > 3

��' ��)
+8�>�%�,1 #%� �&���

γ = γ(q, µ) ∈ (0, 1) ? 

���O���
���������5�9���=���!��� 

���"��� �����('
Π
��'



���
�����('�� ��� * � * ��� �����(),30�!�!�!4!� � Cµ(Ω) 1 * ��1��>�%�,1=��J��('��!�(#G���!� - �M��
��9�('")
���������N��7

Cµ(Ω) *
◦

S2γ
q H0��¦Y� \���� ��\����������� �7 Z[�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� Z¸�!�� �����7 X/Y���� �"Y� >Eg�C��7¥  Y���� �#���

�C�������_71 �71�����!�� ��%����Y�Y���  ]�\ �C7 �!2��� ����� ��3EF]����(¢ �4����]4$*� 5  ��C7 Z ������  �!�
]�Z������!����Y� �����2��� ����� ����!�� �����7 X,( � � � ;U�C71 �������]
 m¤ \�7 � � ¤ ¤¦¥ ¢ ¤ ¤���� ¦ �

W Z \��!�
B0, B,B1

�
�!�� ���]�� U �!��� D�  � X DFY��� \��!���!��\����C¢ Y���������7��C71�����
71� \��! ³���¦Y�������X[����X��T���C %$*�������

B1 ⊂ B0, B ⊂ B0
¢ Y�Z \��!�

γ0 > 0
¢
γ1 > 0

¢
γ0 + γ1 = 1

�
W �� \��!���!��\����� 

B
��� ��� � 
���"%������" � ��� � � �	�
 � � $����,Y��� \��!���!��\���� �

B0
�

B1
�* ��!�� >E³�������

γ0 : γ1
¢�� \ ���%�����
]�� $ �# ��� 

x ∈ B
\ Z Y³� \���� Z����F���¦]��! ����

5 Z
��]�2����
x(λ), λ ∈ [1,∞)

¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XY ����Z \ �C  � ���C7�3
Î�¦
x(λ) ∈ B1

�

U
¦ ‖x− x(λ)‖B0 6 cλ−γ0‖x‖B
�

�
¦ ‖x(λ)‖B1 6 cλγ1‖x‖B
¢�� �#�

C
�­��� ¡ ��� ��\6��Y ���_ ��

x
Y� \��! J��������� �

W �� \��!���!��\����� 
B

�
� ��������� � � �	�
 � � $����
B0
�
B1
�Ú ��!�� >E³�������

γ0 : γ1
¢�� \ ���

B1 ⊂ B0
�������
]�� $ �# ��� 

x ∈ B1
� X[Y� ��C������� \6�� �2�����]��

‖x‖B 6 c‖x‖γ1B0
‖x‖γ0B1\����¦¡ ��� ��\6��Y³���_ ��

x
Y� \��! J������ ��

c
�

��~ ���1~
��� &r� G � (����!����Y� �����2��� ��������Ã�!�� �����7 � ( � � � ;U�C71 ��������
]
 � �O��������	

B0 ? B ? B1 ? B′
0 ? B′ ? B′

1 �
�%'���'�
!� *"- 

���
�����('�� ��� * ' ? 

����)#G�P�

B
'�
!

�������&��� '�4!�����!���6�('%7 +8����1��>�

B0
�
B1

* �
������E����!�!� γ ? B′ �C�%)
�C��� �����F�('%7 +8����1��>�

B′
0

�
B′

1
* �
������E����!�!�

γ′ ? 

���(#G�P� γ > γ′ H ��������	

A ∈ Hom(B0, B
′
0)

� �9���=���!���
A|B1 ∈ Hom(B1, B

′
1) ?

����J9+�'
A|B ∈

Hom(B,B′) H+XU�  ¡����J���C7 �������¦¡
Ŵ 1
q

¢
q > 3

¢'Y� �"Y��� \��!���!��\����� *Y��� \��!���!��\���� �
W 1
q (Ω)

�!��� D�71������X D����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢1  Y���� �#� �C������X DÇ���
Ω
¢ \� ��C����  ���

�����C����X D��&�C71���XYF�4D����
S
��������Z��v��Z �
�Ú�� ��C7 ���C����Z��,]
 �7 Y� ���������Z�3

Ŵ 1
q =

{
u ∈W 1

q (Ω) :
è�Ð Ï

u = 0, un|s = 0
}
.

���1~!�1���
�g~��.�1~�&r� �#� �����
�����('�� ��� * � Ŵ 1
q

'�
!

�������&��� '�4!�����!���0�('%7 +8��)
��1��>�B

���
�����('�� ��� * ' Sq

� ◦

S2
q H

C
+���71�����C7<�����J�����C��¢����! &�C71�����m71� \��! L���C %$*������� ◦

S2
q

�
Ŵ 1
q ⊂ Sq

�
W ������ ��U��¡����4D³ ����¦� ���#�� C¢ ���! ��� ���\ �C� �"Z����v��¡ � ¤¦¥ ��¢ �C��7�7 �4	 � ¢�� � �³  ]�� $*��7
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Sq , Ŵ
1
q ,

◦

S2
q

� X[Y� ��C������X4¢�\ 5  ��C7 Z��
������  � �!����X��L��  Y���� �#� �C����������Y�Y���  ]�\ �C7 �!2��� ����� ��� �����¡ �#� �C�������=¢UZ \ �C !�
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W Z \��!�
u ∈ Ŵ 1

q
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\���� Z���� ���¦]��! ����� �� Y� ��C�

v0
���

Ω
����]
 ���¢
���! 

è�Ð Ï
v0 = 0,

Ò6Ö!Õ
v0 = u, v0n

∣∣
S
= 0

�&� X[Y� ��C�������³ �2�����]��
‖v0‖W 2

q (Ω) 6 c‖u‖W 1
q (Ω),

¤ ¢�� ¤ ¦
� �#�

c
���D¡ ��� ��\ ���* ��

u
�

WB  ¡���71��7 �!�¦Y������LY���  ��¡¦�� ��C����X��Q]�Z \�  ]
S1
Y�  �����=D��� \����

S
¢= ������!�����

��������X��&]
 �����Z
�� �7
l
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∫

l

v0 dl =

∫

S1

Ò6Ö!Õ
nv0 ds =

∫

S1

un ds = 0,

� �#�£Ò6Ö!Õ
nv0

� �� ��C7 ���C�������L\� \���������� �XY ���&���¦]��! ����EÒ6Ö!Õ
v0
� +�� \#� ���%\ �C���

�"Z����J¢r���! �����Y�  �����=D��� \����
S
\ Z Y³� \���� Z���� 5 Z
��]�2����

ϕ(s) ∈ C1(S)
¤
s
�

�C  ]����C����X���]
 � �� �"�����!��X:Y�  �����=D��� \����#¦U¢
����]��������! 

∇sϕ = v0.

+XU�  ¡����J���C7°�������¦¡
ρ(x)

��� \¦\��! J�������E ��m�! ���]��
x ∈ Ω

�# 
S
¢��m�������¦¡

Ωh0

¢
h0 > 0

¢.�eY� ������!��\ �C ��'EF�������� ��
h0 : Ωh0 = {x ∈ Ω : ρ(x) < h0}

�
� ��\ �C 

h0
U Z¦�#��7e\��������!�!�*\��! ��C�«7 ����X�7�¢*���! «�� ��C7 ����� ]

S
�

Ωh0���'Y������ \��¦]������ \6� �9W Z \��!�
ψ(τ)

� U�� \ ]
 ��������� {�"� 545 ��������2�����Z���7 ���QY����
τ ∈ [0,∞)

5 Z
��]�2���������]����=¢����! 
0 6 ψ(τ) 6 1

�

ψ(τ) =

{
1, 0 6 τ 6 1/2,

0, τ > 1.

WqY� ������!��\ �C ��
Ωh0

� ��� �#��7 ]������� �������������X��<]
 � �� �"�����!��X
(s, ρ)

¢X� �#�
s(x) = (s1, s2)

� �! ���]��FY�  �����=D��� \����
S
¢ �C� $'�!Y ����\

x
���³ �#�� ��X�� ��C7 ���

���=¢
ρ(x)

����� \¦\��! J�������� ��
x
�# 

s
� +vY���� �#� ���C7 5 Z
��]�2�� �

Φ(x) =

{
ϕ[s(x)]ψ[ρ(x)/h0], x ∈ Ωh0 ,

0, x ∈ Ω\Ωh0 .
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s(x)

�
ρ(x)

���¦Y�������X[���� 
�"� 545 ��������2�����Z���7 X4¢�Y� �	��! �7 Z

Φ ∈ C1(Ω)
�

W   ]�� $*��7��!�¦Y������C¢����! %\ Y�������� ������� X<\� � ��!�� >E³�������

∇Φ(x0) = ∇ϕ[s(x0)] = v0[s(x0)],
¤ ¢�� ¢ ¦

�
|∇Φ(x) −∇Φ(x0)| 6 c|x− x0| ‖v0‖C(Ω),

¤ ¢�� ��¦
� �#�

x ∈ Ωh0 , x0 = (s(x), 0) ∈ S
�
C
� ���
¡ ��� ��\6��Y ���� ��

x
�
v0
Y� !�

\��! J��������� � �g���?�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� � 	����4D�\� � ��!�� >E³�������=¢����QZ�7 �������° >U>Y£�
�� \����=¢�Y���� �"Y� ��C %${�C7�¢=���! m���J�����C 

O
�#�¦]��!���!  �� ���\ ��\��!��7 Xo]
 � �� �"�����!�

Ox1x2x3
Y������������C� ${���

S
¢� \��

Ox3
����Y��������C�����QY� /����Z
�!�������������� ����

7 �����/]
S
���! ���]��

x
¢
x0
��� D� �C��� \6���c7 ���C ���  ]���� \��!�� \����

O
¢�Y���������7

s1(x) = x1, s2(x) = x2
� +�� \#� ���F�C���¦]
 'Y� ���Z
���!��� \6�
Y���� ��\��������C�������

∇Φ(x)=

(
∂ϕ

∂S1
∇s1 +

∂ϕ

∂S2
∇s2

)
ψ[ρ(x)/h0] + ϕ[s(x)]

∂ψ

∂ρ
∇ρ(x) =

= ∇ϕ[s(x)]ψ[ρ(x)/h0] + ϕ[s(x)]
∂ψ[ρ(x)]

∂ρ
e[s(x)].

¤ ¢�� ¥ ¦

# �#� \��

e[s(x)] =

(
∂f [s(x)]

∂s1
,
∂f [s(x)]

∂s2
, −1

)/√
1 +

(
∂f

∂s1

)2

,

(
∂f

∂s2

)2

,

��7 X4¢r��� Z�7 �������g >U>Y³�� \����=¢�Y���� �"Y� ��"�!� �!��7�¢#���! &Y�  �����=D��� \��!�
S
�¥7 ���

�C ��_  ]���� \��!�� \����
O
Y���� ��\��������C�����gZ
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x3 = f(x1, x2)
� ( ¡%¤ ¢�� ¥ ¦

�C���¦]
 �� X��!�¦]�������\� � ��!�� >E³�������Ç¤ ¢�� ¢ ¦·Ór¤ ¢�� ��¦ � ( ¡¥¤ ¢�� ¤ ¦S¢�¤ ¢�� ��¦��Q��¡¦��� \��!�� ��
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|∇Φ(x) −∇Φ(x0)| 6 cρ(x)‖u‖W 1
q
,

� �#�
x ∈ Ωh0 , x0 = (s(x), 0)

�0# �#� \����g���4$*�
c
���F¡ ��� ��\ ���X ��

x, u
� +vY������

�#� ���C7 ���
Ω
���¦]��! ����� �� Y� ��C�

v(x) = v0(x) −∇Φ(x).
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ηh(x) = 1− ψ[ρ(x)/h], x ∈ Ω.

W ��� �#��7Ç���
Ω
���¦]��! �����X�� Y� ����

uh = ηhu+∇ηh × v, u =
Ò6Ö!Õ

v,
¤ ¢�� 	�¦

uh,δ =

∫

Ω

Kδ(x− y)uh(y) dy =

∫

R3

Kδ(x− y)uh(y) dy =

=
Ò6Ö!Õ ∫

R3

Kδ(x− y)ηh(y)v(y) dy, x ∈ Ω,

¤ ¢�� � ¦

� �#�
Kδ

�<Z \���� �#��� �XY³��� Y� g;� >U� ��C�¦� Z����#�� ¸�����"��Z \¦�
δ < h

�!# �#� \��
ηh
¢
u
�

v
¤ �v¡����J�����v�

uh
¦�\������������ \6� Y��� �# ���$*������X�7 � \

Ω
���
R3 ���¦Y�������X[����X�7 >U�����¡� �7 � �g���* >U� \���  � �!�����gY� \ �C� �#������ ¸����������\���� �v�E¤ ¢�� � ¦�¡ ��71�����C7�¢!���! 

�����
v
Y������ �"���"]��4D

v0
�
Φ
 ��� ¥ ����¦� ���#�� C¢r����]�]���]�� 	��! �7<\ ��Z
���!�{\� !�

� �"� \��� �¤ ¢�� 	�¦
uh =

Ò6Ö!Õ
(ηhv)

¢������K���!EF�4DS$*�
v ∈ C(Ω)

 ��� 
Y� ���Z
���!��� \6�
 �� \#� ��� Y�Z
�!��7�¡ ��7 X[]��!����� �
+XU�  ¡����J���C7/�����I]����!��]
 \����

uh,h2

�������¦¡
u0h
� �4���¦]
 %� ���#���!�C¢C���! {�����

u0h
� X[Y� ��C��� ��� \6�{Z \ �C  � ���{��¦ �{�
¦�¤

λ = h−1 ¦ � �g���E >U� \���  � �!�����'\� � ��!�� !�
E³��������U
¦U�� \ Y� ��C� ¡¦Z���7 \6�X��������������\����� �7

∥∥u− u0h
∥∥
Lq

6
∥∥u− uh

∥∥
Lq

+
∥∥uh − u0h

∥∥
Lq
.

W<\ ����Z�¤ ¢�� ¤ ¦U¢.¤ ¢�� ��¦ �m�!�� �����7 X.���C %$*�������I; � � � ;� >U� ��C�¦� � �C71�����X71� \��! 
 �2�����]��

‖v(x)‖ 6 cρ(x)‖u‖W 1
q
, x ∈ Ωh0 .

¤ ¢�� � ¦
(D\ Y� ��C� ¡¦Z!��Y���� ��\��������C�������g¤ ¢�� 	�¦S¢.��������������\����� ‖∇ηh‖ < c1h

−1 ¢.� �#� c1���D¡ ��� ��\ ���* ��
h
¢��¥ �2�����]�ZK¤ ¢�� � ¦U¢�Y� ���Z
���C7

‖u− uh‖Lq 6 ‖1− ηh‖Lq‖u‖C + ‖ |∇ηh| v‖Lq(Ωh) 6 ch1/q‖u‖W 1
q
.
¤ ¢�� ^�¦

� ���C������ \ Y� ��C� ¡¦Z���7 \6�%Y���� ��\��������C��������7

u0h − uh =

∫

Ω

Kh2(x− y)[ηh(y)u(y)− ηh(x)u(x)] dy+

+

∫

Ω

Kh2(x − y)∇ηh(y)v(y) dy −∇ηhv ≡ w1 + w2 + w3.

¤ ¢�� � ¦



G�i h�i(\ Y�����Q�� � S�U�V/p ��LNM V�Y/l�V*qgV/LNW�r 	 �
�4���¦]
 Y� ���Z
���!��7Ç �2�����]��=3

‖w1‖C 6 C
(
‖u‖Ch+ ‖u‖Cγh2γ

)
,

¤ ¢�� ¤ £ ¦
� �#�

0 < γ < 1− 3/q
¢

‖w2‖Lq 6 ‖∇ηhv‖Lq(Ω2h) 6 ch1/q‖u‖W 1
q
,

¤ ¢�� ¤ ¤ ¦

‖w3‖Lq = ‖w3‖Lq(Ωh) 6 ch1/q‖u‖W 1
q
.

¤ ¢�� ¤�¢ ¦
( ¡�\� � ��!�� >E³�������«¤ ¢�� ^�¦�Ór¤ ¢�� ¤�¢ ¦{�Ì�!�� �����7 X ���C %$*�������,; � � � ;� >U� ��C�¦� �
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∥∥u− u0h
∥∥
Lq

6 chβ‖u‖W 1
q
,

� �#�
β = min(1/q, 2γ)

¢
c
�����D¡ ��� ��\6��Y ���X ��

u
Y� \��! J��������� �

(�����]=¢�\ �� ���\����� �U
¦U¢���\B���C7Q� Y���� ���C %$*��������Y� ��C�� \��!�����#  ]���¡ �!��X �
B

C � M(@(;��!;��=/
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	 �r$ �r$ 4D��] ��¡¦��� \��!�� � ¤¦¥ � � ¢¦Y��� \��!���!���\����� ◦

S2δ1
q

71 �71�����!�� _����¡ �#� �������
Sq
� ◦

S2δ1
q

¢C� �#�
0 < δ < δ1 6 1

¢"�X ��!�� !�
E³������� δ

δ1
:
(
1− δ

δ1

) � 8 � \¦\�71 ��!���C7L�"�����!�� ���]��{Y��� \��!���!��\����
Sq, Ŵ

1
q ,

◦

J2
q

�
Sq ,

◦

S2δ
q ,

◦

S2
q

� ( ¡ Y���� ���C %$*������� ¢�� ¤ ¢ Y������� ��� �Y���� ���C %$*�������4��� \��! J��Y³���� U�# !�
]���¡ �!�!� �C� \���� �v�'�����!����Y� �����2��� ����� ��%�!�� �����7 X=( � � � ;U�C71 �������]
 g\ �C� �"Z����
\ Z Y³� \�����  � �!����������]
 ��� �����\ �"�

δ2 ∈ (0, 1)
¢J���! �C71�����471� \��! ����¦Y�������X[���� ��

���C %$*�������
Ŵ 1
q ⊂

◦

S
2δ2
q .

¤ ¢�� ¤ ��¦
+XU�  ¡����J���C7g�������¦¡ ◦

C2 U �!��� D�  �� Y��� \��!���!��\����� C¢ Y� ���Z
�������� ��v¡ ��7 X[]����������7 5 �������!��X D
�
Ω
�!��� D�71������X D&���¦]��! ���� 5 Z
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Y� %�� ��C71�

C2 � 4D��]
��¡¦��� \��!�� C¢�Y����

u ∈
◦

C2 \ Y�������� �������� Y���� ��\��������C�������

u = Πu+∇ϕ, Πu · n
∣∣
S
= 0,

è�Ð Ï
Πu = 0,

� �#�
ϕ
�­���FE³������� ¡ �����J���&0����C7 �!���

4ϕ =
è�Ð Ï

u, ∂ϕ/∂u
∣∣
S
= 0.

+�� \#� ���L\{Y� �71 >Y³���o��¡¦��� \��!��X D/��Y����� �����X DK �2�����  ]�\ �C� �"Z����J¢(���! 
Π ∈

Hom
( ◦

C2,
◦

S2δ2
q

) ��W  �	��! �7 Z{�%\ ����ZK¤ ¢�� ¤ ��¦

Π ∈ Hom
( ◦

C
2,

◦

S
2δ2
q

)
.
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Lq, C

µ,
◦

C2 � Sq, ◦

S2δ
q ,

◦

S2δ2
q

¢C� �#�
0 < δ < δ2

� 0����!��Z¦�#�� 
Y�  ]���¡ �!�!�C¢����! 

Cµ
��Y�Y���  ]�\ �C7 �!2��� ����� �����¡ �#� �������

Lq
� ◦

C 2 � 4D��]K ���71��������C \��Q� X E³��¢
Π ∈ Hom(Lq, Sq)

� ¤¦¥ � � � +�� \#� ����¢ ��¡�¤ ¢�� ¤¦¥ ¦D�������!����Y� !�
����2��� ����� ��¥�!�� �����7 X.( � � � ;U�C71 �������]
 %\ �C� �"Z����{\ Z Y³� \�����  � �!����������]
 ��� 
δ0 = δ0(q, µ)

¢����! 
Π
∣∣
Cµ ∈ Hom(Cµ,

◦

S2δ0
q )

� )=�� �����7 �F�#  ]���¡ �!��� �
BW �����C��������E³��7Ç��� \��! U Z¦�"Z
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 q > r > 1 ? β =
3
2

(
1
r − 1

q

)
< 1

2 ? µ ∈ (0, 1]
�
ϕ ∈

[
π
2 , π

) ��' �"+8�>�%�,1L��'��!'�1$
��
������1!�!��'�1
c ?#���� 

��� * ��� 
 u ∈ Lr ? | argλ| 6 ϕ

�
t, t1, t2 ∈ [0, T ] ? t1 < t2

*"- 
����!��1!.A�%�,1
���9�(' * ��� ��� * '

∥∥(λI +A0)
−1 Πu

∥∥
Wk

q
6 c(1 + |λ|)β−1+ k

2 ‖u‖Lr , k = 0, 1,
¤ ¢�� ¤ 	�¦

∥∥∥∥(λI +A0)
−1 Π

∂u

∂xj

∥∥∥∥
Lq

6 c(1 + |λ|)β− 1
2 ‖u‖Lr , j = 1, 3,

¤ ¢�� ¤�� ¦

∥∥e−tA0Πu
∥∥
Wk

q
6 ct−β−

k
2 ‖u‖Lr

, k = 0, 1,
¤ ¢�� ¤�� ¦

∥∥∥∥e−tA0Π
∂u

∂xj

∥∥∥∥
Lq

6 ct−β−1/2‖u‖Lr
, j = 1, 3,

¤ ¢�� ¤ ^�¦

∥∥Aα0 e−tA0Πu
∥∥
Lq

6 ct−β−α‖u‖Lr ,
¤ ¢�� ¤�� ¦

∥∥Aα0
[
e−t2A0 − e−t1A0

]
Πu
∥∥
Lq

6 c(t2 − t1)
µt−β−α−µ1 ‖u‖Lr ,

¤ ¢�� ¢�£ ¦
∥∥[e−t2A0−e−t1A0

]
Πu
∥∥
Wk

q
6c(t2−t1)µt−β−µ−

k
2

1 ‖u‖Lr , k = 0, 1,
¤ ¢�� ¢�¤ ¦

∥∥∥∥
[
e−t2A0 − e−t1A0

]
Π
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lq

6 c(t2 − t1)
µt

−β−µ− 1
2

1 ‖u‖Lr .
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[ωak(x, t) + bk(x, t)]e
ikωt,
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v = 0,

∫
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∣∣
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∣∣
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Dαak(x, t)
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¢ |α| = α1 + α2 + . . .+ αn
�

0D��Y� �71���C7¥  Y���� �#� �C�������B� �� �C���#����  � �[]��"� \¦\¦� 5 Z
��]�2����
Cl,m

¢
l,m > 0� ¤�¢ ¢ ¢�\ � ¢ ¢ ¢�� � � �! ��I]��"� \¦\%\� �#���=${��� 5 Z
��]�2����

u(x, t)
¢�¡ �����!����X��{�c2����

�������#���
Q
\E�����!��������X�7 �/Z \ �C  � ���C7 � � +������C71�����c���¦Y�������X[����X��%Y��� !�
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∑
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∂ku

∂tk
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sup
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��]�2�� �
χ(x)

����]�Z��³¢1���! 
χ(x) = 1

�����
x ∈ Ωη/3

�
χ(x) = 0

�����
x ∈ Ω\Ω2η/3

�
W Y��� �2�� \¦\���Y� \��!�� �������� Y�����U����4$*�������ê¤ ¢�� ¢ 	�¦�� � $E��Z��á�� ��C�5�����

�������:Y���� ��\��������C�������,�"� 545 ��������2������C����X D,� X���� $*�������=¢��!D� �C��YF�4D,�
Z
��������������� ¤ ¢�� ¢ ��¦S¢"��]������� �������������X DL]
 � �� �"�����!��� D

(ϕ, ρ)
� )���]���� Y���� �C�

\��������C�������o���!��Xq� � 	 � ¢ 5  ��C7 Z ��X ¤ � ¦U¢m¤ ^�¦ � ���Ú \���  ����� X[��� �#������X D
� � ��	�¢�\ � � � £ Ó�� ��¤#� Y���� ��\��������C������� Z�Y� �7.����Z
��X D �"� 545 ��������2������C����X D
� X���� $*�������/�Q\ ��\��!��71�%]������� �������������X D�]
 � �� �"�����!� � W � ���"Z��4D�� � $E�� !�
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−ε2ν∆v =

N∑

k=0

εkLk(ϕ, ρ)v + εN+1R1,N+1(ϕ, ρ, ε)v,

∇p =
N∑

k=−1

εkPk(ϕ, ρ)p+ εN+1R2,N+1(ϕ, ρ, ε)p,

è�Ð Ï
v = ε−1 ∂

∂ρ
v(3) +

N∑

k=0

εk
(
Dk,1v

(1) +Dk,2v
(2) +Dk,3v

(3)
)
+

+ εN+1R3,N+1(ϕ, ρ, ε)v,

(v,∇)a+ (b,∇)v =
N∑

k=0

εkSk(ϕ, ρ)v + εN+1R4,N+1(ϕ, ρ, ε)v.

¤ ¢�� ¢!� ¦

# �#� \��
Lk
¢
Pk
¢
Dk
�
Sk
�:������������X�� �"� 545 ��������2������C����X�� � X���� $*�������DY� 

Y�������71������X�7
(ϕ, ρ)

\']
 �	 545 ��2�����������7 �=¢�Y���� ��\���������� �XYF�C7 ��\� >U� ��QY� !�
������ �7 X Y� 

ρ
¢�]
 �	 545 ��2���������X�]
 ��! ���X DF¡ ��� ��\6���¸ ��

ϕ
� �
Rk,N+1

�,�"� 5 �
5 ��������2������C����X���� X���� $*������� �! ��� �$*�
� ������\_�������� �71������ QY� 

(ϕ, ρ, ε) ������!������������X�7 �I]
 �	 545 ��2�����������7 � � # �#� \��%�&�����C���g�����=D������D�����#�¦]�\ X.�
\ ]
 >U ]�� Dg >U�  ¡����J�������L\� � �������� \���� Z��XYF���%]
 �7 Y� ���������Xo���¦]��! ���  �L�I]������
�� ������������� ��
\ ��\��!��71��]
 � �� �"�����!�

(ϕ, ρ)
� 0D��Y����C71���=¢

v(1)
� 	��! 

ϕ1
� ]
 � ����

�"�����!��� ���¦]��! ����
v
� 4��� �71���! ��� C¢

(L0(ϕ, ρ)v)
(s) = −ν ∂

2v(s)

∂ρ2
, s = 1, 2;

(L0v)
(3) = 0 (

� \ ���mè�Ð Ï
v = 0),

(P−1(ϕ, ρ)p)
(s) = 0, s = 1, 2;

(P−1(ϕ, ρ)p)
(3) =

∂p

∂ρ
,

D0,1v
(1) =

1

(H1)0

∂v(1)

∂ϕ1
+

(
∂H2/∂ϕ1

H1H2

)

0

v(1),

D0,2v
(2) =

1

(H2)0

∂v(2)

∂ϕ2
+

(
∂H1/∂ϕ2

H1H2

)

0

v(2),

D0,3v
(3) =

(
∂(H1H2)/∂r

H1H2

)

0

v(3).
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# �#� \��g������Y���  ��¡¦�� ��C���� �� 5 Z
��]�2����
a(ϕ, r)

¢�  Y���� �#� �C������ ����
Ωη
¢
(a)0 =
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a(ϕ, 0)
¢��

H1
¢
H2
�
H3 = 1

� ]
 �	 545 ��2���������XÌ�g��71��3

Hi =

√√√√
3∑

k=1

(
∂xk
∂ϕi

)2

, i = 1, 2.

W  ��\������ �C75� X���� $*�������Ú¤ ¢�� ¢ 	�¦'�Ì¤ ¢�� ¢ ��¦ ��71� \��! 
v
¢
p
�=¢ ��\ Y� ��C� ¡¦Z!�

Y���� ��\��������C�������_¤ ¢�� ¢!� ¦S¢
¤ ¢�� ¢�� ¦S¢��TY� ���Z
��������X DDZ
���������������4D Y�����������������7&]
��Z �
�?]
 �	 545 ��2���������X�Y���� ]�� $ �# ��F\��!�¦Y������

ε = ω−1/2  ��¦�#� �C���� [�����³������¦Z ��������X DF� Y� ������!��\ �C �����X D_¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2���� � � ���C���B����¡� >U�����7&]�� $%�
�# ��v��¡¸���¦¡¦Z �C��������Z��XYF�4D%Z
���������������X��� �"� ��¢ ��\ Y� ��C� ¡¦Z!�X  Y������!2�� � 〈. . .〉� X �#� �C�������
\���� �#������ ¡����J���������%Y� Y�������71������ ��

τ
� W����¦¡¦Z �C�����!�!��7 X�Y� !�

��Z
���C7:¡ �����J���L������]
 �	 545 ��2��������!  ������¡ �C %$*������� ¤ ¢�� ¢ 	�¦S¢�]
 ��! ���X��{\ �C���
�"Z����%��� \¦\�71 ��!�����!�'�{\ �C� �"Z��XY³��7�Y� ������"]
� �

W ����� ���/Y��!���I¡ �����J��� X��!�¦]��!���Q��¡
Z
��������������� è�Ð Ï
v = 0

� \� � ����������
\���� Z��XYF�4D�Y���� ��\��������C��������¤ ¢�� ¢!� ¦S¢(¤ ¢�� ¢�� ¦S3

∂w
(3)
0

∂ρ
= 0, w

(3)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0,

∂z
(3)
0

∂ρ
= 0, z

(3)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0,

 ���]�Z¦���_7 X.Y� ���Z
���!��7
w

(3)
0 = 0

¢
z
(3)
0 = 0

� �g���IY������ X D¥�����¦Z ��������X Dm \U�
2�����������Z��XYF�4D/]
 �	 545 ��2��������!  �

v0
¢
s0
¢�\� �� �"� \��� �¤ ¢�� ¢ ��¦S¢�Y� ���Z
���!��7:¡ ���

���J��Z
∂v0
∂τ

+∇s0 =
∑

0<|k|6m

ak(x, t)e
ikτ ,

è�Ð Ï
v0 = 0, v

(3)
0

∣∣∣
Γ
= −z(3)0

∣∣∣
Γ
,

∫

∂Ω

s0 dx = 0.

+�� \#� ��� � X��!�¦]������%����������\���� �

∆s0 =
∑

0<|k|6m

è�Ð Ï
ak(x, t)e

ikτ ,

∂s0
∂r

∣∣∣∣
x∈∂Ω

=
∑

0<|k|6m

a
(3)
k (x, t)

∣∣∣∣
x∈∂Ω

eikτ ,

v =
∑

0<|k|6m

(ik)−1
[
ak(x, t)−∇sk,0

]
eikτ =

∑

0<|k|6m

(ik)−1Πake
ikτ ,

¤ ¢�� ¢ ^�¦
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sk,0(x, t)
������� ��� \6�¥���FE³�������C7 �&¡ �����J�

∆sk,0 =
è�Ð Ï

ak,

∫

Ω

sk,0 dx = 0,
∂sk,0
∂r

∣∣∣∣
x∈∂Ω

= a
(3)
k

∣∣∣
x∈∂Ω

,
¤ ¢�� ¢!� ¦

0 < |k| 6 m
� 4D��] ��¡¦��� \��!�� �� ¤ ¤�� ¢ \ � � £���� ¢ ¡ �����J���v¤ ¢�� ¢!� ¦³ �#��  ¡����J���� 

����¡����FEF�C7 X:�&�4D����FE³�������¥71 ��¦Z
� U X��!�'Y���� ��\��������C����X:�'� ���#�

sk,0(x, t) = −
∫

Ω

H(x, y)
è�Ð Ï

ak(y, t) dy−

−
∫

∂Ω

H(x, y)a
(3)
k (y, t) dy, x ∈ Ω.

¤ ¢�� � £ ¦

# �#� \��
H(x, y)

�  >U� >U>Y³��������� 5 Z
��]�2����6-=��������¢v]
 ��! ������.�C71�����:� ���
H(x, y) = 1

4π|x−y| + g(x, y)
¢�� �#� 5 Z
��]�2����

g(x, y)
����� ]�� $ �# ��� 5 ��]��

\ ����  � �!���� ��� 
x ∈ Ω

�C71���������¦Y�������X[����X�� � Y��C ��!�%�# ������!����2�X
∂Ω
Y��� !�

��¡¦�� �#��X���Y� 
y
�¥���¦Y�������X[����X�� �

Ω
���! ���X�� Y���  ��¡¦�� �#��X�� ��]��� �71�4�! ��� C¢

\ Y�������� ������� X:\ �C� �"Z��XYF���g\� � ��!�� >E³�������=3

∆yg(x, y) =
1

|Ω| ,
∂g(x, y)

∂ny

∣∣∣∣
∂Ω

= − 1

4π

∂

∂ny

(
1

|x− y|

)∣∣∣∣
∂Ω

.

4D��]c >U X����� C¢ |Ω|  >U�  ¡����J���!���{¡ �#� \���71����Zc71�� %$*� \���� � Ω ¢�� ny �a�����FE£�� �5���� ��C7 ���C�v]
∂Ω
�¸�! ���]
�

y
� � ���C��� �����FY��� \��! ���X���Z \ �C  � ���³�vY ��¢�� ¢�� ¤

Y� ��C %${�C7
N0 = ∞ � )= �� ����������Y���  ��¡¦�� ��C���� ��� �2�� �C ��� £���� ��!����2��!�!� �C���� !�

�� 
j
�¥7 Z �C������� �����#�¦]�\¦�

α
\ Y�������� ������� X:\ �C� �"Z��XYF���4����������\���� ��3

∂j

∂tj
DαSk,0(x, t)

∣∣∣∣
(x,t)∈Ω×{0}

= 0,

∂j

∂tj
Dαv0(x, t)

∣∣∣∣
(x,t)∈Ω×{0}

= 0.

¤ ¢�� � ¤ ¦

�³ \����!�! ����� '�#  ]���¡ �!�!�X�! ��C� ]
 _����������\���� � �����
Sk,0

¢�����]Q]���]IY� \ �C� 	��! !�
�� �����������\����� Q�����

v0
\ �C� �"Z����/��¡LY���� �"Y� ��C %$*������� ��Y � ¢�� ¢�� ¤  ��!�� \ ���

�!� �C���� 
ak
� �g���

Sk,0
Z�Y� �7.����Z
��X�������������\���� �*71 ��¦Z
� U X��!�'� X[��� �#����X���¡

Y���� ��\��������C������� ¤ ¢�� � £ ¦S¢#� �#�
x ∈ Ω

¢#� \ ���g7 X.Y���� �"� �!�����!� �C���� '�#  ]�� $*��7�¢
���! TY���  ��¡¦�� �#��X�� ∂j

∂tjD
αSk,0(x, t)

\ Z Y³� \���� Z����[�4���¦Y�������X[����X��[]�� $ �# ��
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�

(x, t) ∈ Ω× {0} � 3 \����!��  � �C7�Y� \ �C� �#�����¥���¦¡¦Z �C�����!�J¢C \���  � X[� ����\����� ��¡¦��� \��!��X D� �2�����]�� D)E ��Z¦�#����  � \ ]
 ��� ³����Y��F�����
¡ �����J���&0����C7 �!����3

∆u = f,
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= ϕ,

∫

Ω

u dx = 0,
¤ ¢�� � ¢ ¦

� �#�
n
�s�����FE³�����K�� ��C7 ���C�����

∂Ω
� W ��� �#��7?�"� �;U �!��� D�  � X D&Y��� \��!���!���

\���� � � W �� \��!���!��\����� 
B1
\� \��!  ���%��¡ 5 Z
��]�2����

u ∈ C2+α(Ω)
¢
α ∈ (0, 1)

¢
Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D5Z \ �C  � � � ∫

Ω u(x)dx = 0
� \����!U%$*������X DÚ�� ��C71 ��

C2+α(Ω)
� Y��� \��!���!��\����� 

B2
\� \��!  ���Q��¡
Y��!� 5 Z
��]�2����

(f, ϕ)
¢�� �#�

f ∈
Cα(Ω)

¢
ϕ ∈ C1+α(∂Ω)

¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D�Z \ �C  � � �
∫

Ω

f(x) dx+

∫

∂Ω

ϕ(s) ds = 0

�L\����!U%$*������X DX�� ��C71 ��
‖(f, ϕ)‖B2 = ‖f‖Cα(Ω) + ‖ϕ‖C1+α(∂Ω).

# �����J���Ú¤ ¢�� � ¢ ¦c  Y���� �#� �������Ì  Y������!�! ��
A : B1 → B2

¢������6]
 ��! ��� ��� 
Au = (f, ϕ)

� +��=¢.���! c ����¦� ���#�� C¢= ������!���������/�=¢�]���]/��¡¦��� \��!�� C¢ U ���¦]������
����� � ; �C� �#  � �!�!� �C���� C¢�Y� X�!�� �����71�*���!��� D��'� X��!�¦]��!���%��Y����� ��������m �2�����]��
���FE³�������&¡ �����J���K¤ ¢�� � ¢ ¦U3

‖u‖C2+α(Ω) 6 C
(
‖f‖Cα(Ω) + ‖ϕ‖C1+α(∂Ω)

)
, (f, ϕ) ∈ B2.

W ��� Y� �71 >YF� 	��! ��  �2�����]����C���¦]
 �Z U�� �"���!� \6�=¢1���! ����FE³�������
u(x, t)

¡ ���
���J��� ¤ ¢�� � ¢ ¦Ç����]4$*�,�C71�����oY���  ��¡¦�� �#��Z�� ∂u

∂t

�=¢%]��� �71�v�! ��� C¢ ∂u
∂t ∈

C([0, T ], C2+α(Ω))
¢J� \ ���g�*¤ ¢�� � ¢ ¦ 5 Z
��]�2����

f, ϕ
���# >U ����  ] ¡ ��� ��\6���� ��TY����

����71���!���
t ∈ [0, T ]

��\ Z Y³� \���� Z�����Y���  ��¡¦�� �#��X�� ∂f
∂t ∈ C([0, T ], Cα(Ω))

¢
∂u
∂t ∈ C([0, T ], Cα(∂Ω))

� # �����J��������� 5 Z
��]�2���� ∂u
∂t

�!�¦Y������5� X��!�¦]����
���L��¡K¤ ¢�� � ¢ ¦�Y����C71������������7 5  ��C7 ���C���� ��� ��"� 545 ��������2�����  � �!������Y� IY����
����71������ ��

t
� )���]��C7  >U�����¡� �7�¢����¦Y�������X[���� \��!� 5 Z
��]�2���� ∂

∂tD
αu(x, t)

¢
|α| 6 2

¢�� 2����������#���
Q
Z \����!��  ���C����� � 0��¦Y�������X[���� \��!��Y���  ��¡¦�� �#��X D

U� ��C���L� XT\�  ]
 ��� �Y� ������"]���Y� /Y�������71������X�7
t
¢
x
¡ �!�!��7*Z \����!����������� �!�����

\6���!�����C ��¦������ LY�����Y� �71 >YF�/��Y����� �����X D� �2�����  ]5E ��Z¦�#����  � \ ]
 ��� �����Y��
�����%Y���  ��¡¦�� �#��X D'Y� gY�������71������ ��

x
���FE³�������%¡ �����J���c¤ ¢�� � ¢ ¦ � )���]��C7� >U!�

����¡� �7�¢!����������\���� �*¤ ¢�� � ¤ ¦�Z \����!��  ���C����X � � ���C���U�����{]����!��]
 \����E7 X�U Z¦�#��7
��  �� ������!�TY� � ��!�� >E³����� ��]FY���  ��¡¦�� ��C���� [¡ �����!���� ��D��2����������#���

Q
5 Z
��]��

2����=¢����! _ ����E >U��"�����!���%\ �� ���\����� �7v¤�æ¸¦U¢#� \ ��� 	���� 5 Z
��]�2����SU�� \ ]
 ��������� 
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Q
�¥���DY���  ��¡¦�� �#��X���Y� 

t
¢
x
�
�XU� ��� 'Y� ������"]��* >U!�

���!Y ����� \6�
�%�� ��C�C¢�]
 �� ���
t = 0

� ( ¡D\� � ��!�� >E³�������

−ν ∂
2w

(s)
0

∂ρ2
= 0, w

(s)
0

∣∣∣
ρ=0

= 0, s = 1, 2,

��� D� �"�C7
w

(s)
0 = 0

� �gZ
��]�2����
z
(s)
0 = 0

¢
s = 1, 2

¢�Z¦�#  ���C������ ���� ���{\� � ��!�� !�
E³�������C7

∂z
(s)
0

∂τ
− ν

∂2z
(s)
0

∂ρ2
= 0, z

(s)
0

∣∣∣
Γ
= −v(s)0

∣∣∣
Γ
, z

(s)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0.

3�������X[� ���,\��!��Z�]���Z
��Z 5 Z
��]�2����
v
(s)
0

¢�7 X ����¡ �#� ������7 ¡ �#� \�� Y�������71�����
��Z��

τ
�?�����¦¡¦Z �C�����!�!�¥��� D� �"�C7

z(s)(ϕ, ρ, t, τ)
¢
s = 1, 2

� 4��� �71�¥�! ��� C¢
U��"�!�� ���!����\� � ��!�� >E³�������C7°¤ ¢�� � ¤ ¦ ����� 5 Z
��]�2����

v0
�
Y��� \��! �7 Z%Y���� ���C !�

$*����� �³¢�\ 5  ��C7 Z ������  � �!���� �7 Zc���4$*��¢�\ Y�������� ������� X*\ �C� �"Z��XYF���X�����������
\���� ��3

∂j1+j2+j3+j4z
(s)
0 (ϕ, ρ, 0, τ)

∂ρj1∂ϕj21 ∂ϕ
j3
2 ∂t

j4
= 0, j1, j2, j3, j4 = 0, 1, . . .

)���]��C7Ç >U�����¡� �7�¢ Y��� �# ���$'��� 5 Z
��]�2����
z
(s)
0

���g��� \��³2����������#�
Q
Y�����Y� !�

71 >YF��  Y���\¦�!���� ��� &� X E³�X71���! ����¢.7 XoY� ���Z
���!��7 5 Z
��]�2����=¢�Z¦�#  ���C������ !�
��� �XYF���g\ �� ���\���� Zc¤�æ¸¦ �

���1~!�1���
�g~��.�1~K&r� G=����������	O30�!�!�!4!�!�
ci(ϕ, t) ? i = 1, 2 ? ����

���9� -:* � -��'��<�����=�>��� * � (ϕ, t) ∈ ∂Ω × [0, T ] * �C�>��������� * ���P�<�$

������7 * �&+ � - �<� 
��

ϕ1 ? ϕ2 ? t
�!.��"��J��A
����!1"+ �!' ? �
�����C�A����J��

∂j1+j2+j3ci(ϕ, 0)

∂ϕj11 ∂ϕ
j2
2 ∂t

j3
= 0, j1, j2, j3 = 0, 1, . . .

��������	 30�!�!�!4!�!�
λ(ϕ)

�
b(ϕ)

��

���,+8������� - � �"�>�&��������#%���B+ � 3B3D�9�����!4!��)
�����P� - ��'

∂Ω ? ����� λ(ϕ) < 0 ? ��� b(ϕ) 6= 0 H I���J9+�'O7>'�+�'
#
'

ily + b(ϕ)
∂2y

∂ρ2
= c1(ϕ, t)ρ

keλ(ϕ)ρ, y
∣∣
ρ=0

= c1(ϕ, t), y
∣∣
ρ=∞

= 0

� �����G�%��� *"- � * ��/��>��� * ���!� - � l �=4���� - �M�����
�����!4�'G�����!	"� - � k �&+ ����7���'
#
)
�����('%7&����E���� '���'��G�(#G�

ρ = 0 ? �L���D����E����!���
y(ϕ, ρ, t)

��+8� * ���>� * ���!1��>�
�(' * ��� ��� * '%�

∂j1+j2+j3+j4y(ϕ, ρ, 0)

∂ϕj11 ∂ϕ
j2
2 ∂ρ

j3∂tj4
= 0, j1, j2, j3, j4 = 0, 1, . . .
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���!��7

\ �C� �"Z��XYF���%¡ �����J���Q������  Y���� �#� �C��������� �"������X D�Y� ������!��\ �C �����X DQ]
 �	 5 �
5 ��2��������!  �%����¡ �C %$*��������¤ ¢�� ¢ 	�¦ 5 Z
��]�2����

pnω
3

∂h0
∂ρ

= 0, h0
∣∣
ρ=∞

= 0,
∂g0
∂ρ

= −∂z
(3)
0

∂τ
, g0

∣∣
ρ=∞

= 0,

 ���]�Z¦���%��� D� �"�C7
h0 = g0 = 0

�
0D� \ �C� �"Z��XY³��7'E �!����Y� �# >U���X�7	$*�¸ >U�����¡� �7���� D� �"�C7����¦��¡¦��� \��!��X��

]
 �	 545 ��2���������X
w

(3)
1

¢
z
(3)
1

¢
s1
¢
v1
¢
w

(s)
1

¢
z
(s)
1

¢
s = 1, 2

¢��
h1
¢
g1
� 0D�E�!�����

�!����75E �!����������Y��!��X
(u0, p0)

Y� ���Z
���!��7���� ������������Z��<¡ �����J��Zm¤ ¢�� ¢�¥ ¦S¢ ]
 !�
�! ��������C71�����g���FE³�������

u0
¢
p0
Y� QY���� �"Y� ��C %$*����� � ��# �!�!��7   Y���� �#� ������7

5 Z
��]�2����
w

(3)
2

�
z
(3)
2

¢
v2
�
s2
¢
w

(s)
2

�
z
(s)
2

¢
s = 1, 2

¢��
h3
¢
g3
� �4���¦]
 {� ���

�#���!�C¢����! {� \�� Z�Y� �7.����Z
��X��D]
 �	 545 ��2���������XÌ����¡ �C %$*��������¤ ¢�� ¢ 	�¦S¢�]��� �71��¢
U X��!�c71 %$*���J¢

u0
¢
p0
 >U��"���������&\ �� ���\����� �7«¤�æ¸¦ ��W ��� �"Y� ��C %${�C7°�!�¦Y������C¢

���! &���������¦]
 ��! ��� ��� 
k > 3

Y� ���Z
������X 5 Z
��]�2����
ui−2

¢
pi−2

¢
wi
¢
zi
¢
vi
¢

si
¢
hi
¢
gi
¢
i 6 k − 1

¢��C71���XYF���{Z�Y� �7.����Z
��X��{\ �� ���\���� � �9W   ]�� $*��7�¢����! C¢
���FEF���QZ�Y� �7.����Z
��X����IZ
�������=$ �#�������Ç�!�� �����7 X ¡ �����J���=¢.7 X 71 %$*��7<Y� !�
\��!��  ���!�m����]����{]
 �	 545 ��2���������X«����]4$*�{���I\ ��Z
���!�

i = k
¢��� ����	U Z¦�"Z
�

 >U��"�����!�!�Q\ �� ���\����� �7 ¤�æ¸¦ � 0D�J������7.\%Y��!��X
uk−2

¢
pk−2

� �4���¦]
 I� ���#���!�C¢
���! E ���� Z¦�#  ���C������ �������� \ ��\��!��71�DZ
���������������

∂uk−2

∂t
− ν∆uk−2 − (u0(x, t),∇)uk−2 − (uk−2,∇)u0(x, t)+

+∇pk−2 = Ψk−2(x, t),

è�Ð Ï
uk−2 = 0,

∫

Ω

pk−2 dx = 0, uk−2

∣∣
Γ
= −wk−2

∣∣
Γ
,

uk−2(x, 0) = −vk−2(x, 0, 0) ≡ 0,

¤ ¢�� ����¦

� �#�=���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
Ψk−2

� X���� $'�!��� \6�
�������¦¡=Z=$*� ���!���#������X��«¤ Y� 
Y���� �"Y� ��C %$*����� ��¦ 5 Z
��]�2����=¢(����]����! g ����&Z=$*�%��¡¦��� \��!��� � )���]��C7v >U������
¡� �7�¢ � � ���"Z��! ��� C¢1���! ∫

∂Ω w
(3)
k−2dϕ = 0

¤ \�7 � �C��7�7 Z ¢�� ¤ ����\ � ^ £ ¦U¢�7 X
71 %$*��7���\ ]��
�������!�X���� �#�� ��� �#�� \��!� �E�����!�������� �7�Z \ �C  � ���3	��! ��L\ ��\��!���
7 X4¢�� \ ���QY� \��!��  �C7�\� �� �"� \��� ,� ¥�¢ ¢�\ � � ^JÓ�� ���  �#�� ���¡*� �"���"]��4Dm���FE³�������



G�i G�iT] S�XgS1p ��L�� A Z � S�V/l�S�r ��S�qbS�XgS ��¤
¡ �����J��� è�Ð Ï 0

w = 0
¢ 0
w
∣∣
∂Ω

= −wk−2|∂Ω
��Y���  ��¡¦��� �#��7,¡ ��71����Z�Y�������71�����

��X D
yk−2 = uk−2 −

0
w
��¡ �����J����¤ ¢�� ����¦ � 4��� �71�³�! ��� C¢ 0

w
 >U��"�����!����\ �� ����

\����� �7 ¤�æ¸¦ �=W �� ��¦]�������Z!�'Y� ���Z
��������X���������� �!����¡�  � �!����X���Z
���������������{0D���
�����£� ;��!  ]�\¦�X���%Y� �"Y��� \��!���!��\����� 

Sq
¢
q > 3

¢�7 X5Y����4D� �"�C7=]Q¡ �����J���
\¸���J�����C����X�7/Z \ �C  � ����7����* ��!���¦¡¦]
�

t ∈ [0, T ]
�����
������������ ��� '�!U \��!����]����

�� ��� 'Y��!���!U� �������� \ ]
 ��� gZ
���������������
� �����
dyk−2

dt
−A0yk−2 −B(t)yk−2 = ϕk−2, yk−2(0) = 0.

¤ ¢�� � ¥ ¦
# �#� \��

A0 = −νΠ∆ � ��¡¦��� \��!��X���  Y������!�! ��I;��!  ]�\¦�¥¤ \�7 � \ � 	 ¥ ¦U¢

B(t)u = Π
[
(u0,∇)u+ (u,∇)u0

]
≡ Π(t)u,

ϕk−2 = Π
[
ψk−1 + ν∆w + (u0,∇)

0
w +

( 0
w,∇

)
u0
]
.

( ¡����¦¡¦Z �C�����!�!  � W%� > � ;� >U� ��C�¦� \ ]
 ��� � ¤ ¤ ^ � �%�!�� �����7 X?W � 2 � ;� ��C �������]
 !�
� � � ¤�¢ ¢ ¢�\ � ¢!����� � � X��!�¦]��!���J¢!���! g¡ �����J���*¤ ¢�� � ¥ ¦. �#��  ¡����J���� ¸����¡����FEF�C7 ��¢��
���³���FE³�������

yk−2 ∈ C([0, T ], C2,γ(Ω))
�����g���¦]
 ��! ��� ��� 

γ ∈ (0, 1)
� W,\¦���

71 �76�#� �C��¢�\� �� �"� \��� � ¤ ¤ ^ � ¢ ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
ỹk−2 ≡ [A0 + B(0)]yk−2�������� �71������ � ��!�� \ ���!� �C���� 

t
Y������������C� ${���4 >U��"� \����%  Y���� �#� �C�������%���¦]
 !�

�! ��� ��F�#�� >U��� ��'\��!�¦Y������
Ãε
  Y������!�! ����

Ã = A0+B(0)+λ0I
¢!� �#�

λ0 > 0
¢

ε ∈ (0, 1)
� (D\ Y� ��C� ¡¦Z!�I\� � �������� \���� Z��XYF���*�!�� �����7 X6���C %$*�������=¢r7 X5Y������

D� �"�C7�]I\� � ��!�� >E³����� �
ỹk−2 ∈ C([0, T ], Cγ(Ω))

¢��=¢�Z
������X[� ��� � ¤�¢ ¢ � ¢C7 X
Y����4D� �"�C7*] �!���FU Z���71 �7 Z \ �� ���\���� Z ���FE³�������

yk−2
� �  %$E�� ��#  ]���¡ �!�!�C¢���! ³���FE³�������

yk−2
 >U��"�����!���D\ �� ���\����� �7 ¤�æ¸¦ � �g����	��! ��� gZ¦�# >U��� gY������¦Y����

\¦�!�!�'¡ �����J��ZK¤ ¢�� � ¥ ¦ �'� ���#�g\ ��\��!��7 X5;��!  ]�\¦�
∂yk−2

∂t
−∇∆yk−2 +∇qk−2 = χk−2(x, t),

è�Ð Ï
yk−2 = 0,

∫

Ω

qk−2 dx = 0, yk−2

∣∣
Γ
= 0, yk−2(x, 0) = 0,

¤ ¢�� ��	�¦

� �#�
χk−2(x, t) = C(t)yk−2 + ϕk−2

¢���Y����C71�������!�m�!�� �����7 Z/;� ��C �������]
 !�
� � � ¤�¢ ¢ ¢ \ �T¢!� ^ � ] 	��! ��:\ ��\��!��71��Y� \ �C� �#  � �!�!� �C���� C¢ Y� ���Z
������]�� $ �"X��
����¡³�!���FU Z���7 X��g���¦¡¦Z �C�����!�{�����QY���  ��¡¦�� �#��X D 5 Z
��]�2����

yk−2
� \�� U� ��C���

�KU� ��C��� � XT\�  ]
 ��� FY� ������"]�� � ( ¡��! ��� C¢
���! c¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����
yk−2

� 0
w

$ +1]^TURiq�Tih�a�o�Y=]mW�Q6j�\JY=]c`J]^¬�n6[�p6VUQSV�Y �.| � | % TS[�TU\J\JaJk�TUW�Q / uiwUw&1¸ZJ`JaJWU]�h�]^\JY�WZ�|�w�| 0�| �B\Ja�j�]U|
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 >U��"���������{\ �� ���\����� �7�¤�æ¸¦U¢�\ �C� �"Z����J¢#���! %Y��!���

uk−2
¢
pk−2

 >U��"�����!���%�!��7
$*�D\ �� ���\����� �7 �
( ¡ \� � ��!�� >E³������� ¤ ¢�� ¢!� ¦S¢�¤ ¢�� ¢�� ¦� ��!�� \ ���!� �C���� _  Y������!�! ����_è�Ð ÏL� X[�� !�

�"�C7�¡ �����J���%�����¥���¦��¡¦��� \��!��X D
w

(3)
k

¢
z
(3)
k

∂w
(3)
k

∂ρ
=Wk(ϕ, ρ, t), w

(3)
k

∣∣∣
ρ=∞

= 0,

∂z
(3)
k

∂ρ
= Zk(ϕ, ρ, t), z

(3)
k

∣∣∣
ρ=∞

= 0,

¤ ¢�� � � ¦

� �#� 5 Z
��]�2����
wk
�
zk(·, τ)

 >U��"����������\ �� ���\����� �7 ¤�æ¸¦U¢
Zk(ϕ, ρ, t, τ)

�
�!������ ��� �71���!������� \ ]�����Y� ������� �7?Y� 

τ
¢��

Wk|ρ=∞ = 0
¢
Zk|ρ=∞ = 0

� +����
\#� ���³7 X  �#��  ¡����J���� £��� D� �"�C7

w
(3)
k

�
z
(3)
k

� 0��¦��¡¦��� \��!��X��
vk
¢
sk
  Y���� �#���

��� ��� \6�&��¡g\ �C� �"Z��XY³���&\ ��\��!��7 X43

∂vk
∂τ

+∆sk = Φk(x, t, τ),
è�Ð Ï

vk = 0,

v
(3)
k

∣∣∣
∂Ω

= −z(3)k

∣∣∣
ρ=0

,

∫

Ω

sk dx = 0,

� �#� ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
Φk(x, t, τ)

�v�!������ ��� �71���!������� \ ]���� Y� ������� �7m ��!�� !�
\ ���!� �C���� 

τ
\���Z �C�¦� X�7�\���� �#���C7��X >U��"�����!���D\ �� ���\����� �7 ¤�æ¸¦ Y���� 5 ��]�\ ���

��  � �!���� �7
τ
¢�� ∫

∂Ω z
(3)
k ds = 0

� +�� \#� ���X7 X  �#��  ¡����J���� E  Y���� �#� ������7
vk�

sk
¢�Z \ �C  � ���>EF��\�� �#  Y� ��C�����!� �C���� C¢
���! % ����� >U��"��������� \ �� ���\����� �7°¤�æ¸¦ �
�gZ
��]�2����

w
(s)
k

¢
z
(s)
k

¢
s = 1, 2

¢�������� ��� \6�£���FE³�������C7 �* �#��  ¡����J���� �����¡��
���FEF�C71 ��&¡ �����J����� �����

∂2w
(s)
k

∂ρ2
= Φk,s(ϕ, ρ, t), w

(s)
k

∣∣∣
ρ=∞

= 0,

∂z
(s)
k

∂τ
− ν

∂2z
(s)
k

∂ρ2
= Ψk,s(ϕ, ρ, t, τ), z

(s)
k

∣∣∣
ρ=0

= −v(s)k
∣∣∣
∂Ω
, z

(s)
k

∣∣∣
ρ=∞

= 0.
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Φk,s

�
Ψk,s

 >U��"��������� \ �� ���\����� �7 ¤�æ¸¦U¢
Ψk,s

� �!�����
�� ��� �71���!������� \ ]����=Y� ������� �7o\¥��Z �C�¦� X�7o\���� �#���C7oY� 

τ
¢ �

Φk,s|ρ=∞ =

Ψk,s|ρ=∞ = 0
� �4���¦]
 '� ���#���!�C¢����! 

w
(s)
k

¢
z
(s)
k

 >U��"��������� \ �� ���\����� �7Ì¤�æ¸¦ �
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hk
�
gk
¢ \� �� �"� \��� Y���� ��\��������C�������C7�¤ ¢�� ¢!� ¦S¢#¤ ¢�� ¢�� ¦S¢ Z¦�#  ���C���

���� ���� ���{\� � ��!�� >E³�������C7�� �����

∂hk
∂ρ

= Xk(ϕ, ρ, t), hk
∣∣
ρ=∞

= 0,

∂gk
∂ρ

= Yk(ϕ, ρ, t, τ), gk+1

∣∣
ρ=∞

= 0,

� �#� 5 Z
��]�2����
Xk
¢
Yk
Z¦�#  ���C������ ���� ��� \ �� ���\���� Z_¤�æ¸¦U¢

Yk(ϕ, ρ, t, τ)
�Ú�!�����

�� ��� �71���!������� \ ]����%Y� ������� �7�Y� 
τ
¢ �

Xk|ρ=∞ = Yk|ρ=∞ = 0
� +�� \#� ���£7 X

Y����4D� �"�C7�]&� X[�� �"Z�¢����! 
hk
�
gk+1

 >U��"��������� \ �� ���\����� �7°¤�æ¸¦ � W  \��!�� !�
�������g� \ �C7 Y��! �����]��¥���FE³�������

(uω, pω)
¡ ��������E³���� �

&r� G=�IZª���ª�>Q1�5� \1~=�.�������7Q1~ �!/.� � �1~���~��.�.� �

&r� G=� �#���
� �!�������C� /=��R����ª�>Q.�B� W Z \��!�
Ω
�H ������!���������������  >U��"� \��!�

�¦� ]������#  � �%Y��� \��!���!��\���� �
E3 \*�����!����2���� ∂Ω � W 2����������#��� Q = Ω × R��� \¦\�71 ��!���C7<¡ �����J��Zc 

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4D�Y� L������71����� t ���FE³�������4DZ
���������������&0D���������a;��!  ]�\¦�

∂v/∂t− ν∆v +∇p+ (v,∇)v =

= a0(x) +
∑

0<|k|6m

[ωak(x) + bk(x)] e
ikωt,

è�Ð Ï
v = 0, v|∂Ω = 0,

¤ ¢�� � � ¦

� �#�
ω
�BU� ��C�>E³ ���Y��!����71���!� � WB�¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

ak
¢
bk
¢�¡ �����!����X������

Ω
¢

\� �¡����J���������C7 �F��]
 �7 Y��C�¦]�\��� �7&Y��� \��!���!��\������
C3 �³�����!����2�� ∂Ω Y���� �"Y� !��"�!� ����� \6�SU�� \ ]
 ��������� X� �"���"]��C7 �=¢

ν = const > 0
� 0��¦��¡¦��� \��!��X�7 �m���������

��� \6�Q���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
v
¤ \ ]
 ��� \��!�)${���"]
 \����#¦�\� �¡����J���������C7 �Q�

C3 �5 Z
��]�2����
p
¤ �������C�������J¦�\� �¡����J���������C7 �F�

C1 � W ��� 	��! �7c� \ ���F]
 �	 545 ��2����������X
ak
�
a−k

¢��£����]4$*�
bk
�
b−k

]
 �7 Y��C�¦]�\��� \�  Y����4$*����X4¢�� � � � Y������ ���
��� \��!��¤ ¢�� � � ¦[���FY³� \�����������  ¡����J�������=¢��! 
�g���FE³�������

v
¢
p
Y� �#����¡¦Z�71�¦� �!�����

\6�{���FY³� \�����������  ¡����J����X�7 � 81�FE³�������%�4��� \��! J��Y³���E���!U� ��!�[Y� ����C7 ����� \6�{�
]��"� \¦\ ����� \ ]
 �7�\�7 XT\ �C� �
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8 � \¦\�71 ��!���C7 \����!2��� ����!����X���Z
���������������&0D���������a;��!  ]�\¦�
−ν∆u+∇q + (u,∇)u = a0 −

∑

0<|k|6m

k−2(Πak,∇)Πa−k ,

è�Ð Ï
u = 0, u

∣∣
∂Ω

= 0,

∫

Ω

p dx = 0,

¤ ¢�� � ^�¦

� �#�
Π
�ê�! ��;$*�'Y��� ��¦]��! ��=¢=���! ¥���&\ � 	 ¥C� ;U��\��!��7 ��¤ ¢�� � ^�¦S¢�]���]���¡¦��� \����

�� � ¥�¢ ¢�� � � ë � ¢ �C71�����³¤ �� � >U>Y³����  �� ����=¢U����� �"����\����������� ��J¦����FE³������� � W Z \��!�
\ Z Y³� \���� Z����E���¦� X��� %$ �#������ ��4���FE³��������¢C� � � � ����]
 ��£���FE³�������

(u0, p0)
¡ ���

���J����¤ ¢�� � ^�¦S¢����! %\ ��\��!��7 �
−ν∆u+ (u0,∇)u+ (u,∇)u0 +∇q = 0,

è�Ð Ï
u = 0, u|∂Ω = 0,

∫

Ω

q dx = 0
¤ ¢�� � � ¦

���D�C71�����%�����!����� �����C����X D_���FE³��������
 �
W«  Y���\¦�!����X D�� X E³�{Y���� �"Y� ��C %$*�������4D/\ Z Y³� \���� Z����m����]
 ��{¡����J���������

ω0 > 0
¢=���! IY����

ω > ω0
\ ��\��!��7 �Ç¤ ¢�� � � ¦��C71�����

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ��Y� 
t
���FE³�������

(vω , pω)
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XY³����Z \ �C  � � �

lim
ω→∞

∥∥∥∥vω −
(
u0 +Π

∑

0<|k|6m

(ik)−1ake
ikωt

)∥∥∥∥
Sq

= 0, q > 1,
¤ ¢�� ¥ £ ¦

Y���������7g����]
 ��B���FE³�������£¤ Z¦�#  ���C������ ���� �XY³����¤ ¢�� ¥ £ ¦��'Z \ �C  � � � ∫
Ω
pωdx =

0
¦1� �"����\����������� �!� �! ��g� \ Y� �71 �� �!�!� �C����X��*���¦¡¦Z �C�����!�g\ �C� �"Z����D��¡ � 	 ¤�� ¢� �C�
����]
 '�'Y �"¢�� � � �  ��KU Z¦�#���'Z \����!��  ���C���_���¦¡ ��� ��\ �C71 �

&r� G=� &r�r� �!\��#�[�
�
����~���+#�72E~;\�� �!�4���#~��.�.�����g����Y� \��!�� ���������� \ �C7 Y��

�! �������� \ ]
 ��� g����¡ �C %$*�����������FE³�������
(vω , pω)

\ �#� �"�!��7,��\ ��\��!��71��¤ ¢�� � � ¦
¡ ��71����Z

ωt = τ
¢
ω−1/2 = ε

� W ���¦¡¦Z �C�����!�!�DY������#��7�]&¡ �����J���� 
2π
� Y������� !�

�"����� \ ]��4D
Y� 
τ
���FE³�������4D&\ ��\��!��7 X
∂v/∂τ − ε2ν∆v + ε2∇p+ ε2(v,∇)v =

= ε2a0 +
∑

0<|k|6m

(ak + ε2bk)e
ikτ ,

è�Ð Ï
v = 0, v

∣∣
∂Ω

= 0, 0 < ε� 1.

¤ ¢�� ¥�¤ ¦


�� V�o�]^V�a�ors�bJV�T�]^d�[�a�WU]�[�aJbJaJ\JY
‖a0‖L2(Ω)

a
‖ak‖W1

2 (Ω)

h�TUd^VUQSV�TUbJ\JT�oCQ6[�Y�a�[�a
νh�TUd^VUQSV�TUbJ\JT�WU]�[�aJk�TJs�V�T�`J]^´ª]^\JaJ]�d^aJd^V�]io�YÇ±ðw�| 0���²=]�h�aJ\Jd^V�WU]^\J\JT / {�w�s!l·[
|��Bs��
u 1�a4TU\JT\J]^WUY=`JTijBh�]^\J\JTU]U|



G�i �+i � S�qbS�XgS � ��V � W���q�WNX�V�Y�Z;W�� � V�m�V/LNW�r�� � 	
2v\ �C7 Y��! �������� \ ]
 ��B����¡ �C %$*�����������FE³�������FY� \ �C� �#�����D¡ �����J��� U Z¦�#��7L\��!�� !�
���!�'\TY� �71 >Y³����71���! ���gY� ������!�������� ��� F\ �C J�,� ��� � W?\ �!��¡¦��\5	����C7/� ��� �#��7
���¦]
 ��! ���X��� >U�  ¡����J��������� �

W Z \��!�
q = (q1, q2)

�s]������� �������������X��% ����! ��� ������C����X�� ]
 � �� �"�����!��X
���&Y�  �����=D��� \����

∂Ω
� �g�����
�XU� ����! ���]��

x ∈ Ω
¢��C� $'�!Y³�����
�# \����!�! ����

�� *7 ���C ��E  ]���� \��!�� \����X�����!����2�X
∂Ω
¢� >U�  ¡����J���C7g�������¦¡

r(x)
��� \¦\��! J�������

���# ��C�g�� ��C7 �����  ��
x
�# 

∂Ω
¢ �K�������¦¡

Ωδ
¢
δ > 0

¢ Y� ������!��\ �C �� �! ���YF���
��X

δ
3
Ωδ ≡ {x ∈ Ω : r(x) < δ} � W Z \��!� ����\ �C δ \��! ��C��7 ���C C¢B���! �� ��C7 �����
]

∂Ω
��� Y������ \��¦]������ \6���

Ωδ
� )= �� ��� �

Ωδ
  Y���� �#� �C����XÌ ����! ��� !�

�����C����X��g]������� �������������X��g]
 � �� �"�����!��X
(q, r) ≡ (q(x), r(x))

¢=� �#�
q(x)

�
�! ���]��X�����!����2�X

Ωδ
¢"�C� $'�!Y ���m���_ �#�� ��c�� ��C7 ������\

x
�9W  ������!��\ �C �����X��

7 � 5 Z
��]�2����C7 �'U Z¦�#��7�����¡¦X[� �!�!�L]
 ���������X���\ Z�7�7 X � �"���"]��4D��c2����������
�#���

(x, τ) ∈ Ω × R
5 Z
��]�2������ �����

α(x, ε)eilτ
¢.� �#�

l ∈ R
¢ � 5 Z
��]�2����

α(x, ε)
Y����Q�
�XU� �7 5 ��]�\ ����  � �!���� �7

δ0 ∈ (0, δ)
�L�# \����!�! ����� ¥7 ����X D

ε71 ��¦Z
�;U X��!�
\ Z Y³� \����������� _ �� ��������X�7 �g ��X��Z ���Q����E³������Z
�!���QY� ������!��\U�
�C J�

Ωδ0
� )B��� D�71������X��I���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢ ]
 �7 Y� ���������Xa]
 ��! ���X D����������

��� \6� Y� ������!��\ �C �����X�7 � 5 Z
��]�2����C7 �=¢ U Z¦�#��7g����¡¦X[� �!�!�vY� ������!��\ �C �����X�7 �
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����C7 � �
2v\ �C7 Y��! �������� \ ]����'Y�����U����4$*�������

2π
� Y������� �"����� \ ]��4D&Y� 

τ
���FE³�������

\ ��\��!��7 X ¤ ¢�� ¥�¤ ¦ U Z¦�#��7���\ ]��!�!�'�'� ���#�

n
v(x, τ, ε) =

n∑

k=0

εkuk(x) +

n+2∑

k=0

εkvk(x, τ)+

+

n+2∑

k=0

εkwk(q, ρ) +

n+2∑

k=0

εkzk(q, ρ, τ),

n
p(x, τ, ε) =

n∑

k=0

εkpk(x) +

n+2∑

k=0

εk−2sk(x, τ)+

+

n+2∑

k=1

εk−2hk(q, ρ) +

n+2∑

k=1

εk−2gk(q, ρ, τ), ρ = ε−1τ.

¤ ¢�� ¥�¢ ¦

# �#� \����������¦¡
uk
¢
vk
¢
pk
�
sk
 >U�  ¡����J������XÇ�����¦Z ��������X�� � ��� ¢ ���������¦¡

wk
¢
zk
¢

hk
�
gk
� Y� ������!��\ �C �����X�� ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����&� 5 Z
��]�2����I\� � �������� \����������

�� C¢�Y���������7�¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����=¢�¡ ��� ��\6��YF���¸ ��
τ
¢��C71�����{Y� 

τ
��Z �C�¦� X��

\���� �#����� ��W  ������!��\ �C �����X��%¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����
�* >U��"� \����
Ω\Ωδ

¢�� �#��]
 !�
 �� �"�����!��X

(q, ρ)
���4  Y���� �#� �C����X4¢���������XÌ��Z �
� �
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&r� G=� G=� � ���1���
�1�7���C� /=��� �!���C�#���

�
� �1~=R>�
��+��������r� W  ��C %${�C7

vn(x, t, ω) =
n
v
(
x, ωt, ω−1/2

)
, pn(x, t, ω) =

n
p
(
x, ωt, ω−1/2

)
,

� �#� n
v
� n
p
�­�!�[$*��¢����! {�&�m¤ ¢�� ¥�¢ ¦ � ;UY�������� ������� �

��~ ���1~
���;&r� �r����������	 *"- 
����!����� - ���&��� * ��1�
 H��!H ��H � � (vω , pω) � �!�!'")
7>'��!���"�F��'%�

2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"��
�� t ����E����!��� �&� �����P� - ¤ ¢�� � � ¦A

���
ω > ω0 ?

J9+8�
ω0 � +8�
����'G���G#%��� �"���!	"E��"�6#%� �&��� H I���J9+�'�+ ��1��!.��"��J�� l > 0

(vω , pω) ∈ C2l,l(Q)
�$�&

�(' * �,+ �!� *"- ��4����!�!�

∥∥vω − vn
∥∥
2l+2

+
∥∥∇pω −∇pn

∥∥
2l
6 ct,nω

−(n+1)/2+l,

'�

���
l ∈ [0, 1]

∥∥vω − vn
∥∥
2l
6 dl,nω

−(n+1)/2, cl,n, dl,n = const .

���
�������"���!����

��� ���!���=���!� �
(vn, pn)

� * �&+ � �%�,1N�M����E����!�!. + * ��
 ���!
�� *
��� 7>' * � �,1!/���
 �
�

ω
�!�!��� �!� - 
 7>'�+�'
# �FJP��'�+ �!���<�L+�'��!� - �<��20
��9� * ���

�
�('
� * ���D7>'�+�'
#%�:+ ��1;����'�4!������'��������6�!�!����'�����7�� * '��!�������&� �����P� - �A' * 	�� �
�C�������P'

(
��� H ¤ ¢�� ¥ ��¦��!���=� ) �=7>'�+�'
#%� ��� ��� '���'0+ ��1��
�(' * �����!��1;���!'G��������' H�³  ]���¡ �!�!� �C� \���� Z%�!�� �����7 X<Y� \ �!��Y³�����³ \������C�������X��� \��!�E����¡ �#� �"� �

&r� G=� A(�S�
� �!�4���#~��.�1~ �
���1���
��+#����< ���!�1��\.���C���7/.�B� W  ��\������ �C7
� X���� $*�������Ç¤ ¢�� ¥�¢ ¦ ��\ ��\��!��7 ZÇ¤ ¢�� ¥�¤ ¦��I\DZ
�����! �7?Y���� ��\��������C�������Ç¤ ¢�� ¢!� ¦S¢
¤ ¢�� ¢�� ¦U\�����Z�Y�Y�����Z���7/�
Y�����������������7�]
 �	 545 ��2���������X�Y����&\� � �������� \���� Z����
YF�4D \��!�¦Y������4D

ε
 ��¦�#� �C���� T�����*�����¦Z ��������X D � Y� ������!��\ �C �����X D_¤ ���¦]��! ����^¦

5 Z
��]�2���� � 4D� $ �# ��&��¡IY� ���Z
��������X D ����������\���������¡� >U�����75¡ �!�!��7
���������
������\���� �a�����k\����!2��� ����!����X De�  \�2�����������Z��XYF�4D \­��Z �C�¦� X�7 \���� �C�
���C7s���¦]��! ���� 5 Z
��]�2���� � W ���¦¡¦Z �C�����!�!�������5]
 �	 545 ��2��������!  � ����¡ �C %$*���
�����é¤ ¢�� ¥�¢ ¦&Y� ���Z
���C7 Z
���������������=¢v]
 ��! ���X���U Z¦�#��7 ���FE �!�!���<\ �C� �"Z����
Y³���« �������� �#�� \���� � WB���J�����C����¡ ����������\����
¤z ����*\ �C� �"Z����<��¡ Z \ �C  � ���
è�Ð Ï

u = 0
¤ ¢�� ¥�¤ ¦U�&Y���� ��\��������C��������¤ ¢�� ¢!� ¦S¢(¤ ¢�� ¢�� ¦^¦

∂w
(3)
0 /∂ρ = 0, w

(3)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0; ∂z
(3)
0 /∂ρ = 0, z

(3)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0

��� D� �"�C7
w

(3)
0 = z

(3)
0 = 0

¢��'¡ �!�!��7���¡g\ ��\��!��7 X

∂v0/∂τ +∇s0 =
∑

0<|k|6m

ake
ikτ ,

è�Ð Ï
v0 = 0, v

(3)
0

∣∣∣
∂Ω

= −z(3)0

∣∣∣
∂Ω

≡ 0



G�i �+i � S�qbS�XgS � ��V � W���q�WNX�V�Y�Z;W�� � V�m�V/LNW�r�� ���
Y� ���Z
���C7

v0 =
∑

0<|k|6m

(ik)−1Πake
ikτ ,

∇s0 =
∑

0<|k|6m

(I −Π)ake
ikτ ,

� �#�
I
���! %$ �#� \�����������X��³  Y������!�! �� � ( ¡�  Y���� �#� �C�������FY��� ��¦]��! ����

Π
�C���¦]
 

\ �C� �"Z����J¢J���! ���� D� %$ �#�������
v0
�
s0
\ �� �"��� \6�g]³���FE³����� � ¡ �����J���F0����C7 �!���

�����&Z
��������������� W Z � \¦\� ���� � � ���C����¢���¡g\� � ��!�� >E³�������

−ν∂2w(s)
0 /∂ρ2 = 0, w

(s)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0, s = 1, 2,

Y� ���Z
���!��7�¢����! 
w

(s)
0 = 0

¢�� ��¡g\ ��\��!��7 X<Z
���������������

∂z
(s)
0 /∂τ − ν∂2z

(s)
0 /∂ρ2 = 0, z

(s)
0

∣∣∣
∂Ω

= −v(s)0

∣∣∣
∂Ω
, z

(s)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0,

 ��¦�#� �����{Y�������71������Z��
τ
¢�  Y���� �#� ������7

z
(s)
0

¢
s = 1, 2

�>W  \ �C�6	��! ��� 4���!���#��7
h1 = g1 = 0

��¡D\� � ��!�� >E³�������
∂h1/∂ρ = 0, h1

∣∣
ρ=∞

= 0; ∂g1/∂ρ = −∂z(3)0 /∂τ, g1
∣∣
ρ=∞

= 0.

0D�g\ �C� �"Z��XY³��7	E �!���v�!�����C ��¦������X�7K >U�����¡� �7QY� \ �C� �#  � �!�!� �C���� 4���!���
�#��7

w
(3)
1 = 0

¢
z
(3)
1

¢
s1
¢
v1
¢
w

(s)
1

¢
z
(s)
1

¢
s = 1, 2

¢��
h2
¢
g2
� 0D�g�!�����!����7

E �!���D�����QY��!��X.]
 �	 545 ��2��������!  �
(u0, p0)

Y� ���Z
���!��7���� ������������Z��o¡ �������
��Z«¤ ¢�� � ^�¦U¢��C71���XYFZ��eY� Z \ �C  � � � ¤ \�7 � Y �v¢�� � � ¤ ¦E���¦� X��� %$ �#������ ��g�����
E³������� � W�\ �C� ��¡ �

(u0, p0)
  Y���� �#� ���C7 5 Z
��]�2����

w
(3)
2

�
z
(3)
2

� �g����Y��!��X
(v2, s2)

Y� ���Z
���!��7�\ ��\��!��7 Z
∂v2
∂τ

+∇s2 = ν∆v0 − (u0,∇)v0 − (v0,∇)u0 +

+
∑

0<|k|,|j|6m,k+j 6=0

(kj)−1(Πak,∇)Πaje
i(k+j)τ +

+
∑

0<|k|6m

bke
ikτ ≡ Ψ(x, τ),

è�Ð Ï
v2 = 0, v

(3)
2

∣∣∣
∂Ω

= −z(3)2

∣∣∣
∂Ω
,

]
 ��! ������&\ �� �"��� \6��]&¡ �����J���
∆s2 =

è�Ð Ï
Ψ, ∂s2/∂n

∣∣
∂Ω

=
(
Ψ(3)(x, τ) − ∂v

(3)
2 /∂τ

)∣∣
∂Ω
,
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n
�s����Z
�!�����������g�� ��C7 ���C�
]

∂Ω
�9W  \ �C� �#������\FZ
�����! �7:\��!��Z�]���Z
��X

Y� 
τ
Y������ X D*��� \��!���%��� \ Y������!��� \6�*���4��� \ ]
 ��C� ]
 ¸ �#�� �����Y���X D ¡ �����J�=¢�]
 !�

�! ���X���Y� \ �C��� \��!� \����������� ��� £ ��¦�#� �C��������������71������ ��%Y�������71������ ��
τ
 �#�� !�

¡����J���� _¤ \��! ����� \��!���=�# F�����"����������X D{Y� \��! J������X DC¦1����¡����FEF�C7 X=� \ ����Z
�C��7�7 X ¢�� ¤ ¤ \�7 � ���4$*�J¦ � # �!�!��7 ���!���#��7 5 Z
��]�2����

w
(s)
2

¢
s = 1, 2

¢��
h3
�

W�\��
Y� \��!�� �������X�� 5 Z
��]�2�����U�� \ ]
 ��������� g� �"���"]���� � 3 \����!��  � �C7�	��! ��
5 ��]��%����E³�{�����

(u0, p0)
¢�Y� \ ]
 ��C� ]�Z%�����g \������C����X D 5 Z
��]�2����g ��c ������

� ���#���?��\ ����Z��4D Y� \��!�� ��������?�?]��"� \¦\ ����� \ ]��4D�E ��Z¦�#����  � \ ]��4DÇ �2�����  ]
������Z
��������������� W Z � \¦\� �����Y�����]����!�¦� X DQZ \ �C  � ���4D�0����C7 �!��� �0W  LZ \ �C !�
� � �

(u0, p0) ∈ C2(Ω)
¢�����]?]���] 	��! �� ]��"� \¦\ ����� \ ]
 ��¥���FE³������� � W �������

Y���\ X[� ����¤ ¢�� � ^�¦ �%� ���#�g\ ��\��!��7 X*;��!  ]�\¦�{\ ��¡¦��� \��!�� ��LY������� ��¥��� \��!���.�
71�� ���  ]����!�!�� &��\ Y� ��C� ¡¦Z!��Y�������� �#������Z��­���4$*�E�!�� �����7 Z ¢�� � ¢�Z \����!�����������
� �!��7'U�� \ ]
 ���������Z���� �"���"]
 \��!�

(u0, p0)
�

W ��� �"Y� ��C %${�C7 �!�¦Y������C¢����! 7 X ���!Eg��� U�� \ ]
 ��������� � �"���"]����
¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����

ui−2
¢
pi−2

¢
vi
¢
si
¢
wi
¢
zi−1

¢
hi+1

¢
gi
¢
2 6 i 6 k − 1

�
W   ]�� $*��7�¢!���! ³�! �� ���£7 X�\�71 %$*��7��4DE���!�����%Y�Z
�!��7����FE³�������%Z�]���¡ �!����X D
� 5  ��C7 Z ������  � ]
���!�� �����7 X<¡ �����J�
�
�����

i = k
¢�Y���������7 Y� ���Z
���C7 ����]4$*�

U�� \ ]
 ��������� *� �"���"]����E¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2���� �
0��¦��¡¦��� \��!��X��

uk−2
¢
pk−2

Z¦�#  ���C������ ���� ���'\ ��\��!��71�

L(uk−2, pk−2) ≡ −ν∆uk−2 − (u0,∇)uk−2 −
− (uk−2,∇)u0 +∇pk−2 = Ψk−2(x),è�Ð Ï
uk−2 = 0, uk−2

∣∣
∂Ω

= −wk−2

∣∣
∂Ω

¤ ¢�� ¥ ��¦

\g��¡¦��� \��!�� ��L���¦]��! ���� 5 Z
��]�2������
Ψk−2

¢"Y���������7 ∫
∂Ω
w

(3)
k−2 ds = 0

� W�	��! ��
\ ��\��!��71�³71 %$E�� %\������!�E���� �#�� ��� �#�� \��!�'�E�����!�������� �7�Z \ �C  � ���=¢�Y� \��!�� !�
���C¢�\ �C� �"Z!� � ¥�¢ ¢�\ � � ^JÓ�� ��� ¢� �#��ZQ��¡)U�� \ ]
 ��������� ¥� �"���"]��4D����¦]��! ���� 5 Z
��]��
2����

w
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D�Z \ �C  � ���C7

è�Ð Ï
w = 0, w

∣∣
∂Ω

= −wk−2

∣∣
∂Ω
.

W ���¦¡¦Z �C�����!�!�DY������#��7�]&¡ �����J����� �����¥¤ ¢�� � � ¦

L(u, p) = X(x),
è�Ð Ï

u = 0, u
∣∣
∂Ω

= 0

\���¡¦��� \��!�� ���U�� \ ]
 ��������� c� �"���"]
 �� 5 Z
��]�2������
X
¢ ]
 ��! �������Y� �Z \ �C  � � �

 �#��  ¡����J���� *����¡����FEF�C7 � �
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∂w
(3)
k

∂ρ
= −

k−1∑

i=0

(
Di,1w

(1)
k−1−i +Di,2w

(2)
k−1−i +Di,3w

(3)
k−1−i

)
≡Wk(q, ρ),

w
(3)
k

∣∣∣
ρ=∞

= 0,

�_����]4$*�'��¡'�!�����C ��¦������X DQ\� � ��!�� >E³�������L�����
z
(3)
k−1

 �#��  ¡����J���� X���!���#��7
¤ Z
������X[� ���IY� ������!��\ �C �����Z��6\��!��Z�]���Z
��Z&Y������ X D¥��� \��!���#¦ 5 Z
��]�2����

w
(3)
k�

z
(3)
k

�
� ���C���

z
(s)
k−1

¢
w

(s)
k

¢
s = 1, 2

¢
���!���#��7���¡g\� � ��!�� >E³�������
� �����

∂zk−1/∂τ − ν∂2z
(s)
k−1/∂ρ

2 = ψk,s(q, ρ, τ),

z
(s)
k−1

∣∣∣
∂Ω

= −v(s)k−1

∣∣∣
∂Ω
, z

(s)
k−1

∣∣∣
ρ=∞

= 0,

∂2w
(s)
k /∂ρ2 = ϕk,s(q, ρ), wk,s

∣∣
ρ=∞

= 0,

� �#�
ϕk,s

�
ψk,s

�:Y� ������!��\ �C �����X�� 5 Z
��]�2����=¢ ]
 ��! ���X�� ¡ ��� ��\6���� ��[��¡¦��� \����
��X D����,	��! �7"	�����Y���]
 �	 545 ��2��������!  �¥����¡ �C %$*�������°¤ ¢�� ¥�¢ ¦ ��W  \ �C��	��! ��� 
���!���#��7

z
(3)
k

� 0��¦��¡¦��� \��!��X��
vk
�
sk
  Y���� �#� ���C7�Y�Z
�!��7����FE³�������%\ ��\��!��7 X

∂vk/∂τ +∇sk = ν∆vk−2 −
k−2∑

i=0

{
(ui,∇)vk−2−i+

+(vi,∇)uk−2−i +Rτ [(vi,∇)vk−2−i]
}
≡ Φk(x, τ),

è�Ð Ï
vk = 0, v

(3)
k

∣∣∣
∂Ω

= −z(3)k

∣∣∣
∂Ω
,

∫

Ω

sk dx = 0,

� �#�

Rτ [a(x, τ)] = a(x, τ) − (2π)−1

2π∫

0

a(x, τ) dτ.

� ���'\ ��\��!��7 ��	¦]�� ��� ���C�����!���'\ �C� �"Z��XY³���
Y��!���D¡ �����J�=3

∆sk =
è�Ð Ï

Φk, ∂sk/∂n
∣∣
∂Ω

=
(
Φ

(3)
k + ∂z

(3)
k /∂τ

)∣∣
∂Ω
,

∫

Ω

sk dx = 0,

∂vk/∂τ = Φk −∇sk,]
 ��! ���X��� �#��  ¡����J���� 4����¡����FEF�C7 X?� \ ����Zg�#  ]���¡ �!���� ��%���4$*�T�C��7�7 X ¢�� ¤��
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hk+1
�
gk
  Y���� �#� ���C7���¡DZ
���������������

∂hk+1/∂ρ = X1,k(q, ρ), hk
∣∣
ρ=∞

= 0,

∂gk/∂ρ = X2,k(q, ρ, τ), gk
∣∣
ρ=∞

= 0,

\ ��¡¦��� \��!��X�7 �£���6	��! �7 	�����Y�� Y� ������!��\ �C �����X�7 � 5 Z
��]�2����C7 �
X1,k

�
X2,k

�
(�����]=¢�Y� \��!�� �������� 5  ��C7 ���C���� ��'� \ �C7 Y��! �����]�� �����E���FE³�������

(vω, pω)¡ �����J����¤ ¢�� � � ¦T¡ ��������E³���� �9W ��� 	��! �7�� \��%���']
 �	 545 ��2���������X U�� \ ]
 ��������
�� Ç� �"���"]�����¢����! �Z \����!����������� �!��� \6� ����]J$*��¢U]���]=�=� X E³�&�����=Y������ X D
]
 �	 545 ��2��������!  � � W ��� \��!�� \����=¢�U�� \ ]
 ������������X� �"���"]
 \��!�*���FE³�������&¡ �������
����¤ ¢�� ¥ ��¦ \ �C� �"Z���� ��¡DY�������� �#������ ������4$*�4�!�� �����7 X ¢�� ���

&r� G=� �r�I*m~=/0�C�����72E~K�?�!\��#�[�
�
����~���+#�72E~	�1~=R>�
��+������42¥�U+XU� \���  � ���

�����FY� \��!�� ������� ��I� \ �C7 Y��! �����]��=¢�� � � � Z \����!��  ���C������� U�� \ ]
 ��������� ��¥� �"���C�
]
 \����g���FE³�������

(vω, pω)
¡ �����J��� ¤ ¢�� � � ¦[�L�#  ]���¡ �!�!� �C� \����� %Z�]���¡ �!����X D&�

�!�� �����71� ¢�� 	³ �2�����  ]=¢ U Z¦�#���'Y���  ��� �#���� '�'Y �"¢�� � � ��� ; 5  ��C7 Z ������Z���7Ç���¦]
 !�
�! ���X��'� \ Y� �71 �� �!�!� �C����X��£���¦¡¦Z �C�����!��X4¢����
]
 ��! ���X��*7 X6Z=$*�*  Y�����������\��
������U Z¦�#��7���\ Y� ��C� ¡�  � �!�!�F�'Y �"¢�� � � ���
}c~
�����3&r� �#� ����1A�!.��"��J�� 4�������J�� �����
�����!4�'G�����!	"����J��

k
�&

�(' * �,+ �!� *"-

�(' * ��� ��� * '
∫

∂Ω

w
(3)
k (q, 0) dq = 0,

∫

∂Ω

z
(3)
k (q, 0) dq = 0.

C
3 \����!��  � �C7 ����E³��Y������� �� \� � ��!�� >E³��������¢�Y� \ ]
 ��C� ]�Z
���! ��� ��D�#  ]����

¡¦X[� �!��� \6�D�!�����C ��¦������ � 8 � \¦\�71 ��!���C7
wk+1 =

∑k+1
i=0 ε

iwi
�%W  [Y� \��!�� ������ �

sup
x∈Ω

∣∣ è�Ð Ï wk+1
∣∣ 6 cεk+1, c = const .

+�� \#� ��� �&��¡4�!�� �����7 X.+�\��!�� ���������\ ]
 ��� ³� -���Z \¦\¦�
k+1∑

i=0

εi
∫

∂Ω

w
(3)
i dq +

∫

Ω

è�Ð Ï
wk+1 dx = 0

\ �C� �"Z����F�#  ]���¡¦X[� �!��71 �������������\����� � �4��7�7 � ¢�� ¤ �#  ]���¡ �!��� �
B; 5  ��C7 Z ������Z���7 �FY³� �"���D]��"� \¦\ ����� \ ]����4�!�� �����7 X.W � 2 � ;� ��C �������]
 !�

� �m c����¡����FEF�C71 \���������Y����� �����X D� �2�����]�� D����FE³��������\����!2��� ����!���� ����
��� \����!2��� ����!���� ��
\ ��\��!��7 X6;��!  ]�\¦� �
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\ ��\��!��7 X5;��!  ]�\¦�

ν∆u = ∇p+ h(x),
è�Ð Ï

u = ρ(x),

∫

∂Ω

p dq = 0, u
∣∣
∂Ω

= ϕ(q).
¤ ¢�� ¥ ¥ ¦

W Z \��!�'� X[Y� ��C������ *����������\����� 
∫

∂Ω

ϕ(3) dq = −
∫

Ω

ρ dx.

)= �� ���'\ Y�������� ������� �
��~ ���1~
���S&r� ��� ¤�¢ ¢ � � �:�&�!��J��('��!�!4�'

∂Ω ∈ Cl+2 ? J9+8� l > 0 � ����4������"�
#%� �&��� ? ϕ ∈ Cl+2(∂Ω) ? h ∈ C l(Ω) ? ρ ∈ C l+1(Ω) ? ���;7>'�+�'
#
'�¤ ¢�� ¥ ¥ ¦ ���C���>��,+ �!� ��� * ���!���"������E����!��� (u, p) � u ∈ Cl+2(Ω) ? p ∈ C l+1(Ω) ? ��+ ��1 ����J��
*"- 
����!��1��>�%�,1 ��4����!�!'

‖u‖Ωl+2 + ‖∇p‖Ωl 6 c
(
‖h‖Ωl + ‖ϕ‖Ωl+2 + ‖ρ‖Ωl+1

)
, c = const .

� +8�>�&	�#G�9���P7
Cl(Ω)

�
Cl(∂Ω)

���"��7���'
#G��� - ��� - #%� - �CJ�����!	>+8�9��� * �&�!��� 

���%)
�����('�� ��� * ' ( * ��� �����() ) 30�!�!�!4!� � ? ��

���,+8�������!� - � ��' Ω �

∂Ω
���"�
� * �>�%��� * ����)

��� ? ���
����� - �6'���'�����J��(#%� - 

���
�����('�� ��� * � C2l,l H8 � \¦\�71 ��!���C7��FY³�vY������ Z��Ì���J�����C���� !� ]����!�¦� Z��=¡ �����J��ZF�����X��� \����!2��� !�
���!���� ��&\ ��\��!��7 X5;��!  ]�\¦� �%2����������#���

Q0 = Ω× [0, T ]
¢
T = const > 0

3

∂v/∂t−ν∆u+∇p = f,
è�Ð Ï

v = 0, v
∣∣
t=0

= v0(x), v
∣∣
∂Ω

= a.
¤ ¢�� ¥ 	�¦

;UY�������� ������� �
��~ ���1~
����&r� � � ¤�¢ ¢�� �0��������	

l > 0 ? 2l ����4������"� ? 

���(#G�P� a(3)|∂Ω = 0 ?è�Ð Ï
v0 = 0

��+�'��!� - �87>'�+�'
#%�c¤ ¢�� ¥ 	�¦���+8� * ���>� * ���!1!.A�8���&��� * ��1�� ����JP��'G��� * '")
�!��1 
����!1"+ �!'

[l] + 1 H I���J9+�'A7>'�+�'
#
'X¤ ¢�� ¥ 	�¦ ���C���>�A�,+ �!� ��� * ���!���"�C����E����!���
(v, p)

�
v ∈ C2l+l,l+1(Q0) ? ∇p ∈ C2l,l(Q0)

� + ��1K����J�� *"- 
����!��1��>�%�,1
��4����!�!'

‖v‖Q0

2l+2 + ‖∇p‖Q0

2l 6 c
(
‖f‖Q0

2l + ‖v0‖Ω2l+2 + ‖a‖∂Ω2l+2 + [f ]Q0

l+ε,t

)
,

c = const .

� +8�>�&	
C2l,l(Q0) ?

J9+8�
l > 0 ? � 

���
�����('�� ��� * � ? '���'�����J��(#%���"��

���
�����('�� ��� * �

C2l,l(Q) @ 0 < ε � 1 ? ' * ���!�(#%�!��' [u]Ql,t
7>'�+�'
�>�%�,1F
��
�&���,+ �!��� �&��'�J�'
�P� - �

* ��

���,+8�������!�!�F����� � - ‖u‖2l ?

 H 2.2.1.
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 \����Ì���FE³���
�����

(v, p)
¦U¢�Y� \ ]
 ��C� ]�Zm�!�� �����7 Z ¢�� � ����7�Y������#��� \6��Y����C71�������!�&����E³�&�

�!� D&\ ��Z
�����4Dr¢�]
 �� ���³ ����&\� ����¦� ���#�� \��!���,� X[Y� ��C������X �
&r� G=� �=��� ��/=�4R�����~���+?�!���?�5� �!���C�#���

�
���1~=R>�
��+����������I� 1 � �!���C�����.�1~

���!�1��\.���C���7/B� W Z \��!�

v̂n = vn + ω−(n+1)/2un+1 + ω−(n+2)/2un+2.

+����¦� ���#�� C¢����! ��!�� �����7 Z ¢�� 	[�# \����!�! ����� T�#  ]���¡ �!�!��Y����'¡ ��71����������� 5  ����
7 Z ������  � ]
�

vn
���

v̂n
�

W Z \��!�
zn = vω − v̂n

¢
qn = pω − pn

� )= �� ��� ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
(zn, qn)����������� \6�����FE³��������7�¡ �����J���
� �����

∂z/∂t− ν∆z +∇p = (z,∇)vω + (v̂n,∇)z + ω−n/2ϕnω(x, t),è�Ð Ï
z = −ω−(n+2)/2ψnω(x, t), z

∣∣
∂Ω

= 0.

¤ ¢�� ¥�� ¦

# �#� \��
ϕnω

��\ Z�7�7 �������¦Z �������� ��,�,Y� ������!��\ �C ����� ��<���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢
ψnω

� Y� ������!��\ �C �������� 5 Z
��]�2����=¢�Y���������7/�����
�
�XU� ��� 
s > 0

‖ϕnω‖2s 6 csω
−s, ‖ψnω‖2s 6 csω

−s,

∫

Ω

ψnω dx = 0, cs = const .

W�¡ �����J���³¤ ¢�� ¥�� ¦ \ �#� �"�!��7�¡ ��71����Z Y�������71������X D
z = yn+wn

¢
p = rn+ qn

¢
� �#�

(wn, qn)
�����FE³�������g\ ��\��!��7 X

−ν∆w +∇q = 0,
è�Ð Ï

w = ω−(n+2)/2ψnω, w
∣∣
∂Ω

= 0.

;6Y� �71 >Y³���­71���! ���IY� ������!�������� ��� I\ �C J�/�Ç�!�� �����7 X ¢�� � Z \����!����������� ���
��� \6��U�� \ ]
 ������������_� �"���"]
 \��!� 	��! ��� %���FE³�������&Y� 

(x, t) ∈ Q
�� �2�����]��

‖w‖2s 6dsω−(n+3)/2+s, ‖∇q‖2s 6dsω−(n+1)/2+s, ds=const .
¤ ¢�� ¥�� ¦

@ \��� C¢����! /���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
(yn, rn)

����������� \6�
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��C7
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Y� 

t
���FE³��������7 \ ��\��!��7 X

∂y/∂t− ν∆y + (y,∇)u0 + (u0,∇)y +∇r =
= −(y,∇)y − (y,∇)(v0 + z0 + ω−1/2w1)−

− (v0 + z0 + ω−1/2w1,∇)y − (y,∇)(v̂n − v0 − ω−1/2w1 + w)−
− (v̂n − v0 + ω−1/2w1,∇)y − (w,∇)y − (w,∇)(v̂n + w)−

− (v̂n,∇)w + ω−(n+1)/2ϕnω ≡ Φ(y, t, ω),è�Ð Ï
y = 0, y

∣∣
∂Ω

= 0.

¤ ¢�� ¥ ^�¦

�³  ]�� $*��7�\ Z Y³� \�����  � �!�����v�
�C  ]����C����Z���� �"����\����������� \��!�E����]
 ��� *�����
E³������� ��W ��� �"� �!�����!� �C���� � ��� �#��7Ç�����m >U�  ¡����J��������� �

W Z \��!� ◦

S2
q

¢
q > 1

¢ �
A0
� �!�X$*��¢
���! F�*����¡ �#� �C� ¢�� ¤�� +vY���� �#� ���C7/�

Sq  Y������!�! ��
A
\³ >U��"� \��!���Ú  Y���� �#� �C�������

D(A) = D(A0) =
◦

S2
q

¢��#����\���� Z����
YF���&Y� 'Y������ ����Z

Ay = −νΠ∆y +Π
[
(y,∇)u0 + (u0,∇)y

]
.

;UY��¦]��!��X
σ(A0)

�
σ(A)

  Y������!�! ���  �
A0
�
A
�"��\ ]������!��X�� � ¤¦¥ ��¢ \ ����� Ó �
� � �

+XU�  ¡����J���C7v�������¦¡
t∗
����]
 ��
Y� ��C %${���!� �C���� �������\ �C C¢����! 

eλt∗ 6= 1
Y����

λ ∈ σ(A)
� �4���¦]
 TZ U�� �"���!� \6�=¢����! 

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 �� Y� t ���FE³������� yn\ ��\��!��7 X ¤ ¢�� ¥ ^�¦UZ¦�#  ���C������ �������� Z
������������� �

y(t) =

t∫

0

e−(t−τ)AΠΦ[y(τ), τ, ω] dτ +

+
[
I − e−tωA

]−1

tω∫

0

e−(tω+t−τ)AΠΦ[y(τ), τ, ω] dτ ≡ (Nωy)(t),

tω ≡ 2πω−1
[
(2π)−1ωt∗

]
.

¤ ¢�� ¥�� ¦

W ������� �#��7v�FY³�¥���¦]
 ��! ���X�����¡¦��� \��!��X��
� \ Y� �71 �� �!�!� �C����X��_���¦¡¦Z �C�������
��X �

W Z \��!�
1 < r 6 p

¢
µ ∈ (0, 1)

�
T0 > 0

� ;UZ Y³� \���� Z����c����]����
Y� ��C !�
${���!� �C����X��_����\ �"�

ω0
�
c0
¢(���! QY����/� \�� D

ω > ω0
¢
0 < t < t′ 6 T0

�
u ∈ Lr(Ω)

\ Y�������� ������� XÌ��������������\���� �
∥∥e−tAΠu

∥∥
Lp(Ω)

6 c0t
−β‖u‖Lr(Ω),
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∥∥e−tAΠ∂u/∂xi

∥∥
Lp(Ω)

6 c0t
−β−1/2‖u‖Lp(Ω),

∥∥[e−t′A − e−tA
]
Πu
∥∥
Lp(Ω)

6 c0(t
′ − t)µt−β−µ‖u‖Lr(Ω),

∥∥[e−t′A − e−tA
]
Π∂u/∂xi

∥∥
Lp(Ω)

6 c0(t
′ − t)µt−β−1/2−µ‖u‖Lr(Ω),

� �#�
β = (3/2)(1/r − 1/p) < 1/2

�
3v]���¡ �!����X��X �2�����]���������� ��� \6��\ �C� ��\���� ���C7 �

Lp
�  �2�����  ]����¦¡� ��C� �������

��Xê  Y������!�! ����?;��!  ]�\¦� � ¤¦¥ ��¢ \ � ¤ £ £ � ¤ ¤���� �:�����!���������C���� ��� �Y���� ��\������!�
�C�������oY� ���Z
����Z�Y�Y�X �������¦¡ ���¦¡� ��C� ��������Z5Y� ��� %$ �����XY³���� v���   Y������!�! !�
���3� � � ¢�\ �"¢!����� �
)=�¦Y�������¡ � 5 ��]�\ ����Z���7

p > 3
�
µ ∈ (0, 1/2 − 3/(2p))

� ;*Y� �71 >Y³���
Y� \ �C� �#���4D_������X���� D_��������������\����'�&\� � >U���� $*�������=¢�]
 ��! ���X�����\ Y� ��C� ¡�  � ���
����\���Y����?�#  ]���¡ �!�!� �C� \������&Y ��¤ �!�� �����7 X ��¡ � 	 ¤#� ¢ �����°  Y������!�! ����

Nω
¢

� ��� �#������ ��� �m¤ ¢�� ¥�� ¦S¢�Z \����!����������� ����� \6�X �2�����]��

‖Nω(0)‖Cµ(Sp) 6 c0ω
−(n+1)/2, c0 = const,

¤ ¢�� 	 £ ¦

‖Nω(y2)−Nω(y1)‖Cµ(Sp) 6 (1/2)‖y2 − y1‖Cµ(Sp),
¤ ¢�� 	 ¤ ¦

� �#�
y1
¢
y2
Y������������C� $'�!� E �!��Z

Sω ≡
{
y ∈ Cµ(Sq) : ‖y‖Cµ(Sq) 6 2c0ω

−(n+1)/2
}
.

+���71�����C7°�FY³��¢#���! 
Y����Q� X[�� �#�4 �2�����]�� ¤ ¢�� 	 ¤ ¦[\ Z Y³� \����������� ���\ Y� ��C� ¡¦Z��
��� \6�Ç�������� �71���������� ��!�� \ ���!� �C���� 

(x, t) ∈ Q
¢
ω > ω0

 ������!������������ \��!�
��� ��������� | è�Ð Ï z0| � | è�Ð Ï w1|

¢����! %� X��!�¦]��!���{��¡DZ \����!��  ���C������X D�� X E³�4�����
������\����

z
(3)
0 = 0

¢
w0 = 0

�
( ¡£ �2�����  ] ¤ ¢�� 	 £ ¦S¢1¤ ¢�� 	 ¤ ¦T\ �C� �"Z����J¢#���! �  Y������!�! ��

Nω
�;E �!���

Sω
���!�

������� \6�&\ $'�!������7 � +�� \#� ����¢��*��� \��!�� \����=¢����¦¡ ��� ��\ �C71 * ��*���¦¡¦Z �C�����!���£�����
U� ���X � 	 ¤�� \ �C� �"Z�����\ Z Y³� \�����  � �!�����

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ��� IY� t ���FE³��������
(vω , pω)

\ ��\��!��7 X ¤ ¢�� � � ¦S¢! D]
 ��! ��� �7SU X��C D\ ]���¡ �!�� ��DY � ¢�� � � ¤�� 4��� �71�
�! ��� C¢�Y� ���Z
���C7  �2�����]�Z

‖yn‖Cµ(Sp) 6 c0ω
−(n+1)/2.

¤ ¢�� 	 ¢ ¦
W �����¦Y���E³��7Ç�!�¦Y������%\ ��\��!��7 Z�¤ ¢�� ¥ ^�¦U�'� ���#�

∂y/∂t− ν∆y + (y,∇)u0 + (u0,∇)y +∇r = −(y,∇)y−
− (v0 + z0,∇)y − (v̂n − v0 − w,∇)y + ψnω ≡ Φ(y, t, ω),è�Ð Ï

y = 0, y
∣∣
∂Ω

= 0,

¤ ¢�� 	!��¦



G�i �+i � S�qbS�XgS � ��V � W���q�WNX�V�Y�Z;W�� � V�m�V/LNW�r�� ^�	
� �#�

ψnω(x, t) = −(y,∇)(v̂n − u0 + w)−
− (w,∇)(v̂n + w) + (v̂n,∇)w + ω−(n+1)/2ϕnω.

¤ ¢�� 	 ¥ ¦
W/\ ����Z£ �2�����  ]_¤ ¢�� ¥�� ¦S¢�¤ ¢�� 	 ¢ ¦��'\��!��Z�]���Z
��X�Y�����U����4$*�������

v̂n
Y����

ω > ω0\ Y�������� �������� *��������������\����� 
‖ψnω‖C0(Sq) 6 c1ω

−n/2,
¤ ¢�� 	�	�¦

� �#�
c1
�­��� ¡ ��� ��\6��Y ���_ ��

ω
Y� \��! J��������� �

W Z \��!�
λ0
� \��! ��C�;U� ��C�>E³ ��4����\ �C C¢#���! 
\ Y��¦]��!�g  Y������!�! ����

A + λ0I�C� ${�����QY������� ���Y� ���Z�Y��C \ ]
 \������/����� ���¦]
 ��! ��� ���Y� \��! J������ ��
c
Y����

� \�� D
λ
\
Reλ 6 0

� X[Y� ��C������� \6�_ �2�����]��
∥∥[A+ (λ0 − λ)I ]u

∥∥
Sq

6 c(1 + |λ|)‖u‖Sq , q > 3.

�������¦¡
Bδ0
�
Bδ
¢
δ > 0

¢
 >U�  ¡����J���C75U �!��� D�  � X Y��� \��!���!��\���� ��¢�\� \��! J��YF���
��¡ ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢�Y������������C� $'�!YF�4D4 >U��"� \����C7¥  Y���� �#� �C�������D�#�� >U���X D
\��!�¦Y��������g¤ \�7 � ����¡ �#� � ¢�� ¤ ¦

Aδ0
�
(A+λ0I)

δ \� � �������� \����������� C¢���\����!U%$*�������X��4� \��!� \�����������X�7 �¥�� ��C7 ��7 � �
8 � \¦\�71 ��!���C7a����  ���   Y������!�! ��

Nω
��¡Ì¤ ¢�� ¥�� ¦S¢��� �!�¦Y������:\�Z
�����! �7

Y���� ��\��������C�������v¤ ¢�� 	!��¦�Ór¤ ¢�� 	�	�¦g���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
Φ
�IW Z \��!�

δ ∈ (1/2, 1)
¢

0 < µ < 1−δ ¢!�! �� ���D\ Z Y³� \���� Z���������]����[Y� ��C %${���!� �C����X�������\ �"� c1 � ω1
¢

���! {Y����
ω > ω1

  Y������!�! ��
Nω

����������� \6�&\ $'�!������7�� E �!���
{
y ∈ Cµ(B

δ
0) : ‖y‖Cµ(Bδ

0 )
6 c1ω

−n/2
}
.

�³  ]���¡ �!�!� �C� \����� �Y� \ �C� �#������ �Z
�������=$ �#�������°  Y������!��� \6�°����\ �C� �"Z��XYF���
���¦¡¦Z �C�����!��X �
¤��?W ���

ε > 0
�C71�����m71� \��! ����¦Y�������X[����X�� ���C %$*�������

Bδ−ε0 ⊂ Bδ ⊂
Bδ+ε0

� � � ¢
� � ��í ë³¢�Y ��¤¦¥C� 	 � ¤ ¤¦¥�� �
¢�� �g�����
�XU� ��� 

T0 > 0
\ Y�������� ������� XÌ �2�����]�� � � � ¢�\ ��¢!� ^ � ¤ ¤ � �

∥∥Aδe−tAu
∥∥
B
6 cδt

−δ‖u‖B, u ∈ B ≡ Sq ,
∥∥Aδ

[
e−tA − e−t

′A
]
u
∥∥
B
6 cδ,γ,η(t

′ − t)γt−δ−γ+η‖u‖Bη , u ∈ Bη ,

� �#�
γ ∈ (0, 1)

¢
δ > 0

¢
γ + δ > η > 0

¢
0 < t < t′ 6 T0

¢
cδ
�
cδ,γ,η = const

�
� �?W Z \��!�

l ∈ [0, 2]
¢
σ ∈ [0, 1]

¢
σ > l/2 + 3/(2q)

� )= �� �����C71������71� \��! 
���¦Y�������X[���� �� ���C %$*������� � 	 ¤��

Bσ ⊂ Cl(Ω),
¤ ¢�� 	 � ¦
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Cl(Ω)
�v >U X����� ��UY��� \��!���!��\����� �- �� �C���#�����[���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢�¡ �����!���

��X D����
Ω
�

(�����]=¢�\ Y�������� ������� �D�#  Y� ��C�����!� �C��������]�¤ ¢�� 	 ¢ ¦� �2�����]��

‖yn‖Cµ(Bδ) 6 c1ω
−n/2,

��¡ ]
 ��! ��� ����{\ ����ZK¤ ¢�� 	 � ¦ \ �C� �"Z����g�����%�# \����!�! ����� 
µ0 > 0

��������������\����� 

‖yn‖2µ0 + ‖∇yn‖2µ0 6 c1ω
−n/2.

¤ ¢�� 	 � ¦
�g���g�! ��� C¢#���! >U XÚ �2��������!�
Y���  ��¡¦�� �#��X��

∂yn/∂t
�
∂(∇yn)/∂t ¢�� ������#��7����¦]��! ���� 5 Z
��]�2�� �

yh(x, t) =
[
yn(x, t+ h)− yn(x, t)

]
h−1, h ∈ (0, 1),

�L�!�����C ��¦������X�7  >U�����¡� �7 5 Z
��]�2�� �
rh
� W:\ ����Z�¤ ¢�� 	!��¦UY��!���

(yh, rh)
���!�

������� \6�¥���FE³��������7 \ ��\��!��7 X

∂yh/∂t− ν∆yh + (yh,∇)u0 + (u0,∇)yh +∇rh =

= −(y,∇)yh − (yh,∇)y(x, t+ h)− (v0 + z0,∇)yh−
− (v̂n − v0 − w,∇)yh + χn(x, t, h, y, ω),

¤ ¢�� 	�^�¦

� �#�D���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
χn
¢�������X��&� ���I]
 ��! ��� ��������"�&]����!��]
 \����¥���DY������

�� �"�C7�¢ Z¦�#  ���C������ ��������K�������� �71������ ��� ��!�� \ ���!� �C���� 
h ∈ (0, 1)

�
ω >

ω2 � 1
 �2�����]
�

‖χn‖0 6 cω−(n−2)/2, c = const .

)���]��C7�$*�� >U�����¡� �7�¢�]���]% �2�����]��%¤ ¢�� 	 � ¦�� X[��� �#��������¡³¤ ¢�� 	!��¦U¢���¡³¤ ¢�� 	�^�¦
� X[�� �"��� \6�%�������� �71���������% ��!�� \ ���!� �C���� 

h ∈ (0, 1)
�
ω > ω2 � 1

 �2�����]��

‖yh‖2µ0 + ‖∇yh‖2µ0 6 c2ω
−(n−2)/2, c2 = const .

+�� \#� ����¢�\� �� �"� \��� *�!�� �����71�g2���2�� �"��¢�\ �C� �"Z����%��������������\����� 

‖∂yn/∂t‖2µ0 + ‖∇∂yn/∂t‖2µ0 6 c2ω
−(n−2)/2.

¤ ¢�� 	 � ¦
+�2������C7
�!�¦Y������/Y���  ��¡¦�� �#��X��L���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

y
U� ��C���L� XT\�  ]
 ��� 

Y� ������"]�� � �g��� 	��! ��� �� ��� �#��7 U�� \ ]
 ��������� ��"� 545 ��������2�����Z���7 Z�� 5 Z
��]��
2�� �

χ : [0, 2π] → R
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYFZ��6Z \ �C  � ���C7

χ(t) = 0
¢
t ∈ [0, 1]

¢
χ(t) = 1

¢
t ∈ [2, 2π]

¢���Y� ��C %${�C7
zn = χyn

¢
qn = χrn

¢=� �#�
(yn, rn)

�
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���FE³�������'\ ��\��!��7 Xé¤ ¢�� ¥ ^�¦ � )= �� ����Y��!���

(zn, qn)
����������� \6�c���FE³��������7:\ ���

\��!��7 X5;��!  ]�\¦�
∂z/∂t− ν∆z +∇q = χΦ− χ[(y,∇)u0 + (u0,∇)y]− (∂χ/∂t)y,è�Ð Ï

z = 0, (x, t) ∈ Q0 ≡ Ω× [0, 2π], z
∣∣
∂Ω

= 0, z(x, 0) = 0.

¤ ¢�� � £ ¦

+���71�����C7�¢����! C¢� �2��������
(zn, qn)

� 2����������#���
Q0
¢�Y� ���Z
���C7 ����]�Z��T$*�

 �2�����]�Z%�����
(yn, rn)

�X2����������#���
Q
¢C����]L]���]
	����IY��!��X.\�  � Y����������'Y����

t ∈ [2, 2π]
�=���! ������?�C71�����Ç7 ����X��=Y� 

t
Y������� � � )B���4$ �"XsY����C71�������

�!�� �����7 Z ¢�� � ]Q¡ �����J���_¤ ¢�� � £ ¦[\gZ
�����! �7� �2�����  ] ¤ ¢�� 	 � ¦S¢1¤ ¢�� 	 � ¦S¢"Y������#��7=]
��������������\���� Z

‖yn‖4+2µ0 + ‖∇rn‖2+2µ0 6 cω−(n−2−ε)/2.
¤ ¢�� ��¤ ¦

+�� \#� ����¢ � ��� \��!�� \����=¢�\ �C� �"Z���� \ Z Y³� \�����  � �!�����c���¦Y�������X[����X D=Y���  ��¡��
�� �#��X D

∂3yn/∂xi∂xj∂t
�
∂(∇rn)/∂t ¢����! {Y�  ¡¦�� ��������'Y��� �"� 545 ��������2������  � �!�!��Y� 

t
\ ��\��!��7 Zv¤ ¢�� ¥ ^�¦F�  �2��������!�C¢��#����\���� Z!� Y� ��!�����C ��¦��� \
� X��

�� �# �7  �2�����]��Ç¤ ¢�� 	 � ¦S¢���� ����������X ‖∂2yn/∂t2‖2µ0

� ‖∇∂2yn/∂t2‖2µ0

Y����
7 ���C �7

µ0 > 0
�7W  \ �C��	��! ��� C¢�]���]���Y����/� X[�� �#�E �2�����]��°¤ ¢�� ��¤ ¦S¢�Y� ���Z��

���C7o\� � �������� \���� Z��XYFZ��  �2�����]�Z ���FE³��������\ ��\��!��7 XH¤ ¢�� � £ ¦ \&Y� �71 >Y³���
�!�� �����7 X ¢�� �
�

W Z \��!�X�!�¦Y������
l
�aY���  ��¡¦�� ��C���� ��DY� ��C %${���!� �C���� ��£����\ �C �?W   ���! ������

  Y���\¦�!����Z��aY��� �2�� �"Z
��Z�\� � �������� \���� Z��XY³��������\ �C K����¡�¢ Y������#��75] ���������
������\���� Z

‖yn‖2+2l + ‖∇rn‖2l 6 cω−(n−2l−ε)/2, c = const, ε > 0.
¤ ¢�� � ¢ ¦

W   ]�� $*��7�¢r���! g���I\¦��71 �7��#� �C�%�C71�����g71� \��! g �2�����]��=¢�Z�]���¡ �!����X��{�
5  ��C7 Z ������  � ]
�*�!�� �����7 X ¢�� 	 �9W ����� ���Q��¡%���4D�\ �C� �"Z����
��¡c¤ ¢�� ¥�� ¦S¢ª¤ ¢�� � ¢ ¦
�I\ �C� �"Z��XY³���m2��¦Y� ���]��¥��������������\����C¢��%]
 ��! ��� ��&Z
���!�����{\��!��Z�]���Z
���{Y������
U����4$*�������

(vn, pn)
3

∥∥vω − vn
∥∥
2l+2

+
∥∥∇pω −∇pn

∥∥
2l
6
∥∥vω − vn+2

∥∥
2l+2

+

+
∥∥∇pω −∇pn+2

∥∥
2l
+
∥∥vn+2 − vn

∥∥
2l+2

+
∥∥∇pn+2 −∇pn

∥∥
2l
6

6
∥∥yn+2 + wn+2

∥∥
2l+2

+
∥∥∇rn+2 +∇qn+2

∥∥
2l+2

+ c0ω
−(n+1)/2+l

6

6 c1ω
−(n+1)/2+l, c0, c1 = const .

WB�! ������% �2�����]���Z \����!����������� �!��� \6�F�!�����C ��¦������ D\�Z
�����! �7K���¦Y�������X[���� \����
���C %$*�������

C2l+2,l+1(Q) ⊂ C2l,l(Q)
� )=�� �����7 � ¢�� 	D�#  ]���¡ �!��� �
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�����gY��� \��!���!��\���� �
Cl1,l2(Q)

\ Y���  ��¡¦�� ��C����X�7 �4���� ��!����2��!�!� �C����X�7 �³����\U�
�"��7 �

l1
¢
l2
¢�]
 ��! ��� ���  Y���� �#� ������� \6�
�!�����C ��¦������ FY��� \��!���!��\���� Z

C2l,l(Q)
¢

\ Y�������� ������� X° �2�����]��

‖vω− vn‖Cl1+2,l2+1(Q) + ‖∇pω−∇pn‖Cl1,l2 (Q) 6 Cl1,l2,nω
−(n+1−l1)/2+l2 ,

� Y����
l1 ∈ [0, 2)

¢
l2 ∈ (0, 1)

�

‖vω − vn‖Cl1,l2 6 dl1,l2,nω
−(n+1)/2,

� �#�
cl1,l2,n

¢
dl1,l2,n = const

�
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���������������
0D���������a;��!  ]�\¦�������.\ ]
 ��� \����

v
${���"]
 \����.\� �#���=$'�!�  \�2�����������Z����

YF������ I������71������\X��� \��! ��! ��
ω � 1

\ �"�!� �!��7 X���¢�]
 ��! ���X���Y���  Y� ���2��� !�
�����C����X

ω
�������� m ��

v
���%¡ ��� ��\6��� 
 �7W  \ �C� �#�����X >U \��! J���!� �C� \����� C¢r� � � �

���¦¡ ��� ��\ �C71 \��!��U� ��C�>EF�4D=\ �"�!� �!��7 X D  �� ���¦��¡¦��� \��!�� ��=¢[\ Z Y³� \����������� ��
��\¦\ �C� �#  � �!�����4D,� 	 � ¢ ¤ ¤¦¥�� �
Wv���!U� ���� D � � £ ¢ � ¢ � 71���! ��Z \���� �#���������g >U� \���  � �!�
�����Q¡ �����J���g 
Y����

���� �"����� \ ]��4D/�Ç IY� �������Y������� �"����� \ ]��4D�Y� Q������71�����Ç���FE³�������4D/Y��!�����
U� �������� \ ]��4D�� � £�� ���!U \��!����]��!��X D/Y��!���!U� �������� \ ]��4D�Z
��������������� � � ¢ � ¢ \� !�
�#���=$'�!YF�4D  \�2�����������Z��XYF���Q\m��� \��! ��! ��

ω � 1
\ �"�!� �!��7 X���¢ ]
 ��! ���X��

Y���  Y� ���2��� ������C����X √
ω
�
¡ ��� ��\6���* ��%���¦��¡¦��� \��!�� �� �

W,���!���� ���� �"�����E71���! ��Z \���� �#���������� >U� \���  � �!�L������\ ��\��!��7 X Z
�����!�
�����������*��� \��!��X D%Y���  ��¡¦�� �#��X D{\�  Y������!�! ��� �7/0D��������� ;��!  ]�\¦�F�³� �"���!�
�� ��X��� \����=¢�\� �#���=$'�!Y³���* \�2�����������Z��XY³����\���� \��! ��! ��

ω � 1
\ �"�!� �!��71 ���¢

]
 ��! ��� ��TY���  Y� ���2��� ������C���� √
ω
�%¡ ��� ��\ ���£ ��£���¦��¡¦��� \��!�� ���\ ]
 ��� \����E�!���

��������� � 8 � \¦\�71 ��!������X ���J�����C���� !� ]����!�¦� ���
¡ �����J���m¤z����¡ �#� �K� � ¤ ¦[�I¡ �����J���
 'Y������� �"����� \ ]��4D�Y� '������71�����¥���FE³�������4DK¤z����¡ �#� �c� � ¢ ¦ � +���71�����C7�¢C���! {�
\ ��Z
���!��¡ �����J���Ç �Y������� �"����� \ ]��4D����FE³�������4D�Z \����!��  ���C����X ���¦¡¦Z �C�����!��X
$ P�]^¬�n6[�p6VUQSV�Ym`�QSRUTUV�Y / � �&1
ZJ`JaJWU]�h�]^\JYcW�`�QS¬�h�]�[�]Bw�| 0ªh!QS\J\JTUe4o�TU\JTUl^`�QSf1aJa�|

 �E¬iQ6h!QibJ].Tªk�TU\JWU]^kJ®JaJa / uUu^{�1!RUTS[�pU´ªaJ]1d�[!QSl�QS]io�Y=]B± \�QSZJT�o�\Ja�ors�bJV�TªVUQSk�o�Y_\�QS¬^YrxW�QS]io£d�[!QSl�QS]io�Y=]Us�ZJ`JTUZJTU`J®JaJTU\�Q6[�pU\JY=]1ZJTS[�Tij�aJV�]�[�pU\JY(o³d^V�]^ZJ]^\�¨�o£Z�QS`�QUo�]^V�`�Q

ω � 1
²¬iQSWUaJd·¨JVSs�ZJT�o�a�o�T1ZJ`JTUd^V�`�QS\Jd^V�WU]^\J\JYrq�aBWU`J]io�]^\J\JTUe�ZJ]^`J]io�]^\J\JYrq

x
s
t
sS[�aJ´ªp�TUV�V�]io�ZJ]�x`�QSVUn�`JY

T
sik�TUV�TU`�Q6¨�n6h�TUWS[�]^V�WUTU`�¨J]^V.n�`�QSWU\J]^\JaJ¶XV�]^Z�[�TUZJ`JTUWUTih�\JTUd^V�a�sS\J]#d^Tih�]^`�jBQS©ª]io�nRUTS[�pU´ªa�q�d�[!QSl�QS]io�Yrq�|��E¬iQ6h!QibJ]1T�V�]^bJ]^\JaJa�j�a�h�k�TUd^V�a / � �&1�\J]^aJ¬^WU]^d^V�\�Q6¨

T
TUV�d�n�V�d^V�WSn�x]^VSsJa¸ZJT�2^V�T�o�n�RUTS[�pU´ªaJ]�d�[!QSl�QS]io�Y=]ª¬iQSWUaJd·¨JV�[�aJ´ªp�TUV

x
s
t
|
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 >U �4D Z \��! ��������� \���� �E���¦Z \��! ��������� \���� Y� �����Y�Z
��  � Z �!W ����� ���³��� \��!�g\ ���
\��!��7 XÌ ��!�� \ ���!� �C���� \ ]
 ��� \������C71�����FY� ������� �7 �����C����X��)D��!����]��!���%Y��� !�
��¡¦�� ��C���� �� \��!�¦Y������ ¤�7 � \¦\�  � ����\ ���"��¡ �#� \���71 %$*��� U X��!����� ������������ ��#¦U¢
�� %��� U� ��C�>E³ �� \ �"�!� �!��71 ��*¤ Y���  Y� ���2��� ������C���� �� √

ω
¦�� Y������� ��&\��!�¦Y������ �

4o\� %$'���C����� �³¢� ���]���¡ �!�!� \6�¥ ��{Y� \ �C� �#������ {Z \ �C  � ���&Y����c��� \¦\�7 �!�!����� �!���
7 X D
¡ �#� \��%���¦¡����J�����!� �C����X D�Z \ �C  � ���4DX� �"���"]
 \�������� Z¦���!��� \6� �

W  J��\����C7�Y� �����7 Z U� ��C�>E³ ��T\ �"�!� �!��71 ��[�D���!���� ��X� �"�����v\� �#���=${���D]
 !�
	 545 ��2��������

ωα
����E³�/Y����

α = 1/2
� �³� �C /���! �7�¢����! Ç��� \¦\�71 ��!���������

Y�  ]���¡ �!�!� �C���
α < 1/2

\ Z Y³� \����������� %Y��� >Y³�F�g��� Y���� ��\��������������X \� >U� ��� 
�����!����� \¦��¢�Y� \ ]
 ��C� ]�ZL�
	��! �7<\ ��Z
���!�'Z \���� �#����������� ¤ Y���� �#� �C�������#¦�¡ �������
���³��� $*��¢
���! �
Y����_ �� \ Z
� \���� ���
\ �"�!� �!��71 ��� F\�����]��C7/]
 �	 545 ��2��������! �7 �
W \ ��Z
���!�)$*�

α > 1/2
¢(���! >U� ��� ��J¢�¡ �����J���LY���� ��\�������������� \6�Ç����75\ ����E£�

]
 �7�\ �C %$E�� ����g�g \ Z Y³� \���� ���!�{��� $*� 5  ��C7 ���C���� ��gZ \���� �#��������� �_����]
 ��
\ ����Z �!2����&Y�  ]��³���DZ¦���!��� \6� �
81�¦¡¦Z �C�����!��XÌ� �"��� X°  Y�Z U�����]
  � �!��X=�%���!U� ��!��� ����� �

G=� �#�7*m�>Q1�
��+#��� � /7�1��~�������R����ª�>Q1�

G=� �#� �#���
� �!�������C� /=��R����ª�>Q.�B� W Z \��!�
Ω
�H ������!���������������  >U��"� \��!�

�¦� ]������#  � � Y��� \��!���!��\���� �
R3 \ C2 �«� �"���"]
 ��E�����!����2���� ∂Ω ¢ m �
2�� �C ��

���� ��!����2��!�!� �C���� ���¢
n
�Ú���!��Z
�����C���� ���¢��

ν
�
T
�5Y� ��C %${���!� �C����X�������\ �"� �

WK2����������#���
Q = Ω×[0, T ]

��� \¦\�71 ��!���C7¥���J�����C���� !� ]����!�¦� Z���¡ �����J��Zv� �����

∂v

∂t
− ν∆v +∇P + (v,∇)v =

∑

16j63

∂

∂xj
aj(v, x, t, ωt)+

+ b(v, x, t, ωt) +
√
ωc(v, x, t, ωt),

è�Ð Ï
v = 0,

¤�� � ¤ ¦

v
∣∣
∂Ω×(0,T ]

= 0,
¤�� � ¢ ¦

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,
¤�� � ��¦

�Q]
 ��! ��� ������¦��¡¦��� \��!��X�7 �Ç������� ��� \6�����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
v(x, t)

� 5 Z
��]��
2����

P (x, t)
\� �¡����J���������C7 �L�

R3 � R1 \� � �������� \����������� � ¢ ω �BU� ��C�>E³ ��
Y��!����71���!� �

� +�QSZJT�o�\Ja�ors�bJV�TB`J]^bJp�a�h�]^V�TB¬iQ6h!QibJ]Us!RUTS[�pU´ªTU]�d�[!QSl�QS]io�TU]�W�k�TUV�TU`JTUe¸¬iQSWUaJd^aJV�TUV\J]^aJ¬^WU]^d^V�\JTUe
v
|

� ��]^kJV�TU`JYmZJ`JTUd^V�`�QS\Jd^V�W�Q
R3 RSn6h�]ioXd^bJaJVUQSV�pBWU]^kJV�TU`�x d^V�TS[�RU®�QUo�a�|
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aj(v, x, t, τ)
¢
b(v, x, t, τ)�

c(v, x, t, τ)
\� '¡����J���������C7 �&�

R3 �C71�����%\ �C� �"Z��XYFZ��5\��!��Z�]���Z
��Z�3
aj =

∑

06k6m

ajk , b =
∑

06k6m

bk, c =
∑

06k61

ck,

ajk(v, x, t, τ) =
∑

|r|6n

a
(r)
jk (v, x, t)e

iλrτ ,

bk(v, x, t, τ) =
∑

|r|6n

b
(r)
k (v, x, t)eiλrτ ,

ck(v, x, t, τ) =
∑

0<|r|6n

c
(r)
k (v, x, t)eiλrτ ,

λr ∈ R, λ−r = −λr,
� �#�

a
(r)
jk (v, x, t)

¢
b
(r)
k (v, x, t)

�
c
(r)
k (v, x, t)

������� ��� \6�¥ �#�� ��� �#��X�7 � 5  ����
7 ��7 �I\��!�¦Y������

k
 ��!�� \ ���!� �C���� ']
 �7 Y� ��������{���¦]��! ����

v
� )���]��C7  >U�����¡� �7�¢

c(v, x, t, τ) = c0(x, t, τ) + c1(x, t, τ)v
¢r� �#�

c0
�
c1
�a���¦]��! ��I�g7 �!�!����2���¢

� ]
 �7 Y� ���������X
a
(r)
jk`

�
b
(r)
k`

���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
a
(r)
jk

�
b
(r)
k

�C71�����{� ���

a
(r)
jk`(v, x, t) =

∑

|s|=k

s
a(r)j` (x, t)v

s1
1 v

s2
2 v

s3
3 ,

b
(r)
k` (v, x, t) =

∑

|s|=k

s

b
(r)
` (x, t)vs11 v

s2
2 v

s3
3 ,

Y���������7
c0 = c̄0

¢
c1 = c̄1

¢ s
a(r)j` =

s
a(−r)j`

¢ s
b
(r)
` =

s

b
(−r)
`

� # �#� \��
s = (s1, s2, s3)

¢
sj = 0, 1, . . . , k

¢ |s| = s1 + s2 + s3
¢
vj
¤
j = 1, 2, 3

¦%�N]
 �7 Y� ���������X
���¦]��! ����

v
¢ � �������! ��  >U�  ¡����J�������   Y������!2����,]
 �7 Y��C�¦]�\��� ��� �\�  Y����4$*���

����� �VW ��� $ �#�g����7 � ��� \����Ì \������C����X��c ������!�������������Ì���/���!����X���¡ �������
��� ¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦S¢�����Y� �71���C7   Y���� �#� �C�������L�"� Z=D
U �!��� D�  � X D
Y��� \��!���!��\����C¢
]
 ��! ���X��[U Z¦�"Z
�%��� \��! '��\ Y� ��C� ¡�  � �!�!� \6�%�F�����C��������E³��7 �
� Z¦�#��7Ç��� \¦\�7 �!�!����� �!�!�g���!����X�� s

a
(r)

j` (·, t) ¢ sb
(r)

` (·, t) ¢ c(r)0 (·, t) ¢ c(r)1 (·, t)�
v0(·, t)

]���]=���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����� ���Õ&\� /¡����J���������C7 ����\� � �������� \���� Z����
YF�4D U �!��� D�  � X D,Y��� \��!���!��\���� � D5�6Y���� �"Y� ��"�!� �!�!�C¢¸���! s

a (r)
j` ,

s

b
(r)
` ∈

C([0, T ], L∞(Ω))
¢
c
(r)
0 , c

(r)
1 ,

∂c
(r)
0

∂t ,
∂c

(r)
1

∂t ∈ C([0, T ],W 2
∞(Ω))

¢
v0 ∈ Sp0

¢
p0 > max(3(m − 1), 3)

�[# �#� \��
Sp0 ≡ Sp0(Ω)

����¡¦��� \��!�� ����Ì7 �!�!���
7 �!������� \ ]
 ��c�¦���#�� �"������7 ��]
�FY��� \��!���!��\����� 
\� ��C����  �������C����X D&���¦]��! ���  �
¤ \�7 � � ¥�¢ ¢ ¤¦¥ � � �¥����¡ �#� � ¢�� ¤ � X E³�J¦ �
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# ��71�����C7�¢E���! o�oY������� �7 Z
��������������� ¤�� � ¤ ¦ \ �"�!� �!��71 ��
(v,∇)v =∑3

j=1 vj
∂
∂xj

v
71 %$E�� VU X��C U X� ��!��� \����g]F\ �C� �"Z��XY³��7 Z \ �"�!� �!��71 �7 Z*¤ � � ���

�"Zg��¡¦��� \��!�� ��� �����������\���� �
(v,∇)v =

∑3
j=1

∂
∂xj

(vjv)
¢�]
 �� ���¸è�Ð Ï

v = 0
¦U¢��� 

� 	��! �7�\ ��Z
���!� U X��"��U X 71�����������!� �����#�� ��'\ �!��¡��%¤�� � ¤ ¦ \�Z
����������������7Q0D���
�����£� ;��!  ]�\¦���_������U� ��C���FY������ X����� �7 ���� 
� ���#��¢�]
 �� ���_7 � \¦\�  � ���I\ ���"�
���D¡ ��� ��\ ���* ��

v
¤ \�7 � ¢C����Y����C71���=¢ � ¥�¢ ¢ ¤¦¥ � � ¦ �

G=� �#� &r��H \7�1~!�ª~���~��.�1~ �1~���~��.�.� � � 1 � 1�:�~��.���
�
� �1~���~��.�.�

R����ª�>Q.�B�?W ��� �#��7Ã  Y���� �#� �C�������H���FE³������� �H >U� >U>Y³������ ��� ���FE³�������
���J�����C���� !� ]����!�¦�� ��{¡ �����J����¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦ �
��� N�/���/
)�/�>.,./ � �r$�� ��
�����"&� � �
�
 ��
 "é¤�� � ¤ ¦���¤�� � ��¦�����¡�  ����7­  Y������

�#� �C������Z�� � 2����������#���
Q

�!��� D�71������Z�� ���FY³� \�����������Z�� ���¦]��! ����
5 Z
��]�2�� �

v(x, t)
¢������/]
 ��! ��� ������!���#��� \6��  Y���� �#� �C�����������m�! �7�$*�X2����

�������#���:\ ]��������������*���FY³� \�������������� 5 Z
��]�2����
P (x, t)

����]����=¢£���! .Y����
���¦]
 ��! ��� �7

q > 1
U Z¦�"Z
�'� X[Y� ��C������X<\ �C� �"Z��XYF��� Z \ �C  � ���=3

¤ ¦:���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
v̂(t) = v(·, t) � P̂ (t) = P (·, t) ������� �����

\6� ���¦Y�������X[����X�7 �5]���]  ��! >U���� $*�������
v̂ : [0, T ] → Sq

¢
v̂ : (0, T ] →

◦

S 2
q

¢
P̂ : (0, T ] →W 1

q (Ω)
¢��¥����������\����� ¥¤�� � ��¦ � X[Y� ��C������ �

Sq
�

¢ ¦B ��! >U���� $*�������
v̂ : (0, T ) → Sq

���¦Y�������X[���� �"� 545 ��������2�����Z���71 C¢��
Y������� �������������\����� ¥¤�� � ¤ ¦ \ Y�������� �������� Y����&� \�� D

t ∈ (0, T )
�
Sq
�

��¦����! ��� ��4����������\����� c¤�� � ¤ ¦�Y����
(x, t) ∈ Ω× (0, T ]

�c����������\����� c¤�� � ¢ ¦
� X[Y� ��C��� ��� \6�
�% >U X����� �7�]��"� \¦\ ����� \ ]
 �7�\�7 XT\ �C� �

W ��� $ �#� ����7e\ 5  ��C7 Z ������  � �!�!�   Y���� �#� �C�������  >U� >U>Y³������ ��� ����FE³���
�����5¡ �����J��� ¤�� � ¤ ¦�Ór¤�� � ��¦m  Y���E³��7 ��¡¦��� \��!��Z��kY��� �2�� �"Z
��Z�¤ \�7 � ¢�����Y������
71���=¢�� � ��� ¦�Y������ D� ���� ��&¡ �����J����¤�� � ¤ ¦�Ór¤�� � ��¦�]/\� � �������� \���� Z��XY³��7 ZI�����!���
�������C���� �7 ZFZ
������������� � �=W ��� �"Y� ��C %${�C7K���4���¦]
 ��! ��� ��[������7.�=¢����! 

asjki ∈
C([0, T ],W 1

∞)
¢ �?Y�Z \��!�

v(x, t)
�ç���FE³�������L¡ �����J���v¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦S¢

q > 3
�

W  �#����\�����  � ���_���
Z
���������������m¤�� � ¤ ¦vY��� ��¦]��! ��� �7
Π
¤ \�7 � ����¡ �#� � ¢�� ¤ � X��

E³�J¦[�c >U�  ¡����J�����
v(t) = Πv(·, t) = v(·, t), v(0) = v(·, 0) = v0

¢"Y����������#��7
 ��%���J�����C���� !� ]����!�¦�� ��{¡ �����J����¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦U]&¡ �����J��� 4� >EF�
�

Sp0
�����L�!U!�

\��!����]��!�� ��� 'Y��!���!U� �������� \ ]
 ��� FZ
���������������=3

dv

dt
+A0v = Π

[
− (v,∇)v +

3∑

j=1

∂

∂xj
aj(v, ·, t, ωt) + b(v, ·, t, ωt)+

+
√
ω c(v, ·, t, ωt)

]
≡ Πψ1(v, t) ≡ ψ(v(t), t, ωt), t ∈ (0, T ], v(0) = v0.

( ¡¥���¦¡¦Z �C�����!�!  � � � � ¢ ¤¦¥ � � �!�¦Y������/\ �C� �"Z����J¢����! �� \6��]
 ������FE³�������
v(·, t)



�+i h�iT] S�XgS1p ��L�� A Z � S�V/l�S�r ��S�qbS�XgS � �
¡ �����J����¤�� � ¤ ¦�Ór¤�� � ��¦UZ¦�#  ���C������ �������� �����!���������C���� �7 Z%Z
������������� �

v(t) = e−tA0v0 +

t∫

0

e−(t−τ)A0ψ[v(τ), τ, ωτ ] dτ ≡

≡ e−tA0v0 + It0 ≡ [Nω(v)](t),

¤�� � ¥ ¦

� �#�
It0
Y� ����C7 �!��� \6�
]���]
Y���� �#� �L�

Sp0
�����!���������"�

Ith
Y����

h→ 0
�

�³����\���� ���!� �C���� C¢.��¡   Y���� �#� �C������� ���FE³������� ¡ �����J��� ¤�� � ¤ ¦�Ór¤�� � ��¦
� X��!�¦]��!���J¢H���! Y���� �
�XU� �7

h ∈ (0, T )
\ Y�������� �������� \� � ��!�� >E³���

�����
ψ[v(t), t, ωt] ∈ C([h, T ], Sq)

� +�� \#� ���F\� �� �"� \��� �� � � ¢��C��7�7 � ¢ � � ¤#� \ �C���
�"Z����%����������\����� 

v(t) = e−(t−h)A0v(h) + Ith, t > h.
¤�� � 	�¦

� ���C����¢��L\ ����Zc��������������\���� �
- �� �C���#������¢�\ Z Y³� \���� Z����
Y� \��! J���������
c > 0

¢
Y����&]
 ��! ��� ��%�����&� \�� D

k 6 m
�
v ∈ C([0, T ], Sp0)

� X[Y� ��C������X° �2�����]��
∥∥a(r)jkl(v(t), ·, t)

∥∥
C([0,T ],Sp0/k

)
6 c‖v‖kC([0,T ],Sp0)

,

∥∥b(r)kl (v(t), ·, t)
∥∥
C([0,T ],Sp0/k

)
6 c‖v‖kC([0,T ],Sp0)

.

( ¡ 	����4D¥ �2�����  ]L�m �2�����  ]�¤ ¢�� ¤�� ¦S¢1¤ ¢�� ¤ ^�¦�\ �C� �"Z����%\ Z Y³� \�����  � �!����������]
 ��
]
 ���\����!����X

c1 > 0
¢����! gY����%� \�� D

t ∈ [0, T ]
�
h1, h2 ∈ (0, t)

\ Y�������� ������� X
��������������\���� �

∥∥∥∥∥

h2∫

h1

e−(t−τ)A0ψ[v(τ), τ, ωτ ] dτ

∥∥∥∥∥
Sp0

6

6 c1

h2∫

h1

(t− τ)−
3
2

(m−1)
p0

− 1
2 dτ

(
||v||mC([0,T ],Sp0)

+ 1
)
=

= c1

[
(t− h1)

1
2−

3
2

(m−1)
p0 −(t− h2)

1
2−

3
2

(m−1)
p0

](
||v||mC([0,T ],Sp0)

+1
)
.

¤�� � � ¦

3�������X[� ����  Y���� �#� �C�������E���FE³�������/¡ �����J����¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦S¢�\ ���C����Z��­���¦Y������
��X[���� \��!�/Y� ���Z
����Z�Y�Y�X

e−tA
� ��������������\����� ¤�� � � ¦U¢ �°¤�� � 	�¦%71 %$E�� /Y����

����������]�Y���� �#� ��Z/Y����
h → 0

Y� K�� ��C71�
Sp0

¢1����]Ç���! K����������\����� ¤�� � ¥ ¦
 >U� \���  � �!�� �
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W,Y��� \��!���!��\������
C([0, T ], Sp0)

��� \¦\�71 ��!���C7Ì  Y������!�! ��
Nω
¢�]
 ��! ���X��

  Y���� �#� �C���¥��� ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����4D
v(t) ∈ C([0, T ], Sp0

⋂
W 1
p0)
���#����\���� Z��

����Y� �Y������ ����Z�¢�Y���� �"Y���\¦�!���� �7 Z/Y������� �� ��� \��!���é����������\���� �Ç¤�� � ¥ ¦ � )= ��
5 ��]��J¢����! � >U�����¡

Nω
�C� ${��� �?Y��� \��!���!��\������

C([0, T ], Sp0)
� X��!�¦]��!���

��¡ � � � ¢��C��7�7 � ¢ � � ¤#� �*��� \¦\ Z=$ �#�������D���!���� ��� ¸����¡ �#� �"��¢���\ Y� ��C� ¡�  � ���>EF�4D
�
\6�DY����£ >U� \���  � �!����� 5  ��C7 Z ��X°¤�� � ¥ ¦ � ;QY� �71 >Y³���Ç �2�����  ]X¤ ¢�� ¤�� ¦S¢
¤ ¢�� ¤�� ¦"�
��������������\���� � - �� �C���#�����gZ \����!����������� �!��� \6�c¤ \�7 � ���4$*�J¦U¢����! %  Y������!�! ��

Nω���¦Y�������X[�����c���*�! ��C� ]
 _ ��!�� \ ���!� �C���� ��!���¦Z�71�������
v ∈ C([0, T ], Sp0)

¢��� 
�Ì ��!�� \ ���!� �C���� �Y��!����71���!��  � s

a
(r)

jk`∈ C([0, T ], L∞)
¢��?\ �!��¡¦�:\c����7 U Z��

�#��7 ��� \¦\�7 �!�!����� �!�!�E���� E���'� \���7 Y��� \��!���!��\������
C([0, T ], Sp0)

�{Z \ �C  � ���
�4D�Y � � � ¤�� ¤��
��� N�/���/
)�/�>.,./ � �r$�� � � � �������
	��

(
� �
�

)
����
�����"&� � �
�
 ��
 " ¤�� � ¤ ¦��

¤�� � ��¦g���<Z
��� \���]
�
t ∈ [0, T ]

����¡¦X[� �!��� \6�«�!��� D�71���������o���FY³� \��������������
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

v(t) = v(·, t) ∈ C([0, T ], Sp0)
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XY ���K�����

������\���� Z
v −Nω(v) = 0.

G=� �#� G=� � ���1���
�1�7���C� /=��� �!���C�#���
�
���1~=R>�
��+��������r�[0D�!�����"Z�\%��  ¡��

7 Z Y³������ ��&¡ �����J������¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦ �E2����������#���
Q = Ω× [0, T ]

��� \¦\�71 ��!���C7
\ �C� �"Z��XYFZ��.¡ �����J��Z�¢�]
 ��! ���Z���U Z¦�#��7 ����¡¦X[� �!�!� Z \���� �#�������� ��=3

∂u

∂t
− ν∆u+∇Q+ (u,∇)u =

∑

16j63

∂

∂xj
a
(0)
j (u, x, t)+

+ b(0)(u, x, t) +
∑

0<|r|6n

i

λr
c
(r)
1 (x, t)Π

[
c
(−r)
0 (x, t) + c

(−r)
1 (x, t)u

]
,

div u = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

¤�� � � ¦

u
∣∣
∂Ω×[0,T ]

= 0,
¤�� � ^�¦

u(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,
¤�� � � ¦

� �#�
a
(r)
j =

∑
06k6m a

(r)
jk

¢
b(r) =

∑
06k6m b

(r)
k

� � Z¦�#��7/Y���� �"Y� ��"�!� �!�!�C¢!���! 
 ���� �C71�����% >U � ���FE³�������

u0(x, t)
�
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 H 3.1.1 �M
 H 3.1.3 H I��%)J9+�'��9�!/��>��� * ���>�B
���������� �����!	"���"�O#%� �&��� ω0 ?



��� ���
��������� �&

�(' * �,+ �!� *"-
�&���,+��!.�/����:� � * �9�!�A+8���!��1 H

1. �
��7����!/����!��'�1A7>'�+�'
#
'4¤�� � ¤ ¦

�
¤�� � ��¦ 

���

ω > ω0
���C���>���,+ �!� ��� * ���!���"�

��� H ����E����!��� vω(x, t) ? �F

����������� �&

�(' * �,+ �!� * �B

���,+8���!	"���"� �(' * ��� ��� * �

lim
ω→∞

‖vω − u0‖C([0,T ],Sp0)
= 0.

2.
�:�&�!� +8��
����!�!� �����!	"��� � 

���,+ 
��������=���!��1�� 
 H 3.1.1 � 
 H 3.1.3



��� �������
���������
α ∈ (0, 1] *"- 
����!����� - ���&��� * ��1 v0 ∈ Cα(Ω) ? s

a
(r)

kl ∈
C([0, T ], C1+α(Ω)) ?

s

b
(r)

kj , c0, c1 ∈ C([0, T ], Cα(Ω)) ? ��� * ��� �����(),30�!�!�!4!��1

vω(x, t)
1 * ��1��>�%�,1�����E����!���P�L7>'�+�'
#%� ¤�� � ¤ ¦

�
¤�� � ��¦ H

�³  ]���¡ �!�!� �C� \����� £�!�� �����7 X<��¡ �C %$*���� '�'Y�Y � � � ¤�� ¥ Ó�� � ¤�� ���
G=� �#� A(�4�m~=�1~ � ���5/K�.�.��~

�
�1�
��+#���#���
�9�1���#�1~��.�78g� � �! ���Y�Z
��]���Y� !�

\ �!��Y³���FY����� >U�����¡�  � �!��� ��¡ �����J���_¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦U¢������¦¡¦Z �C�����!�!� ]
 ��! ��� ��� ¸7 X
��¡FU ��� �C7 \6�g ��L\� �#���=$'�!Y³���� \6�L�¥�����/\ �"�!� �!��71 ��� 
\ U� ��C�>E³ ��Q��7 Y�������Z��
�# �� �0W ��� 	��! �7:Z
��� \���� Z��XYF��� �LY����� >U�����¡�  � �!�����I���¦]��! ���� 5 Z
��]�2�����U Z��
�#��7.\��������!�!�&�# \����!�! ����� c� �"���"]��C7 �������Ç \ Z Y³� \������C��������	��! ��� IY����� >U!�
����¡�  � �!����� �?W  ���Z
�����
Y����� >U�����¡�  � �!����Z��5¡ �����J��ZL��Y����������C��]K��� \¦\�71 ����
������� �°���� >U � ���FE³�������m¤z� � � � ���FE³�������{\� � �������� \���� Z��XYF�4DF�����!���������C����X D
Z
���������������#¦U¢�7 X ����������7 \6�?]?��\ D� �#��X�75Y���� �"Y� ��C %$*�������C7«� �"���"]
 \����=¢
���! ¥ ����������!����¡ ��7 X[]��!��� �*�����!���������C����X Dc  Y������!�! ���  �%Y� ����¦Y�������X[���� !�
\����=¢�  Y����������!���� �7 ZE �2�����]���7 �
Y���� ���C %$*������� ¢�� ¢��
W=¡ �����J���%¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦UY���  ��¡¦��� �#��7�¡ ��71����Z%Y�������71������X D

v(x, t) = z(x, t) + u0(x, t) + w1(x, t) ≡ w(x, t) + w1(x, t).
¤�� � ¤ £ ¦

# �#� \��
z(x, 0) = 0

¢ �
w1(x, t) = y1(x, t, t) + y2(x, t)

¢B� �#�
y1(x, t, s)

�
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ���Y� t ���FE³������� ¡ �����J���

∂y

∂t
− ν∆y +∇p =

√
ω c(w(x, s), x, s, ωt),

è�Ð Ï
y = 0, y

∣∣
∂Ω×[0,T ]

= 0
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\DY��!����71���!����7 �
s ∈ [0, T ]

�
ω > 0

¢C��� \¦\�7 �!�!����� �!��71 ��&�X2����������#���
Q
¢"�

y2(x, t)
�����FE³�������4���J�����C���� !� ]����!�¦�� ��{¡ �����J���

∂y

∂t
− ν∆y +∇p = 0,

è�Ð Ï
y = 0, y

∣∣
∂Ω×[0,T ]

= 0, y(x, 0) = −y1(x, 0, 0)

���! �7S$*��2����������#���
Q
� 0��¦Y� \���� ��\����������� ��FY���  ������]
 �� Z U�� $ ���!��7 \6�=¢J���! 

���FE³�������&Z�]���¡ �!����X D%¡ �����J���C71�����{� ���

y1(x, t, s) =
√
ω

∑

0<|r|6n

(iλrωI −A0)
−1 ×

×Π
[
c
(r)
0 (x, s) + c

(r)
1 (x, s)w(x, s)

]
eiλrωt,

y2(x, t) = −
√
ω e−tA0

∑

0<|r|6n

(iλrωI −A0)
−1 ×

×Π
[
c
(r)
0 (x, 0) + c

(r)
1 (x, 0)v0(x)

]
,

� �#�
I
�
�! %$ �#� \�����������X��E  Y������!�! �� � W?\ ����Zm¤ ¢�� ¤ 	�¦ \ Y�������� ������� X� �2�����]��

‖y1(x, t, s)‖C([0,T ],Lp0)
6 cω−1/2

(
‖w‖C([0,T ],Lp0)

+ 1
)
,

¤�� � ¤ ¤ ¦

‖y2(x, t)‖C([0,T ],Lp0)
6 cω−1/2, c = const .

¤�� � ¤�¢ ¦
W X[Y���E³��7�Y���� ��\��������C�������
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

aj
¢
b
�
c
¢�]
 ��! ���X�7 �;U Z¦�#��7

Y� ��C� ¡�  � �!�!� \6�%�'Y��� �2�� \¦\�� ¡ ��71����X:Y�������71������X D�¤�� � ¤ £ ¦ � (471����7

aj(w + w1, x, t, τ) ≡ aj(w, x, t, τ) +Rj1(ω, z),

b(w + w1, x, t, τ) ≡ b(w, x, t, τ) +R02(ω, z),

a
(0)
j (w, x, t) ≡ a

(0)
j (u0, x, t) +

(
Dua

(0)
j

)
(u0, x, t)z + rj1(z),

b(0)(w, x, t) ≡ b(0)(u0, x, t) +
(
Dub

(0)
)
(u0, x, t)z + r02(z).
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�
# �#� \��'� X���� $*�������_ \����!��]
  �

Rj1
¢
R02

¢
rj1
�
r02

 ����¦� ���#��X � � ���C����¢
√
ωc(w + w1, x, t, τ) =

√
ω
[
c(w, x, t, τ) + c1(x, t, τ)y1 + c1(x, t, τ)y2

]
=

=
√
ωc(w, x, t, τ) + c1(x, t, τ)

∑

0<|r|6n

(iλr)
−1Π

[
c
(r)
0 (x, t)+

+ c
(r)
1 (x, t)w(x, t)

]
eiλrτ + c1(x, t, τ)

∑

0<|r|6n

[
(iλrI − ω−1A0)

−1 −

− (iλr)
−1
]
Π
[
c
(r)
0 (x, t) + c

(r)
1 (x, t)w(x, t)

]
eiλrτ − c1(x, t, τ)×

×
∑

0<|r|6n

(iλr)
−1e−tA0Π

[
c
(r)
0 (x, 0) + c

(r)
1 (x, 0)v0(x)

]
− c1(x, t, τ)×

×
∑

0<|r|6n

[
(iλrI − ω−1A0)

−1 − (iλr)
−1
]
e−tA0Π

[
c
(r)
0 (x, 0) + c

(r)
1 (x, 0)×

× v0(x)
]
≡

√
ω c(w, x, t, τ) +

∑

0<|r|6n

i

λr
c
(r)
1 Π

[
c
(−r)
0 (x, t) + c

(−r)
1 (x, t)w

]
+

+
∑

0<|r1|, |r2|6n

i

λr2
c
(r1)
1 e−tA0Π

[
c
(r2)
0 (x, 0) + c

(r2)
1 (x, 0)v0(x)

]
eiλr1 −

−
∑

0<|r1|, |r2|6n,
r1+r2 6=0

i

λr2
c
(r1)
1 Π

[
c
(r2)
0 (x, t) + c

(r2)
1 (x, t)w

]
ei(λr1+λr2 )τ +R(ω, z).

# �#� \��

R(ω, z) = c1(x, t, τ)
∑

0<|r|6n

[
(iλrI − ω−1A0)

−1 − (iλr)
−1
]
×

×
(
Π
[
c
(r)
0 (x, t) + c

(r)
1 (x, t)w(x, t)

]
− e−tA0Π

[
c
(r)
0 (x, 0) + c

(r)
1 (x, 0)v0x

])
.

# �����J���*¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦��4���¦¡¦Z �C�����!�!�[¡ ��71����X?Y�������71������X Dm¤�� � ¤ £ ¦�Y����C71���
� ���

∂z

∂t
− ν∆z −∇p = L1(t)z + F1(z, x, t)+

+ f1(z, x, t, ωt) + ϕ1ω(z, x, t),è�Ð Ï
z = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

¤�� � ¤ ��¦

z
∣∣
∂Ω×[0,T ]

= 0,
¤�� � ¤¦¥ ¦

z(x, 0) = 0, x ∈ Ω.
¤�� � ¤ 	�¦



� ^ n�pgS1l�S �+i(e��
�
��� V/LNLNM V�[ � S1l�L�V/LNW�r ] S1l���V�� d U���Z+Y�S

# �#� \��
L1(t)z

�
F1(z, x, t)

� Y��"������X��c¤z� � � � ���%¡ ��� ��\6��YF���% ��
τ = ωt

¦
\ �"�!� �!��7 X���¢�Y������� ��%��¡�]
 ��! ���X DK����������� \6��������������X�7  ��!�� \ ���!� �C���� 

z
�

f1(z, x, t, τ)
�

2π
� Y������� �"����� \ ]
 ��[Y� 

τ
\���Z �C�¦� X�7�\���� �#���C7���\ �"�!� �!��71 �� �

Λω(x, t)
�
ϕ1ω(z, x, t)

�ç7 ����X���¤ �K  Y���� �#� �C������ �75\�7 XT\ �C�J¦gY�����U� ��C�!�
EF�4D

ω
���C����X4¢

E
�H� �"��������������7 �!�!����2������ �� �Y� ������"]�� � 4� ���]������!��X��

� X���� $*�������
Z�]���¡ �!����X D%���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
�C71�����{\ �C� �"Z��XYF���&� ���.3

L1(t)z = (u0,∇)z + (z,∇)u0 +
∑

16j63

∂

∂xj

[
(Dua

(0)
j )(u0, x, t)z

]
+

+
(
Dub

(0)
)
(u0, x, t)z +

∑

0<|r|6n

i

λr
c
(r)
1 (x, t)Πc

(−r)
1 (x, t)z,

� �#�
(Dua)(u) =

(∂a`(u)
∂us

)3
`, s=1

¢
a`
� ]
 �7 Y� ���������X*���¦]��! ����

a
¢
a = a

(0)
j

¢
b(0)

�

F1(z, x, t) = −(z,∇)z +
∑

16j63

∂

∂xj

[
a
(0)
j (w, x, t) − a

(0)
j (u0, x, t)−

− (Dua
(0)
j )(u0, x, t)z + b(0)(w, x, t) − b(0)(u0, x, t)− (Dub

(0))(u0, x, t)z
]
;

f1(z, x, t, τ) =
∑

0<|r|6n

[ ∑

16j63

∂

∂xj
a
(r)
j (w, x, t) + b(r)(w, x, t)

]
eiλrτ +

+
∑

0<|r1|, |r2|6n,
λr1+λr2 6=0

(iλr2)
−1c

(r1)
1 (x)Π

[
c
(r2)
0 (x, t) + c

(r2)
1 (x, t)w

]
ei(λr1+λr2 )τ +

+
∑

0<|r|6n

(iλr)
−1c1(x, t, τ)e

−tA0Π
[
c
(r)
0 (x, 0) + c

(r)
1 (x, 0)v0(x)

]
;

ϕ1ω(z, x, t) = −
√
ω

∑

0<|r|6n

(iλrωI −A0)
−1Π

[
c
(r)
1 (x, t)

∂u0
∂t

+

+
∂c

(r)
0 (x, t)

∂t
+
∂c

(r)
1 (x, t)

∂t
w

]
eiλrωt+(w,∇)w1+(w1,∇)w+(w1,∇)w1+

+
∑

16j63

∂

∂xj

[
Rj1(w, z) + rj1(z)

]
+R20(w, z) + r20(z) +R(ω, z);

� � |J]U|
〈f1(z, x, t, τ)〉τ ≡ 1

2π

∫ 2π
0

f1(z, x, t, τ) dτ = 0
|
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Λω(x, t) =
√
ω

∑

0<|r|6n

(iλrωI −A0)
−1Πc

(r)
1 (x, t)eiλrωt.

;�����¡¦Z�$*�� ���71�����C7�¢£���! ,�.\ ����Z5Y� \ �C� �#������ �����������\���� �:�
 �2������
]��Ç¤ ¢�� ¤ 	�¦�¤ �%]
 ��! ��� ��¥��Z=$E�� %Y� ��C %${���!�

q = r > 1, k = 1
¦U¢"\ Z Y³� \���� Z����

����]���� Y� \��! J������X��
c
¢
c1
¢����! 
Y����Q� \�� D

ω > 1
�
u ∈ C([0, T ], Sp)

\ Y������
��� ������� XÌ��������������\���� �

∥∥Λω(·, t)u
∥∥
C([0,T ],Sp)

6 c
√
ω

∑

0<|λr |6n

(1 + |λr|ω)−1×

×
∥∥Πc(r)1 ueiλrωt

∥∥
C([0,T ],Lp)

6 c1ω
−1/2‖u‖C([0,T ],Lp).

¤�� � ¤�� ¦

W  �#����\���� Z���7 ���LY������� ��'Z
���������������m¤�� � ¤ ��¦�Y��� ��¦]��! ��� �7
Π
������¡������

EF�C76Y� ���Z
�������� ��m����������\����� K ��!�� \ ���!� �C���� 
∂z/∂t

� )���]°7 X Y������#��76]
�!U \��!����]��!�� �7 Z?Y��!���!U� �������� \ ]
 �7 Z�Z
������������� � ��U �!��� D�  �� �76Y��� \��!���!���
\������

Sp0
¢�]
 ��! ��� ��%Y����Ç� �"���"]��4D����!����X D�¡ �����J���°¤�� � ¤ ��¦·Ór¤�� � ¤ 	�¦v�Ç� �"���C�

]��4D
z
¤
a
(r)
jk` ∈ C([0, T ],W 1

∞)
¢
z ∈ C([0, T ],W 1

∞ ∩ Sp0)
¦ 	¦]�� ��� ���C�����!�� 

Z
������������� �

z(t) =

t∫

0

e−(t−τ)A0L(τ)z(τ) dτ +

+

t∫

0

e−(t−τ)A0
[
F (z(τ), ·, τ) + f(z(τ), ·, τ, ωτ)+

+ϕω(z(τ), ·, τ)
]
dτ ≡ Bz +N(z, ω), ω � 1,

¤�� � ¤�� ¦

� �#�
L(τ) = ΠL1(τ), F = ΠF1, f = Πf1,

ϕω(z, t) =
{
E − [E +Λω(·, t)]−1

}
Π
[
ν∆z + L1(t)z+

+F1(z, ·, t) + f1(z, ·, t, ωt)
]
+ [E +Λω(·, t)]−1Πϕ1ω(z, ·, t) ≡

≡ ν
{
E − [E +Λω(·, t)]−1

}
Π∆z + ψω(z, t).
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G=� �#� �r� � ��/=�4R�����~���+?�!���?� �?�!\��#�[�
�
����~���+#�72 � �r����~=�r�g�ª~��.�7<B�

W 	��! �7?Y�Z
��]��!�{\� �#���=${��� \6�c��� \ ]
 ��C� ]
 '�C��7�7�¢�]
 ��! ���X��FY�  ¡¦�� ���� ���%��\U�
\ �C� �#  � �!�!� Z
���������������E¤�� � ¤�� ¦ �

W Z \��!�
p > r > 1

� W 2����������#���
(x, t) ∈ Q

��� \¦\�71 ��!���C7,������������Z��
¡ �����J��Z

∂u

∂t
− ν∆u−∇P = a0(x, t)u+

+
∑

16j63

∂

∂xj
[aj(x, t)u] + f0(x, t) +

3∑

j=1

∂fj(x, t)

∂xj
≡ Φ(u),

è�Ð Ï
u = 0, u

∣∣
∂Ω×[0,T ]

= 0, u(x, 0) = 0,

¤�� � ¤ ^�¦

� �#�
ak ∈ C([0, T ], L∞(Ω))

� ]�� ���#���!�!��X��g7 �!�!����2�Xê��� �� �Y� ������"]���¢ �
fk ∈ C([0, T ], Lr(Ω))

¢
k = 0, 1, 2, 3

¢.� ���¦]��! ���X�� \��! ���U�2�Xé�! ��� $*�LY� !�
�����"]�� �
W6Y� ��C�� �7.\� � �������� \���� ����\ ���!����X�7,� X E³�X  Y���� �#� �C��������7v >U� >U>Y³�����

�� ��� ����FE³�������%��� ������������ ��{¡ �����J���¥¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦U¢ �����"�C7�\ �C� �"Z��XY³����  Y������
�#� �C������� �
��� N�/���/
)�/�>.,./ ���($ � �
� ����
�����"&� � �
�
 ��
 "v¤�� � ¤ ^�¦�����¡�  ����7=���¦]��! ����

5 Z
��]�2�� �
u(x, t)

����]�Z��³¢����! 
v(t) ≡ u(·, t) ∈ C([0, T ], Sp(Ω))

��\ Y�������� �C�
������ %����������\����� 

v(t)−B0v(t) =

t∫

0

e−(t−τ)A0Π

{
f0(·, τ)+

+
∑

16j63

∂

∂xj
fj(·, τ)

}
dτ ≡ F (t),

¤�� � ¤�� ¦

� �#�

B0v(t) =

t∫

0

e−(t−τ)A0Π

{
a0(·, τ)v(τ) +

∑

16j63

∂

∂xj
[aj(·, τ)v(τ)]

}
dτ.



�+i h�iT] S�XgS1p ��L�� A Z � S�V/l�S�r ��S�qbS�XgS ¤ £�¤
# �#� \��  >U � Y� \ �C� �#���4D �����!���������"� Y� ����C7 ����� \6��]���] ¡ ��7 X[]����

�����NY� H���¦Y�������X[���� \���� ����]��4D $*� �����!���������C  �C¢�]
 ��! ���X��   Y���� �#���
�C����X �����á� �"���"]��4DkY� 

x
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

(fk, ak, v)
�á7 XT\ �������

\6�.]���]   Y������!�! ���X \� >U��"� \��!���H  Y���� �#� �C�������=¢ \� �#���=$'�!Y³����\6�<��Y��� !�
\��!���!��\������

C([0, T ], Lr)× C([0, T ], L∞)× C([0, T ], Sp)
�%\� D¡����J���������C7 �

�
C([0, T ], Lp)

� 0D��Y����C71���=¢����¦Y�������X[���� \��!� �����!���������C  �

I(fj) =

t∫

0

e−(t−τ)A0Π
∂

∂xj
fj(·, τ) dτ, j = 1, 2, 3,

� X��!�¦]��!���J¢�\� �� �"� \��� �¤ ¢�� ¤ ^�¦U¢���¡�\ �C� �"Z��XY³���� �2�����]��=¢�\ Y�������� �������� ��I�����
� �"���"]��4D����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

fj
¢
ϕj
3

∥∥I(fj)− I(ϕj)
∥∥
C([0,T ],Sp)

6 c1 sup
06t6T

∣∣∣∣∣

t∫

0

(t− τ)−1/2−β dτ

∣∣∣∣∣×

×‖fj − ϕj‖C([0,T ],Lr) 6 c2‖fj − ϕj‖C([0,T ],Lr), c1, c2 = const .

}c~
����� G=� �#� 	 
��9�('G����� B0 ?
+8� � ��� * �!.�/�� � * 

���
�����('�� ��� * �

C([0, T ], Sp) ? p > 1 ? 1 * ��1��>�%�,1 ��
��9�('G��������� � ���!	G���9�!�(' H
}c~
����� G=� &r� � '�+�'
#
'�¤�� � ¤ ^�¦����C���>���,+ �!� ��� * ���!���"� ��� H ����E����!��� u(x, t) ?�$�&

�(' * �,+ �!� * ';��4����!�!'

‖u(·, t)‖C([0,T ],Sp) 6 c
∑

06j63

‖fj‖C([0,T ],Lr),
¤�� � ¢�£ ¦

J9+8��
��
������1!�!��'�1
c
���67>' * � �&� ���
� * ��� �����(),30�!�!�!4!� � fj H

}c~
����� G=� G=�O��������	
0 < µ < 1

2 − β H I���J9+�' ��� H ����E����!��� u(x, t)7>'�+�'
#%� ¤�� � ¤ ^�¦ 
��&+ #%�!�������;��4����!���

‖u(·, t)‖Cµ([0,T ],Sp) 6 c
∑

06j63

‖fj‖C([0,T ],Lr),
¤�� � ¢�¤ ¦

J9+8��
��
������1!�!��'�1
c
���67>' * � �&� ���
� * ��� �����(),30�!�!�!4!� � fj ? j = 0, 1, 2, 3 H
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�4��7�7 ��� � ¤ �#  ]���¡¦X[� �!��� \6�Q�!�����C ��¦������ � ¤ ¤�� ¢��C��7�7 ��� � ��� � �4��7�7 ��� � ¢
�C���¦]
 �\ �C� �"Z�������¡&Y���� ��\��������C�������v¤�� � ¤ ��¦S¢ �C��7�7 X � � ¤ �� �2�����  ]�¤ ¢�� ¤�� ¦U¢
¤ ¢�� ¤ ^�¦ � �4��7�7 ��� � �5�#  ]���¡¦X[� �!��� \6� \,Y� �71 >Y³��� \� � ��!�� >E³������� ¤�� � ¢�£ ¦S¢
¤ ¢�� ¤�� ¦S¢(¤ ¢�� ¤ ^�¦ �
;�  ������E³������ L�!�����C ��¦������ 
�C��7�71��� � ���#  ]���¡¦X[� �!��� \6��\ �C� �"Z��XY³���{Z
���

�����4$ �#������� �
-4��~!�I�!���#�1~KG=� �#� ��������	

γ, µ > 0 ? γ+µ < 1
2 −β H I���J9+�'���� H ����E����!���7>'�+�'
#%� ¤�� � ¤ ^�¦:��7>'%�C�������

Φ(u)
��'

Aγ0Φ(u)

��&+ #%�!�������;��4����!���

‖u(·, t)‖Cµ([0,T ],Sp) 6 c
3∑

j=1

‖fj‖C([0,T ],Sr), c = const > 0.

}c~
������G=� A(� ����1 �!'��A+8��J��
µ ∈

(
0, p0−3(m−1)

2p0

) ��' �"+8�>�%�,1 30�!�!�!4!��1

d0 : (0, 1] × (ω1,∞) → R+
��'��!'�1 ? #���� limr→0, ω→∞ d0(r, ω) = 0

�$

���
* ��� 
 ω > 0

�
z1, z2 ?

��+8� * ���>� * ���!1!.�/���
A���&��� * �!. ‖zi‖Cµ([0,T ],Sp0)
<r61 ?

i = 1, 2 ? �&

�(' * �,+ �!� *"- ��4����!�!�

∥∥∥∥(I − B(t))−1

t∫

0

e−(t−τ)A0
[
F (z1(τ), ·, τ)+

+ f(z1(τ), ·, τ, ωτ)
]
dτ

∥∥∥∥
Cµ([0,T ],Sp0 )

6 d0(r, ω),

¤�� � ¢ ¢ ¦

∥∥∥∥(I −B(t))−1

t∫

0

e−(t−τ)A0
[
F (z2(τ), ·, τ) + f(z2(τ), ·, τ, ωτ)−

−F (z1(τ), ·, τ) − f(z1(τ), τ, ωτ)
]
dτ

∥∥∥∥
Cµ([0,T ],Sp0)

6

6 d0(r, ω)‖z2 − z1‖Cµ([0,T ],Sp0)
.

¤�� � ¢ ��¦

� +8�>�&	
B ? F ? f � �����=� ? #���� * ¤�� � ¤�� ¦ H

C
WQ\ ����Z�Y���� ��\��������C�������E¤�� � ¤�� ¦#  Y������!�! ����

B
�4 �2�����  ]%¤ ¢�� ¤�� ¦U¢�¤ ¢�� ¤ ^�¦S¢

\ Y�������� �������� '\� � ��!�� >E³�������
(I −B)−1 ∈ Hom

(
Cµ([0, T ], Sp0), C

µ([0, T ], Sp0)
)
.

¤�� � ¢�¥ ¦
+XU�  ¡����J���C7�������]����!��]
 \������ X���� $*��������¢�\��! J��Y³���'Y� �/¡�����]
 �7°�� ����

7 Xo�L�C�¦�� ������ \���������������\���� ��¤�� � ¢ ¢ ¦U¢=�������¦¡
S(z1, τ)

� W6\ ����Z�Y��� \��! ��� 
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‖u(·, t)‖Cµ([0,T ],Sρ0)
6 ‖u(·, t)‖C([0,T ],Sρ0)

+

+
(
2‖u(·, t)‖C([0,T ],Sp0)

)1− µ
µ1

∥∥u(·, t)
∥∥

µ
µ1

Cµ1 ([0,T ],Sp0)
, 0 < µ < µ1 6 1,

�������#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �&�C��7�7 Xé� � ¥ �# \����!�! ����� QZ \����!��  � ���!�L�"� ��\ �C� �"Z����
YF�4D�Z
�������=$ �#������� �

� (S���J�����P� � '
3.4

�&

�(' * �,+ �!� * ' 

���N7>'%�C����� * ��� *"- 
 #
'G����1�
5���9�('")
* ��� ��� * ¤�� � ¢ ¢ ¦ �°¤�� � ¢ ��¦C����� � - Cµ([0, T ], Sp0)

��'������ ���
C([0, T ], Sp0) H

� (�&��J� ����1
µ < µ1 <

p0−3(m−1)
p0

��' �"+8�>�%�,1�
��
������1!�!��'�1
c0 ?



���=���
���%)
����� *"- 
����!��1!.A�%�,1F���9�(' * ��� ��� * '

‖S(z1, t)‖Cµ1 ([0,T ],Sp0 )
6 c0,

¤�� � ¢ 	�¦

‖S(z2, t)− S(z1, t)‖Cµ1 ([0,T ],Sp0 )
6 c0‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)

.
¤�� � ¢!� ¦

3��������=$ �#������� 3 ¢ ¤ \�7 �  �2�����]���¤�� � ¢ 	�¦U¢
¤�� � ¢!� ¦i¦�� X��!�¦]��!���T��¡U�C��7�7 X � � �
\
Z
�����! �7*\��!��Z�]���Z
��X � X���� $*�������

F
�
f
¤ Y � � � ¤�� ¥ ¦g�?Z \ �C  � ��� ����¡ �#���

�"�¥¤ Y � � � ¤�� ¤ ¦ �
C � M(@(;��!;��=/
)�+C<��=0�M«? �=0#/�N�� ��/�>.,��
	 ��$ W X[�� �  �2�����  ] ¤�� � ¢ ¢ ¦U¢

¤�� � ¢ ��¦[Y��� �#��71 ���\��!������Z���7 ���%Y����C71�����{\ �"�!� �!��71 ��� 
Π ∂
∂x1

[a
(0)
1 (w, x, t) −

a
(0)
1 (u0, x, t) − (Dua

(0)
1 )(u0, x, t)z] ≡ Π ∂

∂x1
A(z, x, t)

¢ �!D� �C��Y³���� ���� X��
��� $*�������

F (z, x, t)
¢���\ �"�!� �!��71 ��� 

f1(z, x, t, τ) ≡ Π ∂
∂x1

a
(1)
1 (w, x, t)eiλ1τ

¢
�!D� �C��Y³���� ��?� X���� $*�������

f(z, x, t, τ)
� �g�����#��Z
�¦�4D<\ �"�!� �!��7 X D�� X������

$*�������
F
�
f
 �2�����]��IY���  �� �C��� \6�I�!�����C ��¦������ � ;� �� �"� \��� X��������������\���� Z

- �� �C���#�����FY���� ‖zi‖(Cµ([0,T ],Sp0))
6 r 6 1

¢

‖A(z1, x, t)‖C([0,T ],Lp0/m
) 6 c(r),

‖A(z2, x, t)−A(z1, x, t)‖C([0,T ],Lp0/m
) 6 c(r)‖z2 − z1‖Cµ([0,T ],Lp0)

,
� �#�

lim
r→0

c(r) = 0.
¤�� � ¢�� ¦

+�� \#� ���Q��\ ����Z�\� � ��!�� >E³�������Ì¤�� � ¢�¤ ¦S¢�¤�� � ¢�¥ ¦g� X��!�¦]������c �2�����]���¤�� � ¢ ¢ ¦U¢
¤�� � ¢ ��¦�\U¡ ��71���� ��

F+f
���
A
�
d0(r, ω)

���
c0(r)

¢!� �#�
c0(r)

Z¦�#  ���C������ ��������
Y���� �#� �C���� �7 ZX����������\���� Zg¤�� � ¢�� ¦ �
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W X[��� �#��7 �!�¦Y������  �2�����]��«¤�� � ¢ ¢ ¦U¢�¤�� � ¢ ��¦ �����<\ ��Z
�����
F + f ≡ f1 �+������!�������C7 \6�
� X[�� �# �7°¤�� � ¢ ��¦U¢�����]
]���]�¤�� � ¢ ¢ ¦UZ \����!����������� �!��� \6���!�����C !�

�¦������ ¤ \&\� � �������� \���� Z��XYF�C7 ��Z�Y��� >Y³�������C7 �#¦ � � X �#  ]�� $*��7�¢1���! Q�����Y���  ��¡¦�� ��C���� ��� 
ε > 0

���!���#��� \6�
ω0 > 0

����]
 ���¢����! ?Y����
ω > ω0

�
‖zi‖Cµ([0,T ],Sp0 )

< δ 6 1

∥∥∥∥(I −B(t))−1

t∫

0

e−(t−τ)A0
[
f1(z2(τ), ·, τ, ωτ)−

− f1(z1(τ), ·, τ, ωτ)
]∥∥∥∥
C([0,T ],Sp0)

< ε‖z2 − z1‖Cµ([0,T ],Sp0)
.

¤�� � ¢ ^�¦

�³  ]���¡ �!�!� �C� \����� 
	��! ��� IZ
�������=$ �#�������/Y���  ��� �#��7<�&�"� � 	�����Y�� � WB���J�����C�
Y� � U�������7

δ = δ(ε)
¢ ������]
 ��! ��� ��� gY������ \�� D

ω > 0
\ Y�������� ������� X  �2�����]��

sup
t∈[0,T ]

{∥∥(I −B(t))−1
∥∥
Hom(Sp0 ,Sp0)

2δ∫

0

∥∥∥e−(t−τ)A0 ×

×
[
f1(z2(τ), ·, τ, ωτ) − f1(z1(τ), ·, τ, ωτ)

]∥∥∥
Sp0

dτ

}
<

<
ε

3
‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)

,

¤�� � ¢!� ¦

sup
t∈[0,T ]

{∥∥(I −B(t))−1
∥∥
Hom(Sp0 ,Sp0)

t∫

tδ

∥∥∥e−(t−τ)A0 ×

×
[
f1(z2(τ), ·, τ, ωτ) − f1(z1(τ), ·, τ, ωτ)

]∥∥∥
Sp0

dτ

}
<

<
ε

3
‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)

,

¤�� � � £ ¦

� �#�
tδ = max(t − 2δ, 0)

� ;UZ Y³� \�����  � �!�����¥����]
 ��� 
δ
� X��!�¦]��!������¡&�C��7.�

7 X
� � ��¢�\� � ��!�� >E³������� ¤�� � ¢ ¢ ¦U¢�¤ ¢�� ¤ ^�¦T�K��������������\���� ��- �� �C���#����� � 0D�%���! !�
�� �7 	�����Y���¢�\����������

t > δ
¢� \ Z Y³� \���� �C7/\� >U \����������� g� X U� ��{��� ����������X

ω0
�
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It(z1, z2) ≡ (I − B(t))−1 ×

×
t−δ∫

δ

e−(t−τ)A0
[
f1(z2(τ), ·, τ, ωτ) − f1(z1(τ), ·, τ, ωτ)

]
dτ ≈

≈ (I −B(t))−1
M2∑

k=M1

2π
|λ1|ω (k+1)∫

2π
|λ1|ω k

[
e−(t−τ)A0 − e

−(t− 2π
|λ1|ω k)A0

]
×

×Π
∂

∂x1

[
a
(1)
1 (z2(τ) + u0(τ), ·, τ) − a

(1)
1 (z1(τ) + u0(τ), ·, τ)

]
×

× eiλ1ωτdτ + (I −B(t))−1
M2∑

k=M1

2π
|λ1|ω (k+1)∫

2π
|λ1|ω k

e
−(t− 2π

|λ1|ω k)A0 ×

×Π
∂

∂x1

[
a
(1)
1 (z2(τ) + u0(τ), ·, τ) − a

(1)
1 (z1(τ) + u0(τ), ·, τ)−

− a
(1)
1 (z2(τk) + u0(τk), ·, τk)− a

(1)
1 (z1(τk)+

+u0(τk), ·, τk)
]
eiλ1ωτdτ ≡

∑
1
+
∑

2
, τk =

2π

|λ1|ω
k.

¤�� � � ¤ ¦

# �#� \��
M1
�
M2

� 7 �����C7 ���C���� ��g�K7 ��]�\ �C7 ���C���� ��42�� ��X��³����\ �"��¢�\� � ����
����� \����������� LZ¦�#  ���C������ ���� �XYF���{Z \ �C  � ���C7

δ 6 M1
2π

|λ1|ω
6 2δ

¢
t − 2δ 6

M2
2π

|λ1|ω
6 t − δ

¢
ω > ω1 = 2π

|λ1|δ

� 4��� �71�m�! ��� C¢ ¡�����]?Y�����U����4$*������ !�
�� g����������\���� � ≈ Y�  ]���¡¦X[� �!���J¢=���! �� 	��! �7v����������\������X �� \ Z
� \���� Z����L�"� �]����!�����4D/�����!���������"� � 	��! L�#  Y�Z \����C71 Q�Q\ ����Z� �2�����  ]°¤�� � ¢!� ¦U¢�¤�� � � £ ¦ � ( ¡
\� � ��!�� >E³��������¤�� � ¢ ¢ ¦S¢(¤ ¢�� ¢ ¢ ¦U����������������\���� � - �� �C���#�����F� X��!�¦]��!���* �2�����]��

sup
t∈[2δ,T ]

∥∥∥
∑

1

∥∥∥
Sp0

6 c(M2 −M1)
2π

|λ1|ω
δ−

(m−1)p0
m − 3

2 ‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)
,

c = const .

+�� \#� ���'\ �C� �"Z����J¢����! {Y����
ω > 12πc(M2−M1)δ

−
(m−1)p0

m
− 3

2

|λ1|ε

sup
t∈[2δ,T ]

∥∥∥
∑

1

∥∥∥
Sp0

<
ε

6
‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)

.
¤�� � � ¢ ¦
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W ���� �2�����]
� ∑
2

Z
������X[� �!��� \6�� ����¦� ���#�� ���Y���� ��\��������C�������

a
(1)
1 (z2(τ) + u0(τ), ·, τ) − a

(1)
1 (z1(τ) + u0(τ), ·, τ) =

= D(z1(τ), z2(τ), τ)[z2(τ) − z1(τ)],

¤�� � ����¦

� �#�
D(z1, z2, τ)

� 7 �!�!����2���¢�]
 �	 545 ��2���������X*]
 ��! ��� ���Y� ������� �7 �����C���� 
¡ ��� ��\6���� ��T]
 �7 Y� ��������T���¦]��! ���  �

z1, z2
�£���¦Y�������X[����X� ��

τ
� W�\ ����ZD\� � ����

�� >E³�������¥¤�� � ¢ ¢ ¦S¢�¤ ¢�� ¤ ^�¦S¢�¤�� � ����¦��%��������������\���� �v- �� �C���#�����TY����F�# \����!�! ����� 
U� ��C�>EF�4D

ω
� X[Y� ��C������� \6�� �2�����]��

sup
t∈[2δ,T ]

∥∥∥
∑

2

∥∥∥
Sp0

<
ε

6
‖z2 − z1‖Cµ([0,T ],Sp0 )

.
¤�� � � ¥ ¦

( ¡D\� � ��!�� >E³��������¤�� � ¢ ^�¦�Ór¤�� � � ¥ ¦U\ �C� �"Z����% �2�����]��¥¤�� � ¢ ��¦ �
�4��7�7 �g�#  ]���¡ �!��� �

B}c~
�����@G=� �r����������	
c(x, t) � * ��/��>��� * ���!��'�1M� * '�+��('G����'�1M� 'G�����!4�'

3
) J���
����!1"+ �!'B���P���P�C��� ��'%�<�;��70

���
�����('�� ��� * ' C([0, T ],W 2

∞) H I���J9+�'B��
���)�('G����� -

Tjv ≡ A−1
0 Πc(x, t)

∂2v

∂x2j
, D(Tj) = C([0, T ], C2

0)

�

Mv ≡ A−1
0 Πc(x, t)A0v, D(M) = C([0, T ], C2

0 ∩ Sp), p > 1,

+8� � ��� * �!.�/���� * 

���
�����('�� ��� * '�
 C([0, T ], Lp) �
C([0, T ], Sp) ?

���"�
� * �>��)
��� * ���!��� ? +8��
G���&�!'�.A�O7>'%� - �!'��!��1 
��;����

���9� -:* ���
����� +8� ��J��('��!�(#G���!� - 

��
��9�('G������� *�* ������
 

���
�����('�� ��� * '�
 H � +8�>�&	 #G�9���P7

D(N)
���"��7���'
#G����'����%)

��'G����	M��

���,+8�������!��1 ��
��9�('G�����('
N ? '5�&��� * ������� C2

0 �
�<�����=�>��� * � 3���)

�!� ��� - 
 * Ω ����� 
!�C�9��� - 
 * ��� �����(),30�!�!�!4!� � ? 

���!��'�+ ���&��'�/���
D

���
�����('���)��� * � C2(Ω) H
C
8 � \¦\�71 ��!���C7������!���������

Lj(v, w) =

∫

Ω

[Tjv(x)]
∗w(x) dx,

� �#�
v ∈ C2

0

¢
w ∈ S2∩Sq

¢
1/p+1/q = 1

¢�� ¡����J��  ] � ∗ 	� >U�  ¡����J���!����  Y��������2�� �
�!���!��\ Y� �������  � �!�����I���¦]��! ���  �%�K7 �!�!����2 �9W  \ ]
 ��C� ]�Z�  Y������!�! ��
A0
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S2
������ m >U�����¡{\�  � Y������!���
\

S2
� ¤¦¥ ��¢=ä �.� ¢ � ¤ � � ¢=�! L�

A−1
0

\¦��71 \�  Y����4$*�����
S2
¢�� Y� ��! �7 Z

Lj(v, w) =

∫

Ω

(
c(x, t)

∂2v(x, t)

∂x2j

)∗

A−1
0 w(x) dx =

∫

Ω

∂2v∗(x, t)

∂x2j
×

× c∗(x, t)A−1
0 w(x) dx =

∫

Ω

v∗(x, t)
∂2

∂x2j

[
c∗(x, t)A−1

0 w(x)
]
dx.

¤�� � ��	�¦

( ¡���������������\���� �F]
 �	���2����������� \����������¥  Y������!�! ����
A0

¤ \�7 � � ¤¦¥ � � ¦

‖A0z‖Lq
> c1‖z‖W 2

q
, z ∈

◦

W
2
q ∩ Sq , c1 = const,

� X��!�¦]������% �2�����]��
∥∥∥∥
∂kz

∂xkj
A−1

0 z

∥∥∥∥
Lq

6 c2‖z‖Sq
,

k = 0, 1, 2, j = 1, 2, 3, z ∈ Sq , c2 = const .

¤�� � � � ¦

( ¡E¤�� � ��	�¦U¢=¤�� � � � ¦ \ �C� �"Z����*��������������\����� 

|Lj(v, w)| 6 c‖v‖C([0,T ],Lp)‖w‖Sq), c2 = const,

\� �� �"� \��� g]
 ��! ��� �7 Z{�'\ ����Z{Y��C ��!�� \����
���C %$*�������
S2 ∩ Sq ⊂ Sq

���!�� ������
7 X � ¤¦¥ ��¢�\ �C� ¢��  >U% >U>Y³��7�� ���#� 5 Z
��]�2��� ������"�F�

Sp
¢
p > 1

¢��C71�����X71� \��! 
 �2�����]��

‖Tjv‖C([0,T ],Lp)
6 c4‖v‖C([0,T ],Lp)

, c4 = const .
¤�� � � � ¦

W  \ ]
 ��C� ]�Z�71�� %$*� \����� ����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
v ∈ C([0, T ], C2

0(Ω))
Y��C ����

�� ��
C([0, T ], Lp)

¢¸�! ��<\ ����Z ¤�� � � � ¦¥  Y������!�! ��
Tj : C([0, T ], C0

2 ) →
C([0, T ], Lp)

�#  Y�Z \ ]��!���[¡ ��7 X[]��!����� Y� ����¦Y�������X[���� \������# � ������!������������ !�
�� ³  Y������!�! ����g�

C([0, T ], Lp)
� )���]��C7Ç >U�����¡� �7�¢ Z
�������=$ �#�������v�C��7�7 XÌ� � 	

 ��!�� \ ���!� �C���� %  Y������!�! ����
Tj
�#  ]���¡ �!�� �

+vY������!�! ��
Mj

 �2�������� �!��� \6���!�����C ��¦������ � W ��� 	��! �7o��71� \��! �¤�� � ��	�¦



¤ £ ^ n�pgS1l�S �+i(e��
�
��� V/LNLNM V
[ � S1l�L�V/LNW�r ] S1l���V�� d U���Z+Y�S

�C71����7

M (v, w) =

∫

Ω

[Mv(x, t)]∗w(x) dx =

=

∫

Ω

[A0v(x, t)]
∗ Π
[
c∗(x, t)A−1

0 w(x)
]
dx =

=

∫

Ω

v∗(x, t)A0

[
Πc∗(x, t)A−1

0 w(x)
]
dx =

= −ν
∫

Ω

v∗(x, t)
∑

16j63

∂2

∂x2j

[
c∗(x, t)A−1

0 w(x)
]
dx,

v ∈ C
(
[0, T ], C2

0 ∪ Sp
)
, w ∈ S2 ∩ Sq .

¤�� � � ^�¦

# �#� \���Z¦�����C \��v��¡FU ��� ���!� \6�£ ���Y��� ��¦]��! ����
Π
¢���\ Y� ��C� ¡¦Z!�³���� ¸ ����! ��� ������C�!�

�� \��!���
S2
����¡¦��� \��!�� ��IY���� ��\��������C�������Q���¦]��! ����

a ∈ W 2
q (Ω)

��� ���#�
a = Πa + ∇ϕ ¢.� �#� ϕ ∈ W 3

1 (Ω)
� ( ¡g¤�� � � ^�¦U¢��!�����C ��¦������ LY������� ������ \����

�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �D�C��7�7 X4¢�� X[�� �"��� \6�_ �2�����]��
‖Mv‖C([0,T ],Lp)

6 c‖v‖C([0,T ],Lp)
, c = const,

���X \���  � �!�����&]
 ��! ��� ��m  Y������!�! ��
M
3
C([0, T ], C2

0 ∩ Sp) → C([0, T ], Sp)�#  Y�Z \ ]��!���v¡ ��7 X[]��!����� Y� ¸���¦Y�������X[���� \����g�# ¸ ������!������������ ��� ¸  Y������!�! ����
�
Sp
� �4��7�7 �%� � 	D�#  ]���¡ �!��� �

B}c~
�����SG=� �=����������	
p > 1

�
µ ∈ (0, 1/2) H I���J9+�'�+ ��1��!'��A+8��J�� ω > 1��' �"+8�>�%�,1$��'��!'�1F����� ����'�� ��'

cω ?
#����O

��� * ��� 
 v ∈ C([0, T ], Sp)

�&

�(' * �,+�)
�!� * '���4����!�!'

∥∥∥∥[I −B(t)]−1

t∫

0

e−(t−τ)A0
{
E − [E +Λω(·, τ)]−1

}
Π∆v dτ

∥∥∥∥
Cµ([0,T ],Sp)

6

6 cω‖v‖C([0,T ],Sp),



���(#G�P�
limω→∞ cω = 0 H

C
W=\ ����Z%\� � ��!�� >E³�������g¤�� � ¢�¥ ¦ �C��7�7 Z_� � � �# \����!�! ����� D�#  ]���¡ �!�!�FY����

B = 0
¢#���! ¥7 X5��\ �#� �"�!��7 � WB \ Y� ��C� ¡¦Z���7 \6���"� Z�7.�g��������������\���� ��7 �
�����

�#�� >U���X D
\��!�¦Y��������&Y�  ¡¦����������X D_  Y������!�! ���  �¥¤ \�7 � � ¤ ¤�� ¢ ¤¦¥ � � ¦U3
∥∥Aα0 (λI −A0)

−1v
∥∥
Sp

6 cp,α · 1

1 + |λ|1−α ‖v‖Sp , 0 6 α 6 1;
¤�� � � � ¦
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∥∥∥∥∥

t∫

0

Aα0 e
−(t−τ)A0ϕ(τ) dτ

∥∥∥∥∥
Cµ([0,T ],Sp)

6 cp,µ,α‖ϕ‖C([0,T ],Sp),
¤�� � ¥ £ ¦

| argλ| 6 ϕ
¢
ϕ ∈ [−π/2, π/2], 0 6 α < 1

¢
0 6 µ < 1 − α

� +�2������
]��_¤�� � � � ¦ \ �C� �"Z����g��¡*¤ ¢�� ¤ 	�¦ �X��������������\���� �£71 �71�����!  �D�����'�#�� >U���X D%\��!���
Y�������� Y�  ¡¦����������X D³  Y������!�! ���  � � � � ¢J�!�� �����7 � ¤¦¥C� ¢�� �J �2�����]��*¤�� � ¥ £ ¦��C71�������
\6�F� � ¤ ¤�� ¢��C��7�7 �%� � � � � �4��7�7 ��� � � � X��!�¦]��!���v��¡ 	����4D³��������������\����C¢�\� � ��!�� !�
E³�������¥¤�� � ¢�¥ ¦S¢�Y���� ��\��������C��������¤ \�7 � � X���� $*��������  Y������!�! ����

Λω
� Y � � � ¤�� ¥ ¦

[
E − (E +Λω)

−1
]
Π∆ =

= A1−δ
0

√
ω

∑

0<|r|6n

Aδ0(iλrωI −A0)
−1A−1

0 Πc
(r)
1 eiλrωtΠ∆−

−A1−δ
0 ω

∑

0<|r1|,|r2|6n

Aδ0(iλr1ωI−A0)
−1
[
A−1

0 Πc
(r1)
1 A0

]
(iλr2ωI−A0)

−1×

×A−1
0 Πc

(r2)
1 ei(λr1+λr2 )ωtΠ∆+ω

∞∑

k=3

(−1)k+1
∑

0<|r1|,|r2|6n

(iλr1ωI−A0)
−1×

×Πc
(r1)
1 Λk−2

ω A0(iλr2ωI −A0)
−1A−1

0 Πc
(r2)
1 ei(λr1+λr2 )ωtΠ∆ ≡

≡ J1 + J2 + J3,
� �#�

0 < δ < 1/2
¢��C��7�7�� � ��¢�� � 	v�E �2�����]��m¤�� � ¤�� ¦ �>W �� �#��71 ���\��!������Z���7 	��! 

��� Y����C71�����F\ �"�!� �!��71 ��� 
J2
3

∥∥∥∥(I −B(t))−1

t∫

0

e−(t−τ)A0J2(τ, ω)dτ

∥∥∥∥
Cµ([0,T ],Sp0 )

6

6 c1ω

∥∥∥∥∥
∑

0<|r1|,|r2|6n

[
Aδ0(iλr1ωI −A0)

−1
][
A−1

0 Πcr11 A0

]
×

× (iλr1ωI −A0)
−1ei(λr1+λr2)ωτ

[
A−1

0 Πcr21 Π4
]
v(t)

∥∥∥∥∥
C([0,T ],Sp0)

6

6 c2ω
1

1 + ω1−δ

1

ω
‖v‖C([0,T ],Sp0)

6
c3
ω1−δ

‖v‖C([0,T ],Sp0)
,

¤�� � ¥�¤ ¦

� �#�
c1
¢
c2
¢
c3
�«���v¡ ��� ��\6��YF���� ��

ω > 1
�
v ∈ C([0, T ], Sp)

Y� ��C %${���!� �C�!�
��X��TY� \��! J������X�� � +���71�����C7�¢
���! gY������� ��[��¡���������������\����X¤�� � ¥�¤ ¦�Y� ���Z
������ 
���� \���  � �!������ �2�����]��_¤�� � ¢�¥ ¦��D�C��7�7 XÇ� � � �¦���! ��� ��1������ \���  � �!�����E¤�� � � � ¦
�
�C��7�7 Xv� � 	 � �4��7�7 �%� � � �#  ]���¡ �!��� �

B
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}c~
������G=� �r� ����1M�!'��A+8��J��
0 < µ < p0−3(m−1)

2p0

�
c0 = const > 0��' �"+�� �%�,1 #%� �&���

ω1 > 0
�L30�!�!�!4!��1

d : (0, 1) × (ω1,∞) → R+
��'��!��� ?#����

limω→∞ d(ω) = 0
� 

��� * ��� 
 z1 ? z2 ? ��+8� * ���>� * ���!1!.�/���
 ���&��� * �!.

‖zi‖(C[0,T ],Sp0 )
6 c0 ? i = 1, 2 ? � * ��� 
 ω > ω1

�&

�(' * �,+ �!� *"- ��4����!�!�

∥∥∥∥(I −B(t))−1

t∫

0

e−(t−τ)A0ψω [z1(τ), τ ] dτ

∥∥∥∥
Cµ([0,T ],Sp0 )

6 d(ω),
¤�� � ¥�¢ ¦

∥∥∥∥(I −B(t))−1

t∫

0

e−(t−τ)A0
{
ψω[z2(τ), τ ]−

−ψω[z1(τ), τ ]
}
dτ

∥∥∥∥
Cµ([0,T ],Sp0)

6 d(ω)‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)
.

¤�� � ¥ ��¦

C
;� �� �"� \��� Y� \ �C� �#����7 Z ����������\���� Z Y � � � ¤�� ¥ ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

ψω(z, t)
Y���� ��\��������C�����F�'� ���#�

ψω(z, t) = Aγ0ψ1,ω(z, t) + ψ2,ω(z,t),

� �#�
ψ1,ω(z, t) = A−γ

0

{
E − [E +Λω](·, t)−1

}
×

×Π
[
L1(t)z + F1(z, ·, t) + f1(z, ·, t, ωt)

]
,

ψ2,ω(z, t) = [E +Λω](·, t)−1Πϕ1ω(z,t),

0 < γ <
p0 − 3(m− 1)

2p0
− µ.

+�2�����]�� ¤�� � ¥�¢ ¦S¢�¤�� � ¥ ��¦�� X��!�¦]������&��¡�	����4D�Y���� ��\��������C�������=¢�¤�� � ¢�¥ ¦S¢��C��7.�
7 X � � ���«���?\ �C� ��\���� ���«� � ¤ ¢��<]
 ��! ���X D ��Z=$E�� :Y� ��C %${���!�

p = p0
¢

r = p0/m
¢F������]4$*�=\ �C� �"Z��XY³���� ,Z
�������=$ �#������� � ;UZ Y³� \���� Z����v����\U�

�C 
ω2 > 0

� 5 Z
��]�2����
d1 : (0, 1) × (ω1,∞) → R+

����]�����¢*���! 
limr→0, ω→∞ d1(r, ω) = 0

¢¦�gY����g� \�� D
z1
¢
z2
¢ Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D Z \ �C  � � �

‖zi‖C([0,T ],Sp0)
6 r < 1

¢��
� \�� D
ω > ω1

�C71�����X71� \��! E �2�����]��
∥∥ψi,ω [z1(t), t]

∥∥
C([0,T ],Sp0/m

)
6 d1(r, ω),

¤�� � ¥ ¥ ¦
∥∥ψi,ω[z2(t), t]− ψi,ω [z1(t), t]

∥∥
C([0,T ],Sp0/m

)
6

6 d1(r, ω)‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)
, i = 1, 2.

¤�� � ¥ 	�¦
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�³  ]�� $*��7°¤�� � ¥ ¥ ¦S¢=¤�� � ¥ 	�¦U�����J�����C�vY����

i = 1
��W ���
	��! �7Ç ������!�������C7 \6�

��� \¦\�71 ��!����������7 �{Y���� ��\��������C�������
ψ1,ω

�! ��C� ]
 % �#�� ��� {\ �"�!� �!��71 ��� ¥¤z����]
]���]%�#��Z
�¦���g\ �"�!� �!��7 X��¸ �2�������� ����� \6�&�!�����C ��¦������ 
¦

ψ
(1)
1,ω(z, t)=A

−γ
0

{
E−[E+Λω(·, t)]−1

}
Π

∂

∂x1
a
(1)
1 (ω, ·, t)eiλ1ωt =

=

∞∑

k=1

(−1)k+1Λkω(·, t)Π
∂

∂x1
a
(1)
1 (u0 + z, ·, t)eiλ1ωt.

¤�� � ¥�� ¦

W.\ ����ZLY� ������� �7 �����C���� ��Q\��!��Z�]���Z
��X6���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
a
(1)
1 (w, x, t)

 ����
�� \ ���!� �C���� 

w
�E��������������\���� � - �� �C���#�����¸���!���#��� \6�%����]����'Y� \��! J���������

c1
¢

���! {Y����&� \�� D ‖zi‖C([0,T ],Lp0)
6 r

\ Y�������� ������� X° �2�����]��
∥∥a(1)1 (u0 + z1, ·, t)

∥∥
C([0,T ],Lp0/m

)
6 c1,

¤�� � ¥�� ¦
∥∥a(1)1 (u0 + z2, ·, t)− a

(1)
1 (u0 + z1, ·, t)

∥∥
C([0,T ],Lp0/m

)
6

6 c1‖z2 − z1‖C([0,T ],Lp0)
.

¤�� � ¥ ^�¦

+���71�����C7g�FY³�B�!���%��������������\���� � � �g���F�
�XU X D
q > 1

¢
ε > 0

�
β ∈ [0, 1]���!���"Z
� \6�/Y� \��! J������X��

c2 = c2(q, ε)
�
c3 = c3(β)

¢�Y����/]
 ��! ���X D�\ Y������
��� ������� XÌ �2�����]��

∥∥∥∥A
−α
0 Πc

(r)
1 (·, t)Π ∂

∂x1

∥∥∥∥
Hom(C([0,T ],Lq),C([0,T ],Lq))

6 c2,

α =
1

2
+ ε,

¤�� � ¥�� ¦

∥∥Aβ1

0 Πc
(r)
1 (·, t)A−β

0

∥∥
Hom(C([0,T ],Sq),C([0,T ],Sq))

6 c3,

0 6 β1 < β,

¤�� � 	 £ ¦

∥∥Aβ0Λω(·, t)
∥∥
Hom(C([0,T ],Lq),C([0,T ],Lq))

6 c3ω
β− 1

2 , ω > 1.
¤�� � 	 ¤ ¦

+�2�����]��Ú¤�� � ¥�� ¦%�#  ]���¡¦X[� �!��� \6�,�!�����C ��¦������ ?�C��7�71� � � 	 ��W ����	��! �7 �# !�
Y� ��C�����!� �C���� �Z
������X[� �!��� \6�?\¦��71 \�  Y����4$*������ \��!�c  Y������!�! ����

A−α
0

�
S2�
�C��7�7 �E� � ¤ £ ¤ \�7 � ���4$*�J¦ � +�2�����]��¥¤�� � 	 £ ¦U\ �C� �"Z����'��¡4��������������\���� �

∥∥Aβ1

0 Πc
(r)
1 v

∥∥
C([0,T ],Sq)

6 c4
∥∥Aβ0 v

∥∥
C([0,T ],Sq)

,

v ∈ C
(
[0, T ], Bβ

)
, c4 = c4(β, β1) = const .
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� �! �\ �C� �"Z����I��¡%�����!����Y� �����2��� ����� ��Ç�!�� �����7 X ( � � � ;U�C71 �������]
 � ¤ ¤�� � �
+�2�����]���¤�� � 	 ¤ ¦ \ �C� �"Z���� ��¡D� X���� $*�������

Λw
¤ \�7 � Y � � � ¤�� ¥ ¦ �¥��������������\���� �

¤�� � � � ¦ � ( ¡4��������������\����g¤�� � ¥ ^�¦�Ór¤�� � 	 ¤ ¦�\ �C� �"Z����%\ Z Y³� \�����  � �!����������]��4D&Y� !�
�C %${���!� �C����X D_����\�� �

ω0
¢
c4
�
δ
¢����! {Y����

ω > ω0

∥∥∥∥A
−γ
0

∞∑

k=1

(−1)k+1Λkω(·, t)Π
∂

∂x1

∥∥∥∥
Hom(C([0,T ],Lq),C([0,T ],Lq))

6

6 c4ω
−δ, ω > 1.

¤�� � 	 ¢ ¦

( ¡?\� � ��!�� >E³������� ¤�� � ¥�� ¦S¢_¤�� � ¥ ^�¦S¢X¤�� � 	 ¢ ¦Q� X��!�¦]������� �2�����]�� ¤�� � ¥ ¥ ¦S¢
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ψi,ω = ψ1
1ω

�
+�2�����]��g¤�� � ¥ ¥ ¦S¢�¤�� � ¥ 	�¦ Y����

i = 2
�#  ]���¡¦X[� ����� \6�{�!�����C ��¦������ F\ ��Z
�����

i = 1
¢�Y� �	��! �7 Zc \����!��  � �C7 \6�I¡ �#� \�������E³�¥���&\ �"�!� �!��7 X D

R
¢
Rjk

�
rjk
¢

j = 0, 3
¢
k = 1, 2

¤ \�7 � Y � � � ¤�� ¥ ¦ �4W ���_ �2�����]
�
R
��\ Y� ��C� ¡¦Z���� \6�X ����¦� ���#�� ��

Y���� ��\��������C�������

(iλrI − ω−1A0)
−1 − (iλr)

−1 = (iλr)
−1(iλrωI −A0)

−1A0,

� ����]4$*�Ì �2�����]��­¤�� � � � ¦ � W ���� �2�����]�� D
Rjk

��\ Y� ��C� ¡¦Z���� \6�����������������
\���� �4¤�� � ¤ ¤ ¦U¢�¤�� � ¤�¢ ¦ � ( ¡ 	����4D 5 ��]��!  ��� X��!�¦]��!���T\ �C� �"Z��XY³��� Z
�������=$ �#������� �

W Z \��!�
γ > 0

� ;UZ Y³� \���� Z����X����]����FY� \��! J������X��
c1
�
c2 = c2(γ)

¢#���! 
Y����&� \�� D ‖zk‖C([0,T ],Sp0)

6 1
¢
k = 1, 2

�
ω > 1

¢�� X[Y� ��C��� ��� \6�� �2�����]��

‖Rjk(ω, z1)‖C([0,T ],Sp0/m
) 6 cω−1/2,

‖Rjk(ω, z2)−Rjk(ω, z1)‖C([0,T ],Sp0/m
) 6 cω−1/2‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)

,

‖zjk(z1)‖C([0,T ],Sp0/m
) 6 c2‖z1‖2C([0,T ],Sp0)

,

‖zjk(z2)− zjk(z1)‖C([0,T ],Sp0/m
) 6

6 c1
(
‖z1‖C([0,T ],Sp0)

+ ‖z2‖C([0,T ],Sp0)

)
‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)

,

‖A−γ
0 R(ω, z1)‖C([0,T ],Sp0)

6 c2ω
−γ ,

∥∥A−γ
0 [R(ω, z2)−R(ω, z1)]

∥∥
C([0,T ],Sp0)

6 c2ω
−γ‖z2 − z1‖C([0,T ],Sp0)

.

( ¡ 	��! ��� [Z
�������=$ �#�������D\ �C� �"Z����� �2�����]��X¤�� � ¥�¢ ¦S¢�¤�� � ¥ ��¦�Y����
ψi,ω = R,Rjk�����

rjk
� �4��7�7 �g�#  ]���¡ �!��� �
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G=� �#� �=��� ��/=�4R�����~���+?�!���?�5� �!���C�#���

�
���1~=R>�
��+����������I� 1 � �!���C�����.�1~

��~������ª� � �!�1~!���1~��.�.���g8 � \¦\�71 ��!���C7 Z
��������������� ¤�� � ¤�� ¦ � W \ ����Z��C��7.�
7 Xv� � ¤  ��� 	¦]�� ��� ���C�����!�� 'Z
������������� �

z = (I −B)−1N(z, ω) ≡Mω(z), ω � 1.
¤�� � 	!��¦

( ¡
Y���  ��� �#������X D/� X E³�_��� \¦\ Z=$ �#������� \ �C� �"Z����J¢1���! �Y������ ������� \��!�K�����
������\���� �_¤�� � 	!��¦�  Y���� �#� �������*  Y������!�! ��%� Y��� \��!���!��\������

C([0, T ], Sp0)
¢�]
 !�

�! ���X���U Z¦�#��7  >U�  ¡����J���!�!�
Mω(z)

�
W ������ �� Z
�������=$ �#������� �!�� �����7 X ¤ � X��!�¦]��!��� ��¡y\� � ��!�� >E³�������

¤�� � ¤ £ ¦�Ó(¤�� � ¤�¢ ¦S¢�Y�������2���Y��{\ $'�!��X D_ ��! >U���� $*���������L\ �C� �"Z��XY³�����C��7�7 X �
}c~
����� G=� M=� �(�!/��>��� * �!.A�M#%� �&��'

µ ∈ (0, 1) ? ω0 > 0
� 30�!�!�!4!��1

r : [ω0,∞) → R+
��'��!��� ? #���� limω→∞ r(ω) = 0 ? �$��
��9�('G�����

Mω(z)


���

ω > ω0
* E;'���� S : ‖z‖Cµ([0,T ],Sp0 )

6 r(ω)
1 * ��1��>�%�,1 �,��'G�����P� H

C
�4��7�7 �£� � ^D� X��!�¦]��!���g��¡�\ �C� �"Z��XY³���� gZ
�������=$ �#������� � ;UZ Y³� \���� Z����

����\ �"�
µ ∈ (0, 1)

¢
ω0 > 0

� 5 Z
��]�2����
r(ω)

����]����=¢����! 
limω→∞ r(ω) = 0

¢
Y����&]
 ��! ���X D
\ Y�������� ������� X°��������������\���� �

‖Mω(0)‖Cµ([0,T ],Sp0 )
6

1

2
r(ω),

¤�� � 	 ¥ ¦

‖Mω(z2)−Mω(z1)‖Cµ([0,T ],Sp0)
6

1

2
‖z2 − z1‖Cµ([0,T ],Sp0)

,
¤�� � 	�	�¦

� �#�
ω > ω0

¢ ‖zi‖Cµ([0,T ],Sp0)
6 r(ω)

� +���71�����C7�¢����! ������ �!�����!���!�� \��!�
  Y������!�! ����

Mω
¢
ω > ω0

¢. ��!�� \ ���!� �C���� 
S
� X��!�¦]��!���L��¡_ �2�����  ]°¤�� � 	 ¥ ¦S¢

¤�� � 	�	�¦U�{\ ����Z_��������������\���� �³�!���¦Z
�� ��C������]��

‖Mω(z)‖ 6 ‖Mω(0)‖+ ‖Mω(z)−Mω(0)‖ 6

6
1

2
r(ω) +

1

2
r(ω) = r(ω), z ∈ S. B
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W"	��! �7°����¡ �#� �C�³��� \¦\�71 ��!���C7=¡ �����J��Z¥ �Y������� �"����� \ ]��4DIY� �������71�����
���FE³�������4D
\ ��\��!��7 X�¤�� � ¤ ¦ �

G=� &r� �#���
� �!�������C� /=��R����ª�>Q.�B� W Z \��!�
Ω
�H ������!���������������  >U��"� \��!�

�¦� ]������#  � �
Y��� \��!���!��\���� �
R3 \ C3 � � �"���"]
 ��K�����!����2���� ∂Ω � ν � Y���  ��¡���� ��C���� ��DY� ��C %${���!� �C���� ��£����\ �C � W�U�� \ ]
 ��������� �7 2����������#���

Q ≡ Ω × R��� \¦\�71 ��!���C7�¡ �����J��ZE 
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4D�Y� t ���FE³�������4D
\ ��\��!��7 X

∂v

∂t
− ν∆v −∇P − (v,∇)v =

∑

16j63

∂

∂xj
aj(v, x, ωt)+

+ b(v, x, ωt) +
√
ω c(v, x, ωt),

è�Ð Ï
v = 0, (x, t) ∈ Ω×R,

¤�� � 	 � ¦

v
∣∣
∂Ω×R

= 0,
¤�� � 	 � ¦

� �#�
ω
� U� ��C�>E³ ��eY��!����71���!� � � Z¦�#��7 Y���� �"Y� ��"�!� �!�!�C¢c���! ���¦]��! ����

5 Z
��]�2����
aj(v, x, τ)

¢
b(v, x, τ)

¢
c(v, x, τ) = c0(x, τ) + c1(x, τ)v

Z¦�#  ���C���
���� ���� ���&Z \ �C  � ���C7�Y � � � ¤�� ¤ ¤z� \ ���/\��������!�!�C¢=���! m �#��  �C71������X��'���¦]��! ����
5 Z
��]�2���� ���Q¡ ��� ��\6���� ��

t
¦U¢B�� �Y���� 	��! �7 ����\ �"�

λr = r
� 81�FE³�������I�

 >U � ���FE³�������F\ 5  ��C7 Z ������  � �!���� ��&¡ �����J����U Z¦�#��7 Y� ����C7 �!�!��\�  ������E³������ 
�!�����C ��¦������ g�! �7 Z�¢ ]���]Ç �����U X����   Y���� �#� �C����Xo����� ���J�����C���� !� ]����!�¦�� ��
¡ �����J����¤�� � ¤ ¦·Ór¤�� � ��¦ �X����¡ �#� �C�³� � ¤���W ��� �"Y� ��C %${�C7�¢C���! %Z \���� �#�����������&¡ ���
���J���
∂u

∂t
− ν∆u−∇Q− (u,∇)u =

∑

16j63

∂

∂xj
a
(0)
j (u, x) + b0(u, x)+

+
∑

0<|r|6n

i

r
c
(r)
1 (x)Π

[
c
(−r)
0 (x) + c

(−r)
1 (x)u

]
,
è�Ð Ï

u = 0,

¤�� � 	�^�¦

u
∣∣
∂Ω×R

= 0
¤�� � 	 � ¦

�C71�����/\����!2��� ����!���� ��_���FE³�������
u0(x)

¢ Y���������7 	��! K���FE³�������¥���¦� X��� %$%�
�#������ �� ��W  \ �C� �#������  ¡����J���!���J¢
���! �#����\���� Z��XYF���&�

Sp0
  Y������!�! ��

A1z ≡ Π
[
ν∆z + (u0,∇)z + (z,∇)u0

]
+
∑

16j63

∂

∂xj

[
(Dua

(0)
j )(u0, x)z

]
+

+
(
Dub

(0)
)
(u0, x)z +

∑

0<|r|6n

i

r
c
(r)
1 (x)Πc

(−r)
1 (x)z
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D(A1) = Sp0∩
◦

W 2
p0
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p0
 >U�  ¡����J������ ³�! $*������\ �C C¢����! {�
�E����¡ �#� �C�4� � ¤��
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\ �C� �"Z��XY³��� Z
�������=$ �#������� �
��~ ���1~
��� G=� &r�"����� *"- 
����!�����!�!�����&��� * � �6
 H 3.2.1 �9�!/��>��� * �!.A�:��'��!���
���������� �����!	"� - �O#%� �&��' ω0 ? r0

�
µ ∈ (0, 1) ? 

��� ���
����� - 
$�&

�(' * �,+ �!� *"-

�&���,+��!.�/����:� � * �9�!�A+8���!��1 H
1. �

��7����!/����!��'�1O7>'�+�'
#
'³¤�� � 	 � ¦
�
¤�� � 	 � ¦(

���

ω > ω0
���C���>�D�,+ �!� ��� * ����)

���"� * E;'���� ‖u−u0‖Cµ
R(Sp0 )

6 r0
��� H 2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�8
�� * ���P�C���!� t����E����!���

vω ?
��

����������� �&

�(' * �,+ �!� * ���(' * ��� ��� * �

lim
ω→∞

‖vω − u0‖Cµ
R(Sp0 )

= 0.

2.
�:�&�!�5�&
���� ���

Λ
��
��9�('G�����('

A1
�('G�&
��������=��� ��������J�� * ��� * ����
����G��)


!���
�&���
����� ? ���$��� H ����E����!��� vω ? ω > ω0 ?
�P���&
��������!4!��'��!	"���=���������(#%� * �

* Sp0 ?


���(#G�P�N�(' * �����C�9�����=�
�����
�&� �����!	"���O��'
#
'��!	"� - 
�+�'��!� - 
 � 
�'��('")

�C�>���('
ω > ω0 H � ������7���'
#
'
�>� ? #����F�9�!/��>��� * �!.A�=��'��!���D
���������� �����!	"� - �#%� �&��'
r1 ? σ

�
c ? #�����

��� ω > ω0

+ ��1 * �,1!����J�� s ∈ R
� * �,1!����J�� * ��� �����('

v0 ∈ Sp0 ?
��+8� * ���>� * ���!1!.�/���J��=���&��� * �!. ‖v0 − u0‖Sp0

6 r1 ?
�9�!/��>��� * ��)

�>� ��� H ����E����!��� v0ω(x, t) ? t > s ? �
�(' * �����!��1v¤�� � 	 � ¦ ? ¤�� � 	 � ¦B�B��'
#
'��!	"� - ����&��� * ���P� v0ω(x, s) = v0
� �&

�(' * �,+ �!� * ';��4����!�!'

∥∥v0ω(·, t)− vω(·, t)
∥∥
Sp0

6 ce−σ(t−s)
∥∥v0 − vω(·, s)

∥∥
Sp0

.

3.
�:�&�!�L�&
���� ���

Λ
���C���>�F��������J�� * 

�(' * ��� 
����G�!
!���
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������
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��1 � -

�&+ �G� ���G#%�G� ? ��� ��� H ����E����!��� vω ? ω > ω0 ?
��� ���������(#%� * ��
�������� �C� Sp0 H

� ��� ��7���'
#
'
�>� ? #����N�9�!/��>��� * ���>� #%� �&���
r2 > 0

� 
��
�&���,+8� * 'G�����!	"���
����	
n
vω(x, t) ? ω > ω0 ?

��� H ����E����!� �$7>'�+�'
#%��¤�� � 	 � ¦
�
¤�� � 	 � ¦ ? ��

���,+8�������!� - 
 ��'�������
����� - 
B�(#
'G�����!'�
 t ∈ [0, tn] ?

+ ��1O���
����� - 
 *"- 
����!����� - ���"�
������E����!��1

lim
n→∞

∥∥ n
vω(·, t)− vω(·, t)

∥∥
Sp0

= 0,
∥∥ n
vω(·, tn)− vω(·, tn)

∥∥
Sp0

> r2.

4.
�:�&�!� +8��
����!�!� �����!	"��� � 

���,+ 
��������=���!��1�� 
 H 3.2.1 *"- 
����!����� -

���&��� * ��1�2 

��� �������
���������
α ∈ (0, 1]

s
a (r)
ikj ∈ C1+α(Ω) ?

s

b
(r)
kj ∈ Cα(Ω) ?���

vω(x, t)
1 * ��1��>�%�,1 2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&�!��� 
�� * ���P�C���!� t

����E����!���P�
7>'�+�'
#%��¤�� � 	 � ¦

�
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v(x, t) = z(x, t) + u0(x) + y1(x, t, t) ≡ w(x, t) + y1(x, t, t),
¤�� � � £ ¦

� �#�
y1(x, t, s)

�
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ���Y� t ���FE³������� ¡ �����J���
∂y

∂t
= ν∆y −∇p =

√
ω c(w(x, s), x, ωt),

è�Ð Ï
y = 0, y

∣∣
∂Ω×R

= 0.
WB�¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

y1(x, t, s)
¢�]���]¥ ���71�������C \�� �%����¡ �#� �C�4� � ¤ ¢��C71�����{� ���

y1(x, t, s) = Y1(x, t, w(·, s)) =
=

√
ω
∑

0<|r|6n

(irωI −A0)
−1Π

[
c
(r)
0 (x) + c

(r)
1 (x)w(x, s)

]
eirωt,

¤�� � ��¤ ¦

�������¥�����D\ Y�������� ������� �³ �2�����]��

‖y1(x, t, s)‖CR(Lp0)
6 cω−1/2‖w‖CR(Lp0 )

, c = const .
¤�� � � ¢ ¦
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Sp0
¤z� � � � �#����\���� Z!�E���gY������� ��[Z
���������������³¤�� � 	 � ¦ Y��� ��¦]��! !�

�� �7
Π
�c ��!U���� \ X[� ���&���! ��� ��gZ
���������������J¦U¢��%¡ �!�!��7�����¡����FE ���LY� ���Z
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δ > 0

��' �"+8�>�%�,1 * ��� ����� x ∈ B ? ‖x‖ < δ ? + ��1A���
��������J��

���F�������
��������� ��'G�P�
�('��!	"�����
n0

*"- 
����!��1��>�%�,1 ��4����!�!'

∥∥Nn0(x, µ)
∥∥ > ε0.

�³  ]���¡ �!�!� �C� \���� �D�C��7�7�� � ¤�¢ �m� � ¤ � Y���  �� �C��� \6������]K$*��¢�]���]
�
�#  ]����
¡ �!�!� �C� \���� �{�C��7�7Ì� � ¤ � ¥C� ¤ 71 ��� ������ 5 ��� � ¤¦¥ � � � �³  Y� ��C�����!� �C���� _��Z=$E�� 
����E³�IY��� \ �C� �"���!�C¢(���! 5 ���¦Z
������Z��XYF���%�,	����4D��#  ]���¡ �!�!� �C� \���� � DI]
 ����
\����!����X­71 ��¦Z
�SU X��!�Q� X U����!��X
� �"����X�7 �/������� \�� D�¡����J����������Y��!����71�����
��  �

α
¢
µ
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Vt0 (a, ω)
¤
t0 ≡ α

¢
ω ≡ µ

¦
\FZ
�����! �7?�C��7�7 X«� � ¤ ¤ ¢�Z U�� $ ���!��7 \6�=¢#���! 
��Z \ �C  � ���4D&Y ��¢ ¤ Y � ��¦��!�� ������
7 Xv� � ¢  >U �

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ��¸���FE³������� zω(t) Z
����������������¤�� � � ��¦ Y����
ω � 1

	¦]�\ Y� �������2������C���� �Z \��! ��������� ��
Sp0

�������� �71������  ��!�� \ ���!� �C�!�
�� X���J�����C����X D%���!����X D&�

ω
¤z���¦Z \��! ��������� {�

Sp0
¦ � �g���
�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �

Z
�������=$ �#������� ¢ ¢C�%�!�� �����7 Xv� � ¢  \������C \��C¢
����]��C7  >U�����¡� �7�¢�Z \����!��  � ���!�C¢
���! �Y����

ω � 1
�������� �71����������	¦]�\ Y� �������2����C������� Z \��! ��������� \��!���

Sp0¤z���¦Z \��! ��������� \��!� �
Sp0
¦.���FE³�������

zω(t)
Z
���������������¥¤�� � � ��¦ 	¦]�� ��� ���C�����!���

�������� �71������ ���	¦]�\ Y� �������2������C���� ��{Z \��! ��������� \����%�
Sp0

¤z���¦Z \��! ��������� \����
�
Sp0
¦B >U �

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ��� FY� t ���FE³������� vω(x, t) ¡ �����J���K¤�� � 	 � ¦U¢¤�� � 	 � ¦U¢� ']
 ��! ��� �7Ç��  �� ������ \6����	��! ����!�� �����71� � 3v]���¡ �!���� ���Y���� ���C %$*�������
	¦]�� ��� ���C�����!�� \����
� X��!�¦]��!��� ��¡g\ �C� �"Z��XY³���� 'Y��� \��! ��� Z
�������=$ �#������� �
}c~
�����@G=� � A(����������	 −∞ < t0 < t1 6 ∞ �

ω0 > 0
��'���� *"- ? #����

���

ω > ω0
�
�(' * �����!����¤�� � � ��¦;���C���>�$��'$�(#
'G�������

t ∈ [t0, t1]
��� H ����)E����!��1

z1(·, t)
�
z2(·, t) H 	 �"��7���'
#%��� #G�9���P7

v1(·, t)
�
v2(·, t) ? t ∈ [t0, t1] ?��� H ����E����!��1 7>'�+�'
#%� ¤�� � 	 � ¦ ? ¤�� � 	 � ¦ ? � * 1�7>'��!� - � �

z1(·, t)
�
z2(·, t)

���%)
�
������E����!���P� ¤�� � � £ ¦ H I���J9+�' �9�!/��>��� * �!.A� ��'��!�������O7>' * � �,1!/����;�
� t0 ? t1
��
������1!�!� - � c1

�
c2 ?

#�����

���
ω > ω0

*"- 
����!��1!.A�%�,1����9�(' * ��� ��� * '

c1‖z2(t)− z1(t)‖Sp0
6 ‖v2(·, t)− v1(·, t)‖Sp0

6

6 c2‖z2(·, t)− z1(·, t)‖Sp0
, t ∈ [t0, t1].

¤�� � �
� ¦

C
;� �� �"� \��� *����������\���� ��7°¤�� � � £ ¦U¢=¤�� � ��¤ ¦U�C71����7

vi(·, t) = zi(·, t) + u0(x) + Y1(·, t, zi(·, t) + u0(·)), i = 1, 2,

 ���]�Z¦���%��� D� �"�C7
v2(·, t)− v1(·, t) = z2(·, t)− z1(·, t)+

+
√
ω

∑

0<|r|6n

(irωI −A0)
−1Πc

(r)
1

[
z2(·, t)− z1(·, t)

]
eirωt,

t ∈ [t0, t1].

¤�� � � ^�¦

W�\ ����Z�¤ ¢�� ¤ 	�¦UY����¥×�� £ \ Y�������� ������� �³ �2�����]��
∥∥√ω (irωI −A0)

−1
∥∥
Hom(Sp,Sp)

6 cω−1/2, c = const .
¤�� � ��� ¦
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� ¦ � �4��7.�
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τ = ωt
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��9�('G����� - A−δ ? δ > 0 ? * 
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����)� -:* � - HW Z \��!�
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Y� ��� %$ ���!��� �!��������������� \ ]�Z��=Y� ���Z
����Z�Y�Y�ZF�[U �!��� D�  �� �7&Y��� !�
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X
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B
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Y
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  Y���� �#� �C���_���³ >U�����¡���  Y������!�! !�

��  �
(λI − A)−1 Y������ \�� D λ ��¡%���¦]
 ��! ��� ��� 
\��¦]��! ���� Σσ0,θ0 ≡ {λ ∈ C :

| arg(λ−σ0)| 6 θ0}
� ; �C� �"Z!�DW � ( � 7 �#  � ����Z � ¤¦¥ ��¢ \ ��¢!��� ¢ U Z¦�#��7���  �� ������!�C¢���! �  Y������!�! ��

B
�C71�����{�#�� >U���Z��*\��!�¦Y������

α ∈ [0, 1]
 ��!�� \ ���!� �C���� −A ¢� \ ���&� X[Y� ��C������� \6�� �2�����]��

∥∥B(λI −A)−1
∥∥
Hom(X,Y )

6
C

(1 + |λ|)1−α .4D��]  ���71�������� �� 71 ��� ������ 5 ����� ¤¦¥ � � ¢ Y� \ �C� �#�����° �2�����]����������� \ ���C�����
�! �7 Z�¢����! {Y����

t > 0
�C71�����E71� \��! %\� � ��!�� >E³�������
∥∥BetA

∥∥
Hom(X,Y )

6
C

tα
eσ0t.

W ������� �#��7K�FY³�[�"���� �2�����]�� � W Z \��!�
T
�*Y���  ��¡¦�� ��C���� ��TY� ��C %${���!� �C�!�

�� ��_����\ �C ������
+∞ ¢

f : (0, T ) → X
����¡�71�����C7 �������¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢

Y���������7
eσ0tf(t) ∈ Lp(X)

¢
1 6 p < ∞ ¢��_  Y������!�! ��

B : X → Y
�C71�����

�#�� >U���Z�� \��!�¦Y������
α ∈ (0, 1)

 ��!�� \ ���!� �C���� 
A
� 0D� \ �����!����� \ Z���� \ �� ���\���� �

���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

u(t) =

t∫

0

e−(t−τ)Af(τ) dτ = (Uf)(t), 0 < t < T,

]
 ��! ������{Y����{�# \����!�! ����� £� �"���"]��4D
f
����������� \6�X���FE³��������7�¡ �����J���%4� >EF�

dx

dt
+Ax = f(t), u(0) = 0.

}c~
������A(� �#��� ¤¦¥ ��¢
� � ��í ¢��C��7�7 X ¢�� ¢ Ó ¢�� � � �
1)

�>�&�!�
p < 1

1−α ?
���

∥∥eσ0tBu(t)
∥∥
Lq((0,T ),Y )

6 C
∥∥eσ0tf(t)

∥∥
Lp((0,T ),X)

, q =
p

1− (1− α)p
;

2)
�>�&�!���=�

p > 1
1−α ?

���

∥∥eσ0tBu(t)
∥∥
C

[0,T ]
µ (Y )

6 C
∥∥eσ0tf(t)

∥∥
Lp((0,T ),X)

, µ = 1− α− 1

p
.
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E³ ��QY� ��C %${���!� �C����X���Y��!����71���!�=¢
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 ��! ��� ��*���!��Z
�����C���� ��*����\ �C C¢

nk
¢ |k| 6 k0

¢
�­2�� ��X������� ��!����2��!�!� �C����X��4����\ �"� �
8 � \¦\�71 ��!���C7N��U �!��� D�  �� �7 Y��� \��!���!��\������

X
�"� 545 ��������2������C���� ��

Z
���������������
dx

dt
= Ax+

∑

|k|6k0

∑

16s6nk

D(k,s)gk,s(x)e
ikωt + ω

∑

16|k|6k0

ϕke
ikωt ¤ ¥C� ¤ ¦

Y����L\ �C� �"Z��XYF�4D
Y���� �"Y� ��C %$*�������4D �
íU� +vY������!�! ��cæ5Y� ��� %$ ���!�����!��������������� \ ]�Z��6Y� ���Z
����Z�Y�Y�Z

etA
¢
t > 0

¢
�
X
¢�� � � � \ Z Y³� \���� Z����

σ1 ∈ R
¢
θ ∈

(
π
2 , π

) ¢
CA > 0

����]�����¢����! {Y����&� \�� D

λ ∈ Σσ1, θ ≡
{
σ ∈ C : | arg(σ − σ1)| 6 θ

}

  Y������!�! ���X
λI −A

 >U����!���C7 X4¢�Y���������7�� X[Y� ��C��� ��� \6�� �2�����]��
∥∥(λI −A)−1

∥∥
Hom(X,X)

6
CA

1 + |λ| .
¤ ¥C� ¢ ¦

íiíU��W Z \��!�
Yk,s

¢ |k| 6 k0
¢
1 6 s 6 nk

¢(� U �!��� D�  � X6Y��� \��!���!��\���� ��¢
�C71���XYF���I\&Y��� \��!���!��\����� �7

X
 >U>YF���
Y��C ��!��X��c71�� %$*� \���� ��¢ �Q�����������

��X��%  Y������!�! ���X
D(k,s) : Yk,s → X
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∥∥(λI − A)−1D(k,s)
∥∥
Hom(Yk,s,X)

6
CD

(1 + |λ|)1−α , λ ∈ Σσ1,θ.
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D(k,s) �C71������\��!�¦Y������ αk,s < α
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α
�

íiíiíU� 0�� ������������X��¸  Y������!�! ���X
gk,s

¢ |k| 6 k0
¢
1 6 s 6 nk

¢�Y���� ��\������������
��� \6�&�'� ���#�

gk,s(x) = g
(k,s)
0 (Bk,s,1x1, Bk,s,2x2, . . . , Bk,s,mk,s

xmk,s
)
∣∣
x1=x2=...=xmk,s

=x
,

� �#�
mk,s > 0

�
Bk,s,j (|k| 6 k0, 1 6 s 6 nk, 1 6 j 6 mk,s)

� �����������
��X���  Y������!�! ���X4¢ �#����\���� Z��XYF������¡ �,� U �!��� D�  � X?Y��� \��!���!��\���� �

Yk,s,j
�

�C71���XYF�����#�� >U���X��D\��!�¦Y������

βk,s,j ∈ [0, 1− α)
¤ ¥C� ¥ ¦



¤�¢!� n�pgS1l�S E;i�a � Y�U � S�ZNU�LNM V��/l���p����NW���LNLNM V l�M Y ��Z ��XgS�Y�U���U�LNM V ��S�qbS�XNW
 ��!�� \ ���!� �C���� %  Y������!�! ���� −A 3
∥∥Bk,s,j(λI −A)−1

∥∥
Hom(X,Yk,s,j)

6
CB

(1 + |λ|)1−βk,s,j
, λ ∈ Σσ1,θ.
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g
(k,s)
0 : Yk,s,1 × Yk,s,2 × . . . × Yk,s,mk,s

→ Yk,s
�C71�����LY��� !�

��¡¦�� �#��X��,�£���FE³�
Djg

(k,s)
0

¢
1 6 j 6 mk,s

¢ Y� 
j
��7 Z��!���¦Z�71������Z�¢ � � \��
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g
(k,s)
0

�
Djg

(k,s)
0
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í ë � ;UZ Y³� \���� Z����X����\ �"�

λ1 ∈ C
�
βϕ ∈ R

¢"Z¦�#  ���C������ ���� �XYF���gZ \ �C !�
� ���C7

Reλ1 > σ1, βϕ > β̄ ≡ max
|k|6k0

max
16s6nk

max
16j6mk,s

βk,s,j ,

�¥����]�����¢����! {���¦]��! ���X
ϕk
Y������������C� $'�!�E71�� %$*� \���� Z

D((λ1I − A)βϕ)
�

 >U��"� \����c  Y���� �#� �C�������&�#�� >U��� ��Q\��!�¦Y�������\ ���C���� %Y�  ¡¦���������� ��� _  Y������!�! !�
���

λ1I −A
�

ë � ;UZ Y³� \���� Z����
λ0 ∈ C

����]
 ���¢����! ³  Y������!�! ��
(λ0I −A)−1   Y���� �#� �C����&� Y� ��C�������¦Y�������X[����� �

ë íU� 3 \���� �#�����������
¡ �����J���
du

dt
−Au = H(u),

¤ ¥C� � ¦
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H(u) =
1

2π

∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

D(k,s)

2π∫

0

gk,s(u+N(τ))eikτ dτ,
¤ ¥C� � ¦

�
N(τ) =

∑

16|k|6k0

(ik)−1ϕke
ikτ ,

�C71�����{\����!2��� ����!���� ������FE³�������
u = u0 ∈ D(A)

�
ë íiíU� ;UY��¦]��!�c  Y������!�! ����

L ≡ −A − A1
¢#� �#�D������������X��c  Y������!�! ��

A1  Y���� �#� ������� \6������������\����� �7

A1 = DH(u0) ≡
1

2π

∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

D(k,s)

2π∫

0

Dgk,s(u0 +N(τ))eikτdτ,
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Dgk,s(x) ≡ D1g
(k,s)
0 (Bk,s,1x,Bk,s,2x, . . . , Bk,s,mk,s

x)Bk,s,1 +

+D2g
(k,s)
0 (Bk,s,1x,Bk,s,2x, . . . , Bk,s,mk,s

x)Bk,s,2 + . . .+

+Dmk,s
g
(k,s)
0 (Bk,s,1x,Bk,s,2x, . . . , Bk,s,mk,s

x)Bk,s,mk,s
,
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� ���XY³��� Y���� �"Y� ��C %$*������� íiíiíU�
ë íiíiíU� +vY������!�! ���X

g
(k,s)
0 : Yk,s,1 × Yk,s,2 × . . . × Yk,s,mk,s

→ Yk,s
�����

��������X<Y� '� \���7��!���¦Z�71��������7�¢�����]����! {� X[Y� ��C��� ��� \6�� �2�����]��
∥∥g(k,s)0 (y1, y2, . . . , ymk,s

)
∥∥
Y
6

6 Cg‖y1‖Yk,s,1
‖y2‖Yk,s,2

. . . ‖ymk,s
‖Yk,s,mk,s

.
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+vY���� �#� ���C7��!�¦Y������������FY��� \��!���!��\����C¢¦]
 ��! ���X��IU Z¦�"Z
� 5 ���¦Z
������  � �!�!�
� 5  ��C7 Z ������  � ]
�� \���  ���� ��� ³���¦¡¦Z �C�����!���D���!���� ���� �"��� X �
�g���

µ > 0
� ��� �#��7 U �!��� D�  �� �Y��� \��!���!��\����� 

Z(1) = Z
(1)
µ
���¦]��! ����

5 Z
��]�2����
x
¢������&]
 ��! ���X DX  Y���� �#� �C�����*�� ��C7 �

‖x‖Z(1) ≡ ‖x‖C(X) +
∑

|k|6k0

∑

16s6nk

∑

16j6mk,s

‖Bk,s,jx‖Cµ(Yk,s,j).

2������C ��¦������ .¡ �������"�C7
Z(1)([a1, a2]) = Z

(1)
µ ([a1, a2])

� U �!��� D�  �� 
Y��� \��!���!��\����� X  Y���� �#� �C������X Dm���X ��!���¦¡¦]
�

[a1, a2]
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢#� �#�

a1 < a2
�����¦]
 ��! ���X��v�#����\���� ���!� �C����X��4����\ �"� �

W Z \��!�%����\ �"�
rk,s,j

¤ |k| 6 k0
¢
1 6 s 6 nk

¢
1 6 j 6 mk,s

¦�Z¦�#  ���C������ !�
��� ���'Z \ �C  � ���C7

1

pk,s
≡

mk,s∑

j=1

1

rk,s,j
6 1.

W ��� �#��7
�FY³�c �#�� 'U �!��� D�  �� �Y��� \��!���!��\����� 
Z(2)(R1, R2)

¢
R1 < R2

¢�\
Y� �71 >Y³���v�� ��C7 X

‖x‖Z(2)(R1,R2) ≡ ‖x‖C([R1,R2],X) +

+
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

∑

16j6mk,s

‖Bk,s,jx‖Lrk,s,j
(R1,R2),
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‖Bk,s,jx‖Lrk,s,j
(R1,R2) ≡




R2∫

R1

∥∥Bk,s,jx(τ)
∥∥rk,s,j

Yk,s,j
dτ




1
rk,s,j

.

81�FE³�������FZ
����������������¤ ¥C� ¤ ¦0U Z¦�#��7IY� ����C7 �!�!��� \ �C� �"Z��XY³��7 ¤z >U� >U>Y³�����
�� �7ª¦�\�7 XT\ �C� �
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T
� Y� ��C %${���!� �C���� ��Ç����\ �C � WB�¦]��! ����

5 Z
��]�2�� �
x ∈ Z(1)([0, T ])

U Z¦�#��7«����¡¦X[� �!�!� � � � � �������
	��
(
� �
�

)
����
����

��"&� �aZ
��������������� ¤ ¥C� ¤ ¦����¥ ��!���¦¡¦]
�
[0, T ]

¢r� \ ����Y����/� \�� D
t ∈ [0, T ]

� X��
Y� ��C������� \6������������\����� 

x(t) = etAx(0) +

t∫

0

e(t−τ)Ag(x(τ), τ, ω) dτ,
¤ ¥C� ¤ £ ¦

� �#�

g(x, t, ω) ≡
∑

|k|6k0

∑

16s6nk

D(k,s)gk,s(x)e
ikωt + ω

∑

16|k|6k0

ϕke
ikωt.

(����!���������&�{Y������� ������ \�����¤ ¥C� ¤ £ ¦ \��������!��� \6�¥  Y���� �#� �C������X�7 \ Y� �71 !�
Y³���6¡ ��7 X[]��!�����I��Y��� \��!���!��\������

Z
(1)
0 [0, T ]

� WB  ¡�71 %$E�� \��!�%¡ ��7 X[]��!�����
� X��!�¦]��!��� ��¡g\ �C� �"Z��XY³���� �2�����]��=¢��#  ]���¡ �!���� ����'Y�Y ��¥C� ¤�� �JÓ ¥C� ¤�� ^�3
∥∥∥∥∥

t∫

0

e(t−τ)A
[
g(x(τ), τ, ω) − g(y(τ), τ, ω)

]
dτ

∥∥∥∥∥
Z

(1)
0 [0,T ]

6 ‖x− y‖
Z

(1)
0 [0,T ]

.

� �! L¡ ��71�����!�����']�� \¦�!��� \6�Q�� \������C����X DI���¦]��! �����  ¡����J����X DQ��  Y������!�! ����
��  ¡����J����X D%�����!���������C  �'� ���!���� ���� �"����� �
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T
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5 Z
��]�2�� �
x : R → X

����¡�  ����7 � �
�
T
� �&� ��" �� "�
 � ��
 "%� ����
�����"&� �:Z
�����������

����� ¤ ¥C� ¤ ¦S¢r� \ ���� ����X����������� \6�
T
� Y������� �"����� \ ]��C7=Y��� �# ���$*��������7 ���¦]
 !�

�! ��� ��� ³ >U � ���FE³��������¡ �����J����4� >EF�'������Z
���������������g¤ ¥C� ¤ ¦ª���FY� ���Z������!�����
� ���C�

[0, T )
�

2������C ��¦������ ¸  Y���� �#� ��� ��� \6�* >U � Y������� �"����� \ ]��������FE³�������g�#��Z
�¦�4D �!U!�
\��!����]��!��X D Y��!���!U� �������� \ ]��4D/Z
���������������=¢ �K����]4$*�� >U � ���FE³������� ¡ �����J�
4� >EF�%�����¥����]��4D�Z
��������������� �
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x :
R → X

����������� \6� ����
�����"&� � � � �
���&����"%$ ¤ ¥C� ¤ ¦U¢�� \ ���m ���� Z¦�#  ���C������ ��������
\ �C� �"Z��XYF�C7�Z \ �C  � ���C7�3
¤ ¦
x(t) ∈ D(A)

Y����&� \�� D
t ∈ R

�

¢ ¦
x(t)

���¦Y�������X[���� !� �"� 545 ��������2�����Z���7 �£���
R
�

��¦
x
� �
�XU� ����! ���]
�

t ∈ R
Z¦�#  ���C������ ��������*����������\���� Zg¤ ¥C� ¤ ¦ �

2������C ��¦������ ¥  Y���� �#� ��� ��� \6�K >U � ���FE³�������Q�#��Z
�¦�4D��!U \��!����]��!��X DQY����
���!U� �������� \ ]��4D%Z
��������������� �
WaY �[¥C� ¤�� 	�7 X �#  ]�� $*��7�¢B���! �  Y������!�! �� −L Y� ��� %$ ���!�����!���������������� \ ]�Z�� Y� ���Z
����Z�Y�Y�ZQ�
�³¢�Z \����!��  � ���C¢����! L�m���¦]
 ��! ��� �7:\��¦]��! ����

Σσ2,θ
¢

σ2 ∈ R
¢ �����%������ �� X[Y� ��C������� \6�* �2�����]��v� �����*¤ ¥C� ¢ ¦ � +�� \#� ��� \ �C� �"Z����J¢����! 

  Y������!�! ��
(σ2I+L)

����������� \6�{\ ���C���� DY�  ¡¦����������X�7�¢ �E71 %$E�� D� ��� \����%���� 
�#�� >U���X��D\��!�¦Y������ � +vY���� �#� ���C7�U �!��� D�  � X?Y��� \��!���!��\���� �

Υδ
¢
δ > 0

¢�� �����
�C�¥���F������������ �7 71�� ��� � >U�����¡¦���

D((σ2I + L)δ)
�� ��C7 Z

‖a‖Υδ =
∥∥(σ2I + L)δa

∥∥
X
.; 5  ��C7 Z ������Z���7Ç�!�¦Y������E \���  ���� ��_���¦¡¦Z �C�����!�*��� \��! J��Y³���� *����¡ �#� �"� �

��~ ���1~
���SA(� &r�8�����,+ 
������������ ? #���� *"- 
����!����� - ���&��� * ��1 í Ó
ë íií �

0 < µ < βϕ − β̄, µ < 1− (α + β̄).
¤ ¥C� ¤ ¤ ¦

I���J9+�'�+ ��1 �!.��"��J��
R > 0

��' �"+�� �%�,1K��'��!���O
���������� �����!	"� - ��#%� �&��' ω0�
r ? #����=�&

�(' * �,+ �!� *"- �&���,+��!.�/����0� � * �9�!�A+8���!��1 H
1.

� �(' * �����!���_¤ ¥C� ¤ ¦C

��� ω > ω0
���C���>�O�,+ �!� ��� * ���!���"� * E;'����

∥∥∥∥x−
(
u0 +

∑

16|k|6k0

(ik)−1ϕke
ikωt

)∥∥∥∥
Z

(1)
0

< r
¤ ¥C� ¤�¢ ¦

��� H 2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�C����E����!��� xω(t) ?


���(#G�P�

lim
ω→∞

∥∥∥∥xω −
(
u0 +

∑

16|k|6k0

(ik)−1ϕke
ikωt

)∥∥∥∥
Z

(1)
µ

= 0.
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2.
�:�&�!� ? � ������� �=� ? �&

�(' * �,+ �!� * � 

���,+ 
��������=���!���gë íiíií ? ���L

���

ω > ω0
��� H 2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�D����E����!��� xω ?

��+8� * ���>� * ���!1!.�/����O��'
�(#
'G�������

t ∈ [0, R]
���&��� * �!.

∥∥∥∥x−
(
u0 +

∑

16|k|6k0

(ik)−1ϕke
ikωt

)∥∥∥∥
Z(2)(0,R)

< r,
¤ ¥C� ¤¦¥ ¦

�,+ �!� ��� * ���!��� H
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3.
�:�&�!�5�&
���� ���M��
��9�('G�����('��5���&��� � * �
���
� - �����F

�(' * ����
����G�!
!���
�P)

���
����� ? ��� ����E����!��� xω
�P���&
��������!4!��'��!	"��� ���������(#%� * � * �&���,+��!.�/��P�$��� - �P)

��� H �A' �"+�� �%�,1 ��'��!��� 
���������� �����!	"� - �M#%� �&��'
δ, σ0

� � ? #����M

��� * ��� 

ω > ω0 ? t0 ∈ R ? x0

��7DE;'��(' ‖x0 − xω(t0)‖Υβ̄ 6 δ
�9�!/��>��� * ���>�A��� H ����E���)�!���

x0ω(t) ? t > t0 ?
�
�(' * �����!��1 ¤ ¥C� ¤ ¦0�0��'
#
'��!	"� - � ���&��� * ���P� x0ω(t0) = x0 ?�$�&

�(' * �,+ �!� * ';��4����!�!'

∥∥x0ω(t)−xω(t)
∥∥
X
+
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

∑

16j6mk,s

∥∥Bk,s,j(x0ω(t)−xω(t))
∥∥
Yk,s,j

6

6 ce−σ0(t−t0)‖x0 − xω(t0)‖Υβ̄ .

4.
�:�&�!�L�&
���� ��� ��
��9�('G�����('�� ���&+8�9�!��� � 
!�
��1�� - �&+ �G�N���G#%�G� * �
��)

�
� - ��������� * ���;
����G�!
!���
�&���
����� ? ���:����E����!��� xω ��� ���������(#%� * ��2G�9�!/��>��� * ��)
�>� ��'����"�

ε > 0 ? #����=+ ��1 �&�����!	F�!J��&+ ��� � '�� - 
 δ > 0
� * ��� 
 ω > ω0��' �"+8�>�%�,1N��'����"�O��� H ����E����!��� x0ω(t)

�
�(' * �����!��1v¤ ¥C� ¤ ¦ ? ��

���,+8�������!���"�A��'�������
���������5�(#
'G�������
[0, t?] ? #���� *"- 
����!��1!.A�%�,1 ���&��� * ��1

∥∥x0ω(0)− xω(0)
∥∥
Υβ̄ < δ,

∥∥x0ω(t?)− xω(t
?)
∥∥
X
+

+
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

∑

16j6mk,s

∥∥Bk,s,j(x0ω(t?)− xω(t
?))
∥∥
Yk,s,j

> ε.

WaY � ¥C� ¤�� ¤ ¤ 7 Xê��� \¦\�71 ��!���C7 ��  Y��� \m �! �7�¢ ]
 �� ���/Z�]���¡ �!����X��c >U �
���FE³��������������� ��� \6�����FE³�������C7 �&�% >U X����� �7�\�7 XT\ �C� �
W Y�Y �Q¥C� ¤�� �JÓ ¥C� ¤�� � 7 X ����U Z¦�#��7 Y� ��C� ¡�  � �!�!� \6� Z \ �C  � ����7 ë íiíiíU�

W�Y�Y ��¥C� ¤�� �JÓ ¥C� ¤�� ¤ £ ¢���  �� ����4 ¸���FE³�������=¢%U Z¦�#��7L�C71���!� ��� ���"Z� >U � ���FE³������� �
���! >U X,�#  ]���¡ �!�!� �C� \����� ��!�� �����7 X ¥C� ¢ U X��C m71�������E���� �71  ¡ �"]��C7�¢(7 X

Y���  ��� �#��7 ���� ������o\ ��Z
�����=¢ ]
 �� ����Y����*� \�� D
k nk = 1

�
Y−k0,1 =

Y−(k0−1),1 = . . . = Yk0,1 ≡ Y
� ( ¡L�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �/� ���#�� C¢B���! ?\ ��Z��

���!�'Y���  ��¡¦�� ��C����X D
nk
�E����¡ ��������X D

Yk,1
��� \¦\�7 �!�!����� �!��� \6�'\�  ������E³������ 

�!�����C ��¦������ �
8 ���"��]����!��]
 \����=¢��� &� \�� DK >U�  ¡����J���������4DSU Z¦�#��7Ì  Y�Z \ ]��!�!�&�����#�¦]�\ X4¢

\� � �������� \���� Z��XYF���
s = 1

3

D(k) ≡ D(k,1), gk ≡ gk,1, Bk,j ≡ Bk,1,j , βk,j ≡ βk,1,j
�¥� � � � )= �� ��� Z
���������������E¤ ¥C� ¤ ¦UY����C71���{� ���

dx

dt
= Ax+

∑

|k|6k0

D(k)gk(x)e
ikωt + ω

∑

16|k|6k0

ϕke
ikωt.

¤ ¥C� ¤ 	�¦
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WsY�Y �[¥C� ¤�� �JÓ ¥C� ¤�� ¤ £ \� �#���=${��� \6�=�#  ]���¡ �!�!� �C� \����� �!�� �����7 X ¥C� ¢ �����

Z
����������������¤ ¥C� ¤ 	�¦ �
A(� �#� G=� Zª����~��72 \1~=�1~
��~��.�72 � ��W 	��! �7
Y�Z
��]��!�B7 X4¢�\ �C� �"Z!��� ¥�� ¢ ¤ ¤¦¥�� ¢Y���  ��� �#��7 �����/Y����� >U�����¡�  � �!����� � � Z¦�#��7��%�����C��������E³��7 ��� \¦\�7 �!�!����� �!�!�

�! ��C� ]
 
ω > ω1 ≡ max(0,−σ1 tg θ)

� �g��� 	����4D
ω
�
1 6 |k| 6 k0

  Y����
���!�! ���X

(ikωI −A)
¢�� � ���"Z{Z \ �C  � ��� í ¢� >U����!���C7 X4¢��¥71 %$E�� 'Y���  ��¡¦��� \����

¡ ��71����Z%Y�������71������X D

x(t) = u(t)+Mω(ωt), Mω(τ) = ω
∑

16|k|6k0

(ikωI−A)−1ϕke
ikτ ,

¤ ¥C� ¤�� ¦

�m¤ ¥C� ¤ 	�¦ � +XU�  ¡����J���C7

Qω(τ) =Mω(τ) −N(τ),

� �#�Q� X���� $*�������&�����
N(τ)

� X[Y���\¦�!�� ���Z \ �C  � ��� ë í ¢���Y���  ��� �#��7 	���Z
¡ ��71����Z ��W  ���Z
���C7�Z
���������������

du

dt
= Au+

∑

06|k|6k0

D(k)gk(u+N(ωt) +Qω(ωt))e
ikωt

�����
du

dt
−Au = η(u, ωt) + ψω(u, ωt),

¤ ¥C� ¤�� ¦
� �#�

η(u, τ) =
∑

06|k|6k0

D(k)gk(u+N(τ))eikτ ,
¤ ¥C� ¤ ^�¦

ψω(u, τ) =
∑

06|k|6k0

D(k)
(
gk(u+N(τ) +Qω(τ)) − (gk(u+N(τ)))

)
eikτ .

# ��71�������
�'Z
����������������¤ ¥C� ¤�� ¦
u
���

u+ u0
¢�Y������¦Y���E³��7 ���� '�'� ���#�

du

dt
+ Lu = h(u, ωt, ω),

¤ ¥C� ¤�� ¦
� �#�

h(u, τ, ω) = η(u+ u0, τ)−H(u0)−A1u+ ψω(u+ u0, τ),

�*  Y������!�! ��
A1

  Y���� �#� �C���&�'Z \ �C  � ���_ë íiíU�
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�
�����#����<'Q1���!��� � 2 �1���g~��.�.��� �¥�

�
�9�.�7�7�98 �

:�~
�
�X�;R�����~��1~ \1~=�1~
��~��.�72 � ��0D�!E �VU����4$'�!��E ���£2�� �C�¸�,Z \����!��  � ���!�\ Y�������� �������� \��!�'\� � ��!�� >E³�������

lim
ω→∞

‖Qω(ωt)‖Z(1)
µ

= 0.
¤ ¥C� ¢�£ ¦

)= �� ������71� \��! ��!�� �����7 X ¥C� ¢ �# \����!�! ����� U Z¦�#���U�#  ]���¡ �!�!������U� ��C��� Y��� \��! ��
�!�����C ��U¢��
]
 ��! ��� �7�Z
���������������¥¤ ¥C� ¤ 	�¦T¡ ��71�������� �����¤ ¥C� ¤�� ¦S¢9E �!��X ¤ ¥C� ¤�¢ ¦
��¤ ¥C� ¤¦¥ ¦ª� \� � �������� \����������� %��� E �!��X

‖u‖
Z

(1)
0

<
r

2

¤ ¥C� ¢�¤ ¦
�

‖u‖Z(2)(0,R) <
r

2
,

�*����������\����� ¥¤ ¥C� ¤ ��¦ª�­���*����������\����� 

lim
ω→∞

‖uω‖Z(1)
µ

= 0.
¤ ¥C� ¢ ¢ ¦

# �#� \���7 X ��\ Y� ��C� ¡¦Z���76\ �C� �"Z��XYF��� 5 ��]���3ª� \ ���?���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
u(t)����������� \6�����FE³��������7�Z
���������������ê¤ ¥C� ¤�� ¦S¢³�! 5���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

x(t) =
u(t) +Mω(ωt)

����������� \6�����FE³��������7�Z
����������������¤ ¥C� ¤ 	�¦ �
0D�J������7�\� {\ �C� �"Z��XY³���� 'Y��� \��! ��� 'Z
�������=$ �#������� �
}c~
����� A(� &r�<��������	���
��9�('G�����

Ã

��������A+�'
�>��'���'��!� ���(#G�>�&�G�!. 
����G��)

J����!
!
G� * �%'���'�
!� * ��� 

���
�����('�� ��� * � X̃ H I���J9+�'O+ ��1M�!.��"��J��
λ ∈ C

��
���)
�('G�����

λI + Ã
��'����=�O
��������A+�'
�>� '���'��!� ���(#G�>�&�G�!. 
����G�!J����!
!
G� * �������



���
�����('�� ��� * � ? 

���(#G�P�

et(λI+Ã) = eλtetÃ, t > 0.

C
W Z \��!� ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

u(t)
�
v(t)

Y����
t > 0

������� ��� \6�¥���FE³�������
�C7 �&¡ �����J�&4� >EF�

du

dt
= Ãu, u(0) = u0�

dv

dt
= (Ã+ λ0)v, v(0) = u0

\� � �������� \����������� � @ \��� C¢ª���! 
u(t) = etÃu0

¢
v(t) = eλtetÃu0

¢ª ���]�Z¦�����
� X��!�¦]��!��� Z
�������=$ �#������� �C��7�7 X �

B
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W �����C��������E³��7 ����7 ���� �#��  ]����!�!�� 'Y� ������# >U ��� \6�
\ �C� �"Z��XY³���DZ
���������

$ �#������� �
}c~
������A(� G=�0��������	 ��
��9�('G������� ? +8� � ��� * �!.�/�� �5��7�� * �������
�������"�

�%'���'�
!� * �B

���
�����('�� ��� * � Y0 ? ���C���>�6+��������G�!. ������
����!	
γ ∈ [0, 1)

�
�����
�&��)
�����!	"���;��
��9�('G�����(' −A 2

∥∥BetA
∥∥
Hom(X,Y0)

6
C

tγ
eσ0t, t > 0.

I���J9+�'6+ ��1F�!.�� - 
 λ ∈ Σσ1,θ ? δ1 ∈ (γ,+∞)
�&

�(' * �,+ �!� * ';��4����!�!'

∥∥B(λI −A)−δ1
∥∥
Hom(X,Y0)

6
C

(1 + |λ|)δ1−γ ,
¤ ¥C� ¢ ��¦

J9+8�
C = C(δ1)

���67>' * � �&� ���
� λ H
� ��'�����J��(#%��� ? �>�&�!�L��
��9�('G�����

D̃ : Y → X
���C���>�O+��������G�!. ������
����!	

δ ∈ [0, 1)
�
�����
�&� �����!	"���;��
��9�('G�����(' −A �&

�(' * '!2

∥∥etAD̃
∥∥
Hom(Y,X)

6
C

tδ
eσ0t, t > 0,

¤ ¥C� ¢�¥ ¦
����

���F�!.�� - 
 λ ∈ Σσ1,θ ? δ2 ∈ (δ,+∞) *"- 
����!��1��>�%�,1����9�(' * ��� ��� * �

∥∥(λI −A)−δ2D̃
∥∥
Hom(Y,X)

6
C

(1 + |λ|)δ2−δ ,
¤ ¥C� ¢ 	�¦

J9+8�
C = C(δ2)

��'����=�����67>' * � �&� ���
� λ H
C
+���71�����C7�¢.���! &�����/� \�� D

λ ∈ Σσ1,θ
  Y������!�! ���X

λI − A
Y�  ¡¦�������!�

��X4¢U�?�#�� >U���X��I\��!�¦Y������=¢ 5 ���¦Z
������Z��XYF���I� 5  ��C7 Z ������  � ]
�m�!�� �����7 X4¢
  Y���� �#� �C����X �
2������C ��¦������ � � � ¢1�!�� �����7 � ¤¦¥C� ¢�� Z \����!����������� �!��� \6�=¢(���! �Y������
�XU X D

λ ∈ Σσ1,θ, δ1 > γ
¢
n1 ∈ (δ1 − γ,+∞) ∩N

¢
δ2 > δ, n2 ∈ (δ2 − δ,+∞) ∩N��������XÌ��������������\���� �

∥∥B(λI −A)−δ1x
∥∥
Y0

6

6 C(−δ1)
∥∥(λI −A)−n1x

∥∥
δ1−γ
n1

X ‖x‖
γ−δ1+n1

n1

X , x ∈ X,

¤ ¥C� ¢!� ¦

∥∥(λI −A)−δ2D̃x
∥∥
X

6

6 C(−δ2)
∥∥(λI −A)−n2D̃x

∥∥
δ2−δ
n2−δ

X ‖x‖
n2−δ2
n2−δ

Y , x ∈ D(D̃).

¤ ¥C� ¢�� ¦
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;� � ��!�� >E³�������c¤ ¥C� ¢ ��¦D\ �C� �"Z����L��¡K¤ ¥C� ¢!� ¦S¢ �Ç¤ ¥C� ¢ 	�¦¸� ��¡K¤ ¥C� ¢�¥ ¦ �°¤ ¥C� ¢�� ¦ �
�4��7�7 � ¥C� ��¢�����]��C7  >U�����¡� �7�¢ �#  ]���¡ �!��� �

B
-4��~!�I�!���#�1~@A(� �#� ����1L�!.�� - 
 k ∈ [−k0, k0] ∩ Z ? j ∈ [1,mk] ∩ N ?

δ3 ∈ (α,+∞) ? δ4 ∈ (βk,j ,+∞) ? δ5 ∈ [0,+∞)
��' �"+�� �%�,1

(
����7>' * � �,1!/����

�
�
k
�
j)

#%� �&��'
C1 = C1(δ3) ? C2 = C2(δ4)

�
C3 = C3(δ5),



��� ���
����� - 

+ ��1 * ��� 
 λ ∈ Σσ1,θ

�&

�(' * �,+ �!� *"- ��4����!�!�

∥∥(λI −A)−δ3D(k)
∥∥
Hom(Y,X)

6
C1

(1 + |λ|)δ3−α ,
¤ ¥C� ¢ ^�¦

∥∥Bk,j(λI −A)−δ4
∥∥
Hom(X,Yk,j)

6
C2

(1 + |λ|)δ4−βk,j
,

¤ ¥C� ¢!� ¦

∥∥(λI −A)−δ5
∥∥
Hom(X,X)

6
C3

(1 + |λ|)δ5 .
¤ ¥C� � £ ¦

)=�¦Y������FZ \����!��  � �C7�\ Y�������� �������� \��!�g\ �C� �"Z��XY³���{�C��7�7 X4¢ ��¡v]
 ��! ��� ��
� X��!�¦]��!���'\� � ��!�� >E³�������E¤ ¥C� ¢�£ ¦ �
}c~
������A(� A(�0��������	 ��
��9�('G������� ? +8� � ��� * �!.�/�� �5��7�� * �������
�������"�

�%'���'�
!� * ��

���
�����('�� ��� * � X̃ ? ���C���>�:+��������G�!. ������
����!	
β0 ∈ [0, β̄]

�
�����
�&��)
�����!	"���;��
��9�('G�����(' −A 2

∥∥BetA
∥∥
Hom(X,X̃)

6
C

tβ0
eσ1t, t > 0.

¤ ¥C� � ¤ ¦
I���J9+�'�

��� * ��� 
 ω > ω1 ? τ ∈ R

* ��� ����� Qω(τ)
��'�
!�&+ � �%�,1 *���� ��� ? 

���(#G�P�

lim
ω→∞

‖BQω(ωt)‖Cµ(X̃) = 0.
¤ ¥C� � ¢ ¦

C
���! >U X ��� ¡ �!���� �71 %$ ���!�!�{�#  ]���¡ �!�!� �C� \����� C¢�U Z¦�#��7=Y���� �"Y� ��"�!� �!�!�C¢

���! m����\ �C 
λ1
¢ 5 ���¦Z
������Z��XY³���'�LZ \ �C  � ��� í ë³¢=�������� ¥��Z �
� � W5Y��� ������!�

�� �7o\ ��Z
���!�L�Ç�!�¦]�\��!�&�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �g  Y������!�! ��
A
���� >U%D� �"�C71 �¡ ��71���

�����!�����
A−λ1I

�DY����C71�������!�[�#  Y� ��C�����!� �C���� ����¦]
 ��! ���X�� 	 �C��71�������!����X��
 �2�����]�� �
)= C¢����! 

Qω(τ) ∈ D(B)
¢�\ �C� �"Z����'��¡4��������������\���� �¥¤ ¥C� � ¤ ¦S¢�Z \ �C  � ��� í ë

���C��7�7 X ¥C� � � W   ]�� $*��7°�!�¦Y������Q\ Y�������� �������� \��!�&Y���� �#� �C���� ��� I\� � ��!�� !�
E³�������Ú¤ ¥C� � ¢ ¦ � WB  ¡���71��7.�
�XU X��

ω > ω1
¢
t1 < t2

�=¢ ��\ Y� ��C� ¡¦Z!� ¤ ¥C� ¢ ¦S¢
¤ ¥C� � ¤ ¦S¢ � � � ¢(�!�� �����7 � ¤¦¥C� ¤ ¤#� ¢��C��7�7 Z ¥C� ��¢��m����]4$*��Y��� \��! ��X��������������\����� 
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|eit2 − eit1 | 6 2(t2 − t1)
µ ¢�� X[��� �#��7

∥∥B(Qω(ωt2)−Qω(ωt1))
∥∥
X̃

=

=

∥∥∥∥∥
∑

16|k|6k0

BA(ik)−1(ikωI −A)−1ϕk
(
eikωt2 − eikωt1

)
∥∥∥∥∥
X̃

6

6
∑

16|k|6k0

∥∥BA(ikωI −A)−1(−A)−βϕ
∥∥
Hom(X,X̃)

∥∥(−A)βϕϕk
∥∥
X
×

×
∣∣eikωt2 − eikωt1

∣∣ 6 C
∑

16|k|6k0

∥∥∥B(ikωI −A)−
β0+βϕ

2

∥∥∥
Hom(X,X̃)

×

×
∥∥∥(ikωI −A)−

(
1−

β0+βϕ
2

)
(−A)1−βϕ

∥∥∥
Hom(X,X)

(kω(t2 − t1))
µ
6

6 C
∑

16|k|6k0

(kω)µ

(1 + |kω|)βϕ−β0
(t2 − t1)

µ
6 Cωµ+β0−βϕ(t2 − t1)

µ.

¤ ¥C� ����¦

2������C ��¦������ Y� ���Z
���!��� \6�� �2�����]��
∥∥BQω(ωt1)

∥∥
X̃

6 Cωβ0−βϕ .
¤ ¥C� � ¥ ¦
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� �����C�#�7<����7\1� ��� � � �B�1�1�

��\1~=�1�������1�
L
�"W 	��! �7�Y�Z
��]��!��7 X=Z \����!��  � �C7K��� \ ]
 ��C� ]
 £���� >U%D� �"�C7 X D

�����������C��������E³���� 5 ��]��!  � �
�³  ]�� $*��7�\ �C� �"Z��XYFZ��<�C��7�7 Z �
}c~
����� A(� �r� ����1 * ��� 
 |k| 6 k0

�
τ ∈ R

�!�!��� �!� - � ��
��9�('G�����

Dgk(u0 + N(τ))
���C���>�;+��������G�!. ������
����!	

β̄k ≡ max16j6mk
βk,j

�
�����%)
�&� �����!	"���;��
��9�('G�����(' −A 2

∥∥Dgk(u0 +N(τ))(λI −A)−1
∥∥
Hom(X,Y )

6
C

(1 + |λ|)1−β̄k
, λ ∈ Σσ1,θ,

J9+8�
C
���67>' * � �&� ���
� k � τ H
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�� ��C���� ��� 
λ ∈ Σσ1,θ

� X��!�¦]��!���*2��¦Y� ���]��*��������������\����
∥∥Dgk(u0 +N(τ))(λI −A)−1

∥∥
Hom(X,Y )

6

6 sup
τ∈[0,2π]

∑

16j6mk

∥∥∥Djg
0
k

(
Bk,1(u0 +N(τ)), Bk,2(u0 +N(τ)), . . . ,

Bk,mk
(u0 +N(τ))

)∥∥∥
Hom(Yk,j ,Y )

CB

(1 + |λ|)1−β̄k
≡ C

(1 + |λ|)1−β̄k
. B

-4��~!�I�!���#�1~	A(� &r� ����1 �!.��"��J��
δ > β̄

�9�!/��>��� * ���>� ��'����"� C = C(δ) ?#�����

��� * ��� 
 |k| 6 k0 ? τ ∈ R
�
λ ∈ Σσ1,θ

���C���>�A�C�>��������4����!�!'

∥∥Dgk(u0 +N(τ))(λI −A)−δ
∥∥
Hom(X,Y )

6
C

(1 + |λ|)δ−β̄
.
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C
3��������=$ �#�������4���¦Y� \���� ��\����������� � X��!�¦]��!���'��¡��C��7�7 ¥C� �F� ¥C� 	 �

B�³  ]�� $*��7Q\ �C� �"Z��XYFZ��?�C��7�7 Z�¢ ]
 ��! ������=¢��£��� \��!�� \����=¢������������ \6�%�!�����
�C ��� �7 � ¤¦¥ ��¢
� � ��í ¢��C��7�7 �E� � ¤#� � � ¤ ¤�� ¢ �C��7�7 �{^ � ¤#� �
}c~
����� A(� �=� 	 
��9�('G����� −L 
��������A+�'
�>�C'���'��!� ���(#G�>�&�G�!. 
����G�!J����!
!
G�

* � H
C
0D�!���#��7«����]
 ��

σ2 ∈ R
¢ª���! >U X Y����?� \�� D

λ ∈ Σσ2,θ
  Y������!�! ���X

λI + L : X → X
U X����m >U����!���C7 X4¢"�IY����g���¦]
 ��! ��� �7

CL
� X[Y� ��C�����C \��

��������������\����� 
∥∥(λI + L)−1

∥∥
Hom(X,X)

6
CL

1 + |λ| .W X U�������7�Y���  ��¡¦�� ��C���� *����\ �C 
γ
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XY³��� Z \ �C  � � �

β̄ < γ < 1− α.

�g���
� \�� D
λ ∈ Σσ1,θ

�C71����7
λI + L = λI −A+A1 =

= (λI −A)1−γ
[
I + (λI −A)−(1−γ)A1(λI −A)−γ

]
(λI −A)γ =

= (λI −A)1−γ
[
I +

1

2π

∑

06|k|6k0

2π∫

0

(λI −A)−(1−γ)D(k)×

×Dgk(u0 +N(τ))(λI −A)−γeikτdτ

]
(λI −A)γ .

¤ ¥C� � � ¦
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$*��7Ú >U����!���C71 \��!�����! ��� ��� QY����
λ
¢ Y������������C� $'�!YF�4DÇ���¦]
 ��! ��� �7 Z�\��¦]��

�! ���Z
Σσ2,θ

¢
σ2 > σ1

� ;�Y� �71 >Y³���<�C��7�7 X ¥C� � ��¤ ¥C� ��	�¦UY� ���Z
���!��7 \ �C� �"Z��
�XYFZ��  �2�����]�Z�3

∥∥(λI −A)−(1−γ)D(k)Dgk(u0 +N(τ))×
× (λI − A)−γeikτ

∥∥
Hom(X,X)

6
∥∥(λI −A)−(1−γ)D(k)

∥∥
Hom(Y,X)

×

×
∥∥Dgk(u0 +N(τ))(λI −A)−γ

∥∥
Hom(X,Y )

6
C̃

(1 + |λ|)1−α−β̄
,

¤ ¥C� � � ¦

� �#�
C̃
��� ¡ ��� ��\ ���� ��

k
¢
τ
�
λ
� >U\ ���g��� �����������

C̃1≡ (2(2k0+1)C̃)
1

1−α−β̄ −1���¦Y� ��C %${���!� �C������¢=�! L��  ¡���71��7
σ2 = σ1

¢������J���E�
σ2 = max

(
σ1,

C̃1

sin θ

) �
)= �� ���g�����
�
�XU X D

λ ∈ Σσ2,θ
� X[Y� ��C������� \6����������������\����� 

∥∥(λI−A)−(1−γ)D(k)Dgk(u0+N(τ))(λI−A)−γeikτ
∥∥
Hom(X,X)

6

6
1

2(2k0 + 1)
,

¤ ¥C� � ^�¦

�=¢�¡����J�����J¢����! ��� ���71�� %${���!� �C� �FY������� ��X��� \�����¤ ¥C� � � ¦� >U����!���C7�¢�Y���������7
�� ��C7 �E >U����!�!�� ��� {]m����7 Z¥���gY����¦�� \ D� �"��� ¢�� )= �� ���{Y����I� \�� D

λ ∈ Σσ2,θ  Y������!�! ���X
λI + L : X → X

 >U����!���C7 X43
(λI + L)−1 = (λI −A)−(1−γ)×

×
[
I + (λI −A)−(1−γ)A1(λI −A)−γ

]−1
(λI −A)−γ .

¤ ¥C� � � ¦

;=Y� �71 >Y³��� ¤ ¥C� � £ ¦S¢(¤ ¥C� � � ¦UY� ���Z
���!��7�\� � ��!�� >E³�������
∥∥(λI + L)−1

∥∥
Hom(X,X)

6
2C̃2(γ)C̃2(1− γ)

1 + |λ| ≡ CL
1 + |λ| ,�#  ]���¡¦X[� ���XY³���T�C��7�7 Z ¥C� ���

B
-4��~!�I�!���#�1~#� �8

�(' * �,+ �!� *"- ��4����!�!�

∥∥e−tL
∥∥
Hom(X,X)

6 CLe
σ2t, t > 0,

¤ ¥C� ¥ £ ¦

∥∥Le−tL
∥∥
Hom(X,X)

6 CL
eσ2t

t
, t > 0.

¤ ¥C� ¥�¤ ¦
# �#� \��C¢C���³���!��Z E ���m >U>Y³�� \����m��� \¦\ Z=$ �#�������=¢�\��������!��7�¢#���! �Y�  ]���¡ ���

�!� �C�
σ2
�! �� $*��¢����! '�&� X E³� �
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�³  ]�� $*��7��!�¦Y������{�!�����C ��¦�
Z \ �C  � ��� íií � íiíií �����¥  Y������!�! ���� −L �}c~
����� A(� �r� 	 
��9�('G����� - D(k) ���C��.A� +��������G�!. ������
����!	

α
�
�����%)

�&� �����!	"������
��9�('G�����('
L
�&

�(' * ' H 	 
��9�('G����� - Bk,j

���C��.A�A+��������G�!. ������)

����!	

βk,j
�
�����
�&� �����!	"���;��
��9�('G�����('

L (|k| 6 k0, 1 6 j 6 mk) H
C

W Z \��!�
γ
�ç�! $*��¢ª���! /�?���C��7�71� ¥C� ��� )= �� ���/\
Z
�����! �7é¤ ¥C� � � ¦S¢

¤ ¥C� � ^�¦v��\ �C� ��\���� ������¡'�C��7�7 X ¥C� ��¢�Y� ���Z
���!��7?�����/� \�� D
λ ∈ Σσ2,θ

¢
k ∈

[−k0, k0] ∩ Z
¢
j ∈ [1,mk] ∩ N

∥∥(λI + L)−1D(k)
∥∥
Hom(Y,X)

6
∥∥(λI −A)−γ

∥∥
Hom(X,X)

×

×
∥∥∥
[
I + (λI −A)−(1−γ)A1(λI −A)−γ

]−1
∥∥∥
Hom(X,X)

×

×
∥∥(λI −A)−(1−γ)D(k)

∥∥
Hom(Y,X)

6
2C1C3

(1 + |λ|)1−α ,

∥∥Bk,j(λI + L)−1
∥∥
Hom(X,Yj)

6
∥∥Bk,j(λI −A)−γ

∥∥
Hom(X,Yj)

×

×
∥∥∥
[
I + (λI −A)−(1−γ)A1(λI −A)−γ

]−1
∥∥∥
Hom(X,X)

×

×
∥∥(λI −A)−(1−γ)

∥∥
Hom(X,X)

6
2C2C3

(1 + |λ|)1−βk,j
.

�4��7�7 � ¥C� � �#  ]���¡ �!��� �
B( ¡�� ¤¦¥ ��¢ª� � �ªí ¢ �C��7�7 � ¢�� ¤#� �°���
�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �K�!�¦Y�������� X��!�¦]��!���

\ �C� �"Z��XY³��� Z
�������=$ �#������� �
-4��~!�I�!���#�1~'A(� G=� ����1$�!.�� - 
 |k| 6 k0 ? 1 6 j 6 mk

�&

�(' * �,+ �!� *"-
���"�
������E����!��1

∥∥e−tLD(k)
∥∥
Hom(Y,X)

6
CD
tα

eσ2t, t > 0,
¤ ¥C� ¥�¢ ¦

∥∥Bk,je−tL
∥∥
Hom(X,Yj)

6
CB
tβk,j

eσ2t, t > 0.
¤ ¥C� ¥ ��¦
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 ���\����!���
��X

CD
¢
CB
¢
σ2
�!�[$*��¢����! '�&� X E³� �

A(� �#� �=�?�m~=�1~ � ����/ �.�.��~
�
�1�
��+#���#���	�9�1���#�1~��.�78g�"W 	��! �7/Y�Z
��]��!�

7 X  ���¡ �����J���³ 
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4D³���FE³�������4DD�"� 545 ��������2������C���� ��� Z
���������������m¤ ¥C� ¤�� ¦�Y����������#��7�]{�����!���������C���� �7 Z Z
������������� �°ä��!��7�¢����! >U X
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λ ∈ Σσ2,θ
  Y������!�! ���X

(λI − A)−1 � Y� ��C���X���¦Y�������X[����X ��# ���J�����J¢�Y� � � � ¢(�!�� �����7 � ¤¦¥C� ¤�¢�� ������ \�� D
τ ∈ (0, 1]

  Y������!�! ���X
(λI−A)−τ ����]4$*�U� Y� ��C���ª���¦Y�������X[����X � )= �� �����¡'Y���� ��\��������C������� ¤ ¥C� � � ¦[� X��!�¦]��!����Y� ��C�����g���¦Y�������X[���� \��!��  Y������!�! ����

(λI+L)−1 �!W ��� 	��! �7 σ(L) �<�"��\ ]������!�� ���71�� %$*� \����� C¢�� \ Y��¦]��!� σ(e−tL)\� \��!  ���&��¡X�! ����¦]/� �����
e−λt

¢
λ ∈ σ(L)

¢
t > 0

¢��¥����]4$*��¢ U X��!�c71 %$*���J¢
��Z ��� � ¤ 	 ¤ ¢�Y � ¤���� � � � 4��� �71�%�! ��� C¢r71�� %$*� \����� 

σ(L)
���'�C71�����
]
 ���������X D

Y���� �#� �C����X D_�! ����¦] �
W   ]�� $*��7�¢.���! /\ Z Y³� \���� Z����g����]
 ��

t0 > 0
¢1���! Q����� � \�� D

λ ∈ σ(L)� X[Y� ��C������� \6�_��������������\����� 
e−λt0 6= 1

� W�\¦��71 �7��#� �C��¢
e−λt0 = 1

�! �� ���F�
�! ��C� ]
 *�! �� ����¢�]
 �� ���

Reλ = 0
�
Imλt0 = 2πk

Y��������¦]
 ��! ��� �7Ç2�� �C �7
k
�

)���]�]���]
0 6∈ σ(L)

¢1�! 
Imλ 6= 0

¤z� \ ���
Reλ = 0

¦U¢�� 71 %$E�� I¡ ��Y���\¦�!�!�
t0 = 2πk

Imλ

� >U\ ���
σ2 6 0

¢B�! �� �"��� \6�=�
�XU� ��
t0
¢[��� \ ��Z
���!�

σ2 > 0��  ¡���71��7
t0 < − 2π

σ2tgθ

�
�g���

ω >
2π
t0

 >U�  ¡����J���C7
tω ≡ maxk∈N,k6

ωt0
2π

(2πkω−1)
� @ \��� C¢����! T�����

	����4D
ω
����\ �"�

tω
��� D� �C��� \6�F� Y� ���Z������!����� ���C� ( t0

2 , t0
] � ( ¡���� \¦\ Z=$ �#�������=¢

Y�������� �#������X DL� X E³��¢�\ �C� �"Z������ X[Y� ��C���������³��������������\���� �
e−λtω 6= 1

�����
� \�� D

ω > 2π
t0

� )= �� ���
σ(I − e−tωL) 63 0

��W  �	��! �7 Z�  Y������!�! ��
I − e−tωL >U����!���C7�Y����

ω >
2π
t0

�
( ¡ Y���� ��\��������C�������
[
I − e−tωL

]−1
=
[
I − e−t0L

]−1
{
I −

[
e−tωL − e−t0L

][
I − e−tωL

]−1
}

�¥ �2�����]�� � ¤ ¤�� ¢��C��7�7 �%� � ¤#�

∥∥e−t′L − e−tL
∥∥
Hom(X,X)

6
C

t
|t′ − t|, 0 < t < t′,

\ �C� �"Z����{\ Z Y³� \�����  � �!����������]
 ��� 
ω2 > max

(
ω1,

2π
t0

) ¢����! 

C4 ≡ max
ω>ω2

∥∥∥
[
I − e−tωL

]−1
∥∥∥
Hom(X,X)

< +∞.
¤ ¥C� ¥ ¥ ¦
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¤ \�7 � ����]4$*� � ¥���� ¦U¢����! ?¡ �����J���  

tω
� Y������� �"����� \ ]��4DÌ���FE³�������4D

Z
��������������� ¤ ¥C� ¤�� ¦[Y����
t > 0

	¦]�� ��� ���C�����!���{�����g���¦Y�������X[����X DI���¦]��! ����
5 Z
��]�2����

u
\� /¡����J���������C7 �=�

D(L)
�
ω ∈ (ω2,+∞)

�����!���������C���� �7 Z
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(Pωu)(t) ≡ u(t)− (Pω,1u)(t)− (Pω,2u)(t) ≡

≡ u(t)− e−tL
[
I − e−tωL

]−1

tω∫

0

e−(tω−τ)Lh[u(τ), ωτ, ω] dτ −

−
t∫

0

e−(t−τ)Lh[u(τ), ωτ, ω] dτ = 0.

¤ ¥C� ¥ 	�¦

� �! gZ
����������������7 XJU Z¦�#��7���\¦\ �C� �#  � �!�!�����D]
 ��������� �7Q������71������ �7�Z
��� \����
]
�
t ∈ [0, t0]

�
W=Y�Y ��¥C� ¤�� � ¢ ¥C� ¤�� ^ U Z¦�#��� ¡ ��������E³���� g�#  ]���¡ �!�!� �C� \����� FZ
�������=$ �#������� ¤

� ¢ �!�� �����7 X ¥C� ¢�� �g���
�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �'Z
�������=$ �#������� ¤ U Z¦�#����Z \����!��  �!�
�C���� C¢J���! ������!���������C����X���  Y������!�! ���X

Pω
Y���� U� ��C�>EF�4D

ω
������� ��� \6� \ ${���

7 ���XYF�C7 �Q�X���¦]
 ��! ��� �7�E �!���FY��� \��!���!��\���� �
Z(1)([0, t0])

� ���! >U X:�#  ]����
¡ �!�!�FZ
�������=$ �#������� ¢ ¢
7 X�Z \����!��  � �C7�¢����! g�# \����!�! ����� g� XT\�  ]�����\��!�¦Y������
  Y������!�! ���  �

Pω
Y����KU� ��C�>EF�4D

ω
������� ��� \6�&\ $'�!�����C7 �
�*���¦]
 ��! ��� �75E ���

���TY��� \��!���!��\���� �
Z(2)(0, t0)

� �g����	��! ��� D� �� �"��� \6�*2��¦Y� ���]�� Y��� \��!���!��\����
Z0 = Z(2)(0, t0)

¢
Z1
¢ ����� ¢

Zρ
¢
ρ > 0

����]��4Dr¢J���! �]
 ���\����!�������D��Y�EF��2���  Y����
���!�! ����

Pω
Y������#����\���� ���g��¡ E �!����Y��� \��!���!��\���� �

Zl
�
Zl+1

¢
0 6 l 6 ρ−1

¢
�%��¡XE �!���DY��� \��!���!��\���� �

Zρ
�
Z(1)(0, t0)

¢� ������!�����������DY����
ω > ω2

¢��D��¡
E �!���gY��� \��!���!��\���� �

Z(1)(0, t0)
�
Z0 = Z(2)(0, t0)

� \ ]
 ��C�FZ
�� �#�� *7 ���"�
Y������# \����!�! ����� U� ��C�>EF�4D

ω
�

W Y ��¥C� ¤�� � Y� � U �����!��� \6� ����\ �C 
ρ
¢�� �� �C��� \6� Y��� \��!���!��\���� �

Zl
¢

0 6 l 6 ρ
¢��Q�#  ]���¡¦X[� �!��� \6�g ������!������������ \��!�L]
 ���\����!����X
�D��Y�EF��2��%�����

Z�]���¡ �!����X D � X E³�LY��!�=Y��� \��!���!��\���� � W Y � ¥C� ¤�� ^������J�����C�
�#  ]���¡¦X[� �!�����
\6�=¢C���! 

Pω
Y����
U� ��C�>EF�4D

ω
������� ��� \6�I\ ${�C7 ���XYF�C7 �L�E���¦]
 ��! ��� �7�E ���

����Y��� \��!���!��\���� �
Z(1)([0, t0])

� +�� \#� ����� X��!�¦]��!���J¢��� !� Y������ X Dr¢ Z
�������=$ �#���
����� ¤ �!�� �����7 X ¥C� ¢ ¢���¢��� !� ���! ���X Dr¢�7 ���C \��!�D]
 ���\����!����X �D��Y�EF��2���  Y��������
�! ����

Pω
�����FY��!��X�Y��� \��!���!��\����

Z(1)(0, t0)
¢
Z0 = Z(2)(0, t0)

� W  \ �C� �#�����
5 ��]��J¢�� ]�Z�Y��%\E���¦¡¦Z �C�����!����7 ��Y ��¥C� ¤�� � ¢�Y�  ¡¦�� ��������%�#  ]���¡ �!�!�&Z
�������=$ �#���
����� ¢ �!�� �����7 X ¥C� ¢��

A(� �#� �r�¥� �!\��#�[�
�
����~���+#�72E~N��61~��7/.�B�'W 	��! �7 Y�Z
��]��!�°7 XkY� ���Z��

���C7c�����E �2�����  ]=¢�]
 ��! ���X�� Y� ������# >UJ��� \6� �����g�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �[Z
�������=$ �#���
����� ¢ �!�� �����7 X ¥C� ¢���W  �	��! �7 Z;U Z¦�#��7?\��������!�!�%� X[Y� ��C��������X�7�Y���� �"Y� ��C !�
$*�������_ë íiíií ¢1���! �Y�  ¡¦�� ��������L�� \ Y� ��C� ¡�  � �!�!� \6��\ �C� �"Z��XYF�C7 ��Y���� ��\������!�
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H(u) =
∑

06|k|6k0

1∑

αj=0,
j=1,2,...,mk

∑

16|pl|6k0, l:αl=0,
k+

∑
l:αl=0

pl=0

D(k) ×

× g
(k)
0 (B1(α1u+ (1− α1)ϕp1 )B2(α2u+ (1− α2)ϕp2 ), . . . ,

Bmk
(αmk

u+ (1− αmk
)ϕpmk

))
∏

r:αr=0

(ipr)
−1,

η(u, τ) ≡ H(u) + η̃(u, τ),
¤ ¥C� ¥�� ¦

η̃(u, τ) ≡
∑

06|k|6k0

D(k)η̃k(u, τ) ≡
∑

06|k|6k0

1∑

αj=0,
j=1,2,...,mk

∑

16|pl|6k0, l:αl=0,
k+

∑
l:αl=0

pl 6=0

D(k)×

× g
(k)
0

[
B1(α1u+ (1− α1)ϕp1), B2(α2u+ (1− α2)ϕp2), . . . ,

Bm(αmu+ (1− αm)ϕpm)
]
eikτ

∏

r:αr=0

(ipr)
−1eiprτ ,

A1u =
∑

06|k|6k0

1∑

αj=0,
j=1,2,...,mk

∑

s:αs=0

∑

16|pl|6k0, l:αl=0,
k+

∑
l:αl=0

pl=0

D(k)×

× g
(k)
0

(
B1(α1u1 + (1− α1)ϕp1), B2(α2u2 + (1− α2)ϕp2), . . . ,

Bmk
(αmk

umk
+ (1− αmk

)ϕpmk
)
)∣∣
u1=...=us−1=us+1=...=umk

=u0, us=u
,

ψω(u, τ) =
∑

06|k|6k0

1∑

αj=0,
j=1,2,...,mk,

α1+α2+...+αmk
>0

D(k)g
(k)
0

(
α1(u+N(τ))+

+ (1− α1)Qω(τ), α2(u+N(τ)) + (1− α2)Qω(τ), . . . ,

αm(u+N(τ)) + (1− αm)Qω(τ)
)
.

0D��7�Y� ��!���FU Z���� \6�_�����c >U�  ¡����J��������� �4W Z \��!�

r0k,j ≡ rk,j , p0 ≡ p ≡ min
|k|6k0

pk.
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λ ∈ (1 − (1 − β)p1, 1) ∩ (0, 1)
� �����

−k0 6 k 6 k0
¢
1 6 j 6 mk

� ��� �#��7Ç����\ �"�
β ≡ α+ β̄ < 1, αk,j ≡ α+ βk,j ,

rlk,j ≡
{
λ pl−1

1−(1−αk,j)pl−1 ,
� \ ���

(1− αk,j)p
l−1 < 1,

∞,
� \ ���

(1− αk,j)p
l−1 > 1,

1

plk
≡

∑

16j6mk

1

rlk,j
, pl ≡ min

|k|6k0
plk.

(����#�¦]�\
l
Y��� >U���� �!���F¡����J���������� �� ¤ �# 

ρ = inf
{
l > 0 : pl > 1

1−(β+µ)

} ¢��
�����&� \�� D

a ∈ R
5  ��C7 ���C���� Y� ��"�!� �!��7 ∞

a = ∞ ¢ a
∞ = 0

�
}c~
������A(� M=�

�
���!�(#%�!��'

ρ
��������#%��' H

C
>U\ ���

ρ = 0
¢1�! ��C��7�7 �/\ Y�������� ������� � ��W Z \��!�

ρ > 1
� )= �� ���L�����

�
�XU� ��� 
l > 2

\ Y�������� ������� X°��������������\���� �
1

pl
6 max

|k|6k0

∑

16j6mk

1

rlk,j
6

1

λ

{
β +

[
1

pl−1
− 1

]}
.

+�� \#� ���%\DY� �71 >Y³���Ú71���! ���X7 �!�!��7 �!������� \ ]
 ��I�����"Z�]�2����m�����!��Z¦�#�� �� X��
��� \����L\� � ��!�� >E³�������

pl−1

pl
6

1− (1− β)p1

λ
< 1, l = 2, 3, . . . ,

��¡D]
 ��! ��� ��� �
� X��!�¦]��!���'Z
�������=$ �#���������C��7�7 X �
BW Z \��!�

Z0 ≡ Z(2)([0, t0])
� W ��� �#��7 U �!��� D�  � X Y��� \��!���!��\���� �

Zl
¢

1 6 l 6 ρ
� (�D 	 �C��71��������7 � ������� ��� \6�=���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢ �����=]
 ��! ���X D

  Y���� �#� �C����XÌ�� ��C7 X

‖x‖Zl
≡ ‖x‖C[0,t0](X) +

k0∑

k=−k0

mk∑

j=1

[ t0∫

0

∥∥Bk,jx(τ)
∥∥rlk,j

Yk,j
dτ

] 1

rl
k,j

.

(471����7
(Pω,2u)(t) = (Pω,21u)(t) + (Pω,22u)(t) + (Pω,23u)(t) ≡

≡
t∫

0

e−(t−τ)Lη̃ [u(τ) + u0, ωτ ] dτ +

t∫

0

e−(t−τ)L×

×
{
H [u(τ) + u0]−H [u0]−A1u(τ)

}
dτ +

t∫

0

e−(t−τ)Lψω[u(τ), ωτ ] dτ,
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(Pω,1u)(t) = (Pω,11u)(t) + (Pω,12u)(t) + (Pω,13u)(t) ≡

≡ e−tL
[
I − e−tωL

]−1[
(Pω,21u)(tω) + (Pω,22u)(tω) + (Pω,23u)(tω)

]
.

�³  ]�� $*��7Ç�����K �2�����  ]=¢�]
 ��! ���X��DY� �71 ��¦Z
�E����7?Z \����!��  � ���!�%\ Y�������� �C�
������ \��!�&�C��7�7 X ¥C� ¤�� ¤ \�7 � ���4$*�J¦U¢���¡%]
 ��! ��� �� U Z¦�#���I\ �C� �#  � �!�!�&Z
���������
$ �#������� ¢ �!�� �����7 X ¥C� ¢�� W ��� �"� �!�����!� �C���� /¡ � 5 ��]�\ ����Z���75Y���  ��¡¦�� ��C���� 
r0 > 0

�
}c~
������A(� C=����������	

0 < r1 6 r0 ? |l| 6 k0 ? j ∈ [1,ml] ∩ N H I���J9+�'�9�!/��>��� * ���>����'����"�=#%� �&��� C > 0 ? #���� 

��� ω > ω2 ? 0 6 ν 6 ρ − 1
+ ��1

* ��� 
 * ��� �����(),30�!�!�!4!� � u1, u2 ��76E;'��(' ‖u‖Zν 6 r1
*"- 
����!��1��>�%�,1 ��4����!�!'

[ t0∫

0

∥∥Bl,j(Pω,21(u2)(t)− Pω,21(u1)(t))
∥∥rν+1

l,j

Yl,j
dt

] 1

r
ν+1
l,j

6 C‖u2 − u1‖Zν .

����� ��������� ���67>' * � �&� ���
� r1 H
C
# �#� \��T��\ Y� ��C� ¡¦Z���� \6�4�!� $*��71���! �"X4¢����! v�g� � ¤¦¥ ��¢�� � ��í ¢¦�C��7�7 � ¢�� ¢�� �

+�2������C7�� X���� $*�������
∥∥Bl,j(Pω,21(u2)− Pω,21(u1))

∥∥
Yl,j

6

6

t∫

0

2αl,jCBCD
(t− τ)αl,j

∑

06|k|6k0

∥∥η̃k[u2(τ) + u0, ωτ ]− η̃k[u1(τ) + u0, ωτ ]
∥∥
Y
dτ.

8 � \ Y���E³��7 ����¡��� \��!�

η̃k[u2(τ) + u0, ωτ ]− η̃k[u1(τ) + u0, ωτ ] =

=

1∑

αj=0,
j=1,2,...,mk

∑

16|pl|6k0, l:αl=0,
k+

∑
l:αl=0

pl 6=0

∑

s:αs=1

g
(k)
0

(
Bk,1

[
α1(u2(τ) + u0)+

+ (1− α1)ϕp1
]
, . . . , Bk,s−1

[
αs−1(u2(τ) + u0)+

+ (1− αs−1)ϕps−1

]
, Bk,j

[
u2(τ) − u1(τ)

]
, Bk,s+1

[
αs+1(u1(τ)+

+u0) + (1− αs+1)ϕps+1

]
, . . . , Bk,mk

[
αmk

(u2(τ) + u0)+

+ (1− αmk
)ϕpmk

])
eikωτ

∏

r:αr=0

(ipr)
−1eiprωτ .

¤ ¥C� ¥�� ¦



¤¦¥ ¥ n�pgS1l�S E;i�a � Y�U � S�ZNU�LNM V��/l���p����NW���LNLNM V l�M Y ��Z ��XgS�Y�U���U�LNM V ��S�qbS�XNW
( ¡���������������\���� ��¤ ¥C� � ¦ Y� ���Z
���!��7�¢����! 

[ t0∫

0

∥∥η̃k[u2(τ)+u0, ωτ ]− η̃k[u1(τ)+u0, ωτ ]
∥∥pν
Y
dτ

] 1
pν

6 C̃k‖u2−u1‖Zν ,

� �#�
C̃k

�­���¦]
 ��! �������]
 ���\����!����� �
3��������=$ �#���������C��7�7 X �!�¦Y�������� X��!�¦]��!���?��¡��!�� �����7 X  =Y� ��!����2������

�"� D � ¤ ¤�� ¢�\ ��¥���� �
B

}c~
����� A(� � � � ��������	
0 < r1 6 r0 ? |k| 6 k0 ? 1 6 j 6 mk HI���J9+�' �9�!/��>��� * ���>�L��'����"�M#%� �&���

C > 0 ? #���� 

���
ω > ω2

+ ��1 * ��� 

* ��� �����(),30�!�!�!4!� � u1, u2

��7 E;'��(' ‖u‖Zρ 6 r1
*"- 
����!��1��>�%�,1 ��4����!�!'

‖Bk,j(Pω,11(u2) − Pω,11(u1))‖Cµ(Yk,j ) 6 C‖u2 − u1‖Zρ H C
���F7>' * � �&� �

�
�
r1 H

C
�g�����
�XU X D

0 6 t1 < t2 6 t0
\ Y�������� �������� *��������������\����� 

∥∥[Bk,j(Pω,11u2)(t2)−Bk,j(Pω,11u1)(t2)
]
−
[
Bk,j(Pω,11u2)(t1)−

−Bk,j(Pω,11u1)(t1)
]∥∥
Yk,j

6

tω∫

0

∥∥Bk,je−
1
3 (tω−τ)L

∥∥
Hom(X,Yk,j )

×

×
∥∥(I − e−tωL)−1

∥∥
Hom(X,X)

∥∥e− 1
3 (tω−τ)L(σ2I + L)µ

∥∥
Hom(X,X)

×

×
∥∥(σ2I + L)−µ(e−t2L − e−t1L)

∥∥
Hom(X,X)

∑

|κ|6k0

∥∥e− 1
3 (tω−τ)L×

×D(κ)
∥∥
Hom(Y,X)

∥∥η̃κ[u2(τ) + u0, ωτ ]− η̃κ[u1(τ) + u0, ωτ ]
∥∥
Y
dτ ≡ I1.

( ¡.�C��7�7 X ¥C� ¢ � � � � ¢_�!�� �����7 � ¤¦¥C� ¤ ¤#� \ �C� �"Z����J¢����!   Y������!�! ���X
(σ2I + L)γ

¢
γ > 0

¢��C71�����%\��!�¦Y������
γ
 ��!�� \ ���!� �C���� %  Y������!�! ����

L
3

∥∥(σ2I + L)γe−tL
∥∥
Hom(X,X)

6
C5(γ)

tγ
eσ2t (t > 0).

¤ ¥C� ¥ ^�¦

)=�¦Y������C¢���\ Y� ��C� ¡¦Z!� ¤ ¥C� ¥ ^�¦S¢�¤ ¥C� ¥ £ ¦T�I�C���¦]
 
� X[�� �"�C71 �� \� � ��!�� >E³�������
tµ2 − tµ1 6 (t2 − t1)

µ ¢ t2 > t1
¢ª �2������C7«��������������X��=Y� �"X����!���������C����X��
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∥∥(σ2I + L)−µ
(
e−t2L − e−t1L

)∥∥
Hom(X,X)

=

=

∥∥∥∥∥

t2∫

t1

(σ2I + L)−µLe−τLdτ

∥∥∥∥∥
Hom(X,X)

=

=

∥∥∥∥∥

t2∫

t1

(
(σ2I + L)1−µ − σ2(σ2I + L)−µ

)
e−τLdτ

∥∥∥∥∥
Hom(X,X)

6

6 C7(t2 − t1)
µ,

� �#�

C7 ≡ C6

[
C5(1− µ)

µ
+ CL|σ2|

∥∥(σ2I + L)−µ
∥∥
Hom(X,X)

t1−µ0

]
,

C6 ≡ max(1, eσ2t0).

)= �� ����¢�\ Z
�����! �7Ì¤ ¥C� ¥ ��¦U��¤ ¥C� ¥ ^�¦S¢�Y� ���Z
���!��7Ç2��¦Y� ���]�ZX��������������\����

I1 6 C8 max
|κ|6k0

max
αJ∈{0,1},
J=1,2,...,mk

max
16|pl|6k0,
l=1,2,...,mk

mk∑

J=1

tω∫

0

(tω − τ)−αk,j−µ×

×
[
J−1∏

l=1

∥∥Bκ,l

(
αl(u2(τ) + u0) + (1− αl)ϕpl

)∥∥
Y
κ,l

]
×

×
∥∥αJBκ,J(u2(τ) − u1(τ))

∥∥
Yκ,J

×

×
mk∏

l=J+1

∥∥Bκ,l

(
αl(u1(τ) + u0) + (1− αl)ϕpl

)∥∥
Y
κ,l
dτ(t2 − t1)

µ
6

6 C̃
mk
max
J=1

[ tω∫

0

(tω − τ)
−(βk,j+µ)(1+

1

p
ρ
J
−1

)
dτ

]1− 1

p
ρ
J

‖u2 − u1‖Zρ(t2 − t1)
µ
6

6 C̃
[

k0
max
k=−k0

max
16j6mk

mk
max
J=1

t
1− 1

p
ρ
J

−βk,j−µ

0

]
‖u2 − u1‖Zρ(t2 − t1)

µ,

� �#�
C8 ≡ 3(2k0 + 1)22mkm0 CBC4C5(µ)C7CDCg

¢
m ≡ max|k|6k0 mk

¢ �
C̃
�����¦]
 ��! ������
]
 ���\����!����� �
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C(Yk,j)
Z \����!����������� �!��� \6�

�!�����C ��¦������ � �4��7�7 � ¥C� ¤ £ �#  ]���¡ �!��� �
B}c~
�����@A(� � �#����������	

0 < r1 6 r0 ? |k| 6 k0 ? 1 6 j 6 mk H
I���J9+�'

�9�!/��>��� * ���>�5��'����"� #%� �&���
C > 0 ? #���� 

���

ω > ω2
+ ��1 * ��� 
 * ��� �����()

30�!�!�!4!� �
u1, u2

��76E;'��(' ‖u‖Zρ 6 r1
*"- 
����!��1��>�%�,1 ��4����!�!'

∥∥Bk,j(Pω,21(u2)− Pω,21(u1))
∥∥
Cµ(Yk,j)

6 C‖u2 − u1‖Zρ .

C = C(r0)
���67>' * � �&� ���
� r1 H

C
( ¡D\� � ��!�� >E³��������¤ ¥C� ¥�� ¦U��¤ ¥C� � ¦ Y� ���Z
���!��7�¢����! 
∥∥η̃k[u2(τ) + u0, ωτ ]− η̃k[u1(τ) + u0, ωτ ]

∥∥
Lpρ

6 C̃‖u2 − u1‖Zρ ,

� �#�
C̃
�é���¦]
 ��! ������L]
 ���\����!����� � (D\ D� �C�&��¡ 	��! ��g �2�����]��=¢"Z
�������=$ �#�������

�C��7�7 Xv71 %$E�� F�#  ]���¡ �!�!�'�!�����C ��¦������ 3� ¤¦¥ ��¢�� � ��í ¢��C��7�7 � ¢�� � � �
B;?Y� �71 >Y³���<Z=$*� Y����C71�������>EF�4D�\6�
��	��! �7�Y�Z
��]��!�£71���! �#  �'Z \����!�����!�

����� ����� \6�&\ �C� �"Z��XYF�����"�����C��7�7 X �
}c~
�����'A(� ��&r� �(�!/��>��� * �!.A����'��!���B
���������� �����!	"� - ��#%� �&��' C �

ω3 ?#����6

���=�!.�� - 
 r1 ∈ (0, r0] ? ω ∈ (ω3,∞) ? ν ∈ [1, ρ−1]
+ ��1 * ��� 
 * ��� �����()

30�!�!�!4!� �
u1, u2

��76E;'��(' ‖u‖Zρ 6 r1
*"- 
����!��1��>�%�,1 ��4����!�!'

‖Pω(u2)− Pω(u1)‖Zν+1 6 C‖u2 − u1‖Zν .

W Z \��!�
Z(4) ≡ Z

(1)
µ ([0, t0])

�
}c~
�����'A(� �4G=� �(�!/��>��� * �!.A����'��!���B
���������� �����!	"� - ��#%� �&��' C �

ω4 ?#����A

�����!.�� - 
 r1 ∈ (0, r0] ? ω ∈ (ω4,∞)
+ ��1 * ��� 
 * ��� �����(),30�!�!�!4!� � u1 ?

u2
��7DE;'��(' ‖u‖Zρ 6 r1

*"- 
����!��1��>�%�,1 ��4����!�!'

‖Pω(u2)− Pω(u1)‖Z(4) 6 C‖u2 − u1‖Zρ .

A(� �#� M=� � ��/=�4R�����~���+?�!���?� � �!���C�#���
�
���1~=R>�
��+���������� �[� 1 � �!���C��� �

�.�1~°��~������ª��� �!�1~!���1~��.�.���[W 	��! �75Y�Z
��]��!�m7 X �#  ]�� $*��7,Z
�������=$ �#���
����� ¤ ¢ ¢ �!�� �����7 X ¥C� ¢�� 0D�J������7�\�Z
�������=$ �#������� ¤��
}c~
����� A(� � A(� ����1 �!.��"��J��

ε > 0
�9�!/��>��� * �!.A�K��'��!���

δ > 0
�

ω5 > 0 ? #����B+ ��1 * ��� 
 k ∈ [−k0, k0] ? j ∈ [1,mk] ? ω ∈ (ω5,∞)
� * ��� �����()

30�!�!�!4!� �
u1 ? u2

��76E;'��(' ‖u‖Z(4) < δ
�&

�(' * �,+ �!� * �;���"�
������E����!���

∥∥Bk,j(Pω,2(u2)− Pω,2(u1))
∥∥
C(Yk,j)

< ε‖u2 − u1‖Z(4) .
¤ ¥C� ¥�� ¦
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C
# �#� \��'\ Z Y³� \����������� F��\ Y� ��C� ¡¦Z���� \6�_71���! �"X4¢���¡ �C %$*������X����*71 ��� !�

����� 5 ��� � ¤ ¤���� �
� Z¦�#��7Ì��� \¦\�7 �!�!����� �!�!�¥�! ��C� ]
 ¥����]����

u1
¢
u2
¢�]
 ��! ���X��%��� D� �C��� \6���

E �!��� ‖u‖Z(4) 6 1
� ( ¡�Z \ �C  � ��� íií \ �C� �"Z����J¢����! g�����
� \�� D

τ ∈ R
��Y� \��! !�

������X D
v1
¢
v2
��¡ E �!��� ‖u‖Z(1) 6 1

\ Y�������� �������� *��������������\����� 

max
|κ|<k0

∥∥η̃κ(v2, τ) − η̃κ(v1, τ)
∥∥
X

6

6 Cη
∑

06|k|6k0

∑

16j6mk

‖Bk,j(v2 − v1)‖Yk,j
.

¤ ¥C� 	 £ ¦

# �������"�C7 \6� Y���  ��¡¦�� ��C����X�7
ε > 0

� 8 � \¦\�71 ��!���C7 \����J�����"� � X��
��� $*������� ‖Bk,j(Pω,21(u2) − Pω,21(u1))‖C(Yk,j)

� +XU�  ¡����J���C7
d ≡

( ε(1−αk,j )
16CBCDC6Cη

) 1
1−αk,j

� )= �� ���Ç� \ ���
t 6 d

¢��! �Y� Ì¤ ¥C� ¥ ��¦'��������Xs\� � ��!�� !�
E³�������

∥∥Bk,j(Pω,21(u2)− Pω,21(u1))
∥∥
C(Yk,j)

6

6
ε

8
‖u2 − u1‖Z(4) <

ε

4
‖u2 − u1‖Z(4) .

¤ ¥C� 	 ¤ ¦

W=Y��� ��������� �7 \ ��Z
���!������¡� >U�����7�\� � �������� \���� Z��XYF���
�����!���������m���g�"� ��3

(Pω,21u2)(t)− (Pω,21u1)(t) =

=

t−d∫

0

e−(t−τ)L
(
η̃(u2(τ), ωτ) − η̃(u1(τ), ωτ)

)
dτ +

+

t∫

t−d

e−(t−τ)L
(
η̃(u2(τ), ωτ) − η̃(u1(τ), ωτ)

)
dτ ≡ Pω,211(t) + Pω,212(t).

W Z \��!�

N = N(t, ω) =
[ω(t− d)

2π

]
, τj =

2πj

ω
, j = 0, 1, . . . , N.
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Bk,jPω,211(t) =

N−1∑

l=0

∑

|κ|6k0

τl+1∫

τl

Bk,j
(
e−(t−τ)L − e−(t−τl)L

)
×

×D(κ)
(
η̃κ(u2(τ), ωτ) − η̃κ(u1(τ), ωτ)

)
dτ +

+

N−1∑

l=0

∑

|κ|6k0

τl+1∫

τl

Bk,je
−(t−τl)LD(κ)

((
η̃κ(u2(τ), ωτ) − η̃κ(u2(τl), ωτ)

)
−

−
(
η̃κ(u1(τ), ωτ) − η̃κ(u1(τl), ωτ)

))
dτ +

+

N−1∑

l=0

∑

|κ|6k0

τl+1∫

τl

Bk,je
−(t−τl)LD(κ)

(
η̃κ(u2(τl), ωτ)−η̃κ(u1(τl), ωτ)

)
dτ +

+
∑

|κ|6k0

t−d∫

τN

Bk,je
−(t−τ)LD(κ)

(
η̃κ(u2(τ), ωτ) − η̃κ(u1(τ), ωτ)

)
dτ ≡

≡ Bk,j
[
Pω,2111(t) + Pω,2112(t) + Pω,2113(t) + Pω,2114(t)

]
.+���71�����C7�¢����! ��!�����!��� \ �"�!� �!��71 ��Ç�������� °��Z �
� � � ���C����¢vZ
������X[� ���

¤ ¥C� ¥�¤ ¦�Ór¤ ¥C� ¥ ��¦S¢�Y����
τj 6 τ 6 t− d

� X[�� �"�C7Ç �2�����]�Z
∥∥Bk,j

(
e−(t−τ)L − e−(t−τj)L

)
D(κ)

∥∥
Hom(X,Yk,j )

=

=

∥∥∥∥∥

τ∫

τj

Bk,jLe
−(t−s)LD(κ) ds

∥∥∥∥∥
Hom(X,Yk,j )

6 C11(τ − τj),

� �#�
C11 ≡ 9CBCLCDC6d

−(1+β)
1

¢�Y���������7
d1 = min(1, d)

� )���]��C7� >U������
¡� �7�¢���¡_¤ ¥C� ¥�¢ ¦S¢=¤ ¥C� ¥ ��¦UY� ���Z
���!��7�\� � ��!�� >E³�������

∥∥Bk,j(Pω,2111 + Pω,2114)(t)
∥∥
Yk,j

6

6

(
CηC11N

2π2

ω2
+ 2CBCDC6Cηd

−αk,j
2π

ω

)
‖u2 − u1‖Z(4) 6

6

(
1

2
C11t0 + 2CBCDC6d

−αk,j

)
Cη

2π

ω
‖u2 − u1‖Z(4) .

¤ ¥C� 	 ¢ ¦

W ��� �#��7Ç >U�  ¡����J���������
Dηk(u, τ) ≡ Dgk(u+N(τ))eikτ ,
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DHk(u) ≡
1

2π

2π∫

0

Dgk(u0 +N(τ))eikτ dτ,

Dη̃k(u, τ) ≡ Dηk(u, τ)−DHk(u).WB \ Y� ��C� ¡�  � ���>EF��\��_¤ ¥C� ¥�¢ ¦S¢.¤ ¥C� ¥ ��¦U� 5  ��C7 Z �C ��&]
 ���������X D
Y��������!Y³���
�����=¢�� X[�� �"�C7���������������\���� �

∥∥Bk,jPω,2112(t)
∥∥
Yk,j

6 2CBCDC6d
−β
1 Cη

N−1∑

J=0

∑

|κ|6k0

τJ+1∫

τJ

∥∥∥∥∥

1∫

0

Dη̃κ ×

×
[
u1(τ) + α(u2(τ) − u1(τ)), ωτ

]
dα(u2(τ)− u1(τ))−

−
1∫

0

Dη̃κ
[
u1(τJ ) + α(u2(τJ )− u1(τJ )), ωτ

]
dα(u2(τJ )− u1(τJ ))

∥∥∥∥∥
X

dτ 6

6 2CBCDC6d
−β
1 Cη

N−1∑

J=0

∑

|κ|6k0

τJ+1∫

τJ

∥∥∥∥∥

1∫

0

(
Dη̃κ

[
u1(τ) + α(u2(τ)−

−u1(τ)), ωτ
]
−Dη̃κ

[
u1(τJ ) + α(u2(τJ )− u1(τJ )), ωτ

])
dα×

× (u2(τ) − u1(τ)) +

1∫

0

Dη̃κ
[
u1(τJ ) + α(u2(τJ )− u1(τJ )), ωτ

]
dα×

×
[
(u2(τ) − u1(τ)) − (u2(τJ )− u1(τJ ))

]
∥∥∥∥∥
X

dτ ≡ I1 + I2.

( ¡v� ����� 5 Z
��]�2����
η̃κ
¤ \�7 � ¤ ¥C� ¥�� ¦S¢r¤ ¥C� � ¦S¢r¤ ¥C� ¤ ^�¦^¦U¢ 5  ��C7 Z ��X«¤ ¥C� ^�¦ ��Z \ �C !�

� ��� íiíií \ �C� �"Z���� \ Z Y³� \�����  � �!����������]
 ��� 
ω51 > ω2

¢����! DY����'� \�� D
ω > ω51

¢
τ ∈ [τj(ω), τj+1(ω)]

� X[Y� ��C������� \6�� �2�����]��
∥∥∥∥∥

1∫

0

(
Dη̃κ

[
u1(τ) + α(u2(τ) − u1(τ)), ωτ

]
−Dη̃κ

[
u1(τj)+

+α(u2(τj)− u1(τj)), ωτ
])
dα(u2(τ) − u1(τ))

∥∥∥∥∥
X

<

<
dβ1

64CBCDC6Cη
ε‖u2 − u1‖Z(4) .

¤ ¥C� 	!��¦
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( ¡��!� D;$*� 5  ��C7 Z �L�&Z \ �C  � ��� íiíií Y� ���Z
���!��7Ç��������������\����� 

I2 6 3CCBCDC6d
−β
1 Cη

N−1∑

j=0

τj+1∫

τj

(τ − τj)
µdτ‖u2 − u1‖Z(4) 6

6 3CCBCDC6d
−β
1 Cη

1

1 + µ

(
2π

ω

)µ
‖u2 − u1‖Z(4) ,

¤ ¥C� 	 ¥ ¦

� �#�
C

� ���¦]
 ��! ������y]
 ���\����!����� � )���]��C7  >U�����¡� �7�¢ ��¡ \� � ��!�� >E³���
������¤ ¥C� 	 ¤ ¦�Ó(¤ ¥C� 	 ¥ ¦ \ �C� �"Z����J¢����! {Y����

ω > max(ω51, ω52)
¢�� �#�

ω52 ≡ max

(
32π

(
1

2
C11t0 + 2CBCDC6d

−αk,j

)
Cη
ε
,

2π

(
96

1 + µ

CCBCDC6d
−β
1 Cη

ε

) 1
µ

)
,

\ Y�������� ������� �³ �2�����]��
∥∥Bk,j [Pω,21(u2)− Pω,21(u1)]

∥∥
C(Yk,j)

<
ε

4
‖u2 − u1‖Z(4) .

8 � \¦\�71 ��!���C7�� X���� $*�������

Pω,22(u2)− Pω,22(u1) =

=

t∫

0

e−(t−τ)L
{
[H(u2(τ)+u0)−H(u1(τ)+u0)]−A1[u2(τ)−u1(τ)]

}
dτ =

=

t∫

0

e−(t−τ)L

1∫

0

{
DH [u0 + u1(τ) + α(u2(τ)− u1(τ))] −A1

}
×

× [u2(τ)− u1(τ)] dτ.

W�\ Y� �71���C7�¢����! 
A1 = DH(u0)

� W  �	��! �7 Z ��¡ 5  ��C7 Z �K¤ ¥C� � ¦U¢�¤ ¥C� ^�¦ �%Z \ �C !�
� ��� íiíií �����!��Z¦�#�� �Y� ���Z
�����!��\ Z Y³� \�����  � �!�����E����]
 ��� g����\ �"�

δ > 0
¢.���! 

������� \�� D%���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
u1
¢
u2
��¡�E �!��� ‖u‖ < δ

U Z¦�#��� � X[Y� ��C�����!� \6�
��������������\����� 

∥∥Bk,jPω,22(u2)− Pω,22(u1)
∥∥
C(Yk,j)

6
ε

4
‖u2 − u1‖Z(4) .
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+�2������C7�¢!����]
 �����2=¢!�� ��C7 Z ‖Bk,j(Pω,23(u2)−Pω,23(u1))‖C(Yk,j)

� W�\ ���
��Zv¤ ¥C� ¢�£ ¦ �=Z \ �C  � ��� íiíií ¢B���!���#��� \6� ����]
 ��

ω53 > ω2
¢����! /�����?�
�XU X D

ω > ω53
�������� %��������������\����� 
∥∥Bk,j(Pω,23(u2)− Pω,23(u1)

∥∥
C(Yk,j)

<
ε

4
‖u2 − u1‖Z(4) .

(�����]=¢��# \����!�! ����� I� ¡����!�
ω5 = max(ω51, ω52, ω53)

� )= �� ���IY������ \�� D
u1
¢
u2
��¡VE �!��� ‖u‖Z(4) < δ

�
ω > ω5

� X[Y� ��C������� \6�{\� � ��!�� >E³�������4¤ ¥C� ¥�� ¦ �
�4��7�7 � ¥C� ¤¦¥ �#  ]���¡ �!��� �

B
-4��~!�I�!���#�1~�A(� A(� ����1M�!.��"��J��

ε > 0
�9�!/��>��� * �!.A� ��'��!���

δ1 > 0
�

ω6 > 0 ? #����B+ ��1 * ��� 
 k ∈ [−k0, k0] ? j ∈ [1,mk] ? ω ∈ (ω6,∞)
� * ��� �����()

30�!�!�!4!� �
u1 ? u2

��76E;'��(' ‖u‖Z(4) < δ1
�&

�(' * �,+ �!� * �;���"�
������E����!���

∥∥Bk,j(Pω,1(u2)− Pω,1(u1))
∥∥
C(Yk,j)

< ε‖u2 − u1‖Z(4) .
¤ ¥C� 	�	�¦

C
3��������=$ �#�������U� X��!�¦]��!���T��¡ 5  ��C7 Z ��¤ ¥C� ¥ £ ¦S¢
¤ ¥C� ¥ ¥ ¦��g�C��7�7 X ¥C� ¤¦¥C�

BW Z \��!�
µ1
� Y���  ��¡¦�� ��C���� ��*����\ �C &��¡%�����!����� ���"�

(µ, 1 − β)
� ( ¡{�����

�!����Y� �����2��� ����� ��� %��������������\���� ��� ¤ ¤�� ¢ �C��7�7 �E� � ¤����

‖x‖Cµ([0,T1],X) 6 ‖x‖C([0,T1],X) +

+
(
2‖x‖C([0,T1],X)

)1− µ
µ1

∥∥x
∥∥

µ
µ1

Cµ1 ([0,T1],X)

¤ ¥C� 	 � ¦

\ �C� �"Z����J¢ ���! �����N�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� � 7 ���C \���� ���¦]
 ��! ��� ��q��� ����������X
�5Y��� \��!���!��\������

Cµ([0, t0], Yk,j)
�# \����!�! ����� .Z \����!��  � ���!�v���Ì7 ���C \��!�

�
C([0, t0], Yk,j)

�¥ ������!������������ \��!� �
Cµ1 ([0, t0], Yk,j)

�
2������C ��¦������ '�C��7�7 ��7 ¥C� ¤ £ � ¥C� ¤ ¤ ¢ �#  ]���¡¦X[� �!��� \6�&\ �C� �"Z��XY³���gZ
���������

$ �#������� �
}c~
�����3A(� ���r� �(�!/��>��� * �!.A����'��!��� C > 0

�
ω7 > 0 ? #����C+ ��1 * ��� 
 k ∈

[−k0, k0] ? j ∈ [1,mk] ? ω ∈ (ω7,∞) ? r1 ∈ (0, r0]
� * ��� �����(),30�!�!�!4!� � u1 ? u2��7DE;'��(' ‖u‖Z(4) 6 r1

�&

�(' * �,+ �!� * �;���"�
������E����!���

∥∥Bk,j(Pω(u2)− Pω(u1))
∥∥
Cµ1 (Yk,j )

6 C‖u2 − u1‖Z(4) .
¤ ¥C� 	 � ¦

2������C ��¦������X��¥��������������\���� ��7é¤ ¥C� ¥�� ¦S¢�¤ ¥C� 	�	�¦ � ¤ ¥C� 	 � ¦³ �2�����]��=¢U��]
 !�
�! ���X DL��71� \��! %Y��� \��!���!��\���� �

Yk,j
5 ���¦Z
������Z����

X
¢"�{��71� \��! _  Y������!�! ����

Bk,j
� � �"����������X��c  Y������!�! ��=¢�Y� ���Z
������� \6�m�!��7 �
$*�³71���! ����7 � � )���]��C7

 >U�����¡� �7�¢�\ Y�������� ������� � \ �C� �"Z��XY �����C��7�7 � �
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A(� � �=� ����1 �!.��"��J��

ε > 0
�9�!/��>��� * �!.A�O��'��!��� δ2 = δ2(ε) > 0�

ω8 = ω8(ε) > 0 ? #�����+ ��1 * ��� 
 k ∈ [−k0, k0] ? j ∈ [1,mk] ? ω ∈ (ω8,∞)
�

* ��� �����(),30�!�!�!4!� � u1 ? u2 ��7AE;'��(' ‖u‖Z(4) < δ2
�&

�(' * �,+ �!� * �=���"�
������E���)

�!���

‖Pω(u2)− Pω(u1)‖Z(4) < ε‖u2 − u1‖Z(4) .

3V$*�vY����C71����������X�7 �m71���! ����7 �{�#  ]���¡¦X[� �!��� \6�=¢!���! Y����%�# \����!�! ����� 
U� ��C�>EF�4D

ω
� X[Y� ��C������� \6�� �2�����]�� ‖Pω(0)‖Z(4) 6

1
2 δ2
(
1
2

) ��# ���J�����J¢�Y����
�# \����!�! ����� U� ��C�>EF�4D

ω
�����{�
�XU� ��{���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

u
¢���� D� �C��Y³����\6�'�

E �!��� ‖u‖Z(4) 6 δ2
(
1
2

) ¢��C71�����X71� \��! %2��¦Y� ���]��*��������������\����

‖Pω(u)‖Z(4) 6 ‖Pω(0)‖Z(4) + ‖Pω(u)− Pω(0)‖Z(4) 6 δ2

(
1

2

)
,

��¡[]
 ��! ��� �� \ �C� �"Z����J¢!���! E �!� ‖u‖Z(4) < δ2
(
1
2

) ����������� \6� ����� �!�����!���!��X�7
 ��!�� \ ���!� �C���� %  Y������!�! ����

Pω
�

W  �	��! �7 Z�¢¸���° \���  � �!�����.Y�������2���Y��<\ $'�!��X D  ��! >U���� $*�������=¢�\ Z Y³���
\���� Z����

ω3 > ω2
�
r0 > 0

����]�����¢����! FY����
ω > ω3

�����!���������C���� ��TZ
�����������
�����%¤ ¥C� ¥ 	�¦ �C71�����*� �"����\����������� ���� E �!��� ‖u‖Z(4) < r0

���FE³�������
uω
��Y����

	��! �7 \ Y�������� �������� '\� � ��!�� >E³�������
limω→∞ ‖uω‖Z(4) = 0

�
W � ���"Z

2π
� Y������� �"������ \���� 5 Z
��]�2����

h
Y� '���! ��� �7 Z��!���¦Z�71������Z%�¥ ����

�� \ ���!� �C���� ���� �"����\����������� \��������FE³�������
uω(t)

¢�	��! ����FE³�������¥����������� \6�
2π
ω

� Y������� ��"����� \ ]��C7 �0W �� �# ���${��� 5 Z
��]�2�� �
uω(t)

2π
ω

� Y������� ��"����� \ ]��K���
� \#� ���FY³� \�����������Z��  \��I� \� %D����!�����L¡ �,	����C7.Y��� �# ���$*��������7,Y���� $E�����
 >U�  ¡����J����������¢�Y� ���Z
���C7�� �"����\����������� ��v� E �!��� ‖u‖

Z
(1)
µ

< r0
2π
ω

� Y������� ��"���
��� \ ]
 ������FE³��������¢ ������]
 ��! ��� ��� F� X[Y� ��C������� \6��\� � ��!�� >E³�������%¤ ¥C� ¢ ¢ ¦ � 8 � \U�
\ Z=$ ����� ����]�$*��¢ ]���]?Y������#  ]���¡ �!�!� �C� \��������C��7�7 ¥C� ¤ £ ¢ ¥C� ¤ ¤ ¢1�����!��Z¦�#�� 
���!�����g����]����

r > 0
¢
ω0 > 0

¢#���! 
Y����
ω > ω0

� \6��]
 ��_¤z >U� >U>Y³������ ��J¦������
E³�������gZ
����������������¤ ¥C� ¤�� ¦S¢C��� D� �C��Y³��� \6�
�3E �!���X¤ ¥C� ¤¦¥ ¦U¢�Y������������C� ${���{�
E �!��Z ‖u‖

Z
(1)
µ

< r0
� W�\ ����ZF¡ ��71�����!�����=¢�Y�������� �#������ ��� �����J�����C��Y � ¥C� ¤�� ¥ ¢

Z
�������=$ �#������� ¤ �!�� �����7 X ¥C� ¢ �#  ]���¡ �!�� �
W ���������#��7Ì�!�¦Y������I]/Z
�������=$ �#����� � ¢�� ;� � �������� \����������� C¢0U Z¦�#��7,\������

���!�!�Q� X[Y� ��C��������X�7,Y���� �"Y� ��C %$*�������Xë íiíiíU� ( ¡���¡ �C %$*������ ��� L�QY ��¥C� ¤�� �
�&Y ��¥C� ¤�� ^F� X��!�¦]��!���'\ �C� �"Z��XY �����C��7�7 � �
}c~
������A(� � �r� �(�!/��>��� * �!.A�$��'��!��� #%� �&��'

r1 > 0
�
ω9 > ω2 ?

#����


���

ω > ω9
��
��9�('G�����

P ρ+1
ω ? � H � H (ρ + 1)

) 1 � ���9�('�4!��1K��
��9�('G�����('
Pω ?1 * ��1��>�%�,1 �,��'G�����P� * E;'���� ‖u‖Z0 6 r1 ?

';�
�����
�&� �����!	"���
P ρ+2
ω

�����
�6E;'��
�!� * '�����'�� ����� H
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+�� \#� ���L\ �C� �"Z����I\ Z Y³� \�����  � �!�����%����]
 �� 5 Z
��]�2����

u
��¡%Z�]���¡ �!���� ��� 

E �!����¢
���! 
P ρ+1
ω u = u

� �³����\���� Z!�_  Y������!�! ��� �7
Pω

���³ >U������ \����
Y� \ �C� �C�
������ m����������\���� � � ¢ ��¢�\ � ^ ��� ¢�Y� ���Z
���C7,\� � ��!�� >E³�������

P ρ+1
ω (Pωu) = Pωu

�
)���]��C7c >U�����¡� �7�¢¦Y���� �# \����!�! ����� XU� ��C�>EF�4D

ω
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

Pωu
����]��

$*� U Z¦�#��� ���¦Y� �"� �4$E�� ��Ì�! ���]
 ���	��! ��� �E �!��� �V# ���J�����J¢
Pω(u) = u

¢��
u(t)

�­���FE³�������D�����!���������C���� ��� 'Z
����������������¤ ¥C� ¥ 	�¦ � 8 � \¦\ Z=$ ����������]�$*��¢
]���]I�I� X E³��¢"Y� ���Z
���!��7 � �"����\����������� \��!�

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ��� E���FE³��������
u(t) = uω(t)

�¸���¦]
 ��! ��� �7SE �!��� Y��� \��!���!��\���� �
Z0 = Z(2)(0, t0)

� )���]
]���]%Y������� �

2πω−1 7 ����Y����KU� ��C�>EF�4D
ω
¢
�! g�����%�
�XU� ��� 

R > 0
���!���"Z
���

\6� ����]����
Y� ��C %${���!� �C����X�������\ �"�
ω0
�
r = r(r1, R)

¢1���! �Y����
ω > ω0� �"����\����������� \��!�

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ��� £���FE³���������C71�����%71� \��! '��� E ������ ‖uω‖Z(2)(0,R) <
r
2

� 3��������=$ �#������� ¢ �!�� �����7 X ¥C� ¢ �#  ]���¡ �!�� �
A(� �#� C=� � ��/=�4R�����~���+?�!���?� � �!���C�#���

�
���1~=R>�
��+�������� � � �X� �!����<7Q.���

�?� �!�4+��1~���~��.�.����W/Y ��¥C� ¤�� � � Y ��¥C� ¤�� ¤ £ ��\ Y� ��C� ¡¦Z���� \6�*71���! �"X � Y� ��D� !�
�"X����!U� �� � ¢ ��¢ ¥�� ¢ � ¢ ¢ ¤ ¤�� ¢ ¤¦¥ � � � # �#� \��£7 X��#  ]�� $*��7IZ
�������=$ �#�����������!�� !�
����7 X ¥C� ¢�� 3�������X[� �������� 'Y���� �"Y� ��C %$*��������¢4U Z¦�#��7 \��������!�!�C¢����! 

σ2 < 0
�

0����!��Z¦�#�� Z U�� �"���!� \6�=¢_���! ����� �#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �*Z
�������=$ �#������� �
�!�� �����7 X ¥C� ¢ �# \����!�! ����� �Z \����!��  � ���!� �!�����C ��¦������X�� 5 ��]��/���������FE³���
�����

uω(t)
Z
����������������¤ ¥C� ¤�� ¦ �

W ��� �#��7/� \ Y� �71 �� �!�!� �C���� ��TY��� \��!���!��\����� 
Θµ
¢
0 < µ < 1

¢�\vY� �71 >Y³���
�� ��C7 X

‖u‖Θµ = ‖u‖C[0,+∞)(X) +
∑

06|k|6k0

∑

16j6mk

[
‖Bk,ju‖C[0,1](Yk,j) +

+ sup
0<t1<t261

tµ1
‖Bk,j(u(t2)− u(t1))‖Yk,j

(t2 − t1)µ
+ ‖Bk,ju‖C[1,+∞)

µ (Yk,j )

]
.

2������C ��¦������ '� ��� �#��7
Θµ,l

�����
l > 0

3

‖u‖Θµ,l
= ‖u‖C[0,l](X) + ‖u‖C[0,l](Υβ̄) +

+
∑

06|k|6k0

∑

16j6mk

[
‖Bk,ju‖C[0,l](Yk,j) +

+ sup
0<t1<t26l

tµ1
‖Bk,j(u(t2)− u(t1))‖Yk,j

(t2 − t1)µ

]
,
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0 < l 6 1
¢��¥�� ��C71 ��
‖u‖Θµ,l

= ‖u‖C[0,l](X) + ‖u‖C[0,l](Υβ̄) +

+
∑

06|k|6k0

∑

16j6mk

[
‖Bk,ju‖C[0,1](Yk,j) +

+ sup
0<t1<t261

tµ1
‖Bk,j(u(t2)− u(t1))‖Yk,j

(t2 − t1)µ
+ ‖Bk,ju‖C[1,l]

µ (Yk,j)

]

�����
l > 1

�
�³  ]�� $*��7�\ �C� �"Z��XYFZ��<�C��7�7 Z �
}c~
����� A(� �4M=� ����1 �!.��"��J��

ε > 0
��' �"+�� �%�,1$��'��!���6
���������� �����!	"� - �

#%� �&��'
δ
�
ω0 ?

#����O

��� �!.�� - 
 s ∈ R ? ‖a‖Υβ̄ 6 δ
�
ω > ω0

�9�!/��>��� * ���>�
�,+ �!� ��� * ���!���"����'F
����G�!�!� ���9� * '���� [s,+∞)

����E����!���
u(t)

7>'�+�'
#%������E��
+ ��1 �
�(' * �����!��1 ¤ ¥C� ¤�� ¦��:��'
#
'��!	"� - �5���&��� * ���P�

u(s) = a.
¤ ¥C� 	�^�¦

����� �������$+ ��1 * ��� �����(),30�!�!�!4!�!� û(t) = u(t+ s) *"- 
����!��1��>�%�,1 ��4����!�!'

‖û‖Θµ 6 ε.
¤ ¥C� 	 � ¦

C
+��{¡ �����J���&4� >EF��¤ ¥C� ¤�� ¦S¢(¤ ¥C� 	�^�¦ Y����������#��7�]
	¦]�� ��� ���C�����!�� �7 Z������

�!���������C���� �7 Z%Z
������������� �

û(t) = e−tLa+

t∫

0

e−(t−τ)L
[
η̂(û(τ) + u0, ωτ) +H(û(τ) + u0)−

−H(u0)−A1û(τ) + ψ̂ω(û(τ) + u0, ωτ)
]
dτ ≡

{
[P̂ω(a)]û

}
(t),

� �#�
η̂(u, τ) ≡ η̃(u, τ + s), ψ̂ω(u, τ) ≡ ψω(u, τ + s).

� X D� ����C7<Y�  ]���¡ �!�!�C¢r���! m  Y������!�! ��
P̂ω(a)û

Y������# \����!�! ����� �U� ��C�!�
EF�4D

ω
��7 ����X D

a
Z¦�#  ���C������ �����������E �!��� ¤ ¥C� 	 � ¦{Y�������2���Y�Z�\ $'�!��X D

 ��! >U���� $*������� � �g���
	��! ��� %����7�Y� ������# >U ��� \6�_�����c �2�����  ] �
0�������������\����� 

∥∥e−tLa
∥∥
Θµ

6 C‖a‖Υβ̄

¤ ¥C� � £ ¦
\����¦]
 ��! ��� ��FY� \��! J������ ��

C
�#  ]���¡¦X[� �!��� \6�³����] $*��¢�]���]3� ¤ ¤�� ¢ �C��7�7 �4� � ¤#� �
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����\�� �
ε0 < ε

¢
ω0
�
δ
¢B���! �Y����

ω > ω0
¢ ‖a‖Υβ̄ 6 δ

� ‖û‖Θµ 6 ε0� X[Y� ��C��� ��� \6�&\� � ��!�� >E³�������
∥∥Dû[P̂ω(a)û]

∥∥
Hom(Θµ,Θµ)

<
1

2
,
∥∥P̂ω(a)0

∥∥
Θµ

6
ε0
2
.

¤ ¥C� ��¤ ¦
�������¦¡

Dûf(û)
¡ �#� \��  >U�  ¡����J��������Y���  ��¡¦�� �#�����"�£���FE³�����¦]��! ���� 5 Z
��]��

2������ �
�³  ]���¡ �!�!� �C� \����� 	����4DL\� � ��!�� >E³�������
�C71�����X71�� ��� E >U>Y³���� '\v�#  ]���¡ ���

�!� �C� \����� �7�Z
�������=$ �#������� ¤ �!�� �����7 X ¥C� ¢���W ������� �#��7/����E³�*�!�4���� 5 ���!���
71������X4¢��&]
 ��! ���X DQ\� �#���=$'�!� \6�Q���#�¦�=¢=���'��\ Y� ��C� ¡�  � ���>EF��� \6�L�
Y ��¥C� ¤�� �
�&Y ��¥C� ¤�� ^ �

# � 5 ��]�\ ����Z���7=\ ]
 ��C�
Z
�� �#�� ¥7 ���C ��
ε1 ∈

(
0, 12
) � W  �

Dη̂
U Z¦�#��7�Y� !�

���C7 �!�!�/Y���  ��¡¦�� �#��Z�� �£���FE³�&�/Y��� \��!���!��\������
� 5 Z
��]�2����
η̂
Y� /Y������

�� �7 Z��!���¦Z�71������Z � �g���
k ∈ [−k0, k0]

¢
j ∈ [1,mk]

¢ ‖û‖Θµ 6 ε
¢
v ∈ Θµ

¢
ω ∈ [ω2,+∞)

¢
t ∈ [0,+∞)

��� \¦\�71 ��!���C7�� X���� $*�������
∥∥∥∥∥

t∫

0

Bk,je
−(t−τ)LD(κ)Dη̂κ(û(τ) + u0, ωτ)v(τ) dτ

∥∥∥∥∥
Yk,j

,
¤ ¥C� � ¢ ¦

� �#�
Dη̂κ(u, τ) = Dη̃κ(u, τ + s)

�
W Z \��!�

d ≡
( (1−αk,j)ε1
8CBCDCη

) 1
1−αk,j

� )= �� ���'� X[Y� ��C������� \6�_ �2�����]��
∥∥∥∥∥

∫

[0,min(t,d)]∪[max(0,t−d),t]

Bk,je
−(t−τ)LD(κ)Dη̂κ(û(τ)+

+u0, ωτ)v(τ) dτ

∥∥∥∥∥
Yk,j

6
ε1
2
‖v‖θµ .

¤ ¥C� � ��¦

)���]&]���]
�����!���������
+∞∫

0

e−σ2s

sαk,j
ds

\ D� �"��� \6�=¢#�! &\ Z Y³� \���� Z����X��� \��! ��C� ]
 ;U� ��C�>E³ ��£����\ �C 
R > 0

¢����! &\ Y������
��� �������� *��������������\����� 

+∞∫

d+R

e−σ2s

sαk,j
ds <

ε1
8CBCDCη

,
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∥∥∥∥∥

max(0,t−(d+R))∫

0

Bk,je
−(t−τ)LD(κ)Dη̂κ(û(τ) + u0, ωτ)v(τ) dτ

∥∥∥∥∥
Yk,j

<

<
ε1
4
‖v‖θµ .

( ¡ 5  ��C7 Z ��Xé¤ ¥C� � ��¦T\ �C� �"Z����J¢r���! 
Y����
t 6 2d

� X���� $*��������¤ ¥C� � ¢ ¦����
Y����¦�� \ D� �"���

ε1‖v‖Θµ

��W Z \��!�
t > 2d

� W ��� �#��7�\ �C� �"Z��XYF���4����\ �"��3

d1 = d1(t) = max(d, t− (d+R)), N = N(t, ω) =
(t− d− d1)ω

2π
,

τj = d1 +
2πj

ω
, j = 0, 1, . . . , N.

8 � \¦\�71 ��!���C7 �!�¦Y������{�����!���������
t−d∫

d1

Bk,je
−(t−τ)LD(κ)Dη̂κ(û(τ) + u0, ωτ)v(τ) dτ =

=

N−1∑

j=0

τj+1∫

τj

Bk,j
(
e−(t−τ)L − e−(t−τj)L

)
D(κ)Dη̂κ(û(η) + u0, ωτ)v(τ) dτ +

+
N−1∑

j=0

τj+1∫

τj

Bk,je
−(t−τj)LD(κ)

(
Dη̂κ(û(τ) + u0, ωτ)−

−Dη̂κ(û(τj) + u0, ωτ)
)
v(τ) dτ +

+

N−1∑

j=0

τj+1∫

τj

Bk,je
−(t−τj)LD(κ)Dη̂κ(û(τj) + u0, ωτ)(v(τ) − v(τj)) dτ +

+

N−1∑

j=0

τj+1∫

τj

Bk,je
−(t−τj)LD(κ)Dη̂κ(û(τj) + u0, ωτ)v(τj ) dτ +

+

t−d∫

τN

Bk,je
−(t−τ)LD(κ)Dη̂κ(û(τ) + u0, ωτ)v(τ) dτ.
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�������������! ��&\ �"�!� �!��71 ��X�������� g��Z �
�³¢ Y������� ��
��Y����! ��� �2�������� ����� \6� ����]
$*��¢ ]���]%�D�C��7�71� ¥C� ¤¦¥C� 2��� g���! ��� �7��X�!�����!����7�\ �"�!� �!��71 �7K��Z=$E�� g����E³�
��� \ ]
 ��C� ]
 Y� !� �#��Z
�� �7 ZE �2��������!�E����¡��� \����
� �����

∥∥Bk,j(w(τ) − w(τj))
∥∥
Yk,j�����

w ∈ Θµ
¢
τj < 1

� >U\ ���&Y����
	��! �7
τ 6 1

¢��! 

∥∥Bk,j(w(τ) − w(τj ))
∥∥
Yk,j

6
(τ − τj)

µ

τµj
‖w‖θµ 6

(τ − τj)
µ

dµ
‖w‖θµ .

>U\ ���	$*�
τ > 1

¢=�! IY���� �"� �!�����!� �C���� &Y�����U ����������7:�/� X��������!��7:���¦]��! ��
Bk,jw(1)

3
∥∥Bk,j(w(τ) − w(τj))

∥∥
Yk,j

6
∥∥Bk,j(w(τ) − w(1))

∥∥
Yk,j

+

+
∥∥Bk,j(w(1)− w(τj))

∥∥
Yk,j

6

(
(τ − 1)µ +

(1− τj)
µ

dµ

)
‖w‖θµ 6

6 (1 + d−µ)(τ − τj)
µ‖w‖θµ .3�������X[� ���{� X[Y���\¦�!����X��� �2�����]��=¢�����] $*��¢ ]���]{� �C��7�71� ¥C� ¤¦¥ ¢��#  ]���¡¦X��

� �!��� \6�=¢����! %� X���� $*�������X¤ ¥C� � ¢ ¦�71�����>E³�
ε1‖v‖Θµ

Y����
�# \����!�! ����� 3U� ��C�!�
EF�4D

ω
�*7 ����X DgY� ¸�� ��C71� Y��� \��!���!��\���� �

Θµ
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����4D

û
� ;UY������

��� �������� \��!� \� � ��!�� >E³�������m¤ ¥C� ��¤ ¦�Z \����!����������� �!��� \6�F\ Y� �71 >Y³��� 71���! �#  �C¢
��¡ �C %$*������X DI�����!���� ��I�C��7�71�{��Y�Y ��¥C� ¤�� � ¢ ¥C� ¤�� ^ �9W ��� 	��! �7°��Z=$E�� ¥ ����
71�������!�C¢����! g�

Θµ
���¦Y�������X[���� g���C %$*���� Y��� \��!���!��\����� 

Y
[0,+∞)
µ

���¦]��! ����
5 Z
��]�2����=¢������&]
 ��! ���X DX  Y���� �#� �C�����*�� ��C7 �

‖w‖
Y

[0,+∞)
µ

= ‖w‖C[0,+∞)(X) +
∑

06|k|6k0

∑

16j6mk

‖Bk,jw‖C[0,+∞)
µ (Yk,j)

.

( ¡  �2�����  ] ¤ ¥C� ��¤ ¦�\ �C� �"Z����J¢³���! .Y����
ω > ω0

¢ ‖a‖Υβ̄ < δ
  Y����

���!�! ��
P̂ω(a)

Z¦�#  ���C������ �����������E �!��� ‖û‖Θµ 6 ε0
Y�������2���Y�Z�\ $'�!��X D

 ��! >U���� $*�������=¢ ��¡v]
 ��! ��� ��� F\ �C� �"Z���� \ Z Y³� \�����  � �!������ ������!������������ ��� £�����
E³�������

u(t)
� > �"����\����������� \��!�3	��! ��� X���FE³�������&�#  ]���¡¦X[� �!��� \6�L�!�����C ��¦�����

�� � ¤ ¤�� ¢��C��7�7 �X� � ¤ ¤#� 3���71� \��! 5 ���¦Z
������Z��XYF�4D�����7  �2�����  ]&�{Y��� \��!���!���
\������

Bβ
��Z=$E�� '��\ Y� ��C� ¡�  � �!�!� � X���� $*��������� �����

∑

06|k|6k0

∑

16j6mk

‖Bk,jw‖Yk,j
.

�4��7�7 � ¥C� ¤ ^�¢�����]��C7  >U�����¡� �7�¢ �#  ]���¡ �!��� �
B
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� ]�\ Y� �������2������C�������
Z \��! ��������� \��!�%��\�7 XT\ �C�gZ
�������=$ �#�������g�E�!�� ������

7 X ¥C� ¢ � X��!�¦]��!��� ��¡g\ �C� �"Z��XY³�����C��7�7 X �
}c~
�����3A(� �4C=� �(�!/��>��� * �!.A����'��!��� 
���������� �����!	"� - �:#%� �&��' δ ? ω0

�
C ?#���� 

��� * ��� 
 ω > ω0

� �!.�� - 
 ����E����!� �
u(t) ? v(t) ? t > s ? �
�(' * )�����!��1 ¤ ¥C� ¤�� ¦ ? + ��1N���
����� - 
 *"- 
����!��1��>�%�,1M���9�(' * ��� ��� * ' ‖u(s)‖Υβ̄ 6 δ ?

‖v(s)‖Υβ̄ 6 δ ? �&

�(' * �,+ �!� * �;���"�
������E����!���

‖u(t)− v(t)‖X +

k0∑

k=−k0

mk∑

j=1

‖Bk,j(u(t)− v(t))‖Yk,j
6

6 Ce−
σ2
2 (t−s)‖u(s)− v(s)‖Υβ̄ , t > s.

¤ ¥C� ��¥ ¦

C
W ��� $ �#�.� \����� oY� ��!���FU Z���7�¢X���! >U X ����\ �"�

δ
�
ω0
Z¦�#  ���C������ !�

�������aZ \ �C  � � � Y���� �"X �"Z Y³��� �C��7�7 X � +XU�  ¡����J���C7
û(t) = u(t + s)

¢
v̂(t) = v(t+ s)

� )= �� ���{\ Y�������� �������� *����������\����� 

û(t)− v̂(t) = e−tL(û(0)− v̂(0))+

+

t∫

0

e−(t−τ)L
[
h(û(τ), ω(τ + s), ω)− h(v̂(τ), ω(τ + s), ω)

]
dτ.

3¸71�� %${�C7  >U������� %��� \����¥���
e

σ2
2 t
¢� >U�  ¡����J���C7

w(t) ≡ [û(t)− v̂(t)]e
σ2
2 t
�

Y����C71�����C7 5  ��C7 Z ��ZL]
 ���������X DLY��������!Y³������� � WB \ Y� ��C� ¡�  � ���>EF��\��F�C��7.�
71 �� ¥C� ¢ ¢�Y� ���Z
���C7 \� � ��!�� >E³�������

w(t) = et(−L+
σ2
2 I)(û(0)− v̂(0)) +

t∫

0

e(t−τ)(−L+
σ2
2 I) ×

×
1∫

0

Dh
(
v̂(τ) + γ(û(τ) − v̂(τ)), ω(τ + s), ω

)
dγw(τ) dτ ≡

≡ et(−L+
σ2
2 I)(û(0)− v̂(0)) +

(
P̃ωw

)
(t),

¤ ¥C� � 	�¦

� �#�

Dh(u, τ, ω) ≡ Dη(u+ u0, τ) −DH(u0)−A1 +Dψω(u+ u0, τ),

Dψω(u, τ) ≡
∑

06|k|6k0

D(k)
(
Dgk(u+N(τ)+Qω(τ))−(Dgk(u+N(τ)))

)
eikτ .
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@ \��� C¢
���! 

Reσ
(
− L+ σ2

2

)
6

σ2

2

� )���]�$*��¢�]���]� �2�����]���¤ ¥C� ��¤ ¦S¢��#  ]����
¡¦X[� �!��� \6�=¢=���! Q\ Z Y³� \���� Z����m����]����%Y� ��C %${���!� �C����X��E����\ �"�

δ
�
ω0
¢(���! 

Y����
ω > ω0

¢ ‖û(0)‖Υβ̄ 6 δ
¢ ‖v̂(0)‖Υβ̄ 6 δ

\ Y�������� �������� *��������������\����� 
∥∥P̃ω

∥∥
Hom(Θµ,Θµ)

<
1

2
.

¤ ¥C� ��� ¦
�£ ��C7 Z �"�¥¤ ¥C� ��¥ ¦ \ �C� �"Z���� ��¡g\� � ��!�� >E³�������K¤ ¥C� � 	�¦S¢(¤ ¥C� ��� ¦ � �4��7�7 � ¥C� ¤�� �=¢
\� � �������� \����������� C¢�Z
�������=$ �#�������4�*�!�� �����7 X ¥C� ¢ �#  ]���¡ �!��X �

B
A(� �#� � � � � ��/=�4R�����~���+?�!���?��� �!���C�#���

�
�K�1~=R>�
��+�������� � � � �C�1~=� �!����<��

Q.�.�?� �!�4+ �1~���~��.�.���"W�	��! �7�Y�Z
��]��!��7 X=�#  ]�� $*��7�Z
�������=$ �#������� ¥ �!�� !�
����7 X ¥C� ¢��?# ��71�����C7?\�����¡¦Z�¢����! {����� 	��! ��� �# \����!�! ����� {Z \����!��  � ���!�%�!�����
�C ��¦������X�� 5 ��]��Q����� ���FE³�������

uω(t)
Z
����������������¤ ¥C� ¤�� ¦ � ;UY�������� ������� �

\ �C� �"Z��XY �����C��7�7 � �
}c~
����� A(� & � � �(�!/��>��� * �!.A�M��'��!���$#%� �&��'

l ? ε0 ? ω0
�
C ? #����F+ ��1�!.�� - 
 ω > ω0 ? s ∈ R

�
a ∈ Υβ̄

7>'�+�'
#
' ����E�� ¤ ¥C� ¤�� ¦ ? ¤ ¥C� 	�^�¦A���C���>�

���
ω > ω0

�
s 6 t 6 s + l

�,+ �!� ��� * ���!���"� ����E����!��� û(t) ? 

���(#G�P�
*"- 
����!��1!.A�%�,1 ��4����!�!�

‖û(·+ s)‖Θµ,l
6 ε0,

‖û(·+ s)− uω(·+ s)‖Θµ,l
6 C‖û(s)− uω(s)‖Υβ̄ .

¤ ¥C� �
� ¦

C
WB�¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

w(t) ≡ û(t + s)
¢C� \ ���c ����%\ Z Y³� \���� Z����J¢�Z¦�#  ���C���

���� �������� �����!���������C���� �7 Z�Z
������������� �

w(t) = e−tLa+

t∫

0

e−(t−τ)Lh(w(τ), ω(τ + s), ω) dτ ≡
[
P̂ωw

]
(t).

W Z \��!�
ε0 ≡ 2‖e−tLa‖Θµ,1 + 1

��W  \���Z�Y����¥����]K$*��¢�]���]&�%Y�Y ��¥C� ¤�� � Ó ¥C� ¤�� � ¢
�����!��Z¦�#�� Z \����!��  � ���!� \ Z Y³� \�����  � �!����������]
 ��� 

l1 ∈ (0, 1]
¢X���! Y����

ω > ω2
�

‖w‖Θµ,l1
6 ε0

¤ ¥C� � ^�¦
\ Y�������� ������� X°��������������\���� �

∥∥P̂ω0
∥∥
Θµ,l1

<
ε0
2
,
∥∥DP̂ (w)

∥∥
Hom(Θµ,l1

,Θµ,l1
)
<

1

2
.

+�� \#� ���I\ �C� �"Z����J¢(���! c  Y������!�! ��
P̂ω

����������� \6��\ $'�!������7<�SE �!���c¤ ¥C� � ^�¦ �
# ���J�����J¢�Y����

t ∈ [s, s + l1]
���FE³�������'¡ �����J���Q4� >EF� ¤ ¥C� ¤�� ¦S¢ª¤ ¥C� 	�^�¦T\ Z Y³���

\���� Z����J¢�� �"����\����������� E¤ \�7 � ]
 �����2D�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �[�C��7�7 X ¥C� ¤ ^�¦�� Z¦�#  ���C���
���� �������� Y������� ��� �2�����]
�E¤ ¥C� �
� ¦ �
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W ��� �#��7

v(t) = û(t) − uω(t)
¢�������]4$*�

v̂(t) = v(t + s)
�
ûω(t) =

uω(t+ s)
� )= �� ���{\ Y�������� �������� *����������\����� 

v̂(t) = e−tLv̂(0)+

+

t∫

0

e−(t−τ)L

1∫

0

Dh
(
ûω(τ) + γv̂(τ), ω(τ + s), ω

)
dγv(τ) dτ ≡

≡ e−tLv̂(0) +
{[
Pω(v̂)

]
v̂
}
(t).

¤ ¥C� ��� ¦

�g���¦Z
������Z��XYF���
¡ �#� \��*  Y������!�! ��
[P̄ω(u)]v

�����������
Y� 
v
�=¢��� � >U>Y³����  �� !�

���=¢C��� �����������IY� 
u
� �  %$E�� %Y�  ]���¡ �!�!�C¢����! �\ Z Y³� \���� Z����X����\ �"� ω0 > ω2�

l ∈ (0, l1)
����]�����¢����! 'Y����&� \�� D

ω > ω0
�
�
�XU X D����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����4D

û
¢

Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D
Y������� �7 Z���������������\���� Z�¤ ¥C� �
� ¦U¢�� X[Y� ��C������� \6�I\� � ��!�� !�
E³�������

∥∥Pω(v̂)
∥∥
Hom(Θµ,l,Θµ,l

<
1

2
.

3��������=$ �#������� �C��7�7 X�\ �C� �"Z���� ��¡ 	��! ��� k\� � ��!�� >E³�������q� 5  ��C7 Z��
��X ¤ ¥C� ��� ¦ �

BW ���������#��7­�!�¦Y������ ���¦Y� \���� ��\����������� ?]:�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� Z=Z
�������=$ �#���
����� ¥ �!�� �����7 X ¥C� ¢�� W ��� �"Y� ��C %${�C7*Y��� ��������� �� � W ����]
 �7o\ ��Z
���!�&�����
�
�XU� ��� 

ε > 0
���!���#��� \6������]
 ��

δ > 0
¢=���! L� \��E���FE³�������

u0ω(t)
Z
�����������

������¤ ¥C� ¤�� ¦S¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYF����Z \ �C  � � �
∥∥u0ω(0)− uω(0)

∥∥
Υβ̄ < δ,

¤ ¥C� ��£ ¦
Z¦�#  ���C������ ���� ��� �¥��������������\���� Z

∥∥x0ω(t)− xω(t)
∥∥
X
+
∥∥x0ω(t)− xω(t)

∥∥
Υβ̄ +

+

k0∑

k=−k0

mk∑

j=1

∥∥Bk,j(x0ω(t)− xω(t))
∥∥
Yk,j

< ε

¤ ¥C� ��¤ ¦

Y����
t > 0

�¥���¦]
 ��! ���X D
\ ]
 ��C� Z
�� �#�� U� ��C�>EF�4D%¡����J���������4D
ω
�

W ��� �#��7?�����
t > 0

���¦]��! ���� 5 Z
��]�2�� �
v(t) = vω(t) ≡ u0ω(t) − uω(t)

¢
�%����]4$*�F\���71����\����� E  Y������!�! ���  �

V (t, s)
¢
t > s > 0

��W Z \��!�
V (t, 0)v(0) ≡

v(t)
¢
t > 0

¢ �I�����
s > 0

¢ ‖v0‖Υβ̄ < ε V (t, s)
\������ ������\� � �������� \���� ���

���¦]��! ���Z
v0
���¦]��! ��

û(t)− uω(t)
¢�� �#�

û(t)
�����FE³������� Z
���������������K¤ ¥C� ¤�� ¦S¢

Z¦�#  ���C������ ���� �XY³��� Z \ �C  � � �
û(s) − uω(s) = v0

� � Z¦�#��7<\��������!�!�
V (t, s)  Y���� �#� �C������X�75�����°�!� D

t > s
¢UY����=]
 ��! ���X D

û(t)
\ Z Y³� \���� Z����J¢U� ���� 
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�� ��C7 ���

Υβ̄
71�����>E³�

ε
� 8 ���"�']����!��]
 \����* >U�  ¡����J���C7

Vk ≡ V (kl, (k−1)l)
¢

k ∈ N
� +���71�����C7  ����¦� ���#��Z�� 5  ��C7 Z ��Z

V (nl, 0) = VnVn−1 . . . V1.
¤ ¥C� ��¢ ¦

�g���K���FE³�������
û(t)

Z
����������������¤ ¥C� ¤�� ¦S¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XY³���� &Z \ �C  � � �
û((k − 1)l) = uω((k − 1)l) + v0

¢ � X[Y� ��C������� \6� ����������\����� ¤ \�7 � ¤ ¥C� ��� ¦S¢
s = (k − 1)l

¦

Vkv0 = e−lLv0 + Pω
[
û(t+ (k − 1)l)− uω(t+ (k − 1)l)

]
(kl) ≡

≡ e−lLv0 + P̆k(v0).

¤ ¥C� � ��¦
(D\ Y� ��C� ¡¦Z!�%�C��7�7 Z ¥C� ¢�£ ¢�71 %$E�� '� X[��� \����� �2�����]�Z
∥∥P̆k(v0)

∥∥
Υβ̄ 6 c1(ε, ω)

∥∥û(t+ (k − 1)l)− uω(t+ (k − 1)l)
∥∥
Υβ̄ 6

6 Cc1(ε, ω)‖v0‖Υβ̄ ,
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c(ε, ω) ≡ Cc1(ε, ω)
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lim
ε→0,
ω→+∞

c(ε, ω) = 0.
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σ(U)
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σ(−L) ∩ Σσ2,θ = ∅
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σ(U) = σ− ∪ σ+
¢�� �#�

λ ∈ σ−
¢�]
 �� ��� |λ| 6 1

¢��
λ ∈ σ+

�{Y��� ��������� �7�\ ��Z
���!� ��W ���3	��! �7 \ Z Y³���
\���� Z����³����]
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r > 1
¢����! g�����

λ ∈ σ+
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P− =
1

2πi

∫

γ−

(λI − U)−1dλ, P+ =
1

2πi

∫

γ+

(λI − U)−1dλ.
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�Ì� �"���"]���� ]
 �����Z
��X4¢� %D�� �!��X[� ���XYF��� \� � �������� \����������� �71�� !�

$*� \���� �
σ−
¢
σ+
�?W �� \��!���!��\����� ��«����¡FU ��� �!��� \6�����{Y����C7 Z��6\ Z�7�7 Z
Y� �C�

Y��� \��!���!��\����
X− = P−X

�
X+ = P+X
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U−
¤
U+
¦

  Y������!�! ������v���
X−

¤
X+

¦B� \��!�
σ−
¤
σ+
¦ �

;UY�������� ������� X° �2�����]�� � ¤¦¥ ��¢�\ ��¤ 	 ���
‖Un+a‖X > Crn, a ∈ X+, n ∈ N,

‖Un−‖Hom(X,X) 6 C̃r
n
2 , n ∈ N,
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m ∈ N
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‖Um− ‖Hom(X,X) < C9 ≡ Crm > 1.
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Ṽk = V (kml, (k − 1)ml)
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ω
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c = c(ε, ω)
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c(ε, ω) <
(C9 − ‖U−‖Hom(X,X))b

(b‖P−‖Hom(X,X) + ‖P+‖Hom(X,X))(b+ 1)
,

c(ε, ω) <
(C9 − 1)b

‖P+‖Hom(X,X)(a+ 1)
.
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‖a‖Υβ̄ < ε, ‖P+a‖Υβ̄ > b‖P−a‖Υβ̄ .
¤ ¥C� ��� ¦

W Z \��!�
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v(t) ≡ u0ω(t)−uω(t)
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k ∈ N
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v(kl) = V (kl, 0)v(0)
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k − 1
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k ∈ N
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x = v((k − 1)l)
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Vkx ∈ Σ
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‖P+Vkx‖Υβ̄ = ‖P+Ux+ P+P̆k(x)‖Υβ̄ >

> C9‖P+x‖Υβ̄ − c‖P+‖Hom(X,X)‖x‖Υβ̄ >

>

[
C9 − c‖P+‖Hom(X,X)

(
1 +

1

b

)]
‖P+x‖Υβ̄ .
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P+U = P+P+U = P+UP+
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‖P−Vkx‖Υβ̄ 6

[‖U−‖Hom(X,X)

b
+ c‖P−‖Hom(X,X)

(
1 +

1

b

)]
‖P+x‖Υβ̄ .
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‖P+v(kl)‖Υβ̄ > dk‖P+v(0)‖Υβ̄ ,
¤ ¥C� ��� ¦

� �#�
d ≡ C9−c‖P+‖Hom(X,X)

(
1+ 1

b

) � +���71�����C7�¢!���! C¢�� \ �C� ��\���� ��� ���! ��� ��� 
��������������\���� �K¤ ¥C� ��� ¦S¢

d > 1
� WB��  ���
�� \ Y� ��C� ¡¦Z���7 \6�g71���! �# �7Ì7 �!�!��7 �!�����

��� \ ]
 ��&�����"Z�]�2���� � +�2�����]��'Y����
k = 1

� \��!�X���£���! %���� ��D]���]L\� � ��!�� >E³���
�����m¤ ¥C� � ^�¦ �9W ��� �"Y� ��C %${�C7�¢����! 5  ��C7 Z �"�K¤ ¥C� ��� ¦ �#  ]���¡ �!���'�����

k − 1
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‖P+v(kl)‖Υβ̄ = ‖P+Vkv((k − 1)l)‖Υβ̄ >

> d‖P+v((k − 1)l)‖Υβ̄ > dk‖P+v(0)‖Υβ̄ .
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αu = 0
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mj < 2l, j = 0, 1, . . . , l − 1.
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\ �C� �"Z��XYF�C7 �.\ �� ���\���� ��7 � � >U\ ���
τ
�á2�� �C �������\ �C ?�

µ = −1
¢��! 

u�C71�����% >U� >U>Y³������X���Y���  ��¡¦�� �#��X���Y� ������"]��
τ − 1

�
‖u‖

W̃ τ,−1
p (Rn) ≡ ‖u‖W τ−1

p (Rn) +

+ sup
h∈R

n,
0<|h|<1/2

|h|−1

| ln |h||
∑

|α|=τ−1

∥∥Dαu(x+ h)−Dαu(x)
∥∥
Lp(Rn)

< +∞.

WK \������C����X DD\ ��Z
�����4D
u
�C71������ >U� >U>Y³������X�� Y���  ��¡¦�� �#��X�� Y� ������"]��

[τ ]
�

‖u‖
W̃ τ,µ

p (Rn)
≡ ‖u‖

W
[τ]
p (Rn)

+

+ sup
h∈R

n,
0<|h|<1/2

|h|τ−[τ ]
∣∣ ln |h|

∣∣µ ∑

|α|=[τ ]

∥∥Dαu(x+ h)−Dαu(x)
∥∥
Lp(Rn)

< +∞,

)= �� ���_�������¦¡
W̃ τ,µ
p (Ω)

¢
µ = ±1

¢� >U�  ¡����J���!��� \6�LY��� \��!���!��\����� 5 Z
��]��
2����

u
¢{¡ �����!����X D­���

Ω
¢'�#  Y�Z \ ]����XYF�4D Y��� �# ���$*���������# 5 Z
��]�2����

��¡
W̃ τ,µ
p (Rn)

�&Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D%]����!�¦� X�7�Z \ �C  � ���C7

Vju
∣∣
∂Ω

≡
∑

|α|6mj

bj,α(x)D
αu
∣∣
∂Ω

= 0, bj,α ∈ C2l(∂Ω),

0 6 m0 < m1 < . . . < ml−1 < 2l, j = 0, 1, . . . , l− 1,

¤ ¥C� ^ ¥ ¦

Y����X�!� D
j
¢������%]
 ��! ���X D'� X[Y� ��C������� \6�E��������������\����� 

mj 6 τ − 1
p

� 0� ��C7 �
�
W̃ τ,µ
p (Ω)

¡ �����!��� \6������������\����� �7
‖u‖

W̃ τ,µ
p (Ω)

≡ inf
{
‖ū‖

W̃ τ,µ
p (Rn)

: ū
∣∣
Ω
= u

}
.

W ��� �"Y� ��C %${�C7�¢
���! {� X[Y� ��C������X<\ �C� �"Z��XYF���DZ \ �C  � ���=3
¤ ¦
A
� Y�  ¡¦����������X��¥  Y������!�! �� �

¢ ¦ 5 Z
��]�2����
bj,α

¢
1 6 j 6 l

¢ |α| 6 mj
¢ 5 ���¦Z
������Z��XYF���'�&]����!�¦� X D

Z \ �C  � ���4Dr¢�Y������������C� $'�!�']��"� \¦\ Z
C2l(∂Ω)

�

��¦
mi < mj

]���]��! ��C� ]
 
i < j

�
;UY�������� ������� � \ �C� �"Z��XY �����!�� �����7 �3� � ¥�� �
��~ ���1~
���KA(� G=������1 * ��� 
 τ ∈ (0, 1)

���C��.A�B�C�>�����D����

���9� -:* � - � * ���%)
�=���!��1

W̃ 2lτ,1
p (Ω) ⊂ D(Aτ ) ⊂ W̃ 2lτ,−1

p (Ω).0� ��C7 �F�
D(Aτ )

¡ �����!��� \6������������\����� �7 ‖a‖D(Aτ ) = ‖Aτa‖Lp

�
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�
� \����r�#��/=�r�L+XU

Z
���������������4D����! ��� ��� IY� ������"]��c7 X \ ]�� $*��7:����E³�g��� \ ]
 ��C� ]
 I\ �C  �C¢��I�
\ �C� �"Z��XYF�4DFY�Z
��]���� D U� ��C����Y� �#�� >U��� � \����!��  � �C7 \6�³����Z
���������������4DgY��� !�
��¡¦�� ��C���� ��� FY� ������"]��

2l
�

W Z \��!�
Ω
�H ������!���������������Ç >U��"� \��!�Q�

Rn
\
C2 � � �"���"]
 ��Ç�����!����2����=¢

p ∈ (1,∞)
� 8 � \¦\�71 ��!���C7,\ �C� �"Z��XYFZ�� ¡ �����J��Zc 

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4D���FE³�������4D
\ ��\��!��7 X43

∂u

∂t
=

n∑

s,j=1

∂

∂xs

[
asj(x)

∂u

∂xj

]
+

∑

06|k|6k0

[
n∑

s=1

∂

∂xs
(bsk(x)u

msk )+

+ ck(x)u
mk

]
eikωt + ω

∑

16|k|6k0

ϕk(x)e
ikωt, (x, t) ∈ Ω× R,

¤ ¥C� ^�	�¦

u
∣∣
∂Ω×R

= 0,
¤ ¥C� ^ � ¦

� �#� � \��
k0
¢
msk

¢
mk

ÓX2�� ��X������� ��!����2��!�!� �C����X��4����\ �"� �
W ��� �"Y� ��C %${�C7�¢����! '����� 5 ���¦Z
������Z��XYF�4D
�c¤ ¥C� ^�	�¦ 5 Z
��]�2����L� X[Y� ����

������X,\ �C� �"Z��XYF��� Z \ �C  � ���=3
asj = ajs ∈ R, asj , bsk ∈ C1(Ω), ck ∈ C(Ω), ϕk ∈ Cµ(Ω),

� �#�
µ ∈ (0, 1]

� )���]4$*�£�!���FU Z���� \6�&Y��!���!U� ��������� \��!�g�"� 545 ��������2������C���� ��� 
� X���� $*�������

∂

∂t
−

n∑

s,j=1

∂

∂xs
asj(x)

∂

∂xj
.

)= �� ���']L¡ �����J���X¤ ¥C� ^�	�¦S¢.¤ ¥C� ^ � ¦ Y����C71�����C7 �X�!�� ������LY������� ��� %����¡ �#� �"� �
W6\¦��71 �7?�#� �C��¢=  Y������!�! ��

A
�&Y��� \��!���!��\������

X ≡ Lp = Lp(Ω)
¢
p > n

¢
¡ �����!��� \6�I\ �C� �"Z��XYF�C7  >U�����¡� �7 � >ª�� _ >U��"� \��!�X  Y���� �#� �C�������

D(A)
 >U������

¡¦Z����X >U����!Y ���XYF��� \6�&�_��Z �C�_���
∂Ω

5 Z
��]�2����IY��� \��!���!��\���� �
W 2
p (Ω)

¢��
\¦��7Ç  Y������!�! ��

A
�#����\���� Z����'Y� 'Y������ ����Z

Au =

n∑

j,k=1

∂

∂xj
ajk(x)

∂

∂xk
u.

4D��]�Z \����!��  ���C���� 
�m���!U� ��!� � ¤�¢�£ � ¢�Y�����	����4D�Z \ �C  � ���4Dg  Y������!�! ��
A
Y� !�

�� %$ ���!���=�!��������������� \ ]�Z�� Y� ���Z
����Z�Y�Y�Z<�
X = Lp

� WB � >U>Y³��¢[Z
�����������
������¤ ¥C� ^�	�¦ �C71�����Q� ��� ¤ ¥C� ¤ ¦S¢ ��]Ç����7 ZÇ71 %$E�� QY����C71�������!�K���¦¡¦Z �C�����!��X
����¡ �#� �"� ¥C� ¤��



E;i G�i � S � S � ��pNWNX�V�Y�Z;W�V�[ � S1l�L�V/LNW�r ¤��
�
0D��Y����C71���=¢�������\ �"�!� �!��7 X D ∑

06|k|6k0

∑n
s=1

∂
∂xs

(bsk(x)u
msk)

�L]����
��� \������%  Y������!�! ���  �

D(k,s) ¢ 5 ���¦Z
������Z��XYF�4DQ��¤ ¥C� ¤ ¦S¢(71 %$E�� &� ¡����!��  Y�������!�! ���X
D(k,s)u = ∂

∂xs
bsku

� W 	��! �7?\ ��Z
���!�
Yk,s = Lq

¢
Yk,s,j = Lq1

¢C� �#�
����\ �"�

q
¢
q1
Z¦�#  ���C������ ���� ��� Z \ �C  � ���C7

1 6 q 6 p, q1 > max(p,mq), m ≡ max
06|s|6k0,
16j6n

mjs,
n

q
− n

q1
< 1.

� ���&Z \ �C  � ���_���¦Y��� ������� ���������� X �
�g���D¡ �����J���E¤ ¥C� ^�	�¦S¢�¤ ¥C� ^ � ¦"�C���¦]
 ��!�¦Y�������\ �C� �"Z����T�!�����C ����!�� �����7 X ¥C� ¢��

8 ���"�I]����!��]
 \����L�I�
\ �!��¡¦�I\4�!��7�¢����! ���\ �C� �"Z��XY³��7?Y�Z
��]��!�FY� �#�� >U��� 
��� \¦\�7 �!�!����� ����� \6��Z
���������������QY� ������"]��

2l
¢r7 X
���% \����!����������� �!��7 \6�c���

���� 5  ��C7 Z ������  � ]
� �
A(� &r� G=�SH31 � �!���C�����.�1~­��~������ª�N� �!�1~!���1~��.�.��� � ���1���
�1�7���C� /=�r�

W Z \��!�
l
¢
Ω
�
p
�°�!�I$*��¢����! T�[Y � ¥C� ¢�� ¤ ¢

q ∈ (1, p]
¢
ω
��U� ��C�>E³ ���Y��!����71���!�=¢

A(x,D)
� 	 ������Y�������� \ ]
 ��L�"� 545 ��������2������C���� ��I� X���� $*��������¢

Vj(s,D)
¢

j = 0, 1, . . . , l − 1
¢#� \ ��\��!��7 �_�����!��������X DIZ \ �C  � ���=¢"Z¦�#  ���C������ ���� �XY ���

Z \ �C  � ���C7 ¢ � �IY � ¥C� ¢�� ¤��7W ��� �"Y� ��C %${�C7������C����¢1���! L�"� 545 ��������2������C�!�
��X��Ç  Y������!�! ��

A
¢�Y� ��� %$ �#������X��������¦Z �������� ��/]����!�¦�� �� 	 ������Y�������� \ ]
 ��

¡ �����J�����X¤ ¥C� ^ ¢ ¦S¢
¤ ¥C� ^���¦S¢������������ \6�gY���  ��¡¦�� �C��YF�C7_  Y������!�! ��� �7����¦]
 ��! ��� ��
�!��������������� \ ]
 ��
Y� ���Z
����Z�Y�Y�X:�

Lp = Lp(Ω)
�

8 � \¦\�71 ��!���C7�¡ �����J��ZE 2π
ω

� Y������� �"����� \ ]��4D�Y� 
t ∈ R

���FE³�������4D�Y��!�����
U� �������� \ ]
 ��� Z
���������������

∂u

∂t
= Au+

∑

06|k|6k0

eikωt
nk∑

s=1

Dγk,s ×

×
[
fk,s(x)

∏

|γ|<2l−|γk,s|

(Dγu)µk,s,γ

]
+ ω

∑

16|k|6k0

hk(x)e
ikωt

¤ ¥C� ^ � ¦

\������!��������X�7 �%Z \ �C  � ���C7 �c¤ ¥C� ^���¦ �4# �#� \��
γk,s

¢
γ
�
n
��71������X��¸7 Z �C�����������

�#�¦]�\ X4¢
µk,s,γ (|k| 6 k0, 1 6 s 6 nk, |γ| < 2l− |γk,s|)

�
2�� ��X������� ��!����2����
�!� �C����X�������\ �"� � >U\ ��� D� ���� U X  �#�� ��¡�����\�� � |γk,s|  �� �������� � �����Z ���=¢!�! U Z¦�#��7%�#  Y� ��C�����!� �C���� T\��������!�!��  Y������!�! ��

A
\¦��71 \�  Y����4$*������X�7��

L2(Ω)
�

W  ��!���FU Z���7/� X[Y� ��C���������&\ �C� �"Z��XYF�4D
Y���� �"Y� ��C %$*������� �
íU� W Z \��!�

Jk,s ≡ {γ|µk,s,γ > 0} � 8 � \¦\�71 ��!���C7 qk,s ¢ qk,s,γ ¤ 0 6 |k| 6 k0
¢

1 6 s 6 nk
¢
γ ∈ Jk,s

¦��,Y���  ��¡¦�� ��C����X������!U� ��4����\�� �(¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D
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qk,s,γ > p,
∑

γ∈Jk,s

µk,s,γ
qk,s,γ

6
1

q
− 1

qk,s
, |k| 6 k0, 1 6 s 6 nk,

β +
Γ

2l
< 1, β ≡ max

|k|6k0,
16s6nk,
γ∈Jk,s

1

2l

(
n

q
− n

qk,s,γ
+ |γ|

)
,

Γ ≡ max
|k|6k0,
16s6nk

|γk,s|.

¤ ¥C� ^ ^�¦

W  ��!���FU Z���7�¢
���! >U X:� \��
fk,s

Y������������C� $'�����
Lqk,s

�
íiíU�

hk ∈ W̃ 2lβh,1
p (Ω)

¢
βh > β

�
íiíiíU� 3 \���� �#�����������&¡ �����J���

∂v

∂t
−Av = H1(v),

¤ ¥C� ^ � ¦
� �#�

H1(v) =
1

2π

∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

Dγk,s ×

×
[
fk,s(x)

2π∫

0

eikτ
∏

|γ|<2l−|γk,s|

(
Dγ [u+N(τ)]

)µk,γdτ

]
,

N(τ) =
∑

16|k|6k0

1

ik
hk(x)e

ikτ ,

\������!��������X�7 �&Z \ �C  � ���C7 �K¤ ¥C� ^���¦U�C71�����%\����!2��� ����!���� ��¸���FE³�������
v0(x)

�
í ë � ;UY��¦]��!�c  Y������!�! ����

L2 ≡ −A− A2
¢C� �#�D������������X��m  Y������!�! ��

A2  Y���� �#� ������� \6������������\����� �7

A2v =
1

2π

∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

Dγk,s

[
fk,s(x)

2π∫

0

eikτ
∑

|ν|<2l−|γk,s|,
µk,s,ν>1

µk,s,ν ×

×
(
Dν [u0 +N(τ)]

)µk,s,ν−1 ∏

|γ|<2l−|γk,s|,
γ 6=ν

(
Dγ [u0 +N(τ)]

)µk,s,γdτ

]
Dνv,

���g\� �#���=${���*��Z ��� �
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µ > 0
����]
 ���¢
���! %\ Y�������� ������� XÌ��������������\���� �

n

q
− n

qk,s,γ
+ |γk,s|+ |γ| < 2l(1− µ), |k| 6 k0, 1 6 s 6 nk, γ ∈ Jk,s.

��� N�/���/
)�/�>.,./ � �r$ � Z¦�#��7
��  �� ������!�C¢����! Ç���¦Y�������X[������� 5 Z
��]�2����
x : R → X

����������� \6�4���FE³��������7&Z
���������������X¤ ¥C� ^ � ¦#���T� \����D���FY³� \����������� ��
 \ �=¢�� \ ���¥ ���� Z¦�#  ���C������ �������� \ �C� �"Z��XYF�C7�Z \ �C  � ���C7�3
¤ ¦
x(t) ∈ D(A)

Y����&� \�� D
t ∈ R

�

¢ ¦
x(t)

���¦Y�������X[���� F�"� 545 ��������2�����Z���7 �³���
R
�

��¦
x(t)

� �
�XU� ����! ���]
�
t ∈ R

Z¦�#  ���C������ ��������³����������\���� ZK¤ ¥C� ^ � ¦ �
W ���

k ∈ [−k0, k0]∩ Z
¢
s ∈ [−k0, k0]∩N

�
γ ∈ Jk,s

��� \¦\�71 ��!���C7�Y��� !�
��¡¦�� ��C����X���Y� ��C %${���!� �C����X�������\ �"�

rk,s,γ
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYF����Z \ �C  � ���C7

1

pk,s
≡
∑

γ∈Jk,s

1

rk,s,γ
6 1.

�g���
γ ∈ J ≡

⋃
|k|6k0,16s6nk

Jk,s
 >U�  ¡����J���C7

rγ ≡ maxk,s rk,s,γ
¢
qγ ≡

maxk,s qk,s,γ
�

W Z \��!�
R1 < R2

� W ��� �#��75U �!��� D�  �� gY��� \��!���!��\����� 
Z(3)(R1, R2)

\�Y� !�
71 >Y³���v�� ��C7 X

‖u‖Z(3)(R1,R2) ≡ ‖u‖C[R1,R2](Lp) +
∑

γ∈J




R2∫

R1

∥∥Dγu(t)
∥∥rγ
Lqγ

dt




1
rγ

.

;UY�������� �������'\ �C� �"Z��XYF���¥���¦¡¦Z �C�����!� �
��~ ���1~
���KA(� A(�(��������	 *"- 
����!����� - ���&��� * ��1 í Ó í ë H I���J9+�'�+ ��1 �!.��"��J��

R > 0
�9�!/��>��� * �!.A�0��'��!���8
���������� �����!	"� - �C#%� �&��' ω0

�
r ? #���� 

��� ω > ω0�&

�(' * �,+ �!� *"- �&���,+��!.�/����:� � * �9�!�A+8���!��1 H

1.
����1

ω > ω0
�9�!/��>��� * ���>�B�,+ �!� ��� * ���!���"�6��� H 2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�

����E����!���
uω

�&� �����P� - ¤ ¥C� ^ � ¦ ? ¤ ¥C� ^���¦ ? ��+8� * ���>� * ���!1!.�/�������' �<�����=�>��� * �

(x, t) ∈ Ω× [0, R]
���&��� * �!.

∥∥∥∥u−
(
v0 +

∑

16|k|6k0

(ik)−1hke
ikωt

)∥∥∥∥
Z(3)(0,R)

< r.
¤ ¥C� � £ ¦



¤���£ n�pgS1l�S E;i�a � Y�U � S�ZNU�LNM V��/l���p����NW���LNLNM V l�M Y ��Z ��XgS�Y�U���U�LNM V ��S�qbS�XNW
����� ������� �&

�(' * �,+ �!� * ';��4����!�!'

lim
ω→∞

[∥∥∥∥uω −
(
v0 +

∑

16|k|6k0

(ik)−1hke
ikωt

)∥∥∥∥
Cµ(Lp)

+

+
∑

γ∈J

∥∥∥∥Dγ

(
uω −

(
v0 +

∑

16|k|6k0

(ik)−1hke
ikωt

))∥∥∥∥
Cµ(Lqγ )

]
= 0.

¤ ¥C� ��¤ ¦

2.
�:�&�!�5�&
���� ���M��
��9�('G�����('��5���&��� � * �
���
� - �����F

�(' * ����
����G�!
!���
�P)

���
����� ? ��� ����E����!��� uω
�P���&
��������!4!��'��!	"��� ���������(#%� * � * �&���,+��!.�/��P�$��� - �P)

��� H �A' �"+�� �%�,1 ��'��!��� 
���������� �����!	"� - �M#%� �&��'
δ, σ0

� � ? #����M

��� * ��� 

ω > ω0 ? s ∈ R ? u0

��7 E;'��(' ‖u0−uω(s)‖W̃ 2lβ,−1
p

6 δ
�9�!/��>��� * ���>� ��� H ����E���)

�!���
u0ω(t) ? t > s ? �
�(' * �����!��1 ¤ ¥C� ^ � ¦��:��'
#
'��!	"� - �5���&��� * ���P� u0ω(s) = u0 ?�$�&

�(' * �,+ �!� * ';��4����!�!'

∥∥u0ω(t)− uω(t)
∥∥
Lp

+
∑

γ∈J

∥∥Dγ(u0ω(t)− uω(t))
∥∥
Lqγ

6

6 ce−σ0(t−s)‖u0 − uω(s)‖W̃ 2lβ,1
p

.

3.
�:�&�!�L�&
���� ��� ��
��9�('G�����('�� ���&+8�9�!��� � 
!�
��1�� - �&+ �G�N���G#%�G� * �
��)

�
� - ����� ��� * ����
����G�!
!���
�&���
����� ? ��������E����!��� uω ��� ���������(#%� * � H � ���O��7���'")#
'
�>� ? #����=�9�!/��>��� * ���>�O��'����"� ε > 0 ? #����6+ ��1$�&�����!	A�!J��&+ ����� '�� - 
 δ > 0� * ��� 
 ω > ω0
��' �"+8�>�%�,1 ��'����"� ��� H ����E����!��� u0ω(t)

�
�(' * �����!��1
¤ ¥C� ^ � ¦ ?��

���,+8�������!���"�C��'6�������
��������� �(#
'G�������
[0, t?] ? #���� *"- 
����!��1!.A�%�,1����&��� * ��1

∥∥u0ω(0)− uω(0)
∥∥
W̃ 2lβ,−1

p
< δ,

∥∥u0ω(t)− uω(t)
∥∥
Lp

+
∑

γ∈J

∥∥Dγ
(
u0ω(t

?)− uω(t
?)
)∥∥
Lqγ

> ε.

W<Y ��¥C� ¢�� 	E7 X ��� \¦\�71 ��!���C7=��  Y��� \4 _�! �7�¢�]
 �� ���{Z�]���¡ �!����X��£ >U � �����
E³�������³������� ��� \6�³���FE³�������C7 � �� >U X����� �7L\�7 XT\ �C�4¤ \�7 �   Y���� �#� �C������� ¢�£ ¦ �

A(� &r� A(� H31 � �!���C�����.�1~Ì��~������ª��� �!�1~!���1~��.�.��� � ��/=�4R�����~���+?�!���?�(�
� Z¦�#��7/�����!����Y�����������  � �!�!�F¡ �����J��Zm¤ ¥C� ^ � ¦S¢r¤ ¥C� ^���¦ ]���]��!U \��!����]��!�� ��vY��!�����
U� �������� \ ]
 ��DZ
���������������X¤ ¥C� ¤ ¦��IY����C71�����C7 �����m������ X�!�� �����7 Z ¥C� ¢�� WB  ¡��!�
71��7

X = Lp
¢
Y ≡ Yk,s = Lq

¢
Yk,s,j = Lqk,s,γ

¢
D(k,s) = Dγk,s

� � Z¦�#��7
\��������!�!�C¢
���! F������� \�� D 5 ��]�\ ����  � �!����X D

k, s
�����#�¦]�\

j
Y��� >U���� �!���g¡����J�����

�����g �� ¤ �# 
mk,s,0 ≡

∑
|γ|<2l−|γk,s|

µk,s,γ
¢�Y���������7=]�� $ �# �7 Z

γ
 ������������

���
µk,s,γ

Y��� \��!���!��\����
Yk,s,j = Lqk,s,γ

�¥  Y������!�! ���  �
Bk,s,j = Dγ �
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+����¦� ���#�� C¢=���! IZ \ �C  � ��� í ¢(ë í ��ë íií � X[Y� ��C��� ��� \6� � ( ¡,� ¤¦¥ ��¢r� � �(í ¢

�C��7�7 � ¥C� ¤#� \ �C� �"Z����J¢����! ¥  Y������!�! ���X
Dγ : Lp → Lqk,s,γ

�C71������ ��!�� \ ���
�!� �C���� 

A
�#�� >U���Z��.\��!�¦Y������

βk,s,γ =
1

2l

(
n

p
− n

qk,s,γ
+ |γ|

)
, |k| 6 k0, 1 6 s 6 nk, γ ∈ Jk,s.

2������C ��¦������ 3� ¤¦¥ ��¢�� � ��í ¢
�!�� �����7 � ��� ¢�� Z \����!����������� �!��� \6�=¢����! *  Y������!�! ���X
Dγk,s : Lq → Lp

�C71�����E ��!�� \ ���!� �C���� 
A
\��!�¦Y������

α =
1

2l

(
n

q
− n

p
+ max

|k|6k0
max

16s6nk

|γk,s|
)

\ Y������ � � W � ���"Z&\� � ��!�� >E³�������Ç¤ ¥C� ^ ^�¦S¢"� \��
βk,s,γ

71�����>E³�
1− α

¢"�Q\ �"�!� ���
��7 X��4����Y��

g
(k,s)
0

�#����\���� Z����'�
Lq
� )���]��C7  >U�����¡� �7�¢�Y���� �"Y� ��C %$*������� íií ¢

íiíií � ë íiíií �!�� �����7 X ¥C� ¢ ����]4$*��� X[Y� ��C������X � 3 \ �C  � ��� í ëa� X[Y� ��C������ I�
\ ����Z_�!�� �����7 X ¥C� � �
+�\������C \��
Y���  ���������!�I\ Y�������� �������� \��!�&Y���� �"Y� ��C %$*��������ë � )���]/]���]

  Y������!�! ��
A
Y� ��� %$ ���!���=�!��������������� \ ]�Z�� Y� ���Z
����Z�Y�Y�Z�¢��! � � � ¢��!�� ������

7 � ¤���� ¤#� \ Z Y³� \���� Z����*����\ �C 
λ0 ∈ C

����]
 ���¢
���! {� X[Y� ��C������� \6�� �2�����]��
∥∥(λ0I −A)−1

∥∥
Lq→W 2l

q
6 C.

)= �� ���{Y���� �"Y� ��C %$*�������£ëÚ�!�� �����7 X ¥C� ¢ �C71�����_71� \��! �� � ���"Z�]
 �7 Y���]��!�� !�
\����&���C %$*�������

Lq ⊂W 2l
q

� ¤ ¤�� ¢�\ �C��¥�� �
)=�� �����7 � ¥C� ¥ �!�¦Y������{� X��!�¦]��!��� ��¡4�!�� �����7 X ¥C� ¢��
A(� &r� �r�KZª����~=Q1���.�1~��N�!�9:�~ �!���?�C�����.�.� /(�����>�!�7Q1~ �!/.� � �1~���~ �

�.�7<B��>U\ ���L� X[Y� ��C��� ��� \6�
Z \ �C  � ���

βh > β +
Γ

2l
, fk,s ∈ W

|γk,s|
qk,s ,

¤ ¥C� � ¢ ¦
�! �� \��UZ
�������=$ �#�������£�!�� �����7 X ¥C� ¥  \�������� \6�F\ Y�������� ������� X�7 �=¢ ��� $*��� \ ���
�*���4D_������� ���#���* >U* >U X�����X DE���FE³�������4D��'\�7 XT\ �C�D\ �C� �"Z��XYF�4DX  Y���� �#���
�C��������¤ Y���� 	��! �7.�g��� 5  ��C7 Z ������  � ]
�X����\ �C 

β
���� >U%D� �"�C71 L¡ ��71�������!�

���
β + Γ

2l

¦ �
��� N�/���/
)�/�>.,./ � �=$ �gZ
��]�2�� �

u(x, t)
¢1  Y���� �#� �C������Z�� �Ç���¦Y�������X[�!�

��Z��ê���
Ω × R

¢�����¡�  ����7Ú���FE³��������7o\ ��\��!��7 Xç¤ ¥C� ^ � ¦S¢¸¤ ¥C� ^���¦S¢�� \ ���� ����
Z¦�#  ���C������ ��������'\ �C� �"Z��XYF�C7�Z \ �C  � ���C7�3
¤ ¦UY����&]�� $ �# �7 5 ��]�\ ����  � �!���� �7

t ∈ R
5 Z
��]�2����

u(·, t) ∈W 2l
p (Ω)

�



¤���¢ n�pgS1l�S E;i�a � Y�U � S�ZNU�LNM V��/l���p����NW���LNLNM V l�M Y ��Z ��XgS�Y�U���U�LNM V ��S�qbS�XNW
¢ ¦
u(·, t) ]���]  ��! >U���� $*������� R

��Y��� \��!���!��\����� 
Lp(Ω)

���¦Y�������X[���� 
�"� 545 ��������2�����Z���71 ��

��¦������'�
�XU X D
t ∈ R u(x, t)

Z¦�#  ���C������ ��������D\� � ��!�� >E³����� �Ú¤ ¥C� ^ � ¦�Y����
x ∈ Ω

������������\���� ��7Ì¤ ¥C� ^���¦UY����
x ∈ ∂Ω

�
��� N�/���/
)�/�>.,./ � ��$ W Z \��!� −∞ < T1 < T2 < +∞ ¢

u0 ∈ Lp(Ω)
�

�gZ
��]�2�� �
u(x, t)

¢ª  Y���� �#� �C������Z��s��2����������#���
Ω × [T1, T2]

¢IU Z¦�#��7«�����
¡¦X[� �!�!�����FE³��������7«���J�����C���� !� ]����!�¦�� ���¡ �����J���?\¥���J�����C����X�75Z \ �C  � ����7
u(x, T1) = u0(x)

�����/\ ��\��!��7 X ¤ ¥C� ^ � ¦S¢�¤ ¥C� ^���¦S¢=� \ ���� ����
Z¦�#  ���C������ ��������
\ �C� �"Z��XYF�C7�Z \ �C  � ���C7�3
¤ ¦UY����&� \�� D

t ∈ (T1, T2]
5 Z
��]�2����

u(·, t) ∈ W 2l
p (Ω)

�

¢ ¦
u(·, t) ���¦Y�������X[���� v�"� 545 ��������2�����Z���71 �]���]* ��! >U���� $*������� Y� ���Z�������!����� ���"�

(T1, T2]
�'Y��� \��!���!��\����� 

Lp(Ω)
�

��¦
u(x, t)

�����L�
�XU X D
t ∈ (T1, T2]

Z¦�#  ���C������ ��������%Z
������������� � ¤ ¥C� ^ � ¦
Y����

x ∈ Ω
�������!��������X�7�Z \ �C  � ���C7Ì¤ ¥C� ^���¦UY����

x ∈ ∂Ω
�

¥ ¦
(Dγu) ∈ C [T1,T2](Lqk,γ

(Ω))
¢ |k| 6 k0

¢
γ ∈ Jk

�
2������C ��¦������   Y���� �#� ������� \6�°���FE³��������� Y� ���Z U�� \ ]
 ��������� �7
2����������C�

���
Ω× (T1,+∞)

�
(�����]=¢�Y�  ]�� $*��7�¢r���! LY������ X[Y� ��C����������Z \ �C  � ����¤ ¥C� � ¢ ¦��!�� �����7 � ¥C� ¥

 \����!��� \6�&\ Y�������� �������� ��=¢�� \ ���¥�������{�%�����L���#���% E���FE³�������4D
�% >U X����� �7
\�7 XT\ �C��¢��*����\ �C 

β
�E��� 5  ��C7 Z ������  � ]
��¡ ��71�������� %���

β + Γ
2l

�
�g��� 	��! ��� ��£¤ ¥C� ^ � ¦"� X���� $*�������

Dγk,s[fk,s(x)
∏

|γ|<2l−|γk,s|
(Dγu)µk,s,γ ]��� \ Y���E³��7 5  ��C7 ���C���� FY� 5  ��C7 Z �C���4����U�����2�� �
Y� ���Z
���C7�Z
���������������

∂u

∂t
= Au+

∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

eikωt
∑

θ

Ck,s,θfk,s,θ(x)×

×
∏

|γ|<2l

(Dγu)µk,s,γ,θ + ω
∑

16|k|6k0

hk(x)e
ikωt,

¤ ¥C� � ��¦

�[]
 ��! ��� �7
θ
Y��� >U���� �!��� Y����D� \�� D

k
]
 ���������X��ª71�� %$*� \���� ��¢

Ck,s,θ
�
µk,s,γ,θ\ Z
�!�¥���¦]
 ��! ���X��%2�� ��X��%���� ��!����2��!�!� �C����X��%����\ �"��¢

fk,s,θ ∈ Lqk,s

� +���71���
���C7 ����������\����� 

∑

|γ|<2l−|γk,s|

µk,s,γ =
∑

|γ|<2l

µk,s,γ,θ,

\ Y�������� �������� ��T�����&� \�� D
k
¢
s
�
θ
�

)= �� ���L�����?Z
����������������¤ ¥C� � ��¦g� X[Y� ��C��� ��� \6� Z \ �C  � ���Ç�!�� �����7 X ¥C� ¢��
� �! {Z \����!����������� �!��� \6�
\ Y� �71 >Y³���v�!� D;$*�4��� \¦\ Z=$ �#�������=¢�]
 ��! ���X�� Y��� !�
�� �"������\��F� X E³�T�����
Z
���������������K¤ ¥C� ^ � ¦ � W ���!���� �7�\ ��Z
���!��71 %$E�� � ¡����!�
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X = Yk,s = Lp
¢
D(k,s) = I

� W ]��J��� \������
Yk,s,j

\ �C� �"Z����<� X U����!�!�
���¦]
 ��! ���X������!U� ���Y��� \��!���!��\����g�4�FU���� ������]
 ��=¢(���! >U XoY��� \��!���!��\���� �L�
	��! �7v���!U� ���� U X�������� \��!�� ��� I���C %$*����X*�Q\� � �������� \���� Z��XYF���{Y��� \��!���!���
\���� �

Lqk,s,γ

� W?\ ����Z{��¡ �C %$*������ ��� D�FY ��¥C� ¤�� ¤ ¤ ¢!���FE³��������¢�\ Z Y³� \�����  � �!�����
]
 ��! ��� ��� £� �!���!��������Z����£�!�� �����7 ��¢������������ \6�X���FE³��������7��³ >U X����� �7/\�7 XT\U�
�C� �
0D�!���#������ ��{Y����/Y����C71�����������Ç�!�� �����7 X ¥C� ¢ ]�Z
������������� �ê¤ ¥C� � ��¦������

E³�������4����������� \6�m���FE³��������7 ¤ ¥C� ^ � ¦S¢�Y���������7���� D� �"��� \6�&Y����&�# \����!�! ����� 
U� ��C�>EF�4D

ω
�3E �!���E¤ ¥C� � £ ¦ � W�\ ����Z_� �"����\����������� \����=¢C >U � ���FE³�������DZ
�����!�

���������Ú¤ ¥C� ^ � ¦S¢ \ Z Y³� \�����  � �!�����&]
 ��! ��� ��� �� �!���!��������Z���� \6���!�� �����71 �� ¥C� ¢ ¢
����������� \6�K >U X�����X�7 ���FE³��������7��L\�7 XT\ �C�%  Y���� �#� �C������� ¤�� ¢���¡����J�����J¢��
�{\�7 XT\ �C�4  Y���� �#� �C������� ¢�£��

A(� &r� �=� O;�!�1��\.���C���7Q1~ �!/0�#~ �.�.��~
�
�.�7���C�����.�1~#� � ���1���
�1�7���C� /=�r�

W,�#  Y� ��C���������{]/Z \ �C  � ���C7�Y ��¥C� ¢�� �&\ �#� �"�!��7<\ �C� �"Z��XYF���{Y���� �"Y� ��C %$*���
����� � -=���!����2��

∂Ω
����������� \6�

C∞ � � �"���"]
 ��=¢ 5 Z
��]�2���� aα(x) ¢ fk,s(x) ¢ hk(x)�C71�����£���¦Y�������X[����X��[Y���  ��¡¦�� �#��X�� �
�XU� ��� Y� ������"]�� � W�\��
γk,s

¢��������!��Z��
E ���¥ >U>Y³�� \�������� \¦\ Z=$ �#�������=¢�U Z¦�#��7?\��������!�!�E��������X�7 �¥��Z �
�5�=¢�]��� �71�
�! ��� C¢� ������!�������C7 \6����� \¦\�71 ��!����������7 �����!��������X D�Z \ �C  � ���X�F�����4D��C�

∂ju

∂νj
= 0, j = 0, 1, . . . , l − 1,

¤ ¥C� ��¥ ¦
� �#� ∂

∂ν

� Y���  ��¡¦�� �#�����%Y� {����Z
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¢�\ 5  ��C7 Z ������  � �!����X����� '���! ��� �7��!U ¡ �!2���Y ��¥C� ¢�� � �

W Z \��!�
M

�ç7 ��]�\ �C7 ���C����X�� Y� ������#  ] Y���  ��¡¦�� �#�� �������� ������������ ��
��� \����Ú¤ ¥C� ^ � ¦S¢B� � � �

M ≡ max|k|6k0,γ∈Jk
|γ| � 2v\ �C7 Y��! �������� \ ]
 ��g����¡ �C !�$*�����������FE³�������

uω
U Z¦�#��7a\��!��  ���!�°71���! �# �7 Y� ������!�������� ��� =\ �C J� � ���

¤ \�7 � ����]4$*� � � £�� ¦ � �g����	��! ��� �� ��� �#��7 �°���¦]
 ��! ��� ��,Y� ������!�������� ��,Y� !�
�C \��Ç >U��"� \����

Ω
71� \��!��X���]������� �������������X���]
 � �� �"�����!��X ��W Z \��!�

ϕ =
(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1)

� ]������� �������������X��� ����! ��� ������C����X��
]
 � �� �"�����!��X­���
Y�  �����=D��� \����

∂Ω
� �g�����
�XU� ����! ���]��

x ∈ Ω
¢��C� $'�!Y³���/�Q\��! ��C�g7 ���C ��

  ]���� \��!�� \����������!����2�X
∂Ω
¢r���! m�� ��C7 ������]

∂Ω
�
	��! ���  ]���� \��!�� \����K���

Y������ \��¦]������ \6�=¢( >U�  ¡����J���C7Ì�������¦¡
r(x)

��� \¦\��! J�������X ��
x
�# 

∂Ω
¢. �� \������

��X[� �!��71 ��L���# ��C���� ��C7 ����� � �g��� ����]��4D
x
  Y���� �#� ���C7o]������� �������������X��

]
 � �� �"�����!��X
(ϕ, r) ≡ (ϕ(x), r(x))

¢.� �#�
ϕ(x)

� �! ���]���Y�  �����=D��� \����
∂Ω
¢
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x
���4 �#�� ��E�� ��C7 ����� � �g��� �# \����!�! ����� £7 ���C ��� 

r0 > 0
Y� ��C !�

${�C7
Ω0 ≡ {x ∈ Ω : r(x) < r0}

�
2v\ �C7 Y��! �������� \ ]�����Y�����U����4$*�������Ç���FE³�������

uω(t)
\��!�� J��� \6�/Y� Q�!�����

�C ��¦���&\�� � £�� �'� ���#�

uNω (x, τ) =





u0(x)+v0(x, τ) +
min(N,l−1)∑

j=M

εjzj(ϕ, ρ), 06N<2l,

u0(x) + v0(x, τ) +
l−1∑
j=M

εjzj(ϕ, ρ)+

+
N∑
j=2l

εj [uj(x)+wj(ρ, ϕ)+zj(ρ, ϕ, τ)]+

+ ε2lv2l(x, τ) +
N∑
j=4l

εjvj(x, τ), N > 2l,

¤ ¥C� � 	�¦

� �#�
τ = ωt

¢
ε = ω− 1

2l
¢
ρ = ε−1r

�7# �#� \��
uj(x)

¢
vj(x, τ)

� ����]K����¡¦X[� ���
��7 X��E�����¦Z ��������X���¢��

wj(ϕ, ρ)
¢
zj(ϕ, ρ, τ)

� Y� ������!��\ �C �����X�� 5 Z
��]�2���� �
W  \ �C� �#�����ª��� \ �����!����� \ Z����T����E³�v�vY� ������!��Y� ��C \��

Ω0
¢������ ]
 ��! ��� ��F\������

������� \6�E��������X�7 �E��Z �
� � )���]��C7� >U�����¡� �7�¢ �����E���4D �# ���$E��X?� X[Y� ��C�����!�!�
\6�&\� � ��!�� >E³�������

lim
ρ→∞

zj(ρ, ϕ, τ) = 0, lim
ρ→∞

wj(ρ, ϕ) = 0.

4��� �71���! ��� C¢ 5 Z
��]�2����
vj(x, τ)

¢
zj(ρ, ϕ, τ)

������� ��� \6�
2π
� Y������� ��"����� \ ]����

7 �&Y� 'Y�������71������ ��
τ
\¸��Z �C�¦� X�7 \���� �#���C7�3

〈vj(x, ·)〉 = 0, 〈zj(ρ, ϕ, ·)〉 = 0.

�g��� 5  ��C7 Z ������  � ]��Ç�!�� �����7 X­����7 ���� >U%D� �"�C71 I� ��� \�����Y�����U����4$*���
������U� ��C���¸ >U>Y³���� C¢
��� $*� ����¤ ¥C� � 	�¦S¢�� �����

uN,kω (x, τ) = uN+k
ω (x, τ) −

N+k∑

j=N+1

εjuj(x), N, k > 0.

# �#� \��'�������C���47 X,\��������!��7�¢����! 
uj = 0

Y����
j = 1, 2, . . . , 2l− 1

�
��~ ���1~
���KA(� �r������1��!.��"��J��64�������J��6�����
�����!4�'G�����!	"����J��

N
� �����
������)

4�'G�����!	"����J��
k
�9�!/��>��� * ���>� ��'����"�F#%� �&���

ωN,k > 0 ? #���� 

���
ω > ωN,k�('%7����
����	

2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&����J��A����E����!��1 uω(t)
7>'�+�'
#%�v¤ ¥C� ^ � ¦ ? ¤ ¥C� ^���¦
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��� ���!���=���!��1

u
N,[k]
ω

��+8� * ���>� * ���!1��>�A��4����!���

∥∥uω − uN,[k]ω

∥∥
k
6 C(k)ω−M−k

2l , N + k < M,
∥∥uω − uN,[k]ω

∥∥
k
6 C(k)ω−N+1−{k}

2l , M 6 N + k < l − 1,
∥∥uω − uN,[k]ω

∥∥
k
6 C(k)ω−1+ k

2l , l − 1 6 N + k < 2l,
∥∥uω − uN,[k]ω

∥∥
k
6 C(N, k)ω−N+1−{k}

2l , N + k > 2l,

¤ ¥C� ��� ¦

J9+8�
C(N, k) = const ? {k} ≡ k − [k] H ���
�������"���!����

��� ���!���=���!��1 uN,[k]ω� * �&+ � �%�,1A�B����E����!�!.L��������#%����J��

(
7>' * � �,1!/���J����
� N ? k) #%� �&��'��!�!��� �!� - 
�&+ ����7���'
#%�����('%7&����E���� - 
 �P�!�!�!
 ���(#G�>�&�!��
F7>'�+�'
# ���
����
���� * ������'G����� Ω�D�,+ �!� - �$+ � 3B3D�9�����!4!��'��!	"� - � *"- �('��=���!���P� L2


����!1"+ �!'
2l H

A(� &r� �r�4�
� �!�4���#~��.�1~³���!�1��\.���C���7/.�B��;� �#���=$'�!����� Y ��¥C� ¢�� � � Y ��¥C� ¢�� ^
Y���� ��\��������������D\� >U� ��F�#  ]���¡ �!�!� �C� \����� ¸�!�� �����7 X ¥C� 	��=¢ Y� g\ Z
���=¢�7 ���C 4����7
 �� �������!��� \6�K ��&��¡ �C %$*������ ��� ��¥���!U� ��!�
� � £�� � +[�#����]
 C¢�������Y� ��C�� ���X*��¡��
�C %$*�������=¢�7 X<Y������� �"�C7 	��! �#  ]���¡ �!�!� �C� \����� �
�F� 545 ��������2������C���� �� � X���� $*�������ª  Y������!�! ����

A
�TY� ������!��\ �C �����X D ]
 !�

 �� �"�����!��� D
(ϕ, ρ)

71 %$E�� '¡ ��Y���\¦�!�!� �{� ���#�
∑

|α|62l

aα(x)D
αu =

= ε−2l

[
b(ϕ)

∂2lu

∂ρ2l
+

N∑

j=1

εjMj(ρ, ϕ)u+ εN+1MN+1(ϕ, ρ, ε)u

]
.

¤ ¥C� �
� ¦

# �#� \��
b ∈ C∞(∂Ω)

¢
N
� Y���  ��¡¦�� ��C���� ������!��Z
�����C���� �������\ �C C¢

Mj
¢

1 6 j 6 N
¢
� ������������X��v�"� 545 ��������2������C����X�� � X���� $*�������_ ��!�� \ ���!� �C�!�

�� 
ϕ
¢
ρ
¢ ]
 �	 545 ��2���������X?]
 ��! ���X D'Y���� ��\���������� ��� \� >U� ��'Y� ������� �7 X=Y� 

ρ\ U�� \ ]
 ��������� ��"� 545 ��������2�����Z���7 X�7 �FY� 
ϕ
]
 �	 545 ��2�����������7 �=¢��

MN+1
�

�"� 545 ��������2������C���� ��U� X���� $*�������� ��!�� \ ���!� �C���� 
ϕ, ρ

\B�������� �71������ � ��������
������������X�7 �LY� 

(ϕ, ρ, ε)
]
 �	 545 ��2�����������7 � �

( ¡���� 5 �������!�¦¡¦�C7 ���C���� \����%  Y������!�! ����
A
��	 ������Y��������� \����X���� v�"� 5 �

5 ��������2������C���� ��� �� X���� $*��������� X��!�¦]��!����Y��!���!U� ��������� \��!��Y� \ �C� �#������ C¢
��¡D]
 ��! ��� ��=¢��%\ �� ��� �������� �#�C¢�\ �C� �"Z����%��������������\����� 

(−1)l+1b > 0
�

�g���m��� D� %$ �#�������¥���C����  �%Y�����U����4$*������� ¤ ¥C� � 	�¦�Y� ��\������ �C7 ���� %��71���
\��! 

u
�Q��\ D� �#��Z�� \ ��\��!��7 ZÌ¤ ¥C� ^ � ¦ �=¢ \%Z
�����! �7�¤ ¥C� �
� ¦S¢ \�����Z�Y�Y�����Z���7,�

Y�����������������7=�
Y� ���Z
��������X Dc����������\���� � D&]
 �	 545 ��2���������X5Y����g �"������]
 !�
� X DF\��!�¦Y������4D

ε
 ��¦�#� �C���� [�����*�����¦Z ��������X DF�FY� ������!��\ �C �����X D 5 Z
��]�2���� �
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W  ���Z
��������X��[Z
��������������� ¡ �!�!��7K����¡� >U�����7m�FY³����� Z
���������������g�����%\����!2����
 ����!����X D&]
 �	 545 ��2��������!  �%�I]
 �	 545 ��2��������!  �C¢C \�2�����������Z��XYF�4DLY� 

τ
�

�C71���XYF�4D���Z �C�¦� X��D\���� �#����� �
�g���

v0(x, τ)
Y� ���Z
���!��7�Z
���������������

∂v0
∂τ

=
∑

06|k|6k0

hk(x)e
ikτ ,

��¡D]
 ��! ��� ��� *��� D� �"�C7�¢
���! 

v0(x, τ) = −
∑

06|k|6k0

ik−1hk(x)e
ikτ .

¤ ¥C� � ^�¦

( ¡
Z \ �C  � ��� íií \ �C� �"Z����J¢����! �� \�� 5 Z
��]�2����
hk(x)

Z¦�#  ���C������ ���� ���g�������
��������X�7�Z \ �C  � ���C7

∂jhk
∂νj

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, j = 0, 1, . . . ,M − 1.

# ���J�����J¢����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
v0(x, τ)

����]4$*��Z¦�#  ���C������ ��������������!��������X�7
Z \ �C  � ���C7

∂jv0(x, τ)

∂νj

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, j = 0, 1, . . . ,M − 1.

�g���
u0(x)

Y� ���Z
���!��7�¡ �����J��Zc¤ ¥C� ^ � ¦S¢
 �#��  ¡����J���� £����¡����FEF�C7 Z��:Y� Z \ �C !�
� � � � 4� �	 545 ��2��������

zj(ϕ, ρ, τ)
¢
M 6 j 6 l − 1

¢.����������� \6� ���FE³��������7
¡ �����J���

∂zj
∂τ

= b(ϕ)
∂2lzj
∂ρ2l

,

∂szj
∂ρs

∣∣∣∣
ρ=0

= 0, s 6= j;

∂jzj
∂ρj

∣∣∣∣
ρ=0

= −∂
jv0
∂νj

∣∣∣∣
∂Ω

; zj
∣∣
ρ=∞

= 0.

¤ ¥C� ��� ¦

W�\ ����Z�Y���� ��\��������C��������¤ ¥C� � ^�¦����FE³�������DY� \ �C� �#�����
¡ �����J���
�C71�����'� ���

zj(ϕ, ρ, τ) =
∑

k 6=0

zj,k(ϕ, ρ)e
ikτ ,

¤ ¥C� ¤ £ £ ¦
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 �	 545 ��2���������X

zj,k(ϕ, ρ)
������� ��� \6�=¢��I\ �� ��  �������� �#�C¢r���FE³�������C7 �

¡ �����J�

ikzj,k − b(ϕ)
∂2lzj,k
∂ρ2l

= 0,

∂szj,k
∂ρs

∣∣∣∣
ρ=0

= 0, s 6= j;
∂jzj,k
∂ρj

∣∣∣∣
ρ=0

= ik−1 ∂
jhk
∂νj

∣∣∣∣
∂Ω

, zj,k
∣∣
ρ=∞

= 0.

+XU�  ¡����J���C7°�������¦¡
λkr

¢
r = 1, 2, . . . , l

¢�]
 ������/Z
���������������
b(ϕ)λ2l = ik

¢
Z¦�#  ���C������ ���� �XYF���LZ \ �C  � � �

Reλkr < 0
� 81�FE³�������IY� \ �C� �#�����=¡ �����J���

 �#��  ¡����J���� *��� D� �"��� \6���'� ���#�

zj,k(ϕ, ρ) =
l∑

r=1

zj,k,r(ϕ)e
λkrρ.

¤ ¥C� ¤ £�¤ ¦

)���]��C7  >U�����¡� �7�¢�������X���� ��� 5 Z
��]�2����
zj
¡ �����!��� \6�e\� � ��!�� >E³���������

7 ��¤ ¥C� ¤ £ £ ¦S¢(¤ ¥C� ¤ £�¤ ¦ �
�gZ
��]�2����

v2l
��� D� �"��� \6����¡g\� � ��!�� >E³�������

∂v2l
∂τ

=
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

Rτ
[
gk,s(u0 + v0)e

ikτ
]
,

� �#�
gk,s(u, x) ≡ fk,s(x)

∏

|γ|<2l

(Dγu)µk,s,γ .

# ��71�����C7�¢����! 
v2l

71 %$E�� 'Y���� ��\������ ���!�'�'� ���#�

v2l(x, τ) =
∑

k 6=0

v2l,k(x)e
ikτ ,

¤ ¥C� ¤ £ ¢ ¦

� �#�
k
Y��� >U���� �!���³���¦]
 ��! ��� �� ]
 ��������� ���71�� %$*� \����� %2�� ��X D_����\�� � �

�g���
]
 �	 545 ��2����������
w2l
Y� ���Z
���!��� \6��¡ �����J���

b(ϕ)
d2lw2l

∂ρ2l
= Φ(ϕ, ρ), w2l

∣∣
ρ=∞

= 0.

# �#� \��
Φ(ϕ, ρ)

�a��¡¦��� \��!����� 5 Z
��]�2����=¢"¡ ��� ��\6��Y ���=¢��X��� \��!�� \����=¢# ��
zM�E������� �XY ����\6�{]
 ��������� ��%\ Z�7�71 ���	¦]�\ Y� ��������£ ��!�� \ ���!� �C���� 

ρ
\� ��!����2����

�!� �C����X�7 �����FY³� \�����������X�7 �g��� \����C7 �QY�  ]���¡ �!�!� �C���Q�Q¡ ��� ��\6��YF�C7 �g ��
ϕ
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w2l
  Y���� �#� ������� \6�

 �#��  ¡����J���� �
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Φ
�
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5 Z
��]�2����

vj(x, τ)
�
zj(ϕ, ρ, τ)

������� ��� \6�%�!������ ��� �71���!������� \ ]��C7 �X71�� ��� !�
���C������7 �% ��!�� \ ���!� �C���� 

τ
¢�Y���������7Q]
 �	 545 ��2���������X ����]��4D*71�� ��� ����C����  �C¢

Y���� ��\���������� �XYF�4D
zj(ϕ, ρ, τ)

¢"]���]
� 5 Z
��]�2����
wj(ϕ, ρ)

¢"\ Z
�!�{]�� ��¡¦�C71�� !�
�� ����C����X  ��!�� \ ���!� �C���� 

ρ
¢ Y�  ]���¡ �!�!� ����	¦]�\ Y� ��������g�F]
 ��! ���X D{�C71�����³ ����

����2��!�!� �C����X�� ���FY³� \�����������X������ \���� �
A(� &r� M=� H31 � �!���C�����.�1~v���!�1��\.���C���7/.�B� # ��71�����C7�¢B���! ��# \����!�! ����� 

�#  ]���¡ �!�!�* �2�����]�ZK¤ ¥C� ��� ¦ \ ¡ ��71���� ��
u
N,[k]
ω

���

ûN+[k]
ω ≡ uN+[k]

ω +

N+[k]∑

j=N+[k]−(l−2)

εj(ûj(x)−uj(x))+
N+[k]+l−1∑

j=N+[k]+1

εj ẑj(ρ, ϕ, τ),

� �#� 5 Z
��]�2����
ûj
�
ẑj
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Z
���������������=¢����! 
uj
�
zj
\� � �������� \����������� C¢� �#����]
 DZ¦�#  ���C������ ���� ���4����]��C7

]����!�¦� X�7�Z \ �C  � ���C7�¢ Y����D]
 ��! ���X DT����� 5 Z
��]�2����
û
N+[k]
ω

� X[Y� ��C������XK�������
��������X��DZ \ �C  � ���K¤ ¥C� ��¥ ¦ �
W ��� �#��7 5 Z
��]�2�� �

zNω = uω − ûNω
� +���� Z¦�#  ���C������ ��������FZ
������������� �

∂zNω
∂t

= AzNω +
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

[
gk,s(uω(x), x) − gk,s

(
uNω (x), x

)]
eikωt+

+ω−N+1
2l +1ΦN,1(x, t, ω),

� �#� 5 Z
��]�2����
ΦN,1

Y� �#����������� \6�� �2�����]
� ‖ΦN,1(·, ·, ω)‖k 6 C(k)ω
k
2l
�

W Z \��!�
p
¢
q
¢
qk,s,γ

�5Y���  ��¡¦�� ��C����X��*���!U� ��%����\�� �(¢ Z¦�#  ���C������ ���� �XYF���
Z \ �C  � ���C7:Y ��¥C� ¢�� � � W X U�������7:Y� \ �C� �#  � �!�!� �C���� ¥����\ �"�

δ
¢
µ
����]=¢(���! >U X

� X[Y� ��C��������\��{\� � ��!�� >E³�������

1− 1

2l

(
1− n

p

)
< δ < 1,

0 < µ < min

[
1

2l

(
1− n

p

)
− (1− δ), 1− δ

]
.

¤ ¥C� ¤ £ ��¦

8 � \¦\ Z=$ �����³����] $*��¢�]���]'� Y ��¥C� ¤�� ^v�'Y ��¥C� � � ¢ ¢�71 %$E�� ������F�# \����!�! ����� 
U� ��C�>EF�4D

ω
�#  ]���¡ �!�!�* �2�����]�Z

∥∥zNω
∥∥
Cµ(Υδ)

6 Cω−N+1
2l +1.
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Υδ ⊂ C2l−1+2lµ(Ω)

�?W  �	��! �7 Z{�����L� \�� D�7 Z �C�����������#�¦]�\�  �
α
¢�Z¦�#  ���C������ !�

��� �XYF�4D_��������������\���� Z |α| 6 2l − 1
¢�\ Y�������� �������� '\� � ��!�� >E³�������

∥∥DαzNω
∥∥
2lµ

6 Cω−N+1
2l +1.

¤ ¥C� ¤ £�¥ ¦
W Z \��!�

λ(t)
�LU�� \ ]
 ��������� ?�"� 545 ��������2�����Z���7 ��� ���°����\ �C  �� ��  \ �

t ∈ R
5 Z
��]�2�����\c�� \ ���!� �C��7�¢U�C� $'�!Y³��7
���/�����!����� ���C�

(0, 3)
¢UY���������7

λ(t) = 1
Y����

t ∈ [1, 2]
� 8 � \¦\�71 ��!���C7 5 Z
��]�2�� �

yNω (x, t) = λ(t)zNω (x, t)
�

)���]&]���] 5 Z
��]�2����
zNω
�C71�����X7 ����X��&Y������� �

2πω−1 ¢��! F�# \����!�! ����� F�# !�]���¡ �!�!�* �2�����]�Z�¤ ¥C� ��� ¦ \�¡ ��71���� ��
uω − u

N,[k]
ω

���
y
N+[k]
ω

�
W ��� �#��7«2����������#�

Q0 = Ω × [0, 3]
\
U�  ]
  �� ���Y�  �����=D��� \��!���

Γ0 =
∂Ω× [0, 3]

� �gZ
��]�2����
yNω
¢���� \¦\�7 �!�!����� �!��7 ���
�

Q0
¢������������ \6�¥���FE³��������7

���J�����C���� !� ]����!�¦�� ��{¡ �����J���
∂yNω
∂t

−AyNω =

= λ(t)
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

[
gk,s(uω(x), x) − gk,s

(
uNω (x), x

)]
×

× eikωt − λ′(t)zNω + ω−N+1
2l +1λ(t)ΦN,1(x, t, ω) ≡ ΦN,2(x, t, ω),

yNω (x, 0) = 0, yNω
∣∣
Γ0

=
∂yNω
∂ν

∣∣∣∣
Γ0

= . . . =
∂l−1yNω
∂νl−1

∣∣∣∣
Γ0

= 0.

¤ ¥C� ¤ £ 	�¦

( ¡X¤ ¥C� ¤ £�¥ ¦U\ �C� �"Z����*��������������\����� 
∥∥ΦN,2(·, ·, ω)

∥∥
2lµ

6 Cω−N+1
2l +1.
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��� ¤ ¥C� ¤ £ 	�¦ �9# ��71�����C7�¢����! 
��¡³  Y���� �#� �C������� 5 Z
��]�2����

yNω
� X��!�¦]��!���%� X��

Y� ��C��������� Z \ �C  � ����\� �� �"� \�  � �!�����{]����!�¦� X D%�����J�����C����X D ���!����X D
\ ]
 ��C�
Z
�� �#�� � XT\�  ]
 ��� Y� ������"]�� ��# ���J�����J¢�\ Y�������� �������� '\� � ��!�� >E³�������

∥∥yNω
∥∥
2l(1+µ)

6 Cω−N+1
2l +1.

; ���� 5Z
�����! �7e����  ���«71 %$E�� Ú �2��������!�6Y������ Z�� ��� \��!�
ΦN,2

Z
�����������
�����m¤ ¥C� ¤ £ 	�¦��'� X[Y���\¦�!�!� ��Y����� �����Z��� �2�����]�Z

yNω
�[U� ��C����\ ���C���� ��³�� ��C71��¢

� � � � Y����C71�������!�%����]_����¡¦X[� �!��7 X�� � 71���! ��E³��Z
��  � ]���	 � )���]��C7Ç >U�����¡� �7�¢
������� \�� D

k > 0
¡ �L]
 ��������� ��%¡ ��� ��\6��Y³���E ��

k
����\ �C SE �!��  �LY� ���Z
���!��7

 �2�����]�Z%� �����
∥∥yNω

∥∥
k
6 C(k)ω−N−k+1

2l +2.
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∥∥uω − uN,[k]ω

∥∥
k
6 Cω−N+1−{k}

2l +2.

)=�¦Y������ \ �C� �"Z��XYF�C7á >U�����¡� �7k� X[�� �"�C7 ��������������\����� ¤ ¥C� ��� ¦������
N + k > 2l

3
∥∥uω − uN,[k]ω

∥∥
k
6
∥∥uω − uN+4l,[k]

ω

∥∥
k
+

+
∥∥uN,[k]ω − uN+4l+1,[k]

ω

∥∥
k
6 Cω−N+1−{k}

2l .

¤ ¥C� ¤ £�� ¦

+�2�����]��Q�����
N + k < 2l

� X[�� �C��� \6��\�  ������E³������ L�!�����C ��¦������ �¤ ¥C� ¤ £�� ¦ �
)=�� �����7 � ¥C� 	FY� ��C�� \��!���:�#  ]���¡ �!��� �

A(� G=��H31 � 1�:�~��.�72E~K�9�1���#�1~��.�.��*m��� +�~�,.-£����/0���

A(� G=� �#�SH31 � �!���C�����.�1~­��~������ª�N� �!�1~!���1~��.�.��� � ���1���
�1�7���C� /=�r�
W Z \��!�

ω
�@U� ��C�>E³ ���Y��!����71���!�=¢

ν
��Y� ��C %${���!� �C���� ��1����\ �C C¢

Ω
�Ì ������!�����

������������ >U��"� \��!�%�¦� ]������#  � �FY��� \��!���!��\���� �
R3 \ C2 � � �"���"]
 ��_�����!����2���� �8 � \¦\�71 ��!���C75¡ �����J��Z� 

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4D�Y� t ∈ R
���FE³�������4D

\ ��\��!��7 X<Z
���������������
∂u

∂t
+ (u,∇)u = −∇P + ν∆u+

+
∑

06|k|6k0

[ ∑

16s6nk

D(k,s)hk,s(x, u)

]
eikωt+ ω

∑

16|k|6k0

ak(x)e
ikωt,

è�Ð Ï
u = 0,

¤ ¥C� ¤ £
� ¦

u
∣∣
∂Ω

= 0.
¤ ¥C� ¤ £ ^�¦
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dk,s 6 1
¢
hk,s(x, u)

���!��� D�71������X��g���¦]��! ���� 5 Z
��]�2���� �
W  ��!���FU Z���7/� X[Y� ��C���������&\ �C� �"Z��XYF�4D
Y���� �"Y� ��C %$*������� �
íU�VW ���<� \�� D

k ∈ [−k0, k0] ∩ Z
¢
s ∈ [1, nk] ∩ N

���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
hk,s(x, u)

�C71�����'� ���

hk,s(x, u) = Fk,s(x)h
(k,s)
0 (v1, v2, . . . , vµk,s

)
∣∣
v1=...=vµk,s

=u
,
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� �#� 5  ��C7 X
h
(k,s)
0 : R3 × R3 × . . . × R3 → R3 ������������X Y� ]�� $ �# !�7 Z�\ �� ���7 Z/�!���¦Z�71������Z�¢

µk,s > 0
� ;UZ Y³� \���� Z����g����]���������\ �"�

qk,s > 1
¢

k ∈ [−k0, k0] ∩ Z
¢
s ∈ [1, nk] ∩ N

¢T�
p > 3

¢����! 	 �C��71������XH7 �!�!����2��
5 Z
��]�2����

Fk,s(x)
Y������������C� $'�!�

Lqk,s

¢ �������?� \�� D
k
¢
s
� X[Y� ��C��� ��� \6�

��������������\���� �
1

2

(
3(µk,s − 1)

p
+

3

qk,s
+ dk,s

)
< 1.

íiíU� WB�¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
ak
¢
1 6 |k| 6 k0

¢ Y������������C� $'�!�
Cθ(Ω)

¢
� �#�
θ
�

���¦]
 ��! ��� �� Y� ��C %${���!� �C���� ��¸����\ �C �
íiíiíU� 3 \���� �#�����������&¡ �����J���
∂v

∂t
− ν∆v +∇Q = H2(x, v),

è�Ð Ï
v = 0, v

∣∣
∂Ω

= 0,
¤ ¥C� ¤ £�� ¦

� �#�

H2(x, u) = −(u,∇)u−
∑

0<|k|6k0

k−2(Πak(x),∇)Πa−k(x)+

+
1

2π

∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

D(k,s)

2π∫

0

hk,s(x, u+N(x, τ))eikτ dτ,

�
N(x, τ) =

∑

16|k|6k0

(ik)−1Πak(x)e
ikτ ,
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v ∈

◦

S 2
p

�
í ë � ;UY��¦]��!�E  Y������!�! ����

L3 ≡ −A−ΠA3 : Sp → Sp
¢
D(L3) = D(A) =

◦

S2
p

¢
� �#�
A ≡ νΠ∆

¢��D������������X��_  Y������!�! ��
A3

  Y���� �#� ������� \6�X����������\����� �7

A3v = −
(◦
v,∇

)
v − (v,∇)

◦
v +

1

2π

∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

D(k,s)

[
Fk,s(x)×

×
2π∫

0

µk,s∑

α=1

h
(k,s)
0 (v1, v2, . . . , vµk,s

)
∣∣
vα=v, vj=

◦
v+N(τ)(16j6µk,s,j 6=α)

eikτdτ

]
,

���g\� �#���=${���*��Z ��� �
81�FE³�������

(u, P )
\ ��\��!��7 X
¤ ¥C� ¤ £
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���!��¢=U Z¦�#��7/Y� ����C7 �!�!�
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u
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u
¡ �����J����¤ ¥C� ¤ £
� ¦6¢
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Y� \��! J�����
�� ��#¦ 5 Z
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P
����]����=¢
���! 'Y��!���

(u, P )
����������� \6�� >U � ���FE³���

������7 	��! ��&¡ �����J��� �
# � 5 ��]�\ ����Z���7�����\ �C 

µ > 0
����]=¢����! >U X:� X[Y� ��C��������\��'\� � ��!�� >E³�������

1

2

(
3(µk,s − 1)

p
+

3

qk,s
+ dk,s

)
< 1− µ,

1

2

(
3

p
+ 1

)
< 1− µ,

|k| 6 k0, 1 6 s 6 nk.

;UY�������� �������'\ �C� �"Z��XYF���¥���¦¡¦Z �C�����!� �
��~ ���1~
���KA(� �=�(��������	 *"- 
����!����� - ���&��� * ��1 í Ó í ë H I���J9+�'�+ ��1 �!.��"��J��

R > 0
��' �"+�� �%�,1 ��'��!��� 
���������� �����!	"� - �:#%� �&��' ω0

�
r ? #����B�&

�(' * �,+ �!� *"-�&���,+��!.�/����:� � * �9�!�A+8���!��1 H

1.
�����

ω > ω0
�9�!/��>��� * ���>�B�,+ �!� ��� * ���!���"����� H 2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�

����E����!���
uω

�&� �����P� - ¤ ¥C� ¤ £
� ¦ ? ¤ ¥C� ¤ £ ^�¦ ? ��+8� * ���>� * ���!1!.�/���� ��'6�<�����=�>��� * �
(x, t) ∈ Ω× [0, R]

���&��� * �!.

∥∥∥∥u−
(

◦
v +

∑

16|k|6k0

(ik)−1Πake
ikωt

)∥∥∥∥
C(Sp)

< r.
¤ ¥C� ¤ ¤ £ ¦

����� ������� �&

�(' * �,+ �!� * �B

���,+8���!	"���"�B���"�
������E����!���

lim
ω→∞

∥∥∥∥uω −
(

◦
v +

∑

16|k|6k0

(ik)−1Πake
ikωt

)∥∥∥∥
Cµ(Sp)

= 0.

2.
�:�&�!�$�&
���� ���M��
��9�('G�����('

L
���&��� � * �
���
� - ������

�(' * ����
����G�!
!���
�P)

���
����� ? ��� ����E����!��� uω
�P���&
��������!4!��'��!	"��� ���������(#%� * � * �&���,+��!.�/��P�$��� - �P)

��� H �A' �"+�� �%�,1 ��'��!��� 
���������� �����!	"� - � #%� �&��'
δ ? σ0

�
c ? #����$

��� * ��� 


ω > ω0 ? s ∈ R ? u0 ∈ Sp
��7 E;'��(' ‖u0 − uω(s)‖Sp 6 δ

�9�!/��>��� * ���>�
��� H ����E����!��� u0ω(t) ? t > s ? �
�(' * �����!��1
¤ ¥C� ¤ £
� ¦��O��'
#
'��!	"� - � ���&��� * ���P�

u0ω(s) = u0 ?
�$�&

�(' * �,+ �!� * ';��4����!�!'

∥∥u0ω(t)− uω(t)
∥∥
Sp

6 ce−σ0(t−s)‖u0 − uω(s)‖Sp .
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3.
�:�&�!�N�&
���� ���K��
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����� ? ��������E����!��� uω ��� ���������(#%� * � H � ���O��7���'")#
'
�>� ? #����=�9�!/��>��� * ���>�O��'����"� ε > 0 ? #����6+ ��1$�&�����!	A�!J��&+ ����� '�� - 
 δ > 0� * ��� 
 ω > ω0
��' �"+8�>�%�,1N��'����"�;��� H ����E����!��� u0ω(t)

�
�(' * �����!��1 ¤ ¥C� ¤ £
� ¦ ?��

���,+8�������!���"�C��'6�������
��������� �(#
'G�������
[0, t?] ? #���� *"- 
����!��1!.A�%�,1����&��� * ��1

∥∥u0ω(0)− uω(0)
∥∥
Sp
< δ,

∥∥u0ω(t?)− uω(t
?)
∥∥
Sp

> ε.
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Π
¢�Y� ���Z
���C7 \� � ��!�� >E³�������

∂u

∂t
+Π(u,∇)u = νΠ∆u+

+
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

ΠD(k,s)hk,s(x, u)e
ikωt+ ω

∑

16|k|6k0

Πak(x)e
ikωt.
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q
�
pk,s

¢ −k0 6 k 6 k0
¢
1 6 s 6 nk

¢ Z¦�#  ���C������ ���� �XYF���
\� � ��!�� >E³�������C7

1

q
= max

−k06k6k0,
16s6nk

(
µk,s
pk,s

+
1

qk,s

)
, q 6 p 6 pk,s.

WB  ¡���71��7
X = Sp

¢
Y = Yk,s = Lq

¢
Yk,s,j = Spk,s

¢
Bk,s,j = JSp→Spk,s

�
  Y������!�! ��D���C %$*������� Y��� \��!���!��\���� �

Sp
�TY��� \��!���!��\����� 

Spk,s

� )���]4$*�U�� \U�
Y� ��C� ¡¦Z���7 \6��Y���� ��\��������C��������7

(u,∇)u =

3∑

j=1

uj
∂u

∂xj
=

3∑

j=1

∂

∂xj
(uju)−

3∑

j=1

∂uj
∂xj

u =

=

3∑

j=1

∂

∂xj
(uju)− (

è�Ð Ï
u)u =

3∑

j=1

∂

∂xj
(uju).
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ΠCµ0(Ω)
���C %$*���� v�

D((−A)ε) Y����³���¦]
 !��! ��� �7�Y� ��C %${���!� �C���� �7
ε
� ¤ ¤�� � � )���]��C7Ç >U�����¡� �7�¢ Z
�������=$ �#������� ¤ �!�� ������

7 X ¥C� � �#  ]���¡ �!�� �
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���!� �!W ��� 	��! �7g7 X Y� ��C�!�
¡¦Z���7 \6�E�!��7�¢����! ³  Y������!�! ���X

Bk,s,j
]
 �7�7 Z
������Z����F\

e−tL
¢
t > 0

¢�����]{]���]
�� ��C�&Y������ X DI�������!����  Y������!�! ������C %$*�������QY��� \��!���!��\���� �

Sp1
�
Sp
¢r� �#�

p1
  Y���� �#� ������� \6������������\����� �7

1

p1
= min

[
2

p
, min
|k|6k0,
16s6nk

(
µk,s
p

+
1

qk,s

)]
.

A(� G=� G=� Zª����~=Q1���.�1~
���!�9:�~ �!���?�C�����.�.�J� 1�2 Q.�72 � �1~���~��.�7<B��>U\U�
���&� X[Y� ��C������X<\ �C� �"Z��XYF���v�#  Y� ��C�����!� �C����X��DZ \ �C  � ���_� �"���"]
 \����=3

∂Ω ∈ C2+θ1 , Fk,s ∈ C1+θ2(Ω), ak ∈ C1(Ω), θ1, θ2 > 0,

�! C¢U��\ Y� ��C� ¡¦Z!� 71���! �"��]�Z ���!U� ���X � 	 ¤�� ¢B71 %$E�� �Y�  ]���¡ �!�!�C¢����! �Z�]���¡ �!���
�� ��4 >U � ���FE³�������4����������� \6�� >U X�����X�7 ���FE³��������7 �%\�7 XT\ �C�g\ �C� �"Z��XY³���� 
  Y���� �#� �C������� �
��� N�/���/
)�/�>.,./ � �r$KW �!��Z

(u, P )
¢%\� \��������C������Z�����¡v�!��� D�71������ ��

���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
u(x, t)

�:\ ]����������� �� 5 Z
��]�2����
P (x, t)

¢ U Z¦�#��7
����¡¦X��
� �!�!�_���FE³��������7:\ ��\��!��7 Xé¤ ¥C� ¤ £
� ¦6¢ª¤ ¥C� ¤ £ ^�¦6¢r� \ ���Q� X[Y� ��C��� ��� \6��\ �C� �"Z����
YF���DZ \ �C  � ���=3
¤ ¦
u
¢
P
  Y���� �#� �C����X:�¥���¦Y�������X[����XÌ���

Ω× R
�

¢ ¦ �����&]�� $ �# ��� 
t ∈ R u(·, t) ∈ W 2

p

¢
P (·, t) ∈W 1

p

�

��¦
u(·, t) ]���]_ ��! >U���� $*������� R � Lp ���¦Y�������X[���� D�"� 545 ��������2�����Z���71 ��¥ ¦
u
¢
P
Z¦�#  ���C������ ���� ���'\� � ��!�� >E³�������C7Ì¤ ¥C� ¤ £
� ¦6¢(¤ ¥C� ¤ £ ^�¦ �

; ��7 Z%���¦]��! ���� 5 Z
��]�2�� �
u
����]4$*�[U Z¦�#��7 ����¡¦X[� �!�!�*���FE³��������7 �

A(� G=� A(� O;�!�1��\.���C���7Q1~ �!/0�#~ �.�.��~
�
�.�7���C�����.�1~#� � ���1���
�1�7���C� /=�r�

W �#  Y� ��C���������I]�Z \ �C  � ���C7*Y � ¥C� � � ¤ Y���� �"Y� ��C %${�C7�¢����! �����!����2��
∂Ω
¢

	 �C��71������XÇ7 �!�!����2�� 5 Z
��]�2����
Fk,s(x)

�g���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
ak(x)

������� ��� \6�
U�� \ ]
 ��������� *� �"���"]��C7 � �
WB \ Y� ��C� ¡¦Z���7 \6��71���! �# �7 Y� ������!�������� ��� {\ �C J�L�L� ��� �#��7 �!�����C ��¦������ 

Y ��¢�� � � ¢ ]������� �������������X�� ]
 � �� �"�����!��X
(ϕ1, ϕ2, r)

¢�Y��!����71���!�
ε = ω−1/2 ¢Y�������71������X��

τ = ωt
¢
ρ = ε−1r

¢�Y� ��C %${���!� �C���� ��³����\ �C 
r0
��Y� ������!��Y� !�

�C \ Z
Ω0
�
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Pω
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(uω, Pω)
����������� \6�����FE³��������7�¡ �����J����¤ ¥C� ¤ £
� ¦6¢(¤ ¥C� ¤ £ ^�¦ �

¢ ¦ \ Y�������� �������� *����������\����� ∫
Ω
Pω dx = 0

�
0����!��Z¦�#�� Y�  ]���¡ �!�!�C¢����! 5 Z
��]�2����

Pω
����������� \6�

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ��Y� 'Y�������71������ ��
t
�

2v\ �C7 Y��! �������� \ ]����&Y�����U����4$*�������v¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����
uω, Pω
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uN,kω (x, τ)=

N∑

j=0

εjuj(x)+

N+k∑

j=0

εj
[
vj(x, τ)+wj(ϕ, ρ)+zj(ϕ, ρ, τ)

]
,

PN,kω (x, τ) =

N∑

j=0

εjpj(x) +

N+k∑

j=−2

εjsj(x, τ)+

+

N+k∑

j=−1

εj
[
hj(ϕ, ρ) + gj(ϕ, ρ, τ)

]
, N, k > 0.
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k�9�!/��>��� * ���>����'����"� #%� �&��� ωN,k > 0 ? #����:

��� * ��� 
 ω > ωN,k
�&

�(' * �,+ �!� *"-

��4����!�!�
∥∥uω − uN,[k]ω

∥∥
k
6 C(N, k)ω−N+1−{k}

2 ,
∥∥∇Pω −∇PN,[k]ω

∥∥
k
6 C(N, k)ω−N−{k}

2 ,

J9+8�
C(N, k) = const H ���
�������"���!���;

��� ���!���=���!��1 uN,kω

� * �&+ � �%�,1M�5����)
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�
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∂w
(3)
0

∂ρ
= 0, w

(3)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0,
∂z

(3)
0

∂ρ
= 0, z

(3)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0,

��¡D]
 ��! ���X D_��� D� �"�C7
w

(3)
0 = z

(3)
0 = 0

� �g���
v0
�
s−2

Y� ���Z
���!��7�\ ��\��!��7 Z
∂v0
∂τ

+∇s−2 =
∑

16|k|6k0

ake
ikτ ,

è�Ð Ï
v0 = 0,

(v0, ν)
∣∣
∂Ω

= 0,

∫

Ω

s−2 dx = 0,

]
 ��! ������&\ �� �"��� \6��]¥ �#��  ¡����J���� ³����¡����FEF�C71 ��
¡ �����J���

∆s−2 =
∑

16|k|6k0

è�Ð Ï
ake

ikτ ,
∂s−2

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

=
∑

16|k|6k0

eikτ (ak, ν)

∣∣∣∣
∂Ω

,

∫

Ω

s−2 dx = 0,
∂v0
∂τ

=
∑

16|k|6k0

ake
ikτ −∇s−2.
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−ν ∂
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(s)
0

∂ρ2
= 0, w

(s)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0, s = 1, 2,
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�5]
 �7 Y� ��������
w

(s)
0
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∂z
(s)
0

∂τ
− ν

∂2z
(s)
0

∂ρ2
= 0, z

(s)
0

∣∣∣
∂Ω

= −v(s)0

∣∣∣
∂Ω
, z

(s)
0

∣∣∣
ρ=∞

= 0, s = 1, 2,
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∂h−1

∂ρ
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∣∣
ρ=∞
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∂g−1

∂ρ
= −∂z

(3)
0

∂τ
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∣∣
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� ���C���F�!�����C ��¦������X�7� >U�����¡� �7 Y� \ �C� �#  � �!�!� �C���� E��� D� �"�C7

w
(3)
1 = 0

¢
z
(3)
1

¢
s−1

¢
v1
¢
w

(s)
1

¢
z
(s)
1

¤�Ø � ¤ ¢ ¢ ¦U¢
h0
¢
g0
�

0D�I\ �C� �"Z��XY³��7�E �!���{�����
u0
¢
p0
Y� ���Z
���!��7,\����!2��� ����!����Z�� ¡ �����J��Z

������¤ ¥C� ¤ £�� ¦6¢�]
 ��! ������%Y� Y���� �"Y� ��C %$*����� � íiíií �C71�����*���FE³��������¢��3	��! *�����
E³�������X���¦� X��� %$ �#������ I�c�! �7.\�7 XT\ �C��¢(���! Q� X[Y� ��C������� \6�/Y���� �"Y� ��C %$*���
����� í ë � W  \ �C� 	��! ��� ���� D� �"�C7

w
(3)
2

¢
z
(3)
2

�%W �!��Z
v2
¢
s0
���!���#��7L��¡ \ ��\��!��7 X

∂v2
∂τ

+∇s0 = ν∆v0 − (u0 + v0,∇)(u0 + v0)+

+
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

D(k,s)hk,s(x, u0 + v0)e
ikτ −H2(x, u0),

è�Ð Ï
v2 = 0, v

(3)
2

∣∣∣
∂Ω

= 0,

∫

Ω

s0 dx = 0.

� ���g\ ��\��!��7 �g\ �� �"��� \6�{]E �#��  ¡����J���� �����¡����FEF�C71 ��{¡ �����J��������Y��_¤ ¥C� ¤ ¤ ��¦ �
�³����\���� Z!��Y� T�����"Z�]�2����=¢������!��Z¦�#�� TY�  ]���¡ �!�!�C¢U���! �71 %$E�� �  Y���� �#� �����!�

Y�����U����4$*��������¤ ¥C� ¤ ¤�¢ ¦U\� {\ ]
 ��C�'Z
�� �#�� U� ��C�>EF�C7 ���� �71������7 � �
A(� G=� �=�;H31 � �!���C�����.�1~
���!�1��\.���C���7/.�B� # ��71�����C7�¢����! °���!���#������X��

Y�����U����4$*�������m������� ��� \6�SU�� \ ]
 ��������� X� �"���"]��C7 � � � �! &\ �C� �"Z����%��¡F]��"� \U�
\ ����� \ ]��4D[E ��Z¦�#����  � \ ]��4D¸ �2�����  ]������DZ
��������������� W Z � \¦\� ���� Y����g]����!�¦� X D
Z \ �C  � ���4D�0����C7 �!��� �¥���¦¡¦Z �C�����!�!  �*���!U� ���X � ¤�¢ ¢�� �
+XU�  ¡����J���C7

uNω ≡ uN,0ω , PNω ≡ PN,0ω ,

h(u, τ) ≡ (u,∇)u+
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

D(k,s)hk,s(x, u)e
ikτ ,

Dh(u, τ)v ≡ (v,∇)u+(u,∇)v+
∑

06|k|6k0

∑

16s6nk

D(k,s)Duhk,s(x, u)ve
ikτ ,

� �#�
Duhk,s(x, u)

�Ú7 �!�!����2���¢�������� �XY ����\6�FY���  ��¡¦�� �#�� �� 5  ��C7 X
hk,s

Y� 
Y�������71������ ��

u
�
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uω
�Ú�! ����� ������FE³�������v\ ��\��!��7 X ¤ ¥C� ¤ £
� ¦6¢ \ Z Y³� \�����  � �!����� �E ����

�� \ ���!� �C�������K� �"����\����������� \��!�&]
 ��! ��� ��� �� �!���!��������Z���� \6���!�� �����71 �� ¥C� � ¢
�
Pω

� \� � �������� \���� Z��XY ��� 5 Z
��]�2����{�������C������� � +���71�����C7�¢����! 5 ���¦Z
�����
��Z��XYF��� �_�!�� �����71� ¥C� �  �2�����]��&�����

u
N,[k]
ω

�# \����!�! ����� %Z \����!��  � ���!�'�����
u
N+[k]
ω ≡ u

N+[k],0
ω

¢
P
N+[k]
ω ≡ P

N+[k],0
ω

�
W ��� �#��7 5 Z
��]�2����

zN = uω − uNω
¢
qN = Pω − PNω

��W �!���
(zN , qN )����������� \6�����FE³��������7�¡ �����J���

∂zN

∂t
− ν∆zN +∇qN =

= h(uω, ωt)− h(uNω , ωt) + ω−N−1
2 ΨN,9(x, t, ω),è�Ð Ï

zN = ω−N
2 ΨN,10(x, t, ω), zN

∣∣
∂Ω

= 0.

¤ ¥C� ¤ ¤¦¥ ¦

# �#� \��
ΨN,9

�o\ Z�7�7 �³�����¦Z �������� �����Y� ������!��\ �C ����� �� 5 Z
��]�2����=¢
ΨN,10

�
Y� ������!��\ �C �������� 5 Z
��]�2���� �4W ����	��! �7������%�
�XU X D

s > 0
¢
ω > 1

\ Y�������� �C�
����� X<\� � ��!�� >E³�������

‖ΨN,9‖2s 6 C(s)ωs, ‖ΨN,10‖2s 6 C(s)ωs,

∫

Ω

ΨN,10 dx = 0,

� �#�
C = C(s)

��� ¡ ��� ��\ ���% ��
x
¢
t
�

)=�¦Y�������7 X D� ����C7  �� ¤ ¥C� ¤ ¤¦¥ ¦DY�������������] \� � �������� \���� Z��XY³����¡ �����J���
�����K���¦]
 ��! ��� ��SU�����¡¦]
 ��I]

zN
\� ��C����  �������C���� ��L���¦]��! ���� 5 Z
��]�2���� � �g���

	��! ��� &Y���  ��� �#��7:¡ ��71����ZQY�������71������X D
zN = yN + wN

¢
qN = pN + rN

¢
� �#� Y��!���

(wN , rN )
Z¦�#  ���C������ ��������³����������\���� ��7

−ν∆wN +∇rN = 0,
è�Ð Ï

wN = ω−N
2 ΨN,10(x, t, ω), wN

∣∣
∂Ω

= 0.

( ¡E���¦¡¦Z �C�����!�!  �¥���!U� ���X � ¤�¢ ¢ � � X��!�¦]������
U�� \ ]
 ������������K� �"���"]
 \��!�3	��! ��
Y��!��X:Y� 

(x, t) ∈ Ω× R
�¥ �2�����]��

∥∥wN
∥∥
2s

6 C(s)ω−N+1
2 +s,

∥∥∇rN
∥∥
2s

6 C(s)ω−N−1
2 +s,

s > 0, w > 1.



E;i �+iPe��
�
��� V/LNLNM V
[ � S1l�L�V/LNW�r ] S1l���V�� d U���Z+Y�S ¤ ^ �

WB�¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
(yN , pN )

����������� \6�
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��C7IY� �������71�����¥���FE³��������7 \ ��\��!��7 X

∂yN

∂t
− ν∆yN +∇pN = h

(
uNω + yN + wN , ωt

)
− h
(
uNω , ωt

)
+

+ω−N−1
2 ΨN,11(x, t, ω),

è�Ð Ï
yN = 0, yN

∣∣
∂Ω

= 0.
�gZ
��]�2����

ΨN,11
Y���� ��\��������������g\� >U� ��'\ Z�7�7 Z*�����¦Z �������� ��{�{Y� ������!��\ �C ����

�� �� 5 Z
��]�2����=¢��&Y����
�
�XU X D
s > 0

¢
ω > 1

\ Y�������� ������� �³ �2�����]��
‖ΨN,11‖2s 6 C(s)ωs.

W  \ �C� �#� �5�.\ ��\��!��7 Z�Y������¦Y���E³��7��{� ���#�
∂yN

∂t
− ν∆yN −A3y

N +∇pN =
[
Dh(u0 + v0, ωt)−A3

]
yN +

+
[
h
(
uNω + yN , ωt

)
− h
(
uNω , ωt

)
−Dh(u0 + v0, ωt)y

N
]
+

+
[
h
(
uNω + yN + wN , ωt

)
− h
(
uNω + yN , ωt

)]
+

+ω−N−1
2 ΨN,11(x, t, ω),è�Ð Ï

yN = 0, yN
∣∣
∂Ω

= 0.

¤ ¥C� ¤ ¤ 	�¦

8 � \¦\ Z=$ ����� ����] $*��¢o]���] Y���� �#  ]���¡ �!�!� �C� \������ �!�� �����7 X ¢�� 	
¤ \�7 � Y ��¢�� � � � ¦U¢� �� \#� ���{�����I�# \����!�! ����� ¥7 ���C ��� 

µ0 > 0
� X[�� �"�C7����������

������\����� 
∥∥yN

∥∥
2µ0

+
∥∥∇yN

∥∥
2µ0

6 Cω−N−1
2 .

¤ ¥C� ¤ ¤�� ¦
)=�¦Y������c7 X D� ����C7Ì �2��������!�LY���  ��¡¦�� �#��X�� ∂yN

∂t

� ∂(∇yN )
∂t

� �g����Y��� !�
��¡¦�� ��C���� �� 5 Z
��]�2����

f(t)
� ��� �#��7Ú >U�  ¡����J���������

(f)h(t) = [f(t + h) −
f(t)]h−1 �°��� \¦\�71 ��!���C7 5 Z
��]�2����

yh(x, t) ≡ (yN)h(x, t)
�
ph(x, t) ≡

(pN )h(x, t)
� ( ¡X¤ ¥C� ¤ ¤ 	�¦ �����

yh
¢
ph
Y� ���Z
���!��7�\� � ��!�� >E³�������

∂yh
∂t

− ν∆yh −A3yh +∇ph = (Dh(u0 + v0, ωt))hy
N(t+ h)+

+
[
Dh(u0 + v0, ωt)−A3

]
yh +

([
Dh(uNω + yN , ωt)− h(uNω , ωt)−

−Dhk(u0 + v0, ωt)y
N
])
h
+ ω−N−3

2 ΨN,12(x, t, h, ω),è�Ð Ï
yh = 0, yh

∣∣
∂Ω

= 0.
# �#� \��

ΨN,12
� ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢ Z¦�#  ���C������ ���� �XY ����Y����

s > 0
¢
h ∈

(0, 1)
���# \����!�! ����� U� ��C�>EF�4D

ω
��������������\���� Z

∥∥ΨN,12(·, ·, h, ω)
∥∥
2s

6 C(s)ωs.
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�����!���������� �71������Z��« ��!�� \ ���!� �C���� 

h ∈ (0, 1)
¢
ω > ω1

¢�� �#�
ω1
� �# \������

�! ����� U� ��C�>E³ ��¸����\ �C C¢� �2�����]�Z

‖yh‖2µ0 + ‖∇yh‖2µ0 6 Cω−N−3
2 ,

��¡D]
 ��! ��� ��
\ �C� �"Z����{\� � ��!�� >E³�������
∥∥∥∥
∂yN

∂t

∥∥∥∥
2µ0

+

∥∥∥∥∇
∂yN

∂t

∥∥∥∥
2µ0

6 Cω−N−3
2 .
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�� 'Y �"¢�� � � ���
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 ��Ì��� \ ${�C7 �!��71 ��
${���"]
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 DZ�]���¡ �!����X���������������X��
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ω � 1
¢ ��Y� �	��! �7 Z

��Z=$ ������� \6����� \ �C7 Y��! �������� \ ]
 �7,�����!����������  � �!����� � W
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 E���! X  Y���\¦�!����X D
\� � >U!�
��� $*�������4D�\ Y� \� >UF� \ �C7 Y��! �������� \ ]
 ��� F�����!����������  � �!������¡ �����J���X *�!�¦Y��C !�
�� ���]
 ������¦]�2����3${���"]
 \����
� U XT\��!�� * \�2�����������Z��XY³��7�\� \ Z¦�#�%¤ ¡ �����J���£ 
Y������� �"����� \ ]��4D
Y� {������71�����¥���FE³�������4DC¦ �-� �! ��{\ Y� \� >U%��� ������¡¦Z���� \6������7
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ω � 1
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���¦��� \� �71 \���� � (D\¦\ �C� �"Z���� \6�%¡ �����J���4 FY������� �"����� \ ]��4D%Y� F������71�����_���FE³���
�����4D
�E  ]���� \��!�� \����m���¦� X��� %$ �#������ ��� '\����!2��� ����!���� ��� %���FE³�������&Z \���� �C�
�������� ��L¡ �����J��� � - �"��� �{\� \��!  ���{��¡D�"� Z=D�����¡ �#� �C  � � WÌ����¡ �#� �C�*	 � ¤  >U� \U�
��  � �!��71���! �IZ \���� �#���������=¢�� �%����¡ �#� �C�£	 � ¢ Y����¥� \��!� \�����������X D{�#  Y� ��C�����
�!� �C����X D{Z \ �C  � ���4D*� �"���"]
 \����{��¡ �C %$*���{�X >U� \���  � �!� 	 545 �¦]���������X��%�����
�� �������7<Y� \��!�� ���������Y� ��C��X D/� \ �C7 Y��! �������� \ ]��4D�����¡ �C %$*�������K���FE³������� �
+��<\� \��!  ��� � ���¦Y� \���� ��\����������� �7 Y����C71�����������v71���! ����Y� ������!�������� ��� 
\ �C J� � ��� ]%��\ D� �#�� ��'¡ �����J���T�%�����!����������  � �!�����{��  ¡�����]����XYF�4D'Y���� 	��! �7
���%¡ ��� ��\6��YF�4DK ��

ω
¡ �����J�/\{Y� �71 >Y³���­����¡ �#� �C�����������LY��"������Z�� �� \U�

2�����������Z��XYF���4��� \���� �
81�¦¡¦Z �C�����!��X°����¡ �#� �"�*	 � ¤ \� �#���=$'�!� \6�%�'\����!�!��� � 	 ¤�� ¢��³����¡ �#� �"�%	 � ¢ �

�
� 	 ¥�� �
�r� �#��H31 � �!���C�����.�1~m��~������ª��� �!�1~!���1~��.�.�

�r� �#� �#� � ���1���
�1�7���C� /=� � �!���C�#���
�
� �1~=R>�
��+��������r� W Z \��!�

Ω
�� ��������

���������������  >U��"� \��!�c�¦� ]������#  � �LY��� \��!���!��\���� �
R3 \ C2 � � �"���"]
 ��������!�����2����

∂Ω
¢
Ω = Ω ∪ ∂Ω � 8 � \¦\�71 ��!���C7?¡ �����J��Z� 2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4D&Y� ������71�����
t
���FE³�������4D&\ ��\��!��7 X<Z
���������������
∂u′

∂t
− ν∆u′ +∇p′ = −(u′,∇)u′ +

[
a0(x)+

+ω
∑

0<|k|6m

ak(x)e
ikωt

]
T ′ +

3∑

j=1

∂

∂xj
bj(x, ωt),

è�Ð Ï
u′ = 0,

∂T ′

∂t
− χ∆T ′ = −(u,∇T ′) + b0(x, ωt), x = (x1, x2, x3) ∈ Ω,

u′
∣∣
∂Ω

= 0, T ′
∣∣
∂Ω

= h(x), x ∈ ∂Ω.

¤·	 � ¤ ¦

# �#� \��
m
� ���!��Z
�����C���� ��%����\ �C ��

ν
¢
χ
�sY� ��C %${���!� �C����X��%����\ �"� �

ak
�

���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����a\� *¡����J���������C7 �a�
�!��� D�71������ �7 ]
 �7 Y��C�¦]�\��� �7 Y��� !�
\��!���!��\������

C
3 ¢�Y���������7 ak ∈ C1(Ω)

¢
k 6= 0

¢
a0 ∈ C(Ω

¦ �����¦]��! ���� 5 Z
��]��
2����

bj(x, τ)
¢
j = 1, 2, 3

¢ \� �¡����J���������C7 �?�
C3 � 5 Z
��]�2���� b0(x, τ) \� 
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¡����J���������C7 ���
C

1   Y���� �#� �C����X­���g71�� %$*� \������
Ω × R

¢
2π
� Y������� �"������X

Y� 
τ
¤ ]
 ���]������!������ ���4D�U Z¦�#���?\ ]���¡ �!�� �� 5  ��C7 Z ������  � ]
�K�!�� �����7 X�¦ �

5 Z
��]�2����
h
����������� \6�.\ �C� �# �7 ���¦]
 ��! ��� ��,]
 �7 Y��C�¦]�\���  ¡����J���� �� 5 Z
��]��

2����?��¡
W 2
q0 (Ω)

¢
q0 > 3/2

¢
ω
� U� ��C�>E³ ���Y��!����71���!� � 81�FE³�������L\ ��\��!���

7 X�¤·	 � ¤ ¦�Y� ����C7 �!��� \6�F�� >U� >U>Y³������ �7L\�7 XT\ �C��¢�]
 ��! ���X�� U Z¦�#��������¡ �r��\������
�'Y � 	 � ¤�� ¢��
+���71�����C7�¢����! _� \ ���

ak
���F¡ ��� ��\6���E ��

x
¢
a0 = −βg ¤ g �aZ \ ]
 ����������\ �� >U� �#�� ��� �Y����#�������=¢

β �
£ ¦U¢ ���¦]��! ���X

ak
�
a−k

]
 �7 Y��C�¦]�\��� v\�  Y����4$*����X
�
bj = 0

¢
b0 = 0

¢
Imh = 0

¢C�! &\ ��\��!��7 �g¤·	 � ¤ ¦�  Y���\ X[� �!���{¡ �����J��Z� %]
 ����
���¦]�2����
� ${���"]
 \����
Y����¥����]��C �����X D%� ��U����!2����4D%� Y� �"� �4$E�� ��
\ ��\��!��71�
]
 � �� �"�����!�J¢�\ �!��¡ �!���� ��Q\F� ��U�������Z��XY³���IY� ��C \��!���

Ω
� >U\ �����{�#  Y� ��C�����

�����[]�	��! �7 ZF� \������¦]��! ���X
ak
Y��!�������C� �C����X

g
¢!�! g\ ��\��!��7 �E¤·	 � ¤ ¦( ����������!���

¡ �����J���¸ {]
 ������¦]�2�����Y����&����������]����C����X D�� ��U����!2����4D%� �����

x3 = ω−1
∑

0<|k|6m

Cke
ikωt, Ck = −k−2ak.

>U\ ���S$*�
a0 = 0

¢#�! K¤·	 � ¤ ¦�  Y���\ X[� �!���{¡ �����J��Z� �]
 ������¦]�2����L�_���¦��� \� �71 !�
\�����¤ \�7 � � ¥ ¥�� ¦ � ;U��\��!��71�X¤·	 � ¤ ¦UY� \������ �C7��{\� � �������� \���� ���D\ ��\��!��7 Z

∂v

∂t
− ν∇v +∇q = −(v,∇)v + a0(x)τ

′ +

+
∑

0<|k|6m

k−2
[
ak(Πa−kτ

′,∇τ ′)− (Πakτ
′,∇)Πa−kτ

′
]
+

+

3∑

j=1

∂

∂xj
Bj(x) ≡ F ′

1(v, τ
′) +

3∑

j=1

Bj(x),
è�Ð Ï

v = 0,

∂τ ′

∂t
− χ∆τ ′ = −(v,∇τ ′) +B0(x) ≡ F ′

2(v, τ
′) +B0(x),

v
∣∣
∂Ω

= 0, τ ′
∣∣
∂Ω

= h(x),

¤·	 � ¢ ¦

� �#�
Π
�aY��� ��¦]��! ��QWB������� ¤ \�7 � \ � 	 ¥ ¦U¢��#����\���� Z��XYF���Q��¡

Lq(Ω)
���%Y� �C�

Y��� \��!���!��\����� {\� ��C����  �������C����X D%���¦]��! ���  �
Sq
¢��

Bj(x) = (2π)−1

2π∫

0

bj(x, τ)dτ, j = 0, . . . , 3.
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4D��]/�/�IY���� �"X �"Z YF�4D�� �"��� � Dr¢r�������¦¡ ◦

S 2
q

¤ ◦

W 2
q

¦U¢
q > 1

¢( >U�  ¡����J���C7�¡ ���
7 X[]��!������Y� ��� ��C71�

W 2
q (Ω)

71�� %$*� \���� �Ç� �"���"]��4D���\����¦¡ ���XYF�4D°���
∂Ω���¦]��! ���� 5 Z
��]�2���� ��¡

Sq
¤
Lq
¦ � W ��� �"Y� ��C %${�C7�¢ª���! �\ ��\��!��7 �°¤·	 � ¢ ¦F�C71���

����\����!2��� ����!���� ��4���FE³�������
(
◦
v,

◦
q,

◦
r) ∈

◦

S2
q0 ×W 1

q0 ×W 2
q0

� W:Y��� \��!���!��\������
Sq×Lq

¢�� �#�
q > 3

\ �!��¡ �!�� g\
q0
¢ ]���]'Z�]���¡ �!�� �gY ��¤�5  ��C7 Z ������  � ]��%�!�� !�

����7 X�	 � ¤ ¤ \�7 � ���4$*�J¦U¢�  Y���� �#� ���C7�  Y������!�! ��
A
\� >U��"� \��!���°  Y���� �#� �C�������

D(A) =
◦

S2
q×

◦

W2
q

¢��#����\���� Z��XYF���&Y� '¡ ��]
 ���Z

A

(
v
τ

)
=

(
−νΠ∆v +Π

[(◦
v,∇

)
v + (v,∇)

◦
v
]
+ C1τ

−χ∆τ +
(◦
v,∇τ

)
+
(
v,∇ ◦

τ ′
)

)
≡

≡
(
−νΠ∆v +B1v + C1τ
−χ∆τ +B2v + C2τ

)
,

� �#�

C1τ = Π
∑

0<|k|6m

k−2
[(
Πak

◦
τ ′, τ

)
Πa−kτ + (Πakτ,∇)Πa−k

◦
τ ′ −

− ak
(
Πa−kτ,∇

◦
τ ′
)
− ak

(
Πa−k

◦
τ ′,∇τ

)]
−Πa0τ.

W Z \��!��������U �!��� D�  � �QY��� \��!���!��\���� �
B
¢
µ ∈ (0, 1]

¢
ρ > 0

¢ ◦
x ∈ B >U�  ¡����J���������

C(R, B)
¢
Cµ(R, B)

¢
SρB(

◦
x)
�C71�������! �� $*�&\�7 XT\ �(¢ª���! ��

����¡ �#� �C� ¢�� ¤��
��~ ���1~
�����r� �#�0��������	 �&� �����P� 'K¤·	 � ¢ ¦����C���>�F����'�4!������'������"������E����!���

(
◦
v,

◦
q,

◦
τ ′) ∈

◦

S2
q0 ×W 1

q0 ×W 2
q0 ?

� �&
���� ���
Λ
��
��9�('G�����('

A
�������&+8�9�!��� �0�G�%��1 HI���J9+�'��9�!/��>��� * ���>�0��'����"� ω0 > 0 ? 

���B���
��������� �&

�(' * �,+ �!� *"- �&���,+��!.�/����

� � * �9�!�A+8���!��1 H
1.

��������	
3 < q < 3q0/(3 − q0)

+ ��1
3/2 < q0 < 3

�
q > 3

+ ��1

q0 > 3 H I���J9+�'N

���
bj ∈ C(R, Lq/2) ? b0 ∈ C(R, Lq/2)

��' �"+8�>�%�,1 ��'")
���"�=
���������� �����!	"���"� #%� �&���

r0 ?
#����$

���

ω > ω0
�&� �����P� '�¤·	 � ¤ ¦O���C���>�

2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�;
�� t ����E����!��� (u′ω, p
′
ω, T

′
ω) ?



���(#G�P� ��J�� �����<
��%)
����� ��'

(u′ω, T
′
ω) (

� - ��� ����+8�P�$��'����=�8��'%7 -:* 'G��	 ����E����!���P�$�&� �����P� - ¤·	 � ¤ ¦
)�,+ �!� ��� * ���!��' * E;'����

∥∥∥T− ◦
τ ′
∥∥∥
C(R,W 1

q (Ω))
+

∥∥∥∥u−
(

◦
v+

∑

0<|k|6m

(ik)−1eikωtΠak
◦
τ ′

)∥∥∥∥
C(R,Sq)

6 r0.
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��Y/L���l�S1LNW�V�Q0V�U���qbS�[�Y � V*q�L�V/LNW�r ¤�� 	

�������C�B����J�� ?

lim
ω→∞

[∥∥∥T ′
ω−

◦
τ ′
∥∥∥
C(R,W 1

q (Ω))
+

+

∥∥∥∥u′ω −
(

◦
v +

∑

0<|k|6m

(ik)−1eikωtΠak
◦
τ ′

)∥∥∥∥
C(R,Sq)

]
= 0.

2.
�:�&�!�

q0 > 2
� 

��� �������
���������

α ∈ (0, 1) * ��� �����(),30�!�!�!4!��1
(∑3

j=1
∂
∂xj

bj , b0
) 

���!��'�+ ���&��� �

C(R, Cα) ? a0 ∈ Cα(Ω) ? ∂Ω ∈ C2+α ?
���D����E����!���

(u′ω, T
′
ω)



���!��'�+ ���&��� �
(R,

◦

S2
q0 ×W 2

q0) ∩ C1(R, Sq0 × Lq0)
3.
��������	 *"- 
����!����� - ���&��� * ��1F
 H 2 ���������P� - �

6 < q < 3q0/(3− q0)+ ��1
2 < q0 < 3 ? q > 6

+ ��1
q0 > 3 H I���J9+�'F�>�&�!� �&
���� ���

Λ
���&��� ���������%)

J�� * �G� �����M

�(' * ���$�����<
!�������&�����$
����G�!
!���
�&���
����� ? ���;����E����!��� (u′ω, T
′
ω)�P���&
��������!4!��'��!	"��� ���������(#%� * �F
�� ����� �C� Sq × W l

q

�(' * �����C�9����� �
�����
�&��)
�����!	"���

ω > ω0
� ��'
#
'��!	"� - 
=+�'��!� - 
 H � ������7���'
#
'
�>� ? #����F�9�!/��>��� * �!.A���'��!���A
���������� �����!	"� - �=#%� �&��' c0 ? σ0 ? ρ0 ?

#����=

���
ω > ω0

+ ��15�!.��"��J��
s ∈ R

���!.��"��J�� * ��� �����(' (us, Ts) ∈ Sp0Sq×W 1
q
(u′ω(·, s), T ′

ω(·, s))
�9�!/��>��� * ��)

�>���,+ �!� ��� * ���!���"������E����!��� (usω, T sω)
7>'�+�'
#%� ����E���+ ��1B�
�(' * �����!��1K¤·	 � ¤ ¦ �

��'
#
'��!	"� - � ���&��� * ���P� usω(x, s) = us(x) ? T sω(x, s) = Ts(x) ?
��

���,+8�������!���"�

��'��G�(#G�
t > s ? � *"- 
����!��1��>�%�,1 ��4����!�!'
∥∥u′ω(·, t)− usω(·, t)

∥∥
Sq

+
∥∥T ′

ω(·, t)− T sω(·, t)
∥∥
W 1

q
6

6 C0e
−σ0(t−s)

(∥∥u′ω(·, s)− usω(·, s)
∥∥
Sq

+
∥∥T ′

ω(·, s)− T sω(·, s)
∥∥
W 1

q

)
.

4.
��������	 *"- 
����!����� - ���&��� * ��1 
 H 2 ���������P� - �

q
� * 1�7>'����F� q0 ?

�!'��
�!�!'%7>'���� * 
 H 3 H I���J9+�'=�>�&�!�$�&
���� ���

Λ
���C���>��
!�
��1�� - �&+ �G� ���G#%�G�$�������%)

J�� * �G� �����F��� * ��� 
����G�!
!���
�&���
����� ? ���6����E����!��� (u′ω, T ′
ω)

��� ���������(#%� * �B
��
����� �C�

Sq ×W l
q



���
ω > ω0 H � ������7���'
#
'
�>� ? #����O��' �"+�� �%�,1$��'��!���O#%� �&���

ε0 > 0
� 
��
�&���,+8� * 'G�����!	"���
����	 tn ? n = 1, 2, . . . ,

�&�����!	;�!J��&+ �����"���!	"E���

#%� ����� ? #����C+ ��1��!.��"��J�� s ∈ R

�9�!/��>��� * ���>�C
��
�&���,+8� * 'G�����!	"���
����	 (unω, Tnω )����E����!� �F�
�(' * �����!��1°¤·	 � ¤ ¦ ? ��

���,+8�������!� - 
F

��� t ∈ [s, s + tn]
����+8� * ����)

� * ���!1!.�/���
����&��� * ��1��

lim
n→∞

(∥∥u′ω(·, s)− uns
ω (·, s)

∥∥
Sq

+
∥∥T ′

ω(·, s)− Tns
ω (·, s)

∥∥
W 1

q

)
= 0,

∥∥u′ω(·, s+ tn)−uns
ω (·, s+ tn)

∥∥
Sq

+
∥∥Tω(·, s+ tn)−Tns

ω (·, s+ tn)
∥∥
W 1

q
> ε0.

�³  ]���¡ �!�!� �C� \���� Z ���!���� ��E�!�� �����7 X?Y� \ �!��Y³������ \������C�������%��� \��!�£����¡��
�#� �"� �
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�r� �#� &r� � ��/=�4R�����~���+?�!���?� � �!���C�#���

�
���1~=R>�
��+���������� �[� 1 � �!���C��� �

�.�1~X��~������ª�)� �!�1~!���1~��.�.����W 	��! �7QY�Z
��]��!�VU Z¦�#��7QY���� �"Y� ��"�!� �!�!�C¢����! 
q\ �!��¡ �!�� �\

q0
¢�]���]FZ�]���¡ �!�� v� Y������� �7LZ
�������=$ �#�������*�!�� �����7 X�	 � ¤�� ; �C� �"Z!�

���#���g¡ ��71����X,Y�������71������X DI4���X��C  � �³� �B ��� ��
�XU�  � ��� ��� �m���!U� ��!� � ¤ ¤¦¥�� ¢
\ �#� �"�!��7��{\ ��\��!��71�X¤·	 � ¤ ¦ ¡ ��71����Z

u′(x, t) = u(x, t) + v(x, t), v(x, t) = w(x, t, t),
¤·	 � ��¦

� �#�����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
w(x, t, τ)

����������� \6�
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��C7 Y� t���FE³��������7�¡ �����J���

∂w(x, t, τ)

∂t
= νΠ∆w + ωΠ

∑

0<|k|6m

ak(x)e
ikωtT ′(x, τ),

è�Ð Ï
w = 0, w

∣∣
∂Ω

= 0.

�g���gZ¦�# >U \���� �[¡ ��Y���\ �gY����� >U�����¡�  � �!���� ��D\ ��\��!��7 X�� �� �C��� \6�4  Y������!�! !�
��X

A3
¢
N(t)

�
Mω(t)

¢�  Y���� �#� �C������X���\� � �������� \����������� ����vY��� \��!���!��\���� � D
Sq ×W 2

q

¢
Lq
�
Lq
5  ��C7 Z �"��7 �
A3(v, T

′) = χ∆T ′ − (v,∇T ′),

N(t)r =
∑

0<|k|6m

(ik)−1eiktΠakr,

Mω(t)r = v(x, t)−N(ωt)r,

� �#�
v
�

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ���Y� t ���FE³�������g\ ��\��!��7 X
∂v

∂t
= ν∆v + ωΠ

∑

0<|k|6m

ake
ikωtr,

è�Ð Ï
v = 0, v

∣∣
∂Ω

= 0.

W ���3	��! �7�¡ ��71����Z�¤·	 � ��¦B71 %$E�� 'Y������¦Y���\¦�!�!�'� 5  ��C71�
u′ = u+N(ωt)T ′ +Mω(t)T

′.

�4���¦]
 � ���#���!�C¢����! {�%���¦¡¦Z �C�����!�!� ¡ ��71����X,\ ��\��!��7 �¥¤·	 � ¤ ¦ Y����C71���'� ���

∂u

∂t
+ν∆u+∇p =f ′

1(u, T
′, ωt) + ϕ′

ω,1(u, T
′, t) +

3∑

j=1

∂

∂xj
bj(·, ωt),

∂T ′

∂t
− χ∆T ′ = f ′

2(u, T
′, ωt) + ϕ′

ω,2(u, T
′, t) + b0(·, ωt),

è�Ð Ï
u = 0, u

∣∣
∂Ω

= 0, T ′
∣∣
∂Ω

= h.

¤·	 � ¥ ¦
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3���� \���� Z��XYF��� ¡ �#� \��% ��! >U���� $*�������
f ′
1, f

′
2 : (W 1

q ∩ Sq)×W 2
q × R → Lq,

ϕ′
ω,1, ϕ

′
ω,2 : (W 1

q ∩ Sq)×W 2
q × R → Lq

  Y���� �#� ��� ��� \6�¥����������\���� ��7 �

f ′
1(u, T

′, t) = F ′
1(u, T

′) + f̃ ′
1(u, T

′, t),

f̃ ′
1(u, T

′, t) = (N(t)T ′,∇)u− (u,∇)N(t)T ′−
−

∑

0<|k|, |s|6m,
k+s6=0

(ks)−1ei(k+s)t(ΠakT
′,∇)ΠasT

′ −N(t)A3(u, T
′)+

+
∑

0<|k|, |s|6m,
k+s6=0

(ks)−1ei(k+s)tΠak(ΠasT
′,∇T ′),

ϕ′
ω,1(u, T

′, t) = −(Mω(t)T
′,∇)u− (u,∇)Mω(t)T

′ −
− (Mω(t)T

′,∇)Mω(t)T
′ − (N(ωt)T ′,∇)Mω(t)T

′−
− (Mω(t)T

′,∇)N(ωt)T ′ −Mω(t)A3(u, T
′) +Mω(t)(Mω(t)T

′,∇T ′),

f ′
2(u, T

′, t) = F ′
2(u, T

′) + f̃2(u, T
′, t),

f̃ ′
2(u, T

′, t) = −(N(t)T ′,∇T ′) + f̃2(·, t),
ϕ′
ω,2(u, T

′, t) = −(Mω(t)T
′,∇T ′).

# �#� \��'� X���� $*�������
F ′
1

¢
F ′
2

�­�!�[$*��¢����! {�&�c¤·	 � ¢ ¦ ��W  �#����\���� Z���7��!�¦Y������
��� Y������� ���Z
��������������� \ ��\��!��7 X ¤·	 � ¥ ¦UY��� ��¦]��! ��� �7

Π
�� >U�  ¡����J���C7��������¦¡

f1
¢
f2
¢
F1
¢
F2
¢
f̃1
¢
f̃2
�
ϕω,1

¢
ϕω,2

 ��! >U���� $*�������=¢¦Y������������C� $'�!YF�����!��7�$*�
Y��� \��!���!��\���� ��7�¢J���! ��

f ′
1

¢
f ′
2

¢
F ′
1

¢
F ′
2

¢
f̃ ′
1

¢
f̃ ′
2

�
ϕ′
ω,1

¢
ϕ′
ω,2

\� � �������� \����������� C¢
�L\ �!��¡ �!����X�� \ Y� \ �C� �#���C7 �L\� � ��!�� >E³�������C7 �

f1(u, T, t) = Πf ′
1(u, T +Φ, t), f2(u, T, t) = f ′

2(u, T +Φ, t),

F1(u, T ) = ΠF ′
1(u, T +Φ), F2(u, T ) = F ′

2(u, T +Φ),

f̃1(u, T ) = Πf̃ ′
1(u, T +Φ), f̃2(u, T ) = f̃ ′

2(u, T +Φ),

ϕω,1(u, T, t) = Πϕ′
ω,1(u, T +Φ, t), ϕω,2(u, T, t) = ϕ′

ω,2(u, T +Φ, t),
� �#� 5 Z
��]�2����

Φ
����������� \6�����FE³��������7�¡ �����J���

∆Φ = 0, Φ
∣∣
∂Ω

= h.
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# ��71�����C7��FY³�

u
���

u+
◦
v
¢
T
���

T +
◦
τ
¢�� �#� ◦

τ =
◦
τ ′−Φ

� W ���¦¡¦Z �C�����!�!�T� \�� D
	����4D
Y����� >U�����¡�  � �!������\ ��\��!��7 �m¤·	 � ¥ ¦UY����C71���{� ���

∂z

∂t
+Az = f(z, t, ω),

¤·	 � 	�¦

� �#�
z = (u, T )

¢
f(z, t, ω) = (f1(u +

◦
v, T +

◦
τ , ωt) − F1(

◦
v,

◦
τ ) + B1u +

C1T + ϕω,1(u +
◦
v, T +

◦
τ , ωt), f2(u +

◦
v, T +

◦
τ , ωt) − F2(

◦
v,

◦
τ ) + B2T +

C2u+ϕω,2(u+
◦
v, T +

◦
τ , ωt))

� 0����!��Z¦�#�� F� ���#���!�C¢����! g���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
f����������� \6�

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 ���Y� t �4D��]L�Q� � ¥���� ¢"Z \����!����������� �!��� \6�=¢����! &\ Y��¦]��!�K  Y������!�! ����
e−tA

\� \��! !�
������¡g����\ �C�

e−λt
¢
λ ∈ Λ

¢ �°����\ �"� £ ¢ Y���������7 \ Y��¦]��!�
Λ
�"��\ ]������!��� �

W  \ ]
 ��C� ]�Z
0 6∈ Λ

¢�\ Z Y³� \���� Z����*����]
 ��¸����\ �C 
t∞ > 0

¢����! 

e−λt∞ 6= 1, λ ∈ Λ.
¤·	 � � ¦

W Z \��!�
nω
�����!��Z
�����C���� �������\ �C %����]
 ���¢
���! F�����

tω = 2πω−1nω
� X[Y� ����

������� \6�¥��������������\����� 
0 6 t∞ − tω < 2πω−1.

¤·	 � � ¦
W=\ ����Z{\� � ��!�� >E³�������g¤·	 � � ¦U¢r¤·	 � � ¦����!���#��� \6�X����]
 ��

ω?
¢
���! FY����

ω > ω?
�

� \�� D
λ ∈ Λ

U Z¦�#���
e−λtω 6= 1

�
81�¦¡��¸7 ����Z!�&\ ]���¡ �!���� ���¢�71 %$E�� 'Z
�������=$ ���!�!�C¢����! {Y����

ω > ω?

[
I − e−tωA

]−1 ∈ Hom(Sq × Lq, Sq × Lq).

+�� \#� ���'\ �C� �"Z����J¢����! 
[
I − e−tωA

]−1 ∈ Hom
(
Sq ×W 1

q , Sq ×W 1
q

)
, ω > ω?.

)���]J$*�L]���]?�?Y����=� X[�� �#� 5  ��C7 Z ��X ¤ ^�¦'��¡�� ¥���� ¢UZ \����!����������� �!�����
\6�=¢#���! �� \6��]
 ��

tω
� Y������� �"����� \ ]
 ��£���FE³�������

z ∈ C(R,
◦

S2
q×

◦

W 2
q)
Z
�����������

������¤·	 � 	�¦S¢
ω > ω?

¢ Z¦�#  ���C������ ��������TY����
t > 0

�����!���������C���� �7 Z Z
������������� �

z(t) =
[
I − e−tωA

]−1

tω∫

0

e−(tω+t−τ)Af(z, τ, ω) dτ +

+

t∫

0

e−(t−τ)Af(z, τ, ω) dτ ≡
[ ◦

Nω (z)
]
(t),

¤·	 � ^�¦
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�&� U� ��C��� ]
 ��� ���]
 ���¡ ��Y���\ �

z(t) =

tω∫

0

Gω(t− τ)f(z, τ, ω) dτ,

� �#�
Gω(s)

� 5 Z
��]�2����L-=��������¢�  Y���� �#� ������7 ���&\� � ��!�� >E³��������7

Gω(s) =

{[
I − e−tωA

]−1
e−sA, s > 0[

I − e−tωA
]−1

e−(tω+s)A, s < 0.

0D�! >U� ��� ��J¢ � \6��]
 ��¥���FE³�������
z ∈ C([0, 2tω], (Sq ∩ W 1

q ) × W 2
q )
Z
�����������

����� ¤·	 � ^�¦U¢?U Z¦�"Z
���
tω
� Y������� �"����� \ ]��C7  >U�����¡� �7 Y��� �# ���$*������X�7������ \#�

 \��
t ∈ R

¢������������ \6�
tω
� Y������� �"����� \ ]��C7Ç���FE³��������7�Z
����������������¤·	 � 	�¦ �

W�Y��� \��!���!��\������
C([0, 2tω], Sq×W 1

q )
� X �#� ���C7�Y� �"Y��� \��!���!��\����� 

Cωq���¦]��! ���� 5 Z
��]�2���� ◦
z
¢������&]
 ��! ���X D�Y����L� \�� D

t ∈ [0, tω]
� X[Y� ��C������� \6�������

������\����� 
◦
z(t+ tω) =

◦
z(t).

�������¦¡
Cωq,µ

¢
0 < µ 6 1

¢� >U�  ¡����J���C7'U �!��� D�  �� FY��� \��!���!��\����� C¢�\� \��! J��Y³���
��¡����¦]��! ���� 5 Z
��]�2���� ◦

z ∈ Cωq
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYF�4D�Z \ �C  � � � - �� �C���#�����L\

Y�  ]���¡ �!�!� �C��7
µ
3

∥∥◦z
∥∥
Cω

q,µ
=
∥∥◦z
∥∥
Cω

q
+ sup

06t1<t262tω

∥∥◦z(t2)− ◦
z(t1)

∥∥
Sq×W 1

q

(t2 − t1)µ
<∞.

W �� \��!���!��\����� 
Cωq

U Z¦�#��7 ����]4$*�� >U�  ¡����J���!�!�³�������¦¡
Cωq,0

�
8 � \¦\�71 ��!���C7   Y������!�! ��

Nω
¢v�#����\���� Z��XYF���6�:Y��� \��!���!��\������

Cωq
�

������� �XYF����\6�,¡ ��7 X[]��!������7   Y������!�! ���� ◦

Nω
¢�  Y���� �#� �C������ ��� ��� ¤z� �"���C�

]��4DC¦����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����4D ◦
z ∈ C([0, 2tω), (Sq ∩W 1

q ) ×W 2
q ) ∩ Cωq

Y������� ��
��� \��!��� ����������\���� � ¤·	 � ^�¦ � 4� ������¦]��!�� \��!������]
 ��� K  Y���� �#� �C�������=\ �C� �"Z����
��¡&\� � ��!�� >E³������� ◦

Nω
◦
z ∈ Cωq

����  ¡�71 %$E�� \�����Z�]���¡ �!���� ��� L¡ ��7 X[]��!����� �
�³  ]�� $*��7 �����J�����C��	��! <\� � ��!�� >E³������� � 8 � \¦\�71 ��!���C7 � �"���"]�Z�� ���¦]��! ����
5 Z
��]�2�� � ◦

z ∈ Cωq
�
tω
� Y������� �"����� \ ]
 �� Y��� �# ���$*�������

z
5 Z
��]�2���� ◦

z
���

Y� ���Z� \��
t > 0

� +XU�  ¡����J���C7K�������¦¡
y tω

� Y������� �"����� \ ]
 ������FE³��������Z
�����������
�����

∂y

∂t
+Ay = f(z, t, ω), t > 0.
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)= �� ��� Y����

t ∈ [0, 2tω]

y(t) =
[ ◦

Nω

(◦
z
)]
(t),

� � � � ◦

Nω (
◦
z) ∈ Cωq

¢����! {�¥�!���FU�  � ���C \��D�#  ]���¡ �!�!� �
WB  ¡�71 %$E�� \��!��¡ ��7 X[]��!����� ◦

Nω
�
Cωq
� X��!�¦]��!���[��¡U\ �C� �"Z��XY³���� [Z
���������

$ �#������� �
}c~
����� �r� �#� �(�!/��>��� * ���>�M��'����"� #%� �&���

ω0 > 0 ? #����F+ ��1 �!.��"��J��
r > 0

�C���������!�!'%7>'G��	5#%� �&���
c > 0 ? 

���M���
���������L+ ��1 * ��� 
 ω > ω0

�
�!.�� - 
 JP��'�+ �!��
 * ��� �����(),30�!�!�!4!� � z1 ? z2 ? ��+8� * ���>� * ���!1!.�/���
����&��� * �!.

‖z1‖Cω
q
, ‖z2‖Cω

q
6 r,

�&

�(' * �,+ �!� * �B���9�(' * ��� ��� * �

∥∥ ◦

Nω(z2)−
◦

Nω(z1)
∥∥
Cω

q
6 c‖z2 − z1‖Cω

q
.

3�������X[� ���&\ ]���¡ �!���� ���¢ �����"�C7 \ �C� �"Z��XYF����  Y���� �#� �C������� �
��� N�/���/
)�/�>.,./�� �r$

tω
� �&� ��" �� "�
 � ��
 "%�

(
� � � � �������
	��

)
����
�����"&� �

� � �
���&����"%$
¤·	 � 	�¦ U Z¦�#��7«����¡¦X[� �!�!�
tω
� Y������� �"����� \ ]
 ��
Y��� �# ���$*�������¥���

� \#�é \��
t ∈ R

���¦]��! ���� 5 Z
��]�2���� ◦
z ∈ Cωq

¢.������� �XY³����\6� ���¦Y� �"� �4$E�� ��
�! ���]
 ���  Y������!�! ����

Nω
�

��� N�/���/
)�/�>.,./ � �($
2πω−1 � �&� ��" �� "�
 � ��
 "%� � �

t (
� � � � �������
	��

)
�����


�����"&� � � � �
���&����"%$°¤·	 � ¤ ¦ U Z¦�#��7�����¡¦X[� �!�!�
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]�Z��6Y� t���¦]��! ���� 5 Z
��]�2�� �

(u, T ′) ∈ C(R, Sq × W 1
q )
¢ \ �!��¡ �!����Z��a¡ ��71���� ���¤·	 � ��¦

\
tω
� Y������� �"����� \ ]��C7<Y��� �# ���$*��������7����m \��

t ∈ R
���¦]
 ��! ��� ������¦]��! ����

5 Z
��]�2����=¢�������� �XY³����\6�����¦Y� �"� �4$E�� ��_�! ���]
 ���  Y������!�! ����
Nω
�

4D��]%Z�]���¡ �!�� F�FY ��¢ �!�� �����7 X�	 � ¤ ¢�Y����
q0 > 2

�%�# \����!�! ����� ³� �"���"]��4D
b0
¢
bj
¢
a0
�
∂Ω
� \6��]
 ��£ >U� >U>Y³������ ��4���FE³�������F¡ �����J��� ¤·	 � ¤ ¦������������ \6�c���

���FE³��������7��% >U X����� �7�\�7 XT\ �C� �
}c~
�������r� &r� ����1 �!.��"��J��B+8�
����'G���G#%���;� '�����J��F#%� �&��'

r0 > 0
�9�!/���)

��� * ���>�A��'����"� ω0 > ω? ? #����D

��� ω > ω0
��
��9�('G�����

N2
ω ( * �����('�1�� ���9�('�4!��1��
��9�('G�����('

Nω)
* E;'���� Sr0Cω

q
(0) ≡ {z = (u, T ) : ‖z‖Cω

q
6 r0}

1 * ��1��>�%�,1
�,��'G�����P� ? 

���(#G�P� Sr0Cω

q
(0)

�!� * '�����'�� ����� �
�����
�&� �����!	"���
N3
ω H
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�³  ]���¡ �!�!� �C� \���� � �C��7�7�	 � ¤ ¢=	 � ¢ Y���� �# \���������� ��� \6�c�������!�!� �
� � +���71���
���C7�¢ª���! � ����  \ Z Y³� \�������� ��� \6� \
Y� �71 >Y³���a��\ Y� ��C� ¡�  � ���>E³����\6�/� � ¥����
�!� D�����]�� � 2������C ��¦������ X�! �7 Z�¢�]���]L�,� ¥���� Y ��¤ �!�� �����7 X.� X[��� �#���L��¡D�C��7.�
7 X ¤ ¢��%��� \��! J��Y³��7Ç����¡ �#� �C� Y ��¤ \ �C� �"Z����'��¡ �C��7�7 X 	 � ¢��

�r� �#� G=� � ��/=�4R�����~���+?�!���?�@� �!���C�#���
�
�J�1~=R>�
��+�������� � � ���I��\����1�.���

��~���+#�1���
�
������/0� �!�4+ �1~���~��.�.���1�³  ]�� $*��7,Y � ¢ �!�� �����7 Xé	 � ¤���W Z \��!�

6 < q < 3q0/(3− q0)
Y����

2 < q0 < 3
�
q > 6

Y����
q0 > 3

� 8 � \¦\�71 ��!���C7
��\ D� �#��Z��.\ ��\��!��7 ZÇ¤·	 � ¤ ¦ � W  �#����\���� Z���7Ç���'Z
���������������g0D�������¸� ;��!  ]�\¦�
Y��� ��¦]��! ��� �7

Π
�QY� ���Z
��������Z��*�_���¦¡¦Z �C�����!�!� 	��! ��� 
\ ��\��!��7 ZI¡ ��Y���E³��7?�

� ���#�

∂u′

∂t
+A1u

′ = −Π(u′,∇)u′ +Π

[
ω

∑

0<|k|6m

ake
ikωt + a0

]
T ′+

+Π

3∑

j=1

∂

∂xj
bj(x, ωt) ≡ f1(u

′, T ′, t, ω),

∂T ′

∂t
+A2T

′ = (u′,∇T ′) + b0(x, ωt) ≡ f2(u
′, T ′, t, ω), T ′ = T +Φ,

� �#��  Y������!�! ���X
A1
�
A2

�!�[$*��¢����! {�
� � ¥���� �
# �����J���4 

tω
� Y������� �"����� \ ]��4DE���FE³�������4D%Y� \ �C� �#�����
\ ��\��!��7 X:\ �� �"�����

\6�&\� �� �"� \��� ]&\ ��\��!��71�g�����!���������C����X D�Z
���������������

u′ =

t∫

0

e−(t−τ)A1f1(u
′, T ′, τ, ω) dτ +

+
[
I1 − e−tωA1

]−1

tω∫

0

e−(tω+t−τ)A1f1(u
′, T ′, τ, ω) dτ,

T ′ =

t∫

0

e−(t−τ)A2f2(u
′, T ′, τ, ω) dτ +

+
[
I2 − e−tωA2

]−1

tω∫

0

e−(tω+t−τ)A2f2(u
′, T ′, τ, ω) dτ,

¤·	 � � ¦

� �#�
I1
¢
I2
�­�! %$ �#� \�����������X���  Y������!�! ���X �
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(u′, T ′)
\ ��\��!��7 XÌ¤·	 � ¤ ¦S¢� v]
 ��! ��� �7���  �� ������ \6�

�{Y ��¤ �!�� �����7 XÚ	 � ¤ ¤z�! ���������¢C���� %\ Z=$*�������4���'Z
��� \��!  ]
t ∈ [0, 2tω]

¦U¢�Z¦�# !�
���C������ ��������'\ ��\��!��71�_¤·	 � � ¦S¢�� �#�D�����!����������X4¢�\��!�� ��� E��  �� ����=¢
  Y���� �#� �C����X
\'Y� �71 >Y³��� \� � �������� \���� Z��XY³���� &¡ ��7 X[]��!����� � �g���Q�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �%Y � ¢
�!�� �����7 X�	 � ¤ �# \����!�! ����� FY�  ]���¡ �!�!�C¢����! *���FE³�������

(u′, T ′ ¦ \ ��\��!��7 X
¤·	 � � ¦
Y������������C� ${���gY��� \��!���!��\���� Z

C([0, 2tω],
◦

S 2
q0×

◦

W 2
q0

¦ � +������!�������C7 \6�%��� \U�
\�71 ��!����������7LY������� ��� vZ
���������������_¤·	 � � ¦S¢J����]F]���]g���! ��� �� ��\¦\ �C� �"Z���� \6� �!�����
�C ��¦������ � �g���
]����!��]
 \����&¡ ��Y���E³��7Ç���� '�{� ���#�

u(t) = −
tω∫

0

G1,ω(t− τ)Π

3∑

i=1

∂

∂xi
(uiu) dτ +

+

tω∫

0

G1,ω(t− τ)Π

[
ω

∑

0<|k|6m

ake
ikωt + a0

]
T dτ +

+

tω∫

0

G1,ωΠ

3∑

j=1

∂

∂xj
bj(x, ωt) ≡ Ĝω,1 + Ĝω,2 + Ĝω,3,

¤·	 � ¤ £ ¦

� �#�

G1,ω(t) =

{[
I1 − e−tωA1

]−1
e−tA1 , t > 0,[

I1 − e−tωA1
]−1

e−(tω+t)A1 , t < 0,

� E³�!���4D��&�E >U�  ¡����J���������4DE���FE³�������
(u′, T ′)

  Y�Z Y³����X �
Wo�����C��������E³��7
�������¦¡ ◦

S 2δ
p

� ◦

W 2δ
p

¢
p > 1

¢
δ ∈ (0, 1)

¢ U Z¦�#��7
 >U� !�
¡����J���!�!�* >U��"� \����_  Y���� �#� �C�������{�#�� >U���X D�\��!�¦Y��������¥  Y������!�! ���  �

Aδ1
�
Aδ2\� � �������� \����������� ¥¤ \�7 � ����¡ �#� � ¢�� ¤ ¦ �

0 �4$*��U Z¦�#��7   Y������!�!� \6�é��� \ �C� �"Z��XYF���.Y����!� � \ Y� �71 �� �!�!� �C����X D
Z
�������=$ �#������� �
¤ ¤ �C��7�7 � ¢�� ¢ ¦ � �g�����
�XU X D

µ ∈ (0, 1]
�
p > 3

\ Z Y³� \���� Z����g����\ �C 
ε = ε(p, µ) ∈ (0, 1]

¢�Y����&]
 ��! ��� �7��C71�����E71� \��! E���¦Y�������X[���� �� ���C %$*�������

ΠCµ ⊂
◦

S
2ε
p .

¤·	 � ¤ ¤ ¦
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¢��?W Z \��!�
l ∈ [0, 2]

¢
p > 1

¢
δ ∈ [0, 1]

�
δ > l/2 + 3/2p

� )= �� ���%�C71�����
71� \��! E���¦Y�������X[����X�� ���C %$*�������

◦

S
2δ
p ⊂ Cl,

◦

W
2δ
p ⊂ Cl.

¤·	 � ¤�¢ ¦
�³  ]���¡ �!�!� �C� \����� �\� � ��!�� >E³������� ¤·	 � ¤�¢ ¦� \ Z Y³� \������������ \6�Q\ Y� �71 >Y³���o�����
�!����Y� �����2��� ����� ����!�� �����7 X ¢�� �'( � � � ;U�C71 �������]
 �
� �4W Z \��!�

γ1 > γ2 > 0
¢
γ1 + γ2 > 1/2

� )= �� ��� Y����
� \�� D
ϕ ∈ Lp

¢
p > 1

¢
\ Y�������� ������� �³ �2�����]��

∥∥∥∥
(
A−γ1

1 Π
∂

∂xi
A−γ2

1 Π

)
ϕ

∥∥∥∥
Lp

6 C‖ϕ‖Lp , i = 1, 2, 3,
¤·	 � ¤ ��¦

� �#�����������³�����¥  Y������!�! ��� �7K  ¡����J���!���£���� F¡ ��7 X[]��!�����vY� ³�� ��C71�
Lp
�4W ���

�#  ]���¡ �!�!� �C� \���������������������\���� �E¤·	 � ¤ ��¦ ��\ Y� ��C� ¡¦Z���� \6�{�����!���������C���� ��TY���� �C�
\��������C�������� ��!����2��!�!� �C���� ��'�#�� >U��� ��%\��!�¦Y������X  Y������!�! ����

A1
� � � ¢ 5  ��C7 Z��

�"�¥¤ ¤¦¥C� ¤ 	�¦ � �
��¡¦��� \��!��X��4 �2�����]������¦¡� ��C� ��������X�	��! ��� %  Y������!�! ������ ¤¦¥ � � �
¥C� �g���
� \�� D

ϕ ∈ W 1
p

¢
p > 1

¢�\ Y�������� �������� *�! %$ �#� \����� 

Π
∂

∂xi
ϕ(x) = Π

∂

∂xi
Πϕ(x), i = 1, 2, 3.

¤·	 � ¤¦¥ ¦

+��� g ����¦� ���#�� I�����
ϕ ∈ C1+α(Ω)

¢
α > 0

¢ �&�����  \������C����X D
ϕ ∈ W 1

pY� ���Z
���!��� \6�
�%���¦¡¦Z �C�����!�!� ¡ ��7 X[]��!����� �
	 � � ��� � �g�����
�XU X D

τ ∈ [0, 1]
�
0 < ϕ < 2π

Y����/� \�� D
λ
¢��C� $'�!YF�4D

�����D\��¦]��! ����
0 < | argλ| < ϕ

¢�� X[Y� ��C������� \6�� �2�����]��
∥∥Aτ1(λI1 −A1)

−1
∥∥
Hom(Sq ,Sq)

< C(q, τ, ϕ)
(
1 + |τ |τ−1

)
.

¤·	 � ¤ 	�¦
W ���������#��7�]c���¦Y� \���� ��\����������� �7 Z���\¦\ �C� �#  � �!��� � � �"���"]
 \����&���¦]��! ����

5 Z
��]�2����
u
�m¤·	 � ¤ £ ¦ �

W  \ ]
 ��C� ]�Z ∑3
i=1

∂
∂xi

bj(·, τ) ∈ C(R, Cα(Ω))
Y��������¦]
 ��! ��� �7

α > 0
¢

�! {�{\ ����Z%Z
�������=$ �#��������¤·	 � ¤ ¤ ¦����!���#��� \6������]
 �������\ �C 
δ1 > 0

¢����! 

Π

3∑

i=1

∂

∂xi
bj(·, τ) ∈ C

(
R1,

◦

S
2δ1
q

)
.
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Ĝω,3 =

tω∫

0

A1−δ1
1 G1,ω(t− τ)Aδ11 Π

3∑

i=1

∂

∂xi
bj(·, τ) dτ

�&��¡¦��� \��!�� ��� �2�����]��
∥∥Aδ1e−tA1

∥∥
Hom(Sq ,Sq)

6 c0t
−δ ,

� �#�
δ > 0

¢
c0 = c0(δ) = const

¢�� X[�� �"�C7�¢
���! 

∥∥Ĝω,3
∥∥
C([0,2tω],

◦
S2

q)
6 c

∥∥∥∥
3∑

i=1

∂

∂xi
bj

∥∥∥∥
C([0,tω],Cα(Ω))

, c = const .
¤·	 � ¤�� ¦

)���]&]���]
T ∈ C(R,W 1

q )
¢��! {\ Y� �71 >Y³���,Y���� ��\��������C�������

A1Ĝω,2 =

tω∫

0

A1−δ2
1 G1,ω(t− τ)Aδ21

∑

0<|k|6m

Π(ake
ikωt + a0)T dτ,

0 < δ2 � 1,

�!�����C ��¦������ * �2�����]
�E¤·	 � ¤ 	�¦UZ \����!����������� �!��� \6�X��������������\����� 
∥∥Ĝω,2

∥∥
C([0,2tω],

◦
S2

q)
6 c‖T‖C([0,2tω],W 1

q )
.

¤·	 � ¤�� ¦

W ���������#��7�]¥��� \¦\�71 ��!������� �5�����!���������"�
Ĝω,1

� 0D��Y� �71���C7���¡¦��� \��!��X��
��������������\���� ��� ¤¦¥ � �

∥∥∥∥
∂

∂xi
e−tA1

∥∥∥∥
Hom(Sp,Lp)

,

∥∥∥∥e−tA1
∂

∂xi

∥∥∥∥
Hom(Lp,Sp)

6 ct−1/2,

t > 0, p > 1, c = const .

¤·	 � ¤ ^�¦

( ¡* �2�����  ] ¤·	 � ¤ 	�¦S¢ª¤·	 � ¤ ^�¦[��Y� ���Z
����Z�Y�Y�  �� ��� �\ �� ���\���� �X  Y������!�! ���� 5 Z
��]��
2����

e¯tA1
� X��!�¦]��!���*��������������\����� 

∥∥Aδ11 Ĝω,1
∥∥
C([0,2tω],Sq/2)

6 c‖u‖C([0,2tω],Sq),
¤·	 � ¤�� ¦

� �#�
δ1
� Y���  ��¡¦�� ��C���� �������\ �C {��¡ Y��� �71� ${Z
��]��

[0, 1/2)
�
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W \ ����Z \� � ��!�� >E³�������v¤·	 � ¤ £ ¦S¢�¤·	 � ¤�� ¦S¢�¤·	 � ¤�� ¦S¢�¤·	 � ¤�� ¦S¢�¤·	 � ¤�¢ ¦F� ¤·	 � ¤ ¤ ¦
�C71����7

Π(ui, u) ∈ C
(
[0, 2tω],

◦

S
2δ3
q

)
, i = 1, 2, 3,

¤·	 � ¢�£ ¦
� �#�

δ3 ∈ (0, 1)
� +�� \#� ���'\ Z
�����! �7�¤·	 � ¤¦¥ ¦UY����4D� �"�C7�]&Y���� ��\��������C����� �

∂

∂xi
Ĝω,1 =

t∫

0

∂

∂xi
e−

t−τ
2 A1Aδ41 e

− t−τ
2 A1A−δ4

1 Π

3∑

j=1

∂

∂xj
A−δ3

1 Aδ31 Π×

× (uju) dτ +

tω∫

0

∂

∂xi
e

t+tω−τ
2 A1Aδ41 e

t+tω−τ
2 A1

[
I1 − e−tωA1

]−1{. . .} dτ,

� �#�
1/2 − δ3 < δ4 < 1/2

¢
i = 1, 2, 3

� ( ¡K������ ?\� �� �"� \��� \� � ��!�� >E³���
�����C7ê¤·	 � ¤ ^�¦S¢4¤·	 � ¤ 	�¦S¢�¤·	 � ¤ ��¦{�
¤·	 � ¢�£ ¦'� X��!�¦]��!����Y������������C� $E�� \��!�

Ĝω,1Y��� \��!���!��\���� Z
C([0, 2tω],W

1
q )
� +�� \#� ��� \QZ
�����! �7­�!�� �����7 X ���C %$*�������

W 1
q ⊂ C(Ω)

\ �C� �"Z����J¢����! 

(u,∇)u ∈ C([0, 2tω], Lq).

0� %�! �� ��� �{\ ����Z�¤·	 � ¤ £ ¦S¢=¤·	 � ¤�� ¦S¢(¤·	 � ¤�� ¦U��¤·	 � ¤ 	�¦

u ∈ C
(
[0, 2tω],

◦

S
2δ
q

)

Y����Q�
�XU� �7
δ ∈ [0, 1)

� +�� \#� ���
\� �� �"� \��� K¤·	 � ¤�¢ ¦ �����K���¦]
 ��! ��� ��� 
l0 > 1U Z¦�#���

u ∈ C([0, 2tω], C
l0)
¢���¢�\ �C� �#  � �!�!� �C���� C¢ �'\ ����Zg¤·	 � ¤ ¤ ¦ �����_���¦]
 ��! !�

�� ��� 
ε > 0

Π(u,∇)u ∈ C
(
[0, 2tω],

◦

S
2ε
q

)
.( ¡ Y� \ �C� �#������ v� ]��
����������� �'\� � ��!�� >E³��������¤·	 � ¤ £ ¦S¢�¤·	 � ¤�� ¦S¢�¤·	 � ¤�� ¦��C�����

]
 {\ �C� �"Z����'Y ��¢ �!�� �����7 Xv	 � ¤��
W%� �4�!�� �����7 X°	 � ¤ �#  ]���¡¦X[� �!��� \6�*����] $*��¢ ]���]'�%Y � �4�!�� �����7 X?��¡ � ¥���� �
�³  ]�� $*��7�Y �"¥C� +XU�  ¡����J���C7/�����Q]����!��]
 \����c�������¦¡

Bq
Y��� \��!���!��\����� 

Sq × W 1
q

¢B� �#�
q
\ �!��¡ �!�� �\

q0
¢�]���]�Z�]���¡ �!�� ���Y ��¥ �!�� �����7 X 	 � ¤�� W  

Z \ �C  � � �*\ Z Y³� \���� Z����_����]
 ��³����\ �C 
σ1 > 0

¢����! &\ Y��¦]��!�
Λ
  Y������!�! ����

AY���� ��\������ �C7��'� ���#�4 >U	�=� �"�����������
\ Y��¦]��!�����C����X D
Y� ��71�� %$*� \����
σ±
¢�� �#�

Reλ > σ1 > 0
Y����

λ ∈ σ+
�
Reλ < −σ1 < 0

Y����
λ ∈ σ−

��W Z \��!�
Bq±

������� �!�����!���!��X��� ��!�� \ ���!� �C���� 
A
Y� �"Y��� \��!���!��\���� � Y��� \��!���!���

\���� �
Bq
¢ \� � �������� \���� Z��XYF���

σ±
¢ �

P±
�  ������������XYF���%�C75Y��� ��¦]��! ���X �

�g���%�
�XU� ��� 
z ∈ Bq

Y� ��C %${�C7
z± = P±z

� W  �"Y��� \��!���!��\����� 
Bq−

� � ���"Z
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A−1 ]
 ��������� �71������ C¢ Y� �	��! �7 Z{\ Z=$*��������
e−tA−

Y� ���Z
����Z�Y�Y�X
e−tA

���
Bq−

Y��� �# ���$'�!��� \6�m���%� \#�« \��
t ∈ R�¥ >U�����¡¦Z����³����Z�Y�Y�Z �

}c~
�������r� G=�
�
���&��� * ��1�
 
 H 4 ���������P� - 5.1

��' �"+8�>�%�,1L��'����"�=#%� �&���

ω0 > 0 ? #���� 

���
ω > ω0

+ ��1K�!'��A+8��J��
s ∈ R

* �������
��������� ���
���>����)
���
����� * ��� �����(' zω(s) (zω = (uω, Tω) � 2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�0����E����!���
�
�(' * �����!��1­¤·	 � 	�¦ ? �9�!/��>��� * � * '��!���=���
��������J�� ������'���� * ������� ���P� �C���

5.2)

���
�����('�� ��� * ' Bq
�9�!/��>��� * ���>�F�<����J��"�����('%7���� Y s− ?

��

���,+8�������!���"�O�
�(' * )
�����!���P�

z+ = ϕs(z−)
� ������'�+�'�.�/����D�&���,+��!.�/����<�$� * ��� ��� * '%�<� H

1. 	 �������('��=���!��� ϕs 7>'�+�'���� * �������
��������� E;'���� 3��!���&�
��� * '��!����J��

(
� H � H ����7>' * � �,1!/���J��A�
� ω ? s) �('�+ �G���P';�04���� ������� * ���G#%��� P−zω(s)



���%)
�����('�� ��� * ' Bq−

� ��'%�N����

���9� -:* ����+ � 3B3D�9�����!4!�
�����P�C� H
2.

����1 �!.�� - 
 s ∈ R ? z0 ∈ Y s−
�9�!/��>��� * ���>�O����E����!��� z(t) �
�(' * ����)�!��1 ¤·	 � 	�¦ � ��'
#
'��!	"� - � ���&��� * ���P� z(0) = z0 ?

��

���,+8�������!���"� ���(' * �����C�9�()
���;��J��('��!�(#G���!���"� * ����� �C� Bq



���
t 6 s H

3.
� �P�C� � ��� * �;�<����J��"�����('%7�� � Y s− 2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"��
�� s ? � H � H *

36'%7�� * ���5

���
�����('�� ��� * �6�<�����=�>��� * ' Y s+2πω−1

−

�
Y s−

��� * 
�'�+�'�.A� H
4.
�D.�� - ��+ * '0����E����!��1 z1 � z2 ? ��
!� �P'��!� - � * 
 H 2 ? �P���&
��������!4!��'��!	"���� ���!����'�.A�%�,1 * ����� �C� Bq 

��� t→ −∞ H

C
)���]5$*��¢�]���]/� � ¢ ��¢ \ �U¤�¢ ¢�� ¢��#  ]���¡¦X[� �!��� \6�=¢r���! Q]�� $ �# ��X ������!�����

�������� ��L���� ��C71�
Bq
Y����

t 6 s
¤
s ∈ R

¦%���FE³�������
z(t)

\ ��\��!��7 XH¤·	 � 	�¦
Z¦�#  ���C������ �������� Z
������������� �

z(t) = e−(t−s)A−a− +

t∫

s

e−(t−τ)A−P−f(z, τ, ω) dτ +

+

t∫

−∞

e−(t−τ)A+P+f(z, τ, ω) dτ ≡M s
ω(a−, z),

¤·	 � ¢�¤ ¦

� �#�
a− = z−(s)

¢
A± = P±AP±

� �4���¦]
 T�#  ]���¡¦X[� �!��� \6�F�% >U����!�!�� ���Z
���������
$ �#��������¢�� � � � � \6��]
 ������FE³�������

z ∈ C((−∞, s], Bq)
Z
���������������X¤·	 � ¢�¤ ¦"Y������

�������C� ${���
C((−∞, s],

◦

S 2
q×

◦

W 2
q)
¦ �&Z¦�#  ���C������ ��������FZ
������������� ��¤·	 � 	�¦ �

�g���K >U� \���  � �!�����IZ
�������=$ �#������� ¤ �C��7�7 X­	 � ��¢�\ �C� �"Z!��W � ( � 7 �# !�� ����Z
� ¤¦¥ � � ¢��� \ Y� ��C� ¡¦Z���7 \6�%�!�� �����71 ��_ ³���������� �� 5 Z
��]�2���� � W   ]���� \��!�� !�
\����

Us
���¦]��! ����

(P−zω(s), zω)
Y��� \��!���!��\���� �

Bq− × Cγl((¯∞, s], Bq)
¢

γ1 ∈ (0, 1/4(1 − 3/q))
¢v��� \¦\�71 ��!���C7   Y������!�! ��

F sω : Us →



B�i h�iPe��
��Y/L���l�S1LNW�V�Q0V�U���qbS�[�Y � V*q�L�V/LNW�r ¢�£
�

Cγl((−∞, s], Bq)
¢�  Y���� �#� �C������X��¥����������\����� �7

F sω(a−, z) = z −M s
ω(a−, z).

+����¦� ���#�� C¢����! 'Z
���������������E¤·	 � ¢�¤ ¦U�%  ]���� \��!�� \����¥���FE³�������
zω(t)

71 %$E�� 
Y������¦Y���\¦�!�!�'�'� ���#�

F sω(a−, z) = 0,
¤·	 � ¢ ¢ ¦

Y���������7
F sω(P−zω(s), zω) = 0

� ;�Y� �71 >Y³������\ Y� ��C� ¡¦Z���71 ��g� � ¥���� �!� D�����]��
�#  ]���¡¦X[� �!��� \6�=¢����! 

FSω
�)E �!���

Us
���¦Y�������X[�����L�c���¦Y�������X[���� '�"� 545 ���

������2�����Z���7�¢��*  Y������!�! ��

DzF
s
ω(P−zω(s), zω) = I −DzM

s
ω(P−zω(s), zω)

Y����
ω > ω0

¢�� �#�
ω0

���# \����!�! ����� U� ��C�>E³ ��v����\ �C C¢_ >U����!���C7 �
Hom(Cγ1((−∞, s], Bq), C

γ1((−∞, s], Bq))
�

( ¡¸�!�� �����7 X° *����������X D 5 Z
��]�2����4DX�!�¦Y������{\ �C� �"Z����J¢����! Y����
ω > ω0�{Y��� \��!���!��\������

Bq− × Cγ1((−∞, s), Bq)
\ Z Y³� \���� Z���� E �!�

Us
¢"�'�{Y��� !�

\��!���!��\������
Bq−

\ Z Y³� \���� Z���� E �!�
V s−
\�2������!�� �7��

P−zω(s)
����]�����¢����! 

Î�¦ � E �!���
V s−

  Y���� �#� �C�����_���¦Y�������X[���� D�"� 545 ��������2�����Z���7Q�#����\���� Z��
�XYF���&�

Cγ1((−∞, s), Bq)
  Y������!�! ��

Rsω
¢ �����&]
 ��! ��� ��� 

[
RsωP−zω(s)

]
(t) = zω(t), t > s;

� ¦ ��¡{Z
��������������� ¤·	 � ¢ ¢ ¦��
E �!���
Us

 �#��  ¡����J���� 
� X���� $'�!��� \6�
z
�����

���¦¡
a−
3

z = Rsω(a−).W � ���"Z��������� �71������ \����gY� 
(ω, s)

��\ Y� ��C� ¡¦Z���7 X DD¡ �#� \��� �2�����  ]³71 %$E�� 
\��������!�!�C¢����! %�����"��Z \�E �!���

V s−
���D¡ ��� ��\ ���* ��

ω
¢
s
�

( ¡ Z
����������������¤·	 � ¢�¤ ¦U\ �C� �"Z����{\� � ��!�� >E³�������

P+z(s) =

s∫

−∞

e−(s−τ)A+P+f(z, τ, ω) dτ, z = Rsω(a−), a− ∈ V s−.

W  �	��! �7 Z'�����
�
�XU� ��� 
s
 ��! >U���� $*�������

ϕs
¡ �����!��� \6������������\����� �7

a+ = ϕs(a−) =

s∫

−∞

e−(s−τ)A+P+f
[
{Rsω(a−)}(τ), τ, ω

]
dτ, a− ∈ V s−,
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z(s) = a+ + a−
¢
2πω−1 � Y������� �"������ \��!� \���71����\���� � Y −

s

� X��!�¦]��!������¡
2πω−1 � Y������� �"������ \���� f(z, τ, ω) Y� τ ��\ �C� �"Z��XYF�4D/Y��� \���X D�\� � ��!�� !�E³�������=3

V s+2πω−1

− = V s−,[
Rs+2πω−1

ω (a−)
](
t+ 2πω−1

)
=
[
Rsω(a−)

]
(t),

t 6 s, a− ∈ V s−, s ∈ R.

3��������=$ �#������� ¤ ¢ ¢ �C��7�7 XÚ	 � �D�#  ]���¡ �!��X �
�³  ]�� $*��7LY � ���C��7�7 X 	 � � �!W Z \��!�

z1(t)
�
z2(t)

¢
t 6 s

¢J�,�"� �¸���FE³�������
\ ��\��!��7 X
¤·	 � 	�¦U¢
 ]
 ��! ���X DX��  �� ������ \6�%� Y � � � +XU�  ¡����J���C7

z2(t)− z1(t) =
w(t)

¢
P−[z2(s)− z1(s)] = w−(s)

� W�\ ����ZK¤·	 � ¢�¤ ¦U\ Y�������� �������� *����������\����� 

e−σ1tw(t) = e−σ1(t−s)e−(t−s)A−e−σ1sw−(s) +

t∫

s

e−σ1(t−τ)×

× e−(t−τ)A−P−

1∫

0

Dzf(θz2 + (1− θ)z1, τ, ω) dθ e
−σ1τw(τ) dτ +

+

t∫

−∞

e−σ1(t−τ)e−(t−τ)A+P+

1∫

0

Dzf(θz2 + (1− θ)z1, τ, ω) dθ×

× e−σ1τw(τ) dτ ≡ e−σ1(t−s)e−(t−s)A−e−σ1sw−(s)+

+
[
Nω(z1, z2)

][
e−σ1tw(t)

]
.

¤·	 � ¢ ��¦

2������C ��¦������ ¸��������������\���� ZX¤ � ��¦���¡ � ¥���� �#  ]���¡¦X[� �!��� \6�g\ Z Y³� \�����  � �!�����
����]��4D�Y� ��C %${���!� �C����X D°����\�� �

ω1
�
r1
¢����! Y����

ω > ω1
� ‖zi(s) −

zω(s)‖ 6 r1
¢
i = 1, 2

¢�� X[Y� ��C������� \6�� �2�����]��

∥∥Nω(z1, z2)
∥∥
Hom(Cγ1 ((−∞,s),Bq),Cγ1((−∞,s),Bq))

< 1/2,
¤·	 � ¢�¥ ¦



B�i h�iPe��
��Y/L���l�S1LNW�V�Q0V�U���qbS�[�Y � V*q�L�V/LNW�r ¢�£��

� �#�
γ1 ∈ (0, 1/4(1−3/q))

� 4��� �71���! ��� C¢�Z
������X[� ���% ������!������������ \��!�DY��� !�
�¦]��! ����

P−
�
Bq

¢��C���¦]
 � X[�� �"�C7Ç �2�����]�Z
∥∥e−σ1(t−s)e−A−(t−s)e−σ1w−(s)

∥∥
Cγ1 ((−∞,s),Bq)

6

6 ce−σ1s‖w(s)‖Bq .

¤·	 � ¢ 	�¦

( ¡D\� � ��!�� >E³��������¤·	 � ¢ ��¦�Ór¤·	 � ¢ 	�¦ � X��!�¦]��!���%��������������\����� 

‖z1(t)− z2(t)‖Bq 6 ce−σ1(s−t)‖z1(s)− z2(s)‖Bq .

�4��7�7 �E	 � �g�#  ]���¡ �!��� �
B�³  ]�� $*��7�Y ��¥ �!�� �����7 X«	 � ¤��?W Z \��!�

ω > ω0
¢�� �#�

ω0
�é�! ;$*��¢#���! ��

� �C��7�71�£	 � ��¢��
z0 = (u0, T0) ∈ Y 0

−

¢
z0 6= zω(0)

� )= �� ��� �{\ ����Z{�C��7�7 Xv	 � �
\ Z Y³� \���� Z����¥ ������!������������ ��'Y����

t 6 0
���FE³������� ◦

z(t)
Z
����������������¤·	 � 	�¦D\

���J�����C����X�7�Z \ �C  � ����7 ◦
z(0) = z0

��W ���3	��! �7
∥∥zω(t)− ◦

z(t)
∥∥
Bq

6 ceσ1t
∥∥zω(0)− ◦

z(0)
∥∥
Bq
, t 6 0.

¤·	 � ¢!� ¦

W Z \��!�
z′ω
� ◦
z ′
�ê���FE³�������/\ ��\��!��7 X ¤·	 � ¤ ¦U¢�\ �!��¡ �!����X��%\'���¦]��! ���� 5 Z
��]��

2����C7 �
zω
� ◦
z
Y� \���� ��\����� �7I¡ ��71����X�Y�������71������X D¥¤·	 � ��¦ � )= �� ��� ��¡� �2�����]��

¤·	 � ¢!� ¦U� X[�� �"�C7���������������\����� 
∥∥x′ω(t)−

◦
z ′(t)

∥∥
Bq

6 c1e
σ1t
∥∥z′ω(0)−

◦
z ′(0)

∥∥
Bq
, t 6 0.

+����¦� ���#�� C¢ ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2���� k
z ′(t) =

◦
z ′(t − 2kπω−1)

¢ k
z ′
ω(t) = z′ω(t −

2kπω−l)
¢
k = 1, 2, . . . ,

  Y���� �#� �C����X<Y����
t 6 2kπω−1 ��������� ��� \6�¥���FE³��������C7 �L\ ��\��!��7 X�¤·	 � ¤ ¦ � 4��� �71���! ��� C¢�Y����
k → ∞

∥∥ k
z ′
ω(0)−

k
z ′(0)

∥∥
Bq

=
∥∥z′ω(−2kπω−1)− ◦

z ′(−2kπω−1)
∥∥
Bq

→ 0,

∥∥z′ω(2kπω−1)− k
z ′(2kπω−1)

∥∥
Bq

> ε0 > 0.

� �#�
ε0
� �����C71�����>E³������¡�Y� ��C %${���!� �C����X DX����\�� � ‖u0 − uω(0)‖Sq

¢ ‖T0 −
Tω(0)‖W 1

q

��� �! '�¥  ¡����J���!���*���¦Z \��! ��������� \��!�
z′ω
�
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�r� &r�7O;�!�1��\.���C���7Q1~ �!/.�7<Ì���1�
�1�7R

�r� &r� �#���
� �!�������C� /=��R����ª�>Q.�B� W Z \��!�
Ω
�H ������!���������������  >U��"� \��!�

�¦� ]������#  � �TY��� \��!���!��\���� �
R

3 \ U�� \ ]
 ��������� �� �"���"]
 ��³�����!����2���� ∂Ω � W�2�����������#���
Q = Ω × R

��� \¦\�71 ��!���C7:¡ �����J��Zm 
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4DQY� t���FE³�������4D
\ ��\��!��7 X,Z
�����������������

∂u

∂t
− ν∆u+∇p+ (u,∇u) =

=

[
a0(x) + ω

∑

0<|k|6m

ak(x)e
ikωt

]
T +

∑

06|k|6m

bk(x)e
ikωt,

∂T

∂t
− χ∆T + (u,∇T ) =

∑

06|k|6m

ck(x)e
ikωt,

è�Ð Ï
u = 0, x ∈ Ω,

u
∣∣
∂Ω

= 0, T
∣∣
∂Ω

= h(x), x ∈ ∂Ω.

¤·	 � ¢�� ¦

# �#� \��
m
� ���!��Z
�����C���� ���¢��

ν
�
χ
��Y� ��C %${���!� �C����X��X����\ �"��¢

ak(x)
�

bk(x)
� ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����Q\� �¡����J���������C7 �Q���!��� D�71������ �7=]
 �7 Y��C�¦]�\��� �7

Y��� \��!���!��\������
C3 ¢ ck(x) � h(x) � 5 Z
��]�2����%\� ¡����J���������C7 �'� C1 � � Z¦�#��7Y���� �"Y� ��"�!� �!�!�C¢
���! 

ak
¢
bk
¢
ck
�
h
U�� \ ]
 ��������� *� �"���"]���� �

81�FE³�������&¡ �����J����¤·	 � ¢�� ¦ �L� \�� D� \������C����X D�¡ �����J�&�E��� \��! J��Y³��7 ����¡��
�#� �C�DY� ����C7 ����� \6�
�']��"� \¦\ ����� \ ]
 �7�\�7 XT\ �C� �
8 � \¦\�71 ��!���C7 �FY³�D\ ��\��!��7 Z

∂v

∂t
−ν∆v+∇q+(v,∇)v−a0T+

∑

0<|k|6m

k−2
[
(ΠakT,∇)Πa−kT−

− ak(Πa−kT,∇T )
]
= −

∑

0<|k|6m

(ik)−1akc−k + b0,
è�Ð Ï

v = 0,

∂T

∂t
− χ∆T + (v,∇T ) = c0, x ∈ Ω, v

∣∣
∂Ω

= 0, T
∣∣
∂Ω

= h,

¤·	 � ¢ ^�¦

� �#�
Π
�  ����!  Y��� ��¦]��! ��&�

L2(Ω)
���'Y� �"Y��� \��!���!��\����� {\� ��C����  �������C����X D

���¦]��! ���  �
S2(Ω)

��W ��� �"Y� ��C %${�C7�¢����! m¤·	 � ¢ ^�¦ �C71�����'\����!2��� ����!���� ������FE³���
$ '�QSk�TUV�o�]^bJ]^\JTªW / �Uy&1 s�¬iQ6h!QibJa�Tªk�TU\JWU]^kJ®JaJa�j�a�h�k�TUd^V�a�ZJ`Ja�l�QS`�o�TU\JaJbJ]^d^kJa�q�WUY=d^TSxk�TUb�QSd^V�TUV�\JYrq�WU]^`JV�aJk�Q6[�pU\JYrq�a�\�QSk�[�TU\J\JYrq�WUaJRU`�QS®Ja�¨�q�d^TUd�n6h!QªWªZJTS[�].d^a�[�Y�V6¨�j�]^d^V�aa¸W�\J]^WU]^d^T�o�TUd^V�a¸¨JWS[J¨J¶.V�d·¨¸b�QSd^V�\JY(o�a¸d�[Jn�b�Q6¨�o�a�d^aJd^V�]io�Y�± ��| w��U²^|
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(u0, p0, T0)
¢��{\ ��\��!��7 �

L(v, q, T ) ≡ −ν∆v + (u0,∇)v + (v,∇)u0 +∇q+
+

∑

0<|k|6m

k−2
[
(ΠakT0,∇)Πa−kT + (ΠakT,∇)Πa−kT0−

− ak(Πa−kT,∇T0)− ak(Πa−kT,∇T )
]
−Πa0T = f,

R(v, T ) ≡ −χT + (u0,∇T ) + (v,∇T0) = ϕ,

è�Ð Ï
v = 0, v

∣∣
∂Ω

= 0, T
∣∣
∂Ω

= 0,

∫

Ω

q dx = 0

¤·	 � ¢!� ¦

Y����
f = 0

¢
ϕ = 0

���g�C71�����X�����!����� �����C����X D����FE³������� � )= �� ���m¤ \�7 � � 	 ¢ � ¦
Y����

ω � 1
\ Z Y³� \���� Z����

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]
 �� Y� t ���FE³������� (uω, pω, Tω)\ ��\��!��7 X ¤·	 � ¢�� ¦S¢"������]
 ��! ��� ��� _�������� �71������ � ��!�� \ ���!� �C���� 
t ∈ R

\ Y������
��� ������� �³ �2�����]��

lim
ω→∞

[∥∥∥∥uω −
(
u0 +

∑

0<|k|6m

(ik)−1ΠakT0e
ikωt

)∥∥∥∥
Ls

+

+ ‖Tω − T0‖W 1
s

]
= 0, s > 3,

¤·	 � � £ ¦

Y���������7 ����]
 �� ���FE³������� ¤ Z¦�#  ���C������ ���� �XY³��� ¤·	 � � £ ¦ � Z \ �C  � � �
∫
Ω
Pω dx = 0

¦B� �"����\����������� �
�r� &r� &r�r� �!\��#�[�

�
����~���+#�72E~;\�� �!�4���#~��.�.�����g����Y� \��!�� ���������� \ �C7 Y��

�! �������� \ ]
 ��� H����¡ �C %$*������� ���FE³�������
(uω, pω, Tω)

\ �#� �"�!��7 � \ ��\��!���
71��¤·	 � ¢�� ¦�¡ ��71����Z

ωt = τ
¢
ω−1/2 = ε

� W����¦¡¦Z �C�����!�!�gY������#��7?]I¡ �����J���£ 
2π
� Y������� ��"����� \ ]��4D�Y� 

τ
���FE³�������4D
\ ��\��!��7 X

∂u

∂τ
− ε2ν∆u+ ε2∇p+ ε2(u,∇)u =

= ε2
[
a0(x)T +

∑

06|k|6m

bke
ikτ

]
+

∑

0<|k|6m

ak(x)e
ikτT,

∂T

∂τ
− ε2χ∆T + ε2(u,∇T ) = ε2

∑

06|k|6m

cke
ikτ ,

è�Ð Ï
u = 0,

u
∣∣
∂Ω

= 0, T
∣∣
∂Ω

= h.

¤·	 � � ¤ ¦

W ��� �"Y� ��"�!� ���gY����C71�������!�³71���! �{Y� ������!�������� ��� D\ �C J�3� ��� ]'Y� \ �C� �#�����
¡ �����J����¢�� ��� �#��7Ç���¦]
 ��! ���X��� >U�  ¡����J��������� �
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W Z \��!�

q = (q1, q2)
�s]������� �������������X��% ����! ��� ������C����X�� ]
 � �� �"�����!��X

���&Y�  �����=D��� \����
∂Ω
� �g�����
�XU� ����! ���]��

x ∈ Ω
¢��C� $'�!Y³�����I\��! ��C�c7 ���

�C ���  ]���� \��!�� \����¥�����!����2�X
∂Ω
¢����! %�� ��C7 �����&]

∂Ω
��	��! ���  ]���� \��!�� \����

���gY������ \��¦]������ \6�=¢� >U�  ¡����J���C7Ç�������¦¡
r(x)

��� \¦\��! J�������4 ��
x
�# 

∂Ω
¢��E�����

���¦¡
Ωδ
¢
δ > 0

¢=� Y� ������!��\ �C ����! ���YF����X
δ
3
Ωδ ≡ {x ∈ Ω : r(x) < δ} �)= �� ���
�

Ωδ
  Y���� �#� �C����X« ����! ��� ������C����X�� ]������� �������������X��{]
 � �� �"�����!��X

(q, r) = (q(x), r(x))
¢�� �#�

q(x)
�«�! ���]��

∂Ω
¢ �C� $'�!Y ���%���4 �#�� ��E�� ��C7 �����

\
x
� ¤ WB�¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����

α(x, ε)
¢ ]
 ��! ���X�� ����� �
�XU� ��� 5 ��]�\ ����  � �!���� ��� 

δ0 ∈ (0, δ)
71 ��¦Z
�;U X��!�&Y����I�# \����!�! ����� ¥7 ����X D

ε
\ Z Y³� \����������� � �� �������

��X�7 �% �����Z ���'����E³� ����Z
�!���'Y� ������!��\ �C J�
Ωδ0

¢!����¡¦X[� ����� \6� Y� ������!��\ �C ����
��X�7 � � ��� � 4� ���������X��'\ Z�7�7 X6� �����

α(x, ε)eilτ
¢r� �#�

α
�sY� ������!��\ �C ��������

¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����=¢ �
l ∈ R

¢�U Z¦�#��7 ����¡¦X[� �!�!�g \�2�����������Z��XYF�C7 ��Y� !�
�����!��\ �C �����X�7 ��¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����C7 � �
2v\ �C7 Y��! �������� \ ]�����Y�����U����4$*�������

2π
� Y������� �"����� \ ]
 ��� DY� 

τ
���FE³�������

¡ �����J����¤·	 � � ¤ ¦U��Y³��7��{� ���#�

n
u(x, τ, ε) =

n∑

k=0

εkuk(x) +

n+2∑

k=0

εkvk(x, τ)+

+

n+2∑

k=0

εkwk(q, ρ) +

n+2∑

k=0

εkzk(q, ρ, τ),

n
p(x, τ, ε) =

n∑

k=0

εkpk(x) +
n+2∑

k=0

εk−2sk(x, τ)+

+
n+3∑

k=2

εk−2hk(q, ρ) +
n+3∑

k=1

εk−2gk(q, ρ, τ),

n

T (x, τ, ε) =

n∑

k=0

εkTk(x) +

n+2∑

k=2

εkRk(x, τ)+

+

n+2∑

k=0

εkWk(q, ρ) +

n+2∑

k=2

εkZk(q, ρ, τ), ρ = ε−1r.

¤·	 � � ¢ ¦

# �#� \��<Y������ X����"���?\ Z�7�7 X �,]�� $ �# �7sY���� ��\��������C�������«������� ��� \6�
�����
�¦Z ��������X�7 ��� ��� ¢ �����! ���X��¥� Y� ������!��\ �C �����X�7 � ¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����C7 �
�6� \���¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����=¢ ¡ ��� ��\6��YF���Ç ��

τ
¢�������� ��� \6�

2π
� Y������� ��"���

��� \ ]��C7 �,Y� �	��! �7 Z<�!���¦Z�71������Z:\K��Z �C�¦� X�7a\���� �#���C7 �XW  ������!��\ �C �����X��
¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2���� �K >U��"� \����

Ω\Ωδ
¢�� �#�&]
 � �� �"�����!��X

(q, r)
���¥  Y������

�#� �C����X4¢�\������������ \6�¥��������X�7 ����Z �
� �
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- �� �C���#����  � \ ]���� ]��"� \¦\é¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����

Cl,m
�  >U�  ¡����J���������

‖ · ‖l,m
¢� T]
 ��! ���X D ���#���������������4$*�U�����!���� �7�����¡ �#� �C��¢ � ��� �#����XK���v\ ��� ¢��

�r� &r� G=� � ���1���
�1�7���C� /=��� �!���C�#���
�
� �1~=R>�
��+��������r�

��~ ���1~
��� �r� &r����������	 *"- 
����!����� - ���&��� * ��1L
 H 5.2.1 ? ω > ω0 ?
J9+8�

ω0 � +8�
����'G���G#%��� �"���!	"E��"��#%� �&��� ? � (uω, pω, Tω) � �!�!'%7>'��!���"� * 
 H 5.2.1
2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�:
�� t ����E����!���B�&� �����P� - ¤·	 � ¢�� ¦ ?

un(x, t, ω) =
n
u
(
x, ωt, ω−1/2

)
, pn(x, t, ω) =

n
p
(
x, ωt, ω−1/2

)
,

Tn(x, t, ω) =
n

T
(
x, ωt, ω−1/2

)
.

I���J9+�' + ��1;�!.�� - 
������
�����!4�'G�����!	"� - 
 #%� ����� l ? m ����E����!���
(uω, pω, Tω) ∈

Cl,m(Q)
�$�&

�(' * �,+ �!� *"- ��4����!�!�

‖uω − un‖l,m + ‖Tω − Tn‖l,m 6 cl,m,nω
−[n+1−max(l−2,2m−2,0)]/2,

‖∇pω −∇pn‖l,m 6 cl,m,nω
−[n+1−max(l,2m)]/2,

J9+8�
cl,m,n � ���67>' * � �,1!/����6�
� ω 
��
������1!�!� - � H���
�������"���!��� * ��� �����(),30�!�!�!4!�!� (un, pn, Tn)

� * �&+ � �%�,1 � ����E����!�!. ���
7>' * � �,1!/���
��
� ω �!�!��� �!� - 
 ����'�4!������'���� - 
=7>'�+�'
#
),�&� �����P�«¤·	 � ¢!� ¦0�0JP��'�+�)
�!���<�F

�(' *"- �<�5#
'G����1��<��� 7>'�+�'
# ��� ��� '���'�+ ��1 �
�(' * �����!��1F���!'G��������' H

�r� &r� A(�7�
� �!�4���#~��.�1~��
���1���
��+#����< ���!�1��\.���C���7/.�B��W 	��! �7 Y�Z
��]��
�!�{\FY� �71 >Y³��� 71���! ����Y� ������!�������� ��� 
\ �C J� � ��� Y� \��!��  �C7 5  ��C7 ���C����Z��
� \ �C7 Y��! �����]�Z����FE³��������¡ �����J���°¤·	 � � ¤ ¦ ��W ��� 	��! �7�U Z¦�#��7,Y� ��C� ¡�  � �!�!� \6�
� X[Y���\¦�!����X�7 �����³ \���  � �!�����,� ��	 � �
� 	!��¢ 5  ��C7 Z ��X«¤ ¢�¥ ¦U¢=¤ ¢ 	�¦ � Y���� ��\������!�
�C�������C7 �{�"� 545 ��������2������C����X D � X���� $*�������=¢ �!D� �C��YF�4D �_¤·	 � � ¤ ¦S¢ �F]
 � ����
�"�����!��� D

(q, ρ)
�

W  ��\������ �C7�� X���� $*��������¤·	 � � ¢ ¦ �%\ ��\��!��7 ZÇ¤·	 � � ¤ ¦ �=¢�Z
������X[� ���LY���� �C�
\��������C�������3� 	!��¢ 5  ��C7 Z ��Xv¤ ¢�¥ ¦U¢�¤ ¢ 	�¦ � ¢�\�����Z�Y�Y�����Z���7I�'Y�����������������7I]
 �	 5 �
5 ��2���������XoY�����\� � �������� \���� Z��XYF�4D�\��!�¦Y������4D

ε
 ��¦�#� �C���� ������Ç�����¦Z �������

��X D?��Y� ������!��\ �C �����X Dv¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2���� � 4D� $ �# ��L��¡QY� ���Z
��������X D
����������\����m����¡� >U�����7�¡ �!�!��7����&Z
���������������Q������\����!2��� ����!����X DQ�� \�2������
������Z��XYF�4D&\¸��Z �C�¦� X�7�Y� 

τ
\���� �#���C7 \ �"�!� �!��7 X D �

0D�J������7 \QZ
���������������?�����<Y������� ��°����Z�Y�Y�Xê�����¦Z ��������X D
¤ ���¦]��! ����^¦
5 Z
��]�2����=3

∂v0
∂t

+∇s0 =
∑

0<|k|6m

akT0e
ikτ ,

è�Ð Ï
v0 = 0,

v
(3)
0

∣∣∣
∂Ω

= −z(3)0

∣∣∣
∂Ω
,

∂R2

∂τ
=

∑

0<|k|6m

cke
ikτ − (v0,∇T0);

¤·	 � ����¦
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−ν∆u0 +∇p0 + (u0,∇u0) + 〈(v0,∇)v0〉 =

= a0T0 + b0 +

〈 ∑

0<|k|6m

akR2e
ikτ

〉
,

−χ∆T0 + (u0,∇T0) = c0,
è�Ð Ï

u0 = 0,

u0
∣∣
∂Ω

= −w0

∣∣
∂Ω
, T0|∂Ω = h.

¤·	 � � ¥ ¦

# �#� \��m�������¦¡ 〈f〉  >U�  ¡����J������ 
Z \���� �#��������� 2π
� Y������� �"����� \ ]
 ���Y� 

τ
���¦]��

�! ���� 5 Z
��]�2����
f(x, τ)

3

〈f〉(x) = (2π)−1

2π∫

0

f(x, τ) dτ.

3����������������=�����<Y������ X D:Y� ������!��\ �C �����X D=���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����:�C71�����
� ���

∂w
(3)
0

∂ρ
= 0,

∂x
(3)
0

∂ρ
= 0,

∂2w
(s)
0

∂ρ2
= 0, s = 1, 2,

∂z
(s)
0

∂τ
− ν

∂2z
(s)
0

∂ρ2
= 0, z

(s)
0

∣∣∣
∂Ω

= −v(s)0

∣∣∣
∂Ω
,

∂2W0

∂ρ2
= 0,

∂Z2

∂τ
− χ

∂2Z2

∂ρ2
= 0, Z2

∣∣
∂Ω

= −R2

∣∣
∂Ω
,

∂g1
∂ρ

= −∂z
(3)
0

∂τ
+

∑

0<|k|6m

(ak)0W0e
ikτ ,

¤·	 � ��	�¦

� �#�
(ak)0 = ak(x(q, ρ))|ρ=0

� 0D��Y� �71���C7 � ��� ¢����! /������Y� \��!�� ��������=Y� !�
�����!��\ �C �����X D 5 Z
��]�2����*��Z=$E�� ¸���FEF���!� �¸ >U��"� \����

Ωδ
\� � �������� \���� Z��XYF���

Z
���������������=¢¦�# �  Y���� �#� �����!�¸���FE³�������³��Z ���C7 � Y����
x ∈ Ω\Ωδ

� Z�71�� %${���!�
Y� ���Z
��������X�� 5 Z
��]�2����¥��� � \����¦¡ ���XYFZ�� 	 5 Z
��]�2�� �

χ ∈ C∞(Ω)
����]�Z��³¢

���! 
χ(x) = 1

Y����
x ∈ Ωδ/2

¢
χ(x) = 0

Y����
x ∈ Ω\Ωδ

� �g����]����!��]
 !�
\����� ������!�������C7 \6�Q����E³�¥��� \¦\�71 ��!����������7<\� � �������� \���� Z��XYF�4DIZ
���������������
�'Y� ������!��\ �C ��

Ωδ
�

( ¡³����������\����K¤·	 � ��	�¦� �#��  ¡����J���� X��� D� �"�C7
w0 = 0

¢
z
(3)
0 = 0

� W.\ ����Z
Y� \ �C� �#������ {\� � ��!�� >E³���������¥����������\���� ��¤·	 � ����¦

v0 =
∑

0<|k|6m

(ik)−1ΠakT0e
ikτ , ∇s0 = (I −Π)

∑

0<|k|6m

akT0e
ikτ .
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W  ��\����������������!���#������ ��IY���� ��\��������C�������&�����

v0
��Z
���������������&�����

R2
¢

��� D� �"�C7

R2 =
∑

0<|k|6m

[
(ik)−1ck + k−2(ΠakT0,∇T0)

]
eikτ .

# ��71���������!�¦Y������
v0
�
R2
�{\ ��\��!��71�X¤·	 � � ¥ ¦�	����C7 �&� X���� $*�������C7 �=¢�Y� ���Z��

���!��7?�����
(u0, p0, T0)

¡ �����J��Z ¤·	 � ¢ ^�¦S¢�]
 ��! ������QY� &Z \ �C  � � �
����¡����FEF�C7 � �
8 ��¡����FEF�C71 \��!�% \������C����X D%¡ �����J�
Y� \ �C� 	��! ��� % ����¦� ���#��� �
W X[��� �#��7��!�¦Y������
Z
���������������L�����Q]
 �	 545 ��2��������!  �

ui
¢
pi
¢
vi
¢
si
¢
wi
¢

zi
¢
hi+1

¢
gi+1

¢
Ti
¢
Ri+2

¢
Wi
¢
Zi+2

¢
i = n

¢�\����������=¢(���! IY����
i < n

 ����
  Y���� �#� �C����X � WB���J�����C�
Z \����!����������� �!��75\� � ��!�� >E³�������/�����������¦Z ��������X D
]
 �	 545 ��2��������!  �C3

∂vn
∂τ

+∇sn −
∑

0<|k|6m

ake
ikτTn = fn(x, τ),

è�Ð Ï
vn = 0, v(3)n

∣∣
∂Ω

= −z(3)n

∣∣
∂Ω

;

¤·	 � � � ¦

∂Rn+2

∂τ
+ (v0,∇Tn) + (vn,∇T0) = ϕn(x, τ);

¤·	 � � � ¦

−ν∆un +∇pn + (u0,∇)un + (un,∇)u0 + 〈(v0,∇)vn〉+
+ 〈(vn,∇)v0〉 − a0Tn −

∑

0<|k|6m

ak〈Rn+2e
ikτ 〉 = ψn(x),

−χ∆Tn + (u0,∇Tn) + (un,∇T0) = χn(x),è�Ð Ï
un = 0, un

∣∣
∂Ω

= −wn
∣∣
∂Ω
, Tn

∣∣
∂Ω

= −Wn

∣∣
∂Ω
.

¤·	 � � ^�¦

W Y������ X DÃ��� \����4DÃ����������\���� ¤·	 � � � ¦�Ór¤·	 � � ^�¦a\��! J���NZ=$*� ��¡¦��� \��!��X��
¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����=¢ Y���������7�\���� �#�����TY� 

τ
 ��
fn(x, τ)

�
ϕn(x, τ)

��������X
��Z �
� �
W X[Y���E³��7ç�!�¦Y������ ¡ �����J��� ����� Y� ������!��\ �C �����X D ]
 �	 545 ��2��������!  � �

0D�J������7�\� {\����!2��� ����!����X D�¡ �����J�=3

∂w
(3)
n

∂ρ
= αn(q, ρ),

¤·	 � � � ¦

ν
∂2w

(s)
n

∂ρ2
+

∑

0<|k|6m

(ak)0
〈
zne

ikτ
〉
= βn,s(q, ρ), s = 1, 2,
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χ
∂2Wn

∂ρ2
= γn(q, ρ),

¤·	 � ¥�¤ ¦

∂hn+1

∂ρ
−

∑

0<|k|6m

(ak)0
〈
Zne

ikτ
〉
= δn(q, ρ).

¤·	 � ¥�¢ ¦

# �#� \��
αn
¢
βn,s

¢
γn
¢
δn
�q��¡¦��� \��!��X������ 	��! �7 	�����Y���Y� ������!��\ �C �����X��

5 Z
��]�2���� � +�\�2�����������Z��XYF��� Y� ������!��\ �C �����X�� 5 Z
��]�2����QZ¦�#  ���C������ ���� ���
Z
���������������C7

∂z
(3)
n

∂ρ
= λn(q, ρ, τ),

¤·	 � ¥ ��¦

∂z
(s)
n

∂τ
−ν ∂

2z
(s)
n

∂ρ2
−

∑

0<|k|6m

(ak)0Wne
ikτ = µn,s(q, ρ, τ), s = 1, 2,

¤·	 � ¥ ¥ ¦

∂zn
∂τ

− χ
∂2zn
∂ρ2

= νn(q, ρ, τ), zn
∣∣
ρ=0

= −Rn
∣∣
ρ=0

,
¤·	 � ¥ 	�¦

∂gn+1

∂ρ
+
∂Zn
∂τ

−
∑

0<|k|6m

(ak)0e
ikτWn = ξn(q, ρ, τ),

¤·	 � ¥�� ¦

� �#�
λn
¢
µn,s

¢
νn
¢
ξn
� ��¡¦��� \��!��X��_��� 	��! �7�E �!���X \�2�����������Z��XYF����Y� !�

�����!��\ �C �����X�� 5 Z
��]�2����&\���Z �C�¦� X�7 \���� �#���C7�Y� 
τ
�

8 � \¦\�71 ��!���C7
�!�¦Y���������  Y��� \� Ç����¡����FEF�C71 \����=¡ �����J� ¤·	 � � � ¦�Ór¤·	 � � ^�¦ �
( ¡4¤·	 � ¥ ��¦S¢�¤·	 � ¥ 	�¦�\ Y� �71 >Y³���  ��¦�#� �C������� Y�������71������ ��

τ
 �#��  ¡����J���� ����!���

�#��7
z
(s)
n
�
Zn
�?# �!�!��7���¡�¤·	 � � � ¦S¢.¤·	 � ¥ £ ¦B  Y���� �#� ���C7

wn
¢"�{��¡_¤·	 � ¥�¤ ¦B���!���

�#��7
Wn

� +XU�  ¡����J���C7��������¦¡
(
◦
vn,

◦
sn)

���FE³������� ¡ �����J���
∂v

∂τ
+∇s = fn,

è�Ð Ï
vn = 0, vn

∣∣
∂Ω

= −z(3)n

∣∣
∂Ω
,

]
 ��! �����������¡����FEF�C7 � �{\ ����ZX����������\���� �
∫

∂Ω

z(3)n ds = 0

¤ \�7 � � 	!��¢��C��7�7 � ¥�� ¦ � )= �� ���'�{\ ����Z�¤·	 � � � ¦

vn =
∑

0<|k|6m

(ik)−1ΠakTne
ikτ +

◦
vn.
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W  ��\�������������� X���� $*�������K¤·	 � � � ¦U¢=¤·	 � ¥�� ¦ �����

v0
�
vn
�m¤·	 � � � ¦S¢���� D� �"�C7

Rn+2 =
∑

0<|k|6m

k−2(ΠakT0,∇Tn)eikτ+

+
∑

0<|k|6m

k−2(ΠakTn,∇T0)eikτ + dn(x, τ),

¤·	 � ¥ ^�¦

� �#�
dn(x, τ)

����¡¦��� \��!����� 5 Z
��]�2���� �	W  ��\������������e¡ �!�!��7 � X���� $*���
������¤·	 � ¥�� ¦S¢(¤·	 � ¥ ^�¦ �����

vn
¢
Rn+2

�m¤·	 � � ^�¦S¢�Y����4D� �"�C7�]&¡ �����J���

−ν∆un +∇pn + (u0,∇)un + (un,∇)u0 +

+
∑

0<|k|6m

k−2(ΠakT0,∇)Πa−kTn+

+
∑

0<|k|6m

k−2(ΠakTn,∇)Πa−kT0−

−a0Tn −
∑

0<|k|6m

k−2ak(Πa−kT0,∇Tn)−

−
∑

0<|k|6m

k−2ak(Πa−kTn,∇T0) = ln(x),

è�Ð Ï
un = 0, −χ∆Tn + (u0,∇Tn) + (un,∇T0) = χn(x),

un
∣∣
∂Ω

= −wn
∣∣
∂Ω
, Tn

∣∣
∂Ω

= −Wn

∣∣
∂Ω
.

¤·	 � ¥�� ¦

# ��71�����C7�¢����! C¢�U��"�!�� ���!����\� � ��!�� >E³����� �
∫

∂Ω

w(3)
n ds = 0

� 	!��¢��C��7�7 � ¥�� ¢(71 %$E�� I\������!�c���� �#�� ��� �#�� \��!�
�c�����!��������X D�Z \ �C  � ���4Dr¢
Y� \��!��  ��� U�� \ ]
 ��������� £� �"���"]�Z��<Y��!��Z

(
◦
un,

◦

Tn)
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYFZ��:]������

�¦� X�7�Z \ �C  � ���C7�¡ �����J���c¤·	 � ¥�� ¦ �%Z \ �C  � � �Ìè�Ð Ï ◦
un = 0

¤ \�7 � � ¥�¢ ¢�\ � � ^�¢�� ��� �
WÌ���¦¡¦Z �C�����!�!�gY������#��7=]L¡ �����J���X¤ \�7 � ¤·	 � ¢!� ¦i¦U¢�]
 ��! ������LY� %Z \ �C  � � � ����¡��
���FEF�C7 � � +�\������C \��*���!����� 5 Z
��]�2����

z
(s)
n
¢
s = 1, 2

¢
gn+1

¢
hn+1

¢����! E ������
� ���#��X�7m >U�����¡� �7¥ \ Z Y³� \������������ \6�F\ Y� �71 >Y³��� Z
���������������_¤·	 � ¥ ¥ ¦S¢�¤·	 � ¥�¢ ¦S¢
¤·	 � ¥�� ¦ � (�����]=¢¦Y� \��!�� �������� 5  ��C7 ���C���� ��� �� \ �C7 Y��! �������� \ ]
 ��� �����¡ �C %$*�������
���FE³��������¤

uω, pω, Tω)
¡ �����J���K¤·	 � ¢�� ¦U¡ ��������E³���� �
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�r� &r� �r�VH31 � �!���C�����.�1~Ç���!�1��\.���C���7/B� � �! ��&Y�Z
��]��LY� \ �!��Y³���K >U� \U�

��  � �!��� ��Y� \��!�� ������� ��{�gY � 	 � ¢�� ¥ � \ �C7 Y��! �����]��=¢
� � � � Z \����!��  ���C����� �@U�� \U�
]
 ��������� ��£� �"���"]
 \����4���FE³�������

(uω, pω, Tω)
�FY�����U����4$*�������

(un, pn, Tn)
¢

������]4$*�F�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� ZLZ�]���¡ �!����X DI�¥�!�� �����71�X	 � ¢  �2�����  ] � 0D�J������7:\
��� \¦\�71 ��!����������� �"������ ��� ³���C����� Y�����U����4$*�������

(un, pn, Tn)
¢�� � � � \

(u0 +
v0 + z0, p0 + ωs0 + ω1/2g1, T0)

� )B�� ���]��
(u0, p0, T0)

����������� \6�
]��"� \¦\ �������
\ ]��C7�\����!2��� ����!����X�7c���FE³��������7�¡ �����J���¥¤·	 � ¢ ^�¦S¢ Y� �	��! �7 Z

u0, T0 ∈ C2(Ω)
�

�B� \ ]
 ������������E� �"���"]
 \��!�
(u0, p0, T0)

Z \����!����������� �!��� \6�%�!�¦Y������ Y�Z
�!��7/Y����
������ \¦��7��"��� EF�4Dc���C����  ��¤·	 � ¢ ^�¦[�
Y������ Z��
��� \��!�
��71�� ���  ]����!�!�� ��� ���\U�
Y� ��C� ¡�  � �!����� E ��Z¦�#����  � \ ]��4D ��Y����� �����X D* �2�����  ]F�����E���FE³�������%\ ��\��!��7 X
;��!  ]�\¦� �'Z
���������������%�!�¦Y��C  Y���  �� �#�� \����'\������!��������X�7 �{Z \ �C  � ���C7 �£�F���
���4D��C��� ¥ ��¢ ¤�¢ ¢�� � �gZ
��]�2����

s0
����������� \6�����FE³��������7�¡ �����J���K¤ \�7 � ¤·	 � ����¦i¦

∆s0 =
è�Ð Ï ∑

0<|k|6m

akT0e
ikωt,

∂s0
∂n

∣∣∣∣
∂Ω

=
∑

0<|k|6m

(akT0)
(3)eikωt

∣∣∣∣
∂Ω

.

+�� \#� ����¢U��\ ����ZJE ��Z¦�#����  � \ ]��4D?��Y����� �����X D� �2�����  ] �����Ì���FE³�������
Z
��������������� W Z � \¦\� ����/Y����:]����!�¦� X D=Z \ �C  � ���4D�0����C7 �!��� � ¥ � � ¢T\ �C� �"Z����
U�� \ ]
 ������������c� �"���"]
 \��!� 5 Z
��]�2����

s0
¢��
¡����J�����K¤ \�7 � ¤·	 � ����¦^¦U¢������¦]��! ����

5 Z
��]�2����
v0
� 2������C ��¦������X��³���¦¡¦Z �C�����!�������

z0
�
g1
\ �C� �"Z������!�¦Y����������¦Y� !�

\���� ��\����������� ��¡�  Y���� �#� ��� �XYF�4D �4DFZ
��������������� � �B� \ ]
 ������������³� �"���"]
 \��!�
 \������C����X D'\ �"�!� �!��7 X Dr¢��!D� �C��YF�4DF�

(un, pn, Tn)
¢ Z \����!����������� �!��� \6�'�!�����

�C ��¦������X�7 �¥ >U�����¡� �7 �
8 � \¦\�71 ��!���C7 �!�¦Y������'���¦]��! ���� 5 Z
��]�2�� �

(zn, gn, Qn) = (uω, pω, Tω)− (ûn, pn, Tn),

ûn = un + ω−(n+1)/2un+1 + ω−(n+2)/2un+2,

]
 ��! ������=¢� ����¦� ���#�� C¢������������ \6�����FE³��������7�¡ �����J���
∂z

∂t
− ν∆z +∇g + (z,∇)z + (ûn,∇)z + (z,∇)ûn =

=

[
a0(x) + ω

∑

0<|k|6m

ake
ikωt

]
Q+ ω−(n+1)/2fn(x, ωt, ω),

∂Q

∂t
− χ∆Q+ (z,∇Q) + (ûn,∇Q) + (z,∇T n) =

= ω−(n+1)/2ϕn(x, ωt, ω),è�Ð Ï
z = ω−(n+2)/2χn(q, ρ, ωt, ω), z

∣∣
∂Ω

= 0, Q
∣∣
∂Ω

= 0.
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# �#� \��

fn(x, τ, ω)
¢
ϕn(x, τ, ω)

�
χn(x, τ, ω)

� U�� \ ]
 ��������� c� �"���"]����
2π
�

Y������� ��"����� \ ]����%Y� 
τ
¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����=¢�Y���������7

χn
Y� ������!��\ �C ��������=¢

Z¦�#  ���C������ ���� �XYF���¸ �2�����]���7

‖g(x, ωt, ω)‖Cl,m(Q) 6 cl,m,nω
(2l+m)/2,

¤·	 � 	 ¤ ¦
� �#�

g(x, τ, ω) = fn(x, τ, ω)
¢
ϕn(x, τ, ω)

�����
χn(x, τ, ω)

�
+���71�����C7�¢4���! :�����5�#  ]���¡ �!�!� �C� \���� �=Z�]���¡ �!����X D.���!�� �����71�����������

������\���� �# \����!�! ����� D�4D'Z \����!��  � ���!� Y����{¡ ��71�����
un
���

ûn
� W  �	��! �7 ZD�#� �C 

\ �� �"��� \6�
]� �2�����]
� ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
(zn, gn, Qn)

�
W=¡ �����J���%¤·	 � 	 £ ¦ \ �#� �"�!��7�¡ ��71����Z

z(x, t) = y(x, t) + w(x, t, t),
¤·	 � 	 ¢ ¦

� �#�
ω(x, t, τ)

�­���FE³�������D\ ��\��!��7 X

∂w

∂t
− ν∆w +∇r = ω

∑

|k|6m

ake
ikωtQ(x, τ),

è�Ð Ï
w = ω−(n+2)/2χn(q, ρ, ωt, ω), w

∣∣
∂Ω

= 0.

�4���¦]
 Z U�� �"���!� \6�=¢����! 

w(x, t, t) =
∑

0<|k|6m

(ikIω−1 −A1)
−1ΠakQ(x, t)eikωt+

+ω−(n+3)/2ψ(x, ωt, ω) ≡
∑

0<|k|6m

(ik)−1ΠakQe
ikωt+

+Mω(t)Q+ ω−(n+3)/2ψ.

¤·	 � 	!��¦

# �#� \��
A1 = −νΠ∆ �
  Y������!�! ��&;��!  ]�\¦��¢��#����\���� Z��XYF�����FY��� \��!���!��\������

\� ��C����  �������C����X D ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
Sq
¢
q > 1

¢ \c >U��"� \��!���   Y���� �#� �C���
����� ◦

S 2
q

�e¡ ��7 X[]��!�����%Y� g�� ��C71�
W 2
q (Ω)

71�� %$*� \���� �m� �"���"]��4D�\� ��C���� !�
�������C����X D ���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢ª >U����!Y ���XYF�4D�\6���Ç��Z �C�����

∂Ω
� �������¦¡

I >U�  ¡����J�����_�! %$ �#� \�����������X��L�
Sq
  Y������!�! ��=¢�\ �"�!� �!��71 ��

Mω(t)Q
  Y���� �#���

�C���� {\� � ��!�� >E³��������7Ì¤·	 � 	!��¦S¢
ψ
��� �"���"]���� 5 Z
��]�2����=¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XY ���

 �2�����]
�%¤·	 � 	 ¤ ¦ ��W  ���Z
��������Z��:�*���¦¡¦Z �C�����!�!��¡ ��71����X
¤·	 � 	 ¢ ¦ \ ��\��!��7 Z_71 %$%�
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∂y

∂t
+ L(y, p,Q) = ϕ(y,Q, ω)+

+ϕω(y,Q, ω) + ω−(n+1)/2f(x, ωt, ω),

∂Q

∂t
+R(y,Q) = ψ(y,Q, ωt)+

+ψω(y,Q, ωt) + ω−(n+1)/2χ(x, ωt, ω).

¤·	 � 	 ¥ ¦

# �#� \��
L
�
R
�­�!� $*�D� X���� $*�������=¢����! {�L�c¤·	 � ¢!� ¦ �

f
�
χ
Z¦�#  ���C������ ������

���� �2�����]
��¤·	 � 	 ¤ ¦ �
ϕω
�
ψω
\� \��! J������¡ � \�� DI\ �"�!� �!��7 X Dr¢"��� X���� $*�������

]
 ��! ���X D
�!D� �C���
Mω(ωt)Q

�
z − u0 − v0

����U� $*�gY���  ��¡¦�� �#������]���]
 ����
����U Z¦�#����¡,	����4D?���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=Y� �Y��� \��!���!��\����������� ��?Y�������71������ �� �
ϕ
�
ψ
������� ��� \6�=¢�\� � �������� \����������� C¢�\ Z�7�7 ��7 �¥ \������C����X D�\ �"�!� �!��7 X D �

+XU�  ¡����J���C7��������¦¡
A2

  Y������!�! ����
Lq(Ω)

¢
q > 1

¢�\¸ >U��"� \��!����  Y���� �#���
�C�������

D(A2) =
◦

W 2
q = {Q ∈W 2

q , Q|∂Ω = 0} ¢ �#����\���� Z��XYF���&Y� '¡ ��]
 ���Z

A2T = −χ∆T.

�������¦¡ ◦

S 2δ
q

� ◦

W 2δ
q

¢
δ ∈ (0, 1)

¢� >U�  ¡����J���C7¥ >U��"� \����£  Y���� �#� �C������� �#�� >U���X D
\��!�¦Y��������

Aδ1
�
Aδ2
¢�\����!U%$*������X��%� \��!� \�����������X�7 �Ç�� ��C7 ��7 � � W �� \��!���!���

\����� 
Cµ(B)

¢=� �#�
µ ∈ (0, 1)

¢
B
� U �!��� D�  �� %Y��� \��!���!��\����� C¢r  Y���� �#� �C���� 

���'\ � 	!� �
2������C ��¦������ � ¥���� Y������ D� �"�C7  ��&¡ �����J���L�����

2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4DY� {������71�����
t
���FE³�������L\ ��\��!��7 X�¤·	 � 	 ¥ ¦U]L\ ��\��!��71�D�����!���������C����X D
Z
�����!�

���������������&Y��!��X
(y,Q)

�
Z \����!����������� �!��7/Y����
ω � 1

 �2�����]�Z

‖y‖Cµ(S) + ‖Q‖Cµ(W ) 6 cω−(n+1)/2, q > 3,

Cµ(S) = Cµ
( ◦

S
2δ
q

)
, Cµ(W ) = Cµ

( ◦

W
2δ+1
q

)
,

� �#�
µ
�
δ
�:�# \����!�! ����� ¸7 ����X�� Y� ��C %${���!� �C����X��B����\ �"��¢��

c
�v��� ¡ ��� ��\6���

Y ���_ ��
ω
Y� \��! J��������� � +vY���������\��³��� 	���ZX �2�����]�Z�¢
  Y����!� $*� \vY� �71 >Y³���

��\ Y� ��C� ¡�  � ���>EF�4D�\6�'�
� ¥���� Y�������71  �C¢�Z \����!����������� �!��7/\ Z Y³� \�����  � �!�����������
\�� �

µ, δ ∈ (0, 1/2)
¢ �����&]
 ��! ���X D�� X[Y� ��C������� \6����������������\����� 

‖y‖Cµ(Sq) + ‖Q‖Cµ(Wq) 6 c1ω
−n/2, q > 3, c1 = const,

Cµ(Sq) = Cµ
( ◦

S
2δ+1
q

)
, Cµ(Wq) = Cµ

( ◦

W
2δ+1
q

)
.
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�����X¤ ¤�¢ ¦ � ¦U¢�\ �C� �"Z����% �2�����]��

‖y‖C1/2+δ1,µ1 + ‖Q‖C1/2+δ1,µ1 6 c1ω
−n/2,

¤·	 � 	�	�¦
� �#�

µ1
�
δ1
� �# \����!�! ����� �7 ����X��FY� ��C %${���!� �C����X��³����\ �"� � �F� 545 ���������

2�����Z!�K�!�¦Y������LZ
���������������¥¤·	 � 	 ¥ ¦vY� 
t
¢���\ Y� ��C� ¡¦Z!� ¤·	 � 	�	�¦T�Q�#����\���� Z!��Y� 

�! ��C� ]
 ����! �  Y���\¦�!���� ��?\ D���71��¢ Z \����!����������� �!��7.���#  Y� ��C���������&] ¤·	 � 	�	�¦
 �2�����]�Z

∥∥∥∥
∂y

∂t

∥∥∥∥
Cδ1,µ1

+

∥∥∥∥∇
∂y

∂t

∥∥∥∥
Cδ1,µ1

+

∥∥∥∥
∂Q

∂t

∥∥∥∥
Cδ1,µ1

+

+

∥∥∥∥∇
∂Q

∂t

∥∥∥∥
Cδ1,µ1

6 c2ω
−(n−2)/2.
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λ : [0, 3] → R
¢�Z¦�#  ���C������ ���� �XYFZ��5Z \ �C  � ���C7

λ(t) = 0
¢
t ∈ [0, 1]

¢"�
λ(t) = 1

¢
t ∈ [2, 3]

¢¦�gY� ��C %${�C7
(ỹ, p̃, Q̃) = λ(t)(y, p,Q)

� +��T¡ �����J���X¤·	 � 	 ¥ ¦
�����

(y, p,Q)
Y����������#��7&]£���J�����C���� !� ]����!�¦�� ��v¡ �����J��� ��2����������#���

Ω×[0, 3]���������¦]��! ���� 5 Z
��]�2����
(ỹ, p̃, Q̃)

� +�\��������������I�C�¦� X DÇ��� \����4D/Z
���������������
���J�����C���� !� ]����!�¦�� ���¡ �����J��������E³��\����!��EF�������C����X ¤z  Y������!�! ���X ;��!  ]�\¦�
� �!�¦Y��C  Y���  �� �#�� \����#¦ �  �2�������� ��� �4D?Y������ X��m��� \����=\� �� �"� \��� ¤·	 � 	 � ¦S¢
\�Y� �71 >Y³��� Z�]���¡ �!����X D:]��"� \¦\ ����� \ ]��4D,��Y����� �����X DÌ �2�����  ],Y� ���Z
���!��7
\� � �������� \���� Z��XYF���c �2�����]�� �����

(ỹ, p̃, Q̃)
� 3�������X[� ���°7 ���C \��!��Y������� ���

Y� 
t
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

(y, p,Q)
¢��_����]4$*�'\�  � Y����#�������*���'\

(ỹ, p̃, Q̃)
Y����

t ∈ [2, 3]
¢( �� \#� ���LY� ���Z
���!��7,�!�����C ��¦������X��E �2�����]����������

(y, p,Q)
� 0D�

\ �C� �"Z��XY³��7�E �!���g�"� � $ �"X.�"� 545 ��������2�����Z���7�Z
���������������m¤·	 � 	 ¥ ¦vY� 
t
�

Y� £  Y���\¦�!���� ��'� X E³�v\ D���71�TY� ���Z
���!��7K��������������\���� �¸����Y��_¤·	 � 	 � ¦������ ∂2y
∂t2
¢

∇∂2y
∂t2
¢ ∂2Q
∂t2

¢ ∇∂2Q
∂t2

¢ �L¡ �!�!��7,����  ���I\%Y� �71 >Y³��� ]��"� \¦\ ����� \ ]��4D/��Y����� ����
��X D* �2�����  ]'Y� ���Z
���!��7Q\� � �������� \���� Z��XYF���� �2�����]��F�����E���FE³�������

(ỹ, p̃, Q̃)���J�����C���� !� ]����!�¦�� ��L¡ �����J��� �0W   ���! ������g  Y���\¦�!����Z��oY��� �2�� �"Z
��ZQ\� � ����������
\���� Z��XY³���³����\ �C _����¡�¢"Y����4D� �"�C7������I�
�XU� ��� %¡ �����!���� ��� 

s > 0
]c���������

������\���� ��7
∥∥yn

∥∥
s+2,(s+2)/2

+
∥∥∇pn

∥∥
s,s/2

+
∥∥Qn

∥∥
s+2,(s+2)/2

6

6 cnω
−(n−s−1)/2, cn = const .
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��]�2����

yn
�
zn
¢�\

Y� �71 >Y³��� ��Y����� �����X D�E ��Z¦�#����  � \ ]��4D  �2�����  ]����FE³��������\����!2��� ����!���� ��
\ ��\��!��7 X ;��!  ]�\¦� � ¤�¢ ¢ � Z U�� $ ���!��7 \6�=¢r���! m �2�����]��K¤·	 � 	 � ¦�\ Y�������� ������� ���
�����I���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

(zn, gn, Qn)
� +�� \#� ����¢��X��� \��!�� \����=¢�\ �C� �"Z����J¢C���! 

(uω, pω, Tω) ∈ Cl,m(Q)
�����<�
�XU X DÌ���� ��!����2��!�!� �C����X D

l
¢
m
�XW ����� ���

 �2�����]��m�!�� �����7 X��!�¦Y������L�C���¦]
 I� X��!�¦]��!���I��¡K¤·	 � 	 � ¦ ��\��!��Z�]���Z
��X Y������
U����4$*��������¤·	 � � ¢ ¦ � �³����\���� ���!� �C���� C¢�Y�Z \��!�C¢"������  Y���� �#� �C������ \����=¢

l 6 2
¢

m > 1
� )= �� ����	���Z_ �2�����]�Z%Y� ���Z
���!��7��{\ ����Z
\ �C� �"Z��XY³����2��¦Y� ���]��¥���������

������\����C3
∥∥uω − un

∥∥
l,m

+
∥∥Tω − Tn

∥∥
l,m

6
∥∥uω − uN

∥∥
s,s/2

+

+
∥∥Tω − TN

∥∥
s,s/2

+
∥∥un − uN

∥∥
l,m

+
∥∥Tn − TN

∥∥
l,m

6

6 cNω
−(N−s−3)/2 + dn,Nω

−[n+1−max(l−2,2m−2)]/2,

� �#�
s = max(l, 2m)

¢
N = [n + 2 − max(l − 2, 2m − 2) + 4]

¢
cN
�

dn,N = const
� WB�! ������c �2�����]��E�!�� �����7 X«	 � ¢ �!�����C ��¦������X�7� >U�����¡� �7�� X��

�� �"��� \6�
��¡X¤·	 � 	 � ¦S¢(¤·	 � � ¢ ¦ �&Y������� ��� �2�����]�� �
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ω
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t
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ω
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Ω
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R
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 ��_�����!����2���� ∂Ω,Ω = Ω ∪ ∂Ω � W°2����������#��� Q = Ω× R��� \¦\�71 ��!���C7:¡ �����J��Zc 
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4DQY� t ���FE³�������4D�\ ��\��!��7 X



¢ ¢�¥ n�pgS1l�S F+i(e�� � ��� V/LNLgS�r ��S�qbS�XgS5Z ��LNl�V�Z �NWNW
Z
���������������

∂v

∂t
+ (v,∇)v = −∇q + ν∆v + ω

∑

0<|k|6m

ak(x)e
ikωtT +

+ g1

(
x, v,

∂v

∂x
, T,

∂T

∂x
, ωt

)
+

3∑

j=1

∂

∂xj
bj(x, ωt),

∂T

∂t
+ (v,∇T ) = χ∆T + g2

(
x, v,

∂v

∂x
, T,

∂T

∂x
, ωt

)
,

è�Ð Ï
v = 0, v

∣∣
∂Ω

= 0, T
∣∣
∂Ω

= h.

¤ ��� ¤ ¦

# �#� \��
m ∈ N

¢
ν, χ > 0

¢
ω
��U� ��C�>E³ ��DY��!����71���!�=¢

v(x, t)
�
T (x, t)

�v���¦��¡��
��� \��!��X��I���FY³� \�����������X��c�!��� D�71�����������° �#�� �71���������?���¦]��! ���� 5 Z
��]�2���� �
� ���C����¢�Y����

(x, v, w, T, S, τ) ∈ Ω×R3×R9×R×R3×R
���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

g1(x, v, w, T, S, τ)
¢
g2(x, v, w, T, S, τ), bj(x, τ)

¢
j = 1, 2, 3,

�
h(x)

���FY³���
\�����������  ¡����J����X4¢

ak(x) = a−k(x),
� �#�B�������! ��*����� 5 Z
��]�2������³ >U�  ¡����J�������

  Y������!2����
]
 �7 Y��C�¦]�\��� ��� {\�  Y����4$*������� ��W Z \��!�
ak ∈ C1(Ω)

¢
0 < |k| 6 m

¢
g1, g2
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v
¢
w
¢
T
¢
S
�/��71� \��!�
\�	������

7 � Y���  ��¡¦�� �#��X�7 � Z¦�#  ���C������ ���� ���5Z \ �C  � � ��- �� �C���#�����.Y� 
x
¢
v
¢
w
¢

T
¢
S
�������� �71������ * ��!�� \ ���!� �C���� 

τ
¢����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

g1(x, v, w, T, S, τ)
¢

g2(x, v, w, T, S, τ)
¢
bj(x, τ)

¢
j = 1, 2, 3

¢
2π
� Y������� �"������X Y� 

τ
¢
bj ∈

C(R, Lq/2)
¢
q > 3

�
�=� �#� &r��H3�!���C�#����< �1~=R>�
��+�������� W Z \��!�

q > 3
� +XU�  ¡����J���C7 �������¦¡

Jq(
◦

J 2
q)
¡ ��7 X[]��!�����Q�

Lq (W 2
q )
71�� %$*� \���� �Ç� �"���"]��4D�\� ��C����  �������C����X D

¤�è�Ð Ï
u = 0

¦%�!��� D�71������X D=���¦]��! ���� 5 Z
��]�2����=¢�  Y���� �#� �C������X D?�
Ω
����\U�

���¦¡ ���XYF�4D ���K�����!����2��
∂Ω.

;U�C7 �� ��C �7
Π
 >U�  ¡����J���C7.��¡¦��� \��!��X��?Y��� !�

�¦]��! ��,��¡
Lq

���
Jq
¢T]
 ��! ���X��<Y����

q = 2
 ����! ��� ������C��� ¤ \�7 � ¢�����Y������

71���=¢ � ¤¦¥ ��¢ ¤¦¥���� ¦ � W Z \��!�
A1
�
A2

�   Y������!�! ���X4¢ �#����\���� Z��XYF����\� � ����
����� \����������� '�

Jq
�
Lq
Y� {¡ ��]
 �����7

A1u = −Π∆u, u ∈ D(A1) =
◦

J
2
q ,

A2T = −ν∆T, T ∈ D(A2) =
◦

W
2
q ,

�
I1
�
I2
� � �"����������X��_  Y������!�! ���X*�

Jq
�
Lq
\� � �������� \����������� �7# �#� \��
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D(A1)
¢
D(A2)

�5\� � �������� \����������� � >U��"� \����³  Y���� �#� �C�������³  Y������!�! ���  �
A1
¢

A2
¢ ◦

W2
q

�<¡ ��7 X[]��!�����U�
W 2
q

71�� %$*� \���� ��� �"���"]��4D �
Ω
5 Z
��]�2����=¢ ]
 ��! ���X��

��\����¦¡ �����%���*�����!����2��
∂Ω.; �C� �"Z!� � ¤ ¤¦¥�� ¢ Y� �#����\���� Z���7K���D¡ �����J��Z¥¤ ��� ¤ ¦ Y��� ��¦]��! ��� �7

Π
¢��£����]4$*�

Y���  ��� �#��7o� 	��! ��:¡ �����J���I¡ ��71����Z=Y�������71������X D
Q = T − Φ, u = v −

N(ωt)T −Mω(t)T
��# �#� \��

Φ(x)
�����FE³�������D¡ �����J���X�F�����4D��C�

∆Φ = 0, Φ
∣∣
∂Ω

= h,

N(τ)T =
∑

0<|k|6m

(ik)−1eikτΠakT,

Mω(t)T = ωΠ
∑

0<|k|6m

(ikωI1 +A1)
−1akTe

ikωt −N(ωt)T.

)= �� ���'\ ��\��!��7 �m¤ ��� ¤ ¦ U Z¦�#���'�C71���!�{� ���

∂u

∂t
+A1u = f1

(
u,

∂u

∂x
, Q,

∂Q

∂x
, x, ωt

)
+

+ϕω,1

(
u,
∂u

∂x
, Q,

∂Q

∂x
, x, t

)
+Π

3∑

j=1

∂

∂xj
bj(x, ωt),

∂Q

∂t
+A2Q = f2

(
u,

∂u

∂x
, Q,

∂Q

∂x
, x, ωt

)
+

+ϕω,2

(
u,

∂u

∂x
, Q,

∂Q

∂x
, x, t

)
,

¤ ��� ¢ ¦

W ��� $ �#�K����7 � X[Y���\¦�!�!� � X���� $*�������
fi, ϕω,i

¢
i = 1, 2,

 >U�  ¡����J���C7
∂Q
∂x = S

¢ ∂T
∂x = S′ �������&]�� $ �# ������¦Y�������X[���� �� 2π

� Y������� �"����� \ ]
 ���Y� 
τ¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����

s(. . . , τ)
Y� ��C %${�C7

〈s(. . . , τ)〉 = 1

2π

2π∫

0

s(. . . , τ) dτ.

¤ WB�¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����

f1 : (C1 ∩ Jq)× C ×W 2
q ×W 1

q × (−∞,∞) → Jq ,

f2 : (C1 ∩ Jq)× C ×W 2
q ×W 1

q × (−∞,∞) → Lq,
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ϕω,1 : (C1 ∩ Jq)× C ×W 2
q ×W 1

q × (−∞,∞) → Jq ,

ϕω,2 : (C1 ∩ Jq)× C ×W 2
q ×W 1

q × (−∞,∞) → Lq¡ �����!��XÌ����������\���� ��7 �

f1(u,w,Q, S, x, τ) = F1(u,w,Q, S, x)−Π(N(τ)T,∇)u−
−Π(u,∇)N(τ)T −Π

∑

0<|k|, |s|6m,
k+s6=0

(ks)−1ei(k+s)τ (ΠakT,∇)ΠasT +

+
[
K1(x, u, w, T, S

′, τ)− 〈K1(x, u, w, T, S
′, τ)〉

]
,

F1(u,w,Q, S, x) = −Π(u,∇)u+

+Π
∑

0<|k|6m

k−2(ΠakT,∇)Πa−kT + 〈K1(x, u, w, T, S
′, τ)〉,

� �#�

K1(x, u, w, T, S
′, τ) =

= Πg1

(
x, u+N(τ)T, w +

∂(N(τ)T )

∂x
, T, S′, t

)
+Π

3∑

j=1

∂

∂xj
bj(x, τ),

ϕω,1(u,w,Q, S, x, t) =

= −Π(Mω(t)T,∇)u−Π(u,∇)Mω(t)T − Π(Mω(t)T,∇)Mω(t)T −
−Π(N(ωt)T,∇)Mω(t)T −Π(Mω(t)T,∇)N(ωt)T +

+

[
Πg1

(
x, u+N(ωt)T+Mω(t)T,w+

∂(N(ωt)T+Mω(t)T )

∂x
, T, S′, ωt

)
−

−K1(x, u, w, T, S
′, ωt)

]
,

f2(u,w,Q, S, x, τ) = F2(u,w,Q, S, x)− (N(τ)T,∇T )+
+
[
K2(x, u, w, T, S

′, τ)− 〈K2(x, u, w, T, S
′, τ)〉

]
,

F2(u,w,Q, S, x) = −(u,∇T ) + 〈K2(x, u, w, T, S
′, τ)〉,

� �#�

K2(x, u, w, T, S
′, τ) = Πg2

(
x, u+N(τ)T, w +

∂(N(τ)T )

∂x
, T, S′, τ

)
,
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ϕω,2(u,w,Q, S, x, t) = −(Mω(t)T,∇T )+

+

[
Πg2

(
x, u+N(ωt)T+Mω(t)T,w+

∂(N(ωt)T+Mω(t)T )

∂x
, T, S′, ωt

)
−

−K2(x, u, w, T, S
′, ωt)

]
, T = Q+Φ.

W Z \��!� Z \���� �#�����������
¡ �����J���

∂u

∂t
+A1u = F1

(
u,

∂u

∂x
, τ,

∂τ

∂x
, x

)
,

∂τ

∂t
+A2τ = F2

(
u,

∂u

∂x
, τ,

∂τ

∂x
, x

) ¤ ��� ��¦

�C71�����/\����!2��� ����!���� ������FE³�������
(
◦
v,

◦
τ ) ∈

◦

J 2
q×

◦

W 2
q

� ; 2�� �C���a������� �!����¡ ���
2����:� 	��! ��Ì�! ���]
�����¦]��! ���� 5 Z
��]�2����

γ1 ≡ Π〈g1(x, v, w, T, S, τ)〉, γ2 ≡
Π〈g2(x, v, w, T, S, τ)〉

� X �#� ���C7I������������X������ \����{\� � �������� \���� Z��XYF�4D³����¡��
�� \��!���=3

γ1(x, v, w, T, S)− γ1

(
x,

◦
v,
∂
◦
v

∂x
,

◦
τ ,

∂
◦
τ

∂x

)
= L1v(x)

(
v− ◦

v
)
+

+L1w(x)

(
w − ∂

◦
v

∂x

)
+ L1T (x)

(
T− ◦

τ
)
+ L1S(x)

(
S − ∂

◦
τ

∂x

)
,

γ2(v, w, T, S, x)− γ2

(
◦
v,
∂
◦
v

∂x
,

◦
τ ,

∂
◦
τ

∂x
, x

)
= L2v(x)

(
v− ◦

v
)
+

+L2w(x)

(
w − ∂

◦
v

∂x

)
+ L2T (x)

(
T− ◦

τ
)
+ L2S(x)

(
S − ∂

◦
τ

∂x

)
.

8 � \¦\�71 ��!���C7/� Y��� \��!���!��\������
Jq ×Lq

  Y������!�! ��
A
\� >U��"� \��!���Ì  Y������

�#� �C�������
D(A) =

◦

J 2
q×

◦

W 2
q

¢�]
 ��! ���X��%�#����\���� Z���� Y� {¡ ��]
 ���Z

A

(
v
τ

)
=

(
A1v +B1v + C1τ + L1vv + L1w

∂v
∂x + L1ττ + L1S

∂τ
∂x

A2τ +B2τ + C2v + L2vv + L2w
∂v
∂x + L2ττ + L2S

∂τ
∂x

)
,

(v, τ) ∈ D(A).
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# �#� \��

B1v = −Π
( ◦
v,∇

)
v −Π(v,∇)

◦
v,

C1τ = −Π
∑

0<|k|6m

k−2(Πak
◦
τ ′,∇)Πa−kτ −

−Π
∑

0<|k|6m

k−2(Πakτ,∇)Πa−k
◦
τ ′,

B2τ = −(
◦
v,∇τ), C2v = (v,∇ ◦

τ ′),
◦
τ ′ =

◦
τ +Φ.

W*\ ��\��!��71��¤ ��� ¢ ¦ ¡ ��71�����C7
u
���

u+
◦
v
¢ �

Q
���

Q+
◦
τ
��Y������¦Y���E³��7

\ ��\��!��7 Z��'� ���#�
∂z

∂t
+Az = f

(
z,
∂z

∂x
, t, ω

)
,

¤ ��� ¥ ¦

� �#�
z = (u,Q)

¢

f

(
z,
∂z

∂x
, t, ω

)
=

(
f1

(
u+

◦
v,
∂
(
u+

◦
v
)

∂x
, Q+

◦
τ ,
∂
(
Q+

◦
τ
)

∂x
, x, ωt

)
−

−F1

(
◦
v,
∂
◦
v

∂x
,

◦
τ ,
∂

◦
τ

∂x
, x

)
−B1u− C1Q− L1uu− L1w

∂u

∂x
−

−L1TQ− L1S
∂Q

∂x
+ ϕω,1

(
u+

◦
v,
∂
(
u+

◦
v
)

∂x
, Q+

◦
τ ,
∂
(
Q+

◦
τ
)

∂x
, x, t

)
,

f2

(
u+

◦
v,
∂
(
u+

◦
v
)

∂x
, Q+

◦
τ ,
∂
(
Q+

◦
τ
)

∂x
, x, ωt

)
− F2

(
◦
v,
∂
◦
v

∂x
,

◦
τ ,
∂

◦
τ

∂x

)
−

−B2Q− C2u− L2uu− L2w
∂u

∂x
− L2TQ− L2S

∂Q

∂x
+

+ϕω,2

(
u+

◦
v,
∂
(
u+

◦
v
)

∂x
, Q+

◦
τ ,
∂
(
Q+

◦
τ
)

∂x
, x, t

))
.
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��~ ���1~
�����=� �#�C��������	;���,���,+ �����!��'�1 7>'�+�'
#
'm¤ ��� ��¦:���C���>� ����'�4!������'��()

���"� ����E����!���
(
◦
v,

◦
τ ) ? � �&
���� ���

Λ
��
��9�('G�����('

A
���D���&+8�9�!��� �6�G�%��1 H I���J9+�'�&

�(' * �,+ �!� *"- �&���,+��!.�/����:� � * �9�!�A+8���!��1 H

1.
�(�!/��>��� * �!.A� ��'��!���M
���������� �����!	"� - �L#%� �&��'

ω0
�
r0 ?

#����K

���

ω > ω0
�&� �����P� '¥¤ ��� ¤ ¦C���C���>�O�,+ �!� ��� * ���!���"� * E;'����

∥∥T −
( ◦
τ +Φ

)∥∥
C0(W 1

q )
+

+

∥∥∥∥v −
(

◦
v +

∑

0<|k|6m

(ik)−1eikωtΠak
( ◦
τ +Φ

))∥∥∥∥
C0(Jq)

< r0

2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�:
�� t ����E����!��� (vω , Tω),


���(#G�P�

lim
ω→∞

(
∥∥Tω −

( ◦
τ +Φ

)∥∥
C0(W 1

q )
+

+

∥∥∥∥vω −
(

◦
v +

∑

0<|k|6m

(ik)−1eikωtΠak
( ◦
τ +Φ

))∥∥∥∥
C0(Jq)

)
= 0.

2.
�:�&�!� �&
���� ���

Λ
���&��� � * 

�(' * ��� 
����G�!
!���
�&���
����� ? �����!�!'%7>'��!���"�����E����!��� 'G�&���<
 ���
���(#G�>�&�!�D���������(#%� * � 

��� �"���!	"E���
 ω 
�� ����� �C�

Jq×W 1
q H

3.
�:�&�!� �&
���� ���

Λ
�������C���>� ���G#G���K��'5�<�!���C��� �
�&� � ���C���>� 
!�
��1

� - �&+ �G� ���G#%�G� * ��� * ���M
����G�!
!���
�&���
����� ? ���F

��� �"���!	"E���
 ω ����E����!���

(v′ω , T
′
ω)

��� ���������(#%� * �B
�������� �C� Jq ×W 1
q .

�=� &r�7O;�!�1��\.���C���7Q1~ �!/.�7<Ì���1�
�1�7R

�=� &r� �#� �
� �!�������C� /=� R����ª�>Q.� � �
���1���
�1�7���C� /=�T�1~=R>�
��+��������r�
W Z \��!�

Ω
�  ������!���������������� >U��"� \��!���

R3 \
U�� \ ]
 ��������� �� �"���"]
 �� �������
����2����

∂Ω
¢
Ω = Ω ∪ ∂Ω � WÌ2����������#��� Q = Ω× R

��� \¦\�71 ��!���C7 ¡ �����J��ZX 
2πω−1 � Y������� �"����� \ ]��4D�Y� t ���FE³�������4D&\ ��\��!��7 X<Z
���������������
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∂v

∂t
+ (v,∇)v = −∇p+ ν∆v + ω

∑

0<|k|6m

ak(x)e
ikωtT +

+
∑

06|k|6m

f1k

(
x, v,

∂v

∂x
, T,

∂T

∂x

)
eikωt,

∂T

∂t
+ (v,∇T ) = χ∆T +

∑

06|k|6m

f2k

(
x, v,

∂v

∂x
, T,

∂T

∂x

)
eikωt,

è�Ð Ï
v = 0, v

∣∣
∂Ω

= 0, T
∣∣
∂Ω

= h.

¤ ��� 	�¦

# �#� \��
m ∈ N

¢
ω
��U� ��C�>E³ ��%Y��!����71���!�=¢

ν, χ > 0
¢�Y���������7�¡����J���������

ak(x), f1k(x, v, w, T, S) ∈ C
3, f2k(x, v, w, T, S) ∈ C,

h(x) ∈ R, ak(x) = a−k(x),

f1k(x, v, w, T, S) = f1,−k(x, v, w, T, S),

f2k(x, v, w, T, S) = f2,−k(x, v, w, T, S),

� �#�
(x, v, w, T, S) ∈ Ω× R

3 × R
9 × R× R

3,

�¸�������! ��E�����c¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2������% >U�  ¡����J��������  Y������!2���� ]
 �7 Y��C�¦]�\��� ��� 
\�  Y����4$*������� �>W Z \��!�4����]4$*�

f1k
¢
f2k
¢
ak

U�� \ ]
 ��������� v�"� 545 ��������2�����Z���7 X
Y� {\ ��  �C7��!���¦Z�71��������7 �
� Z¦�#��7 �FY³�5Y���� �"Y� ��"�!� �!�!�C¢_���! ]
 �7 Y� ���������X

fikr
���¦]��! ���� 5 Z
��]��

2����
fik
¡ ��� ��\6���g ���]
 �7 Y� ��������

v
¢
w
�
S
Y� ������� �7 �����C����X�7  >U�����¡� �7�¢

Y���������7v ��!�� \ ���!� �C���� L]
 �7 Y� ��������
w
������� ��� \6�/Y� ������� �7 ��7 �����%� X E³�

Y������� ��&\��!�¦Y������=3

fikr(x, v, w, T, S) =

=

Q∑

|α|=0

ψikrα(x, T )v
α1
1 vα2

2 vα3
3 wα4

1 wα5
2 . . . wα12

9 Sα13
1 Sα14

2 Sα15
3 ,

� �#�
Q ∈ N

¢
α = αikr = (α1, . . . , α15)

� 7 Z �C�����������#�¦]�\!¢�Y���������7
α4 +

α5 + . . . + α12 6 1
� 81�FE³��������¡ �����J����¤ ��� 	�¦���� \�� Dg \������C����X DQ¡ �����J���

���!���� ������!U� ��!� Y� ����C7 ����� \6�
�{]��"� \¦\ ����� \ ]
 �7�\�7 XT\ �C� �
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∂u

∂t
− ν∆u+∇q + (u,∇)u+

+
∑

0<|k|6m

k−2
[
(ΠakW,∇)Πa−kW − ak(Πa−kW,∇W )

]
=

=
∑

0<|k|6m

〈
akΨ

(
x, u,

∂u

∂x
, W,

∂W

∂x
, τ

)
eikτ

〉
+

+
∑

06|k|6m

〈
ϕ1k

(
x, u,

∂u

∂x
, W,

∂W

∂x
, τ

)〉
,
è�Ð Ï

u = 0,

∂W

∂t
− χ∆W + (u,∇W ) =

=
∑

06|k|6m

〈
ϕ2k

(
x, u,

∂u

∂x
, W,

∂W

∂x
, τ

)〉
, x ∈ Ω,

u
∣∣
∂Ω

= 0, W
∣∣
∂Ω

= h(x),

¤ ��� � ¦

]
 ��! ���Z���U Z¦�#��7K����¡¦X[� �!�!� Z \���� �#�������� ��m¤ Y���� �#� �C���� ��#¦ ¡ �����J����� �=# �#� \�� �
���4$*�g\ �C7 �� ��C �7 〈ϕ(. . . , τ)〉  >U�  ¡����J������ FZ \���� �#��������� ϕ Y� τ 3

〈ϕ(. . . , τ)〉 = 1

2π

2π∫

0

ϕ(. . . , τ) dτ,

� �#�
ϕ(. . . , τ)

�­���¦Y�������X[�������
2π
� Y������� �"����� \ ]�����Y� 

τ
¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]��

2����=¢

ϕrk

(
x, u,

∂u

∂x
, W, S, τ

)
=

= frk

(
x, u+ u0,

∂(u+ u0)

∂x
, W, S

)
eikτ ≡

∑

s

lrkse
isτ ,

r = 1, 2, u0 =
∑

0<|k|6m

(ik)−1ΠakWeikτ ,

Π
� ��¡¦��� \��!��X��K ����!  Y��� ��¦]��! ��Q�

L2(Ω)
���
Y� �"Y��� \��!���!��\����� 
\� ��C����  ���

�����C����X D����¦]��! ���  �
S2(Ω)

¤ \�7 � ����¡ �#� � ¢�� ¤ ¦U¢

Ψ

(
x, u,

∂u

∂x
, W, S

)
≡

∑

s6=0,
06|k|6m

(is)−1l2kse
isτ .
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W Z \��!�k¡ �����J���Ã¤ ��� � ¦ �C71�����N���FY³� \����������� ���\����!2��� ����!���� �� ���FE³�������
(u, q, w) = (v0, p0, T0)

¢��'\ ��\��!��7 �
L(v, q, T ) ≡ −ν∆v + (v0,∇)v + (v,∇)v0 +∇q +

∑

0<|k|6m

k−2 ×

×
[
(ΠakT0,∇)Πa−kT + (ΠakT,∇)Πa−kT0 − ak(Πa−kT,∇T0)−

−ak(Πa−kT0,∇T )
]
−
∑

0<|k|6m

〈
ak

[
∂Ψ

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
v+

+
∂Ψ

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂v

∂x
+
∂Ψ

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
T+

+
∂Ψ

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂T

∂x

]
eikτ

〉
−

−
∑

06|k|6m

[〈
∂ϕ1k

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
v+

+
∂ϕ1k

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂v

∂x
+

+
∂ϕ1k

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
T +

+
∂ϕ1k

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂T

∂x

〉]
= 0,

è�Ð Ï
v = 0,

R(v, T ) ≡ −χ∆T + (v0,∇T ) + (v,∇T0)−

−
∑

06|k|6m

[〈
∂ϕ2k

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
v+

+
∂ϕ2k

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂v

∂x
+

+
∂ϕ2k

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
T +

+
∂ϕ2k

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂T

∂x

〉]
= 0,

v
∣∣
∂Ω

= 0, T
∣∣
∂Ω

= 0,

∫

Ω

q dx = 0

¤ ��� � ¦
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���D�C71�����%�����!����� �����C����X D_���FE³������� �

���! >U X5Y� \��!��  ���!�L� \ �C7 Y��! �������� \ ]
 ��%����¡ �C %$*�������%���FE³��������Y� \������!�
�C������ ��I¡ �����J���=¢�Y� ��C %${�C7?�g¤ ��� 	�¦

ωt = τ
¢
ω−1/2 = ε

�?W  ���Z
���C7?¡ �����J��Z
 
2π
� Y������� �"����� \ ]��4D�Y� 

τ
���FE³�������4D
\ ��\��!��7 X

∂v

∂τ
− ε2ν∆v + ε2∇p+ ε2(v,∇)v =

=
∑

0<|k|6m

ak(x)e
ikτT + ε2

∑

06|k|6m

f1k

(
x, v,

∂v

∂x
, T,

∂T

∂x

)
eikτ ,

∂T

∂τ
− ε2χ∆T + ε2(v,∇T ) = ε2

∑

06|k|6m

f2k

(
x, v,

∂v

∂x
, T,

∂T

∂x

)
eikτ ,

è�Ð Ï
v = 0, v

∣∣
∂Ω

= 0, T
∣∣
∂Ω

= h.

¤ ��� ^�¦

�g����Y����C71�����������Ç71���! ���LY� ������!�������� ��� L\ �C J��� ��� � ��� �#��7:]������� ������
��������Z��6\ ��\��!��7 Z�]
 � �� �"�����!�

(ψ, r)
�{¡ ��7 X[]��!�����

Ωη
Y� ������!�������� ��
Y� �C�

 >U��"� \����
Ωη

 >U��"� \����
Ω
�! ���YF����X

η
\ �C� �"Z��XYF�C7Ì >U�����¡� �7 � +vY���� �#� ���C7

 ��! >U���� $*�������
∂Ω × [0, η] → Ωη

Y� :¡ ��]
 ���Z
(ψ, r) → ψ + nψr

¢4� �#�
ψ = (ψ1, ψ2)

� �! ���]��£���
∂Ω
\�71� \��!�� ���]
 � �� �"�����!�! ��

ψ
¢��

nψ
�o���¦]��! ��

����Z
�!�������������� ��C7 �����/]
∂Ω
�c�! ���]
�

ψ
� � ��\ �C 

η
� X U�������7��# \����!�! ����� 

7 ����X�7Ú����]=¢����! >U X Z�]���¡ �!����X����� ��C7 �������
Ωη

���&Y������ \��¦]�������\�� � W �����
�#��7/¡ �!�!��7���  � Z��Ì���¦¡ ��� ��\ �C7 Z���Y�������71������Z��

ρ =
√
ωr
¢
r 6 η

¢�� X�����¡¦�C7
Y���  ��¡¦�� �#��X��[Y� 

xj
¢
1 6 j 6 3

¢��������¦¡TY���  ��¡¦�� �#��X��[Y� 
ψ1, ψ2

�
ρ
�E����¡��

�C %${�C7�]
 �	 545 ��2���������X=�'Y� ���Z
��������X DX����������\���� � D{Y� '\��!�¦Y������C7
ω−1/2 3

∂

∂xj
=

∂r

∂xj

∂

∂r
+

2∑

k=1

∂ψk
∂xj

∂

∂ψk
=

√
ω
∂r

∂xj

∂

∂ρ
+

2∑

k=1

∂ψk
∂xj

∂

∂ψk
,

∂r

∂xj
≡ bj(x) = bj(ψ, r) = bj

(
ψ,

ρ√
ω

)
= bj(ψ, 0) +

∂bj(ψ, 0)

∂r

ρ√
ω
+

+
1

2

∂2bj(ψ, 0)

∂r2
ρ2

ω
+ . . . ≡ bj0 + bj1

ρ√
ω
+ bj2

ρ2

ω
+ . . . ,

∂ψk
∂xj

≡ ckj(x) = ckj(ψ, r) = ckj

(
ψ,

ρ√
ω

)
= ckj(ψ, 0) +

∂ckj(ψ, 0)

∂r

ρ√
ω
+

+
1

2

∂2ckj(ψ, 0)

∂r2
ρ2

ω
+ . . . ≡ ckj0 + ckj1

ρ√
ω
+ ckj2

ρ2

ω
+ . . .
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+�� \#� ���

∂

∂xj
=
(√

ωbj0 + bj1ρ+ bj2
ρ2√
ω
+ bj3

ρ3

ω
+ . . .

) ∂
∂ρ

+

+

2∑

k=1

(
ckj0 + ckj1

ρ√
ω
+ ckj2

ρ2

ω
+ . . .

) ∂

∂ψk
.

2v\ �C7 Y��! �����]�Z
2π
� Y������� �"����� \ ]
 ��� vY� 

τ
���FE³������� ¡ �����J����¤ ��� ^�¦0U Z¦�#��7

��\ ]��!�!�'�'� ���#�

v(x, τ, ε) =
∞∑

k=0

εkvk(x) +
∞∑

k=0

εkuk(x, τ)+

+

∞∑

k=0

εkwk(ψ, ρ) +

∞∑

k=0

εkzk(ψ, ρ, τ),

p(x, τ, ε) =

∞∑

k=0

εkpk(x) +

∞∑

k=0

εk−2sk(x, τ)+

+

∞∑

k=0

εkhk(ψ, ρ) +

∞∑

k=0

εk−1gk(ψ, ρ, τ),

T (x, τ, ε) =

∞∑

k=0

εkTk(x) +

∞∑

k=0

εk+2Rk(x, τ)+

+

∞∑

k=0

εk+1Wk(ψ, ρ) +

∞∑

k=0

εk+2Zk(ψ, ρ, τ),

ρ = ε−1r,

¤ ��� � ¦

W ��� �#��7��%��� \¦\�71 ��!��������� Y����!�{� \ Y� �71 �� �!�!� �C����X D%¡ �����J� �
¤ 2 ¤ ¦ # �����J���F0����C7 �!���g�����L\ ��\��!��7 X<� �����

∆s =
è�Ð Ï

f(x),
∂s

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= f(x)n
∣∣
∂Ω
,

� �#�
f
� U�� \ ]
 ��������� ��"� 545 ��������2�����Z���7 ���6�

Ω
�!��� D�71���������*���¦]��! ����

5 Z
��]�2����=¢
n
� ����Z
�!�����������¥�� ��C7 ���C� ]¥�����!����2��

∂Ω, f(x)n
� Y��� ��¦]�2����

���¦]��! ����
f(x)

���
n
�
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¤ 2 ¢ ¦ # �����J�����F�����4D��C�������L\ ��\��!��7 X<� �����

L(v, q, T ) = f(x),
è�Ð Ï

v = 0,

∫

Ω

q dx = 0,

R(v, T ) = g(x), v
∣∣
∂Ω

= 0, T
∣∣
∂Ω

= 0,

� �#�
f
¢
g
� U�� \ ]
 ��������� g�"� 545 ��������2�����Z���7 X��E¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2���� �

¤ 2���¦ # �����J���³ >UE ������!������������ �7Ç��� ��Z
���
ρ ∈ (0,∞)

���FE³�������
z(ψ, ρ)�"� 545 ��������2������C���� ��� FZ
���������������

ikz(ψ, ρ) = ν
∂2z(ψ, ρ)

∂ρ2
+ F (ψ, ρ)eξρ,

z(ψ, 0) = z0(ψ), z
∣∣
ρ=∞

= 0.

# �#� \��
k ∈ Z \ {0} ¢ Re ξ < 0

¢
F
� Y� ������� �7 Y� 

ρ
\ U�� \ ]
 ��������� �"� 545 ���

������2�����Z���7 X�7 �&Y� 
ψ ∈ ∂Ω

]
 �	 545 ��2�����������7 � �
¤ 2 ¥ ¦ # �����J���4 >U³ ������!������������ �7����g��Z
���

ρ ∈ (0,∞)
���FE³�������

w(ψ, ρ)�"� 545 ��������2������C���� ��� FZ
���������������
∂2w(ψ, ρ)

∂ρ2
+G(ψ, ρ)eζρ = 0, w

∣∣
ρ=∞

= 0,

� �#�
Re ζ < 0

¢
G
� Y� ������� �7=Y� 

ρ
\ U�� \ ]
 ��������� {�"� 545 ��������2�����Z���7 X�7 �

Y� 
ψ ∈ ∂Ω

]
 �	 545 ��2�����������7 � �
¤ 2¸	�¦ # �����J���4 >U³ ������!������������ �7����g��Z
���

ρ ∈ (0,∞)
���FE³�������

w(ψ, ρ)�"� 545 ��������2������C���� ��� FZ
���������������
∂w(ψ, ρ)

∂ρ
+H(ψ, ρ)eλρ = 0, w

∣∣
ρ=∞

= 0,

� �#�
Reλ < 0

¢
H
�aY� ������� �7 Y� 

ρ
\ U�� \ ]
 ��������� �"� 545 ��������2�����Z���7 X�7 �

Y� 
ψ ∈ ∂Ω

]
 �	 545 ��2�����������7 � �
��~ ���1~
��� �=� &r�!��������	 *"- 
����!����� - ���&��� * ��1�+�'��!����J��:
G�!�!� ��' ? ω > ω0 ?J9+8�
ω0 � +8�
����'G���G#%��� �"���!	"E��"��#%� �&��� ? �5
G������	

(uω, pω, Tω
� � �!�!'%7>'���)

���"� *"- E�� 2πω−1 ) 
��9�����&+ �(#G�>�&���"�;
�� t ����E����!���F�&� �����P� - ¤ ��� ¤ ¦ H I���J9+�'
*"- 
����!��1!.A�%�,1 �&���,+��!.�/����:� � * �9�!�A+8���!��1 H

1.
���
�������"���!���D�!.��"���N#
'G�����(#%����� �9��� � - (un, pn, Tn)


����!����� 3D���()
� '��!	"�����F'G�&���<
 ���
���!�!� ����E����!��1�
��
����' * �����!������7>'�+�'
#%� 

��� ω � 1

� * �%)
+ � �%�,1N�M����E����!�!. ��������#%����J��$#%� �&��' �!�!��� �!� - 
 �&+ ����7���'
#%�����('%7&����E���)
� - 
;7>'�+�'
#O���!
�� * ¤ 2 ¤ ¦·Ór¤ 2¸	�¦ H ������������� * ���:�&��'�J�'
�P� - ��#
'G�����(#%� - ���9��� )
� - �!1"+8� * ¤ ��� � ¦ * ��/��>��� * ���!� - ���"�>�&��������#%���BJP��'�+ �!��� H
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2.
����1;�!.�� - 
O�����
�����!4�'G�����!	"� - 
F#%� ����� l ? m ����E����!���

(uω, pω, Tω) ∈
Cl,m(Q)

� *"- 
����!��1!.A�%�,1 ��4����!�!�

∥∥uω − un
∥∥
l,m

+
∥∥Tω − Tn

∥∥
l,m

6 cl,m,nω
−[n+1−max(l−2,2m−2,0)]/2,

∥∥∇pω −∇pn
∥∥
l,m

6 cl,m,nω
−[n+1−max(l,2m)]/2,

J9+8�
cl,m,n � ���67>' * � �,1!/����6�
� ω 
��
������1!�!� - � H
W �� \��!���!��\����� 

Cl,m
�¥ >U�  ¡����J��������� ‖ · ‖l,m � ��� �#����XÌ���'\ ��� ¢��

�=� &r� &r���
� �!�4���#~��.�1~Ì���!�1��\.���C���7/.�B�TW*���!���� �75Y�Z
��]��!�
�#  ]�� $*��7
�!�� �����7 Z ��� ¢�� WB���J�����C�TZ \����!��  � �C7�¢����! FY� \��!�� ��������v]
 �	 545 ��2��������!  �£�����
������\����¥¤ ��� 	�¦ �#����\���� ���!� �C���� {\ �� �"��� \6�%]����FE³����� �,]
 ��������� ��� ³����\ �"�F¡ ���
���J�m¤ 2 ¤ ¦·Ór¤ 2¸	�¦ � �g���

x ∈ Ωη
�������¦¡

v(s)(x)
¢
s = 1, 2, 3

¢ U Z¦�#��7g >U�  ¡����J���!�!�
]
 �7 Y� ���������X.Y���  ��¡¦�� ��C���� ��� {���¦]��! ����

v(x) ∈ R3 ��]������� �������������X D&]
 !� �� �"�����!��� D
(ψ1, ψ2, r)

� >U\ ���
v(x) = v1(x) + v2(x)i

¢
v1(x), v2(x) ∈ R3 ¢��! Y� ��"�!� �!��7

v(s)(x) = v
(s)
1 (x) + v

(s)
2 (x)i

�
W  ��\������ �C7 5  ��C7 ���C���� *�����"X
¤ ��� � ¦U�%����������\���� �¥¤ ��� ^�¦U3

∞∑

k=0

εk
[
∂uk(x, τ)

∂τ
+
∂zk(ψ, ρ, τ)

∂τ

]
−

− ε2ν∆
∞∑

k=0

εk
[
vk(x) + uk(x, τ) + wk(ψ, ρ) + zk(ψ, ρ, τ)

]
+

+ ε2∇
∞∑

k=0

εk
[
pk(x) + ε−2sk(x, τ) + hk(ψ, ρ) + ε−1gk(ψ, ρ, τ)

]
+

+ ε2

(
∞∑

k=0

εk
[
vk(x) + uk(x, τ) + wk(ψ, ρ) + zk(ψ, ρ, τ)

]
,∇
)
×

×
∞∑

k=0

εk
[
vk(x) + uk(x, τ) + wk(ψ, ρ) + zk(ψ, ρ, τ)

]
=

=
∑

0<|k|6m

ak(x)

∞∑

k=0

εk
[
Tk(x) + ε2Rk(x, τ)+

+ εWk(ψ, ρ) + ε2Zk(ψ, ρ, τ)
]
eikτ +

+ ε2
∑

06|k|6m

f1k

(
x, v(x, τ),

∂v(x, τ)

∂x
, T (x, τ),

∂T (x, τ)

∂x
eikτ

)
;

¤ ��� ¤ £ ¦
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∞∑

k=0

εk+2

[
∂Rk(x, τ)

∂τ
+
∂Zk(ψ, ρ, τ)

∂τ

]
−

− ε2χ∆

∞∑

k=0

εk
[
Tk(x)+ε

2Rk(x, τ)+εWk(ψ, ρ)+ε
2Zk(ψ, ρ, τ)

]
+

+ ε2

(
∞∑

k=0

εk
[
vk(x) + uk(x, τ) + wk(ψ, ρ) + zk(ψ, ρ, τ)

]
,

∇
∞∑

k=0

εk
[
Tk(x) + ε2Rk(x, τ) + εWk(ψ, ρ) + ε2Zk(ψ, ρ, τ)

]
)

=

= ε2
∑

06|k|6m

f2k

(
x, v(x, τ),

∂v(x, τ)

∂x
, T (x, τ),

∂T (x, τ)

∂x

)
eikτ ,

¤ ��� ¤ ¤ ¦

è�Ð Ï
(

∞∑

k=0

εk
[
vk(x) + uk(x, τ) + wk(ψ, ρ) + zk(ψ, ρ, τ)

]
)

= 0,
¤ ��� ¤�¢ ¦

∞∑

k=0

εk
[
vk(x) + uk(x, τ) + wk(ψ, ρ) + zk(ψ, ρ, τ)

]∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
¤ ��� ¤ ��¦

∞∑

k=0

εk
[
Tk(x)+ε

2Rk(x, τ)+εWk(ψ, ρ)+ε
2Zk(ψ, ρ, τ)

]∣∣∣∣
∂Ω

= h(x).
¤ ��� ¤¦¥ ¦

8 ��¡ �C %${�C7«¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����
fik
¢��L]
 ��! ���X D

v
¢ ∂v
∂x

¢
T
¢ ∂T
∂x

Y���� �C�
\��������C����X ��������7 �c¤ ��� � ¦U¢��£�����"X=)=�����C ����g\�2������!�� �7 (

x, v0,
∂v0
∂x , T0,

∂T0

∂x

)
��Y�����������������7�]
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ε
 ��¦�#� �C���� 

�����Ç�����¦Z ��������X D/�/Y� ������!��\ �C �����X D�¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2����=¢��I¡ �!�!��7�  Y����
���!2������
Z \���� �#���������
Y� 

τ
����¡� >U�����7�Y� ���Z
��������X�� ¡ �����J������� ¡ �����J���{�����

\����!2��� ����!����X D������ \����!2��� ����!����X DK¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2���� �
( ¡��!�����!������ D�{Y������� ��� DZ
���������������m¤ ��� ¤�¢ ¦U¢ \�Z
�����! �7K����������\����X¤ ¢�� ¢!� ¦S¢

¤ ¢�� ¢�� ¦S¢�Y���� $ �#�D� \����� *��� D� �"�C7

∂w
(3)
0

∂ρ
= 0,

∂z
(3)
0

∂ρ
= 0,

∂2w
(s)
0

∂ρ2
= 0, s = 1, 2,

w0

∣∣
ρ=∞

= z0
∣∣
ρ=∞

= 0,
〈
z
(3)
0

〉
= 0.

¤ ��� ¤ 	�¦

�g����Y������ X DÇ \�2�����������Z��XYF�4D �����¦Z ��������X DÌ¤ ��¡��"� Z=D�Y������ X D�Z
�����������
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∂u0
∂τ

+∇s0=
∑

0<|k|6m

akT0e
ikτ ,

è�Ð Ï
u0=0, u

(3)
0

∣∣∣
∂Ω

= −z(3)0

∣∣∣
∂Ω
,

∂R0

∂τ
+ (u0,∇T0) =

=
∑

06|k|6m

[
f2k

(
x, v0 + u0,

∂(v0 + u0)

∂x
, T0,

∂T0
∂x

)
eikτ −

−
〈
f2k

(
x, v0 + u0,

∂(v0 + u0)

∂x
, T0,

∂T0
∂x

)
eikτ

〉]
=

=
∑

06|k|6m

[
ϕ2k

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
−

−
〈
ϕ2k

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)〉]
,

〈R0〉 = 〈u0〉 = 〈s0〉 = 0.

¤ ��� ¤�� ¦

W<Y� \ �C� �#����7?Y���� ��\��������C�������IZ
���!���� �� X��!�¦]����XY³���g��¡FY������� ��� %Z
�����������
������¤ ��� ¤�� ¦�����������\����� ¥¤ ��� ¤�� ¦¸¤ \�7 � ���4$*�J¦ �
� ���C�����C71����7

∂z
(s)
0

∂τ
− ν

∂2z
(s)
0

∂ρ2
= 0,

〈
z
(s)
0

〉
= 0, z

(s)
0

∣∣∣
∂Ω

= −v(s)0

∣∣∣
∂Ω
, s = 1, 2,

∂2W0

∂ρ2
=

∑

06|k|6m

〈(
∂f2k
∂w

(
x, u0 + v0,

∂(u0 + v0)

∂x
, T0,

∂T0
∂x

))

0

×

× eikτ
(
∂w0

∂ρ
+
∂z0
∂ρ

)〉
,

∂g0
∂ρ

= −∂z
(3)
0

∂τ
, 〈g0〉 = 0,

∂Z0

∂τ
− χ

∂2Z0

∂ρ2
− (z0,∇T0) = 0, 〈Z0〉 = 0, Z0

∣∣
∂Ω

= −R0

∣∣
∂Ω
,

W0

∣∣
ρ=∞

= Z0

∣∣
ρ=∞

= z0
∣∣
ρ=∞

= g0
∣∣
ρ=∞

= 0.
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−ν∆v0 +∇p0 + (v0,∇)v0 + 〈(u0,∇)u0〉 =

=
∑

06|k|6m

〈
ϕ1k

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)〉
+

〈 ∑

0<|k|6m

akR0e
ikτ

〉
,

è�Ð Ï
v0 = 0,

−χ∆T0 + (v0,∇T0) =
∑

06|k|6m

〈
ϕ2k

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)〉
,

v0
∣∣
∂Ω

= −w0

∣∣
∂Ω
, T0

∣∣
∂Ω

= h.

¤ ��� ¤ ^�¦

; �C� �"Z!��� ��� ¢J7 X/\��������!��7�¢����! T� \�� Y� ������!��\ �C �����X�� 5 Z
��]�2����4 >U����!Y ����� \6�
���� ��C�������&Y� ������!��Y� ��C \ X

Ω2η/3
¢U���������?Z�71�� %$*����X ����\����¦¡ ���XYFZ��

5 Z
��]�2�� �
χ(x) ∈ C∞(Ω)

����]�Z��³¢����! 

χ(x) =

{
1, 0 6 r 6 η/3,

0, x ∈ Ω \ Ω2η/3.

( ¡�¤ ��� ¤ 	�¦£ �#��  ¡����J���� c��� D� �"�C7
w0 = 0, z

(3)
0 = 0.

( ¡&Y������� ��� g�����������
\���� �¥¤ ��� ¤�� ¦U�C71����7

u0 =
∑

0<|k|6m

(ik)−1ΠakT0e
ikτ ,

∆s0 =
è�Ð Ï ∑

0<|k|6m

akT0e
ikωt,

∂s0
∂n

∣∣∣∣
∂Ω

=
∑

0<|k|6m

(akT0)
(3)eikωt

∣∣∣∣
∂Ω

, 〈s0〉 = 0.
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R0 = Ψ

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
+

∑

0<|k|6m

k−2(ΠakT0,∇T0)eikτ .
¤ ��� ¢�£ ¦

# ��71�����C7Ç�!�¦Y������
u0
�
R0
�{\ ��\��!��71�E¤ ��� ¤ ^�¦ª���!���#������X�7 �¥�! ��C� ]
 ³���! {�4D

� X���� $*�������C7 �¥¤ ��� ¤�� ¦U¢�¤ ��� ¢�£ ¦ � W  ���Z
���C7I¡ �����J��Z_¤ ��� � ¦������
u = v0

¢
q = p0

¢
W = T0

¢ ]
 ��! �������Y� �Z \ �C  � � �é����¡����FEF�C7 � � W����¦¡¦Z �C�����!�!�¥ \������C����X��
¡ �����J���&\ �� �C��� \6��]&]
 ��������� �7 ZX����\ ��Z%¡ �����J������Y�  �m¤ 2 ¤ ¦·Ór¤ 2¸	�¦ �
� ���! �# �7H7 �!�!��7 �!������� \ ]
 ��a�����"Z�]�2���� �#  ]�� $*��7�¢%���! *Y� \��!�� ��������

]�� $ �# ��� ']
 �	 545 ��2����������'\ �� �"��� \6�
]m���FE³����� �5]
 ��������� ��� *����\ �"�{¡ �����J�
����Y�  � ¤ 2 ¤ ¦·Ór¤ 2¸	�¦ ��W Z \��!�

n > 1
��Y����

k < n
Y���� �"Y� ��C %$*�������%�����"Z�]��

2����
� X[Y� ��C������ D�����_���!U� ����
Pk
3
vk
¢
uk
¢
pk
¢
uk
¢
sk
¢
wk
¢
zk
¢
hk−1

¢
gk
¢
Tk
¢

Rk
¢
Wk
¢
Zk
� WB \ Y� ��C� ¡�  � ���>EF��\��X¤ ¢�� ¢!� ¦S¢=¤ ¢�� ¢�� ¦U¢=¤ ��� ¤ £ ¦�Ór¤ ��� ¤¦¥ ¦6¢�� X[Y���E³��7

\� � ��!�� >E³�������%�����
]
 �	 545 ��2��������!  �
Pn
�

;� �� �"� \��� �¤ ��� ¤�¢ ¦U¢r¤ ��� ¤ £ ¦U¢r¤ ¢�� ¢!� ¦S¢=¤ ¢�� ¢�� ¦ �
Y���� �"Y� ��C %$*����� �,�����"Z�]�2����
�C71����7

∂w
(3)
n

∂ρ
= αn(ψ, ρ), w(3)

n

∣∣∣
ρ=∞

= 0,
¤ ��� ¢�¤ ¦

∂2w
(s)
n

∂ρ2
= βn,s(ψ, ρ), w(s)

n

∣∣∣
ρ=∞

= 0, s = 1, 2,
¤ ��� ¢ ¢ ¦

∂z
(3)
n

∂ρ
= λn(ψ, ρ, τ), z(3)n

∣∣∣
ρ=∞

= 0,
〈
z(3)n

〉
= 0.

¤ ��� ¢ ��¦

# �#� \��
αn
¢
βn,s

¢
λn
�a��¡¦��� \��!��X��*����	��! �7�E �!���FY� ������!��\ �C �����X�� 5 Z
��]��

2����=¢�Y���������7
λn
� U XT\��!�� � \�2�����������Z��XY ���IY� 

τ
\³��Z �C�¦� X�7�\���� �#���C7

Y� 
τ
�
)=�¦Y������������ �����¦Z ��������X D���� \����!2��� ����!����X D����¦]��! ���� 5 Z
��]�2�������� D� !�

�"�C7
∂un
∂τ

+∇sn −
∑

0<|k|6m

akTne
ikτ = fn(x, τ),

è�Ð Ï
un = 0, u(3)n

∣∣∣
∂Ω

= −z(3)n

∣∣∣
∂Ω
,

¤ ��� ¢�¥ ¦
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∂Rn
∂τ

+ (u0,∇Tn) + (un,∇T0)−

−
[ ∑

06|k|6m

{
∂ϕ2k

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
vn+

+
∂ϕ2k

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂vn
∂x

+

+
∂ϕ2k

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
Tn+

+
∂ϕ2k

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂Tn
∂x

}
− 〈. . .〉

]
= ϕn(x, τ),

〈un〉 = 〈Rn〉 = 〈sn〉 = 0.

¤ ��� ¢ 	�¦

W Y������ X DÇ��� \����4DÇ����������\�����¤ ��� ¢�¥ ¦U¢�¤ ��� ¢ 	�¦F\��! J������¡¦��� \��!��X���¤ ���¦]��! ����^¦
5 Z
��]�2����

fn(x, τ)
¢
ϕn(x, τ)

\¸��Z �C�¦� X�7 \���� �#���C7�Y� 
τ
�

;���  � �D�����&Y� ������!��\ �C �����X D

χ
∂hn
∂ρ

= δn(ψ, ρ), hn
∣∣
ρ=∞

= 0,
¤ ��� ¢!� ¦

∂z
(s)
n

∂τ
−ν ∂

2z
(s)
n

∂ρ2
= µn,s(ψ, ρ, τ), z(s)n

∣∣∣
∂Ω

= −v(s)n
∣∣∣
∂Ω
, s = 1, 2,

¤ ��� ¢�� ¦

χ
∂2Wn

∂ρ2
= γn(ψ, ρ), Wn

∣∣
ρ=∞

= 0,
¤ ��� ¢ ^�¦

∂gn
∂ρ

+
∂z

(3)
n

∂τ
= ξn(ψ, ρ, τ),

¤ ��� ¢!� ¦

∂Zn
∂τ

− χ
∂2Zn
∂ρ2

+ (z0,∇Tn) = vn(ψ, ρ, τ), Zn
∣∣
∂Ω

= −Rn
∣∣
∂Ω
,

〈Zn〉 =
〈
z(s)n
〉
= 〈gn〉 = 0,

Wn

∣∣
ρ=∞

= Zn
∣∣
ρ=∞

= zn
∣∣
ρ=∞

= gn
∣∣
ρ=∞

= 0.

¤ ��� � £ ¦

# �#� \��
vn
¢
µn,s

¢
ξn
¢
γn
¢
δn
�,��¡¦��� \��!��X���Y� ������!��\ �C �����X��¸¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]��

2����=¢
vn
¢
µn,s

¢
ξn
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τ
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−ν∆vn +∇pn + (v0,∇)vn + (vn,∇)v0 + 〈(u0,∇)un〉+

+ 〈(un,∇)u0〉 −
〈 ∑

0<|k|6m

akRne
ikτ

〉
−

−
∑

06|k|6m

[〈
∂ϕ1k

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
vn+

+
∂ϕ1k

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂vn
∂x

+

+
∂ϕ1k

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
Tn+

+
∂ϕ1k

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂Tn
∂x

〉]
= ψn(x),

è�Ð Ï
vn = 0,

−χ∆Tn + (v0,∇Tn) + (vn,∇T0)−

−
∑

06|k|6m

[〈
∂ϕ2k

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
vn+

+
∂ϕ2k

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂vn
∂x

+

+
∂ϕ2k

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
Tn+

+
∂ϕ2k

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂Tn
∂x

〉]
= χn(x),

vn
∣∣
∂Ω

= wn
∣∣
∂Ω
, Tn

∣∣
∂Ω

= −Wn

∣∣
∂Ω
,

¤ ��� � ¤ ¦

� �#�
ψn(x)

¢
χn(x)

� ��¡¦��� \��!��X��������¦Z ��������X��X¤ ���¦]��! ����^¦ 5 Z
��]�2���� �
( ¡m¤ ��� ¢�¤ ¦U¢ª¤ ��� ¢ ¢ ¦����!���#��7

wn
¢��&��¡c¤ ��� ¢ ^�¦��

Wn
� )=�¦Y������L��¡c¤ ��� ¢ ��¦U¢

¤ ��� � £ ¦U¢� ��¦�#� ����� Y�������71������Z��
τ
¢� �#��  ¡����J���� ³  Y���� �#� ���C7

z
(3)
n , Zn

��W Z \��!�
(
◦
un,

◦
sn)

�­���FE³������� ¡ �����J���

∂u

∂τ
+∇s = fn,

è�Ð Ï
u = 0, u(3)

∣∣
∂Ω

= −z(3)n

∣∣
∂Ω
, 〈u〉 = 〈s〉 = 0,
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∫

∂Ω

z(3)n ds = 0

¤ \�7 � � 	 ¥ ¢��C��7�7 � ¥�� ¦ � �³  ]�� $*��7Ç���� �
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ε
 ��¦�#� �C���� Q�����������¦Z �������

��X D
�
Y� ������!��\ �C �����X D 5 Z
��]�2���� � (471����7�Y����
ε−1 3

∂z
(3)
0

∂ρ
= 0.

W ���
ε0
3

∂z
(3)
1

∂ρ
+D0,1z

(1)
0 +D0,2z

(2)
0 +D0,3z

(3)
0 = 0.

( ¡ 5  ��C7 Z ��X5+�\��!�� ���������\ ]
 ��� £� -���Z \¦\¦�gY� ���Z
���!��7�\ �C� �"Z��XY³����3
∫

Ω

è�Ð Ï
z0 dΩ =

∫

∂Ω

(z0, n) dS =

∫

∂Ω

z
(3)
0 dS = 0.

W Z \��!� Y� �����"Z�]�2����������
i = 0, . . . , k

¢
k > 0

¢��C71����7 ∫
Ω

è�Ð Ï
zidΩ =∫

∂Ω z
(3)
i dS = 0

� 2,¡����J�����J¢
∫

Ω

[ è�Ð Ï
zi − ε−1∂z

(3)
i

∂ρ
−

−
k−i∑

s=0

εs
(
Ds,1z

(1)
i +Ds,2z

(2)
i +Ds,3z

(3)
i

)]
dΩ = O

(
εk−i+1

)
.

¤ ��� � ¢ ¦

W ���
εk
�C71����7

∂z
(3)
k+1

∂ρ
+

k∑

j=0

(
Dj,1z

(1)
k−j +Dj,2z

(2)
k−j +Dj,3z

(3)
k−j

)
= 0.



¢�¥ ¥ n�pgS1l�S F+i(e�� � ��� V/LNLgS�r ��S�qbS�XgS5Z ��LNl�V�Z �NWNW
W ��  �����!����������Z���7 	��! %����������\����� Y� % >U��"� \����

Ω
¢�¡ �!�!��7�Y����C71�����C7  �2������
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εk :

∫

Ω

[
∂z

(3)
k+1

∂ρ
+

k∑

j=0

(
Dj,1z

(1)
k−j +Dj,2z

(2)
k−j +Dj,3z

(3)
k−j

)
]
dΩ =

= 0 =

∫

∂Ω

z
(3)
k+1 dS +

∫

Ω

O(ε) dΩ.
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k+1 dS = 0
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un =
∑

0<|k|6m

(ik)−1ΠakTne
ikτ+

◦
un .
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Rn =
∑

0<|k|6m

[
k−2{(ΠakTn,∇T0) + (ΠakT0,∇Tn)}eikτ

]
+

+
∂Ψ

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
vn+

+
∂Ψ

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂vn
∂x

+

+
∂Ψ

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
Tn+

+
∂Ψ

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂Tn
∂x

+ dn(x, τ),
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−ν∆vn +∇pn + (v0,∇)vn + (vn,∇)v0 +
∑

0<|k|6m

k−2×

× (ΠakT0,∇)Πa−kTn +
∑

0<|k|6m

k−2(ΠakTn,∇)Πa−kT0−
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−
∑

0<|k|6m

k−2ak(Πa−kT0,∇Tn)−
∑

0<|k|6m

k−2ak(Πa−kTn,∇T0)−

−
∑

0<|k|6m

〈
ak

[
∂Ψ

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
vn+

+
∂Ψ

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂vn
∂x

+

+
∂Ψ

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
Tn+

+
∂Ψ

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂Tn
∂x

]
eikτ

〉
−

−
∑
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[〈
∂ϕ1k

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
vn+

+
∂ϕ1k

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂vn
∂x

+

+
∂ϕ1k

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
Tn+

+
∂ϕ1k

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂Tn
∂x

〉]
= ln(x),

è�Ð Ï
vn = 0,

−χ∆Tn + (v0,∇Tn) + (vn,∇T0)−

−
∑
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[〈
∂ϕ2k

∂u

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
vn+

+
∂ϕ2k

∂w

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂vn
∂x

+

+
∂ϕ2k

∂T

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
Tn+

+
∂ϕ2k

∂S

(
x, v0,

∂v0
∂x

, T0,
∂T0
∂x

, τ

)
∂Tn
∂x

〉]
= χn(x),

vn
∣∣
∂Ω

= −wn
∣∣
∂Ω
, Tn

∣∣
∂Ω

= −Wn

∣∣
∂Ω
.
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