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ПРЕДИСЛОВИЕ

Идея этой книги созревала давно, но ее реализация потребова-
ла в совокупности около пяти лет. В свое время (в 1988 г.) мне
(в то время студенту первого курса мехмата НГУ) была предложена
для исследования гипотеза об асимптотике поведения точек среднего
значения непрерывной функции в интегральной теореме о среднем
значении. Это предложение исходило от ее автора (а по счастливому
совпадению, моего преподавателя, проводившего практические заня-
тия по математическому анализу) — Владимира Кузьмича Ионина
(1935–2014). Приведем формулировку этой гипотезы.

Рассмотрим непрерывную функцию f : [0, 1] → R. Для каждого
числа x ∈ (0, 1] существует τ ∈ [0, x] такое, что

∫ x
0 f(t) dt = xf(τ).

Такое τ единственно, если f возрастает или убывает. В общем случае
положим

ξ(x) := max

{
τ ∈ [0, x]

∣∣∣∣∣

x∫

0

f(t) dt = xf(τ)

}
.

Тогда (в этом и состоит суть гипотезы) выполнено неравенство

lim
x→0

ξ(x)

x
>

1

e
= exp(−1).

По рассказам Владимира Кузьмича, он придумал эту гипотезу еще
в середине прошлого века в свою бытность студентом. К ее фор-
мулировке естественно приводят простые вычисления с различными
(в частности, степенными) функциями. Благодаря этому обстоятель-
ству гипотеза могла бы появиться и на несколько столетий раньше,
но (по крайней мере мне) такие данные неизвестны.

Лично для меня эта гипотеза оказалась чрезвычайно важной,
поскольку ее решение легло в основу моей магистерской работы
в 1993 г., а дальнейшие исследования (проведенные под руковод-
ством профессора В. К. Ионина) стали основой моей кандидатской
диссертации.
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Важный вклад в развитие оформившейся тематики внес Влади-
мир Вениаминович Иванов, доказавший в полном объеме гипотезу
В. К. Ионина об асимптотике точек промежуточного значения в фор-
муле Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа (она являлась
обобщением приведенной выше гипотезы об интегральной теореме о
среднем значении). Наша совместная с В. В. Ивановым работа 1995 г.
(наряду с новыми результатами) содержала новые идеи и подходы к
изучению задач такого вида. Применение новых методов привело к
далеко идущим обобщениям. Более подробно обо всем этом можно
узнать из материалов второй, третьей и четвертой глав книги.

Отметим, что содержание главы 2 вполне доступно студенту вто-
рого (или даже первого) курса математической специальности. Ма-
териал в ней собран (в том числе и) для удобства преподавателей
математического анализа, которые захотят познакомить своих сту-
дентов с соответствующими результатами на каких-либо занятиях.

Вспомогательную, но важную роль играет первая глава кни-
ги, в которой приводится ряд необходимых в дальнейшем изложе-
нии результатов, а также обзор классических и относительно но-
вых аналитических теорем о промежуточном значении. В ряде слу-
чаев для удобства читателей приводятся и доказательства соот-
ветствующих результатов. Если какое-то утверждение не снабже-
но доказательством или специальной ссылкой, то найти его дока-
зательство можно в любом стандартном курсе анализа, например,
в [1, 12, 13, 21, 26, 39, 40, 43, 50]. Необходимая информация содер-
жится также в книгах [62, 63, 75, 138, 155]. Кроме того, в этой главе
многие классические результаты снабжены комментариями истори-
ческого плана, что позволяет более рельефно представить эволюцию
теорем о среднем значении. Необходимые сведения по теории функ-
ций можно найти, например, в [3, 16, 24, 42].

Следует отметить, что в этой книге совершенно не обсуждает-
ся важный круг вопросов, связанных со средними значениями ком-
плексных аналитических или гармонических функций (см., напри-
мер, [99] и [100]). Также мы не затрагиваем в книге обсуждения боль-
шого класса специальных теорем о среднем значении в контексте ис-
следования решений дифференциальных уравнений (см., например,
работу [168] и библиографию в ней).

Интересные дополнения к материалу предыдущих глав собраны
в главе 5. К ним можно относиться как к основе новых исследований,
которые позволят глубже уяснить суть нетривиальных асимптотиче-



Предисловие 7

ских оценок для ряда теорем о промежуточном значении, в частно-
сти, для некоторых интегральных операторов со знакопеременным
ядром или для многомерной версии интегральной теоремы о сред-
нем.

Материалы глав 6 и 7 появились благодаря первым попыткам на-
писать данную книгу, которые я начал предпринимать в 2010 г. Же-
лание разобраться в некоторых старых вопросах привело к новым
результатам, а также и к новым вопросам. Шестая глава посвящена
исследованию асимптотики точек промежуточного значения в тео-
реме Шварца для разделенных разностей, в то время как в седьмой
главе с геометрической точки зрения исследуется асимптотика точек
промежуточного значения в теореме Пеано для плоских и простран-
ственных кривых.

Предполагается знакомство читателя с университетским курсом
математического анализа, поэтому использующиеся в книге обозна-
чения не нуждаются в дополнительных комментариях за исключе-
нием тех, которые появляются в процессе доказательств каких-либо
утверждений. В последнем случае пояснения приводятся в соответ-
ствующих местах текста. Здесь мы поясним лишь некоторые обозна-
чения, которые встречаются на протяжении всей книги.

Пусть X — некоторое топологическое пространство. Для произ-
вольного множества A ⊂ X через A, int(A) и ∂(A) соответственно
обозначаются замыкание, внутренность и граница множества A в X.
Отметим, что A = A∪∂(A) = int(A)∪∂(A) и ∂(A) = A\ int(A). Пусть
x0 ∈ A, тогда для функций f, g : A → R используется (изображаю-
щая асимптотическое равенство) запись

f(x) = o(g(x))
(
f(x) = O(g(x))

)
при x→ x0,

если для некоторой окрестности U точки x0 в X существует функ-
ция α : (A ∩ U) \ {x0} → R такая, что f(x) = g(x)α(x) для всех
x ∈ (A ∩ U) \ {x0} и limx→x0 α(x) = 0 (соответственно, функция α
ограничена на множестве (A ∩U) \ {x0}). Если при тех же условиях
выполнено равенство limx→x0 α(x) = 1, то используется асимптоти-
ческое равенство

f(x) ∼ g(x) при x→ x0 .

Для функции, заданной на некотором отрезке [α, β] ⊂ R, в тексте
книги часто говорится (иногда без дополнительных комментариев)
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о пределе или производной в точке α (соответственно, β), при этом
подразумевается предел справа и правая производная (соответствен-
но, предел слева и левая производная). Это естественное соглашение
позволяют в ряде случаев существенно упростить изложение.

Формулы, теоремы, леммы, предложения, следствия, замечания,
определения, примеры, гипотезы и задачи нумеруются в книге тремя
числами, разделенными точками. При этом первое число представ-
ляет собой номер части книги, второе — номер параграфа в этой
части, а третье — номер объекта заданного типа.

Автор признателен всем коллегам, общение с которыми позволило

глубже понять характеристики асимптотического поведения точек проме-

жуточного значения в различных задачах. Привести здесь полный список

их имен не представляется возможным. Я считаю своим долгом отметить

лишь одного из них — Владимира Кузьмича Ионина. Его неподдельный

интерес и ценные советы помогли привести к окончательному виду все мои

опубликованные на настоящий момент работы по тематике этой книги.

Хочется надеяться на то, что эта книга будет интересна и полезна

специалистам в области анализа и геометрии, научным сотрудникам и

преподавателям вузов, работающих в смежных разделах математики, а

также студентам и аспирантам математических специальностей. Автор

будем признателен всем читателям, которые сообщат ему о каких-либо

неточностях в изложении материала или о пробелах в цитировании.

Ю. Г. Никоноров

29 июля 2014 г.



ГЛАВА 1

АНАЛИТИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ
О СРЕДНЕМ ЗНАЧЕНИИ

Эта глава играет вспомогательную роль, в частности, в ней при-
водится ряд необходимых в дальнейшем изложении результатов,
а также обзор классических и относительно новых аналитических
теорем о промежуточном значении. В ряде случаев для удобства чи-
тателей приводятся и доказательства соответствующих результатов.

1.1. Некоторые вспомогательные результаты

Здесь мы приводим некоторые более или менее известные резуль-
таты, которые будут полезны нам в дальнейшем изложении. В основ-
ном они хорошо известны и приведены лишь для удобства ссылок.

Одной из важнейших теорем анализа является теорема Боль-
цано — Коши о промежуточном значении непрерывной на отрезке
вещественной прямой функции. Ее доказательство (как и опреде-
ление непрерывной функции) впервые появилось в работе Бернар-
да Больцано (Bernard Bolzano) [70] (имеется перевод на английский
язык [139]). Также ее доказательство приведено в фундаментальном
труде Огюстена Луи Коши (Augustin-Louis Cauchy) [77] (существует
современный перевод на английский язык [74]).

Теорема 1.1.1 (теорема Больцано — Коши [50, гл. II, § 5]). Если

функция f : [a, b] → R непрерывна и число C находится между

числами A := f(a) и B := f(b), то существует число c ∈ [a, b] такое,

что f(c) = C.
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Эта теорема отражает одно из важнейших свойств непрерывных
функций и может быть переформулирована следующим образом:
непрерывная функция на числовом промежутке принимает все про-
межуточные значения, т. е. отображает промежуток на другой про-
межуток. Следует отметить, что этим свойством обладают и другие
важные классы функций.

Следующий результат получен Жаном Гастоном Дарбу (Jean
Gaston Darboux) в работе [80] (см. с. 109–110 указанной работы).

Теорема 1.1.2 (теорема Дарбу [50, гл. III, § 3]). Если функция

f : [a, b] → R дифференцируема (в точках a и b роль производ-

ных выполняют соответствующие односторонние производные), тог-

да функция f ′ : [a, b] → R принимает, в качестве значений, все числа

из промежутка между f ′(a) и f ′(b). В частности, производная диф-

ференцируемой на некотором промежутке функции отображает его

также на некоторый промежуток.

Вариант обобщения теоремы Дарбу на случай функции несколь-
ких переменных и обсуждение связанных с этим вопросов можно
найти в работе [17].

Теорема 1.1.3 (интегральное неравенство Гёльдера [52, § 6.9]).
Пусть f ∈ Lp[a, b], g ∈ Lq[a, b], где 1/p + 1/q = 1 и p > 1. Тогда

выполнено неравенство

b∫

a

|f(x)g(x)| dx 6

( b∫

a

|f(x)|p dx
) 1

p
( b∫

a

|g(x)|q dx
) 1

q

,

обращающееся в равенство лишь тогда, когда либо одна из функций

равна нулю почти всюду на [a, b], либо |f(x)|p = λ|g(x)|q почти всюду

на [a, b] для некоторого λ > 0.

Теорема 1.1.4 [24, гл. VIII, § 2]. Для неубывающей функции

f : [a, b] → R почти всюду на отрезке [a, b] существует производ-

ная f ′(x), при этом f ′ интегрируема по Лебегу на [a, b] и выполнено

неравенство

b∫

a

f ′(x) dx 6 f(b)− f(a).
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В некоторых рассуждениях мы будем использовать понятие абсо-

лютно непрерывной функции (см. определение и основные свойства
абсолютно непрерывных функций, например, в главе IX книги [24]).
Для нас особое значение имеет тот факт, что абсолютно непрерывная
функция f : [a, b] → R почти всюду дифференцируема и является
неопределенным интегралом своей производной, т. е.

f(x) = f(a) +

x∫

a

f ′(t) dt для всех x ∈ [a, b]. (1.1.1)

Отметим, что это свойство полностью характеризует абсолютно
непрерывные на отрезке [a, b] функции.

Теорема 1.1.5 [24, гл. IX, § 8]. Пусть функция f : [a, b] → R

имеет производную в каждой точке и при этом f ′ интегрируема по

Лебегу на [a, b]. Тогда функция f абсолютно непрерывна на отрез-

ке [a, b]. В частности, каждая монотонная всюду дифференцируемая

функция f : [a, b] → R абсолютно непрерывна.

Рассмотрим некоторое множество E ⊂ R и некоторую систему M
невырождающихся в точки отрезков числовой оси. Если для каж-
дой точки x ∈ E и каждого числа ε > 0 существует такой отрезок
[a, b] ∈ M , что x ∈ [a, b] и (b − a) < ε, то говорят, что множество E
покрыто системой отрезков M в смысле Витали. Отметим, что это
название дано в честь исследовавшего такие системы итальянского
математика Джузеппе Витали (Giuseppe Vitali). Имеет место следу-
ющий результат (его доказательство можно найти в [24, гл. III, § 8]
или [48, § 2.8]).

Теорема 1.1.6 (теорема Витали [24]). Если ограниченное мно-

жество E ⊂ R покрыто в смысле Витали системой отрезков M , то

из M можно выделить такое конечное или счетное число отрезков

[ak, bk], что

[ai, bi] ∩ [aj , bj] = ∅ при i 6= j,

µ∗

(
E \

⋃

k

[ak, bk]

)
= 0,

где µ∗(A) означает внешнюю меру (в смысле Лебега) множества A.
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1.2. Классические теоремы о среднем значении

и их обобщения

В формулировках теорем этого параграфа подразумевается
невырожденность отрезка [a, b] (т. е. b > a).

Начнем с теоремы, доказанной Мишелем Роллем в 1691 г. в сво-
ей книге «Доказательство одного метода решения уравнений всех
степеней . . . » (Démonstration d’une méthode pour résoudre les égalités
de tous les degrés, Paris, 1691), см. подробности, например, в [7] или
в [55].

Теорема 1.2.1 (теорема Ролля, 1691). Пусть непрерывная функ-

ция f : [a, b] → R имеет производную на интервале (a, b) и

f(a) = f(b). Тогда существует точка ξ ∈ (a, b) такая, что f ′(ξ) = 0.

В авторском варианте теорема Ролля (равно как и теорема Ферма
об обращении в ноль производной в точке экстремума [55, c. 196–197])
относилась лишь к полиномам (между двумя корнями полинома на-
ходится корень его производной) и была предназначена для оценки
вещественных корней многочленов [55, с. 46–47]. Использование ее в
более широком контексте началось лишь много лет спустя. Интерес-
ные подробности об истории этой теоремы можно найти в части 8.3
книги [134].

Обобщения теоремы Ролля, приводящие к различным вариан-
там других классических аналитических теорем о среднем значении
можно найти в работах [97] и [115].

Известны также различные варианты обобщения теоремы Ролля
на многомерный случай, см., например, работы [93, 105, 110, 145, 157]
и библиографию в них.

Наиболее важным и известным обобщением теоремы Ролля явля-
ется следующая теорема, доказанная в знаменитой работе Жозефа
Луи Лагранжа [112].

Теорема 1.2.2 (теорема Лагранжа, 1797). Пусть непрерывная

функция f : [a, b] → R имеет производную на интервале (a, b). Тогда

существует точка ξ ∈ (a, b) такая, что

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b − a
.
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Понятно, что при f(a) = f(b) получается утверждение теоремы
Ролля. Геометрическая интерпретация теоремы Лагранжа такова:
касательная к графику функции y = f(x) (на декартовой плоско-
сти Oxy) в точке ξ параллельна секущей, проходящей через точки
(a, f(a)) и (b, f(b)) (см. рис. 1.1).

a x x

y=f x( )

f a(  )

y

f b(  )

b

Рис. 1.1. Геометрический смысл теоремы Лагранжа.

Следует отметить, что привычное нам доказательство теоремы
Лагранжа в максимальной общности (в частности, не использующее
непрерывности производной) появилось лишь в 1868 г. в первом из-
дании учебника по анализу Жозефа Альфреда Серре (см. с. 17–19
в более доступном пятом издании [151]) и принадлежит оно Пьеру
Оссиану Бонне (Pierre Ossian Bonnet).

Замечание 1.2.1. Иногда теорему Лагранжа называют тео-
ремой о конечном приращении или просто теоремой о среднем
значении (“mean value theorem”, “ égalité des accroissements finis”
и “Mittelwertsatz” — соответственно в источниках на английском,
французском и немецком языках).

Отметим, что теорему Лагранжа нельзя дословно перенести на
комплекснозначные функции f : [a, b] → C (эквивалентно, на функ-
ции f : [a, b] → R2).
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Пример 1.2.1 [8, гл. 3, пример 9]. Зададим функцию f : R → C

формулой f(x) = cos(x)+ i sin(x). Она бесконечно дифференцируема
(и даже аналитична), при этом f ′(x) = − sin(x)+ i cos(x). Допустим,
что существует отрезок [a, b] ⊂ R и точка ξ ∈ (a, b) такие, что

f(b)− f(a) = cos(b) + i sin(b)− cos(a)− i sin(a) =

= (− sin(ξ) + i cos(ξ))(b − a) = f ′(ξ)(b − a).

Приравнивая квадраты модулей соответствующих комплексных чи-
сел, получаем

(
cos(b)− cos(a)

)2
+
(
sin(a)− sin(b)

)2
=

= 4 sin2
(
b− a

2

)
= (b − a)2.

Но последнее равенство невозможно, поскольку sin(h) < h для лю-
бого положительного числа h (это очевидно для h > π/2, если же
h ∈ (0, π/2), то по теореме Лагранжа для некоторого ξ∗ ∈ (0, h) име-
ем h− sin(h) = (h− sin(h))− (0− sin(0)) = (1− cos(ξ∗))h > 0).

Некоторую версию теоремы Лагранжа для голоморфных функ-
ций можно найти в работе [89]. Известно и много других вариантов
обобщения теоремы Лагранжа на случай функций со значениями
в многомерном пространстве, см., например, [18, 66, 92, 116]. Здесь
мы приведем лишь одну теорему, полученную при дополнительных
ограничениях в [116], а в максимальной общности — в [18].

Теорема 1.2.3 [18, 116]. Пусть f : [a, b] → Rm — функция, непре-

рывная на отрезке [a, b] и дифференцируемая на интервале (a, b),
m > 1. Тогда отношение (f(b) − b(a))/(b − a) есть выпуклая комби-

нация m значений производной f ′, т. е. существуют числа ξi ∈ (a, b)
и pi, i = 1, . . . ,m, такие, что

f(b)− f(a)

b− a
=

m∑

i=1

pif
′(ξi), pi > 0,

m∑

i=1

pi = 1.

Естественным обобщением классической теоремы Лагранжа яв-
ляется теорема, доказанная Огюстеном Луи Коши в работе [78] (су-
ществует перевод этой книги на русский язык [19]).
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Теорема 1.2.4 (теорема Коши, 1823). Пусть непрерывные функ-

ции f, g : [a, b] → R имеют производные на интервале (a, b), g′(x) 6= 0
при всех x ∈ (a, b). Тогда существует точка ξ ∈ (a, b) такая, что

f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Отметим, что условие g′(x) 6= 0 для всех x ∈ (a, b) в формули-
ровке теореме Коши можно опустить, если переформулировать ее
утверждение следующим образом: существует точка ξ ∈ (a, b) такая,
что

f ′(ξ)(g(b) − g(a)) = g′(ξ)(f(b) − f(a)). (1.2.1)

Интегральный аналог теоремы 1.2.4 также получен в книге [78].
Здесь мы приведем нужный нам в дальнейшем вариант, поэтому
снабдим его и коротким доказательством.

Теорема 1.2.5 (первая интегральная теорема о среднем). Пусть

функция ϕ неотрицательна и суммируема, а функция h непрерывна

на отрезке [a, b]. Тогда существует такая точка ξ ∈ (a, b), что выпол-

нено равенство
b∫

a

ϕ(t)h(t) dt = h(ξ)

b∫

a

ϕ(t) dt.

⊳ Пусть M и m — наибольшее и наименьшее значение функции h
на отрезке [a, b] соответственно. Если ϕ(t) = 0 почти всюду на [a, b],
то утверждение теоремы очевидно, поскольку в качестве ξ можно
взять любое из чисел на интервале (a, b). Предположим теперь, что
множество P = {t ∈ (a, b) |ϕ(t) > 0} имеет положительную меру.
Для всех t ∈ [a, b] в силу ϕ(t) > 0 имеем mϕ(t) 6 ϕ(t)h(t) 6 Mϕ(t)
(в частности, из полученного неравенства следует суммируемость
функции ϕ · h). Интегрируя это неравенство, получаем

m

b∫

a

ϕ(t) dt 6

b∫

a

ϕ(t)h(t) dt 6M

b∫

a

ϕ(t) dt,

поэтому
b∫

a

ϕ(t)h(t) dt = λ

b∫

a

ϕ(t) dt
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для некоторого λ ∈ [m,M ]. Предположим теперь, что h(t) 6= λ для
всех t ∈ (a, b). Тогда по теореме о промежуточном значении для
непрерывной функции либо h(t) < λ, либо h(t) > λ для всех t ∈ (a, b).
Умножая на ϕ(t) > 0 и интегрируя по (a, b), мы получаем

b∫

a

ϕ(t)h(t) dt < (>) λ

b∫

a

ϕ(t) dt,

поскольку ϕ(t) > 0 на множестве P ненулевой меры. Полученное
противоречие и доказывает теорему. ⊲

Продемонстрируем, что из теоремы 1.2.4 следует теорема 1.2.5
в предположении непрерывности функций ϕ и h и положительно-
сти ϕ. В условиях и обозначениях теоремы 1.2.5 положим

f(x) :=

x∫

a

ϕ(t)h(t) dt и g(x) :=

x∫

a

ϕ(t) dt.

Ясно, что f ′(x) = ϕ(x)h(x) и g′(x) = ϕ(x) для всех x ∈ (a, b). Тогда
по теореме 1.2.4 существует точка ξ ∈ (a, b) такая, что

ϕ(ξ)h(ξ)

b∫

a

ϕ(t) dt = f ′(ξ)(g(b)− g(a)) =

= g′(ξ)(f(b)− f(a)) = ϕ(ξ)

b∫

a

ϕ(t)h(t) dt,

что и требовалось.
Теперь покажем, что и из теоремы 1.2.5 следует теорема 1.2.4

в предположении непрерывности производных f ′ и g′. По условию
непрерывные функции f, g : [a, b] → R имеют производные на ин-
тервале (a, b), g′(x) 6= 0 при всех x ∈ (a, b). Отсюда следует, что
функции f и g являются абсолютно непрерывными на отрезке [a, b],
т. е. восстанавливаются по своим производным (см. теорему 1.1.5):

f(x) =

x∫

a

f ′(t) dt и g(x) =

x∫

a

g′(t) dt.
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По теореме Дарбу (теорема 1.1.2) из условия g′(x) 6= 0 при x ∈ (a, b)
следует, что g′ сохраняет знак на рассматриваемом интервале. Ме-
няя при необходимости g на −g, можно считать, что g′ положитель-
на. Из теоремы 1.2.5 (где ϕ := g′, h := f ′/g′) следует существование
такой точки ξ ∈ (a, b), что

f(b)− f(a) =

b∫

a

f ′(t) dt =

b∫

a

ϕ(t)h(t) dt =

= h(ξ)

b∫

a

ϕ(t) dt =
f ′(ξ)

g′(ξ)

(
g(b)− g(a)

)
.

Эти выкладки показывают, что утверждения теорем 1.2.5 и 1.2.4
весьма близки друг другу по смыслу.

При ϕ ≡ 1 теорема 1.2.5 становится аналогом теоремы Лагран-
жа (теоремы 1.2.2) и следует из последней, если положить f(x) :=∫ x
a
h(t) dt.
Приведем теперь вторую интегральную теорему о среднем зна-

чении в максимально общей формулировке.

Теорема 1.2.6 (вторая интегральная теорема о среднем [102]).
Пусть функция g монотонна, а функция f суммируема на интервале

(a, b), числа A и B выбраны так, что A 6 g(a + 0), B > g(b − 0)
в случае неубывающей функции g и A > g(a + 0), B 6 g(b − 0)
в случае невозрастающей функции g, где g(a + 0) = limx→a+ g(x),
g(b − 0) = limx→b− g(x). Тогда существует такая точка ξ ∈ [a, b], что

выполнено равенство

b∫

a

g(t)f(t) dt = A

ξ∫

a

f(t) dt+B

b∫

ξ

f(t) dt.

Если g определена и монотонна на отрезке [a, b], то можно взять

A = g(a) и B = g(b).

Доказательство этого результата можно также найти в [103, § 423]
или в статье [23] (в более простых вариантах эта теорема доказана
во многих источниках, см., например, [44] или [46]).

Приведенная формулировка второй теоремы о среднем значении
иногда называют второй интегральной теоремой в форме Вейер-
штрасса и Дюбуа-Реймона (Du Bois-Reymond), исторический очерк
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об установлении этой теоремы в различных формах общности мож-
но найти в [103, § 422]. В качестве следствия из нее легко получить
вторую интегральную теорему в форме Бонне. Следует отметить,
что последнюю получил Пьер Оссиан Бонне (Pierre Ossian Bonne)
в 1849 г. в работе [71], и она стала исторически первым вариантом
второй интегральной теоремы о среднем.

Теорема 1.2.7 (теорема Бонне, 1849). Пусть функция f сум-

мируема на интервале (a, b), а функция g неотрицательна и не воз-

растает (не убывает) на отрезке [a, b], тогда существует такая точка

ξ ∈ [a, b], что выполнено равенство

b∫

a

g(t)f(t) dt = g(a)

ξ∫

a

f(t) dt

( b∫

a

g(t)f(t) dt = g(b)

b∫

ξ

f(t) dt

)
.

Обсуждение возможностей обобщения второй интегральной тео-
ремы о среднем и смежных вопросов можно найти, например, в ста-
тьях [23, 84, 96, 102, 165]. О применении этой теоремы к решению
различных задач можно узнать из работы [153] и процитированных
в ней источниках.

Многомерные аналоги второй интегральной теоремы о среднем
получены Г. Харди [98], В. Юнгом [167] (см. также [103, § 426]) и
Ф. А. Талаляном [45].

1.3. Вокруг формулы Тейлора

В этом параграфе мы обсудим различные варианты формулы
Тейлора и некоторые ее обобщения.

Следует отметить, что разложение некоторых функций в ряд, ко-
торый принято называть сейчас рядом Тейлора, было известно ма-
тематикам Южной Индии еще в XV–XVI вв. (см. [54, с. 201–203]).
В семнадцатом веке в Европе некоторые степенные разложения ис-
пользовали Г. В. Лейбниц, И. Ньютон и И. Бернулли, но наибольшее
продвижение в направлении общего результата, видимо, получил
Дж. Грегори (см. [36] и [55, с. 149–152]). Тем не менее общий метод
разложения функции по степеням переменной был указан Бруком
Тейлором, занимавшим в то время пост секретаря Лондонского ко-
ролевского общества. Впервые этот метод описан в работе “Methodus
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incrementorum directa et inversa” («Метода приращений прямая и об-
ратная»), изданной Б. Тейлором в 1715 г. Более подробное изложе-
ние истории открытия ряда Тейлора можно найти, например, в кни-
ге [56, с. 294–300]. Значение этого ряда (лишь много позже назван-
ного рядом Тейлора) было недооценено вплоть до работ по анализу
Жозефа Луи Лагранжа. Его фундаментальный труд [112], имею-
щий полное название «Теория аналитических функций, содержащая
начала дифференциального исчисления, освобожденные от всякого
рассмотрения бесконечно малых, исчезающих, пределов и флюксий
и сведенные к алгебраическому анализу конечных величин», содер-
жит вывод членов ряда Тейлора. Одно из важных мест в этой кни-
ге занимает глава VI первой части, в которой Лагранж (впервые!)
поставил вопрос об оценке в общей форме точности приближений,
доставляемых суммой конечного числа членов ряда Тейлора, и вы-
вел формулу Тейлора с остаточным членом (в форме Лагранжа),
в частности, получив теорему Лагранжа [56, с. 289, 294–300]. Приве-
дем по [56] перевод высказывания Лагранжа из [112] о найденной им
форме остаточного члена в формуле Тейлора: «Совершенство мето-
дов приближения, в которых применяются ряды, зависит не только
от сходимости рядов, но еще от возможности оценить ошибку, проис-
ходящую от членов, которыми пренебрегают; и можно сказать, что
в этом отношении почти все приближенные методы, употребляемые
в геометрических и механических задачах, еще очень несовершен-
ны. Предыдущая теорема во многих случаях сможет сообщить этим
методам недостающее им совершенство, без чего их часто бывает
опасно применять». Интересное исследование труда Лагранжа [112]
можно также найти в более свежей работе [90].

Абсолютно строгий с современной точки зрения вывод формулы
Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа был получен Огю-
стеном Луи Коши в работе [78]. Там же была получен остаточный
член формулы Тейлора другого вида, которую принято называть
остаточным членом в форме Коши.

Важное значение имеет

Теорема 1.3.1 (локальная формула Тейлора). Пусть функция

f : (a, b) → R дифференцируема n − 1 раз (n > 1) в окрестности

точки x0 ∈ (a, b) и существует f (n)(x0). Тогда

f(x) =

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o
(
(x− x0)

n
)

при x→ x0.
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Отметим, что при n = 1 теорема дает лишь переформулировку
определения производной функции f в точке x0. Выражение

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k = f(x0) + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n (1.3.1)

называется многочленом Тейлора степени n (для функции f в точ-
ке x0). Мы будем использовать выражение Tn,f,x0(x) для его обозна-
чения (см. рис. 1.2, поясняющий аппроксимационные свойства мно-
гочленов Тейлора). Выражение

Rn,f,x0(x) := f(x)− Tn,f,x0(x) (1.3.2)

называется остаточным членом в формуле Тейлора. Теорема 1.3.1
утверждает, что

Rn,f,x0(x) = o
(
(x− x0)

n
)

при x→ x0.

Записанный таким образом остаточный член традиционно называ-
ется остаточным членом в форме Пеано.

Рис. 1.2. Графики многочленов Тейлора x 7→ Tn,f,x0
(x) при n = 0, 1, 2, 3

для функции f(x) = exp(x) в окрестности точки x0 = 0.
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Замечание 1.3.1. Любопытно, что теорема 1.3.1 изначально
появилась в аннотации Джузеппе Пеано к книге Анжело Геноччи
“Calcolo differenziale e principii di calcolo integrale” (см. [95, с. xix] или
[125, с. 60]). Лишь спустя пять лет доказательство этого результата
появилось в научных журналах (см. [123] или [125, с. 95–96]).

Замечание 1.3.2. Отметим также, что теорема 1.3.1 естествен-
ным образом приводит к определению производных Пеано (см. [124]
и [125, с. 204–209]). Напомним, что n-я производная Пеано fn(x)
функции f в точке x определяется (в предположении, что преды-
дущие производные уже определены) асимптотическим равенством

f(x+ h) =

n∑

k=0

fk(x)

k!
hk + o(hn) при h→ 0.

Ясно, что f0(x) = f(x) и f1(x) = f ′(x), но уже вторая производная
Пеано f2(x) является более общим понятием по сравнению с обыч-
ной второй производной f ′′(x) (хотя эти производные и совпадают,
если f ′′(x) существует). Более подробную информацию о производ-
ных Пеано можно найти, например, в [88].

В работе А. Ф. Морсунда (A. F. Moursund) [118] получен следу-
ющий результат, уточняющий теорему 1.3.1.

Теорема 1.3.2 [118]. Пусть функция f : (a, b) → R диффе-

ренцируема n − 1 раз (n > 1) в окрестности точки x0 ∈ (a, b)
и существует f (n)(x0). Пусть h = x − x0, тогда остаточный член

w(x0, h) := Rn,f,x0(x0 + h) таков, что для достаточно малых значе-

ний |h| и для всех i = 0, 1, . . . , n− 1 выполнено неравенство

∣∣∣∣
di

dhi
w(x0, h)

∣∣∣∣ 6
|hn−i|
(n− i)!

v(x0, h),

где

v(x0, h) = sup

{∣∣∣∣
f (n−1)(x0+ t)−f (n−1)(x0)

t
− f (n)(x0)

∣∣∣∣; 0 < |t| < |h|
}
.

⊳ Поскольку

di

dti
f(x0 + t) ≡ di

dti
f(x)

∣∣∣∣
x=x0+t

≡ f (i)(x0 + t)
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и

w(x0, h) = f(x0 + h)−
(
f(x0) + f ′(x0)h+ . . .+

f (n)(x0)

n!
hn
)
,

мы легко получаем, что для достаточно малых |h| и 0 < |t| < |h|
справедливо неравенство

∣∣∣∣
dn−1

dtn−1
w(x0, t)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣t
(
f (n−1)(x0 + t)− f (n−1)(x0)

t
− f (n)(x0)

)∣∣∣∣ 6

6 |t|v(x0, t)

и что di

dti w(x0, t) = o(t) при t→ 0, i = 0, 1, . . . , n−1. Отсюда следует,
что

t∫

0

di

dti
w(x0, t) dt =

di−1

dti−1
w(x0, t).

Следовательно, для достаточно малых |h| мы имеем

∣∣∣∣
di

dhi
w(x0, h)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

h∫

0

dtn−i−2

tn−i−2∫

0

dtn−i−3 . . .

t1∫

0

dn−1

dhn−1
w(x0, t) dt

∣∣∣∣∣ 6

6

∣∣∣∣∣

h∫

0

dtn−i−2

tn−i−2∫

0

dtn−i−3 . . .

t1∫

0

∣∣∣∣
dn−1

dhn−1
w(x0, t)

∣∣∣∣ dt
∣∣∣∣∣ 6

6
|hn−i|
(n− i)!

v(x0, h),

что и требовалось доказать. ⊲

Из теоремы 1.3.2 следует, что для i = 0, 1, . . . , n − 1 выполнено
асимптотическое равенство

di

dhi
w(x0, h) = o(hn−i) при h→ 0.
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При i = 0 это утверждение эквивалентно утверждению теоре-
мы 1.3.1.

При некоторых дополнительных условиях можно получить бо-
лее информативное выражение для остаточного члена. Следующая
теорема дает выражение остаточного члена в форме Шлемильха —
Роша.

Теорема 1.3.3. Пусть функция f : (a, b) → R дифференцируема

n раз, x0 ∈ (a, b) и существует f (n+1)(x) для всех x ∈ (a, b) \ {x0}.
Тогда для любого положительного числа α существует такая точка

θ ∈ (0, 1), что

f(x) =

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +

+
n+ 1

α
(1− θ)n+1−α f

(n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

⊳ Разберем только случай x > x0, поскольку случай x < x0 раз-
бирается аналогично. Рассмотрим на отрезке [x0, x] функции

F (t) =

n∑

k=0

f (k)(t)

k!
(x− t)k и G(t) = (x− t)α .

Ясно, что эти функции непрерывны на отрезке [x0, x] и дифферен-
цируемы на интервале (x0, x), причем

F ′(t) =
f (n+1)(t)

n!
(x− t)n и G′(t) = −α(x − t)α−1,

в частности, G′(t) 6= 0 при t ∈ (x0, x). По теореме Коши существует
такое число ξ ∈ (x0, x), что

f(x)− Tn,f,x0(x)

−(x− x0)α
=
F (x) − F (x0)

G(x) −G(x0)
=
F ′(ξ)

G′(ξ)
=
f (n+1)(ξ)(x − ξ)n

−n!α(x− ξ)α−1
.

Полагая ξ = x0 + θ(x − x0), получаем нужное утверждение. ⊲

Замечание 1.3.3. Отметим, что в доказательстве этой теоре-
мы вместо функции t 7→ (x − t)α можно рассмотреть произволь-
ную непрерывную на отрезке [x0, x] функцию G с не обращающейся
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в нуль на интервале (x0, x) производной. Этот несколько более об-
щий вариант теоремы и был доказан впервые Оскаром Шлемильхом
в 1847 г. в его книге [146]. В 1858 г. теорема 1.3.3 была передоказана
Эдуардом Рошем в работе [135], опубликованной в журнале “Journal
de Mathématiques Pures et Appliqueés”, известном также как «Жур-
нал Ж. Лиувилля» (см. также более подробное изложение в [136]).
Объясняет сложившуюся ситуацию письмо О. Шлемильха в редак-
цию журнала [147].

При α = 1 получается выражение для остаточного члена в форме
Коши:

Rn,f,x0(x) = (1− θ)n
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

n!
(x− x0)

n+1. (1.3.3)

При α = n+1 мы получаем выражение для остаточного члена в фор-
ме Лагранжа. Для удобства ссылок мы приведем его в отдельном
утверждении.

Теорема 1.3.4. Пусть функция f : (a, b) → R дифференцируема

n раз, x0 ∈ (a, b) и существует f (n+1)(x) для всех x ∈ (a, b) \ {x0}.
Тогда существует точка θ ∈ (0, 1) такая, что

f(x) =

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n+1)(x0 + θ(x − x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

Отметим, что при n = 0 эта теорема превращается в теорему
Лагранжа 1.2.2. Известно обобщение Пеано вышеприведенной теоре-
мы на случай нескольких функций (см. [95, с. xxii] или [126, с. 45]).

Теорема 1.3.5. Пусть функции f0, f1, . . . , fn+1 : (a, b) → R диф-

ференцируемы n раз. Тогда для любых точек x1, x2, . . . , xn+1 ∈ (a, b)
существует точка η ∈ [m,M ], где m = min{x1, x2, . . . , xn+1} и M =
max{x1, x2, . . . , xn+1}, такая, что

det




f
(n)
0 (η) f

(n)
1 (η) · · · f

(n)
n+1(η)

f0(x1) f1(x1) · · · fn+1(x1)

f0(x2) f1(x2) · · · fn+1(x2)

· · · · · · · · · · · ·
f0(xn+1) f1(xn+1) · · · fn+1(xn+1)




= 0.
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⊳ Функция ϕ : [m,M ] → R, определяемая равенством

ϕ(x) = det




f0(x) f1(x) · · · fn+1(x)

f0(x1) f1(x1) · · · fn+1(x1)

· · · · · · · · · · · ·
f0(xn+1) f1(xn+1) · · · fn+1(xn+1)


 ,

имеет n+1 корень (корни считаются с соответствующей кратностью)
x1, x2, . . . , xn+1. Из теоремы Ролля теперь легко следует существо-
вание точки η ∈ [m,M ] такой, что ϕ(n)(η) = 0. Ясно также, что при
M 6= m можно взять η ∈ (m,M). ⊲

Замечание 1.3.4. Полагая в приведенной теореме f0(x) = f(x)
и fi(x) = xi−1 при i = 1, 2, . . . , n + 1, мы получаем теорему Швар-
ца 6.2.1 для разделенных разностей при попарно различных xi.

С другой стороны, теорема 1.3.5 верна также и для опреде-
лителя матрицы, строки которой составлены из следующих чисел
(i = 0, 1, . . . , n+ 1):

f
(n)
i (η), fi(p1), f

′
i(p1), . . . , f

(α1)
i (p1), fi(p2), f

′
i(p2), . . . ,

f
(α2)
i (p2), . . . , fi(pl), f

′
i(pl), . . . , f

(αl)
i (pl),

где α1 + α2 + . . .+ αl = n− l + 1. Здесь все точки p1, p2, . . . , pl пред-
полагаются попарно различными. В таком варианте мы получаем
теорему Шварца в общем виде, полагая f0(x) = f(x) и fi(x) = xi−1

при i = 1, 2, . . . , n+ 1. Затем, полагая l = 2, p1 = x, p2 = x0, α1 = 0,
α2 = n − 1, приходим к формуле Тейлора c остаточным членом в
форме Лагранжа.

Еще один вариант записи остаточного члена в формуле Тейлора
получен в работе Д’Оканя [85] (см. также [5]).

Теорема 1.3.6 [85]. Пусть функция f : (a, b) → R дифферен-

цируема n раз, x0, x0 + h ∈ (a, b). Если на интервале между x0 и

x0 + h существует не обращающаяся в нуль производная f (n+1), то

существует число τ ∈ (0, 1) такое, что

f(x0 + h) =

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
hk +

τnhn

n!

(
f (n)(x0 + h)− f (n)(x0)

)
.
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⊳ По теореме Дарбу производная f (n+1) сохраняет знак между
точками x0 и x0+h, поэтому (по теореме Лагранжа) производная f (n)

или возрастает или убывает на этом интервале. В любом случае для
произвольного числа θ ∈ (0, 1) выполнено неравенство

0 <
f (n)(x0 + θh)− f (n)(x0)

f (n)(x0 + h)− f (n)(x0)
< 1.

По теореме 1.3.4 существует такое θ ∈ (0, 1), что

f(x0 + h) =

n−1∑

k=0

f (k)(x0)

k!
hk +

f (n)
(
x0 + θh

)

n!
hn. (1.3.4)

Пусть τ ∈ (0, 1) таково, что

τn =
f (n)(x0 + θh)− f (n)(x0)

f (n)(x0 + h)− f (n)(x0)

(рассуждения выше показывают корректность такого определения).
Тогда

f (n)(x0 + θh) = f (n)(x0) + τn
(
f (n)(x0 + h)− f (n)(x0)

)
.

Подставляя это выражение в формулу (1.3.4), получаем нужное
утверждение. ⊲

Приведем теперь вариант формулы Тейлора с остаточным чле-
ном в интегральной форме.

Теорема 1.3.7. Пусть функция f : (a, b) → R имеет n+ 1 непре-

рывную производную, x0 ∈ (a, b). Тогда для каждого x ∈ (a, b) имеет

место формула

f(x) =

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k +
1

n!

x∫

x0

f (n+1)(t)(x − t)n dt.

Делая замену t = x0 + (x − x0)s, получаем несколько иную фор-
мулу для остаточного члена в интегральной форме:

Rn,f,x0(x) =
(x− x0)

n+1

n!

1∫

0

(1− s)nf (n+1)(x0 + (x− x0)s) ds. (1.3.5)
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Отметим, что в предыдущей теореме вместо существования у функ-
ции f непрерывных производных до порядка n+1 включительно до-
статочно потребовать от f наличия этих же производных с дополни-
тельным требованием, что последняя из них интегрируема (в смыс-
ле Лебега) на (a, b). Еще более серьезное ослабление заключается в
требовании наличия у f производных до порядка n включительно,
причем последняя, n-я, производная должна быть абсолютно непре-
рывна на каждом отрезке, содержащемся в интервале (a, b). Важное
достаточное условие абсолютной непрерывности функции f на от-
резке [c, d] заключается в том, что функция f в каждой точке отрез-
ка имеет (конечную) производную, и f ′ интегрируема по Лебегу на
этом отрезке [24, гл. IX, § 8, теорема 1]. См. также работы [86] и [156]
на эту тему.

Обобщением формулы Тейлора с остаточным членом в форме
Лагранжа также является теорема Шварца о разделенных разностях
(теорема 6.2.1), исследованию асимптотики точек среднего значения
в которой посвящен параграф 6.2 настоящей книги.

Теоремы о среднем, обобщающие формулу Тейлора, были полу-
чены в разных работах. Классическими в этом направлении явля-
ются работы Н. В. Бугаева [6], Дж. Д. Биркхофа [69], Г. Полиа [128]
и Д. В. Уиддера [164]. Интересные варианты формулы Тейлора и
смежные вопросы обсуждаются в §§ 142–145 книги [104]. Среди бо-
лее свежих публикаций отметим работы [11, 49, 68, 83, 87, 106, 108,
121, 127, 154, 161].

Существуют различные многомерные варианты теоремы Тейло-
ра, описанные как в специальных книгах (см., например, [133]), так
и в различных статьях (см., например, [41] или [65]).

1.4. Обзор других теорем о среднем значении

Здесь мы рассмотрим несколько теорем о среднем значении, по-
лученных относительно недавно.

Сначала приведем один результат, уточняющий теорему Коши
(теорему 1.2.4) о среднем значении.

Теорема 1.4.1 (топологическая теорема о среднем [137]). Пусть

дифференцируемое отображение γ : [a, b]→R2 инъективно и γ′(t) 6=0
при t ∈ (a, b). Тогда существуют числа M > 0 и t0 ∈ (a, b) такие, что

γ′(t0) =M(γ(b)− γ(a)).
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Нетрудно понять, что условия инъективности отображения и
незануления производного вектора являются существенными и не
могут быть опущены в формулировке теоремы. Отметим, что теоре-
ма Коши (см. (1.2.1)) в указанной ситуации не дает информации о
знаке числа M . Доказательство теоремы 1.4.1 опирается на теорему
Жордана о простой замкнутой кривой на плоскости (см. подробно-
сти в [137]). Вариации на тему приведенного результата можно найти
в работе [60].

Теорема 1.4.2 (теорема Помпею [129, 144]). Предположим, что

функция f : [a, b] → R имеет производную в каждой точке отрезка и

при этом отрезок [a, b] не содержит точку 0. Тогда существует точка

c ∈ (a, b) такая, что

af(b)− bf(a)

a− b
= f(c)− cf ′(c).

Теорема 1.4.3 (теорема Флетта [91]). Предположим, что функ-

ция f : [a, b] → R имеет производную в каждой точке отрезка и при

этом f ′(a) = f ′(b). Тогда существует точка c ∈ (a, b) такая, что

f(c)− f(a) = f ′(c)(c− a).

Несколько более общую версию этой теоремы (в терминах произ-
водных чисел) можно найти в работе [113]. Приведем еще несколько
обобщений теоремы Флетта.

Теорема 1.4.4 [81]. Пусть функция f : [a, b] → R имеет произ-

водную в каждой точке отрезка. Тогда существует точка c ∈ (a, b)
такая, что

f(c)− f(a) = f ′(c)(c − a)− 1

2

f ′(b)− f ′(a)

b− a
(c− a)2.

Ясно, что при f ′(b) = f ′(a) получается предыдущая теорема. Тео-
рема Флетта допускает и интегральный вариант.

Теорема 1.4.5 [163]. Пусть функция f : [a, b] → R непрерывна и

f(a) = f(b). Тогда существует точка c ∈ (a, b) такая, что

f(c)(c− a) =

c∫

a

f(s) ds.
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Этот результат в свою очередь также обобщается.

Теорема 1.4.6 [141]. Пусть функция f : [a, b] → R непрерывна.

Тогда существует точка c ∈ (a, b) такая, что

c∫

a

f(s) ds = f(c)(c− a)− 1

2

f(b)− f(a)

b− a
(c− a)2.

Понятно, что при f(b) = f(a) получается предыдущая теорема.
Еще одно обобщение теоремы Флетта получено в работе [122].

Теорема 1.4.7 [122]. Пусть функция f : [a, b] → R имеет n про-

изводных в каждой точке отрезка, причем f (n)(a) = f (n)(b). Тогда

существует точка c ∈ (a, b) такая, что

f(c)− f(a) =

n∑

k=1

(−1)k+1

k!
(c− a)kf (k)(c).

В работе [162] получен вариант теоремы Флетта, напоминающий
теорему Коши.

Теорема 1.4.8 [162]. Пусть функции f, g : [a, b] → R дифферен-

цируемы на [a, b]. Предположим, что g′(x) 6= 0 при x ∈ [a, b], тогда

существует точка c ∈ (a, b) такая, что

f(c)− f(a)

g(c)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
−
(
f ′(b)

g′(b)
− f ′(a)

g′(a)

)
g(c)− g(a)

g(b)− g(a)
.

Обобщения этих теорем и некоторые оценки асимптотики точек
среднего значения в них можно найти в работах [82, 114, 132, 141,
142, 144, 158, 159].

Приведем в заключение один «многомерный» вариант первой ин-
тегральной теоремы о среднем (без веса).

Теорема 1.4.9 [152]. Пусть f1, f2, . . . , fn : [0, 1] → R — произволь-

ные непрерывные функции. Тогда на отрезке [0, 1] существует конеч-

ное число точек t1 < t2 < . . . < tN таких, что для всех k = 1, 2, . . . , n
выполнены равенства

1

N

N∑

i=1

fk(ti) =

1∫

0

fk(t) dt.
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В этой теореме не дается оценки снизу на величину числа N
в зависимости от n, и соответствующий круг вопросов может слу-
жить источником новых исследований. Приведенная теорема явля-
ется лишь одним из следствий основного результата работы [152],
описывающем усредняющие множества точек в довольно общих ли-
нейно связных пространствах с мерой (мы не приводим его полную
версию в силу некоторой ее громоздкости). Изящное топологическое
доказательство теоремы 1.4.9 можно также найти в работе [64].



ГЛАВА 2

АСИМПТОТИКА ТОЧЕК СРЕДНЕГО
ЗНАЧЕНИЯ В КЛАССИЧЕСКИХ ТЕОРЕМАХ

2.1. Гипотеза В. К. Ионина

В этом параграфе исследуется вопрос о месторасположении точ-
ки среднего значения непрерывной функции. Основой этих иссле-
дований является предположение относительно асимптотики точек
среднего значения вблизи нуля, выдвинутое В. К. Иониным.

Рассмотрим непрерывную функцию f : [0, 1] → R. По первой
интегральной теореме о среднем значении для каждого x ∈ [0, 1]
существует τ ∈ [0, x] такое, что

x∫

0

f(t) dt = xf(τ).

Для убывающей или возрастающей функции f такое τ единственно,
но в общем случае таких значений может быть несколько (и даже
все точки из [0, x] для постоянной функции f). Поэтому мы для каж-
дого x ∈ [0, 1] рассмотрим ξ(x) — максимальное (оно существует, как
нетрудно заметить) из таких чисел τ на отрезке [0, x] (см. рис. 2.1).
Другими словами,

ξ(x) = max

{
τ ∈ [0, x]

∣∣∣∣∣

x∫

0

f(t) dt = xf(τ)

}
. (2.1.1)

Ясно, что 0 6 ξ(x) 6 x, и естественно исследовать асимптотику

величины ξ(x)
x при x→ 0.
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Рис. 2.1. Определение величины ξ(x) для различных функций.

Предложение 2.1.1. Если s ∈ [1/e, 1], где e = limn→∞

(
1+ 1

n

)n
,

то существует такая непрерывная функция f : [0, 1] → R, что

lim
x→0

ξ(x)

x
= s. (2.1.2)

⊳ Доказательство состоит в прямом вычислении интересующего
нас предела. Рассмотрим величину ξ(x) для функции f(x) = xα при
α > 0:

x∫

0

tα dt = x(ξ(x))α,

(
ξ(x)

x

)α
=

1

1 + α
,

т. е. limx→0
ξ(x)
x = (1 + α)

−1/α
для α > 0. Отметим теперь, что для

любого наперед взятого s ∈ (1/e, 1) существует α > 0 такое, что s=

(1+α)
−1/α

(функция α 7→ (1+α)
−1/α

отображает интервал (0,∞) на
интервал (1/e, 1), см. чуть более общее утверждение в лемме 3.3.2).

Если s = 1/e, то равенство (2.1.2) выполняется для функции f ,
задаваемой следующими условиями: f(0) = 0, f(x) = (− ln(x/2))−1

при x ∈ (0, 1]. Если же s = 1, то равенство (2.1.2) выполняется для
функции f(x) ≡ const. Тем же свойством обладает возрастающая
функция g : [0, 1] → R, которая определяется равенствами g(0) = 0
и g(x) = e−1/x при x > 0. ⊲

Следует отметить, что приведенное предложение весьма просто
и вряд ли возможно установить его авторство. В то же время оно
приводит к некоторым нетривиальным соображениям. В. К. Ионин
высказал следующую гипотезу:
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Для каждой непрерывной функции f верхний предел отношения
ξ(x)
x при x→ 0 не может быть меньше 1/e, где e = limn→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Доказательство данного утверждения, являющееся одним из пер-
вых результатов в исследовании асимптотики промежуточных то-
чек, было опубликовано в [27].

Теорема 2.1.1. Для произвольной непрерывной функции имеет

место неравенство

lim
x→0

ξ(x)

x
>

1

e
. (2.1.3)

⊳ Допустим, что неравенство (2.1.3) не выполнено. Тогда суще-

ствует число q ∈ (0, 1/e) такое, что limx→0
ξ(x)
x < q. Поскольку функ-

ция f непрерывна, можно подобрать такое число a ∈ (0, 1), что вы-
ражение

∫ x
0
f(t) dt− xf(px) не меняет знака при (x, p) ∈ (0, a]× [q, 1].

Без ограничения общности (заменяя при необходимости f на −f)
можно считать, что выполнено неравенство

x∫

0

f(t) dt < xf(px), x ∈ (0, a], p ∈ [q, 1]. (2.1.4)

Рассмотрим теперь функцию g : [0, a] → R, определяемую равен-
ствами

g(0) = f(0), g(x) =
1

x

x∫

0

f(t) dt, x > 0.

Ясно, что эта функция непрерывна на отрезке [0, a] и имеет произ-
водную на (0, a], причем g′(x)x+g(x) = f(x). Неравенство (2.1.4) при
p = 1 принимает вид g(x) < f(x) = g′(x)x + g(x), поэтому g′(x) > 0
при x ∈ (0, a], и функция g возрастает на отрезке [0, a]. Далее, при
p = q неравенство (2.1.4) принимает вид

g(x) < f(qx) = qxg′(qx) + g(qx),

но неравенство g(x) − g(qx) < qxg′(qx) невозможно при q ∈ (0, 1/e)
в силу приведенной ниже леммы 2.2.1, что и завершает доказатель-
ство теоремы. ⊲

Лемма 2.1.1. Пусть непрерывная функция g : [0, a] → R обла-

дает на интервале (0, a) положительной непрерывной производной
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и для некоторого числа q ∈ (0, 1) удовлетворяет неравенству

g(x)− g(qx) < qxg′(qx), x ∈ (0, a/q].

Тогда q > 1/e.

⊳ Данная лемма является довольно простой по сравнению с ре-
зультатами из других разделов, но ярко демонстрирует идеи, кото-
рые будут использованы в дальнейшем, поэтому мы приведем для
нее три различных доказательства.

Первое доказательство (см. [27]). Предположим, что q < 1/e.
Непрерывная функция α 7→ (1 + α)−1/α возрастает от 0 до 1/e
на интервале (−1, 0). Следовательно, существует такое α < 0, что
(1 + α)−1/α = q. Определим функцию h : (0, g(a)] → R равенством
h(g(x)) = xα. Поскольку g′(x) > 0 для x ∈ (0, a), то функция h непре-
рывна и непрерывно дифференцируема на интервале (0, g(a)), при-
чем h′(g(x))g′(x) = αxα−1. Ясно, что h′(x) < 0 для всех x ∈ (0, g(a)).

Поскольку (x/q)α − xα = xαxα−1 и h(g(x/q)) = (x/q)α, то
(из равенства h′(g(x))g′(x) = αxα−1) получаем h(g(x/q))− h(g(x)) =
xg′(x)h′(g(x)) для всех x ∈ (0, qa). Это равенство эквивалентно сле-
дующему:

h′(g(x)) =
g(x/q)− g(x)

xg′(x)

h(g(x/q))− h(g(x))

g(x/q)− g(x)
.

По теореме Лагранжа существует τ = τ(x) ∈ (g(x), g(x/q)) такое, что
h(g(x/q))− h(g(x)) = h′(τ)(g(x/q)− g(x)). Поскольку производная h′

отрицательна и 0 < g(x/q)−g(x)
xg′(x) < 1 по условию леммы, мы получаем

h′(g(x)) > h′(τ(x)).
Положим C = min{h′(t) | t ∈ [g(qa), g(a)]} и убедимся в том,

что h′(t) > C для всех t ∈ (0, g(a)]. Допустим противное. Тогда
существуют такие γ > 0 и t0 ∈ (0, g(qa)), что h′(t0) = C − γ и
h′(t) > C−γ для всех t ∈ (t0, g(a)]. Пусть x0 определяется равенством
g(x0) = t0. Ясно, что x0 < qa. Как было показано выше, существует
число τ(x0) ∈ (g(x0), g(x0/q)) ⊂ (t0, g(a)), удовлетворяющее условию
h′(t0) = h′(g(x0)) > h′(τ(x0)); таким образом, h′(τ(x0)) < C − γ, что
невозможно. Это противоречие доказывает неравенство h′(t) > C
для всех t ∈ (0, g(a)].

Поскольку h′(g(x))g′(x) = αxα−1, должно выполняться неравен-
ство

αxα−1
> Cg′(x), x ∈ (0, a].
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Интегрируя его по некоторому отрезку [p, q] ⊂ (0, a], получаем

qα − Cg(q) > pα − Cg(p).

Устремляя p к нулю и учитывая, что limp→0 g(p) = 0 и α < 0, прихо-
дим к неверному неравенству qα − Cg(q) > +∞. Полученное проти-
воречие доказывает, что q > 1/e.

Второе доказательство (его идея принадлежит В. В. Иванову,
см. [14]). Этим методом удается доказать немного больше: q > 1/e.
Проинтегрируем по x неравенство

qg′(qx) >
1

x

(
g(x)− g(qx)

)
=

1

x

x∫

qx

g′(t) dt,

а затем уменьшим область интегрирования двойного интеграла
(см. рис. 2.2), пользуясь тем, что g′(t) > 0:

g(qa)− g(0) =

a∫

0

qg′(qx) dx >

a∫

0

1

x

( x∫

qx

g′(t) dt

)
dx >

>

qa∫

0

g′(t)

( t/q∫

t

dx

x

)
dt =

a∫

0

qg′(qx) dx ln
1

q
=
(
g(qa)− g(0)

)
ln

1

q
.

Рис. 2.2. Уменьшение области интегрирования.
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В силу возрастания функции g, получаем ln(1/q) < 1 или q > 1/e,
что и требовалось.

Третье доказательство (наиболее наглядное и простое).
Предположим, что q < 1/e. Рассмотрим некоторую точку x0 ∈
(0, qa). Поскольку функция g возрастает, мы имеем неравенство

g(x0) < min
{
g(x)

∣∣ x ∈ [qa, a]
}
= g(qa).

Как уже отмечалось (см. первое доказательство), существует та-
кое α < 0, что (1+α)−1/α = q. Зафиксируем это значение и положим
ϕ(x) = xα (x ∈ (0, a]), тогда

ϕ(x)− ϕ(qx) ≡ qxϕ′(qx). (2.1.5)

Для произвольного ε > 0 рассмотрим функцию gε(x) = g(x)+ εϕ(x).
Согласно неравенству в условии леммы и тождеству (2.1.5), имеем

gε(x) − gε(qx) < qxg′ε(qx), x ∈ (0, a/q]. (2.1.6)

Выберем теперь ε > 0 настолько малым, что выполнено неравенство
(при ε = 0 оно выполнено)

gε(x0) < min
{
gε(x)

∣∣ x ∈ [qa, a]
}
.

Поскольку в определении функции ϕ(x) = xα число α отрицательно,
то limx→0 gε(x) = +∞. Так как gε непрерывна на промежутке (0, a],
то два предыдущих вывода гарантируют то, что эта функция дости-
гает своего абсолютного минимума в некоторой точке x̃ ∈ (0, qa).

Полагая теперь x = x̃/q ∈ (0, a) в неравенстве (2.1.6), получаем
противоречие, поскольку g′ε(x̃) = 0 и gε(x̃/q) > gε(x̃). Полученное
противоречие и доказывает, что q > 1/e. ⊲

Приведенные доказательства показывают, что результат этой
леммы может быть усилен (см., например, окончание доказатель-
ства теоремы 2.1.3), но мы не стремились к максимальной общности
в формулировке, а старались показать возможные варианты иссле-
дования подобных задач. Отметим также, что мы еще неоднократно
в дальнейшем получим результат теоремы 2.1.1 в качестве следствий
более общих утверждений.

Уточнение и обобщение результата теоремы 2.1.1 для клас-
са функций f ∈ C(0, 1], удовлетворяющих для фиксированного



2.1. Гипотеза В. К. Ионина 37

α ∈ (−1,∞) асимптотическому равенству f(x) = O(xα) при x → 0,
приведено в следствии 3.3.3.

Отметим, что при некоторых дополнительных (довольно огра-
ничительных) условиях на поведение функции f в окрестности
нуля теорема 2.1.1 может быть усилена, например, можно утвер-
ждать, что при определенных условиях существует обычный предел

limx→0
ξ(x)
x . Следующее утверждение получено в различных источ-

никах (см., например, [5, 107, 169, 150]).

Теорема 2.1.2. Предположим, что функция f непрерывна и

k раз дифференцируема в некоторой окрестности точки 0 (k > 1),
причем f(0) = f ′(0) = . . . = f (k−1)(0) = 0 и f (k)(0) 6= 0. Если ξ(x)
задается формулой

∫ x
0
f(t) dt = f(ξ(x))x (легко видеть, что она кор-

ректно определяет ξ(x) при достаточно малых по модулю x 6= 0), то

справедливо равенство

lim
x→0

ξ(x)

x
= (1 + k)−1/k. (2.1.7)

⊳ По условию теоремы мы имеем асимптотическое равенство

f(x) = f(k)(0)
k! xk + o(xk) при x→ 0. Поэтому

x∫

0

f(t) dt =
f (k)(0)

(k + 1)!
xk+1 + o

(
xk+1

)
,

f(ξ(x)) =
f (k)(0)

k!

(
ξ(x)

)k
+ o
(
(ξ(x))k

)
=
f (k)(0)

k!

(
ξ(x)

)k
+ o
(
xk
)
,

f (k)(0)

(k + 1)!
xk+1 =

f (k)(0)

k!

(
ξ(x)

)k · x+ o
(
xk+1

)
,

откуда и следует утверждение теоремы. ⊲

Отметим также, что теорема 2.1.2 (после переформулировки
в терминах производных) следует из более общей оценки для точек
Лагранжа в формуле Тейлора (см. теорему 2.2.2).

Рассмотрим теперь переформулировку соответствующей зада-
чи в терминах теоремы Лагранжа. Пусть функция f : [0, 1] 7→ R

непрерывна в области определения и дифференцируема на интерва-
ле (0, 1). Для каждого x через ξ(x) обозначим верхнюю грань таких
чисел τ ∈ [0, x], что

f ′(τ) =
f(x)− f(0)

x
.
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Гипотезу В. К. Ионина можно переформулировать следующим об-
разом:

Верхний предел отношения ξ(x)/x при x → 0 не может быть

меньше 1/e, если у функции f существует (правая) производная в

точке 0.

Очевидно, что теорема Лагранжа обобщает вышеприведенный
вариант интегральной теоремы о среднем значении. Кроме того, она
является наиболее простой и наглядной из известных теорем о сред-
нем значении. Мы рассмотрим ее в максимально общем виде.

Пусть f — непрерывная на отрезке [0, 1] функция. Для точек x из
области определения f через df(x) и df(x) будем обозначать соот-
ветственно наименьшее и наибольшее производные числа (возмож-
но, бесконечные), а через Df(x) — отрезок [df(x), df(x)]. В случае,
когда функция f дифференцируема в точке x, то, очевидно, Df(x)
состоит из единственного числа f ′(x).

В описанной ситуации справедливы следующие утверждения.

Предложение 2.1.2 (обобщенная теорема Лагранж). Для лю-

бого 0 < x 6 1 найдется точка τ ∈ (0, x) такая, что

f(x)− f(0)

x
∈ Df(τ).

Предложение 2.1.3 (обобщенная теорема Дарбу). Пусть чис-

ло A таково, что df(b) > A > df(a), где a < b. Тогда на интервале

(a, b) найдется точка η, для которой

A ∈ Df(η).

Доказательство этих утверждений несущественно отличается от
доказательств соответствующих классических теорем, которые, оче-
видно, получаются из приведенных при рассмотрении всюду диффе-
ренцируемых функций.

Для каждого x ∈ (0, 1] обозначим через η(x) верхнюю грань
τ ∈ (0, x) из предложения 2.1.2. Далее мы приводим результат, под-
тверждающий дифференциальный вариант гипотезы В. К. Ионина
в максимально возможной общности.

Теорема 2.1.3 [29]. Допустим, что в условиях, указанных выше,

выполнено асимптотическое равенство f(x)−f(0) = O(x) при x→ 0.
Тогда

lim
x→0

η(x)

x
>

1

e
.
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⊳ Здесь мы приведем доказательство отличное от первоначально-
го и использующее принадлежащую В. В. Иванову идею повторного
интегрирования (см. доказательство леммы 2.1.1).

Если limx→0
η(x)
x = 1, то доказывать нечего. В противном случае

рассмотрим некоторое q со свойством 1 > q > limx→0
η(x)
x и покажем,

что справедливо неравенство q > 1/e.
Без ограничения общности будем считать, что f(0) = 0 (добавляя

к функции f константу, мы не меняем величину η(x)). Очевидно, что
в силу обобщенной теоремы Дарбу (предложение 2.1.3) мы можем
подобрать некоторое a > 0 так, что что для всех x из промежутка
(0, a] будет выполнено неравенство (возможно, f придется заменить
на −f , что не влияет на функцию η(x))

df(y) >
f(x)

x
, qx 6 y 6 x. (2.1.8)

Перепишем неравенство (2.1.8) в интегральной форме. Для этого
введем функцию ϕ : (0, a] → R, полагая ϕ(x) = f(x)/x. Эта функция
непрерывна на области определения и имеет нижнюю производную

dϕ(x) =
1

x

(
df(x)− ϕ(x)

)
.

Из неравенства (2.1.8) при y = x получаем, что функция ϕ возрас-
тает, так как dϕ(x) > 0, и, в частности, почти всюду имеет обыч-
ную производную (теорема 1.1.4). Из всего сказанного следует (по-
чти всюду на [0, a])

ϕ′(x) =
1

x

(
f ′(x)− ϕ(x)

)
> 0.

Так как ϕ(x) = f(x)/x = O(1), то в силу монотонности ϕ(x) суще-
ствует конечный предел ϕ(x) при x → 0, значение которого мы и
примем за ϕ(0).

В силу теоремы об интегрировании производной монотонной
функции (см. теорему 1.1.4) при y = qx условие (2.1.8) позволяет
получить неравенство, выполняющееся почти всюду:

ϕ′(qx) =
1

qx

(
f ′(qx)− ϕ(qx)

)
>

1

qx

(
ϕ(x) − ϕ(qx)

)
>

1

qx

x∫

qx

ϕ′(t) dt,

где интеграл понимается в смысле Лебега.
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Для завершения доказательства теоремы достаточно проинтегри-
ровать полученное неравенство и затем уменьшить область инте-
грирования двойного интеграла (см. рис. 2.2), пользуясь тем, что
ϕ′(t) > 0 почти всюду на [0, a]:

a∫

0

ϕ′(qx) dx >

a∫

0

1

qx

( x∫

qx

ϕ′(t) dt

)
dx >

>

qa∫

0

ϕ′(t)

q

( t/q∫

t

dx

x

)
dt =

a∫

0

ϕ′(qx) dx · ln 1

q
.

В силу положительности (почти всюду) производной ϕ′, получаем
ln(1/q) < 1 или q > 1/e, что и требовалось. ⊲

Следует заметить, что равенство в доказанной теореме достига-
ется, например, для функции f(x) =

∫ x
0

dt
ln t/2 .

Замечание 2.1.1. Подтверждение исходной гипотезы В. К. Ио-
нина (утверждение теоремы 2.1.1) легко выводится из теоремы 2.1.3.
Действительно, достаточно применить последнюю теорему к функ-
ции x 7→

∫ x
0 f(t)dt, поскольку η(x) для этой функции очевидно сов-

падает с ξ(x) для функции x 7→ f(x).

Представленные выше результаты могут быть обобщены разны-
ми способами. В последующих разделах можно познакомиться с
некоторыми из такого рода обобщений. А сейчас мы рассмотрим
несколько следствий из теоремы 2.1.1.

Теорема 2.1.4 [28]. Пусть функция g : [0, 1] → R возрастает,

непрерывна и g(0) = 0. Тогда справедливо неравенство

lim
x→0

g

(
x−

x∫
0

g(t) dt

g(x)

)

g(x)
>

1

e
.

⊳ Обозначим через f функцию, обратную к функции g. Понятно,
что она также возрастает и f(0) = 0. Пусть y = f(x) для некоторого
фиксированного x ∈ (0, 1]. Точка среднего значения ξ(y) для функ-
ции f на отрезке [0, y] единственна в силу возрастания f и опреде-
ляется равенством

∫ y
0 f(t) dt = f(ξ(y))y. Из геометрических сообра-

жений (подсчет площади прямоугольника двумя способами) следует,
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что

f(ξ(y))y =

y∫

0

f(t) dt = yx−
x∫

0

g(t) dt.

Поскольку y = g(x) и функция f является обратной к функции g,
получаем

ξ(y) = g

(
x−

x∫
0

g(t) dt

g(x)

)
.

Осталось применить теорему 2.1.1 для функции y 7→ f(y). ⊲

Приведенное в теореме 2.1.4 неравенство точное, поскольку ра-
венство в нем достигается, например, для функции g, заданной фор-
мулами g(0) = 0, g(x) = e−1/x при x ∈ (0, 1].

Теорема 2.1.5 [28]. Рассмотрим произвольную функцию f , не-

прерывную на отрезке [0, 1]. Тогда для любых a > e и δ > 0 су-

ществуют последовательность попарно непересекающихся отрезков

[an, bn] ∈ [0, 1] и последовательность cn ∈ [an, bn], для которых вы-

полняются следующие соотношения:

1)

∞∑

n=1

|bn − an| = 1; 2) |bn − an| < δ для каждого n;

3)
cn − an
bn − an

>
1

a
; 4)

bn∫

an

f(t) dt = f(cn)(bn − an).

⊳ Для каждого x ∈ [0, 1) выберем последовательности точек xn ∈
(x, 1] и yn ∈ [x, xn] такие, что

xn − x < δ, lim
n→∞

xn = x,

yn − x

xn − x
>

1

a
,

xn∫

x

f(t) dt = f(yn)(xn − x).

Такой выбор можно произвести в силу теоремы 2.1.1. Но в таком
случае система отрезков [x, xn], взятых по всем x ∈ [0, 1), образует
покрытие Витали полуинтервала [0, 1). По теореме Витали (теоре-
ма 1.1.6) существует последовательность попарно непересекающихся
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сегментов [an, bn], являющаяся подсистемой системы отрезков [x, xn],
в совокупности покрывающая почти весь полуинтервал [0, 1), что
и требовалось доказать. ⊲

Для почти всюду дифференцируемой функции f утверждение
теоремы 2.1.5 может быть усилено, см. следствие 3.3.4 на с. 67.

В заключение этого параграфа обратим внимание на другую

естественную асимптотическую величину limx→0
ξ(x)
x . Ниже мы по-

кажем, что эта характеристика не столь интересна, как limx→0
ξ(x)
x .

Теорема 2.1.6. Существует непрерывная возрастающая функ-

ция f : [0, 1] → R такая, что

lim
x→0

ξ(x)

x
= 0,

где ξ(x) определяется формулой (2.1.1).

⊳ Мы построим пример (точнее, множество примеров) нужной
функции с дополнительным условием f(0) = 0. Идея построения
следующая. Определим две убывающие к нулю последовательности
положительных чисел {an} и {bn}, n = 0, 1, 2 . . . , со следующими
свойствами: a0 = 1, limn→∞

an+1

an
= 0,

bn+1(an − an+1) < anbn+1 − an+1bn+2 < bn(an − an+1) при n > 0,

причем ряд
∑∞

n=0 cn, где cn = anbn+1 − an+1bn+2, сходится.
Предположим, что такие последовательности уже заданы, и по-

строим нужную функцию. Сначала для всех индексов положим
f(an) = bn. Теперь на каждом интервале (an+1, an), n > 0, определя-
ем функцию f так, чтобы она оказалась непрерывной и возрастаю-
щей на отрезке [an+1, an], а, кроме того, было выполнено равенство
cn =

∫ an
an+1

f(t) dt. Понятно, что сделать это с большой степенью сво-

боды позволяет неравенство bn+1(an − an+1) < cn < bn(an − an+1).
Отметим теперь, что

anf(an+1) = anbn+1 =

∞∑

k=n

ck =

∞∑

k=n

an∫

an+1

f(t) dt =

an∫

0

f(t) dt.

Поскольку функция f возрастает, то ξ(an) = an+1. Поскольку же

limn→∞
an+1

an
= 0, то и limx→0

ξ(x)
x = 0.
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Осталось теперь указать подходящие последовательности поло-
жительных чисел. В качестве таковых можно взять an = 1

(n+1)!

и bn = qn+1, где q — некоторое число из интервала (0, 1). Тогда

cn = qn+2(n+2−q)
(n+2)! , и все необходимые нам свойства последовательно-

стей выполнены, что несложно проверить. ⊲

2.2. Вторая гипотеза В. К. Ионина

и точки Лагранжа в формуле Тейлора

Этот параграф посвящен результатам, тесно связанным с гипо-
тезой В. К. Ионина о точках среднего значения в формуле Тейлора с
остаточным членом в форме Лагранжа. В изложении этих вопросов
мы следуем работе [14].

Рассмотрим функцию f : (b, c) → R, где b < 0 < c, имеющую
непрерывные производные вплоть до (n − 1)-го порядка в области
определения. Пусть к тому же f имеет производную порядка n всюду
кроме, быть может, точки 0. Тогда для любого x 6= 0 из области
определения справедлива формула Тейлора с остаточным членом в
форме Лагранжа

f(x) =

n−1∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(θx)

n!
xn, (2.2.1)

где 0 < θ 6 1. Мы в соответствии с названием остаточного чле-
на будем называть такие точки θ точками Лагранжа. Основным
объектом исследования в этом параграфе является следующая ве-
личина, являющаяся простейшей асимптотической характеристикой
расположения этих точек:

Ln(f) = lim
x→0

θn(x), (2.2.2)

где θn(x) для любого x 6= 0 обозначает верхнюю грань чисел θ из
формулы (2.2.1).

Легко заметить, что без дополнительных предположений о по-
ведении функции f величина Ln(f) может быть любым числом из
отрезка [0, 1]. В. К. Ионин предположил, что если функция f имеет

n-ю производную в нуле, то выполняется неравенство

Ln(f) > e−(1+
1
2+...+

1
n).
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Этой гипотезе для n = 1 посвящен параграф 2.1, где она рассматри-
валась и доказывалась в нескольких различных формах. Для произ-
вольного n это утверждение впервые доказал В. В. Иванов (его ори-
гинальное доказательство, полученное в 1994 г., не опубликовано).

Теорема 2.2.1. Если у функции f производная порядка n суще-

ствует и в нуле, то

Ln(f) > e−(1+
1
2+...+

1
n).

Оценка в этой теореме неулучшаема, ниже мы рассмотрим при-
меры функций, на которых достигается равенство. Если Ln — ми-
нимальное значение из тех, что величина Ln(f) может принимать в
классе n раз дифференцируемых функций f , то при n → ∞ имеет
место примечательная асимптотическая формула

nLn ∼ e−γ ,

где γ = limn→∞(1 + 1/2 + . . . + 1/n − lnn) — постоянная Эйлера
(см. интересный обзор [111] о постоянной Эйлера).

⊳ Доказательство теоремы 2.2.1. Здесь мы приведем наиболее
простое (на наш взгляд) из известных доказательств (по сути оно
содержится в работе [14]). Отметим, что для доказательства исполь-
зуется информация о поведении функции f в точках лишь по одну
сторону от точки 0.

Легко понять, что вычитая из функции f произвольный много-
член степени 6 n, мы не меняем функцию θn, поскольку неизмен-
ными остаются точки Лагранжа. Таким образом, вычитая из функ-
ции f ее многочлен Тейлора порядка n в нуле, мы без ограничения
общности можем считать, что f(0) = f ′(0) = . . . = f (n)(0) = 0.
В частности, мы можем считать, что f(x) = o(xn) при x→ 0.

Предположим, что теорема неверна. Тогда найдется такое число
q > 0, что q < exp(−(1 + 1/2 + . . .+ 1/n)) и Ln(f) < q.

Далее, найдется такое число a ∈ (0, c), что на промежутке (0, a]
выполняется неравенство θn(x) < q. В силу теоремы Дарбу (теоре-
ма 1.1.2) можно сделать вывод, что функция f удовлетворяет следу-
ющему неравенству (возможно, придется перейти от рассмотрения
функции f к функции −f):

f (n)(px) >
n!

xn
f(x), 0 < x 6 a, (2.2.3)

где p ∈ [q, 1].
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Мы сведем исследование этого дифференциального неравенства
к исследованию некоторого интегрального неравенства с отклоняю-
щимся аргументом.

Рассмотрим непрерывную функцию ϕ : (0, a] → R, определяемую
равенством ϕ(x) = f(x)/xn. Поскольку f(x) = o(xn) при x → 0, то
limx→0 ϕ(x) = 0. Теперь рассмотрим функцию

g(x) = f(px)− npn
x∫

0

(x− t)n−1ϕ(t) dt.

Ясно, что g(0) = g′(0) = . . . = g(n−1)(0) = 0 и g(n)(x) > 0 (согласно
неравенству (2.2.3)) на промежутке (0, a]. Таким образом, на этом
же промежутке g(x) > 0, т. е.

f(px) > npn
x∫

0

(x− t)n−1ϕ(t) dt.

После замены переменной интегрирования t = xτ мы получаем нера-
венство

1∫

0

n(1− t)n−1ϕ(xt) dt < ϕ(y), qx 6 y 6 x. (2.2.4)

Ясно, что левая часть этого неравенства является значением опера-
тора n-кратного интегрирования на функции ϕ. Отметим также, что∫ 1

0 n(1 − t)n−1 dt = 1.
Покажем, что функция ϕ не может принимать своего абсолют-

ного минимума на промежутке (0, a]. Действительно, если бы ϕ до-
стигала своего абсолютного минимума в некоторой точке x∗ ∈ (0, a],
то для всех t ∈ (0, a] выполнялось бы неравенство ϕ(t) > ϕ(x∗) и,
значит,

1∫

0

n(1− t)n−1ϕ(x∗t) dt >

1∫

0

n(1− t)n−1ϕ(x∗) dt = ϕ(x∗),

что противоречит неравенству (2.2.4) при y = x = x∗. Далее, по-
скольку limx→0 ϕ(x) = 0, то ϕ(x) > 0 при x ∈ (0, a] (иначе ϕ прини-
мала бы свой (неположительный) абсолютный минимум на проме-
жутке (0, a]).
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Нетрудно проверить, что функция

α 7→
(
(1 + α)(1 + α/2) . . . (1 + α/n)

)−1/α
,

возрастая на интервале (−1, 0), принимает все значения между ну-
лем и exp

(
− (1+1/2+ . . .+1/n)

)
. Поэтому мы можем выбрать такое

α < 0, что q = ((1 + α)(1 + α/2) . . . (1 + α/n))−1/α. Отметим, что

1∫

0

n(1− t)n−1(xt)α dt = (qx)α, x > 0. (2.2.5)

Это легко следует из того, что мы имеем дело с оператором n-крат-
ного интегрирования.

Пусть C = min{ϕ(x) | x ∈ [qa, a]}. Понятно, что C > 0 в
силу положительности функции ϕ на интервале (0, a]. Посколь-
ку limx→0 ϕ(x) = 0, то существует такое число x0 ∈ (0, qa), что
ϕ(x0) < C.

Из неравенства (2.2.4) и равенства (2.2.5) следует, что функция
ϕ̃(x) = ϕ(x) + εxα для любого ε ∈ R удовлетворяет неравенству

1∫

0

n(1− t)n−1ϕ̃(xt) dt < ϕ̃(qx), x ∈ (0, a]. (2.2.6)

Выберем теперь ε > 0 настолько малым, чтобы ϕ̃(x0) было меньше
числа min{ϕ̃(x) = ϕ(x) + εxα | x ∈ [qa, a]}, что нетрудно сделать, так
как при ε = 0 это условие уже выполнено. Но тогда ϕ̃(x) → ∞ при
x → 0, поскольку α < 0 и limx→0 ϕ(x) = 0. Это означает, что функ-
ция ϕ̃ достигает своего абсолютного минимума в некоторой точке
x∗∗ ∈ (0, qa). В частности, ϕ̃(xt) > ϕ̃(x∗∗) при t ∈ (0, x∗∗/q] и, как
следствие,

1∫

0

n(1− t)n−1ϕ̃(x1t) dt > ϕ̃(x∗∗) = ϕ̃(qx1),

где x1 = x∗∗/q ∈ (0, a], что противоречит неравенству (2.2.6) при
x = x1. Полученное противоречие и доказывает теорему. ⊲
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В качестве примера, доказывающего точность неравенства в тео-
реме 2.2.1, можно рассмотреть при n = 1 интегральный лога-
рифм, а при n > 1 его (n − 1)-кратную первообразную. Опреде-
лим функцию f на промежутке 0 6 x < 1 как решение уравнения
f (n)(x) = 1/ lnx, удовлетворяющее начальным условиям f (k) = 0,
где 0 6 k 6 n− 1. Число θ определяется однозначно из формулы

1

ln θx
=

n

xn

x∫

0

(x− t)n−1

ln t
dt = n

1∫

0

(1− t)n−1

ln tx
dt.

После простых преобразований получаем асимптотическое равен-
ство

1

ln θ + lnx
=

1

lnx

(
1− In

lnx
+O

(
1

ln2 x

))

при x→ 0+, где

In = n

1∫

0

(1 − t)n−1 ln t dt. (2.2.7)

Теперь легко представить ln θ как сумму In и бесконечно малой ве-
личины, так что θ = θn(x) имеет пределом число eIn при x → 0+.
Нетрудно также показать, что

In = −
(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)
. (2.2.8)

Отметим, что при некоторых дополнительных (довольно огра-
ничительных) условиях на поведение функции f в окрестности
нуля теорема 2.2.1 может быть усилена, например, можно утвер-
ждать, что при определенных условиях существует обычный предел
limx→0 θn(x). Следующее утверждение получено в различных источ-
никах (см., например, [5, 59, 67, 117]).

Теорема 2.2.2. Предположим, что функция f имеет n+m произ-

водных на интервале (b, c), содержащем точку 0, причем f (n+1)(0) =
f (n+2)(0) = . . . = f (n+m−1)(0) = 0 тогда как f (n+m)(0) 6= 0. Рассмот-

рим величину θn(x), задаваемую равенством

f(x) =

n−1∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(θn(x)x)

n!
xn (2.2.9)
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(легко видеть, что она корректно определяется для достаточно близ-

ких к нулю x). Тогда справедливо равенство

lim
x→0

θn(x) =

(
n!m!

(n+m)!

)1/m

. (2.2.10)

Замечание 2.2.1. При фиксированном n положим am =(
n!m!

(n+m)!

)1/m
, m = 1, 2, 3, . . . Тогда при n = 0 имеем am = 1 для

всех m, в то время как при n > 1 последовательность {am} возрас-
тает, причем a1 = 1

n+1 и limm→∞ am = 1.

⊳ Без ограничения общности можем считать, что f(0) = f ′(0) =
. . . = f (n−1)(0) = 0 (вычитая из функции f ее многочлен Тейлора
порядка n в точке 0, мы не изменяем точки Лагранжа). Используя
формулу Тейлора в нуле с остаточным членом в форме Пеано для
функций f (порядка n+m) и f (n) (порядка m), получаем

f (n)(θn(x)x)

n!
xn = f(x) =

f (n+m)(0)

(n+m)!
xn+m + o(xn+m),

f (n)(θn(x)x) =
f (n+m)(0)

(m)!
(θn(x)x)

m + o(xm).

Из этих двух равенств с учетом f (n+m)(0) 6= 0, легко следует

lim
x→0

θn(x) =

(
n!m!

(n+m)!

)1/m

. ⊲

Замечание 2.2.2. Отметим, что в теореме 1 работы [57] най-
дено также асимптотическое разложение (при некоторых дополни-
тельных условиях на функцию f) вида

θn(x) =

q+1∑

k=1

ck
k!
xk−1 + o(xq), x→ 0,

где q — некоторое натуральное число. Мы не будем приводить здесь
явные выражения для коэффициентов ck (они довольно громоздки),
уточним лишь, что коэффициент c1 согласуется с формулой (2.2.10).

Обобщение теоремы 2.2.2 на случай произвольных разделенных
разностей содержится в теореме 6.3.1.
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2.3. Некоторые функциональные уравнения

Довольно популярными являются исследование функциональ-
ных уравнений, связанных с классическими теоремами о среднем
значении. Этой тематике посвящена интересная книга П. К. Саху
(P. K. Sahoo) и Т. Ридела (T. Riedel) [144], в которой можно найти
также и обширную библиографию. Кроме того, для ознакомления с
методами решения функциональных уравнений можно посоветовать
книги [25] и [143].

В работе [131] изучено поведение точек θ в формуле Лагранжа

f(x+ h)− f(x) = hf ′(x+ θh), θ ∈ (0, 1), (2.3.1)

при фиксированном x и доказана следующая

Теорема 2.3.1 [131]. Предположим, что существует такое a > 0,
что для всех h ∈ (0, a] точка θ ∈ (0, 1) в вышеприведенном равенстве

находится однозначно. Тогда функция h 7→ θ(h) является непрерыв-

ной, но не обязана быть дифференцируемой для всех значений h.

В работе [10] изучены несколько вопросов о функциях f : R → R

таких, что точка θ ∈ (0, 1) из формулы Лагранжа (2.3.1) находит-
ся однозначно, т. е. корректно определена функция от двух пере-
менных θ = θ(x, h). Интересной проблемой является выяснение то-
го, когда такая функция не зависит от одной из этих переменных.
Предположим дополнительно, что при h = 0 существуют конечные

производные ∂θ
∂x , ∂θ

∂h , ∂2θ
∂h2 и ∂3θ

∂x3 , а функция f дифференцируема по
крайней мере 4 раза. Из [10] следует, что при выполнении перечис-
ленных условий функции f и θ обязаны удовлетворять уравнению
f ′′′(x) = 24

(
∂θ
∂h

)∣∣
h=0

f ′′(x). Кроме того, справедлива следующая

Теорема 2.3.2 [10]. Функция θ(x, h) зависит только от x тогда и

только тогда, когда f(x) = ax2 + bx+ c (a, b, c ∈ R), при этом θ ≡ 1
2

(неявно подразумевается, что a 6= 0, поскольку при a = 0 точка θ не

находится однозначно). Функция θ(x, h) зависит только от h тогда

и только тогда, когда f(x) = a + bx + cekx (a, b, c, k ∈ R), при этом

θ = 1
kh ln ekh−1

h (неявно подразумевается, что c 6= 0, поскольку при

c = 0 точка θ не находится однозначно).

Возможно, что требования на регулярность функций f и θ в вы-
шеприведенной теореме можно ослабить.
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Исследование точек среднего значения в теореме Лагранжа для
выпуклых функций и некоторые смежные вопросы рассматриваются
в работе [160].

Известно множество работ (см. библиографию в [144]), посвящен-
ных исследованию функциональных уравнений, связанных с теоре-
мой Лагранжа. Например, в работе [109] (в качестве частного слу-
чая одного гораздо более общего, но громоздкого утверждения) был
установлен следующий факт.

Теорема 2.3.3 [109, 144]. Пусть t и s — некоторые фиксиро-

ванные действительные числа. Функция f : R → R удовлетворяет

уравнению

f(y)− f(x) = (y − x)f ′(sx+ ty)

для всех x, y ∈ R тогда и только тогда, когда

f(x) =

{
ax2 + bx+ c при s = t = 1

2 ,

bx+ c в противном случае,

где a, b, c — произвольные вещественные постоянные.

Отметим, что в книге [144] изучаются и другие (близкие к урав-
нению из теоремы 2.3.3) функциональные уравнения. Большое коли-
чество информации по функциональным уравнениям, связанным с
классическими теоремами анализа можно найти в книге [143] и при-
веденной в ней библиографии. Изучение свойств решений некоторых
функциональных уравнений, связанных с формулой Тейлора, можно
найти в работе [140].



ГЛАВА 3

ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ
ДЛЯ АБСТРАКТНЫХ ОПЕРАТОРОВ

3.1. Теорема о среднем

для абстрактных операторов

Пусть A — связное топологическое пространство, через C(A) бу-
дем обозначать пространство непрерывных функций f : A → R.
Пусть C(A)′ — некоторое линейное подпространство в C(A), содер-
жащее функцию 1, тождественно равную единице на A.

Рассмотрим линейный функционал F : C(A)′ → R, обладающий
следующим свойством: если f(t) > g(t), t ∈ A, для f, g ∈ C(A)′, то
F (f) > F (g).

Предложение 3.1.1. В условиях, приведенных выше, для каж-

дой функции f ∈ C(A)′ существует τ ∈ A такое, что

F (f) = f(τ)F (1).

⊳ Допустим противное, тогда функция g ∈ C(A)′, определяемая
формулой g(t) = F (f) − f(t)F (1) не меняет знака (в силу связ-
ности A и непрерывности g). Но тогда и выражение F (g) должно
иметь тот же самый знак в силу свойств функционала F . С другой
стороны, в силу линейности имеем

F (g) = F
(
F (f) · 1− F (1) · f

)
= F (f)F (1) − F (1)F (f) = 0.

Полученное противоречие доказывает нужный результат. ⊲

Полученное утверждение представляет собой абстрактный вари-

ант первой интегральной теоремы о среднем. Приведем его важный
частный случай.

Рассмотрим связное и измеримое в смысле Лебега множество A
в R

n. Пусть функция a : A→ R неотрицательна и суммируема, при-
чем

∫
A
a(x) dx > 0, и пусть подпространство C(A)′ составлено из тех
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непрерывных функций f , для которых произведение a · f являет-
ся суммируемой функцией. Тогда мы имеем линейный функционал
F : C(A)′ → R, определяемый формулой F (f) =

∫
A a(x)f(x) dx. Яс-

но, что этот функционал переводит положительные функции в по-
ложительные числа, поэтому к нему применимо предложение 3.1.1.
Таким образом, мы сразу получаем усиленный вариант первой ин-
тегральной теоремы о среднем.

Предложение 3.1.2. Пусть A — связное и измеримое в смысле

Лебега множество в Rn и пусть функция a : A → R неотрицатель-

на и суммируема. Если непрерывная функция f : A → R такова,

что a · f — суммируемая функция, то существует точка τ ∈ A со

свойством ∫

A

a(x)f(x) dx = f(τ)

∫

A

a(x) dx.

⊳ Если
∫
A
a(x) dx = 0, то функция a равна нулю на A почти всю-

ду, и утверждение предложения становится тривиальным, поскольку
в качестве τ можно взять любую точку из A. Если же

∫
A
a(x) dx > 0,

все сразу следует из предложения 3.1.1, примененного к функциона-
лу F (f) =

∫
A a(x)f(x) dx. ⊲

Отметим, что непрерывная функция на множестве A в общем не
обязана быть ограниченной, если только это множество не является
компактным. Понятно также, что точка среднего значения τ не обя-
зана быть единственной. Типично, когда эти точки в совокупности
образуют гиперповерхность в A ⊂ Rn.

3.2. Задача об асимптотике точек

среднего значения для операторов

Сейчас мы рассмотрим некоторый вариант общей задачи об ис-
следовании асимптотики точек среднего значения. Через C(0, 1], как
обычно, мы обозначаем линейное пространство вещественнознач-
ных непрерывных функций на промежутке (0, 1], рассмотрим так-
же A(0, 1] — некоторое его подпространство, содержащее постоянные
функции. Если у функции f ∈ C(0, 1] существует предел f(x) при
x → 0 (возможно, бесконечный), то мы будем считать, что функ-
ция f доопределена в нуле значением этого предела.

Рассмотрим линейный непрерывный оператор

L : A(0, 1] → C(0, 1], (3.2.1)
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обладающий следующим свойством: если f(t) > g(t) при 0 < t 6 x,
то

L (f)(x) > L (g)(x).

Легко понять, что при выполнении неравенства f(t) > g(t) (при
0 < t 6 x) будет выполнено также и L (f)(x) > L (g)(x) (поскольку
в описанных условиях f(t) + ε > g(t) при любом ε > 0). Поэто-
му речь здесь идет о положительном операторе L, отображающем
пространство A(0, 1] с конусом положительных элементов на другое
пространство C(0, 1] с конусом положительных элементов (конусы
положительных элементов в обоих пространствах состоят из неот-
рицательных функций). Подробнее о свойствах таких операторов
можно узнать из специализированной литературы, см., например,
книгу [20] или главу 3 в монографии [22].

При фиксированном x ∈ (0, 1] мы получаем линейный функцио-
нал Fx : A(0, 1] → R, определяемый равенством Fx(f) = L (f)(x).
С учетом предложения 3.1.1 для произвольной функции f ∈ A(0, 1]
корректно определяется функция ξ : (0, 1] → (0, 1] по следующей
формуле (через 1 обозначена функция, тождественно равная едини-
це):

ξ(x) = max
{
τ
∣∣ L (f)(x) = f(τ)L (1)(x)

}
.

Очевидно, что функция ξ(x), построенная по f , несет некоторую
информацию о поведении f в окрестности нуля. Мы конкретизируем
это наблюдение, исследуя поведение довольно простой (но, как ока-
зывается, содержательной) асимптотической характеристики функ-
ции f — величины

L(f) = lim
x→0

ξ(x)

x
. (3.2.2)

Интересующая нас задача в наиболее общей формулировке такова:
исследовать зависимость между значением L(f) и поведением функ-
ции f в окрестности нуля. Как будет в дальнейшем показано, такая
зависимость существует.

Пример 3.2.1. В качестве примера оператора L можно рассмот-
реть интегральный оператор, заданный с помощью ядра — неотри-
цательной непрерывной функции K : [0, 1]× [0, 1]→ R. Соответству-
ющий оператор отображает пространство C[0, 1] (⊂ C(0, 1]) в себя:

L (f)(x) =

x∫

0

K(x, t)f(t) dt.
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Можно рассмотреть и операторы с другими ядрами. В примене-
нии к конкретным операторам рассуждения, следующие ниже, при-
водят к красивым и неожиданным результатам.

Заметим, что функция ξ не меняется при переходе от f к −f или
к f + C, где C — произвольная константа, поэтому L(−f) = L(f)
и L(f + C) = L(f). Очевидно также, что 0 6 L(f) 6 1 для любой
функции f ∈ A(0, 1]. Ничего более конкретного без дополнительных
предположений относительно поведения f в окрестности нуля ска-
зать нельзя.

Сейчас мы рассмотрим, к чему приводит предположение о том,
что L(f) < q, где q — некоторое число из интервала (0, 1). В силу
непрерывности f функция f(px)L (1)(x) − L (f)(x) не меняет зна-
ка на некотором промежутке (0, a] ⊂ (0, 1] для любого q 6 p 6 1.
Переходя при необходимости от f к −f , получаем, что f на проме-
жутке (0, a] является решением неравенства

L (f)(x) < f(px)L (1)(x), q 6 p 6 1. (3.2.3)

Если в рассматриваемом нами пространстве A(0, 1] нет решений
такого неравенства, то можно сделать вывод о том, что L(f) > q для
всех f ∈ A(0, 1]. Можно исследовать решения указанного неравен-
ства при некоторых дополнительных ограничениях, что тоже пред-
ставляет определенный интерес.

Основными неравенствами из тех, которыми мы будем занимать-
ся, являются следующие:

L (f)(x) < f(x)L (1)(x), (3.2.4)

L (f)(x) < f(qx)L (1)(x), (3.2.5)

L (f)(x) 6 f(qx)L (1)(x). (3.2.6)

Мы рассматриваем их на некотором промежутке (0, a] при фиксиро-
ванном q ∈ (0, 1).

Далее в этом параграфе мы предполагаем, что f ∈ A(0, 1] для
некоторого зафиксированного оператора L (см. (3.2.1)).

Докажем серию простых лемм.

Лемма 3.2.1. Пусть f удовлетворяет неравенству (3.2.4) и

lim x→0 f(x) = 0, тогда f(x) > 0 на промежутке (0, a].
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⊳ Допустим, что f принимает неположительные значения на рас-
сматриваемом промежутке, тогда существует точка x∗ ∈ (0, a], в ко-
торой f достигает минимального значения, но тогда f(t) > f(x∗) при
0 < t 6 x∗, и L (f)(x∗) > f(x∗)L (1)(x∗), что противоречит неравен-
ству (3.2.4). ⊲

Лемма 3.2.2. Пусть f удовлетворяет неравенству (3.2.4), тогда

на интервале (0, qa) найдется точка x∗, значение f в которой меньше

любого ее значения на отрезке [qa, a].

⊳ Пусть такой точки нет, тогда минимум f на промежутке (0, a]
достигается в одной из точек отрезка [qa, a]. Используя те же рас-
суждения, что и при доказательстве леммы 3.2.1, приходим к про-
тиворечию с неравенством (3.2.4). ⊲

Лемма 3.2.3. Если функция f достигает минимума на проме-

жутке (0, a] в некоторой точке интервала (0, qa), то она не удовле-

творяет неравенству (3.2.5).

⊳ Если f(t) > f(qx) для 0 < t 6 x, то L (f)(x) > f(qx)L (1)(x),
что противоречит неравенству (3.2.5). ⊲

Теперь перейдем к изложению основных результатов параграфа.

Теорема 3.2.1. Пусть функция g ∈ A(0, 1] является решением

неравенства (3.2.6) и limx→0 g(x) = +∞. Тогда не существует функ-

ции f ∈ A(0, 1], удовлетворяющей одновременно неравенству (3.2.3)
и условию f(x) = o(g(x)) при x→ 0.

⊳ Допустим, что f — решение неравенства (3.2.3) при указан-
ном условии. Тогда по лемме 3.2.2 существует точка x∗ ∈ (0, qa)
такая, что f(x∗) < f(x), где qa 6 x 6 a. При любом ε > 0 функция
f0 = f+εg является решением неравенства (3.2.5). Если ε достаточно
мало, то значение f0 в точке x∗ меньше, чем все значения на отрез-
ке [qa, a]. Так как f(x) = o(g(x)) при x → 0, а limx→0 g(x) = +∞,
то и limx→0 f0(x) = +∞. Таким образом, минимум функции f0 на
промежутке (0, a] достигается в некоторой точке интервала (0, qa),
чего не может быть согласно лемме 3.2.3. ⊲

Теорема 3.2.2. Пусть функция g ∈ A(0, 1] является решением

неравенства (3.2.6) и lim x→0g(x) = 0, а f удовлетворяет неравен-

ствам (3.2.4) и (3.2.5), причем lim x→0f(x) = 0. Тогда существует

такое ε > 0, что f(x) + εg(x) > 0 при 0 < x 6 a.

⊳ Согласно лемме 3.2.1, f(x) > 0 на отрезке [qa, a]. Можно подо-
брать такое ε > 0, что f + εg также будет больше нуля на [qa, a]. Но
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функция f0 = f + εg удовлетворяет неравенству (3.2.5), и, значит,
по лемме 3.2.3 не может достигать минимума на интервале (0, qa),
а так как lim x→0f0(x) = 0, то f0 не может обратиться в нуль на
промежутке (0, a], что и доказывает теорему. ⊲

Теорема 3.2.3. Пусть семейство функций gα, α ∈ A , равномерно

ограничено на отрезке [qa, a], каждая функция gα является решени-

ем неравенства (3.2.5) и limx→0gα(x) = 0 для всех α ∈ A . Пред-

положим, что функция f удовлетворяет системе неравенств (3.2.4)
и (3.2.6), причем lim x→0f(x) = 0. Тогда существует такое ε > 0, что

f(x) + εgα(x) > 0 для всех α ∈ A и x ∈ (0, a].

⊳ Согласно лемме 3.2.1, f(x) > 0 на отрезке [qa, a]. Так как функ-
ции gα на этом отрезке равномерно ограничены, то можно подобрать
такое ε > 0, что все f + εgα будут больше нуля на [qa, a]. Но любая
функция fα := f + εgα удовлетворяет неравенству (3.2.5), и, значит,
по лемме 3.2.3 не может достигать минимума на интервале (0, qa),
а так как lim x→0fα(x) = 0, то fα не может обратиться в нуль на
промежутке (0, a], что и доказывает теорему. ⊲

Теорема 3.2.4. Пусть для всех α > 0 функции x 7→ −xα принад-

лежат A(0, 1] и удовлетворяют неравенству (3.2.5), а f(x) = O(1) при

x → 0. Тогда на промежутке (0, a] существует точка x0, в которой

ξ(x0) > qx0.

⊳ Допустим противное, т. е. ξ(x) 6 qx для 0 < x 6 a. Не огра-
ничивая общности, можно считать, что f удовлетворяет неравен-
ствам (3.2.4) и (3.2.6), и lim x→0f(x) = 0 (при необходимости к функ-
ции f можно прибавить подходящую константу). Согласно теоре-
ме 3.2.3, существует такое ε > 0, что f(x) > εxα для всех α > 0 и
x ∈ (0, a]. Но тогда f(x) > ε при x > 0, и условие lim x→0f(x) = 0
не может выполняться. Полученное противоречие доказывает теоре-
му. ⊲

Следствие 3.2.1. В условиях теоремы 3.2.4 существует после-

довательность xn → 0, для которой ξ(xn) > qxn. В частности, спра-

ведливо неравенство L(f) > q.

⊳ Промежуток (0, a] в теореме 3.2.4 может быть выбран сколь
угодно малым. ⊲

Основные результаты этого параграфа были получены впервые
в работе [29]. В следующих параграфах мы рассмотрим применение
доказанных выше теорем к конкретным операторам.
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3.3. Асимптотические оценки в первой

интегральной теореме о среднем значении

В этом параграфе мы исследуем вопрос об асимптотике точек
среднего значения непрерывной функции для первой интегральной
теоремы о среднем значении. Основные результаты были опублико-
ваны в [28] и [29].

Условимся о некоторых обозначениях. Через L[0, 1], L+[0, 1] и
C[0, 1] будем обозначать соответственно пространства суммируемых
функций, неотрицательных суммируемых функций и непрерывных
функций на отрезке [0, 1]. Через ess sup и ess inf мы обозначаем со-
ответственно существенные верхнюю и нижнюю грани подмножеств
в R.

Определение 3.3.1. Пусть f : [a, b] → R. Существенным верх-

ним пределом функции f в точке a (обозначающимся lim essx→a f(x))
называется точная нижняя грань таких t ∈ R, для которых f(x) 6 t
почти всюду на некотором отрезке [a, δ] ⊂ [a, b]. Аналогично, суще-

ственным нижним пределом функции f в точке a (обозначающимся
lim essx→a f(x)) называется точная верхняя грань таких t ∈ R, для
которых f(x) > t почти всюду на некотором отрезке [a, δ] ⊂ [a, b]. Ес-
ли limx→a ess f(x) = lim essx→a f(x), то их общее значение называется
существенным пределом f в точке a и обозначается lim essx→a f(x).

Далее нам понадобится специальная асимптотическая характе-
ристика неотрицательных суммируемых функций.

Определение 3.3.2. Для каждой функции a ∈ L+[0, 1] опре-
деляем величину D(a) как нижнюю грань чисел α ∈ R таких, что
функция x 7→ xα · a(x) суммируема на [0, 1].

Очевидно, что D(a) 6 0 для всех a ∈ L+[0, 1].
Из предложения 3.1.2, если положить A = (0, x], x ∈ (0, 1], легко

получаем следующее

Предложение 3.3.1. Пусть a ∈ L+[0, 1], f ∈ C(0, 1], причем

f(x) = o(xα), где α = D(a) (см. определение 3.3.2). Тогда существует

единственная функция ξ : (0, 1] → R, удовлетворяющая следующим

условиям для всех x ∈ (0, 1]:
1) 0 6 ξ(x) 6 x;

2)
∫ x
0
a(t)f(t) dt = f(ξ(x))

∫ x
0
a(t) dt;

3) если ξ(x) < τ 6 x, то
∫ x
0
a(t)f(t) dt 6= f(τ)

∫ x
0
a(t) dt.
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Отметим, что, что интегральный оператор с неотрицательным
ядром a попадает в класс операторов, рассмотренных в предыдущем
параграфе. Далее мы определим несколько естественных числовых
характеристик таких ядер.

Определение 3.3.3. Функционал T : L+[0, 1] → R определяется
следующим образом: для произвольной функции a ∈ L+[0, 1] полага-
ем T (a) равным максимальному из таких чисел t, что для произволь-

ной функции f ∈ C[0, 1] выполняется неравенство limx→0
ξ(x)
x > t, где

ξ(x) определяется по функциям a и f как в предложении 3.3.1.

Определение 3.3.4. Для a ∈ L+[0, 1] и α ∈ (D(a),∞) (см. опре-
деление 3.3.2) полагаем Tα(a) равным максимальному из таких чи-
сел t, что для произвольной функции f ∈ C(0, 1] с асимптотикой

f(x) = O(xα) при x → 0 выполняется неравенство limx→0
ξ(x)
x > t,

где ξ(x) определяется по функциям a и f как в предложении 3.3.1.

Очевидно, что T (a) ∈ [0, 1] и Tα(a) ∈ [0, 1] для всех α ∈ (D(a),∞).
Понятно, что функционал Tα определен в точности для тех функций
a ∈ L+[0, 1], для которых функция x 7→ xα ·a(x) суммируема на [0, 1].
В частности, при α > 0 область определения функционала Tα совпа-
дает с L+[0, 1]. Понятно, что при α > 0 этот функционал естественно
может быть распространен на более обширный класс функций.

Заметим, что если a(x) = 0 почти всюду на некотором отрез-
ке [0, δ], где δ ∈ (0, 1], то для x ∈ (0, δ] в предложении 3.3.1 выполня-
ется равенство ξ(x) = x для любой функции f . Таким образом, для
таких ядер a получаем равенство T (a) = Tα(a) = 1. Чтобы исклю-
чить этот тривиальный случай мы далее в этом параграфе считаем,
что функция x 7→ a(x) ни на каком отрезке [0, δ], где δ ∈ (0, 1], не сов-
падает почти всюду с тождественно нулевой функцией. Это условие
эквивалентно тому, что функция x 7→

∫ x
0
a(t) dt является положи-

тельной на промежутке (0, 1].

Сформулируем теперь основные результаты параграфа.

Теорема 3.3.1. Для функции a ∈ L+[0, 1] положим

c := lim
x→0

ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
и C := lim

x→0
ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
.

Тогда выполнено неравенство e−C 6 T (a) 6 e−c.
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Теорема 3.3.2. Для функции a ∈ L+[0, 1] положим

c := lim
x→0

ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
и C := lim

x→0
ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
.

Тогда для каждого ненулевого α ∈ (D(a),∞) справедливо неравен-

ство

(1 + Cα)−1/α
6 Tα(a) 6 (1 + cα)−1/α,

в то время как при α = 0 выполнено неравенство e−C 6 T0(a) 6 e−c.

Теорема 3.3.3. Функционалы T и Tα принимают все значения

из отрезка [0, 1].

Сначала докажем две простые леммы.

Лемма 3.3.1. Для всех t ∈ (−1, 0)∩(0,∞) выполнено неравенство

ln(1 + t) > t
1+t .

⊳ Рассмотрим функцию h(t) = (1 + t) ln(1 + t) − t на интервале
(−1,∞). Поскольку h′(t) = ln(1 + t), то h достигает своего абсолют-
ного минимума в точке t = 0, но h(0) = 0, поэтому h(t) > 0 для всех
t ∈ (−1, 0) ∩ (0,∞). ⊲

Следующая лемма поясняет оценки в теоремах 3.3.1 и 3.3.2.

Лемма 3.3.2.Для любого числа d>0 функция fd : (−1/d,∞)→R,

определяемая равенствами fd(0) = e−d и fd(x) = (1 + dx)−1/x при

x 6= 0, непрерывна, возрастает и принимает все значения из интер-

вала (0, 1).

⊳ Ясно, что limx→0 fd(x) = limx→0(1 + dx)−1/x = e−d = fd(0).
Непрерывность и положительность функции fd в ненулевых точках
интервала (−1/d,∞) очевидна. Кроме того, limx→−1/d fd(x) = 0 и
limx→∞ fd(x) = 1. Для доказательства возрастания достаточно про-
верить положительность производной функции x 7→ ln(fd(x)) в точ-
ках x 6= 0. Но по лемме 3.3.1 имеем

d

dx
ln(fd(x)) =

1

x2

(
ln(1 + dx)− dx

1 + dx

)
> 0

при x ∈ (−1/d, 0) ∩ (0,∞), что и требовалось. ⊲

Прежде чем приступить к доказательству теорем, рассмотрим
еще три вспомогательных утверждения.
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Лемма 3.3.3. Пусть a, b ∈ L[0, 1], b(x) > 0 почти всюду на [0, 1],
тогда

lim
x→0

x∫
0

a(t)dt

x∫
0

b(t) dt

6 lim
x→0

ess
a(x)

b(x)
и lim

x→0

x∫
0

a(t) dt

x∫
0

b(t) dt

> lim
x→0

ess
a(x)

b(x)
.

⊳ Ограничимся доказательством первого из неравенств, второе
неравенство следует из первого после подстановки a(x) 7→ −a(x).
Допустим, что существует константа M такая, что

lim
x→0

x∫
0

a(t) dt

x∫
0

b(t) dt

> M > lim
x→0

ess
a(x)

b(x)
.

По определению величины lim essx→0
a(x)
b(x) существует такое δ ∈ (0, 1],

что почти всюду на [0, δ] выполнено неравенство a(x) 6 M b(x),
вследствие чего

∫ x
0 a(t) dt 6 M

∫ x
0 b(t) dt при x ∈ [0, δ]. Таким об-

разом,
∫

x

0
a(t) dt∫

x

0
b(t) dt

6 M при x ∈ [0, δ], чего не может быть. Полученное
противоречие и доказывает лемму. ⊲

Замечание 3.3.1. Утверждение леммы 3.3.3 можно следующим
образом переформулировать в терминах абсолютно непрерывных
функций (в таком виде она представляет собой некий обобщенный
вариант правила Лопиталя):

Если функции f и g абсолютно непрерывны на отрезке [0, δ], при

этом g возрастает на нем и f(0) = g(0) = 0, то

lim
x→0

f(x)

g(x)
> lim

x→0
ess

f ′(x)

g′(x)
и lim

x→0

f(x)

g(x)
6 lim

x→0
ess

f ′(x)

g′(x)
.

В частности, если существует предел lim essx→0
f ′(x)
g′(x) , то существует

и предел limx→0
f(x)
g(x) , причем limx→0

f(x)
g(x) = lim essx→0

f ′(x)
g′(x) .

Доказательство следующей леммы следует непосредственно из
определений.
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Лемма 3.3.4. Пусть f : [0, 1] → R, f(x) > 0 почти всюду на [0, 1],
тогда

lim
x→0

ess
1

f(x)
=

1

lim
x→0

ess f(x)
и lim

x→0
ess

1

f(x)
=

1

lim
x→0

ess f(x)
.

Лемма 3.3.5. Для функции a ∈ L+[0, 1] положим

c = lim
x→0

ess

x∫
0

a(t)dt

xa(x)
и C = lim

x→0
ess

x∫
0

a(t)dt

xa(x)
.

Если α ∈ (D(a),∞) \ {0}, то

lim
x→0

ξ(x)

x
6 (1 + cα)

−1/α
и lim

x→0

ξ(x)

x
> (1 + Cα)

−1/α

для функции x 7→ xα.

⊳ По определению функции ξ имеем равенства

x∫

0

a(t)tα dt = (ξ(x))
α

x∫

0

a(t) dt,

(
ξ(x)

x

)α
=

x∫
0

a(t)tα dt

xα
x∫
0

a(t) dt

.

Пусть α > 0. По леммам 3.3.3 и 3.3.4 получаем, что

(
lim
x→0

ξ(x)

x

)α
= lim

x→0

(
ξ(x)

x

)α
=

= lim
x→0

x∫
0

a(t)tα dt

xα
x∫
0

a(t) dt

6 lim
x→0

ess
a(x)xα

a(x)xα + αxα−1
x∫
0

a(t) dt

=

= lim
x→0

ess
1

1 + α

x∫
0

a(t) dt

xa(x)

=
1

1 + α lim
x→0

ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)

=
1

1 + cα
,
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т. е. limx→0
ξ(x)
x 6 (1 + cα)

−1/α
. Совершенно аналогично,

(
lim
x→0

ξ(x)

x

)α
= lim

x→0

(
ξ(x)

x

)α
=

= lim
x→0

x∫
0

a(t)tα dt

xα
x∫
0

a(t) dt

> lim
x→0

ess
a(x)xα

a(x)xα + αxα−1
x∫
0

a(t) dt

=

= lim
x→0

ess
1

1 + α

x∫
0

a(t) dt

xa(x)

=
1

1 + α lim
x→0

ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)

=
1

1 + Cα
.

При α < 0 требуются лишь небольшие изменения в рассуждени-
ях. По тем же леммам 3.3.3 и 3.3.4 получаем, что

(
lim
x→0

ξ(x)

x

)α
= lim

x→0

(
ξ(x)

x

)α
=

= lim
x→0

x∫
0

a(t)tα dt

xα
x∫
0

a(t) dt

> lim
x→0

ess
a(x)xα

a(x)xα + αxα−1
x∫
0

a(t) dt

=

= lim
x→0

ess
1

1 + α

x∫
0

a(t) dt

xa(x)

=
1

1 + α lim
x→0

ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)

=
1

1 + cα
,

т. е. limx→0
ξ(x)
x 6 (1 + cα)

−1/α
. По аналогии с предыдущим, получа-
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ем (напомним, что α < 0)

(
lim
x→0

ξ(x)

x

)α
= lim

x→0

(
ξ(x)

x

)α
=

= lim
x→0

x∫
0

a(t)tα dt

xα
x∫
0

a(t) dt

6 lim
x→0

ess
a(x)xα

a(x)xα + αxα−1
x∫
0

a(t) dt

=

lim
x→0

ess
1

1 + α

x∫
0

a(t) dt

xa(x)

=
1

1 + α lim
x→0

ess

x∫
0

a(t)dt

xa(x)

=
1

1 + Cα
,

т. е. lim x→0
ξ(x)
x > (1 + Cα)

−1/α
, что и требовалось доказать. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 3.3.1. Докажем сначала неравен-
ство T (a) 6 e−c. Рассмотрим функцию ξ(x) для f(x) = xα при неко-

тором α > 0. Из леммы 3.3.5 следует, что limx→0
ξ(x)
x 6 (1 + cα)−1/α.

Так как limα→0 (1 + cα)
−1/α

= e−c, то T (a) 6 e−c, что и требовалось.
Переходим к доказательству неравенства T (a) > e−C . Для этого

зафиксируем некоторую функцию f и докажем для нее неравенство

L(f) = limx→0
ξ(x)
x > e−C . Отметим, что мы вправе применить теоре-

му 3.2.4 к интегральному оператору L : C[0, 1] → C[0, 1], заданному
равенством L (f)(x) =

∫ x
0
a(t)f(t) dt.

Пусть для некоторой константы D почти всюду на промежутке

(0, δ] выполнено неравенство D >

∫
x

0
a(t)dt

xa(x) , тогда для всех α > 0
имеем

a(x)xα

a(x)xα + αxα−1
x∫
0

a(t) dt

=
1

1 + α

x∫
0

a(t) dt

xa(x)

>
1

1 + αD
> e−D

и, следовательно,

(
ξ(x)

x

)α
=

x∫
0

a(t)tα dt

xα
x∫
0

a(t) dt

> e−D,
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где ξ(x) — точка среднего значения для функции xα, другими сло-
вами, для всех α > 0 и x ∈ (0, δ] выполняется неравенство

x∫

0

a(t)tα dt >
(
e−Dx

)α
x∫

0

a(t) dt,

т. е. каждая функция x 7→ −xα, α > 0, удовлетворяет неравен-
ству (3.2.5) для нашего оператора при q = e−D. Поскольку f(x) =
O(x) при x→ 0, то по следствию 3.2.1 из теоремы 3.2.4 мы сразу по-

лучаем неравенство L(f) = limx→0
ξ(x)
x > q = e−D. Так как D может

быть выбрано сколь угодно близким к C, то L(f) > e−C . А поскольку
функция f ∈ C[0, 1] выбрана произвольно, то T (a) > e−C . ⊲

⊳ Доказательство теоремы 3.3.2. Легко видеть, что неравен-

ство Tα(a) 6 (1 + cα)−1/α следует из леммы 3.3.5.

Докажем теперь неравенство Tα(a) > (1 + Cα)
−1/α

. При α = 0
можно просто повторить соответствующее рассуждение из доказа-
тельства теоремы 3.3.1 (поскольку вместо условия f ∈ C[0, 1] там
использовалось лишь то, что f ∈ C(0, 1] и f(x) = O(1) при x→ 0).

Разберем теперь случай α > 0. Достаточно установить, что

limx→0
ξ(x)
x > q для любого числа q ∈

(
0, (1 + Cα)

−1/α)
и для любой

функции f такой, что f(x) = o(xα) при x→ 0. Зафиксируем такие q

и f . По лемме 3.3.5 для g(x) = xα имеем lim x→0
ξ(x)
x > (1 + Cα)

−1/α
.

Следовательно, на некотором промежутке (0, δ] имеем

x∫

0

a(t)tα dt > (qx)α
x∫

0

a(t) dt,

т. е. для функции x 7→ −xα выполнено неравенство (3.2.6), если
рассмотреть оператор L : C[0, 1] → C[0, 1], заданный равенством
L (f)(x) =

∫ x
0
a(t)f(t) dt.

Используя утверждение теоремы 3.2.2, получаем, что никакая
функция f ∈ C[0, 1] c условием f = o(xα) при x → 0, не может од-
новременно удовлетворять неравенствам (3.2.4) и (3.2.5) для выше-
указанного оператора. Это означает, что для любой такой функции

выполнено неравенство limx→0
ξ(x)
x > q, что и требовалось.

Осталось разобрать случай α < 0. Зафиксируем некоторую функ-
цию f ∈ C(0, 1], удовлетворяющую условию f(x) = o(xα) при x→ 0.
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По лемме 3.3.5 для функции g(x) = xα имеем lim x→0
ξ(x)
x >

(1 + Cα)
−1/α

. Выберем теперь положительное число q такое, что

q < (1 + Cα)
−1/α

. Ясно, что на некотором промежутке (0, δ] вы-
полнено неравенство (напомним, что функция x 7→ xα убывает при
α < 0)

x∫

0

a(t)tα dt < (qx)
α

x∫

0

a(t) dt,

другими словами, для функции x 7→ xα выполнено неравен-
ство (3.2.6), если рассмотреть оператор L : A(0, 1] → C(0, 1], задан-
ный равенством L (f)(x) =

∫ x
0 a(t)f(t)dt (подпространство A(0, 1] ⊂

C(0, 1] состоит в точности из тех функций f ∈ C(0, 1], для которых
функция x 7→ a(x) · f(x) суммируема на [0, 1]).

По теореме 3.2.1 (где надо взять g(x) = xα) функция f не может
удовлетворять неравенству (3.2.3), следовательно, для этой функции

мы имеем неравенство limx→0
ξ(x)
x > q, что и требовалось. Теорема

полностью доказана. ⊲

Рассмотрим теперь несколько следствий из только что доказан-
ных теорем.

Следствие 3.3.1. Допустим, что для функции a ∈ L+[0, 1] су-

ществует предел c = lim essx→0

∫
x

0
a(t) dt

xa(x) , тогда

T (a) = e−c, Tα(a) = (1 + cα)
−1/α

, α ∈ (D(a) = −1/c,∞).

⊳ Так как c = lim essx→0

∫
x

0
a(t) dt

xa(x) = lim ess x→0

∫
x

0
a(t) dt

xa(x) , то это
следствие очевидно. ⊲

Определение 3.3.5. Назовем функции a ∈ L+[0, 1] и b ∈ L+[0, 1]

существенно эквивалентными при x → 0, если lim essx→0
a(x)
b(x) = M

для некоторого числа M ∈ (0,∞).

Следствие 3.3.2. Пусть функции a ∈ L+[0, 1] и x 7→ xβ (β > −1)
существенно эквивалентны при x→ 0, тогда

T (a) = e−
1

1+β , Tα(a) =

(
1 +

α

1 + β

)− 1
α

, α ∈ (D(a) = −(1+β),∞).
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⊳ Легко проверить, что

lim
x→0

x∫
0

a(t) dt

xβ+1
= lim
x→0

ess
a(x)

(β + 1)xβ
=

M

β + 1
,

где M = lim essx→0
a(x)
xβ . Далее имеем

lim
x→0

ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
=

lim
x→0

x∫
0

a(t) dt

xβ+1

lim
x→0

ess
a(x)

xβ+1

=
M

(β + 1)M
=

1

β + 1
.

Теперь достаточно применить следствие 3.3.1. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 3.3.3. В силу следствия 3.3.2 для
любого γ∈(0, 1) существует функция a ∈ L+[0, 1] такая, что T (a)=γ,
а также для любого α существует функция a ∈ L+[0, 1], такая что
Tα(a) = γ.

Докажем, что функционалы T и Tα принимают значение 0. В си-
лу теорем 3.3.1 и 3.3.2 достаточно подобрать функцию a ∈ L+[0, 1],

для которой выполняется равенство lim essx→0

∫
x

0
a(t)dt

xa(x) = ∞. Рас-

смотрим функцию, заданную формулой a(x) = 1
x ln2(x/2)

. Согласно

правилу Лопиталя, имеем

lim
x→0

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
= lim
x→0

x∫
0

dt
t ln2(t/2)

1
ln2(x/2)

= lim
x→0

1
x ln2(x/2)

−2
x ln3(x/2)

= lim
x→0

− ln(x/2)

2
= ∞,

следовательно, и

lim
x→0

ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
= lim

x→0

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
= ∞,

что и требовалось.
Докажем теперь, что функционалы T и Tα принимают значе-

ние 1. В силу теорем 3.3.1 и 3.3.2 достаточно подобрать такую функ-

цию a ∈ L+[0, 1], что выполняется равенство lim essx→0

∫
x

0
a(t) dt

xa(x) = 0.
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Рассмотрим функцию, заданную формулами a(0) = 0 и a(x) = e−1/x

при x > 0. Применяя правило Лопиталя, имеем

lim
x→0

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
= lim
x→0

x∫
0

e−1/t dt

xe−1/x
=

= lim
x→0

e−1/x

e−1/x + 1
x e

−1/x
= lim
x→0

x

1 + x
= 0.

Таким образом,

lim
x→0

ess

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
= lim

x→0

x∫
0

a(t) dt

xa(x)
= 0,

что и требовалось. Теорема полностью доказана. ⊲

Рассмотрим теперь еще два следствия из доказанных выше тео-
рем.

Следствие 3.3.3. Пусть α ∈ (−1,∞) и пусть функция f ∈ C(0, 1]
такова, что f(x) = O(xα) при x → 0. Для каждого x ∈ (0, 1] опреде-

лим ξ(x) как максимальное из чисел τ ∈ [0, x], для которых выпол-

няется равенство
∫ x
0 f(t) dt = xf(τ). Тогда

lim
x→0

ξ(x)

x
>

1

e
при α = 0

и

lim
x→0

ξ(x)

x
> (1 + α)−1/α при α 6= 0.

Утверждение этого следствия является частным случаем след-
ствия 3.3.2 (при a(x) ≡ 1).

Следующее следствие дополняет теорему 2.1.5.

Следствие 3.3.4. Рассмотрим произвольную непрерывную на

отрезке [0, 1] функцию f , которая почти всюду дифференцируема

на нем. Тогда для любых чисел a > 2 и δ > 0 существуют после-

довательность попарно непересекающихся отрезков [an, bn] ∈ [0, 1] и

последовательность cn ∈ [an, bn], для которых выполняются следую-
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щие соотношения:

1)
∞∑

n=1

|bn − an| = 1; 2) |bn − an| < δ для каждого n;

3)
cn − an
bn − an

>
1

a
; 4)

bn∫

an

f(t) dt = f(cn)(bn − an).

⊳ Согласно следствию 3.3.3 для функций f ∈ C[0, 1] с условием

f(x) = O(x) при x → 0 выполняется неравенство limx→0
ξ(x)
x > 1

2 .
Пусть P ⊂ [0, 1) — множество точек, в которых функция f имеет
производную. Понятно, что µ(P ) = 1 (µ — мера Лебега) и f(x+ y)−
f(x) = O(y) при y → 0 для любого x ∈ P . Значит, для каждого x ∈ P
можно выбрать последовательности чисел xn ∈ (x, 1] и yn ∈ [x, xn]
такие, что

xn − x < δ, lim
n→∞

xn = x,

yn − x

xn − x
>

1

a
,

xn∫

x

f(t)dt = f(yn)(xn − x).

Такой выбор можно произвести в силу следствия 3.3.3. Но в таком
случае система отрезков [x, xn], взятых по всем x ∈ [0, 1), образует
покрытие Витали полуинтервала [0, 1); по теореме Витали (теоре-
ма 1.1.6) существует последовательность попарно непересекающихся
сегментов [an, bn], являющаяся подсистемой системы отрезков [x, xn],
и покрывающая в совокупности почти весь полуинтервал [0, 1), что
и требовалось доказать. ⊲

Необходимо отметить, что число 2 в неравенстве a > 2 след-
ствия 3.3.4 нельзя заменить на меньшее. Это легко понять, рассмот-
рев функцию f(x) ≡ x. Заметим также, что в формулировке этого
следствия достаточно вместо дифференцируемости функции f по-
чти всюду потребовать конечности почти всюду правой верхней и
правой нижней производных функции f . Но по теореме Данжуа —
Юнга — Сакса (см., например, [42, с. 28]) такая функция является
почти всюду дифференцируемой, поэтому усилить таким образом
следствие 3.3.4 невозможно.



ГЛАВА 4

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
С УСРЕДНЯЮЩИМ ЯДРОМ

И ИХ ОБОБЩЕНИЯ

В этой главе приводятся результаты об асимптотике точки сред-
него значения для интегральных операторов специального вида.
В частности, к операторам такого вида относятся операторы Тейло-
ра, позволяющие записать формулу Тейлора в интегральной форме.
Основная часть представленных здесь результатов впервые опубли-
кована в работе [29].

4.1. Определение вспомогательной шкалы

Рассмотрим некоторую неотрицательную суммируемую функ-

цию a : [0, 1] → R такую, что
∫ 1

0 a(t) dt = 1, и число α0 — нижнюю
грань всех α ∈ R, для которых функция t 7→ a(t)tα суммируема на
промежутке [0, 1]. Отметим, что последнее условие заведомо выпол-
нено, если a(t)tα = o(t−1) при t→ 0. Понятно, что α0 6 0 для любой
функции a с указанными условиями.

Сейчас мы исследуем свойства одной вспомогательной функции
q : (α0,∞) → R, построенной по функции a, и играющей роль свое-
образной шкалы в ряде вопросов, которые изучаются в этой книге.

Определим функцию q : (α0,∞) → R, положив

q(0) = exp

( 1∫

0

a(t) ln(t) dt

)
(4.1.1)

и

q(α) =

( 1∫

0

a(t)tα dt

) 1
α

(4.1.2)
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при α 6= 0. Определенная таким образом функция обладает рядом
свойств, которые мы докажем в следующей лемме.

Лемма 4.1.1. Функция q : (α0,∞) → R является непрерывной

и возрастающей на интервале (α0,∞), принимает значения из ин-

тервала (0, 1), причем limα→∞ q(α) = 1. Если к тому же функция

t 7→ a(t)tα0 не является суммируемой на [0, 1], то limα→α0 q(α) = 0.

⊳ Непрерывность функции q в точках α 6= 0 очевидна. Осталось
показать, что q(α) → q(0) при α→ 0. Нетрудно понять, что

lim
β→0

1∫
0

a(t)tβ dt− 1

β
= lim

β→0

( 1∫

0

a(t)tβ dt

)′

β

=

1∫

0

a(t) ln t dt.

Следовательно,

lim
β→0

( 1∫

0

a(t)tβ dt

) 1
β

= lim
β→0

(
1 + β

1∫
0

a(t)tβ dt− 1

β

) 1
β

= e

1∫
0

a(t) ln tdt
,

что и доказывает непрерывность функции q в точке 0.
Покажем теперь, что функция α 7→ q(α) возрастает. Если выпол-

нено неравенство 0 < α < β, то, используя неравенство Гёльдера
(см. теорему 1.1.3 для показателей p = β/α и q = β/(β − α)), полу-
чаем:

(q(α))α =

1∫

0

a(t)tα dt =

1∫

0

(
a(t)

)α
β tα ·

(
a(t)

) β−α
β dt 6

6

( 1∫

0

((
a(t)

)α
β tα
) β

α

dt

)α
β
( 1∫

0

((
a(t)

) β−α
β

) β
β−α

dt

) β−α
β

=

=

( 1∫

0

a(t)tβ dt

)α
β

= (q(β))α.

Поэтому q(α) 6 q(β). Легко убедиться в том, что равенство q(α) =
q(β) невозможно, поэтому q(α) < q(β).
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При β < α < 0 можно записать ту же цепочку неравенств, но так
как α < 0, то в этом случае q(β) < q(α). Учитывая непрерывность
рассматриваемой функции в нуле, мы получаем, что она возрастает
на всей области определения.

Неравенство q(α) > 0 очевидно. При этом равенство q(α) = 0
невозможно, поскольку из него следует, что a(t) = 0 почти всюду
на [0, 1]. При положительных α на промежутке [0, 1) справедливо
неравенство tα < 1, поэтому

q(α) =

( 1∫

0

a(t)tα dt

) 1
α

<

( 1∫

0

a(t) dt

) 1
α

= 1.

Зафиксируем число δ ∈ (0, 1) такое, что Mδ :=
∫ 1

1−δ
a(t) dt > 0.

Ясно, что

g(α) >

( 1∫

1−δ

a(t)tα dt

) 1
α

>

( 1∫

1−δ

a(t)(1− δ)α dt

) 1
α

= (1 − δ)(Mδ)
1
α .

Используя предельный переход в этом неравенстве, получаем
limα→∞ q(α) > 1 − δ. А так как δ ∈ (0, 1) можно выбрать сколь
угодно малым, то limα→∞ q(α) > 1. С учетом неравенства q(α) < 1
получаем limα→∞ q(α) = 1.

Если функция t 7→ a(t)tα0 не является суммируемой на [0, 1], то
получаем

lim
α→α0+

1∫

0

a(t)tα dt→ ∞

в силу теоремы Б. Леви [42, с. 46]. Поскольку по условию функция
t 7→ a(t) суммируема на [0, 1], то α0 6= 0 и неравенство α0 > 0 невоз-
можно (по определению α0). Следовательно, α0 < 0 и

lim
α→α0+

q(α) = lim
α→α0+

( 1∫

0

a(t)tα dt

) 1
α

= 0.

Лемма полностью доказана. ⊲

Необходимо отметить, что лемма 4.1.1 может быть также выведе-
на из общих свойств интегральных средних значений для функций,
рассмотренных в главе 6 книги [52].
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4.2. Операторы с усредняющим ядром

В. В. Ивановым были детально исследованы операторы L вида

L (f)(x) =

1∫

0

a(t)f(tx) dt, 0 < x 6 1,

где a — неотрицательная интегрируемая и существенно ограничен-

ная функция на отрезке [0, 1],
∫ 1

0 a(t) dt = 1, а в качестве f рассматри-
ваются непрерывные и суммируемые на промежутке (0, 1] функции.
Для такого оператора нетрудно найти решения уравнения

L (f)(x) = f(qx)L (1)(x) = f(qx)

при фиксированном q ∈ (0, 1). Действительно, попытаемся подобрать
решение вида f(x) = xα при α > −1. Тогда

L (f)(x) =

1∫

0

a(t)(tx)α dt = (qx)α = f(qx)L (1)(x),

т. е. q =
(∫ 1

0 a(t)t
α dt

)1/α
. Обозначим q, соответствующее показате-

лю α, через q(α) при α 6= 0 и положим q(0) = exp
(∫ 1

0
a(t) ln t dt

)
,

определяя тем самым функцию α 7→ q(α) на интервале (−1,∞).
Нетрудно проверить, что функция x 7→ lnx удовлетворяет уравне-
нию

L (ln)(x) = ln(q(0)x)L (1)(x).

Согласно лемме 4.4.1, функция q : (−1,∞) → R является непре-
рывной и возрастающей. Кроме того, q(α) → 1 при α → +∞ и
q(α) → 0 при α → −1, если a(t) > const > 0 на некотором отрез-
ке [0, ε].

Замечание 4.2.1. Заметим, что для некоторых функций a(t)
оператор L может быть определен и на функциях x 7→ xα, где
α 6 −1, тогда естественно увеличивается область определения функ-
ции q(α), но очевидно, тем не менее, что она все равно будет непре-
рывной и строго возрастающей (см. лемму 4.4.1). Например, если
a(x) = O(xβ) при x→ 0 для β > 0, то область определения оператора
L можно расширить, например, до множества функций f из C(0, 1],
удовлетворяющих асимптотическому равенству f(x) = o(x−(1+γ))
при x→ 0 для некоторого γ ∈ (0, β).
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В. В. Иванов в 1994 г. получил оценку снизу для величины L(f)
(см. формулу (3.2.2)), определенную для операторов вида L . В этом

случае L(f) определяется равенством L(f) = limx→0
ξ(x)
x , где функ-

ция ξ : (0, 1] → (0, 1] задается формулой

ξ(x) = max

{
τ ∈ (0, x]

∣∣∣∣ f(τ) = f(τ)

1∫

0

a(t) dt =

1∫

0

a(t)f(tx) dt

}
.

Напомним, что функция q : (−1,∞) → R определяется равен-

ствами q(α) =
(∫ 1

0 a(t)t
α dt

)1/α
при α 6= 0 и q(0) = exp

(∫ 1

0 a(t) ln t dt
)
.

Основная теорема, доказанная В. В. Ивановым относительно опера-
торов вида L , выглядит следующим образом (не опубликовано).

Теорема 4.2.1. Если f(x) = O(xα) при x → 0 для некоторого

числа α ∈ (−1,∞), то L(f) > q(α), если же f(x) = o(lnx) при x→ 0,
то L(f) > q(0).

Оценки в этой теореме неулучшаемы, что видно из рассмотрения
степенных функций. В. В. Иванов использовал эту теорему для ис-
следования условий разрешимости дифференциальных неравенств
с отклоняющимся аргументом, порожденными операторами класса
Эйлера (не опубликовано).

Далее мы приводим результаты, полученные в [29] и обобщаю-
щие теорему 4.2.1. Следует отметить, что при доказательстве некото-
рых из результатов существенно используются идеи, предложенные
В. В. Ивановым.

Основным объектом нашего исследования в этом параграфе яв-
ляются операторы специального вида:

L (f)(x) =

1∫

0

A(t, x)f(tx) dt, 0 < x 6 1, (4.2.1)

где для каждого x ∈ (0, 1] функция t 7→ A(t, x) неотрицательна и
суммируемая на отрезке [0, 1] и существенно ограничена в некоторой
окрестности нуля, причем эти функции (из L∞[0, 1]) непрерывно за-

висят от значения величины x, и
∫ 1

0
A(t, x) dt = 1.

Если в качестве A(0, 1] рассмотреть множество непрерывных и
суммируемых на промежутке (0, 1] функций, то оператор (4.2.1) яв-
ляется частным случаем оператора (3.2.1).
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Рассмотрим результаты параграфа 3.2 применительно к опера-
торам вида (4.2.1). Напомним, что речь идет об оценке снизу вели-
чины L(f) (см. формулу (3.2.2)), которая определяется равенством

L(f) = limx→0
ξ(x)
x , где ξ : (0, 1] → (0, 1] (в нашем случае) определя-

ется по формуле

ξ(x) = max

{
τ ∈ (0, x]

∣∣∣∣ f(τ) = f(τ)

1∫

0

A(t, x) dt =

1∫

0

A(t, x)f(tx) dt

}
.

Во всех оставшихся теоремах этого параграфа используются значе-
ния ранее определенной функции α 7→ q(α), см. с. 69.

Напомним, что последовательность функций fn ∈ Lp[0, 1] слабо

сходится к функции f ∈ Lp[0, 1], если
∫ 1

0 fn(t)g(t) dt →
∫ 1

0 f(t)g(t)dt
при n → ∞ для всех функций g из Lq[0, 1], где p ∈ [1,∞), q = p

p−1 .

При p = 1 подразумевается, что q = ∞, см., например, [15, с. 93].
Если A(t, x) сходится при x → 0 Lp-слабой топологии к некоторо-
му ядру a(t) ∈ Lp[0, 1], то это ядро почти всюду неотрицательно и∫ 1

0
a(t)dt = 1.

Теорема 4.2.2. Пусть β > 0, A(t, x) → a(t) при x → 0 относи-

тельно L1-слабой сходимости, и пусть f(x) = O(xβ) при x→ 0, тогда

L(f) > q(β) =
(∫ 1

0 a(t)t
βdt
)1/β

.

⊳ Выберем числа α и α1 так, чтобы выполнялось неравенство
0 < α < α1 < β. Ясно, что f(x) = o(xα1 ) при x → 0. В силу непре-
рывности функции q достаточно доказать, что L(f) > q(α).

Допустим противное, тогда можно считать, что f удовлетворя-
ет неравенствам (3.2.4) и (3.2.5) для оператора L вида (4.2.1) и
q = q(α). Покажем, что функция x 7→ −xα1 удовлетворяет неравен-
ству (3.2.6) для L и q = q(α). Действительно, по определению q(β)
имеем

−
1∫

0

a(t)(tx)α1dt = −(q(α1)x)
α1 < −(q(α)x)α1 .

Так как A(t, x) → a(t) при x → 0 относительно L1-слабой сходимо-
сти, то для всех x из некоторого промежутка (0, δ] верно неравенство

−
1∫

0

A(t, x)(tx)α1dt < (q(α)x)α1 ,
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т. е. функция −xα1 удовлетворяет неравенству (3.2.6). Теперь по тео-
реме 3.2.2 существует ε > 0, для которого f(x) − εxα1 > 0 на про-
межутке (0, δ], что не согласуется с тем, что f(x) = o(xα1). Значит,
L(f) > q(α), а так как α может быть выбрано сколь угодно близким
к β, то L(f) > q(β). ⊲

Теорема 4.2.3. Пусть
∫ 1

0 A(t, x) ln t dt→
∫ 1

0 a(t) ln t dt при x→ 0,
тогда если f(x) = o(lnx) при x→ 0, то

L(f) > q(0) = exp

( 1∫

0

a(t) ln t dt

)
.

⊳ Докажем, что L(f) > q(α) для всех α < 0. В противном случае
без ограничения общности можно считать, что f(x) удовлетворяет
неравенству (3.2.3) при q = q(α) для функционала L . Покажем, что
− lnx удовлетворяет неравенству (3.2.6). Действительно,

−
1∫

0

a(t) ln(tx) dt = − ln(q(0)x) < − ln(q(α)x).

В силу условия теоремы для любого x на некотором промежут-
ке (0, δ] выполняется неравенство

−
1∫

0

A(t, x) ln(tx) dt < − ln(q(α)x).

т. е. − lnx удовлетворяет (3.2.6) для функционала L . Но это проти-
воречит теореме 3.2.1 (надо рассмотреть g(x) = − lnx). ⊲

Теорема 4.2.4. Пусть β < 0, A(t, x) → a(t) при x → 0 относи-

тельно Lp-слабой сходимости при p > (1+β)−1, и пусть f(x) = O(xβ)

при x→ 0, тогда L(f) > q(β) =
(∫ 1

0 a(t)t
βdt
)1/β

.

⊳ Выберем α < α1 < β с условием, что

1∫

0

A(t, x)tα1 dt→
1∫

0

a(t)tα1 dt
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при x → 0 (это возможно сделать в силу условия теоремы). В си-
лу непрерывности функции q достаточно показать, что L(f) > q(α).
Если утверждение теоремы неверно, то можно считать, что f удо-
влетворяет неравенству (3.2.3) для функционала L при q = q(α).
Докажем, что функция x 7→ xα1 удовлетворяет неравенству (3.2.6)
для L и q = q(α). По определению

1∫

0

a(t)(tx)α1 dt = (q(α1)x)
α1 < (q(α)x)α1 , α1 < 0.

По условию теоремы

1∫

0

A(t, x)tα1 dt→
1∫

0

a(t)tα1dt

при x → 0, значит, для всех x из некоторого промежутка (0, δ] вы-
полняется неравенство

1∫

0

A(t, x)(tx)α1 dt < (q(α)x)α1 .

Это и означает, что интересующая нас функция xα1 удовлетворяет
неравенству (3.2.6). Но так как f удовлетворяет неравенству (3.2.3)
и, кроме того, f(x) = o(xα1 ) при x → 0, то в силу теоремы 3.2.1
получаем противоречие. Следовательно, L(f) > q(α) и L(f) > q(β),
так как α может быть выбрано сколь угодно близким к β. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 4.2.1 очевидно следует из тео-
рем 4.2.2, 4.2.3 и 4.2.4, примененных к ядру вида A(t, x) ≡ a(t). ⊲

Заметим, что если ядро A(t, x) имеет некоторую регулярность в
нуле, то функционал L может быть определен на более обширном
множестве функций. Допустим, например, что A(t, x) ≡ a(t) = O(tβ)
при t→ 0 для некоторого β > 0. Тогда функционал (4.2.1) естествен-
но распространяется на класс функций f , удовлетворяющих условию
f(x) = O(xγ) при x→ 0 для некоторого γ ∈ (−1− β,−1). Для этого
случая справедлива следующая

Теорема 4.2.5. Если f(x) = O(xγ) при x→ 0, где γ > −1−β, то

L(f) >

( 1∫

0

a(t)tγ dt

) 1
γ

.
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⊳ Доказательство можно провести тем же методом, что и в тео-
реме 4.2.4. ⊲

Неравенство в теореме 4.2.2 точное, что нетрудно показать. Для
функций f(x) = xα (α > 0) получаем ξ(x) ≡ q(α)x, а q(α) → q(0) при
α → 0. Можно предложить и другой способ, основанный на особом
асимптотическом разложении.

Рассмотрим функцию f(x) = 1
ln(x/2) . Она непрерывна на проме-

жутке [0, 1), если положить f(0) = 0. Покажем, что для этой функ-

ции limx→0
ξ(x)
x = q(0). В силу монотонности f точка среднего зна-

чения единственная, и функция ξ(x) определяется равенством

1

ln(ξ(x)/2)
=

1∫

0

A(t, x)

ln(xt/2)
dt.

Учитывая, что 1 − b < (1 + b)−1 < 1 − b + b2 для всех b > 0 и
1

ln(xt/2) =
1

ln(x/2)

(
1 + ln t

ln(x/2)

)−1
, получаем

1

ln(ξ(x)/2)
=

1

ln(x/2)

( 1∫

0

A(t, x) dt−

1∫
0

A(t, x) ln t dt

ln(x/2)
+O

(
1

ln2(x/2)

))
=

=
1

ln(x/2)

(
1−

1∫
0

A(t, x) ln t dt

ln(x/2)
+O

(
1

ln2(x/2)

))

при x→ 0. Из этой формулы видно, что limx→0
ln(x/2)

ln(ξ(x)/2) = 1 и

ln q(0)= lim
x→0

1∫

0

A(t, x) ln t dt= lim
x→0

ln2(x/2)

(
1

ln(x/2)
− 1

ln(ξ(x)/2)

)
=

= lim
x→0

(
ln(x/2)

ln(ξ(x)/2)
ln

(
ξ(x)

x

))
= lim
x→0

ln

(
ξ(x)

x

)
,

следовательно, limx→0
ξ(x)
x = q(0).

Неравенства в остальных теоремах 4.2.3, 4.2.4 и 4.2.5 также точ-
ные, в этом легко убедиться, рассматривая функции f(x) = xα при
α 6= 0.
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4.2.1. Операторы с регулярным ядром. В качестве приложе-
ния полученных теорем рассмотрим случай интегрального операто-
ра с регулярным ядром. Точнее говоря, рассмотрим оператор

L (f)(x) =

x∫

0

K(t, x)f(t) dt (4.2.2)

с неотрицательным ядром K(t, x), принадлежащим классу Cn в
окрестности точки (0, 0) (это поясняет термин «регулярное ядро»).
Будем (без ограничения общности) считать областью его определе-
ния множество непрерывных и суммируемых на промежутке (0, 1]
функций. Предположим также, что первый нетривиальный диффе-
ренциал K(t, x) в точке (0, 0) имеет порядок n. Тогда в окрестности
нуля мы имеем следующее разложение функции K(t, x) для некото-
рых констант pi, 0 6 i 6 n:

K(t, x) =

n∑

i=0

pit
ixn−i + o

((
t2 + x2

)n
2

)
.

После замены переменной интегрирования t = xτ получаем дру-
гое выражение для оператора (4.2.2):

L (f)(x) =

1∫

0

K(xτ, x)f(xt)x dτ.

Обозначим
∑n

i=0 pit
i через g(t). Очевидно, что g(t) > 0, в противном

случае число K(xτ, x) не было бы неотрицательным.
В результате нормирования ядра (это возможно всегда, если

ограничиться достаточно малой окрестностью нуля) мы получим
несколько измененный оператор, но это обстоятельство, как легко
проверить, не влияет на точки среднего значения. Поскольку

K(xτ, x) = xn
(
g(τ) + o(1)

)
,

то в результате нормирования мы получаем оператор

L1(f)(x) =

1∫

0

A(t, x)f(xt) dt,
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где

A(t, x) =
g(t) + o(1)

1∫
0

g(t) dt+ o(1)

.

Здесь o(1) означает величину, зависящую от x и стремящуюся к нулю
равномерно по t при x→ 0. Так как g(t) > 0, то

1∫

0

g(t) dt > 0

и

A(t, x) → g(t)

( 1∫

0

g(t) dt

)−1

при x → 0 относительно равномерной нормы. Рассматривая теперь

g(t)
(∫ 1

0 g(t) dt
)−1

в качестве ядра a(t), мы вправе применить к соот-
ветствующему оператору (а, следовательно, и к оператору L ) полу-
ченные ранее теоремы.

Пусть

qreg(α) =

( 1∫

0

g(t)tα dt

) 1
α( 1∫

0

g(t) dt

)− 1
α

при α 6= 0,

и

qreg(0) = exp

( 1∫

0

g(t) ln t dt

( 1∫

0

g(t) dt

)−1)
.

Понятно, что α 7→ qreg(α) является функцией α 7→ q(α) (см. лем-

му 4.1.1) для ядра a(t) = g(t)
(∫ 1

0 g(t) dt
)−1

. Из теорем 4.2.2, 4.2.3
и 4.2.4 немедленно следует

Теорема 4.2.6. Оператор (4.2.2) таков, что справедливы оценки

L(f) > qreg(α) и L(f) > qreg(0)

для функций, удовлетворяющих условиям f(x) = O(xα) и f(x) =
o(ln x) при x→ 0 соответственно.

Оценки в этой теореме неулучшаемы также как и в предыдущих
теоремах.
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4.2.2. Операторы с простым усредняющим ядром. Далее
мы ограничимся исследованием операторов (4.2.1) с такими усредня-
ющими ядрами, что A(t, x) ≡ a(t) > 0 почти всюду на отрезке [0, 1].
Для таких операторов справедлива следующая

Лемма 4.2.1. Пусть функция f удовлетворяет неравенству

(3.2.6) на промежутке (0, a] и имеет на нем минимум, который дости-

гается в какой-нибудь из точек промежутка (0, qa]. Тогда функция f
постоянна.

⊳ Пусть точка qb — точка минимума функции f на промежут-
ке (0, a], 0 < b 6 a. Если f на этом промежутке не является постоян-
ной, то в силу положительности ядра выполняется неравенство

1∫

0

a(t)f(tb) dt >

1∫

0

a(t)f(qx) dt = f(qb),

что противоречит неравенству (3.2.6). Следовательно, f на проме-
жутке (0, b] постоянна. Аналогично можно показать, что она по-
стоянна на любом промежутке вида (0, b/qs] (b/qs 6 a). Если же
b/qs < a < b/qs+1, то точка qa является точкой минимума функции
на промежутке (0, a], и, применяя то же рассуждение, мы доказыва-
ем лемму. ⊲

Теорема 4.2.7. Нижние границы тех значений q, при которых

система неравенств (3.2.4) и (3.2.6) имеет решение f , определяют-

ся свойствами этого решения в соответствии со следующими тремя

утверждениями:

(а) если f(x) = o(ln x) при x→ 0, то q > q(0);
(б) если −1 < α < 0 и f(x) = o(xα) при x→ 0, то q > q(α);
(в) если α > 0 и f(x) = A + o(xα) при x → 0, где A — некоторая

постоянная величина, то q > q(α).

⊳ Для доказательства точности оценок в данной теореме доста-
точно рассмотреть степенные функции.

Доказательство пункта a) теоремы. Допустим, что q 6 q(0).
Рассмотрим функцию g(x) = − lnx, удовлетворяющую неравенству

L (− ln)(x) = − ln(q(0)x)L (1)(x) < − ln(qx)L (1)(x).

Заметим, что функция f(x) + c также удовлетворяет условиям тео-
ремы. Подберем такую константу c, что наименьшее значение функ-
ции f(x)+ c на отрезке [qa, a] равно нулю. Тогда на интервале (0, qa)
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функция f(x)+c тоже неотрицательна. В противном случае мы мог-
ли бы подобрать ε > 0 такое, что функция f0(x) = f(x) + εg(x) при-
нимала бы отрицательные значения. Но так как f0(x) → +∞ при
x → 0 и f0(x) > 0 при x ∈ [qa, a], то по лемме 4.2.1 f0(x) — кон-
станта, чего не может быть. Если же f(x) + c > 0 при x ∈ (0, a], то
существует точка минимума x0, и из положительности ядра должно
следовать

1∫

0

a(t)f(tx0) dt >

1∫

0

a(t)f(x0) dt = f(x0),

что противоречит неравенству (3.2.4).

Доказательство пункта б) теоремы. Аналогично замечаем,
что в случае q 6 q(α) функция gα(x) = xα удовлетворяет неравен-
ству

L (g)(x) = (q(α)x)αL (1)(x) < (qx)αL (1)(x) .

Далее достаточно повторить рассуждения предыдущего пункта.

Доказательство пункта в) теоремы. Поскольку функция
f −A, очевидно, удовлетворяет тем же неравенствам (3.2.4) и (3.2.6),
как и функция f , без ограничения общности можно считать, что
A = 0. Тогда, в соответствии с условием теоремы, f(x) → 0 при
x→ 0 и, следовательно, по лемме 3.2.1 f(x) > 0, когда 0 < x 6 a.

Здесь нам также пригодится вспомогательная функция f0, кото-
рая задается формулой f0 = f(x) − εgα(x), где ε > 0, а gα(x) = xα.
Если ε достаточно мало, то f0(x) > 0 при qa 6 x 6 a. Кроме того,
f0(0) = 0. Поэтому, если бы функция f0 еще где-нибудь принимала
неположительные значения, то это могло бы быть лишь в точках ин-
тервала (0, qa), среди которых у нее нашлась бы и точка минимума.
Это невозможно в силу леммы 4.2.1 и того факта, что f0 удовлетво-
ряет неравенству (3.2.6). Следовательно, f0(x) > 0 или f(x) > εxα

всюду на промежутке 0 < x 6 a, что не согласуется с условием тео-
ремы. Теорема доказана полностью. ⊲

Все утверждения, доказанные в данном параграфе, непосред-
ственно применимы к оператору L с ядром a(t) = β(1 − t)β−1, где
β > 1.
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4.3. Еще раз о точках Лагранжа

в формуле Тейлора

В этом параграфе мы продолжим исследования асимптотики то-
чек Лагранжа в формуле Тейлора. В частности, мы покажем, что
результат теоремы 2.2.1 может быть выведен из более общих утвер-
ждений. Излагаемые здесь результаты получены в [14].

Напомним, что мы рассматривали функцию f : (b, c) → R, где
b < 0 < c, имеющую на области определения непрерывные произ-
водные вплоть до (n − 1) порядка. При этом f имеет производную
порядка n всюду, кроме, быть может, точки 0. Тогда для любого
x 6= 0 из области определения справедлива формула Тейлора с оста-
точным членом в форме Лагранжа

f(x) =
n−1∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(θx)

n!
xn,

где 0 < θ 6 1. Ранее мы назвали такие точки θ точками Лагранжа.
Нас в первую очередь интересует величина Ln(f) = limx→0θn(x),
где θn(x) для любого x 6= 0 обозначает верхнюю грань чисел θ из
вышеприведенной формулы.

Без ограничения общности будем считать, что

f(0) = f ′(0) = . . . = f (n−1)(0) = 0 , (4.3.1)

чего можно легко добиться, вычитая из функции f ее многочлен
Тейлора порядка (n − 1). Очевидно, что точки Лагранжа при этом
не изменятся. Таким образом, мы можем считать, что f(x) = o(xn−1)
при x→ 0. Далее мы покажем, что если на f наложить более сильное
требование f(x) = O(xn+α) при α > −1, то можно получить нетри-
виальную оценку снизу для величины Ln(f). Введем необходимые
обозначения. Для каждого α > −1 положим

qT,n(α) =
(
(1 + α)(1 + α/2)× . . .× (1 + α/n)

)−1/α

при α 6= 0 и

qT,n(0) = lim
α→0

qn(α) = e−(1+1/2+...+1/n).

Легко показать, что функция α 7→ qT,n(α) непрерывно возрастает на
интервале (−1,∞) от 0 до 1. Действительно, нетрудно проверить, что



4.3. Еще раз о точках Лагранжа в формуле Тейлора 83

qT,n(α) =
(∫ 1

0
n(1− t)n−1tα dt

)1/α
при α 6= 0 и qT,n(0) = exp

(∫ 1

0
n(1−

t)n−1 ln t dt
)
, т. е. функция α 7→ qT,n(α) является частным случаем

функции α 7→ q(α) из леммы 4.1.1. Из этой леммы мы и получаем
нужное утверждение о поведении функции α 7→ qT,n(α). В частности
получаем, что

1∫

0

n(1− t)n−1 ln t dt = −
(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)
,

в чем можно убедиться и непосредственным интегрированием по ча-
стям.

Теорема 4.3.1. Если асимптотика f(x) при x → 0 описывается

формулой f(x) = O(xn+α) для какого-либо α > −1, то Ln(f) >

qT,n(α).

Ясно, что теорема 4.3.1 является обобщением теоремы 2.2.1.
При любом α > −1 оценка, указанная в теореме 4.3.1, точна.

Действительно, при α 6= 0 Ln(f) = qT,n(α) для функции f(x) =
xn+α, как нетрудно посчитать.

Для α = 0 в качестве примера можно рассмотреть функцию f ,
удовлетворяющую условиям f(0) = f ′(0) = . . . = f (n−1)(0) = 0 и
f (n)(x) = g(x) при x ∈ (−1, 1), где (непрерывная) функция g опре-
деляется формулами g(x) = 1/ ln |x| при x 6= 0 и g(0) = 0. Нетрудно
понять (см. теорему 1.3.7), что

f(x) =
1

(n− 1)!

x∫

0

(x − t)n−1

ln t
dt =

xn

(n− 1)!

1∫

0

(1− t)n−1

ln tx
dt

при x > 0 (при x < 0 рассуждения аналогичны). Число θ в данном
случае однозначно определяется точкой x и может быть найдено из
следующего соотношения:

1

ln θx
=

n

xn

x∫

0

(x− t)n−1

ln t
dt = n

1∫

0

(1− t)n−1

ln tx
dt.

Поскольку 1 − b < (1 + b)−1 < 1 − b + b2 при b > 0 и 1
ln tx = 1

ln x

(
1 +

ln t
ln x

)−1
, из полученного равенства следует

1

ln θ + lnx
=

1

lnx

(
1− In

lnx
+O

(
1

ln2 x

))
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при x→ 0, где In = n
∫ 1

0
(1−t)n−1 ln t dt. Ясно, что limx→0

ln x
ln θ+ln x = 1.

Учитывая это, нетрудно показать, что ln θ = In + o(1) при x → 0,
таким образом, функция θ = θn(x) имеет предел при x→ 0, равный
eIn = exp(−(1 + 1/2 + . . .+ 1/n)) = qT,n(0).

Заслуживающим особого интереса является случай α = 1, т. е.
когда f(x) = O(xn+1) при x → 0. По теореме 4.3.1 в этом случае
имеет место неравенство Ln(f) > 1/(n + 1). Эта оценка хорошо со-
гласуется с известным утверждением, что если f(x) имеет в нуле
отличную от нуля (n+1)-ю производную, то limx→0θn(x) = 1/(n+1)
(см. теорему 2.2.2).

Далее мы покажем, что утверждение теоремы 4.3.1 вытекает из
одного более общего утверждения.

Наша ближайшая цель — сведение доказательства теоремы 4.3.1
к исследованию конкретных интегральных неравенств с отклоняю-
щимся аргументом того вида, что были рассмотрены ранее.

Будем считать (это не ограничивает общности), что на промежут-
ке (0, a] выполняется неравенство θn(x) 6 q для некоторого 0 < q < 1.
В силу теоремы Дарбу (теорема 1.1.2) можно сделать вывод, что
функция f удовлетворяет следующему неравенству (возможно, при-
дется перейти к рассмотрению функции −f вместо f):

f (n)(px) >
n!

xn
f(x), 0 < x 6 a, p ∈ (q, 1]. (4.3.2)

Понятно, что при p = q это неравенство может лишь перейти в ра-
венство.

Теперь нам предстоит определить возможные значения q при
некоторых предположениях о поведении функции f в окрестности
точки 0. Имеет место следующая

Теорема 4.3.2. Допустимые значения q в неравенстве (4.3.2)
определяются асимптотикой f(x) при x→ 0 следующим образом:

(а) если f(x) = o(xn lnx), то q > qT,n(0);
(б) если −1 < α < 0 и f(x) = o(xn+α), то q > qT,n(α);
(в) если α > 0 и f(x) = Axn + o(xn+α), где A — постоянная, то

q > qT,n(α).

Замечание 4.3.1. Ясно, что теорема 4.3.1 является простым
следствием только что сформулированной теоремы 4.3.2. Кроме то-
го, можно сделать некоторые дополнительные замечания относи-
тельно поведения функции θn(x). Например, если мы знаем, что
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q > qT,n(α), то в любой окрестности нуля должны существовать точ-
ки x > 0, в которых θn(x) > qT,n(α).

⊳ Мы сведем исследование дифференциального неравен-
ства (4.3.2) к исследованию некоторого интегрального неравенства с
отклоняющимся аргументом. Предварительно мы рассмотрим инте-
гральный оператор, попадающий в класс тех, что подробно изучены
в параграфе 4.2:

L (ϕ)(x) = n

1∫

0

(1− t)n−1ϕ(tx) dt

для 0 < x 6 a. Этот интегральный оператор имеет довольно специ-
фичное ядро x 7→ n(1− x)n−1 (ядро Тейлора).

Из условий теоремы 4.3.2 следует, что функция ϕ(x) = f(x)/xn

суммируема на промежутке (0, a]. Это позволяет проинтегрировать
неравенство (4.3.2) n раз и получить нужное нам интегральное нера-
венство

f(px) > npn
x∫

0

(x− t)n−1ϕ(t) dt.

Точнее говоря, рассмотрим функцию

g(x) = f(px)− npn
x∫

0

(x− t)n−1ϕ(t) dt,

тогда g(0) = g′(0) = . . . = g(n−1)(0) = 0 и gn(x) > 0 (согласно нера-
венству (4.3.2)) на промежутке (0, a], следовательно, g(x) > 0 на этом
же промежутке, что и требовалось.

После замены переменной интегрирования t = xτ мы получаем
неравенство

L (ϕ)(x) < ϕ(y)L (1)(x) = ϕ(y), qx < y 6 x. (4.3.3)

В этом случае оператор L переводит функции ϕ ∈ C(0, a] с условием
ϕ(x) = o(x−1) при x→ 0 в функции

L (ϕ)(x) =

1∫

0

n(1− t)n−1ϕ(tx) dt
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из класса C[0, a]. Таким образом, к этому оператору могут быть при-
менены общие результаты параграфа 4.2.

Из неравенства (4.3.3) сразу получаем, что функция ϕ удовле-
творяет неравенствам (3.2.4) и (3.2.6), рассматриваемым для данного
оператора L . Надо также отметить, что оценка f(x) = o(xng(x)) вле-
чет оценку ϕ(x) = o(g(x)). Кроме того, как уже отмечалось, функ-
ция α 7→ qT,n(α) совпадает с функцией α 7→ q(α), соответствующей
данному конкретному оператору. В силу положительности ядра Тей-
лора на промежутке [0, 1) мы вправе воспользоваться теоремой 4.2.7,
которая и гарантирует указанные в условиях теоремы 4.3.2 оценки.

Таким образом, теорема 4.3.2, а вместе с ней и теорема 4.3.1,
доказаны. ⊲



ГЛАВА 5

НЕСКОЛЬКО ДОБАВЛЕНИЙ

Излагаемые в этой главе результаты были получены в работе [29]
(см. также [30] и [31]). Они естественным образом дополняют ре-
зультаты, приведенные в предыдущих трех главах, и могут служить
основой дальнейших исследований.

5.1. Решения интегральных уравнений

с отклоняющимся аргументом

В этом параграфе мы остановимся на исследовании свойств ре-
шений интегральных уравнений вида

1∫

0

a(t)f(tx)dt = f(qx), 0 < x 6 1, (5.1.1)

где a(t) — неотрицательная, суммируемая и существенно ограничен-

ная на отрезке [0, 1] функция, причем
∫ 1

0 a(t)dt = 1, а q — некоторое
число из интервала (0, 1). Будем также предполагать, что не суще-
ствует такой окрестности нуля, в которой a(t) = 0 почти всюду. В ка-
честве f будем рассматривать функции, непрерывные на промежут-
ке (0, 1] и такие, что указанный в уравнении интеграл существует.
Такие функции, очевидно, образуют линейное пространство.

Если рассмотреть самый простой случай a(t) ≡ 1, то доказан-
ные прежде результаты позволяют заключить (см., например, след-
ствие 3.3.3, что асимптотика f(x) = O(1) при x → 0 влечет нера-

венство limx→0
ξ(x)
x > 1/e, где ξ(x) — крайняя правая точка средне-

го значения функции f на отрезке [0, x]. Таким образом, очевидно,
что ограниченная строго монотонная функция f не может являться
решением уравнения (5.1.1) при a(x) ≡ 1 и 1 > q > 1/e. Но это рас-
суждение не распространяется на класс осциллирующих функций, и,
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действительно, как будет ясно из дальнейшего, среди функций та-
кого вида существует бесконечномерное подпространство решений
указанного уравнения.

Непосредственной целью этого параграфа является некоторое
описание структуры множества решений. Сначала мы остановимся
на качественных утверждениях, потом обратимся к вопросам суще-
ствования решений.

Нам понадобится функция α 7→ q(α), свойства которой доказаны
в лемме 4.1.1. Напомним, что она определяется равенствами

q(0) = exp

( 1∫

0

a(t) ln tdt

)
, q(α) =

( 1∫

0

a(t)tα dt

) 1
α

при α 6= 0 .

Как было показано в лемме 4.1.1, такая функция непрерывна, строго
возрастает и принимает значения на интервале (0, 1).

Далее в этом параграфе мы предполагаем, что 0 < q < 1.

Лемма 5.1.1. Пусть функции g(x) и h(x) являются решениями

неравенства
∫ 1

0
a(t)f(tx)dt 6 f(qx) на некотором промежутке (0, a],

h(x) = o(g(x)) и g(x) → ∞ при x→ 0. Тогда если h(x) > C на отрезке

[qa, a], то h(x) > C и на всем промежутке (0, a].

⊳ Допустим противное, т. е. существует точка x∗ ∈ (0, qa), в ко-
торой h(x) < C, тогда можно подобрать такие ε0 > 0 и затем ε > 0,
что функция h0(x) = h(x) + εg(x) + ε0 будет строго больше C на
отрезке [qa, a] и h0(x

∗) < C. Кроме того, очевидно, что h0(x) → +∞
при x → 0 и h0(x) удовлетворяет неравенству из условия леммы.
Но тогда функция h0(x) достигает своего минимума на промежут-
ке (0, a] в некоторой точке qx0, где x0 ∈ (0, a], причем h0(x0) < C.
Для всех x ∈ (0, x0) h0(x) > h0(qx), а так как h0(x) → ∞, то в неко-
торой окрестности нуля это неравенство строгое. Пользуясь теперь
тем, что a(x) не равняется почти всюду нулю ни в какой окрестности

нуля, легко получаем, что
∫ 1

0
a(t)h0(tx0) dt > h0(qx0), чего не может

быть. ⊲

Теорема 5.1.1. Пусть h(x) — решение уравнения (5.1.1), g(x) —

решение неравенства
∫ 1

0 a(t)f(tx) dt 6 f(qx) с одним и тем же q,
причем g(x) → ∞ при x → 0, а h(x) = o(g(x)). Тогда g(x) — ограни-

ченная функция.
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⊳ Очевидно, что h(x) и −h(x) удовлетворяют неравенству∫ 1

0
a(t)f(tx) dt 6 f(qx). Поэтому, если m 6 h(x) 6 M на некото-

ром отрезке вида [qa, a], то по предыдущей лемме m 6 h(x) 6 M и
на всем промежутке (0, a], что и доказывает теорему. ⊲

Следующие лемма и теорема позволяют сравнивать некоторые
решения уравнения (5.1.1) с уже известными.

Лемма 5.1.2. Пусть q = q(α), где α > 0, и для некоторой функ-

ции f со свойством f(x) = o(1) при x → 0 выполняется неравенство∫ 1

0 a(t)f(tx)dt 6 f(qx). Тогда, если на некотором отрезке [qa, a] верно

неравенство f(x) > Cxα, то оно выполняется и на промежутке (0, a].

⊳ Допустим противное, т. е. существует точка x∗ ∈ (0, qa), в ко-
торой f(x) < Cxα. Можно подобрать ε > 0 такое, что функция
f0(x) = f(x) − (C − ε)xα была бы больше нуля на отрезке [qa, a]
и f0(x

∗) < 0, но тогда функция f0(x) принимает свое минимальное
значение в некоторой точке qx0, где x0 ∈ (0, a], причем f0(qx0) < 0,
кроме того, f0(x) удовлетворяет тому же неравенству, что и функ-
ция f(x). Но так как f(x) > f(qx0) при x ∈ (0, x0] и f0(x) → 0 при

x → 0, то
∫ 1

0
a(t)f(x0t) dt > f(qx0), чего не может быть. Заметим,

что строгое неравенство вытекает из того, что a(x) не равна почти
всюду нулю ни в какой окрестности нуля. ⊲

Теорема 5.1.2. Пусть q = q(α), где α > 0, и функция f(x) явля-

ется решением уравнения (5.1.1). Тогда если f(x) = o(1) в нуле, то

существуют такие константы C1 и C2, что C1x
α 6 f(x) 6 C2x

α на

промежутке (0, 1].

⊳ Достаточно заметить, что и функция f и функция −f явля-

ются решениями неравенства
∫ 1

0
a(t)f(tx)dt 6 f(qx), и применить

лемму 5.1.2. ⊲
Оставшаяся часть параграфа посвящена вопросам существова-

ния решений уравнения (5.1.1). По лемме 4.1.1 имеет место ра-
венство limα→∞ q(α) = 1. Рассмотрим также α0 — нижнюю грань

тех α ∈ R, для которых определен интеграл
∫ 1

0 a(t)t
αdt, и пусть

q∗ = limα→α0+ q(α). Ясно, что q∗ ∈ [0, 1), хотя в ряде случаев можно
утверждать, что q∗ = 0 (см. лемму 4.1.1).

Таким образом, для любого q ∈ (q∗, 1) мы имеем решение урав-
нения (5.1.1) вида xα, где α — вещественное число, или же lnx при
q = q(0). Заметим, что при α > 0 решение ограничено, в противном
случае — не ограничено. Отметим также, что для любого q функция
f(x) ≡ const является решением уравнения (5.1.1).
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Возникает ряд естественных вопросов. Существуют ли другие

решения уравнения (5.1.1)? Сколько их? Можно ли для заданного

q 6 q(0) найти ограниченные решения? Далее мы постараемся отве-
тить на эти вопросы.

Заметим, что если для некоторого комплексного α выполняется

равенство
∫ 1

0
a(t)tαdt = qα, то f1(x) = Re(xα) и f2(x) = Im(xα) будут

вещественными решениями нашего уравнения. Для того, чтобы не
было двусмысленности, отметим, что под выражением τα, где τ > 0,
а α — комплексное число, мы подразумеваем eα ln τ , где ln τ — обыч-
ный вещественный логарифм.

Итак, можно попытаться найти решения нашего уравнения, ре-
шая в комплексной плоскости уравнение

1∫

0

a(t)tα dt = qα. (5.1.2)

Отметим, что тогда f1(x) = xa cos(b lnx) и f2(x) = xa sin(b lnx) будут
осциллирующими функциями (α = a+ ib) при b 6= 0. При Re(α) > 0
они ограничены, а при Re(α) > 0 к тому же fi(x) → 0 при x→ 0.

Даже в простейшем случае a(x) ≡ 1 для уравнения (5.1.2) не
удается найти явного вида решения. Задача принимает следующий
вид. Найти решения уравнения

1

1 + α
= qα = eα ln q,

если Re(α) > −1 или Re(α) > 0 в зависимости от условия.
Многие подобные задачи хорошо изучены. Классическим приме-

ром является исследование Л. С. Понтрягиным корней квазимного-
члена [38]. Сложность нашей задачи состоит в задании левой части
уравнения (5.1.2) через интеграл. На этом мы еще остановимся, а
пока докажем следующий результат.

Теорема 5.1.3. Пусть q = q(β) и β 6= 0. Тогда не существует

решений уравнения
∫ 1

0
a(t)tα dt = qα таких, что Re(α) лежала бы

строго между β и нулем.

⊳ Разберем сначала случай β < 0. Тогда, если бы существовало α,
удовлетворяющее условиям теоремы, то g(x) = Re(xα) было бы ре-
шением уравнения (5.1.1), но h(x) = xβ также является решением
этого уравнения, причем h(x) → +∞ при x → 0, а g(x) = o(h(x)),
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но тогда по теореме 5.1.1 g(x) должно быть ограниченным, чего не
может быть.

Пусть теперь β > 0 и существует α ∈ (0, β), удовлетворяющее
уравнению

1∫

0

a(t)tα dt = qα = qα
1∫

0

a(t) dt.

Ясно, что
1∫

0

a(t)tαt−α dt = q−α
1∫

0

a(t)tα dt.

Пусть a(t) = a(t)tα
(∫ 1

0 a(t)t
α dt

)−1
, тогда

∫ 1

0 a(t)t
−α dt = q−α. Точно

также
∫ 1

0
a(t)t−βdt = q−β , т. е. −α и −β удовлетворяют аналогичному

уравнению с другим ядром. Заметим, что a(x) = O(x−α) при x→ 0,
поэтому все преобразования законны. Далее остается сослаться на
первую часть доказательства теоремы. Действительно, должно быть
−β < −α < 0, что невозможно. ⊲

Теперь более пристально взглянем на левую часть уравне-
ния (5.1.2). После замены переменной интегрирования t = e−τ , мы
замечаем, что

F (α) =

1∫

0

a(t)tαdt =

+∞∫

0

a(e−τ )e−τ(α+1) dt,

т. е. мы имеем дело с преобразованием Лапласа функции φ(τ) =
a(e−τ )e−τ . Теперь из известных свойств преобразования Лапласа
легко сделать вывод о том, что в области Re(α) > −1 F (α) является
аналитической функцией, и f(a+ ib) → 0 при |b| → ∞ [42, с. 511].

Функция E(α) = qα = eα ln q является также аналитической в
этой области (и даже на всей плоскости). Поэтому к нашей задаче
мы можем применить методы теории аналитических функций.

Далее мы будем работать с областями на комплексной плоскости
специального вида:

Dc =
{
α ∈ C

∣∣ Re(α) > c, Im(α) > 0
}
,

где c — некоторое вещественное число.
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Теорема 5.1.4. Пусть в области Dc преобразование Лапласа

функции a(e−τ ) имеет конечное число нулей. Тогда для любого

q ∈ (0, 1) уравнение (5.1.2) имеет бесконечное число решений в этой

области.

Для доказательства этой теоремы нам понадобится один важный
факт из теории аналитических функций.

Пусть T — односвязная, уходящая на бесконечность область,
ограниченная простой жордановой кривой. Пусть Γ1 — ветвь гра-
ницы T , уходящая в отрицательном относительно T направлении, а
Γ2 — ветвь границы, уходящая на бесконечность в положительном
направлении, так что −Γ1 + Γ2 составляют границу T . Рассмотрим
функцию f(z), мероморфную во всех конечных точках области T и
ее границы. Нам понадобится следующий результат.

Теорема 5.1.5 (теорема Иверсена [53, с. 82]). Предположим,

что функция f(z) вдоль Γ1 и Γ2 стремится к разным пределам при

z → ∞ или, стремясь к одному и тому же пределу, не стремится к

этому пределу равномерно, когда z, оставаясь в T , стремится к ∞.

Тогда f(z) принимает в T все значения (в том числе и ∞) бесчис-

ленное число раз за исключением самое большее двух значений.

⊳ Доказательство теоремы 5.1.4. Рассмотрим в качестве об-
ласти T в теореме Иверсена Dc = {α ∈ C | Re(α) > c, Im(α) > 0} с
естественными ветвями границы Γ1 = {z ∈ C | Re(z) = c, Im(z) > 0}
и Γ2 = {z ∈ C | Re(z) > c, Im(z) = 0}.

В качестве функции f(z) возьмем F (z)
E(z) , она мероморфная, и даже

аналитическая в Dc. Покажем, что при стремлении к бесконечно
удаленной точке по Γ1 f(z) стремится к нулю, а при стремлении
по Γ2 f(z) стремится к бесконечности.

Действительно, когда z ∈ Γ1, то |E(z)| = qc, а по свойству преоб-
разования Лапласа F (c+ ib) → 0 при b→ ∞. Следовательно, по кри-
вой Γ1 стремится к нулю. Рассмотрим теперь Γ2. Так как q ∈ (0, 1),

а limα→∞

(∫ 1

0 a(t)t
α dt

)1/α
= 1, то

lim
α→∞

( 1∫
0

a(t)tα dt
) 1

α

q
> 1 и lim

α→∞

1∫
0

a(t)tα dt

qα
= +∞,

но это и означает, что по кривой Γ2 f(z) стремится к бесконечности
при z → ∞. Теперь мы вправе воспользоваться теоремой Иверсе-
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на 5.1.5. Заметим, что в области Dc f(z) не принимает значения ∞
и принимает лишь конечное число раз значение 0. Следовательно,
∞ и 0 суть как раз особые значения в теореме Иверсена. Все осталь-
ные значения функция принимает бесчисленное число раз, в частно-

сти, существует бесконечное число решений уравнения F (z)
E(z) = 1 или

F (z) = E(z). Доказательство закончено. ⊲

Из доказательства теоремы видно, что тот же результат спра-
ведлив и для области, симметричной Dc относительно вещественной
оси. Заметим также, что c в определении Dc мы можем варьиро-
вать, поэтому существуют корни уравнения (5.1.2) со сколь угодно
большой вещественной частью. Кроме того, из формулы Карлемана
следует

Теорема 5.1.6 [53, с. 154]. Если голоморфная в верхней по-

луплоскости функция f(z) удовлетворяет при достаточно больших

по модулю z условию |f(z)| < e|z|
k

, где k < 1, то сходится ряд∑∞
i=1

∣∣ Im
(

1
ai

)∣∣, где ai — нули f(z) в верхней полуплоскости.

В нашем случае функция F (z) − E(z), очевидно, ограничена в
области Re(z) > 0, и, применяя вышеприведенную теорему к этой
функции (вернее, к функции F (e−πi/2z)− E(e−πi/2z)), мы получим
следующее утверждение: нули ai функции F (z) − E(z) таковы, что
ряд

∑∞
i=1

∣∣Re
(

1
ai

)∣∣ сходится.
Из теоремы 5.1.4 очевидно вытекает

Следствие 5.1.1. Пространство решений уравнения (5.1.1) бес-

конечномерно.

Заметим также, что новые решения могут быть построены из уже
имеющихся с помощью равномерно сходящихся рядов.

Следствие 5.1.2. Для любого q ∈ (0, 1) существует ограничен-

ное решение уравнения (5.1.2).

Следствие 5.1.3. Для любого q ∈ (0, 1) и для любого натураль-

ного k существует решение уравнения (5.1.2) класса Ck[0, 1].

В следствии 5.1.2 достаточно рассмотреть решение вида f(x) =
Re(xα), где α — решение уравнения (5.1.2) и Re(α) > 0. В след-
ствии 5.1.3 надо взять f(x) = Re(xα), где α — решение уравне-
ния (5.1.2) и Re(α) > k. Тогда f(x) = xa cos(b lnx), где a = Re(α).
Легко показать, что f(x) ∈ Ck[0, 1].

В качестве примера можно рассмотреть уравнение (5.1.1) для
оператора с ядром Тейлора a(x) = γ(1 − x)γ−1, где γ > 0. Легко
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показать, что для этого ядра q∗ = 0, α0 = −1,

F (α) =

1∫

0

γ(1− t)γ−1tα dt = γB(γ, α− 1) =
Γ(γ)Γ(α− 1)

Γ(α+ γ − 1)
.

Так как Γ-функция не имеет нулей, то и F (α) не обращается в ноль
на области определения (или можно сказать, что преобразование Ла-
пласа функции (1 − e−τ )γ−1 не обращается в ноль). Следовательно,
к таким ядрам применима теорема 5.1.4. При натуральных значе-
ниях γ мы получаем ядра тейлоровских операторов. В частности,
справедлива следующая

Теорема 5.1.7. Для любых натуральных n и k > n и для лю-

бого 0 < q < 1 существует отличная от многочлена функция класса

Ck[0, 1], для которой справедливо равенство

f(x) =

n−1∑

m=0

f (m)(0)

m!
xm +

f (n)(qx)

n!
xn.

⊳ Действительно, по следствию 5.1.3 для ядра a(x) = n(1−x)n−1

(ядра Тейлора) существует функция класса Ck[0, 1], удовлетворяю-
щая уравнению

1∫

0

n(1− t)n−1g(xt) dt = g(qx).

Но тогда ее n-кратную первообразную можно взять в качестве
f(x). ⊲

5.2. Многомерная теорема о среднем

В этом параграфе мы получим некоторые результаты для мно-
гомерного варианта первой интегральной теоремы о среднем значе-
нии (в пространстве Rn, где n > 2). Через O мы будем обозначать
центр в Rn (т. е. точку со всеми нулевыми компонентами). Сим-
волом σ будем обозначать площадь поверхности единичного шара
B = {x ∈ R

n| ‖x‖ 6 1} (т. e. единичной сферы Sn−1). Если x > 0,
то для любого множества D ⊂ Rn символ xD означает гомотетичное
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ему множество с центром гомотетии O и коэффициентом x. В част-
ности, через xB обозначается шар в Rn с центром в точке O и ради-
усом x.

Рассмотрим единичный шар B, суммируемую неотрицательную
функцию K : B → R и функцию f , которая непрерывна на множе-
стве B \ {O}, а функция f ·K суммируема на B.

Для нас представляет интерес следующее утверждение, являю-
щееся простым следствием из предложения 3.1.2.

Предложение 5.2.1. В условиях, приведенных выше, для каж-

дого x ∈ (0, 1] существует τ ∈ xB \ {O} такое, что

∫

B

K(t)f(xt) dt = f(τ)

∫

B

K(t) dt.

Рассмотрим теперь для каждого x ∈ (0, 1] величину ξn(x) — мак-
симум норм таких τ на отрезке [0, 1].

Как и в одномерном случае, нас будет интересовать характери-

стика limx→0
ξn(x)
x , а точнее, ее оценки снизу.

По аналогии с одномерным случаем здесь может быть построена
теория, основанная на некоторых теоремах сравнения, но мы остано-
вимся здесь лишь на достаточно простом, но содержательном случае,
когда ядро K(x) является сферически симметричной функцией, т. е.

K(x) = α(ρ), где α : (0, 1] → R, ρ =
(
x21 + x22 + . . .+ x2n

)1/2
.

В этом случае, как будет показано далее, эффективной для решения
задачи оказывается некоторая симметризация, которая редуцирует
задачу к одномерной.

Мы исключим из рассмотрения тривиальный случай, когда
K(x) = 0 почти всюду на B (в этом случае ξn(x) = x для всех
x ∈ (0, 1]). Тогда

∫
BK(t) dt > 0, и после умножения ядра на некото-

рую положительную постоянную можно (без ограничения общности)
считать, что этот интеграл равен единице.

Опредeлим функцию φ : (0, 1] → R следующим образом:

φ(ρ) =

∫

|y|=ρ

f(y) dσ ·
(
σρn−1

)−1
,
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где σ — площадь поверхности (n− 1)-мерной сферы. Тогда

∫

B

K(t)f(xt) dt =

1∫

0

σα(ρ)ρn−1φ(ρx) dρ.

Из нормировки следует, что

1∫

0

σα(ρ)ρn−1 dρ =

∫

B

K(t) dt = 1.

Таким образом, мы получили новую (одномерную) задачу, тесно свя-
занную с исходной.

Пусть ξ(x) — максимальное из чисел τ на отрезке [0, x] таких, что

1∫

0

σα(ρ)ρn−1φ(ρx) dρ = φ(τ).

Требуется найти нетривиальную оценку снизу для limx→0
ξ(x)
x . В слу-

чае получения такой оценки, мы автоматически получим оценку для

limx→0
ξn(x)
x . Действительно, справедлива следующая

Лемма 5.2.1. Если limx→0
ξ(x)
x > q, то и limx→0

ξn(x)
x > q.

⊳ Мы можем выбрать последовательность {xm}, xm → 0 при

m→ ∞ такую, что limm→∞
ξ(xm)
xm

> q. Для каждого xm имеем равен-
ство

∫

B

a(t)f(xmt) dω =

1∫

0

σα(ρ)ρn−1φ(ρxm) dρ = φ(ξ(xm)).

Докажем существование такого τ ∈ B, что выполнены равенства
‖τ‖ = ξ(xm) и f(τ) = φ(ξ(xm)). Так как φ(ξ(xm)) — среднее значение
функции f на сфере радиуса ξ(xm), а сфера в пространстве Rn при
n > 2 есть связное множество, то такое τ обязательно найдется. Но
тогда, опять же по определению ξn(xm) > ξ(xm) и, значит,

lim
x→0

ξn(x)

x
> lim
m→∞

ξn(xm)

xm
> lim

m→∞

ξ(xm)

xm
> q,

что и требовалось. ⊲
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Для того, чтобы применить к редуцированной задаче доказанные
ранее теоремы, предварительно выделим еще одно утверждение, до-
казательство которого очевидно.

Лемма 5.2.2. Предположим, что f(x) = o(g(‖x‖)) (f(x) =
O(g(‖x‖)) при ‖x‖ → 0, тогда φ(ρ) = o(g(ρ)) (φ(ρ) = O(g(ρ)), соот-

ветственно) при ρ→ 0.

Особый интерес для нас представляют функции ρ 7→ ρα

и ρ 7→ ln ρ. Определим сначала вспомогательную функцию
qRn : (−n,∞) → R следующим образом:

qRn(α) =

( 1∫

0

σα(ρ)ρn+α−1 dρ

) 1
α

при α 6= 0,

qRn(0) = exp

( 1∫

0

σα(ρ)ρn−1 ln ρ dρ

)
.

Теперь мы можем сформулировать основную теорему этого па-
раграфа.

Теорема 5.2.1. Если f(x) = o(ln ‖x‖) при ‖x‖ → 0, то имеет

место неравенство

lim
x→0

ξn(x)

x
> qRn(0),

если же f(x) = 0(‖x‖α) при ‖x‖ → 0 (α > −n), то

lim
x→0

ξn(x)

x
> qRn(α).

⊳ Рассмотрим оператор (4.2.1) при A(t, x) ≡ σα(t)tn−1. Для

функции x 7→ φ(x) рассмотрим величину L(φ) = limx→0
ξ(x)
x , где

функция ξ : (0, 1] → (0, 1] определяется по формуле

ξ(x) = max

{
τ ∈ (0, x]

∣∣∣∣ φ(τ) =
1∫

0

σα(t)tn−1φ(tx) dt

}
.

В силу леммы 5.2.1 достаточно показать, что если φ(ρ) = o(ln ρ)
при ‖x‖ → 0, то L(φ) > qRn(0), а если φ(ρ) = o(ρα) при ‖x‖ → 0,
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то L(φ) > qRn(α). Но это очевидно следует из теорем 4.2.2–4.2.5,
примененных к оператору с рассматриваемым ядром при q = qRn .

Отметим лишь, что в нашей редуцированной задаче ядро удо-
влетворяет асимптотическому равенству σα(t)tn−1 = O(tn−1) при
t→ 0, и поэтому мы вправе получать оценки при α > −n (см. заме-
чание 4.2.1 на с. 72). ⊲

Интересным частным случаем является функционал, порождае-
мый α(ρ) ≡ const, после нормировки которого и редукции к одно-
мерному случаю мы получаем функционал

L (φ)(x) =

1∫

0

nρn−1φ(ρx) dρ.

Для этого функционала qRn(0) = e−1/n и qRn(α) = (1 + α/n)
−1/α

при
α 6= 0. Поэтому из теоремы 5.2.1 мы получаем следующее утвержде-
ние.

Теорема 5.2.2. Пусть функция f непрерывна на шаре B, для

каждого x из промежутка (0, 1] положим

ξn(x) = max

{
‖τ‖

∣∣∣∣ τ ∈ xB,

∫

xB

f = f(τ)xnµ(B)

}
,

где µ(B) — мера Лебега шара B. Тогда

lim
x→0

ξn(x)

x
> e−

1
n .

Нетрудно показать, что оценки в обеих теоремах 5.2.1 и 5.2.2
неулучшаемы. Следует отметить также, что теорема 5.2.2 перестает
быть верной при n = 1. Для этого достаточно рассмотреть функцию
y(x) = x на отрезке [−1, 1]. Причина такого явления — несвязность
сферы Sn−1 при n = 1.

Аналогичным методом можно доказать теорему, обобщающую
теорему 5.2.2. Рассмотрим единичный шар B = {y ∈ Rn| ‖y‖ 6 1}
при n > 1 и непрерывную функцию f на B. Пусть A — какое-либо
непустое связное замкнутое множество в Sn−1 = {y ∈ Rn| ‖y‖ = 1}
и пусть Ω =

⋃
y∈(0,1] yA. Тогда для каждого x ∈ (0, 1] существует

τ ∈ xΩ такое, что
∫

xΩ

f = f(τ)µ(xΩ) = xnµ(Ω),
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где через µ обозначена мера Лебега. Обозначим через ζn(x) макси-
мум норм таких точек τ . Тогда справедлива следующая

Теорема 5.2.3. Для произвольной непрерывной на единичном

шаре функции f

lim
x→0

ζn(x)

x
> e−1/n.

При n = 1 очевидно, что множество A должно быть одноточеч-
но, а приведенная теорема эквивалентна теореме 2.1.1. При n > 2
доказательство вполне аналогично доказательству теоремы 5.2.2.

Задача 5.2.1. Установить аналог теоремы 5.2.1 для случая инте-
грального оператора с неотрицательным ядром общего вида (не обя-
зательно сферически симметричным) в предложении 5.2.1.

5.3. Операторы со знакопеременным ядром

Очевидно, что для интегрального оператора со знакопеременным
ядром теорема о среднем значении вообще говоря не выполняется.
Однако здесь есть и исключения, одному такому исключительному
классу и посвящен настоящий параграф. Предварительно сформу-
лировав теорему о среднем значении, мы найдем оценки для место-
расположения точки среднего значения при x→ 0.

Рассмотрим функцию a ∈ L∞[0, 1] такую, что

ξ∫

0

a(t) dt > 0,

1∫

ξ

a(t) dt > 0, ξ ∈ (0, 1]. (5.3.1)

Очевидно, что функция x 7→ a(x) может быть знакопеременной.
Рассмотрим теперь оператор

L (f)(x) =

1∫

0

a(t)f(tx) dt,

определенный на множестве непрерывных и суммируемых на проме-
жутке (0, 1] функций.

Нам понадобится следующая

Лемма 5.3.1. Для любого ε > 0 существует x0, 0 < x0 < ε,

такой, что
∫ ξ
x0
a(t)dt > 0 для каждого ξ ∈ (x0, 1].
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⊳ Так как F (ξ) =
∫ ξ
0
a(t) dt > 0 для всех ξ ∈ (0, 1], то, очевидно,

можно подобрать такое c > 0, что F−1(c) ⊂ (0, ε), далее за x0 можно
взять maxF−1(c). ⊲

Отметим, что для монотонных функций f справедлив аналог пер-
вой интегральной теоремы о среднем значении для ядер a со свой-
ством (5.3.1).

Теорема 5.3.1. Пусть f — непрерывная и монотонная функция

на промежутке (0, 1]. Тогда существует такое τ ∈ [0, 1], что

1∫

0

a(t)f(t) dt = f(τ)

1∫

0

a(t) dt,

где подразумевается, что f(0) = limx→0+ f(x).

⊳ Без ограничения общности можно считать, что f не убывает.
Если f(0) = limx→0+ f(x) > −∞, то f непрерывна на отрезке [0, 1],
и по второй теореме о среднем значении (теорема 1.2.6)

1∫

0

a(t)f(t) dt = f(0)

ξ∫

0

a(t) dt+ f(1)

1∫

ξ

a(t) dt

для некоторого ξ ∈ [0, 1], т. е.

f(0)

1∫

0

a(t) dt 6

1∫

0

a(t)f(t) dt 6 f(1)

1∫

0

a(t) dt

в силу условий (5.3.1). Из непрерывности функции f легко следует
существование τ ∈ [0, 1] со свойством

1∫

0

a(t)f(t) dt = f(τ)

1∫

0

a(t) dt.

Если же f(0) = −∞, то по лемме 5.3.1 мы можем выбрать по-

следовательность {xn}, 0 < xn < 1/n, такую, что
∫ ξ
xn
a(t) dt > 0

для всех ξ ∈ (xn, 1]. Тогда, проводя предыдущие рассуждения для
отрезка [xn, 1], доказываем существование τn ∈ [xn, 1] со свойством

1∫

xn

a(t)f(t) dt = f(τn)

1∫

xn

a(t) dt.
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Устремляя n к бесконечности и выбирая из {τn} сходящуюся под-
последовательность, получим в пределе

1∫

0

a(t)f(t) dt = f(τ)

1∫

0

a(t)dt,

где τ — предел нашей подпоследовательности. Отметим, что в этом
случае τ > 0 при условии суммируемости функции t 7→ a(t)f(t)
на промежутке [0, 1], поскольку иначе вышеприведенное равенство
невозможно. Теорема полностью доказана. ⊲

Согласно этой теореме для монотонной и непрерывной функции f
и для любого x ∈ (0, 1] мы можем определить ξ(x) — максимальное
из чисел τ ∈ [0, x] таких, что

1∫

0

a(t)f(tx) dt = f(τ)

1∫

0

a(t) dt.

Как и прежде, нас интересует поведение функции ξ(x) при x→ 0.
Справедлива следующая

Теорема 5.3.2. Пусть функция a ∈ L∞[0, 1] удовлетворяет усло-

виям (5.3.1), a f(x) — монотонная, непрерывная и суммируемая на

промежутке (0, 1] функция, тогда

lim
x→0

ξ(x)

x
>

1∫

0

a(t) dt

( 1∫

0

a(t)t−1 dt

)−1

.

Оценка в этой теореме точная, для того, чтобы убедиться в этом,
достаточно рассмотреть функции f(x) = xα (α > −1). Напомним,

что
∫ 1

0
a(t)dt > 0 в соответствии с условиями (5.3.1). Заметим так-

же, что
∫ 1

0 a(t)t
−1dt > 0 по теореме 5.3.1. Отметим также, что при∫ 1

0 a(t)t
−1dt = ∞ (например, для ядер t 7→ a(t), удовлетворяющих

неравенству a(t) > const > 0) утверждение теоремы становится три-
виальным.

Для доказательства сформулированного результата нам понадо-
бятся два вспомогательных утверждения.
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Лемма 5.3.2. Пусть функция f не убывает, тогда справедливо

неравенство
1∫

0

a(t)f(tx) dt 6 f(x)

1∫

0

a(t) dt.

⊳ Пусть f(0) = limx→0+ f(x). По теореме 5.3.1 существует такое
число τ ∈ [0, x], что

1∫

0

a(t)f(tx) dt = f(τ)

1∫

0

a(t) dt.

Утверждение леммы следует теперь из того, что f(x) > f(τ) (по

условию леммы) и
∫ 1

0 a(t) dt > 0 (см. условия (5.3.1)). ⊲

Лемма 5.3.3. Пусть функция f не возрастает на промежутке

(0, x∗] и не убывает на отрезке [x∗, b], b > 0, тогда справедливо нера-

венство
1∫

0

a(t)f(tb) dt > f(x∗)

1∫

0

a(t) dt.

⊳ Без ограничения общности можно считать, что f(x∗) = 0 (для
этого достаточно вместо функции f рассмотреть функцию f + C,
где C — подходящая константа). Следовательно, f(x) > 0 на отрез-
ке [0, b]. По второй теореме о среднем имеем

1∫

x∗/b

a(t)f(tb) dt = f(x∗)

ξ∫

x∗/b

a(t) dt+ f(b)

1∫

ξ

a(t) dt = f(b)

1∫

ξ

a(t) dt

для некоторого ξ ∈ [x∗/b, 1], таким образом,

1∫

x∗/b

a(t)f(tb) dt > 0

(напомним, что
∫ 1

ξ a(t) dt > 0 в силу условий (5.3.1)).

Теперь достаточно показать, что
∫ x∗/b

0 a(t)f(tb)dt > 0. По лем-
ме 5.3.1 мы можем выбрать последовательность {xn}, 0 < xn < 1/n,
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такую, что
∫ ξ
xn
a(t)dt > 0 для всех ξ ∈ (xn, 1]. По второй интеграль-

ной теореме о среднем для некоторого ξ ∈ [xn, x
∗/b] получаем

x∗/b∫

xn

a(t)f(tb) dt = f(xn)

ξ∫

xn

a(t) dt+f(x∗)

x∗∫

ξ

a(t) dt = f(xn)

ξ∫

xn

a(t) dt > 0.

Переходя к пределу при n→ ∞ получаем, что
∫ x∗/b

0 a(t)f(tb) dt > 0.
Лемма доказана. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 5.3.2. Можно считать, что f ни
в какой окрестности нуля не является постоянной, в противном слу-

чае все очевидно. Обозначим
( ∫ 1

0 a(t)t
−1 dt

)−1∫ 1

0 a(t) dt через q. До-
пустим, утверждение теоремы не выполняется. Заменяя при необхо-
димости f на −f , можно считать, что функция f не убывает. То-
гда, учитывая непрерывность функции и утверждение леммы 5.3.2,
функция f для x ∈ (0, a] должна удовлетворять неравенству

1∫

0

a(t)f(tx) dt < f(qx)

1∫

0

a(t) dt.

Отметим, что для функции F (x) = 1
x

∫ x
0
f(t) dt выполняется анало-

гичное неравенство

1∫

0

a(t)F (tx) dt < F (qx)

1∫

0

a(t) dt.

Как нетрудно заметить, оно получается из предыдущего интегри-

рованием по переменной x. Поскольку F ′(x) =
f(x)x−

∫
x

0
f(t)dt

x2 > 0,
функция F также не убывает.

Пусть g(x) = f(x)x −
∫ x
0
f(t)dt. Тогда g(0) = 0 и функция g не

убывает. Действительно, надо доказать, что
∫ y
x
f(t) dt 6 f(y)y−f(x)x

при 0 < x < y. Но это неравенство легко следует из того, что

f(y)(y − x) 6 f(y)y − f(x)x и

y∫

x

f(t) dt 6 f(y)(y − x).

Если к тому же на некотором отрезке [x, y] функция f не является
постоянной, то, как нетрудно видеть, g(x) < g(y).
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Так как f (по нашему допущению) не является постоянной ни в
какой окрестности нуля, то такова же и функция g. Выберем такое
число C, что g−1(C) состоит из одной точки qx∗, где x∗ ∈ (0, a]. Это
можно сделать в силу того, что g(0) = 0, g не убывает и не является
постоянной ни в какой окрестности нуля. Тогда g(x) < C при x < qx∗

и g(x) > C при x > qx∗. Рассмотрим теперь функцию

f0(x) = F (x) + C/x.

Так как функция y(x) = 1/x удовлетворяет уравнению (см. опреде-
ление числа q выше)

1∫

0

a(t)y(tx) dt = y(qx)

1∫

0

a(t) dt,

то при x ∈ (0, a] функция f0 должна удовлетворять неравенству

1∫

0

a(t)f0(tx) dt < f0(qx)

1∫

0

a(t) dt.

Но с другой стороны, очевидно, что f0(x) убывает на промежутке

(0, qx∗] и возрастает на отрезке [qx∗, x∗], так как f ′
0(x) = g(x)−C

x2 .
Тогда по лемме 5.3.3

1∫

0

a(t)f0(tx
∗) dt > f0(qx

∗)

1∫

0

a(t) dt,

чего не может быть ввиду предыдущего неравенства. ⊲
В доказательстве этой теоремы можно было заранее предпола-

гать, что функция x 7→ a(x)/x, а, следовательно, и x 7→ F (x)a(x)
суммируема на отрезке [0, 1], поскольку в противном случае оценка
в теореме становится тривиальной.

Задача 5.3.1. Получить уточнение теоремы 5.3.2, учитывающее
асимптотическое поведение функции x 7→ f(x) в точке x = 0.



ГЛАВА 6

АСИМПТОТИКА ТОЧЕК СРЕДНЕГО
ЗНАЧЕНИЯ ДЛЯ РАЗДЕЛЕННЫХ

РАЗНОСТЕЙ

Изложение в этой главе основано главным образом на работах [32]
и [34]. Полученные в этих работах новые результаты об асимптотике
точек промежуточного значения в теореме Шварца для разделен-
ных разностей сравниваются с некоторыми результатами работ [130]
и [166].

6.1. Оценки в интегральных неравенствах

Приведем для удобства читателей одну лемму, являющуюся ва-
риацией полученных ранее результатов (см. теорему 4.2.7).

Лемма 6.1.1. Рассмотрим произвольную неотрицательную сум-

мируемую функцию a : [0, 1] → R и число α0 ∈ (−∞,−1] такие,

что
∫ 1

0 a(t) = 1 и a(t) = o(t−1−α) при t → 0 для всех α > α0. Пусть

непрерывная на отрезке [0, 1] функция h удовлетворяет при x ∈ (0, b)
неравенству

1∫

0

a(t)h(xt) dt < h(px)

для всех q0 6 p 6 1. Тогда, если h(x) = o(xα) (α 6= 0) при x→ 0, то

q0 > q(α) =

( 1∫

0

a(t)tα dt

) 1
α

(см. (4.1.2)).
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⊳ Доказательство будем вести от противного. Предположим, что
q0 < q(α). Тогда неравенство в условии леммы обязано выполняться
при p = q(α) и p = 1. Разберем отдельно случаи α < 0 и α > 0.

Пусть α < 0. Положим ε0 = min h(x) на отрезке [q(α)b, b] и до-
кажем, что найдется точка x0 ∈ (0, q(α)b), в которой h(x0) < ε0.
Действительно, если такой точки не существует, то, очевидно, най-
дется такая точка x1 (x1 < b), что для всех t ∈ (0, x1) выполняется
неравенство h(t) > h(x1). Следовательно, для всех t ∈ [0, 1] справед-
ливо неравенство h(x1t) > h(x1), интегрируя которое, мы получаем

∫ 1

0

a(t)h(x1t) dt > h(x1),

чего не может быть. Выберем теперь ε1 такое, что h(x0) < ε1 < ε0.
После этого подберем такое ε2 > 0, что выполняется неравенство
h(x0)− ε1 + ε2x

α
0 < 0. Тогда функция, определяемая формулой

h0(x) = h(x)− ε1 + ε2x
α,

положительна на отрезке [q(α)b, b] и h0(x0) < 0. Так как

1∫

0

a(t)
(
xt
)α
dt ≡ (q(α)x)α,

то для x ∈ (0, b)
1∫

0

a(t)h0(xt) dt < h0(q(α)x).

Отметим, что h0(x) → +∞ при x → 0. Это следует из того, что
h(x) = o(xα) при x→ 0 и α < 0. Поэтому функция h0 достигает сво-
его минимального значения на промежутке (0, b] в некоторой точке
вида q(α)x∗ (x∗ < b), так как h0 положительна на отрезке [q(α)b, b]
и принимает отрицательное значение в точке x0. Значит, для всех
t ∈ [0, 1] справедливо неравенство h(x∗t) > h(q(α)x∗), интегрируя
которое, мы получаем

1∫

0

a(t)h(x∗t) dt > h(q(α)x∗),
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что невозможно. Полученное противоречие и доказывает первую
часть леммы.

Пусть теперь α > 0. Так как h(x) → 0 при x → 0, то функция h
положительна на промежутке (0, b]. В противном случае существу-
ет точка x1 (x1 < a) такая, что для всех t ∈ (0, x1) справедливо
неравенство h(t) > h(x1). Таким образом, как и в первой части до-
казательства, мы получаем неверное неравенство

1∫

0

a(t)h(x1t) dt > h(x1).

Выберем теперь такое ε > 0, что функция h0(x) = h(x) − εxα поло-
жительна на отрезке [q(α)b, b]. Так как

1∫

0

ϕ(t)(xt)α dt ≡ (q(α)x)α,

то для x ∈ (0, b) имеем

1∫

0

a(t)h0(xt) dt < h0(q(α)x).

Если функция h0 принимает отрицательные значения на промежут-
ке (0, b], то она достигает своего минимального значения на этом
промежутке в некоторой точке вида q(α)x∗ (x∗ < b) в силу того,
что h0 положительна на отрезке [q(α)b, b]. Значит, для всех t ∈ [0, 1]
справедливо неравенство h(x∗t) > h(q(α)x∗), проинтегрировав кото-
рое, мы получаем

1∫

0

a(t)h(x∗t) dt > h(q(α)x∗),

что невозможно. Таким образом, функция h0 неотрицательна в неко-
торой окрестности нуля, т. е. h(x) − εxα > 0. Это неравенство про-
тиворечит асимптотике h(x) = o(xα) при x → 0. Полученное проти-
воречие завершает доказательство леммы. ⊲
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Условие α 6= 0 в приведенной лемме несущественно, более того,
тем же способом, что был использован для случая α < 0, можно по-
казать, что асимптотика h(x) = o(lnx) при x→ 0 влечет неравенство

q0 > q(0) = exp

( 1∫

0

a(t) ln(t) dt

)

(см. доказательство пункта (а) теоремы 4.2.7).

6.2. Разделенные разности

Подробное изложение теории разделенных разностей и смежных
вопросов можно найти, например, в книге [9] и обзоре [72].

6.2.1. Основные свойства разделенных разностей. Рас-
смотрим некоторую функцию f : (a, b) → R и выберем точки
x0, x1, x2, . . . , xn на интервале (a, b). Наша ближайшая цель — опре-
делить понятие разделенной разности [x0, x1, x2, . . . , xn; f ] для этих
объектов.

Это легко сделать для попарно различных чисел x0, x1, x2, . . . , xn.
В этом случае можно дать индуктивное определение. Для каждого i
полагаем [xi; f ] := f(xi), для i 6= j используем следующее определе-

ние: [xi, xj ; f ] :=
[xi;f ]−[xj;f ]

xi−xj
. Аналогично полагаем

[x0, x1, x2, . . . , xn; f ] :=
[x0, x1, . . . , xn−1; f ]− [x1, x2, . . . , xn; f ]

x0 − x1

при условии, что выражения [x0, x1, x2, . . . , xn−1;f ] и [x1, x2, . . . , xn;f ]
уже определены. Нетрудно понять, что

[x0, x1, x2, . . . , xn; f ] =
f(x0)

(x0 − x1)(x0 − x2) · · · (x0 − xn)
+

+
f(x1)

(x1 − x0)(x1 − x2) . . . (x1 − xn)
+ . . .+

+
f(xn)

(xn − x0)(xn − x1) . . . (xn − xn−1)
.

(6.2.1)

Полезно рассмотреть функцию

ψ(x) = (x − x0)(x − x1)× . . .× (x− xn). (6.2.2)
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С ее помощью легко получить формулу

f(x) =

n∑

i=0

f(xi)ψ(x)

(x− xi)ψ′(xi)
+ ψ(x)[x, x0, x1, x2, . . . , xn; f ], (6.2.3)

которая по сути эквивалентна определению [x, x0, x1, x2, . . . , xn; f ].

Отметим, что P (x) :=
∑n
i=0

f(xi)ψ(x)
(x−xi)ψ′(xi)

является многочленом сте-

пени не выше n, удовлетворяющим условию P (xi) = f(xi) при
i = 0, 1, . . . , n. Этот многочлен называется многочленом Лагранжа

для функции f и (попарно различных) точек x0, x1, . . . , xn, а форму-
ла (6.2.3) называется интерполяционной формулой Лагранжа. Эта
формула по сути совпадает с интерполяционной формулой Ньютона

f(x) = [x0; f ] + [x0, x1; f ](x− x0) + . . .+

+ [x0, x1, x2, . . . , xn; f ](x − x0)(x − x1) . . . (x− xn−1)+

+ [x, x0, x1, x2, . . . , xn; f ]ψ(x).

(6.2.4)

Следует отметить, что многочлен [x0; f ] + [x0, x1; f ](x − x0) + . . . +
[x0, x1, x2, . . . , xn; f ](x − x0)(x − x1) . . . (x − xn−1) (многочлен Нью-

тона для функции f и точек x0, x1, . . . , xn) только формой записи
отличается от многочлена Лагранжа.

Теперь мы обратимся к определению разделенной разно-
сти [x0, x1, x2, . . . , xn; f ] для не обязательно различных значений
x0, x1, . . . , xn. Такого определения не существует для произвольных
функций f , поскольку от функции необходимо потребовать наличия
некоторого количества производных. Соответствующее определение
заведомо корректно для функций f , обладающих на интервале (a, b)
всеми производными до порядка n включительно. Но в ряде случаев
такое требование излишне (см. замечание 6.2.3).

Пусть совокупность точек {x0, x1, . . . , xn} совпадает с совокупно-
стью попарно различных точек {z0, z1, . . . , zl}, причем для 0 6 i 6 l
число zi встречается в записи x0, x1, . . . , xn в точности pi раз. Таким
образом, pi > 1 для всех 0 6 i 6 l и p0 + p1 + p2 + . . . + pl = n + 1.
Пусть

q(z) =

l∏

i=0

(z − zi)
pi . (6.2.5)

Приведем теперь общее определение для [x0, x1, x2, . . . , xn; f ].
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Определение 6.2.1. Разделенная разность для функции f опре-
деляется формулой

[x0, x1, x2, . . . , xn; f ] :=

=

l∑

k=0

pk−1∑

m=0

f (m)(zk)

m!(pk −m− 1)!

dpk−m−1

dzpk−m−1

[
(z − zk)

pk

q(z)

]∣∣∣∣∣
z=zk

.

Очевидна инвариантность выражения [x0, x1, x2, . . . , xn; f ] отно-
сительно любых перестановок элементов x0, x1, x2, . . . , xn. Возмож-
ны и другие варианты определения величины [x0, x1, x2, . . . , xn; f ],
см. [9, 72].

Используя определение 6.2.1, можно обобщить интерполяцион-
ную формулу Лагранжа до интерполяционной формулы Эрмита

(см. [101] или, например, [2, 9])

f(x) = PH(x) + q(x)[x, x0, x1, x2, . . . , xn; f ], (6.2.6)

где многочлен Эрмита PH определяется формулой

PH(x) =

l∑

k=0

pk−1∑

m=0

m∑

s=0

f (m)(zk)

(m− s)!(pk −m− 1)!
×

× dm−s

dzm−s

[
(z − zk)

pk

q(z)

]∣∣∣∣∣
z=zk

q(x)

(x− zk)s+1

(6.2.7)

и характеризуется (среди многочленов степени не выше n) тем, что
выполнены равенства

P
(s)
H (zk) = f (s)(zk), 0 6 s 6 pk − 1, k = 0, 1, . . . , l.

Чрезвычайно важную роль во всех вопросах, связанных с разде-
ленными разностями, играет

Теорема 6.2.1 (теорема Шварца [9, 72, 148, 149]). Пусть функ-

ция f : (a, b) → R имеет n-ю производную. Тогда для любых чисел

xi ∈ (a, b), 1 6 i 6 n, справедлива формула

[x0, x1, x2, . . . , xn; f ] =
f (n)(ξ)

n!
(6.2.8)
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для некоторого ξ ∈ [m,M ], где m = min{x0, x1, . . . , xn} и M =
max{x0, x1, . . . , xn}. При этом если m < M , то можно считать, что

ξ ∈ (m,M).

Замечание 6.2.1. Отметим, что при xn = . . . = x2 = x1 = x0

(когдаm =M) выполняется равенство [x0, x1, x2, . . . , xn; f ] =
f(n)(x0)

n!
согласно формуле (6.2.1).

Замечание 6.2.2. Если в равенстве (6.2.8) положить xn−1 =
. . . = x2 = x1 = x0 и xn = x 6= x0, то получится формула Тейло-
ра (порядка n− 1) с остаточным членом в форме Лагранжа.

Замечание 6.2.3. Заметим, что если x0 6 x1 6 . . . 6 xn и
x0 6= xn, то для корректного определения разделенной разности
[x0, x1, x2, . . . , xn; f ] достаточно наличия у функции f всех производ-
ных до порядка n−1 включительно (напомним, что в случае попарно
различных точек производные вообще не нужны). Утверждение тео-
ремы Шварца при этом выполнено, даже если f имеет производную
порядка n лишь на интервале (x0, xn).

Теорема 6.2.1 влечет

Следствие 6.2.1. Если f является многочленом степени не выше

n−1, то [x0, x1, x2, . . . , xn; f ] = 0 для любого набора x0, x1, x2, . . . , xn.
Если f(x) = xn, то [x0, x1, x2, . . . , xn; f ] = 1 для произвольных

x0, x1, x2, . . . , xn.

Имеет место следующая

Теорема 6.2.2 (теорема Эрмита — Геноччи, [9, 72, 94, 101]).
Пусть функция f : (a, b) → R имеет n-ю ограниченную производную.

Тогда для любых чисел xi, 1 6 i 6 n, справедлива формула

[x0, x1, x2, . . . , xn; f ] =

∫

S

f (n)
(
x0 + (x1 − x0)t1 + . . .+

+(xn−1 − x0)tn−1 + (xn − x0)tn

)
dt1 . . . dtn,

(6.2.9)

где S = {(t1, t2, . . . , tn) | ti > 0, i = 1, . . . , n, t1 + t2 + . . .+ tn 6 1}.
Из этой теоремы легко получается

Следствие 6.2.2. Если производная f (n) является непрерывной

на интервале (a, b), то разделенная разность [x0, x1, x2, . . . , xn; f ]
инвариантна относительно любых перестановок элементов

x0, x1, x2, . . . , xn и непрерывно зависит от них.
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Замечание 6.2.4. Если производная f (n) является непрерывной,
то из теоремы Эрмита — Геноччи 6.2.2 легко получается теорема
Шварца 6.2.1. Действительно, в силу непрерывности f (n) существует
число ξ ∈ [m,M ] такое, что

∫

S

f (n)
(
x0 + (x1 − x0)t1 + . . .+ (xn − x0)tn

)
dt1 . . . dtn =

f (n)(ξ)

n!
,

поскольку 1/n! =
∫
S
1 dt1 . . . dtn.

6.2.2. B-сплайны и ядра Пеано. Для вещественного числа α
определим усеченнную степенную функцию формулой

x 7→ xα+ =

{
xα при x > 0,

0 при x 6 0.
(6.2.10)

Допустим, что функция f : (a, b) → R имеет n-ю непрерывную
производную. Пусть отрезок [c, d] ⊂ (a, b) содержит все точки xi,
0 6 i 6 n. По теореме 1.3.7 для любого x ∈ [c, d] ⊂ (a, b) имеет место
формула

f(x) =

n−1∑

k=0

f (k)(c)

k!
(x − c)k +

1

(n− 1)!

x∫

c

f (n)(t)(x − t)n−1 dt =

=

n−1∑

k=0

f (k)(c)

k!
(x− c)k +

1

(n− 1)!

d∫

c

(x− t)n−1
+ f (n)(t) dt.

Применим теперь к левой и правой частям этого равенства операцию
взятия разделенной разности по точкам x0, x1, x2, . . . , xn (среди кото-
рых есть попарно различные). Учитывая результат следствия 6.2.1,
получаем

[x0, x1, . . . , xn; f ] =
1

n!

d∫

c

B(t)f (n)(t) dt, (6.2.11)

где

B(t) = Bx0,x1,...,xn
(t) = n ·

[
x0, x1, . . . , xn;x 7→ (x− t)n−1

+

]
. (6.2.12)

Функция (6.2.12) называется ядром Пеано или B-сплайном

степени n − 1 для данных x0, x1, x2, . . . , xn (см., например,
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[120, гл. 2, раздел 2]), а правая часть в формуле (6.2.11) называет-
ся формой Пеано для разделенной разности [x0, x1, . . . , xn; f ]. Более
подробно об этом можно узнать из работ [72, 73, 76, 79, 120].

Пример 6.2.1. При n = 1 и x0 < x1 получаем B(t) = 0 при t < x0
и t > x1, B(t) = 1/(x1 − x0) при t ∈ [x0, x1). При x1 = x0 (понимае-
мое в обычном смысле) равенство (6.2.11) не выполнено, но его мож-
но проинтепретировать в терминах обобщенных функций (функции
B = Bx0,x1 сходятся в слабом смысле к δx0-функции Дирака при
x1 → x0). При n = 2 и x0 < x1 < x2 имеем

B(t) =
(x1 − x0)(x2 − t)+ − (x2 − x0)(x1 − t)+ + (x2 − x1)(x0 − t)+

(x2 − x0)(x2 − x1)(x1 − x0)
.

Для n > 2 при наличии попарно различных чисел среди
x0, x1, . . . , xn формула (6.2.11) может быть также выведена из тео-
ремы 6.2.2, при этом получается некоторая геометрическая интер-
претация ядра Пеано. Действительно, произведем замену перемен-
ных (s1, . . . , sn) = q(t1, . . . , tn) посредством собственного (т. е. сохра-
няющего ориентацию) аффинного преобразования q евклидова про-
странства R

n, являющегося композицией некоторого ортогонального
преобразования и растяжения вдоль оси переменной sn таких, что
sn = x0+(x1−x0)t1+ . . .+(xn−1−x0)tn−1+(xn−x0)tn. Для каждого
вещественного числа τ рассмотрим множество

U(τ) = {t ∈ S | x0 + (x1 − x0)t1 + . . .+ (xn − x0)tn = τ},

где S = {(t1, t2, . . . , tn) | ti > 0, i = 1, . . . , n, t1 + t2 + . . . + tn 6 1}
(см. теорему 6.2.2).

Предложение 6.2.1. В вышеприведенных обозначениях функ-

ция

t 7→ n!√∑n
i=1(xi − x0)2

mes(U(t)),

где mes(U(t)) — мера Лебега множества U(t), совпадает с ядром Пе-

ано B (6.2.12).

⊳ Очевидно, что для t ∈ S выполнено неравенство

m 6 x0 + (x1 − x0)t1 + . . .+ (xn−1 − x0)tn−1 + (xn − x0)tn = τ 6M,

где m = min{x0, x1, . . . , xn} и M = max{x0, x1, . . . , xn}. Поэтому
U(τ) 6= ∅ тогда и только тогда, когда τ ∈ [m,M ]. По теореме 6.2.2
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получаем

[x0, x1, x2, . . . , xn; f ] =

=

∫

S

f (n)
(
x0 + (x1 − x0)t1 + . . .+ (xn − x0)tn

)
dt1 . . . dtn =

=
1√

n∑
i=1

(xi − x0)2

M∫

m

f (n)(sn)

( ∫

U(sn)

1 ds1 . . . dsn−1

)
dsn =

=
1√

n∑
i=1

(xi − x0)2

M∫

m

mes(U(z))f (n)(z) dz.

Теперь уже нетрудно доказать необходимое нам утверждение.
Действительно,

H(t) :=
n!√

n∑
i=1

(xi − x0)2

mes(U(t)) −B(t)

является непрерывной функцией от t на отрезке [m,M ] (непрерыв-
ность функция U следует из ее определения, а непрерывность функ-
ция B при n > 2 легко следует из формулы (6.2.12)). При этом для
любой функции g, имеющей непрерывную n-ю производную, спра-

ведливо равенство
∫M
m
H(t)g(n)(t) dt = 0, что означает H(t) ≡ 0. ⊲

Важное значение имеет следующее утверждение, полученное
впервые Л. Н. Чакаловым в работе [76].

Предложение 6.2.2. Носитель ядра Пеано B = Bx0,x1,...,xn

(6.2.12) совпадает с отрезком [m,M ], где m = min{x0, x1, . . . , xn} и

M = max{x0, x1, . . . , xn}. Кроме того,
∫M
m
B(t) dt = 1, B(t) > 0 при

t ∈ (m,M) и функция B непрерывна на [m,M ] при n > 2.

⊳ Утверждение о носителе следует из определения усеченных

степеней (6.2.10) и следствия 6.2.1. Равенство
∫M
m B(t)dt = 1 сле-

дует из формулы (6.2.11) при f(x) = xn, поскольку в этом случае
[x0, x1, . . . , xn; f ] = 1 по следствию 6.2.1.
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Непрерывность функция B на отрезке [m,M ] при n > 2 легко
следует из предложения 6.2.1 и формулы (6.2.12).

Для n = 1 неравенствоB(t) > 0 при t ∈ (m,M) легко проверяется
(см. пример 6.2.1). При n > 2 это неравенство можно получить с
помощью предложения 6.2.1 Действительно, (в обозначениях этого
предложения) в силу выпуклости симплекса S сразу получаем, что

√√√√
n∑

i=1

(xi − x0)2B(t) = n! ·mes(U(t)) > 0

при t ∈ (m,M). ⊲

Замечание 6.2.5. В работе [76] также доказано, что на каждом
промежутке между соседними узлами из множества {x0, x1, . . . , xn}
ядро Пеано B совпадает с некоторым многочленом степени не выше
n− 1 (отсюда и термин «B-сплайн степени n− 1»).

Отметим, что конструкция с заменой переменных при интегриро-
вании в доказательстве предложения 6.2.2 тесно связана с симмет-

ризацией Шварца.
Пусть в n-мерном евклидовом пространстве даны некоторая пря-

мая l и некоторое компактное выпуклое тело A. Для каждой ги-
перплоскости π, перпендикулярной к прямой l, обозначим через Bπ
шар в π с центром в точке пересечения π с l такой, что его объ-
ем совпадает с мерой (Лебега) множества A ∩ π. Объединение всех
шаров Bπ по всем гиперплоскостям π, перпендикулярным к l, назы-
вается симметризацией Шварца тела A относительно прямой l. По-
нятно, что тело S(A), получающееся из A с помощью такой симмет-
ризации, имеет прямую l в качестве оси симметрии. Нетривиальным
свойством тела S(A) является то, что оно является выпуклым (при
условии выпуклости исходного тела A). Это утверждение составля-
ет суть известной теоремы Г. Брунна (см. подробности, например,
в [4, § 9] или [51, гл. IV, § 5]).

Можно переформулировать это свойство следующим образом.
Параметризуем точки прямой l (используя параметр t) с помощью
некоторого изометрического отображения l на евклидову прямую R.
В силу компактности тела A существует отрезок [m,M ] ⊂ R со
следующим свойством: перпендикулярная к прямой l плоскость π
пересекает тело A тогда и только тогда, когда π пересекает пря-
мую l в точке с координатой t ∈ [m,M ]. Определим теперь функ-
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цию ϕ : [m,M ] → R таким образом, что ϕ(t) равняется мере Лебе-
га тела A ∩ π. Теорема Г. Брунна эквивалентна тому, что функция
Φ(t) := (ϕ(t))1/(n−1) является вогнутой на отрезке [m,M ], т. е. для
всех x, y ∈ [m,M ] и всех чисел λ ∈ [0, 1] выполнено неравенство

Φ(λx+ (1− λ)y) > λΦ(x) + (1− λ)Φ(y).

Из этого свойства и того факта, что B(t) совпадает с n!√∑
n
i=1(xi−x0)2

·
mes(U(t)) при t ∈ [m,M ] (предложение 6.2.1), сразу получается

Предложение 6.2.3. Функция Φ : [m,M ] → R, определяемая

равенством Φ(t) := (B(t))1/(n−1), где m = min{x0, x1, . . . , xn}, M =
max{x0, x1, . . . , xn}, а B — ядро Пеано (6.2.12), является вогнутой на

отрезке [m,M ].

6.3. Асимптотика точек среднего значения

в теореме Шварца для разделенных разностей

6.3.1. Постановка задачи об асимптотике точек средне-

го значения в теореме Шварца. Далее мы будем рассматривать
разделенные разности [x0, x1, . . . , xn; f ] при условии

m = x0 6 x1 6 x2 6 . . . 6 xn−1 6 xn =M. (6.3.1)

Заранее исключим из рассмотрения тривиальный случай, когда m =
x0 = xn =M .

Относительно функции f будем считать, что она n раз диффе-
ренцируема на промежутке (m,M ], а в точке m мы постараемся
несколько ослабить условие регулярности. Далее нам понадобится
число

n0 = n0(x0, x1, . . . , xn), (6.3.2)

определяемое из соотношений

x0 = x1 = . . . = xn0 , xn0+1 6= x0. (6.3.3)

Ясно, что 0 6 n0 6 n − 1 (в силу нашего соглашения о том, что
m = x0 6= xn =M). Имеет место следующая

Лемма 6.3.1. Для ядра Пеано B (6.2.12) выполнено асимптоти-

ческое равенство B(t) ∼ C(t−m)n−n0−1 при t→ m+ для некоторой

положительной константы C.
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⊳ Доказательство леммы легко получается из предложения 6.2.1
и элементарных геометрических оценок меры множеств (по сути вы-
пуклых многогранников) U(t), t ∈ [m,M ], из его формулировки. ⊲

Пример 6.3.1. При n0 = n − 1 мы имеем B(t) = n (M−t)n−1

(M−m)n при

t ∈ [m,M ] (ядро Пеано для формулы Тейлора, см. теорему 1.3.7).
Следовательно, B(t) ∼ n

M−m при t→ m+.

Пусть функция f определена и n раз дифференцируема на неко-
тором интервале, содержащем отрезок [a, b]. Рассмотрим некоторое
число x ∈ (0, b− a) и числа

0 6 m0 6 m1 6 m2 6 . . . 6 mn 6 1, m0 6= mn, (6.3.4)

тогда точки

x0 = a+m0x, x1 = a+m1x, . . . , xn = a+mnx (6.3.5)

лежат на отрезке [a, a+ x]. Отметим, что m := min{x0, x1, . . . , xn} =
a +m0x и M := max{x0, x1, . . . , xn} = a +mnx в таком случае. Та-
ким образом, для такого набора точек справедлива формула Шварца
(см. теорему 6.2.1)

[x0, x1, x2, . . . , xn; f ] =
f (n)(ξ)

n!

для некоторого ξ ∈ (m,M). Символом ξ(x) (чтобы подчеркнуть и за-
висимость от x) будем обозначать верхнюю грань таких ξ ∈ (m,M).
Понятно, что в случае строго монотонной производной f (n) точ-
ка ξ с указанным свойством единственна. Наша цель — исследование

асимптотики величины ξ(x)−a
x−a при x→ a.

Отметим, что все приведенные выкладки (для достаточно ма-
лых x) корректны при условии, что функция f имеет в точке a все
производные до порядка n0 (где n0 определяется формулой (6.3.2))
включительно (поскольку не исключена возможность m0 = 0), а
также имеет производную порядка n на некотором интервале (a, b)
(см. определение 6.2.1).
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6.3.2. Асимптотика для функций специального вида.

Нетривиальная оценка для асимптотики величины ξ(x)−a
x−a при x→ a

при дополнительных ограничениях на f была получена в работе [130]
в предположении, что все числа mi в формуле (6.3.4) попарно раз-
личны. Позже соответствующий результат без последнего предполо-
жения был установлен в работе [166]. Приведем его в наших обозна-
чениях.

Теорема 6.3.1 ([130], теорема 2.16 в [144], [166]). Допустим, что

функция f имеет n непрерывных производных на некотором интер-

вале, содержащем точку a, и для некоторого натурального p суще-

ствует f (n+p)(a). Если f (n+j)(a) = 0 для всех j с условием 1 6 j < p
и f (n+p)(a) 6= 0, то

lim
x→a

ξ(x)− a

x− a
=

(
[m0,m1, . . . ,mn, x 7→ xn+p]

Cnn+p

) 1
p

, (6.3.6)

где Cnn+p =
(
n+ p
n

)
=

(n+ p)(n+ p− 1) . . . (p+ 1)

n!
— биномиальный

коэффициент.

Замечание 6.3.1. Заметим, что прямые вычисления с использо-
ванием формулы Шварца (6.2.8) показывает, что имеет место тож-
дество

ξ(x) ≡
(
[m0,m1, . . . ,mn, x 7→ xn+β ]

Cnn+β

) 1
β

· x

для функции x 7→ xn+β (в точке a = 0 и при β 6= 0), что показыва-
ет особую роль степенных функций при исследовании асимптотики

величины ξ(x)−a
x−a при x→ a.

Ниже мы приведем доказательство теоремы 6.3.1 с использова-
нием следующего вспомогательного утверждения.

Лемма 6.3.2. Пусть u : [0, l] → R — неотрицательная суммируе-

мая функция с
∫ l
0
u(t)dt > 0, f : [0, l] → R — непрерывная функция

такая, что f = Atq + o(tq) при t → 0 для некоторых вещественных

чисел A 6= 0 и q > 0. Предположим, что величина η(x) ∈ [0, x] удо-

влетворяет условию

l∫

0

u(t)f(xt) dt = f(η(x))

l∫

0

u(t) dt
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для x ∈ (0, 1]. Тогда справедливо асимптотическое равенство

lim
x→0

η(x)

x
=

( l∫

0

u(t)tq dt

) 1
q
( l∫

0

u(t) dt

)− 1
q

.

⊳ Сначала рассмотрим функцию g(t) = f(t)−Atq и покажем, что

l∫

0

u(t)g(xt) dt = o(xq) при x→ 0.

Действительно, в силу непрерывности функции g и равенства
limt→0 g(t)/t

q = 0 получаем, что

C(x) := max
t∈[0,l]

∣∣∣∣
g(xt)

xqtq

∣∣∣∣ = max
t∈[0, l/x]

∣∣∣∣
g(t)

tq

∣∣∣∣→ 0

при x→ 0. Поэтому

∣∣∣∣∣

l∫

0

u(t)g(xt) dt

∣∣∣∣∣ 6 max
t∈[0,l]

∣∣∣∣
g(xt)

xqtq

∣∣∣∣

l∫

0

(xt)qu(t) dt = C(x)xq
l∫

0

tqu(t) dt,

что и влечет нужную асимптотику. Далее получаем

0 =

l∫

0

u(t)f(xt) dt− f(η(x))

l∫

0

u(t) dt = Axq
l∫

0

tqu(t) dt+

+

∫ l

0

u(t)g(xt) dt−
(
A(η(x))q + o((η(x))q)

)
l∫

0

u(t) dt =

= Axq
l∫

0

tqu(t) dt−A(η(x))q
l∫

0

u(t) dt+ o(xq) = 0,

поскольку η(x) ∈ [0, x] и
∫ l
0 u(t)g(xt)dt = o(xq) при x → 0. Нужное

утверждение следует из последнего полученного равенства после де-
ления на Axq и перехода к пределу при x→ 0. ⊲
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⊳ Доказательство теоремы 6.3.1. Достаточно рассмотреть
случай a = 0 (к которому общий случай сводится заменой перемен-
ной x 7→ x′ + a). Напомним, что по формуле (6.2.11) имеет место
равенство

[x0, x1, . . . , xn; f ] =
1

n!

x∫

0

B(t)f (n)(t) dt

для функции f класса Cn, где ядро Пеано B(t) определяется фор-
мулой B(t) = n · [x0, x1, . . . , xn;x 7→ (x− t)n−1

+ ].

Далее будем обозначать символом Bx(t) ядро Пеано для набора
точек (6.3.5), зависящего от x, а символом [x0, x1, . . . , xn; f ]x — вы-
ражение [x0, x1, . . . , xn; f ] при x1 = m0x, x2 = m1x, . . . , xn = mnx.

Поскольку [x0, x1, x2, . . . , xn; f ]x = f(n)(ξ(x))
n! , то для всех x ∈ (0, 1]

выполнено равенство (напомним, что
∫ x
0 Bx(t) dt = 1 согласно пред-

ложению 6.2.2)

x∫

0

Bx(t)f
(n)(t) dt = f (n)(ξ(x)).

Легко убедиться в справедливости равенства Bx(xt) = 1
x B1(t) при

t ∈ [0, x], поэтому

1∫

0

B1(t)f
(n)(xt) dt = f (n)(ξ(x)).

Теперь, используя предложение 6.2.2 и лемму 6.3.2 (напомним, что
по условию теоремы f (n)(t) = 1

p!f
(n+p)(0)tp + o(tp) при t → 0 и

f (n+p)(0) 6= 0), получаем

lim
x→0

ξ(x)

x
=

( 1∫

0

B1(t)t
p dt

) 1
p
( 1∫

0

B1(t) dt

)− 1
p

=

=

( 1∫

0

B1(t)t
p dt

) 1
p

=

(
[m0,m1, . . . ,mn, x 7→ xn+p]

Cnn+p

) 1
p

,
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что и требовалось. Последний переход использует равенство

[m0,m1, . . . ,mn; f ] =
1

n!

1∫

0

B1(t)f
(n)(t) dt

для функции f(t) = tn+p. ⊲

Замечание 6.3.2. Отметим, что в теореме 1 работы [58] най-
дено также асимптотическое разложение (при некоторых дополни-
тельных условиях на функцию f) вида

ξ(x) = a+

q∑

k=1

ck
k!

(x− a)k + o((x− a)q), x→ a,

где q — некоторое натуральное число. Мы не будем приводить здесь
явные выражения для коэффициентов ck (они довольно громоздки),
уточним лишь, что коэффициент c1 вычисляется по формуле (6.3.6).
Отметим, что в теореме 2.1 работы [166] этот результат распростра-
нен и на случай, когда в формуле (6.3.4) встречаются и равные mi.

6.3.3. Асимптотика для функций общего вида. Понятно,
что при исследовании общего случая асимптотики точек среднего
значения в разделенных разностях нет оснований рассчитывать на

наличие обычного предела limx→a
ξ(x)−a
x−a . Поэтому естественно обра-

тить внимание на верхний предел limx→a
ξ(x)−a
x−a .

Пусть B̃ — ядро Пеано для разделенной разности

[m0,m1, . . . ,mn; f(t)] =
1

n!

1∫

0

B̃(t)f (n)(t) dt (6.3.7)

при 0 6 m0 6 m1 6 . . . 6 mn 6 1, m0 6= mn. Напомним, что
функция B̃ неотрицательна, ее носитель лежит на отрезке [m0,mn]

и
∫ 1

0 B̃(t) dt = 1.
Пусть α̃ — нижняя грань всех α, для которых сходится интеграл∫ 1

0 B̃(t)tαdt. Легко понять (см. лемму 6.3.1), что α̃ = n0 − n, где n0

задается формулой (6.3.2).
Определим функцию qm0,m1,...,mn

: (α̃,∞) 7→ R, положив

qm0,m1,...,mn
(0) = exp

( 1∫

0

B̃(t) ln(t) dt

)
(6.3.8)
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и

qm0,m1,...,mn
(α) =

( 1∫

0

B̃(t)tα dt

) 1
α

(6.3.9)

при α 6= 0. Определенная таким образом функция qm0,m1,...,mn
обла-

дает рядом свойств, которые мы докажем в следующей лемме.

Лемма 6.3.3. Функция qm0,m1,...,mn
: (α̃,∞) → R является непре-

рывной и возрастающей на своей области определения. Кроме того,

выполняются следующие соотношения:

lim
α→α̃

qm0,m1,...,mn
(α) = 0, lim

α→∞
qm0,m1,...,mn

(α) = 1.

⊳ Первое утверждение леммы следует из леммы 4.1.1 при α0 = α̃.
Также из леммы 4.1.1 следует, что 0 < qm0,m1,...,mn

(α) < 1 для всех
α ∈ (α̃,∞) и что limα→∞ qm0,m1,...,mn

(α) = 1. Осталось доказать,
что limα→α̃ qm0,m1,...,mn

(α) = 0. Это следует из определения числа α̃

и того, что функция B̃ в (правой) окрестности точки 0 совпадает
с некоторым многочленом степени n − 1. Действительно, заведомо
α̃ ∈ (−∞,−1]. Поскольку же α̃ — нижняя грань всех α, для которых

сходится интеграл
∫ 1

0
B̃(t)tαdt, то

1∫

0

B̃(t)tα̃ dt = lim
α→α̃

(qm0,m1,...,mn
(α))α = ∞

и (поскольку α̃ < 0) limα→α̃ qm0,m1,...,mn
(α) = 0. ⊲

Замечание 6.3.3. По определению функции qm0,m1,...,mn
видно,

что

qm0,m1,...,mn
(p) =

(
[m0,m1, . . . ,mn, x 7→ xn+p]

Cnn+p

) 1
p

,

где Cnn+p = (n+p)!
n!p! , при p ∈ N, что позволяет переформулировать

утверждение теоремы 6.3.1 в терминах функции qm0,m1,...,mn
.

Напомним, что по формуле (6.2.11) имеет место равенство

[x0, x1, . . . , xn; f ] =
1

n!

a+x∫

a

B(t)f (n)(t) dt
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для функции f класса Cn, где ядро Пеано B(t) определяется фор-
мулой

B(t) = Bx0,x1,...,xn
(t) = n ·

[
x0, x1, . . . , xn;x 7→ (x− t)n−1

+

]
.

Далее будем обозначать символом Bx(t) ядро Пеано для набора то-
чек (6.3.5), зависящего от x, а символом [x0, x1, . . . , xn; f ]x — выраже-
ние [x0, x1, . . . , xn; f ] при x0 = a+m0x, x1 = a+m1x, . . . , xn = a+mnx.
Отметим, что число n0 (см. формулу (6.3.2)) характеризуется в рас-
сматриваемом случае тем, что mn0 = m0 и mn0+1 6= m0. Легко убе-
диться в справедливости равенства

Bx(a+ xt) =
1

x
B1(a+ t), t ∈ [0, x].

Для фиксированного x > 0 рассмотрим величину ξ(x) — верхнюю
грань (совпадающую с максимумом при f ∈ Cn) всех ξ ∈ [a, a + x]
из теоремы Шварца 6.2.1. Тогда имеет место равенство

[x0, x1, x2, . . . , xn; f ]x =
f (n)(ξ(x))

n!
.

Сформулируем теперь наш основной результат относительно
асимптотики точек среднего значения в разделенных разностях.

Теорема 6.3.2. Допустим, что функция f имеет n непрерывных

производных на интервале (a, b) и n0 производных (где n0 опреде-

ляется формулой (6.3.2)) в точке a, причем f (n)(x) = O((x − a)α)
при x → a для некоторого α ∈ (α̃,∞). Тогда в приведенных выше

обозначениях имеет место неравенство

lim
x→a

ξ(x)− a

x− a
> qm0,m1,...,mn

(α), (6.3.10)

где величина qm0,m1,...,mn
(α) определяется формулой (6.3.8) при α =

0 и формулой (6.3.9) при α 6= 0.

⊳ Достаточно доказать теорему для частного случая a = 0 (к ко-
торому она сводится с помощью замены переменной x 7→ x′ + a).

Предположим, что теорема неверна. Тогда (поскольку функция
qm0,m1,...,mn

непрерывна по лемме 6.3.3) найдутся такие x̃ > 0 и β ∈
(α̃, α), что ξ(x)

x < qm0,m1,...,mn
(β) для всех x ∈ (0, x̃).
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Отметим, что в таком случае выражение

f (n)(px)− [x0, x1, x2, . . . , xn; f ]x = f (n)(px)−
1∫

0

B̃(t)f (n)(xt) dt

не меняет знака при (x, p) ∈ (0, x̃) × [qm0,m1,...,mn
(β), 1] (при a = 0 и

x = 1 получаем, что xi = mi (i = 0, 1, . . . , n) и B̃ = B1 в вышеприве-
денных обозначениях).

Значит, можно считать (заменив при необходимости f на −f),
что для всех x ∈ (0, x̃) и для всех p ∈ [qm0,m1,...,mn

(β), 1] выполнено
неравенство

1∫

0

B̃(t)f (n)(xt) dt < f (n)(px).

Теперь мы воспользуемся леммой 6.1.1 применительно к ядру
a(t) = B̃(t). В нашем случае непрерывная на отрезке [0, 1] функция
h = f (n) удовлетворяет на интервале (0, x̃) неравенству

1∫

0

B̃(t)h(xt) dt < h(px)

для всех q0 6 p 6 1, где q0 = qm0,m1,...,mn
(β). Зафиксируем те-

перь некоторое число γ ∈ (β, α), γ 6= 0. Ясно, что f (n)(t) =
o(xγ) при x→ 0, поскольку f (n)(t) = O(xα) при x→ 0 по усло-
вию теоремы. Применяя лемму 6.1.1, мы получаем неравенство
qm0,m1,...,mn

(β) = q0 > qm0,m1,...,mn
(γ), чего не может быть, так как

функция qm0,m1,...,mn
возрастает по лемме 6.3.3. Полученное проти-

воречие и доказывает теорему. ⊲
Следует отметить, что согласно замечанию 6.3.3 результат теоре-

мы 6.3.2 хорошо согласуется с теоремой 6.3.1.
При α ∈ (−1,∞) мы можем несколько усилить теорему 6.3.2.

Напомним, что вычитание из функции f некоторого многочлена
степени не выше n (например, ее многочлена Тейлора порядка, не
превышающего n, в точке a) не влияет на значение ξ(x) (см. след-
ствие 6.2.1).

Теорема 6.3.3. Допустим, что функция f имеет n производных

на интервале (a, b) и n0 производных (где n0 определяется форму-

лой (6.3.2)) в точке a, причем f(x) = P (x)+O((x−a)n+α) при x→ a
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для некоторого многочлена P степени 6 n, где α ∈ (−1,∞). Тогда

выполняется утверждение теоремы 6.3.2.

Замечание 6.3.4. Отметим, что в условиях теоремы исследуе-
мые разделенные разности [x0, x1, x2, . . . , xn; f ]x корректно определе-
ны (см. определение 6.2.1). Но функция f не обязана иметь в точке a
производные порядка, превышающего n0.

⊳ Как и в случае предыдущей теоремы, будем проводить доказа-
тельство для частного случая a = 0. Вычитая из f многочлен P (что
не влияет на функцию ξ), можно считать, что f(x) = O((x − a)n+α)
при x→ a = 0.

Предположим, что теорема неверна. Тогда (поскольку функция
qm0,m1,...,mn

непрерывна по лемме 6.3.3) найдутся такие x̃ > 0 и β ∈
(−1, α), что ξ(x)

x < qm0,m1,...,mn
(β) для всех x ∈ (0, x̃).

Используя теорему Дарбу о промежуточных значениях производ-
ной (теорему 1.1.2) применительно к f (n) (согласно формулировке
теоремы, мы не располагаем непрерывностью n-й производной f (n)),
получаем, что выражение

f (n)(px)− [x0, x1, x2, . . . , xn; f ]x

не меняет знака при (x, p) ∈ (0, x̃)× [qm0,m1,...,mn
(β), 1] (ср. с доказа-

тельством теоремы 6.3.2).

Значит, можно считать (заменив при необходимости f на −f),
что для всех x ∈ (0, x̃) и для всех p ∈ [qm0,m1,...,mn

(β), 1] выполнено
неравенство

[x0, x1, x2, . . . , xn; f ]x < f (n)(px). (6.3.11)

К сожалению, мы не можем в данном случае сразу применить лем-
му 6.1.1, поскольку мы не имеем информации об асимптотике f (n)(x)
при x → 0 и не располагаем непрерывностью f (n). Вместо этого мы
рассмотрим функцию g : [0, x̃) → R, корректно определяющуюся сле-
дующими условиями (здесь мы неявно используем условие α > −1):

g(0) = g′(0) = . . . = g(n−1)(0) = 0, g(n)(x) =
f(x)

xn
при x > 0.

Зафиксируем теперь произвольное p ∈ [qm0,m1,...,mn
(β), 1] и рассмот-
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рим на интервале (0, x̃) вспомогательную функцию

h(x) =
f(px)

pn
− xn · [x0, x1, x2, . . . , xn; g]x =

=
f(px)

pn
−

1∫

0

B̃(t)t−nf(xt) dt = xn

(
g(n)(px)−

1∫

0

B̃(t)g(n)(xt) dt

)
.

Из равенства f(x) = O(xn+α) легко следует, что

h(x) = O(xn+α) при x→ 0. (6.3.12)

Ясно, что при k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 и x ∈ (0, x̃) имеют место равен-
ства

h(k)(x) = pk−nf (k)(px) −
1∫

0

B̃(t)tk−nf (k)(xt) dt. (6.3.13)

Прямыми вычислениями с использованием определения 6.2.1 легко
проверяется равенство

dn

dxn
(
xn · [x0, x1, x2, . . . , xn; g]x

)
= [x0, x1, x2, . . . , xn; f ]x.

Таким образом, (6.3.11) влечет для всех x ∈ (0, x̃) неравенство

h(n)(x) = f (n)(px) − [x0, x1, x2, . . . , xn; f ]x > 0.

Из этого неравенства следует, что производная h(n−1) строго воз-
растает на интервале (0, x̃), а потому имеет определенный предел
An−1 := limε→0 h

(n−1)(ε) ∈ R ∪ {−∞} и сохраняет определенный
знак на некотором интервале (0, δn−1). Отсюда, в свою очередь, сле-
дует, что производная h(n−2) строго монотонна на (0, δn−1), а по-
тому корректно определена величина An−2 := limε→0 h

(n−2)(ε) ∈
R ∪ {−∞,∞}. Рассуждая аналогично, заключаем, что каждая про-
изводная h(i), 1 6 i 6 n − 1, строго монотонна и знакоопределена
на некотором интервале (0, δi), что (в частности) влечет существо-
вание предела Ai := limε→0 h

(i)(ε) ∈ R ∪ {−∞,∞}. Теперь из ра-
венства (6.3.12) последовательно выводим, что A1 = 0, A2 = 0, . . . ,
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An−1 = 0. Значит, каждая производная h(i), 1 6 i 6 n − 1, положи-
тельна на интервале (0, δi), и в качестве δi можно взять x̃. Следова-
тельно, функция h строго возрастает на отрезке [0, x̃] и h(x) > 0 при
x ∈ (0, x̃]. Таким образом,

1∫

0

B̃(t)g(n)(xt) dt < g(n)(px)

для всех x ∈ (0, x̃) и для всех p ∈ [qm0,m1,...,mn
(β), 1].

Очевидно, что функция g(n)(x) = f(x)/xn является непрерывной
на промежутке (a = 0, b) и g(n)(x) = O(xα) при x → 0 согласно
условию теоремы. Теперь доказательство теоремы можно завершить
также как и доказательство теоремы 6.3.2.

Применим лемму 6.1.1 к ядру a(t) = B̃(t). Функция h = g(n)

удовлетворяет на интервале (0, x̃) неравенству

1∫

0

B̃(t)h(xt) dt < h(px)

для всех q0 6 p 6 1, где q0 = qm0,m1,...,mn
(β). Зафиксируем те-

перь некоторое число γ ∈ (β, α), γ 6= 0. Ясно, что g(n)(t) =
o(xγ) при x→ 0, поскольку g(n)(t) = O(xα) при x→ 0 по усло-
вию теоремы. Применяя лемму 6.1.1, мы получаем неравенство
qm0,m1,...,mn

(β) = q0 > qm0,m1,...,mn
(γ), чего не может быть, так как

функция qm0,m1,...,mn
возрастает по лемме 6.3.3. Полученное проти-

воречие и доказывает теорему. ⊲

В качестве многочлена P в формулировке теоремы 6.3.3 можно
рассмотреть, например, многочлен Тейлора порядка n−1 (при α 6 0)
или n (при α > 0) для функции f в точке a (если он определен).

6.4. Некоторые следствия

Здесь мы покажем, что полученные выше результаты об асимпто-
тике точки среднего значения в разделенных разностях общего вида
влекут известные результаты из работ [14] и [32].

Если в равенстве Шварца [x0, x1, x2, . . . , xn; f ] =
f(n)(ξ)
n! (равен-

ство (6.2.8)) положить xn−1 = . . . = x2 = x1 = x0 и xn = x 6= x0, то
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согласно определению 6.2.1 получаем

[x0, x0, . . . , x0, x; f ] = −
n−1∑

m=0

f (m)(x0)

m!

1

(x− x0)n−m
+ f(x)

1

(x− x0)n
,

и, следовательно, равенство Шварца эквивалентно следующему:

f(x) =

n−1∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x− x0)

m +
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)

n, (6.4.1)

т. е. формуле Тейлора (порядка n− 1) с остаточным членом в форме
Лагранжа. Отметим, что n0 = n− 1 и α̃ = −1 в этом случае в силу
леммы 6.3.1.

Пусть теперь mn−1 = . . . = m1 = m0 = 0 и mn = 1 (в этом случае
n0 = n− 1, см. (6.3.2)), положим

qT,n(α) := q0,0,...,0, 1(α), α ∈ (α̃ = −1,∞). (6.4.2)

Согласно формулам (6.3.8) и (6.3.9) имеем

qT,n(0) = exp

(
n

1∫

0

(1− t)n−1 ln(t) dt

)

и

qT,n(α) =

(
n

1∫

0

(1− t)n−1tα dt

) 1
α

при α 6= 0, поскольку B̃(t) = n(1 − t)n−1 для рассматриваемого слу-
чая.

Отметим, что при n > 1 справедливо равенство

In := n

1∫

0

(1 − t)n−1 ln(t) dt = −
(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)
. (6.4.3)

Действительно, I1 =
∫ 1

0 ln(t)dt = −1 и (как нетрудно показать, ис-
пользуя индукцию и интегрирование по частям) In = In−1− 1/n при
n > 2.
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Замечание 6.4.1. Величину qT,n(α) легко преобразовать с по-
мощью B-функции и Γ-функции Эйлера. Действительно, при α 6= 0
имеем

(qT,n(α))
α = n

1∫

0

(1− t)n−1tα dt = nB(n, α+ 1) = n
Γ(n)Γ(1 + α)

Γ(n+ 1 + α)
=

=
n! Γ(1 + α)

(n+ α)× . . .× (1 + α)Γ(1 + α)
=

n!

(n+ α)× . . .× (1 + α)
.

В приведенных выкладках мы воспользовались классическими фор-

мулами B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y) и Γ(x + 1) = xΓ(x) (x, y > 0). Таким обра-

зом,

qT,n(α) = (1 + α)−
1
α

(
1 +

α

2

)− 1
α

× . . .×
(
1 +

α

n

)− 1
α

.

Из этой формулы сразу следует асимптотика

qT,n(α) → e−(1+
1
2+...+

1
n ) = qT,n(0)

при α → 0. Поэтому обозначение шкалы qT,n согласуются с обозна-
чениями из параграфа 4.3.

Напомним, что limα→−1 qT,n(α) = 0 и limα→∞ qT,n(α) = 1. Из
теоремы 6.3.3 немедленно получаем утверждение, совпадающее по
сути с утверждением теоремы 4.3.1.

Следствие 6.4.1 [14]. Допустим, что функция f имеет n про-

изводных на интервале (a, b) и n − 1 производную в точке a. Для

произвольного x ∈ (a, b) рассмотрим ξn(x) — верхнюю грань чисел

ξ ∈ (a, x), удовлетворяющих равенству (6.4.1). Тогда, если для неко-

торого многочлена P степени 6 n справедливо асимптотическое ра-

венство f(x) = P (x) + O((x − a)n+α) при x → a, где α ∈ (−1,∞), то

имеет место неравенство

lim
x→a

ξ(x)− a

x− a
> qT,n(α). (6.4.4)

В частности, при α = 0 получаем

lim
x→a

ξ(x) − a

x− a
> e−(1+

1
2+...+

1
n ). (6.4.5)
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В качестве многочлена P в формулировке приведенного след-
ствия можно рассмотреть, например, многочлен Тейлора порядка
n− 1 (при α 6 0) или n (при α > 0) для функции f в точке a (если
он определен). Напомним, что неравенство (6.4.5) является выраже-
нием одной из гипотез В. К. Ионина, которые послужили толчком
для начала исследования асимптотики промежуточных точек.

Рассмотрим еще одно хорошо известное следствие из равенства
Шварца.

Следствие 6.4.2. Пусть функция f непрерывна на отрезке [0, 1]
и имеет n-ую непрерывную производную на интервале (0, 1), тогда

для любого x ∈ (0, 1/n) существует ξ ∈ (0, nx) такое, что

n∑

k=0

(−1)n−kCknf(kx) = xnf (n)(ξ), где Ckn =
n!

k!(n− k)!
.

⊳ Полагая в равенстве (6.2.8) xi = ix, i = 0, . . . , n, и учитывая ра-
венство (6.2.1) для попарно различных x0, x1, x0, . . . , xn, немедленно
получаем нужное утверждение. ⊲

Заметим, что выражение

n∑
k=0

(−1)n−kCknf(kx)

xn

можно интерпретировать как значение конечно-разностного опера-
тора n-кратного дифференцирования на функции f .

Обозначим через θ(x) верхнюю грань чисел ξ из формулировки
следствия 6.4.2 на интервале (0, nx). Поставим перед собой задачу
исследовать асимптотическое поведение полученной функции при
условии на рост в точке 0 функции f .

Нас в первую очередь будет интересовать величина

Tn(f) = lim
x→0

θ(x)

x
. (6.4.6)

В работе [32] доказано, что величина (6.4.6) имеет общую нетри-
виальную оценку снизу для всех функций, имеющих производную
порядка n в точке 0, а также получены некоторые обобщения этого
результата. Ниже мы получим соответствующие утверждения как
следствия из теорем, доказанных в предыдущем параграфе.
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Отметим, что функции θ, построенные по функциям f и f + P ,
где P — многочлен степени n, совпадают. Учитывая это замечание,
мы можем считать, что все (существующие) производные функции f
до порядка n в точке 0 равны нулю. Далее мы найдем точные оцен-
ки снизу величины (6.4.6) для классов функций, удовлетворяющих
условиям f (n)(x) = O(xα), α ∈ (−n,∞) при x→ 0.

Предварительно введем некоторую шкалу, которая будет полез-
на нам в дальнейшем. Через Kn мы будем обозначать стандартный
единичный n-мерный куб [0, 1]n, через y = (y1, y2, . . . , yn) — его эле-
менты.

Определим функцию qFD,n : (−n,∞) 7→ R, положив

qFD,n(0) = exp

( ∫

Kn

ln(y1 + y2 + . . .+ yn) dy

)
(6.4.7)

и

qFD,n(α) =

( ∫

Kn

(y1 + y2 + . . .+ yn)
α dy

) 1
α

(6.4.8)

при α 6= 0.

Непосредственно вычисляя нужные интегралы, можно получить
следующее выражение:

qFD,n(α) =

( n∑
k=0

(−1)n−kCknk
n+α

(α+ 1)(α+ 2) . . . (α+ n)

) 1
α

. (6.4.9)

Оно определено при α 6= 0,−1,−2, . . . ,−(n−1). Пользуясь же непре-
рывностью функции qFD,n в указанных особых точках, мы получаем
следующие формулы:

n∑

k=0

(−1)n−kCknk
n = n!

и
n∑

k=0

(−1)n−kCknk
l = 0 при l = 1, . . . , n− 1.
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Устремляя α к нулю в формуле (6.4.9), получаем новое выражение
для qFD,n(0):

qFD,n(0) =

= exp

(
1

n!

n∑

k=1

(−1)n−kCknk
n ln k −

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

))
.

(6.4.10)

Замечание 6.4.2. Необходимо отметить, что функция θ, постро-
енная для степенной функции f , постоянна. Действительно, пусть
fα(x) = xn+α (α 6= 0), тогда, привлекая равенство (6.4.9), получаем,
что ξ = qFD,n(α)x удовлетворяет равенству из следствия 6.4.2, т. е.
θ(x) = qFD,n(α)x (при α ∈ {−1,−2, . . . ,−(n − 1)} можно воспользо-
ваться предельным переходом).

Замечание 6.4.3. Определенный интерес представляет также
функция

f0(x) =
xn

n!

(
lnx−

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

))
=

=
1

n!

x∫

0

n(x − t)n−1 ln t dt =
xn

n!

1∫

0

n(1− τ)n−1 ln(xτ) dτ.

Она является n-кратной первообразной функции g(x) = ln x, причем

f0(0) = f ′
0(0) = . . . = f

(n−1)
0 (0) = 0. Можно проверить, что для нее

θ(x) = qFD,n(0)x. Для этого достаточно заметить, что

n∑

k=0

(−1)n−kCknk
n = n!,

1∫

0

n(1− t)n−1 ln t dt = −
(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)
,

и воспользоваться формулой (6.4.10).

Убедиться во всем вышесказанном можно и с более об-
щей точки зрения. Рассмотрим набор [m0,m1,m2, . . . ,mn] =
[0, 1/n, 2/n, . . . , n/n = 1] (в этом случае n0 = 0 (см. (6.3.2)) и α̃ = −n
в силу леммы 6.3.1. Если мы рассмотрим для такого набора теоре-
мы 6.3.1 и 6.3.2 (в силу того, что все точки набора попарно различ-
ны, разделенные разности определяются без помощи производных),
то поймем, что ξ(x) в этих теоремах в точности равно θ(x/n). По-
этому теорема 6.3.1 и замечание 6.3.1 доказывают особое значение
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степенных функций в рассматриваемой здесь задаче. А теорема 6.3.2
в свою очередь влечет следующий результат.

Теорема 6.4.1 [32]. Пусть непрерывная на отрезке [0, 1] функ-

ция f имеет на интервале (0, 1) непрерывную производную поряд-

ка n, удовлетворяющую условию f (n)(x) = O(xα) при x → 0
(α > −n), тогда

Tn(f) > qFD,n(α).

В частности, если функция f имеет n-ю производную на отрез-

ке [0, 1], тогда

Tn(f) > qFD,n(0).

⊳ Понятно, что

Tn(f) = lim
x→0

θ(x)

x
= lim
x→0

ξ(nx)

x
= n lim

x→0

ξ(x)

x
.

По теореме 6.3.2 получаем

lim
x→0

ξ(x)

x
> q0, 1

n
, 2
n
,...,1(α).

Согласно замечанию 6.3.1, для функции fα(x) = xn+α (α 6= 0) вы-
полнено равенство

lim
x→0

ξ(x)

x
= q0, 1

n
, 2
n
,...,1(α),

и при этом, как было показано выше (см. замечание 6.4.2), ξ(nx) =
θ(x) = qFD,n(α)x для этой функции. Таким образом, qFD,n(α) =
q0,1/n,2/n,...,1(α) ·n, и следствие доказано (из соображений непрерыв-
ности легко получается и стоящее особняком равенство qFD,n(0) =
q0,1/n,2/n,...,1(0) · n). ⊲

Замечание 6.4.4. Отметим, что последние два (ключевых) ра-
венства в доказательстве теоремы 6.4.1, которые означают равен-
ства некоторых определенных интегралов, установлены обходным
путем, через использование степенных функций. Естественно, что
явные выражения для кратных интегралов, определяющих величи-
ну qFD,n(α), могут быть получены и из явного выражения для вели-
чины q0,1/n,2/n,...,1(α).
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Замечание 6.4.5. Из равенства qFD,n(α) = q0,1/n,2/n,...,1(α) · n,
полученного в доказательстве теоремы 6.4.1, и леммы 6.3.3 следует
возрастание функции α → qFD,n(α).

В случае α > −1 теорему 6.4.1 можно усилить.

Теорема 6.4.2 [32]. Пусть функция f имеет (n− 1)-ю производ-

ную на отрезке [0, 1] и n-ю производную на интервале (0, 1), а также

удовлетворяет условию f(x) = O(xn+α) при x→ 0 (α > −1), тогда

Tn(f) > qFD,n(α).

⊳ Теорема 6.4.2 легко следует из более общей теоремы 6.3.3. ⊲

В заключение приведем примечательное асимптотическое равен-
ство для qFD,n(α) при n→ ∞ для каждого α ∈ (−n,∞).

Теорема 6.4.3 [32]. Для каждого α > −n справедливо асимпто-

тическое равенство

qFD,n(α) ∼
n

2
при n→ ∞.

⊳ Учитывая монотонность функции qFD,n (см. замечание 6.4.5),
достаточно доказать утверждение теоремы для отрицательных и для
всех натуральных α. Найдем limn→∞

(
1
n qFD,n(−α)

)
при α > 0. Поль-

зуясь простейшими свойствами Γ-функции, нетрудно показать, что

1

(y1 + . . .+ yn)α
=

1

Γ(α)

∞∫

0

e−u(y1+...+yn)uα−1 du.

Таким образом,

(qFD,n(−α))−α =
1

Γ(α)

∫

Kn

( ∞∫

0

e−u(y1+...+yn)uα−1 du

)
dy =

=
1

Γ(α)

∞∫

0

( ∫

Kn

e−u(y1+...+yn)uα−1 dy

)
du =

=
1

Γ(α)

∞∫

0

(
1− e−u

u

)n
uα−1 du.

(6.4.11)
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Последнее равенство в этой цепочке получается из формулы

∫

Kn

e−u(y1+...+yn) dy =

(
1− e−u

u

)n
.

Обратим внимание на крайние члены равенства (6.4.11). После за-
мены u = 2v/n получим

(qFD,n(−α))−α =
2α

Γ(α)nα

∞∫

0

(
1− e−2v/n

2v/n

)n
vα−1 dv.

Заметим, что для фиксированного v имеет место равенство e−2v/n =
1− 2v/n+ 2v2/n2 + o(1/n2) при n→ ∞. Таким образом,

(
1− e−2v/n

2v/n

)n
→ e−v при n→ ∞.

Значит,

lim
n→∞

(
qFD,n(−α)

n

)−α

=
2α

Γ(α)

∞∫

0

e−vvα−1 dv = 2α,

что и требовалось.
Пусть теперь α — натуральное число. Рассмотрим следующий

интеграл, зависящий от параметра:

S(u) =

∫

Kn

e−u(y1+...+yn) dy =

(
1− e−u

u

)n
.

Очевидно, что

S(α)(u) = (−1)α
∫

Kn

(y1 + . . .+ yn)
αe−u(y1+...+yn) dy.

Поэтому

(qFD,n(α))
α = (−1)αS(α)(0) = (−1)α

dα

duα

(
1− e−u

u

)n∣∣∣∣∣
u=0

.
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Так как limu→0
1−e−u

u = 1, то α-я производная S в точке 0 является
многочленом P (n) от переменной n степени α, причем степень α
появляется только в члене

n(n− 1) . . . (n− α+ 1)

(
1− e−u

u

)n−α((
1− e−u

u

)′

u

)α
.

Нетрудно проверить, что limu→0

(
1−e−u

u

)′
= − 1

2 . Таким образом, мно-

гочлен P (n) имеет вид P (n) =
(
n
2

)α
+ o(nα) при n→ ∞. Значит,

lim
n→∞

qFD,n(α)

n
=

1

2
,

что и требовалось доказать. ⊲

Замечание 6.4.6. Используя предельный переход при α → 0, из
равенства (6.4.11) можно получить новое выражение для qFD,n(0)
(см. (6.4.7)), а именно:

qFD,n(0) = exp

( ∞∫

0

(
e−u −

(
1− e−u

u

)n)
du

u

)
.



ГЛАВА 7

АСИМПТОТИКА ОПОРНЫХ ТОЧЕК
И ТОЧЕК КАСАНИЯ ПЛОСКИХ КРИВЫХ

Материал этой главы основан на работах [33] и [119]. Основной
идеей является более внимательный анализ точек промежуточного
значения для ряда классических теорем с точки зрения геометрии
кривых. Наряду с довольно продвинутыми результатами в случае
кривых на плоскости обсуждаются еще мало исследованные их ана-
логи для кривых в многомерных евклидовых пространствах. Сфор-
мулированные проблемы и гипотезы могут стать основой дальней-
ших исследований в этом направлении.

7.1. Постановка задачи на плоскости

и основные результаты

Сначала мы уточним понятие опорных (относительно заданной
хорды) точек непрерывной параметризованной кривой, несмотря на
то, что это понятие естественно и интуитивно ясно.

Определение 7.1.1. Пусть γ : (a, b) → E2 — непрерывная пара-
метрическая кривая на евклидовой плоскости, [c, d] ⊂ (a, b). Будем
говорить, что точка γ(τ0), τ0 ∈ [c, d], является опорной точкой для
хорды [γ(c), γ(d)] (при γ(c) 6= γ(d)), если прямая l, проходящая че-
рез γ(τ0) параллельно [γ(c), γ(d)], такова, что для всех τ , достаточно
близких к τ0, точки γ(τ) находятся в одной из замкнутых полуплос-
костей определяемых прямой l. При γ(c) = γ(d) будем считать, что
любая точка γ(τ0) при τ0 ∈ [c, d] является опорной точкой для (вы-
рождающейся в точку) хорды [γ(c), γ(d)].

Замечание 7.1.1. Отметим, что наше соглашение по поводу мно-
жества опорных точек при γ(c) = γ(d) обуславливается универсаль-
ностью аналитического описания этого множества при таком опреде-
лении (см. ниже). При желании его можно несколько видоизменить,
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но в любом случае это не принципиально в силу того, что случай
хорд нулевой длины тривиален (в определенном смысле) для рас-
сматриваемых нами задач, см. замечание 7.1.2.

Введем на E2 прямоугольную декартову систему координат Oxy.
Тогда γ(t) = (x(t), y(t)) ∈ R2, t ∈ (a, b). Тот факт, что точка γ(τ0),
τ0 ∈ [c, d], является опорной точкой для хорды [γ(c), γ(d)] можно
выразить следующим образом. Рассмотрим функцию Φ : (a, b) → R,

Φ(τ) = det

(
x(d) − x(c) y(d)− y(c)

x(τ) y(τ)

)
.

Нетрудно понять, что точка γ(τ0), τ0 ∈ [c, d], является опорной точ-

кой для хорды [γ(c), γ(d)] тогда и только тогда, когда τ0 является
точкой локального экстремума функции Φ. Поскольку Φ(c) = Φ(d),
то найдется по крайней мере одна точка локального экстремума рас-
сматриваемой функции на интервале (c, d). Если к тому же кри-
вая γ(t) дифференцируема в точке τ0, то

Φ′(τ0) = det

(
x(d)− x(c) y(d)− y(c)
x′(τ0) y′(τ0)

)
= 0,

что означает коллинеарность векторов γ(d)− γ(c) и γ′(τ0). Отметим
также, что прямая l из определения 7.1.1 является касательной к
кривой γ(t) в точке γ(τ0) при γ(c) 6= γ(d) и γ′(τ0) 6= 0.

Теперь мы приступим к формулировке основных результатов
данной работы.

Пусть γ : [a, b) → E2, где a, b ∈ R = R∪ {−∞,∞}, — непрерывная
параметрическая кривая на евклидовой плоскости, не являющаяся
постоянной ни в какой окрестности точки a.

Через D(t) будем далее обозначать расстояние между точками
γ(a) и γ(t).

Для каждого t ∈ (a, b) через S(t) будем обозначать множество
таких τ ∈ (a, t], для которых точка γ(τ) является опорной точкой
для хорды [γ(a), γ(t)]. Рассмотрим теперь (см. рис. 7.1)

DS(t) = sup
{
D(τ)

∣∣ τ ∈ S(t)
}
.

Основным объектом исследования в настоящей главе является
асимптотика отношения DS(t)/D(t) при t → a. Для фиксирован-
ного t множество точек S(t) ⊂ (a, t] может быть устроено довольно
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сложно, что очевидно из геометрической интерпретации этого мно-
жества. Особым является случай, когдаD(t) = 0. Согласно определе-
нию в этом случае S(t) = (a, t]. Очевидно, существует τ ∈ S(t) = (a, t]
с условием D(τ) > 0 (в противном случае кривая γ была бы посто-
янна на интервале (a, t)). Поэтому DS(t) > 0 для такого t, и мы
полагаем, что DS(t)/D(t) = ∞ при D(t) = 0.

D t( )

( )t

DS t( )

( )

( )a

Рис. 7.1. Определение величин D(t) и DS(t) для кривой.

Для фиксированного значения t можно подобрать кривую, для
которой отношение DS(t)/D(t) равно наперед заданному положи-
тельному числу. С другой стороны, понятно, например, что это от-
ношение не может быть больше единицы для всех значений пара-
метра. Гораздо менее очевидный факт состоит в том, что отношение
DS(t)/D(t) не может быть меньше определенного положительного
числа для всех значений параметра. Точное утверждение содержит-
ся в следующей теореме, являющейся основным результатом этой
главы.

Теорема 7.1.1 [119]. Пусть γ : [a, b) → E2 — произвольная непре-

рывная параметрическая кривая. Тогда справедливо неравенство

lim
t→a

DS(t)

D(t)
>

1

e
, (7.1.1)

где, как обычно, e = limn→∞(1 + 1/n)n.
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Замечание 7.1.2. Поясним, почему наличие точек со свойством
D(t) = 0 (а, значит, и со свойствомDS(t)/D(t) = ∞) не играет прин-
ципиальной роли, т. е. то, почему их вообще можно не принимать в
расчет. Пусть γ : [a, b) → E2 — некоторая параметрическая непре-
рывная кривая. Если существует такое b0 ∈ (a, b], что D(t) 6= 0 при
t ∈ (a, b0], то мы можем сузить область определения нашей кривой до
промежутка [a, b0] (на утверждении теоремы 7.1.1 это никак не отра-
зится). Если же такого b0 не существует, то существуют последова-
тельности чисел {an} и {bn} такие, что an → a и bn → a при n→ ∞,
a < an < bn < b и D(t) 6= 0 для всех n ∈ N и для всех t ∈ (an, bn].
Действительно, в противном случае γ(t) ≡ γ(a) для всех t ∈ [a, a+ε)
при подходящем ε > 0, что невозможно в соответствии с допуще-
ниями относительно кривой. Согласно теореме 7.1.1 для кривой γ,
ограниченной на отрезок [an, bn], Существуют такие tn ∈ (an, bn] и
τn ∈ (an, tn], что точка γ(τn) является опорной точкой для хорды

[γ(an), γ(tn)] и D(τn)
D(tn)

> e−1 − 1
n . Поскольку γ(an) = γ(a) для всех n,

то γ(τn) является опорной точкой и для хорды [γ(a), γ(tn)], поэто-

му DS(tn)
D(tn)

>
D(τn)
D(tn)

> e−1 − 1
n , и соответственно limt→a

DS(t)
D(t) >

1
e для

кривой γ : [a, b) → E2 даже без учета тех точек t, в которыхD(t) = 0.
Как отмечалось выше, для дифференцируемой кривой опорная

точка является точкой касания. Поэтому из сформулированной тео-
ремы нетрудно вывести и соответствующий результат для точек ка-
сания. Уточним постановку проблемы.

Пусть γ : [a, b) → E2, где a, b ∈ R = R ∪ {−∞,∞}, – непрерывная
параметрическая кривая на евклидовой плоскости такая, что для
любого t ∈ (a, b) существует ненулевой производный вектор γ′(t). От-
метим, что этот вектор задает направление касательной к рассмат-
риваемой кривой в точке γ(t). В случае непрерывно изменяющегося
производного вектора такие кривые принято называть гладкими ре-
гулярными, но мы в дальнейшем (если не оговорено противное) не
предполагаем непрерывности производного вектора.

Аналогично случаю общих непрерывных кривых для каждого
t ∈ (a, b) через T (t) будем обозначать множество таких τ ∈ (a, t],

что вектор γ′(τ) коллинеарен вектору
−−−−−→
γ(a)γ(t). Ясно, что множество

T (t) является непустым для любого t ∈ (a, b) (поскольку непустым
является даже множество S(t) ⊂ T (t)).

Рассмотрим величину

DT (t) = sup
{
D(τ)

∣∣ τ ∈ T (t)
}
.
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Нас будет интересовать асимптотика отношения DT (t)/D(t)
при t → a. Для фиксированного t (по аналогии с S(t)) множество то-
чек T (t) ⊂ (a, t] может быть устроено довольно сложно, что следует
из геометрической интерпретации этого множества как множества
точек τ ∈ (a, t] таких, что касательная к кривой γ в точке γ(τ) па-
раллельна хорде [γ(a), γ(t)]. Например, при D(t) = 0 имеет место ра-
венство T (t) = (a, t], и мы полагаем в этом случае DT (t)/D(t) = ∞.
Это обусловлено тем, что для некоторого τ ∈ (a, t) ⊂ T (t) выпол-
нено неравенство D(τ) > 0 (в противном случае производный век-
тор γ′ был бы тривиальным на интервале (a, t)) и, значит, DT (t) > 0
(см. аналогичное соглашение о значении DS(t)/D(t) при D(t) = 0,
а также замечания 7.1.1 и 7.1.2).

Ясно, что для какого-то конкретного значения t (и специально
выбранной кривой) отношение DT (t)/D(t) может быть произволь-
ным положительным числом. Для дифференцируемой кривой γ мы
очевидно имеем включение S(t) ⊂ T (t) (но при этом S(t) 6= ∅) и, сле-
довательно, неравенствоDS(t) 6 DT (t) для произвольного t ∈ (a, b).
Поэтому следующий результат (полученный ранее в [33]) является
непосредственным следствием теоремы 7.1.1.

Теорема 7.1.2 [33]. Пусть γ : [a, b) → E2 — произвольная непре-

рывная параметрическая кривая с ненулевым производным векто-

ром γ′(t) в каждой точке t ∈ (a, b). Тогда справедливо неравенство

lim
t→a

DT (t)

D(t)
>

1

e
. (7.1.2)

В следующем параграфе мы приведем ряд примеров, иллюстри-
рующих утверждение этой и предыдущей теорем. В частности, эти
примеры показывают, что неравенства (7.1.1) и (7.1.2) неулучшаемы.

Отметим также, что неравенства (7.1.1) и (7.1.2) имеют локаль-
ный характер, поэтому в формулировке теоремы 7.1.1 (соответствен-
но, теоремы 7.1.2) мы можем заменить область определения [a, b)
кривой γ(t) на любой промежуток [a, b1), где b1 ∈ (a, b). Также
в условиях теоремы 7.1.1 мы можем рассмотреть вместо кривой
γ : [a, b) → E2 кривую γ1 : [a1, b1) → E2, если γ1(t) = γ(g(t)) для неко-
торой непрерывной биективной функции g : [a1, b1) → [a, b) (в случае
теоремы 7.1.2 необходимо еще потребовать существование у g по-
ложительной производной на интервале (a1, b1)). Другими словами,
утверждения рассматриваемых теорем имеют отношение к геомет-
рии кривой (как класса попарно эквивалентных параметризованных
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кривых), а не к определенной выделенной параметризации. В даль-
нейшем (например, при доказательстве теорем 7.1.1 и 7.1.2) мы будем
свободно пользоваться этими свойствами. С другой стороны, резуль-
таты теорем 7.1.1 и 7.1.2 могут быть использованы для исследования
параметризаций некоторого специального вида, в этом случае мы по-
лучаем ряд результатов (частично известных) об асимптотике точек
промежуточного значения в некоторых классических дифференци-
альных и интегральных теоремах (см. параграф 7.5).

Доказательства теорем 7.1.1 и 7.1.2 мы приведем в отдельных
параграфах. Несмотря на то, что теорема 7.1.2 является простым
следствием теоремы 7.1.1, приводится независимое ее доказатель-
ство. Оно более просто с технической точки зрения по сравнению с
доказательством теоремы 7.1.1, и основные его идеи могут быть по-
лезны при изучении близких вопросов. Но прежде чем приступать к
изложению доказательств, мы рассмотрим несколько полезных при-
меров.

7.2. Некоторые примеры

Будем задавать кривые в полярных координатах на плоскости,
совмещая при этом полюс с начальной точкой кривой. Более того,
роль параметра во всех следующих примерах играет сам полярный
угол t, t ∈ [a, b).

Кривая γ(t), t ∈ [a, b), полностью определяется t 7→ ρ(t) — функ-
цией расстояния от текущей точки кривой до полюса. Отметим
выполнение равенства D(t) = ρ(t) во всех приводимых примерах,
в частности, D(a) = ρ(a) = 0. Точки τ ∈ T (t) ⊂ (a, t] определяются
равенством

ρ(τ) cos(t− τ)− ρ′(τ) sin(t− τ) = 0. (7.2.1)

Отметим также то, что во всех примерах этого параграфа справедли-
во равенство T (t) = S(t) для всех возможных значений параметра t
(в чем нетрудно убедиться), т. е. все точки касания заодно являются
и опорными точками для соответствующих хорд кривых.

Пример 7.2.1. Пусть кривая задается уравнением ρ(t) = eαt, где
α > 0, параметром является полярный угол, t ∈ [−∞, b). Понятно,
что t = τ+arccot(α)+πn (n ∈ Z, n > 0) для τ ∈ T (t) = S(t). Поэтому

DS(t) = DT (t) = eαt−α·arccot(α), D(t) = ρ(t) = eαt,
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DT (t)

D(t)
=
DS(t)

D(t)
= e−α·arccot(α).

Осталось отметить, что α · arccot(α) < 1 при α > 0 и, кроме то-
го, limα→∞(α · arccot(α)) = 1. Таким образом, неравенства в теоре-
мах 7.1.1 и 7.1.2 неулучшаемы.

Пример 7.2.2. Пусть кривая задается уравнением ρ(t) = tα, где
α > 0, параметром является полярный угол, t ∈ [0, b). Для нахожде-
ния τ ∈ T (t) = S(t) получаем равенство

τ cos(t− τ)− α sin(t− τ) = 0.

Понятно, что t = τ + arccot(ατ ) + πn (n ∈ Z, n > 0). Поэтому

lim
t→0

DT (t)

D(t)
= lim

t→0

DS(t)

D(t)
= lim

τ→0

τα(
τ + arccot

(
α
τ

))α =

= lim
τ→0

(
1 +

1

τ
arccot

(α
τ

))−α

=

(
1 +

1

α

)−α

> e−1.

Также отметим, что limα→∞(1 + α−1)−α = e−1.

Пример 7.2.3. Пусть l > 1, [a, b) = [−∞, 0), ρ(t) = eφ(t), где
φ(t) = −|t|l = −(−t)l, параметром опять является полярный угол,
t ∈ [−∞, 0). Понятно, что t = τ+arccot(φ′(τ))+πn (n ∈ Z, n > 0) для
τ ∈ T (t) = S(t) (см. равенство (7.2.1)). Отсюда нетрудно вывести, что

lim
t→−∞

DT (t)

D(t)
= lim

t→−∞

DS(t)

D(t)
= eL,

где L = lims→−∞(φ(s) − φ(s + α(s))) и α(s) = arccot(φ′(s)). Так как
φ′′(t) 6 0, то

φ′(s)α(s) > φ(s+ α(s))− φ(s) > φ′(s+ α(s))α(s).

Поскольку

lim
β→∞

(
β · arccot(β)

)
= 1, lim

s→−∞
φ′(s) = ∞, lim

s→−∞

φ′(s+ α(s))

φ′(s)
= 1,

то L = −1 и

lim
t→−∞

DT (t)

D(t)
= lim

t→−∞

DS(t)

D(t)
= e−1.
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Этот пример помогает лучше уяснить некоторые шаги приведенных
ниже доказательств теорем 7.1.1 и 7.1.2.

Отметим также, что множество других примеров доставляет нам
теорема 7.5.2 и следствие 7.5.1 из параграфа 7.5 благодаря асимто-
тическому равенству (7.5.3), поскольку такие примеры приведены
в предыдущих частях книги. Отметим, также что при некоторых
дополнительных ограничениях на асимптотику кривой t → γ(t) в

точке a существует обычный предел limt→a
DT (t)
D(t) (> e−1).

7.3. Доказательство теоремы 7.1.2

Мы начнем с технически более простого доказательства теоре-
мы 7.1.2. Введем на E2 прямоугольную декартову систему коорди-
нат Oxy. Тогда γ(t) = (x(t), y(t)) ∈ R

2, t ∈ [a, b). Тот факт, что точка
τ0 ∈ (a, t] принадлежит множеству T (t), можно выразить следую-
щим образом. Рассмотрим функцию Φ : [a, b) → R,

Φ(τ) = det

(
x(t)− x(a) y(t)− y(a)
x(τ) − x(a) y(τ)− y(a)

)
.

Нетрудно понять, что точка τ0 ∈ T (t) тогда и только тогда, когда

Φ′(τ0) = det

(
x(t) − x(a) y(t)− y(a)
x′(τ0) y′(τ0)

)
= 0.

Поскольку Φ(a) = Φ(t), то T (t) 6= ∅ по теореме Ролля. Для дока-
зательства теоремы 7.1.2 нам будет полезно одно вспомогательное
утверждение.

Лемма 7.3.1. Пусть заданы вещественные числа C > 0, q > 1
и функция α : (a, b] → R, где b > a ∈ R ∪ {−∞}, со следующими

свойствами:

(a) 0 < α(t) < C для всех t ∈ (a, b];
(б) либо t+α(t) > b, либо существует ξ = ξ(t) ∈ (t, t+α(t)) такое,

что α(t) > qα(ξ).
Тогда выполняется (по крайней мере) одно из следующих утвер-

ждений:

1) существует точка t∗ ∈ (a, b] и последовательность {tn}, tn ∈
(a, b), такая, что α(tn) → 0 и tn → t∗ при n→ ∞;

2) a > −∞ и существует c > 0 такое, что α(t) > c для всех

t ∈ (a, b].
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⊳ Предположим, что утверждение 1) из формулировки леммы не
выполнено и докажем справедливость утверждения 2).

Пусть b0 ∈ (a, b) и пусть c1 > 0 — нижняя грань значений
функции t 7→ α(t) на отрезке [b0, b]. При c1 = 0, пользуясь ком-
пактностью отрезка [b0, b], легко построить последовательность {tn},
tn ∈ [b0, b) ⊂ (a, b), сходящуюся к некоторому t∗ ∈ [b0, b] ⊂ (a, b] и та-
кую, что α(tn) → 0 при n → ∞. Но поскольку утверждение 1) из
формулировки леммы не выполнено по нашему предположению, то
справедливо неравенство c1 > 0.

Пусть теперь c = min{c1, b − b0} > 0. Покажем, что α(t) > c для
всех t ∈ (a, b]. Предположим, что множество

S =
{
t ∈ (a, b]

∣∣ α(t) < c
}

непусто. Очевидно, S ⊂ (a, b0]. Отметим, что для всех t ∈ S вы-
полнено неравенство t + α(t) 6 b (иначе α(t) > b − t > b − b0 > c),
поэтому по условию леммы для каждого t ∈ S существует такое чис-
ло ξ = ξ(t) ∈ (t, t+α(t)) ⊂ (t, b], что α(t) > qα(ξ). Выберем некоторое
t1 ∈ S и построим последовательность точек {tn} из S следующим
образом: если ti уже определен, то полагаем ti+1 = ξ(ti). По постро-
ению ti < ti+1, и, поскольку

c > α(ti) > qα(ξ(ti)) = qα(ti+1) > α(ti+1),

то ti+1 ∈ S. Поскольку построенная последовательность возрастает
и ограничена сверху числом b0 (S ⊂ (a, b0]), она имеет некоторый
конечный предел t∗ ∈ (a, b0], а неравенство α(ti) > qα(ti+1) влечет,
что α(tn) → 0 при n → ∞. Таким образом, выполняется условие 1)
в формулировке леммы, что мы предположили невозможным. Сле-
довательно, S = ∅, т. е. α(t) > c для всех t ∈ (a, b].

Если a > −∞, то выполнено утверждение 2) из формулировки
леммы. Поэтому нам осталось разобрать случай a = −∞.

Для всех i > 1 определим числа bi рекуррентной формулой bi =
bi−1 − qic (b0 было выбрано нами ранее). Докажем по индукции, что

α(t) > cqi

для всех t ∈ (−∞, bi]. При i = 0 это неравенство мы уже доказали.
Предположим, что оно доказано для всех i < k и докажем его при
i = k.
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Пусть t ∈ (−∞, bk]. Если t+ α(t) > bk−1, то

α(t) > bk−1 − t > bk−1 − bk = cqk.

Если же t + α(t) 6 bk−1 (что делает невозможным неравенство
t + α(t) > b > bk−1), то по условию леммы существует такое чис-
ло ξ = ξ(t) ∈ (t, t + α(t)) ⊂ (t, bk−1), что α(t) > qα(ξ). Поскольку
ξ < bk−1, то α(ξ) > cqk−1 по предположению индукции. Следова-
тельно, α(t) > cqk и в этом случае.

Теперь осталось заметить, что доказанное только что неравен-
ство α(t) > cqi противоречит неравенству α(t) < C из условия лем-
мы. Действительно, для достаточно больших значений i выполня-
ется неравенство cqi > C. Это противоречие и заканчивает доказа-
тельство леммы. ⊲

В оставшейся части этого параграфа мы доказываем теоре-
му 7.1.2. Для этого мы получим противоречие, предполагая, что ее
утверждение не выполняется.

Без ограничения общности можно считать (и мы будем делать
это в дальнейшем), что γ(t) 6= γ(a) для всех t ∈ (a, b). Действитель-
но, если существует последовательность точек tn ∈ (a, b) такая, что
tn → a при n → ∞ и γ(tn) = γ(a), то (поскольку в этом случае
D(tn) = 0 и DT (tn)/D(tn) = ∞ согласно договоренности, обсужда-

емой перед формулировкой теоремы 7.1.2) limt→a
DT (t)
D(t) = ∞ > 1

e ,

что мы исключили. Таким образом, числа t ∈ (a, b) со свойством
γ(t) = γ(a) не могут располагаться сколь угодно близко к точке a,
и, уменьшая при необходимости число b, можно добиться того, что
такие точки отсутствуют.

Пусть декартова система координат Oxy выбрана так, что O =
γ(a). Рассмотрим функции ρ, θ : [a, b) → R, определяемые следую-
щим образом. Положим ρ(t) = D(t) — расстояние от O до текущей
точки кривой γ(t). В качестве θ(t) мы рассмотрим число такое, что
x(t) = ρ(t) cos(θ(t)) и y(t) = ρ(t) sin(θ(t)). Такое число (полярный
угол) находится однозначно с точностью до слагаемого 2πn (n ∈ Z).
Учитывая непрерывность γ(t), нетрудно осуществить выбор такого
угла для различных значений t так, чтобы функция θ(t) оказалась
непрерывной. Из дифференцируемости γ(t) и неравенства γ(t) 6= O
при t ∈ (a, b) следует дифференцируемость функций ρ(t) и θ(t) на
интервале (a, b).

Покажем, что функцию θ(t) можно считать строго возрастаю-
щей. Действительно, легко понять, что для точек t ∈ (a, b), в ко-
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торых θ′(t) = 0 выполнено включение t ∈ T (t). Для таких точек
DT (t) > D(t), поэтому (см. рассуждение выше) такие точки не мо-
гут находиться сколь угодно близко к точке a. Уменьшая (в случае
надобности) число b, можно считать, что θ′(t) не меняет знака на ин-
тервале (a, b). Заменяя при необходимости луч Oy на противополож-
ный (тем самым изменяя ориентацию), можно считать, что θ′(t) > 0
при t ∈ (a, b).

Теперь (опять же без ограничения общности) мы можем произ-
вести замену параметра t так, что θ(t) = t для всех t ∈ (a, b), т. е.
рассматривая нами кривая будет параметризована полярным углом.
Далее нам также будет удобно рассмотреть функцию

φ(t) = ln(ρ(t)).

Поскольку ρ(t) = eφ(t), то, согласно сделанным нами выводам и допу-
щениям, функция φ : [a, b) → R непрерывна на области определения,
принимает конечные значения и дифференцируема при t ∈ (a, b),
а φ(a) = −∞. Далее мы установим некоторые свойства этой функ-
ции.

Поскольку мы предположили теорему 7.1.2 неверной, то можем
считать, что существует число q > 1 такое, что для всех t ∈ (a, b)
и всех τ ∈ T (t) выполнено неравенство

D(τ)

D(t)
6 e−q.

В наших обозначениях D(t) = eφ(t), поэтому приведенное неравен-
ство эквивалентно следующему:

φ(t) − φ(τ) > q > 1 (7.3.1)

для всех t ∈ (a, b) и для всех τ ∈ T (t).
Поскольку теперь x(t) = eφ(t) cos(t) и y(t) = eφ(t) sin(t), то условие

принадлежности τ ∈ (a, t] множеству T (t) выражается равенством

cos(t− τ) = φ′(τ) sin(t− τ). (7.3.2)

Это уравнение имеет решение t = τ + arccot(φ′(τ)) + πn (n ∈ Z).
С учетом неравенства t > τ следует выбирать лишь неотрицательные
значения n такие, что τ + arccot(φ′(τ)) + πn < b.
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Далее мы рассмотрим функцию α : (a, b) → R, задающуюся ра-
венством

α(t) = arccot(φ′(t)).

Ясно, что α(t) ∈ (0, π) для всех значений параметра. Зафиксируем
теперь некоторое число b∗ ∈ (a, b). Сейчас мы установим одно при-
мечательное свойство функции α(t) на промежутке (a, b∗].

Покажем, что для любого t ∈ (a, b∗] выполняется по крайней мере
одно из следующих двух утверждений:

i) t+ α(t) > b∗;
ii) существует ξ = ξ(t) ∈ (t, t+ α(t)) такое, что α(t) > qα(ξ).
Допустим, что утверждение i) не выполнено, т. е. t + α(t) 6 b∗.

Положим s = t + α(t), тогда t < s < b∗, и более того, t ∈ T (s), как
следует из равенства (7.3.2) и определения функции α(t). Согласно
неравенству (7.3.1) мы получаем

1 < q 6 φ(s) − φ(t) = φ′(ξ)(s − t) = φ′(ξ)α(t),

для некоторого числа ξ ∈ (t, s), существующего по теореме Лагран-
жа. Ясно, что φ′(ξ) > 0, поэтому α(ξ) = arccot(φ′(ξ)) ∈ (0, π/2).
Далее,

φ′(ξ) = cot(α(ξ)) =
1

tan(α(ξ))
<

1

α(ξ)
,

поскольку tan(x) > x при x ∈ (0, π/2). Поэтому q 6 φ′(ξ)α(t) < α(t)
α(ξ) ,

и мы доказали утверждение ii).
Теперь мы можем завершить доказательство теоремы 7.1.2. В на-

ших условиях применима лемма 7.3.1 (при этом C = π и b = b∗).
Поэтому выполнено либо утверждение 1), либо утверждение 2) из
формулировки этой леммы (в обоих случаях нам достаточно прийти
к противоречию).

Пусть выполнено утверждение 1), т. е. существуют точка t∗ ∈
(a, b∗] и последовательность {tn}, tn ∈ [a, b∗), такая, что α(tn) → 0 и
tn → t∗ при n → ∞. Положим sn = tn + α(tn). Ясно, что tn ∈ T (sn)
для всех n, следовательно, φ(sn) − φ(tn) > q > 1 (см. неравен-
ство (7.3.1)). Но это неравенство не может быть выполнено для боль-
ших значений n, поскольку tn → t∗, sn = tn +α(tn) → t∗, а функция
t 7→ φ(t) непрерывна в точке t∗. Значит, в этом случае доказываемая
теорема справедлива.

Пусть теперь выполнено утверждение 2), т. е. a > −∞ и суще-
ствует c > 0 такое, что α(t) > c для всех t ∈ (a, b∗]. Поскольку
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α(t) = arccot(φ′(t)), из равенства (7.3.2) следует, что t ∈ (a, b∗) и для
всех τ ∈ T (t) выполнено неравенство t− τ > c > 0. С другой сторо-
ны, при t − a 6 c мы получаем t − τ 6 t − a 6 c для всех τ ∈ T (t)
(напомним, что множество T (t) непусто всех t), поскольку τ ∈ (a, t),
что противоречит предыдущему неравенству. Таким образом, в этом
случае доказываемая теорема также справедлива.

7.4. Доказательство теоремы 7.1.1

Введем на E2 прямоугольную декартову систему координат Oxy
так, что O = γ(a). Тогда γ(t) = (x(t), y(t)) ∈ R2, t ∈ [a, b), и γ(a) =
(x(a), y(a)) = (0, 0). Тот факт, что точка τ0 ∈ (a, t] принадлежит
множеству S(t), можно выразить следующим образом. Рассмотрим
функцию Φ : [a, b) → R,

Φ(τ) = det

(
x(t) y(t)
x(τ) y(τ)

)
. (7.4.1)

Тогда точка τ0 ∈ (a, t] принадлежит множеству S(t) тогда и только
тогда, когда τ0 является точкой локального экстремума функции
τ 7→ Φ(τ).

В оставшейся части этого параграфа мы доказываем теоре-
му 7.1.1. Далее мы предположим, что утверждение теоремы 7.1.1
не выполняется, и придем к противоречию.

Без ограничения общности можно считать (и мы будем делать
это в дальнейшем), что γ(t) 6= γ(a) для всех t ∈ (a, b). Действитель-
но, если существует последовательность точек tn ∈ (a, b) такая, что
tn → a при n → ∞ и γ(tn) = γ(a), то (поскольку в этом случае
D(tn) = 0 и DS(tn)/D(tn) = ∞ согласно договоренности, обсужда-

емой перед формулировкой теоремы 7.1.1) limt→a
DT (t)
D(t) = ∞ > 1

e ,

что мы исключили. Таким образом, числа t ∈ (a, b) со свойством
γ(t) = γ(a) не могут располагаться сколь угодно близко к точке a,
и, уменьшая при необходимости число b, можно добиться того, что
такие точки отсутствуют.

Рассмотрим функции ρ, θ : [a, b) → R, определяемые следующим
образом. Положим ρ(t) = D(t) — расстояние от O до текущей точ-
ки кривой γ(t). В качестве θ(t) мы рассмотрим число такое, что
x(t) = ρ(t) cos(θ(t)) и y(t) = ρ(t) sin(θ(t)). Такое число (полярный
угол) находится однозначно с точностью до слагаемого 2πn (n ∈ Z).
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Учитывая непрерывность γ(t) нетрудно осуществить выбор такого
угла для различных значений t так, чтобы функция t 7→ θ(t) оказа-
лась непрерывной.

Покажем, что функцию θ(t) можно считать строго возрастающей.
В выбранных нами обозначениях функция Φ (см. равенство (7.4.1))
имеет следующий вид:

Φ(τ) = ρ(t)ρ(τ) sin(θ(τ) − θ(t)).

Если точка t является точкой локального максимума (минимума)
функции τ 7→ θ(τ), то она также является точкой локального ми-
нимума (соответственно, максимума) функции τ 7→ Φ(τ), при этом
t ∈ S(t) и DS(t) > D(t). Поэтому (см. рассуждение выше) такие
точки не могут находиться сколь угодно близко к точке a. Умень-
шая (в случае надобности) число b, можно считать, что для всех
t ∈ (a, b) точка t не является точкой локального экстремума функ-
ции τ 7→ θ(τ). В силу непрерывности этой функции это означает, что
она либо строго убывает, либо строго возрастает на интервале (a, b).
Заменяя при необходимости луч Oy на противоположный (изменяя
ориентацию), можно считать, что эта функция строго возрастает при
t ∈ (a, b).

Теперь (опять же без ограничения общности) мы можем произ-
вести замену параметра t так, что θ(t) = t для всех t ∈ (a, b), т. е.
рассматривая нами кривая будет параметризована полярным углом.
Далее нам также будет удобно рассмотреть функцию φ(t) = ln(ρ(t)).
Поскольку ρ(t) = eφ(t), то, согласно сделанным нами выводам и допу-
щениям, функция φ : [a, b) → R непрерывна на области определения,
принимает конечные значения при t ∈ (a, b), а φ(a) = −∞. Далее мы
установим некоторые свойства этой функции.

Поскольку мы предположили теорему 7.1.1 неверной, то можем
считать, что существует число q > 1 такое, что для всех t ∈ (a, b) и
всех τ ∈ S(t) выполнено неравенство

D(τ)

D(t)
6 e−q.

В наших обозначениях D(t) = eφ(t), поэтому приведенное неравен-
ство эквивалентно следующему:

φ(t) − φ(τ) > q > 1 (7.4.2)

для всех t ∈ (a, b) и для всех τ ∈ S(t).



7.4. Доказательство теоремы 7.1.1 151

Поскольку теперь x(t) = eφ(t) cos(t) и y(t) = eφ(t) sin(t), то усло-
вие принадлежности τ ∈ (a, t] множеству S(t) можно выразить сле-
дующим образом: точка τ является точкой локального экстремума
функции

τ 7→ −(ρ(t))−1Φ(τ) = ρ(τ) sin(t− θ) = eφ(τ) sin(t− τ).

Для фиксированного t рассмотрим отрезок I(t) = [max{t − π, a}, t].
Понятно, что на концах этого отрезка функция τ 7→ eφ(τ) sin(t− τ)
зануляется. Таким образом, внутри этого отрезка существует по
крайней мере одна точка экстремума этой функции, т. е. точка из
множества S(t).

Далее рассмотрим функцию

τ 7→ φ(τ) + ln(sin(t− τ)) = ln
(
eφ(τ) sin(t− τ)

)
=: F t(τ).

Предложение 7.4.1. Для каждого t ∈ (a, b) существует β(t) > 0
такое, что на отрезке [t− β(t), t] функция τ 7→ F t(τ) убывает.

⊳ Допустим, что это не так. Тогда существуют последовательно-
сти чисел {τn} и {ξn} такие, что τn < ξn < t и F t(τn) 6 F t(ξn) для
всех n, τn → t при n → ∞. Поскольку F t(τ) → −∞ при τ → t − 0,
то на промежутке [τn, t) существует точка ηn абсолютного максиму-
ма функции F t. Понятно, что ηn ∈ S(t) и ηn → t при n → ∞. Но
согласно нашему предположению для всех n должно выполняться
неравенство φ(t) − φ(ηn) > q (неравенство (7.4.2)), что невозмож-
но (достаточно совершить предельный переход в последнем нера-
венстве). Тем самым мы доказали существование нужного β(t) > 0
(нетрудно также понять, что β(t) < π). ⊲

Замечание 7.4.1. Напомним, что любая неубывающая функ-
ция f : [α, β] ⊂ R → R является почти всюду дифференцируемой
на области определения, при этом ее производная неотрицательна,

суммируема, и
∫ β
α f

′(t)dt 6 f(β)−f(α). Если к тому же f имеет про-
изводную в каждой точке отрезка [α, β], то приведенное неравенство
обращается в равенство (в этом случае функция x 7→ f(x) является
абсолютно непрерывной на отрезке [α, β]), см. теоремы 1.1.4 и 1.1.5.

Предложение 7.4.2. Для каждого t ∈ (a, b) на произвольном

отрезке [c, d] ⊂ (t− β(t), t) функция φ почти всюду дифференцируе-
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ма, имеет суммируемую производную и

φ(d) − φ(c) 6

d∫

c

φ′(τ) dτ.

⊳ Согласно предложению 7.4.1 функция

τ 7→ F t(τ) = φ(τ) + ln(sin(t− τ))

убывает на отрезке [t−β(t), t]. Таким образом, функция −F t возрас-
тает на этом отрезке. Используя свойства возрастающих функций
(см. замечание 7.4.1), дифференцируемость и абсолютную непрерыв-
ность функции τ 7→ ln(sin(t − τ)) на отрезке [c, d] ⊂ (t − β(t), t) ⊂
(t− π, t), легко получаем нужные свойства функции φ. ⊲

Предложение 7.4.3. Функция φ дифференцируема почти всю-

ду на интервале (a, b). На любом отрезке [c, d] ⊂ (a, b) ее производ-

ная φ′ суммируема и удовлетворяет неравенству

φ(d) − φ(c) 6

d∫

c

φ′(τ) dτ.

⊳ Для каждого t ∈ (a, b) рассмотрим интервал I(t) := (t− β(t), t)
(см. предложение 7.4.1). В совокупности эти интервалы покрывают
отрезок [c, d]. В силу компактности этого отрезка он покрывается и
некоторым конечным набором этих интервалов, скажем интервала-
ми I(t0), I(t1), . . . , I(tl), t0 < t1 < . . . < tl. Выберем теперь числа si,
i = 0, . . . , l, так, что c = s0 < s1 < . . . < sl−1 = d и [si, si+1] ⊂ I(ti).
Согласно предложению 7.4.2 на каждом из отрезков [si, si+1] функ-
ция φ почти всюду дифференцируема и удовлетворяет неравенству

φ(si+1)− φ(si) 6

si+1∫

si

φ′(τ) dτ.

Значит, φ дифференцируема почти всюду на отрезке [c, d]. Суммируя
же полученные неравенства по i от 0 до s − 1, мы получаем анало-
гичное неравенство на отрезке [c, d]. В силу произвольности выбора
отрезка [c, d] ⊂ (a, b) функция φ дифференцируема почти всюду на
интервале (a, b). ⊲
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Далее нам будет полезно использовать множество

Sm =
{
t ∈ (a, b)

∣∣ существуетφ′(t) ∈ R
}
.

Мы рассмотрим также функцию α : Sm → R, задающуюся равен-
ством

α(t) = arccot(φ′(t)).

Ясно, что α(t) ∈ (0, π) для всех значений параметра.

Предложение 7.4.4. Для каждого τ ∈ Sm выполнено либо

неравенство τ + α(τ) > b, либо неравенство φ(τ + α(τ)) − φ(τ) > q.

⊳ Зафиксируем некоторое τ0 ∈ Sm и предположим, что выпол-
нено неравенство t0 := τ0 + α(τ0) < b. Если точка τ0 является точ-
кой локального экстремума функции τ 7→ eφ(τ) sin(t0 − τ), то тогда
τ0 ∈ S(t0) и согласно нашим допущениям выполнено неравенство
φ(t0) − φ(τ0) > q (неравенство (7.4.2)), и мы получаем нужный ре-
зультат. Однако эта точка не обязана доставлять локальный экстре-
мум указанной функции, но по определению α(τ0) = arccot(φ′(τ0))
точка τ0 является критической точкой функции τ 7→ eφ(τ) sin(t0− τ).
Другими словами, касательная к кривой γ(t) в точке γ(τ0) парал-
лельна хорде [O = γ(a), γ(t0)].

Выберем теперь последовательности чисел {τn} и {tn} такие, что
τn → τ0 и tn → t0 при n → ∞, хорда [O, γ(tn)] параллельна хорде
[γ(τ0), γ(τn)] для всех n. Поскольку τ0 ∈ Sm, то

1

τn − τ0

−−−−−−−→
γ(τn)γ(τ0) → γ′(τ0) при n→ ∞.

Покажем, что для каждого n существует число ηn ∈ S(tn), лежащее
между числами τ0 и τn. Такое число должно быть точкой локального
экстремума функции τ 7→ eφ(τ) sin(tn − τ). Для этого рассмотрим
функцию

Ψ(τ) = det

(
γ(τn)− γ(τ0)

γ(τ)

)
.

Поскольку Ψ(τ0) = Ψ(τn), то между точками τ0 и τn найдется точка
ηn локального экстремума этой функции. Но эта же самая точка
является и точкой локального экстремума функции

τ 7→ det

(
γ(tn)
γ(τ)

)
= det

(
eφ(tn) cos(tn) eφ(tn) sin(tn)

eφ(τ) cos(τ) eφ(τ) sin(τ)

)
=

=
(
− eφ(tn)

)
eφ(τ) sin(tn − τ),
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т. е. ηn ∈ S(tn). Согласно неравенству (7.4.2) для всех n получаем
φ(tn)−φ(ηn) > q. Поскольку ηn → τ0 и tn → t0 при n→ ∞, переходя
к пределу в этом неравенстве, получаем φ(t0) − φ(τ0) > q, что и
требовалось. ⊲

Зафиксируем теперь некоторое число b∗ ∈ (a, b). Сейчас мы уста-
новим одно примечательное свойство функции α(t) на промежут-
ке (a, b∗].

Предложение 7.4.5. Для любого t ∈ (a, b∗) ∩ Sm выполняется

по крайней мере одно из следующих двух утверждений:

1) t+ α(t) > b∗;
2) существует ξ = ξ(t) ∈ (t, t+α(t)) ∩ Sm такое, что α(t) > qα(ξ).

⊳ Допустим, что утверждение 1) не выполнено, т. е. t+α(t) < b∗.
Положим s = t+ α(t), тогда t < s < b∗. Согласно предложению 7.4.4
φ(s)− φ(t) > q > 1. Согласно предложению 7.4.3 функция φ диффе-
ренцируема почти всюду на отрезке [t, s], производная φ′ суммируема
на этом отрезке и выполнено неравенство

1 < q 6 φ(s)− φ(t) 6

s∫

t

φ′(τ) dτ.

Далее отметим, что для некоторого числа ξ ∈ (t, s) ∩ Sm выполне-
но неравенство

∫ s
t
φ′(τ) dτ 6 (s − t)φ′(ξ). Действительно, множество

(t, s) ∩ Sm является множеством полной меры на интервале (t, s),
и если для всех точек ξ этого множества выполнено неравенство∫ s
t
φ′(τ)dτ > (s− t)φ′(ξ), то интегрируя его по (t, s), сразу получаем

противоречие. Таким образом, нужная точка ξ ∈ (t, s)∩Sm действи-
тельно существует (такие точки даже образует множество ненулевой
меры), и тогда

1 < q 6 φ(s)− φ(t) 6

s∫

t

φ′(τ) dτ 6 (s− t)φ′(ξ).

Ясно, что φ′(ξ) > 0, поэтому α(ξ) = arccot(φ′(ξ)) ∈ (0, π/2). Далее,

φ′(ξ) = cot(α(ξ)) =
1

tan(α(ξ))
<

1

α(ξ)
,

поскольку tan(x) > x при x ∈ (0, π/2). Поэтому q 6 φ′(ξ)α(t) < α(t)
α(ξ) ,

и мы доказали утверждение 2). ⊲
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Рассмотрим теперь множество S∗ = Sm ∩ (a, b∗]. Оно является
множеством полной меры на промежутке (a, b∗]. Мы установим еще
несколько свойств функции t 7→ α(t) на множестве S∗.

Предложение 7.4.6. Выполняется (по крайней мере) одно из

следующих утверждений:

1) существует точка t∗∈(a, b∗] и последовательность {tn}, tn∈S∗,

такая, что α(tn) → 0 и tn → t∗ при n→ ∞;

2) a > −∞ и существует c > 0 такое, что α(t) > c для всех t ∈ S∗.

⊳ Предположим, что утверждение 1) не выполнено и докажем
справедливость утверждения 2).

Пусть b0 ∈ (a, b) и пусть c1 > 0 — нижняя грань значений функ-
ции t 7→ α(t) на множестве S∗ ∩ [b0, b]. При c1 = 0, пользуясь ком-
пактностью отрезка [b0, b], легко построить последовательность {tn},
tn ∈ S∗ ∩ [b0, b) ⊂ (a, b), сходящуюся к некоторому t∗ ∈ S∗ ∩ [b0, b] и
такую, что α(tn) → 0 при n → ∞. Но поскольку условие 1) из фор-
мулировки утверждения не выполнено по нашему предположению,
то справедливо неравенство c1 > 0.

Пусть теперь c = min{c1, b∗ − b0} > 0. Покажем, что α(t) > c для
всех t ∈ S∗. Предположим, что множество

S =
{
t ∈ S∗

∣∣ α(t) < c
}

непусто. Очевидно, S ⊂ (a, b0]. Отметим, что для всех t ∈ S выпол-
нено неравенство t + α(t) < b∗ (иначе α(t) > b∗ − t > b∗ − b0 > c),
поэтому по утверждению 7.4.5 существует ξ = ξ(t) ∈ (t, t+α(t))∩Sm
такое, что α(ξ) < α(t)/q < α(t) < c, в частности, ξ ∈ S.

Выберем теперь некоторое t1 ∈ S и построим последовательность
точек {tn} из S следующим образом: если ti уже определен, то по-
лагаем ti+1 = ξ(ti). По построению ti < ti+1, и, поскольку

c > α(ti) > qα(ξ(ti)) = qα(ti+1) > α(ti+1),

то ti+1 ∈ S. Поскольку построенная последовательность возрастает
и ограничена сверху числом b0 (S ⊂ (a, b0]), она имеет некоторый
конечный предел t∗ ∈ (a, b0], а неравенство α(ti) > qα(ti+1) влечет,
что α(tn) → 0 при n → ∞. Таким образом, выполняется утвержде-
ние 1) в формулировке леммы, что мы предположили невозможным.
Следовательно, S = ∅, т. е. α(t) > c для всех t ∈ (a, b].

Если a > −∞, то выполнено утверждение 2) из формулировки
предложения. Поэтому нам осталось разобрать случай a = −∞.
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Для всех i > 1 определим числа bi рекуррентной формулой bi =
bi−1 − qic (b0 было выбрано нами ранее). Докажем по индукции, что

α(t) > cqi

для всех t ∈ (−∞, bi] ∩ Sm. При i = 0 это неравенство мы уже дока-
зали. Пусть оно доказано для всех i < k, докажем его при i = k.

Пусть t ∈ (−∞, bk] ∩ Sm. Если t+ α(t) > bk−1, то

α(t) > bk−1 − t > bk−1 − bk = cqk.

Если же t + α(t) 6 bk−1 (что несовместимо с выполнением нера-
венства t + α(t) > b > bk−1), то по предложению 7.4.5 существует
ξ = ξ(t) ∈ (t, t + α(t)) ∩ Sm ⊂ (t, bk−1) такое, что α(t) > qα(ξ). По-
скольку ξ < bk−1, то α(ξ) > cqk−1 по предположению индукции.
Следовательно, α(t) > cqk и в этом случае.

Теперь осталось заметить, что доказанное только что неравен-
ство α(t) > cqi противоречит неравенству α(t) = arccot(φ′(t)) < π.
Действительно, для достаточно больших i выполняется неравенство
cqi > π. Это противоречие и заканчивает доказательство предложе-
ния. ⊲

Теперь мы можем завершить доказательство теоремы 7.1.1. Со-
гласно уже доказанному выполнено либо утверждение 1), либо
утверждение 2) из формулировки предложения 7.4.6, и в обоих слу-
чаях нам достаточно прийти к противоречию.

Пусть выполнено утверждение 1), т. е. существует точка t∗∈(a, b∗]
и последовательность {tn}, tn ∈ S∗ ⊂ Sm, такая, что α(tn) → 0 и
tn → t∗ при n → ∞. Положим sn = tn + α(tn). Согласно предло-
жению 7.4.4, для всех достаточно больших n выполнено неравенство
φ(sn)− φ(tn) > q (поскольку sn → t∗ < b при n→ ∞). Но это невоз-
можно, поскольку tn → t∗, sn = tn + α(tn) → t∗, а функция t 7→ φ(t)
непрерывна в точке t∗. Значит, в этом случае доказываемая теорема
справедлива.

Пусть теперь выполнено утверждение 2), т. е. a > −∞ и су-
ществует c > 0 такое, что α(t) > c для всех t ∈ S∗. Поскольку
α(t) = arccot(φ′(t)), то мы получаем неравенство φ′(t) 6 cot(c) ∈ R

для всех t ∈ S∗. Согласно предложению 7.4.3, для любого η ∈ (a, b∗)
производная φ′ суммируема на отрезке [η, b∗] ⊂ (a, b) и удовлетворяет
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неравенству

φ(b∗)− φ(η) 6

b∗∫

η

φ′(τ) dτ 6 cot(c)(b∗ − η).

Устремляя η к a, получаем φ(b∗) − φ(a) 6 cot(c)(b∗ − a) ∈ R, но
последнее невозможно, поскольку φ(a) = −∞. Таким образом, в этом
случае доказываемая теорема также справедлива.

7.5. Связь доказанных теорем

с другими результатами

Сначала мы применим утверждение теоремы 7.1.1 для парамет-
ризаций специального вида. Рассмотрим две непрерывные функции
h, g : [a, b) ⊂ R → R и предположим, что функция h является неубы-
вающей и не равна константе ни в какой окрестности точки a. Для
каждого x ∈ (a, b) рассмотрим множество чисел τ ∈ (a, x], являю-
щихся точками локального экстремума функции

t 7→ (g(x)− g(a))h(t)− (h(x) − h(a))g(t). (7.5.1)

Пусть µ(x) — верхняя грань таких τ . Следующая теорема дает нетри-
виальную информацию о поведении µ(x) при x→ a.

Теорема 7.5.1. Предположим дополнительно, что существует

конечный предел limx→a
g(x)−g(a)
h(x)−h(a) , тогда справедливо следующее со-

отношение:

lim
x→a

h(µ(x)) − h(a)

h(x)− h(a)
>

1

e
. (7.5.2)

⊳ Мы воспользуемся результатом теоремы 7.1.1 для кривой
γ(t) = (g(t), h(t)) ∈ R2. Ясно, что для этой кривой τ ∈ S(x) то-
гда и только тогда, когда τ — точка экстремума функции (7.5.1),
D(x) =

√
(g(x)− g(a))2 + (h(x) − h(a))2. Поскольку по условию пре-

дел P := limx→a
g(x)−g(a)
h(x)−h(a) существует и конечен, то легко понять,

что

DS(x) = sup
{
D(τ)

∣∣ τ ∈ S(x)
}
∼ D(µ(x)) =

=
√
(g(µ(x)) − g(a))2 + (h(µ(x)) − h(a))2 при x→ a.
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Пусть L(x) = h(µ(x))−h(a)
h(x)−h(a) , тогда c учетом выписанного асимптотиче-

ского равенства получаем

(
DS(x)

D(x)L(x)

)2

∼
1 +

( g(µ(x))−g(a)
h(µ(x))−h(a)

)2

1 +
( g(x)−g(a)
h(x)−h(a)

)2 → 1 + P 2

1 + P 2
= 1 (7.5.3)

при x→ a. Следовательно, по теореме 7.1.1

lim
x→a

h(µ(x)) − h(a)

h(x) − h(a)
= lim

x→a

DS(x)

D(x)
>

1

e
,

что и требовалось. ⊲

Пусть теперь функции h, g : [a, b) ⊂ R → R имеют производные на
интервале (a, b). Функция h дополнительно предполагается неубыва-
ющей и отличной от константы в любой окрестности точки a. Тогда
согласно теореме Коши, для каждого x ∈ (a, b) существует τ ∈ (a, x)
со следующим свойством:

g(x)− g(a)

h(x)− h(a)
=
g′(τ)

h′(τ)
. (7.5.4)

Пусть ξ(x) — верхняя грань таких τ . Очевидно, что любая точка
экстремума функции (7.5.1) τ удовлетворяет уравнению (7.5.4). По-
этому ξ(x) > µ(x) для всех x, и из теоремы 7.5.1 мы сразу получаем
нетривиальную информацию о поведении ξ(x) при x→ a.

Теорема 7.5.2. Предположим дополнительно, что существует

конечный предел limx→a
g(x)−g(a)
h(x)−h(a) , тогда справедливо следующее со-

отношение:

lim
x→a

h(ξ(x)) − h(a)

h(x)− h(a)
>

1

e
. (7.5.5)

Замечание 7.5.1. Отметим, что для любой фиксированной
функции h неравенство (7.5.5) (а вместе с ним и неравенство (7.5.2))
в целом неулучшаемо. Для проверки этого положим g(x) = (h(x) −
h(a))1+α, где α > 0. В силу монотонности функции h существу-
ет единственное число τ = ξ(x) ∈ (a, x), удовлетворяющее равен-
ству (7.5.4). Простые вычисления показывают, что

h(ξ(x)) − h(a)

h(x)− h(a)
=

(
1

1 + α

) 1
α
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для всех x ∈ (a, b). Таким образом, и limx→a
h(ξ(x))−h(a)
h(x)−h(a) =

(
1

1+α

)1/α
.

Осталось заметить, что limα→0(1 + α)−1/α = e−1. Эти же примеры
и последняя формула в доказательстве теоремы 7.5.2 также обосно-
вывают и неулучшаемость неравенства (7.1.2).

В случае h(x) ≡ 1 из теоремы 7.5.2 мы получаем утверждение об
асимптотике точек среднего значения в теореме Лагранжа, которое
по сути совпадает с утверждением теоремы 2.1.3.

Следствие 7.5.1. Пусть g : [a, b) ⊂ R → R — непрерывная

функция, обладающая производной на интервале (a, b). Для каж-

дого x ∈ (a, b) обозначим через ξ(x) верхнюю грань чисел τ ∈ (a, x]
таких, что g′(τ)(x − a) = g(x) − g(a). Тогда, если функция g имеет

(правую) производную в точке a, то выполнено неравенство

lim
x→a

ξ(x)− a

x− a
>

1

e
. (7.5.6)

Неравенство (7.5.6) обращается в равенство, например, для функ-
ции g : [0, 1) → R, задающейся равенством g(x) = −

∫ x
0

dt
ln t .

В случае непрерывной производной g′ =: f полученное следствие
может быть переформулировано в интегральной форме. Рассмотрим
непрерывную функцию f : [a, b] → R. Для произвольного x ∈ (a, b]
существует τ ∈ [a, x] такое, что

x∫

a

f(t) dt = (x− a)f(τ)

(частный случай первой интегральной теоремы о среднем значении).
Такое τ единственно, если f возрастает или убывает. В общем случае
положим

η(x) := max

{
τ ∈ [a, x]

∣∣∣∣

x∫

a

f(t) dt = xf(τ)

}
.

Тогда (это эквивалентно утверждению следствия 7.5.1) выполнено
неравенство

lim
x→a

η(x)− a

x− a
>

1

e
.

Таким образом, мы получаем еще одно обоснование гипотезы
В. К. Ионина (см. параграф 2.1).
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Теоремы 7.5.1 и 7.5.2 дают нам нетривиальную информация о по-

ведении функций µ(x) и ξ(x) через оценку асимптотик h(µ(x))−h(a)
h(x)−h(a)

и h(ξ(x))−h(a)
h(x)−h(a) соответственно.

Хотелось бы однако иметь аналогичное утверждение и для ве-

личин µ(x)−a
x−a и ξ(x)−a

x−a (в случае теоремы Лагранжа h(x) ≡ x мы и
так имеет нужные результаты). Следующие результаты позволяют
получить некоторую информацию такого рода.

Далее нам понадобятся понятия существенного верхнего и суще-
ственного нижнего предела функции (см. определение 3.3.1).

Для функции f : [a, b) → R мы обозначим через lim essx→a f(x)
нижнюю грань чисел t ∈ R таких, что f(x) 6 t почти всюду на неко-
тором отрезке [a, δ] ⊂ [a, b) (существенный верхний предел). Анало-
гично, lim essx→a f(x) означает верхнюю грань чисел t ∈ R таких,
что f(x) > t почти всюду на некотором отрезке [a, δ] ⊂ [a, b) (суще-
ственный нижний предел).

Лемма 7.5.1. Пусть функция h : [a, b) → R не убывает и пусть

C := lim
x→a

ess
h(x)− h(a)

(x− a)h′(x)
<∞.

Тогда для произвольного числа q ∈ (0, 1) выполнено неравенство

lim
x→a

h(a+ q(x− a))− h(a)

h(x)− h(a)
6 q1/C .

⊳ Зафиксируем некоторое число ε > 0. Уменьшая при необходи-
мости число b, можно считать, что для почти всех t ∈ (a, b] выпол-
нено неравенство

h(t)− h(a)

(t− a)h′(t)
< C + ε,

которое можно переписать следующим образом:

h′(t)

h(t)− h(a)
>

1

C + ε

1

t− a
.

Интегрируя последнее неравенство от t = xq := a+ q(x− a) до t = x,
получаем

1

C + ε
ln

1

q
<

x∫

xq

h′(t) dt

h(t)− h(a)
6 ln

(
h(t)− h(a)

)∣∣∣
t=x

t=xq

= ln
h(x)− h(a)

h(xq)− h(a)
.
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Здесь мы воспользовались свойствами неубывающей функции x 7→
ln(h(x) − h(a)) (ее приращение на отрезке не меньше интеграла от
ее производной на этом же отрезке, см. теорему 1.1.4 или замеча-
ние 7.4.1). После простых преобразований получаем, что

h(xq)− h(a)

h(x) − h(a)
6 q

1
C+ε и lim

x→a

h(xq)− h(a)

h(x)− h(a)
6 q

1
C+ε .

В силу произвольности ε > 0 лемма доказана. ⊲

Теорема 7.5.3. Пусть C = lim essx→a
h(x)−h(a)
(x−a)h′(x) в условиях и обо-

значениях теоремы 7.5.1. Тогда справедливо неравенство

lim
x→a

µ(x) − a

x− a
> e−C .

Если дополнительно выполнены условия теоремы 7.5.2, то справед-

ливо также и неравенство

lim
x→a

ξ(x) − a

x− a
> e−C .

⊳ Докажем первое неравенство. При C = ∞ все очевидно. Далее
считаем, что C < ∞. Предположим, что теорема неверна. Выберем

некоторое число q между limx→a
µ(x)−a
x−a и e−C (0 < q < e−C < 1

в частности). Без ограничения общности можно считать, что для
всех x ∈ (a, b) выполнено неравенство

µ(x)− a

x− a
< q,

эквивалентное неравенству µ(x) < xq = a + q(x − a). Поскольку
функция h возрастает, то h(µ(x)) < h(a+q(x−a)). В силу результата
теоремы 7.5.2 получаем

lim
x→a

h(a+ q(x − a))− h(a)

h(x) − h(a)
> lim
x→a

h(µ(x)) − h(a)

h(x) − h(a)
>

1

e
.

Теперь из леммы 7.5.1 получаем, что e−1 6 q1/C , т. е. e−C 6 q, что
противоречит выбору числа q. Полученное противоречие и доказы-
вает первое неравенство теоремы.

Второе неравенство очевидно следует из первого и того факта,
что ξ(x) > µ(x) для всех x в условиях теоремы 7.5.2. ⊲
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Пусть f : [0, 1] → R — непрерывная функция, а ϕ : [0, 1] → R —
суммируемая и неотрицательная. Определим функцию η : [0, 1] → R

следующим образом: для каждого x ∈ (0, 1], η(x) является макси-
мальным из чисел τ ∈ (0, x], удовлетворяющих равенству

x∫

0

ϕ(t)f(t) dt = f(τ)

x∫

0

ϕ(t) dt

(такие τ ∈ (0, x] существуют согласно первой интегральной теоре-
ме о среднем значении). Из теоремы 7.5.3 мы получаем следующий
результат, который эквивалентен «сложной» части теоремы 3.3.1.

Теорема 7.5.4. Пусть

C = lim
x→0

ess

( x∫

0

ϕ(t) dt(xϕ(x))−1

)
,

тогда в вышеприведенных обозначениях справедливо неравенство

lim
x→0

η(x)

x
> e−C . (7.5.7)

⊳ Можно считать, что функция t 7→ ϕ(t) не равна нулю почти
всюду ни в какой окрестности точки 0 (в противном случае в такой
окрестности выполнено равенство η(x) = x, и доказывать нечего).
Точно также можно считать, что для некоторого ε > 0 эта функ-
ция не равна нулю почти всюду ни на каком отрезке [c, d] ⊂ (0, ε)
ненулевой меры (иначе C = ∞, и доказывать нечего).

Определим теперь две функции g, h : [0, 1] → R формулами

g(x) =

x∫

0

ϕ(t)f(t) dt, h(x) =

x∫

0

ϕ(t) dt.

Понятно, что функция x 7→ h(x) не убывает и не равна константе ни в

какой окрестности нуля, g(0) = h(0) = 0, limx→0
g(x)−g(0)
h(x)−h(0) = f(0) ∈ R.

Таким образом, мы вправе применить теорему 7.5.3 в части, каса-
ющейся функции x 7→ µ(x) к этим двум функциям (в этом случае
a = 0, b = 1). Теперь для доказательства необходимого нам результа-
та достаточно убедиться в выполнении для всех x (достаточно близ-
ких к 0) неравенства

η(x) > µ(x).
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В свою очередь для этого достаточно понять, что любое τ ∈ (0, x],
достаточно близкое к 0 и доставляющее локальный экстремум функ-
ции

t 7→ (g(x)− g(0))h(t)− (h(x) − h(0))g(t) =

=

x∫

0

ϕ(s)f(s) ds

t∫

0

ϕ(s) ds −
x∫

0

ϕ(s) ds

t∫

0

ϕ(s)f(s) ds =: Ψ(t),

удовлетворяет равенству

x∫

0

ϕ(s)f(s) ds = f(τ)

∫ x

0

ϕ(s) ds.

Допустим противное. Тогда, используя первую интегральную теоре-
му о среднем, получаем

Ψ(τ +∆)−Ψ(τ) =

τ+∆∫

τ

ϕ(s) ds

( x∫

0

ϕ(s)f(s) ds− f(ν)

x∫

0

ϕ(s) ds

)
,

где ν — некоторое число, лежащее между τ +∆ и τ . При достаточно
малых ∆ знак выражения в скобках совпадает со знаком (ненулевого
по предположению!) выражения

∫ x
0 ϕ(s)f(s) ds−f(τ)

∫ x
0 ϕ(s) ds. В то

же время знак
∫ τ+∆

τ
ϕ(s) ds совпадает со знаком ∆ (по крайней мере

для всех τ ∈ (0, ε), где ε — то самое число, существование которого
обсуждалось в начале доказательства). Это означает, что точка τ
не может быть точкой локального экстремума функции t 7→ Ψ(t).
Теорема доказана. ⊲

Отметим, что аналогично может быть получена и теорема 3.3.2,
являющаяся уточнением теоремы 3.3.1 для случая более узкого клас-
са функций.

7.6. Дальнейшие направления исследований

В этом параграфе мы обсудим дальнейшие возможные направ-
ления исследования, связанные с асимптотикой промежуточных
(в определенном смысле) точек на кривых в евклидовых простран-
ствах. В первом пункте приводятся нерешенные задачи для плос-
ких кривых (см. [119]). Остальные пункты основаны на работе [35]
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и посвящены обсуждению нерешенных для кривых в многомерных
пространствах. В этом случае имеется много вариантов для соответ-
ствующих постановок задач, при этом основное внимание уделено
мотивировке для исследования некоторых из них (наряду с рассмот-
рением частных случаев).

7.6.1. Нерешенные задачи для кривых на плоскости. Мож-
но выразить уверенность в том, что более детальное исследование
асимптотики отношенийDS(t)/D(t) иDT (t)/D(t) при t→ a (см. тео-
ремы 7.1.1 и 7.1.2) приведет к новым интересным результатам. Сфор-
мулируем несколько естественных задач, используя ранее введенные
обозначения.

Существует еще одна, естественная с геометрической точки зре-
ния, оценка близости точек кривой γ(τ), τ ∈ T (t)(S(t)), к точке γ(t).
Предположим, что кривая γ : [a, b] → E2 непрерывна и спрямляема.
Естественно, что такое предположение существенно сужает класс ис-
следуемых кривых. Пусть L : [a, b] → R определяется так, что L(t) —
длина дуги кривой γ, соответствующей значениям параметра из от-
резка [a, t]. Понятно, что для каждого t ∈ (a, b) справедливо нера-
венство 0 6 L(τ) 6 L(t) для всех τ ∈ S(t) (для всех τ ∈ T (t) в случае
дифференцируемой кривой), поэтому 0 6 sup{L(τ) | τ ∈ S(t) (τ ∈
T (t))} 6 L(t). Вполне возможно, что справедлива следующая

Гипотеза 7.6.1. Пусть γ : [a, b] → E2 — произвольная непре-

рывная спрямляемая параметрическая кривая. Тогда справедливо

неравенство

lim
t→a

sup{L(τ) | τ ∈ S(t)}
L(t)

>
1

e
.

Несомненный интерес представляет и вариант этой гипотезы для
дифференцируемых кривых.

Гипотеза 7.6.2. Пусть γ : [a, b] → E2 — произвольная непре-

рывная спрямляемая параметрическая кривая такая, что для всех

t ∈ (a, b) существует ненулевой производный вектор γ′(t). Тогда

справедливо неравенство

lim
t→a

sup{L(τ) | τ ∈ T (t)}
L(t)

>
1

e
.

Естественно, что последняя гипотеза верна для всех кривых, для
которых выполняется асимптотическое равенство

L(t) ∼ D(t) при t→ a. (7.6.1)
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Но это равенство не универсально, поэтому для работы с гипоте-
зой 7.6.2 недостаточно иметь результат теоремы 7.1.2, а требуются
какие-то специальные подходы. Тем не менее хорошо известно, что
в случае, когда кривая γ : [a, b] → E2 гладкая (т. е. имеет непрерыв-
ный производный вектор γ′(t), t ∈ [a, b]), соотношение (7.6.1) имеет
место. Поэтому из теоремы 7.1.2 мы немедленно получаем

Следствие 7.6.1. Пусть γ : [a, b] → E2 — произвольная регуляр-

ная гладкая параметрическая кривая. Тогда справедливо неравен-

ство

lim
t→a

sup{L(τ) | τ ∈ T (t)}
L(t)

>
1

e
.

Отметим, что отыскание удобного критерия выполнения асимп-
тотического равенства (7.6.1) представляется самостоятельной инте-
ресной задачей.

Задача 7.6.1. Найти удобную характеризацию спрямляемых
кривых на плоскости, удовлетворяющих соотношению (7.6.1). Рас-
смотреть аналогичную проблему в многомерном евклидовом про-
странстве.

7.6.2. Теорема Пеано и точки компланарности. В этом
пункте мы представим основной материал для исследования асимп-
тотики точек промежуточного значения в классической теореме Пе-
ано 1.3.5. Начнем обсуждение с несколько необычной формулировки
этой теоремы.

Теорема 7.6.1 (обобщенная теорема Пеано). Пусть функции

f0, f1, . . . , fn+1 : (a, b) → R дифференцируемы k раз, где 1 6 k 6 n.

Тогда для произвольно выбранных точек x1, x2, . . . , xn+1 ∈ (a, b) су-

ществует такая точка η ∈ [m,M ], где m = min{x1, x2, . . . , xn+1} и

M = max{x1, x2, . . . , xn+1}, что выполнено равенство

det




f
(k)
0 (η) f

(k)
1 (η) . . . f

(k)
n+1(η)

f0(x1) f1(x1) . . . fn+1(x1)
f0(x2) f1(x2) . . . fn+1(x2)
. . . . . . . . . . . .

f0(xn+1) f1(xn+1) . . . fn+1(xn+1)




= 0.

В случае, когда M 6= m можно без ограничения общности считать,
что η ∈ (m,M).
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Доказательство этой теоремы легко получается последователь-
ным применением теоремы Ролля к функции ϕ : [m,M ] → R, опре-
деляемой равенством

ϕ(x) = det




f0(x) f1(x) . . . fn+1(x)
f0(x1) f1(x1) . . . fn+1(x1)
. . . . . . . . . . . .

f0(xn+1) f1(xn+1) . . . fn+1(xn+1)


 ,

и ее производным вплоть до порядка k − 1. Ясно, что число точек η
(удовлетворяющих утверждению теоремы 7.6.1) не меньше, чем n−
k + 1. Отметим, что в оригинальной работе Пеано (см. [95, с. xxii]
или [126, с. 45]) акцентируется внимание только на случае k = n.

Теперь мы рассмотрим отдельно случай, когда число n произ-
вольно, f0(x) ≡ 1, порядок производной k, 1 6 k 6 n, фиксирован, а
точки x1 < x2 < . . . < xn+1 попарно различны. Используя простей-
шие свойства определителей, получаем из теоремы 7.6.1 следующее
утверждение.

Теорема 7.6.2. Пусть функции f1, . . . , fn+1 : (a, b) → R диффе-
ренцируемы k раз, где 1 6 k 6 n. Тогда для произвольно выбранных
точек x1 < x2 < . . . < xn+1 из интервала (a, b) существует такая
точка η ∈ (x1, xn+1), что выполнено равенство

det













f
(k)
1 (η) f

(k)
2 (η) . . . f

(k)
n+1(η)

f1(x2)− f1(x1) f2(x2)− f2(x1) . . . fn+1(x2)− fn+1(x1)
f1(x3)− f1(x1) f2(x3)− f2(x1) . . . fn+1(x3)− fn+1(x1)

. . . . . . . . . . . .

f1(xn+1)− f1(x1) f2(xn+1)− f2(x1) . . . fn+1(xn+1)− fn+1(x1)













= 0.

Обозначим через ξ(x1, x2, . . . , xn+1) верхнюю грань таких точек η
на отрезке [x1, xn+1] = [m,M ]. Очень общая постановка интересую-
щего нас вопроса такова:

Что можно сказать про асимптотику величины ξ(x1, x2, . . . , xn+1)
при |xn+1 − x1| → 0?

Отметим, что формально можно поставить эту же задачу, ис-
пользуя общую формулировку теоремы Пеано при замене n на
n − 1 (достаточно вместо функций x 7→ fi(x) рассмотреть функции
x 7→ fi(x)− fi(x1), i = 1, 2, . . . , n+ 1, в точках x2, x3, . . . , xn+1).



7.6. Дальнейшие направления исследований 167

Ясно, что приведенная выше неформальная постановка нужда-
ется в конкретизации. Дадим естественную геометрическую интер-
претацию для случая k = 1. Евклидово пространство En+1 отож-
дествляется с Rn+1 посредством выбора некоторой декартовой си-
стемы координат. По условию теоремы 7.6.2 имеется параметри-
ческая дифференцируемая кривая γ : (a, b) → En+1, где γ(t) =
(f1(t), f2(t), . . . , fn+1(t)) и n+1 точка γ(x1), γ(x2), . . . , γ(xn+1) на ней.
Число η характеризуется тем, что касательный вектор к кривой γ в
точке γ(η) параллелен (некоторой) гиперплоскости π, проходящей
через точки γ(xi), i = 1, . . . , n+ 1 (поскольку эти точки не обязаны
быть в общем положении, то через них может проходить несколько
гиперплоскостей). Для наперед выбранных точек γ(xi) точку γ(η) с
указанным свойством будем называть точкой компланарности. Точ-
ка η заведомо годится, если γ′(η) — нулевой вектор. Чтобы избежать
таких тривиальных случаев, будем предполагать в дальнейшем, что
γ′(t) 6= 0 при t ∈ (x1, xn+1).

Далее мы будем считать точку x1 фиксированной и в этом пред-
положении попытаемся получить нетривиальные асимптотические
характеристики величины ξ(x1, x2, . . . , xn+1) (верхней грани на от-
резке [x1, xn+1] точек η с указанным свойством) при xn+1 → x1.

Сразу следует отметить, что при n > 2 стремление xn+1 к x1
можно организовать по-разному, поскольку можно наложить какие-
то дополнительные ограничения на поведение промежуточных точек
x2, . . . , xn.

Исходя из геометрической интерпретации, можно постараться
найти геометрически обусловленную характеристику для описания
асимптотики ξ(x1, x2, . . . , xn+1) при xn+1 → x1. А именно, искомая
характеристика должна описывать свойства кривой, а не отдельно
выбранной ее параметризации, т. е. она должна сохраняться при
гладкой и монотонной замене параметра. Укажем один из возмож-
ных вариантов выбора такой характеристики (другой вариант будет
рассмотрен в пункте 7.6.4).

Через D(t) будем далее (как и в случае кривых на плоскости)
обозначать расстояние между точками γ(x1) и γ(t), t > x1. Поло-
жим также DT (xn+1) = D(ξ(x1, x2, . . . , xn+1)). Как и в плоском слу-
чае, одним из основных объектов исследования естественно сделать
асимптотику отношения DT (xn+1)/D(xn+1) при xn+1 → x1.

При n = k = 1 рассматриваемая задача подробно исследована в
предыдущих параграфах (см. теорему 7.1.2), где для произвольной
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дифференцируемой кривой доказано неравенство

lim
x2→x1

DT (x2)

D(x2)
>

1

e
.

Вполне возможно, что аналогичное неравенство имеет место и
для произвольного n при k = 1. Есть основания предполагать, что
справедлива следующая

Гипотеза 7.6.3. Для любой дифференцируемой кривой γ :
(a, b) → Rn+1 и любой точки x1 ∈ (a, b) в указанных выше обозначе-

ниях выполнено неравенство

lim
xn+1→x1

DT (xn+1)

D(xn+1)
> e−1/n = exp

(
− 1

n

)
. (7.6.2)

В следующем пункте мы более подробно остановимся на случае
n = 2 и k = 1 и рассмотрим примеры, подтверждающие сформули-
рованную гипотезу.

В заключительном пункте мы применим теорему 7.6.2 при k = n
для естественного с геометрической точки зрения класса кривых и
получим нетривиальные оценки для асимптотики точек компланар-
ности в таком случае (в частности, в трехмерном пространстве при
k = n = 2), что, в свою очередь, позволит сформулировать несколь-
ких общих гипотез об асимптотике точек компланарности при k = n.

7.6.3. Серия примеров для n = 2 и k = 1. Рассмотрим серию
показательных примеров для теоремы 7.6.2 при n = 2 и k = 1. Сле-
дует отметить, что построение этих примеров является несколько
тяжеловесным в техническом плане в силу неизбежной сложности
вспомогательных вычислений.

Понятно, что в этом случае существует по крайней мере две точ-
ки η, удовлетворяющих условию теоремы 7.6.2 (по одной на интер-
вале (x1, x2) и на интервале (x2, x3)).

Далее будем считать, что точка x1 фиксирована, x1 < x2 < x3,
ξ(x1, x2, x3) = x1+(x3−x1)θ, x2 = x1+τ(x3−x1). Ясно, что τ ∈ (0, 1) и
θ ∈ (τ, 1) по определению ξ(x1, x2, x3). При такой переформулировке
нас интересует асимптотика величины θ при x3 → x1.

Пусть

f1(x) = x, f2(x) = xl, f3(x) = xm, l,m ∈ R, m > l > 1, (7.6.3)
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при этом полагаем, что x1 = 0, x2 = τ x3, ξ(x1, x2, x3) = x3θ. В тер-
минах τ и θ условие на точку ξ(x1, x2, x3) = η в теореме 7.6.2 приоб-
ретает следующий вид:

(m+ 1)(1− τ l) θm − (l + 1)(1− τm) θl + τ l − τm = 0. (7.6.4)

Напомним, что τ ∈ (0, 1) и нас интересует θ ∈ (τ, 1). Мы проведем
представляющее и самостоятельный интерес исследование решений
уравнения (7.6.4) для произвольных вещественных чисел m > l > 0.

Легко проверить, что при фиксированном τ ∈ (0, 1) уравне-
ние (7.6.4) имеет по крайней мере 2 корня θ ∈ (0, 1): один на ин-
тервале (0, τ) и один на интервале (τ, 1). Как уже отмечалось выше,
это следует из теоремы Ролля. В данном частном случае ее доста-
точно применить к функции

F (θ) = (1− τ l) θm+1 − (1 − τm) θl+1 + (τ l − τm) θ

на отрезках [0, τ ] и [τ, 1] (F (0) = F (τ) = F (1) = 1). Напомним, что
нас интересует главным образом верхняя грань θ ∈ [0, 1], удовле-
творяющих уравнению (7.6.4). Сначала покажем, что таких θ всегда
ровно два.

Лемма 7.6.1. Для каждого τ ∈ (0, 1) уравнение (7.6.4) имеет в

точности два корня θ ∈ (0, 1). Один из этих корней θ = θmin лежит на

интервале (0, τ), а второй корень θ = θmax лежит на интервале (τ, 1).

⊳ Существование не менее двух корней доказано выше с помо-
щью теоремы Ролля. Докажем, что этих корней ровно два. Для этого
рассмотрим функцию

ϕ1(θ) = (m+ 1)(1− τ l) θm − (l + 1)(1 − τm) θl + τ l − τm.

Прямыми вычислениями получаем, что ϕ′
1(θ) = θl−1ϕ2(θ), где

ϕ2(θ) = m(m + 1)(1 − τ l)θm−l − l(l + 1)(1 − τm). Поскольку
ϕ′
2(θ) = m(m+1)(m− l)(1− τ l)θm−l−1 > 0 при θ ∈ (0, 1], ϕ2 имеет не

более одного нуля на интервале (0, 1). Таким образом, ϕ′
1 также име-

ет не более одного нуля на этом интервале, а ϕ1 имеет (по теореме
Ролля) не более двух нулей на интервале (0, 1), что и требовалось. ⊲

Согласно доказанной лемме, корректно определены функции
θmin, θmax : (0, 1) → (0, 1), причем 0 < θmin(τ) < θmax(τ) < 1 для
всех τ ∈ (0, 1).
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Теорема 7.6.3. Определенные выше функции τ 7→ θmin(τ) и

τ 7→ θmax(τ) являются бесконечно дифференцируемыми и возрас-

тающими на интервале (0, 1). При этом

lim
τ→0+

θmin(τ) = 0, lim
τ→1−

θmax(τ) = 1,

lim
τ→0+

θmax(τ) =

(
1 + l

1 +m

) 1
m−l

>
(
1 +m

)− 1
m >

(
1 + l

)− 1
l > e−1,

где e = limn→∞

(
1 + 1/n

)n
, и для каждого γ ∈ (e−1, 1) существуют

такие m > l > 0, что limτ→0+ θmax(τ) = γ. Кроме того,

e−2 < lim
τ→1−

θmin(τ) < (1 + l)−
1
l

для всех m > l > 0, а для каждого γ ∈ (e−2, 1) существуют такие

m > l > 0, что limτ→1− θmin(τ) = γ.

Иллюстрирует утверждение теоремы рис. 7.2.

θ = ( )θmax τ

θ = (1+ )l
-

1
l

θ = ( )θmin τ

τ

θ

Рис. 7.2. Функции θ = θmax(τ) и θ = θmin(τ) для l = 0.8 и m = 0.81.
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Предварительно мы докажем

Предложение 7.6.1. Выполнены следующие утверждения:

1) Функция x 7→ (1 + x)−1/x возрастает на интервале (0,∞)
и limx→0(1 + x)−1/x = 1/e.

2) Для произвольных вещественных чисел m > l > 0 выполнено

неравенство

(
1 + l

1 +m

) 1
m−l

>
(
1 +m

)− 1
m >

(
1 + l

)− 1
l > e−1

и, кроме того,

inf

{(
1 + l

1 +m

) 1
m−l

∣∣∣∣ l,m ∈ R, m > l > 1

}
= e−

1
2 .

3) Для всех m > l > 0 функция x 7→ 1−xl

1−xm имеет отрицательную

производную и, соответственно, убывает на интервале (0, 1).

4) Для всех m > l > 0 функция x 7→ 1−(1+l)xl

1−(1+m)xm имеет отрица-

тельную производную и, соответственно, убывает на каждом из двух

интервалов (0, (1 +m)−1/m) и ((1 +m)−1/m,∞).
5) Функция x 7→ 1+x

x (1− e−2x) убывает на интервале (0,∞).

⊳ Первое утверждение хорошо известно и может быть легко
доказано (см. также лемму 3.3.2). Из него сразу же следует пер-
вая часть второго утверждения. Докажем теперь его вторую часть.

Пусть t = m−l. При фиксированном l > 1 функция t 7→
(
1− t

1+l+t

)1/t
,

как нетрудно убедиться, возрастает на промежутке (0,∞). Поэтому
при всех t > 0 имеет место неулучшаемое неравенство

(
1− t

1 + l + t

) 1
t

> lim
t→0

(
1− t

1 + l+ t

) 1
t

= exp

(
− 1

l + 1

)
.

Поскольку l > 1 может быть выбрано произвольно, то получаем
также неулучшаемое неравенство

(
1 + l

1 +m

) 1
m−l

> exp

(
− 1

2

)
при m > l > 1,

что и требовалось.
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Перейдем к доказательству третьего утверждения. Положим

ψ1(x) =
1−xl

1−xm , тогда имеем

ψ′
1(x) =

xl−1

(1 − xm)2
ψ2(x),

где
ψ2(x) = mxm−l − (m− l)xm − l.

Поскольку ψ′
2(x) = m(m− l)xm−l−1(1 − xl) > 0 при x ∈ (0, 1), функ-

ция ψ2 возрастает на отрезке [0, 1]. А так как ψ2(1) = 0, то ψ2(x) < 0
при x ∈ (0, 1). Таким образом, ψ′

1(x) < 0 при x ∈ (0, 1), и нужное
утверждение обосновано.

Докажем четвертое утверждение. Пусть ψ3(x) = 1−(1+l)xl

1−(1+m)xm , то-
гда имеем

ψ′
3(x) =

xl−1

(1− (1 +m)xm)2
ψ4(x),

где

ψ4(x) = −(1 + l)(1 +m)(m− l)xm +m(1 +m)xm−l − l(1 + l).

Поскольку ψ′
4(x) = m(1 + m)(m − l)xm−l−1(1 − (1 + l)xl), то функ-

ция ψ4 возрастает на отрезке [0, (1 + l)−1/l] и убывает на промежутке
[(1 + l)−1/l,∞). Прямые вычисления показывают, что

ψ4

(
(1 + l)−1/l

)
= −l(1 + l)

(
1− (1 +m)(1 + l)−m/l

)
.

Поскольку (1 +m)−1/m > (1 + l)−1/l, то 1 − (1 +m)(1 + l)−m/l > 0
и ψ4((1 + l)−1/l) < 0, а, значит, функция ψ4 отрицательна на ин-
тервале (0,∞). Таким образом, функция ψ′

3 отрицательна для всех
x ∈ (0, (1 +m)−1/m) ∪ ((1 +m)−1/m,∞), что и требовалось.

Осталось доказать последнее утверждение. Положим

ψ5(x) =
1 + x

x

(
1− e−2x

)
,

тогда

ψ′
5(x) =

1

x2
(
e−2x

(
1 + 2x+ 2x2

)
− 1
)
.

Поскольку для положительного y выполнено неравенство ey > 1 +
y + y2/2, то e2x > 1 + 2x+ 2x2 при x > 0 и ψ′

5(x) < 0 при x ∈ (0,∞),
что и доказывает убывание функции ψ5. ⊲
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Теперь мы можем приступить к доказательству теоремы 7.6.3.

⊳ Доказательство теоремы 7.6.3. Уравнение (7.6.4) при
τ, θ ∈ (0, 1) эквивалентно уравнению Φ(τ, θ) = 0, где

Φ(τ, θ) =
1− τ l

1− τm
− 1− (1 + l) θl

1− (1 +m) θm
.

Отметим, что равенство 1 − (1 + m) θm = 0 несовместно с ра-
венством (7.6.4), поскольку они в совокупности влекут равенство
1− (1 + l) θl = 0, что невозможно при m > l.

Из утверждений 3) и 4) предложения 7.6.1 получаем, что
∂Φ
∂τ (τ, θ) < 0 и ∂Φ

∂θ (τ, θ) > 0 при τ ∈ (0, 1) и θ ∈ (0, (1 + m)−1/m) ∪
((1+m)−1/m,∞). Поскольку функция Φ бесконечно дифференциру-
ема, то из теоремы о неявной функции и леммы 7.6.1 получаем, что
функции τ 7→ θmin(τ) и τ 7→ θmax(τ) являются бесконечно диффе-
ренцируемыми и возрастающими на интервале (0, 1).

Из утверждения 3) предложения 7.6.1 и равенств limτ→0+
1−τ l

1−τm =1

и limτ→1−
1−τ l

1−τm = l/m получаем, что функция τ 7→ 1−τ l

1−τm убывает на
интервале (0, 1) и принимает все значения из интервала (l/m, 1).

Теперь вернемся к исследованию функции ψ(θ) = 1−(1+l)θl

1−(1+m)θm . Со-

гласно утверждению 4) предложения 7.6.1, ψ убывает на каждом из
интервалов (0, (1+m)−1/m) и ((1 +m)−1/m,∞). Понятно также, что
ψ(0) = 1, ψ(1) = l/m, limθ→θ0− ψ(θ) = −∞, limθ→θ0+ ψ(θ) = ∞, где
θ0 := (1 + m)−1/m — точка, в которой функция ψ не определена.

Нетрудно проверить, что θ1 :=
(

1+l
1+m

)1/(m−l)
— в точности та точка

на интервале (θ0, 1), которая удовлетворяет уравнению ψ(θ1) = 1. В
частности, на интервале (θ1, 1) функция ψ принимает все значения
из интервала (l/m, 1). Поэтому

lim
τ→1−

θmax(τ) = 1 и lim
τ→0+

θmax(τ) = θ1 =

(
1 + l

1 +m

) 1
m−l

.

По предложению 7.6.1 имеем также неравенство

θ1 > (1 +m)−1/m > (1 + l)−1/l > e−1.

Пусть θ̃ — единственный корень уравнения ψ(θ) = l/m на ин-

тервале (0, θ0). Тогда на интервале (0, θ̃) функция ψ принимает все
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значения из интервала (l/m, 1). В частности, limτ→0+ θmin(τ) = 0 и

limτ→1− θmin(τ) = θ̃.

Докажем теперь, что θ̃ > e−2. Для этого достаточно показать, что
ψ(e−2) > l/m, поскольку e−2 < e−1 < θ0. Согласно утверждению 5)
предложения 7.6.1, функция φ(x) = 1+x

x (1 − e−2x) убывает на ин-
тервале (0,∞), поэтому φ(m) < φ(l), что, как нетрудно проверить,
эквивалентно неравенству

ψ
(
e−2
)
=

1− (1 + l)e−2l

1− (1 +m)e−2m
>

l

m
,

которое в свою очередь эквивалентно неравенству θ̃ > e−2 (в силу
убывания функции ψ). Таким образом, всегда выполнено включение

θ̃ ∈ (e−2, (1 + l)−1/l).
Нам осталось доказать, что для каждого γ ∈ (e−1, 1) (для каждо-

го γ ∈ (e−2, 1)) существуют такие m > l > 0, для которых выполнено
равенство limτ→0+ θmax(τ) = γ (limτ→1− θmin(τ) = γ, соответствен-
но). Для этого рассмотрим частный случай, когда m = 2l. Тогда
уравнение (7.6.4) приобретает вид

(
1− τ l

)(
(2l + 1) θ2l − (l + 1)(1 + τ l) θl + τ l

)
= 0. (7.6.5)

Решения последнего уравнения легко находятся в явном виде:

θl =
(1 + l)(1 + τ l)±

√
(1 + 2l)(τ l − 1)2 + l2(τ l + 1)2

2(1 + 2l)
.

Понятно, что

θmax(τ) =

(
(1 + l)(1 + τ l) +

√
(1 + 2l)(τ l − 1)2 + l2(τ l + 1)2

2(1 + 2l)

) 1
l

и

lim
τ→0+

θmax(τ) =

(
1 + l

1 + 2l

) 1
l

.

Поскольку liml→0

(
1+l
1+2l

)1/l
= e−1 и liml→∞

(
1+l
1+2l

)1/l
= 1, то выраже-

ние
(

1+l
1+2l

)1/l
принимает любое наперед заданное значения из интер-

вала (e−1, 1) при подходящем l > 0.
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Ясно также, что

θmin(τ) =

(
(1 + l)(1 + τ l)−

√
(1 + 2l)(τ l − 1)2 + l2(τ l + 1)2

2(1 + 2l)

)1/l

и

lim
τ→1−0

θmin(τ) = θ̃ = (1 + 2l)−1/l.

Поскольку liml→0(1 + 2l)−1/l = e−2 и liml→∞(1 + 2l)−1/l = 1, то вы-
ражение (1+2l)−1/l принимает любое наперед заданное значения из
интервала (e−2, 1) при подходящем l > 0. Теорема полностью дока-
зана. ⊲

Рассмотрим теперь кривую γ(x) = (x, xl, xm) при m > l > 1 и
при все тех же договоренностях об обозначениях: x1 = 0, x2 = τx3,
ξ = ξ(x1, x2, x3) = θx3. Понятно, что D(x3) =

√
x23 + x2l3 + x2m3 =

x3+o(x3) при x3 → 0 (см. обсуждение в конце предыдущего пункта).
Также ясно, что θ = θmax(τ) ∈ (τ, 1) и

DT (x3) = D
(
ξ(x1, x2, x3)

)
=

= θx3

√
1 + (θx3)2l−2 + (θx3)2m−2 = θmax(τ)x3 + o(x3)

при x3 → 0. Таким образом (см. теорему 7.6.3 и пункт 2) в предло-
жении 7.6.1),

lim
x3→x1

DT (x3)

D(x3)
= θmax(τ) >

(
1 + l

1 +m

) 1
m−l

> exp

(
−1

2

)
. (7.6.6)

Используя замену параметра для кривой, можно перенести это
результат и на более общие (параметрические) кривые. Рассмотрим
кривую γ(x) = (xα, xβ , xγ), где 0 < α < β < γ, x1 = 0. Заменой
параметра x = t1/α эта кривая приводится к параметрической кри-
вой уже изученного вида γ1(t) = (t, tl, tm), где l = β/α и m = γ/α
(m > l > 1). Поэтому для этой кривой γ мы получаем следующий
результат:

lim
x3→x1

DT (x3)

D(x3)
>

(
α+ β

α+ γ

) α
γ−β

=

(
1 + β

α

1 + γ
α

) 1
γ
α

−
β
α

> e−
1
2 . (7.6.7)
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Рассмотренный пример с кривыми вида γ(x) = (xα, xβ , xγ) под-
тверждает гипотезу 7.6.3 при n = 2, он же показывает, что неравен-
ство в формулировке этой гипотезы не может быть улучшено.

7.6.4. Исследование случая k = n. В этом пункте мы рас-
смотрим теорему 7.6.2 при k = n для естественного класса кривых и
получим нетривиальные оценки для асимптотики точек компланар-
ности в этом случае, что, в свою очередь, приводит к формулировке
нескольких новых гипотез об асимптотике точек компланарности.
Отметим, что в этом случае мы будем использовать асимптотиче-
скую характеристику, отличную от использованной в предыдущем
пункте.

Разберем сначала частный случай n = k = 2, поскольку уже
здесь проявляется явная геометрическая составляющая нашей за-
дачи. Рассмотрим дважды непрерывно дифференцируемую кривую
γ : (a, b) → R3, γ(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)). По теореме 7.6.2 для лю-
бых точек x1 < x2 < x3 из интервала (a, b) существует такая точка
η ∈ (x1, x3], что выполнено равенство

det




f
(2)
1 (η) f

(2)
2 (η) f

(2)
3 (η)

f1(x2)− f1(x1) f2(x2)− f2(x1) f3(x2)− f3(x1)
f1(x3)− f1(x1) f2(x3)− f2(x1) f3(x3)− f3(x1)



 = 0.

Поскольку точек η, удовлетворяющих этому равенству, на проме-
жутке (x1, x3] может быть несколько, мы рассмотрим ξ(x1, x2, x3) —
максимальную из таких точек.

Предположим теперь дополнительно, что параметризация кри-

вой γ натуральна, т. е. ‖γ′(x)‖ = 1 для x ∈ (a, b). Заметим, что
при натуральной параметризации длина дуги кривой между точка-
ми γ(c) и γ(d), c < d, равна d−c, а γ(2)(t) = γ′′(t) является вектором

главной нормали в точке γ(t) рассматриваемой кривой (см., напри-
мер, часть 3 в книге [37] или часть 1 в книге [47]). Таким образом,
значения η ∈ (x1, x3) характеризуются тем, что вектор главной нор-
мали кривой γ в точке γ(η) компланарен плоскости в R3, проходящей
через точки γ(x1), γ(x2) и γ(x3).

Поскольку число x3−x1 (ξ−x1 = ξ(x1, x2, x3)−x1) является дли-
ной дуги кривой γ между точкой γ(x1) и точкой γ(x3) (соответствен-

но, между точкой γ(x1) и точкой γ(ξ)), то величина ξ(x1,x2,x3)−x1

x3−x1
до-

вольно естественно описывает положение точки компланарности в
данном случае. Нас будет интересовать в первую очередь асимпто-
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тическая характеристика limx3→x1

ξ(x1,x2,x3)−x1

x3−x1
в двух вариантах:

в предположении, что x2 выбирается как функция от x3 и так,
чтобы limx3→x1

x2−x1

x3−x1
= τ для некоторого наперед заданного числа

τ ∈ (0, 1) (интересен уже частный случай, когда x2 ≡ x1+τ(x3−x1)),
и без каких-либо дополнительных предположений о поведении вели-
чины x2 ∈ (x1, x3).

Далее для упрощения формул будем считать, что x1 = 0. Зададим
некоторое число α > 0. Пусть

γ(x) = Ax+Bx2 + Cx2+α + o(x2+α),

γ(2)(x) = 2B + (1 + α)(2 + α)Cxα + o(xα)

при x→ 0, где A,B,C ∈ R3. Тогда по теореме 7.6.2 получаем, что для
всех 0 < x1 < x2 выполнено равенство (в каждой строке матрицы
записан вектор из R3)

det




γ(2)(η)
γ(x2)
γ(x3)



 = det




2B + (1 + α)(2 + α)Cηα + o(xα3 )
Ax2 +Bx22 + Cx2+α2 + o(x2+α3 )
Ax3 +Bx23 + Cx2+α3 + o(x2+α3 )



 = 0

при x3 → 0 = x1. Теперь дополнительно потребуем, чтобы опре-
делитель D(A,B,C) матрицы, составленной из координат векторов
A,B,C был отличен от нуля. Это дает возможность найти простую
асимптотику η = ξ(x1, x2, x3). Действительно, последнее равенство
для определителя эквивалентно следующему:

D(A,B,C)x2x3
(
(x3 −x2)(1+α)(2+α)ηα +2x1+α2 − 2x1+α3

)
= o
(
x3+α3

)

при x → 0 = x1. Поэтому неравенство D(A,B,C) 6= 0 влечет равен-
ство

(x3 − x2)(1 + α)(2 + α)ηα = 2x1+α3 − 2x1+α2 .

Если мы выбираем x2 как функцию от x3 таким образом, что
limx3→0 x2/x3 = τ ∈ (0, 1), то тогда

lim
x3→0

x1+α3 − x1+α2

xα3 (x3 − x2)
=

1− τ1+α

1− τ
> 1

и

lim
x3→0

η

x3
=
(
1 + α

)− 1
α

(
1 +

α

2

)− 1
α

(
1− τ1+α

1− τ

)− 1
α

>

>
(
1 + α

)− 1
α

(
1 +

α

2

)− 1
α

.
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Заметим, что выбирая достаточно малое значение τ > 0, можно

сделать величину 1−τ1+α

1−τ сколь угодно близкой к единице. Поскольку

для любого d > 0 функция x → (1 + dx)−1/x возрастает на (0,∞) и
limx→0(1 + dx)−1/x = exp(−d) (см. лемму 3.3.1), то

lim
x3→0

η

x3
>
(
1 + α

)− 1
α

(
1 +

α

2

)− 1
α

> exp

(
−1− 1

2

)

для всех α > 0. В частности, выбирая достаточно малое значение
α > 0, можно сделать величину (1+α)−1/α(1+α/2)−1/α сколь угодно
близкой к exp(−1 − 1/2). Рассмотренный пример приводит к следу-
ющему предположению.

Гипотеза 7.6.4. Для любой натурально параметризованной C2-

гладкой кривой γ : (a, b) → R
3, любой точки x1 ∈ (a, b) и любого

числа τ ∈ (0, 1) в указанных выше обозначениях выполнено нера-

венство

lim
x3→x1

ξ(x1, x2, x3)− x1
x3 − x1

> exp

(
−1− 1

2

)
(7.6.8)

при условии, что x2 выбирается как функция от x3 с дополнитель-

ным условием limx3→0 x2/x3 = τ .

В случае, когда мы ничего не предполагаем о расположении
точки x2 ∈ (0, x3), можно, конечно, воспользоваться неравенством
x1+α3 − x1+α2 > xα3 (x3 − x2), справедливым для любых α > 0 и
x3 > x2 > 0, и получить

lim
x3→x1

ξ(x1, x2, x3)− x1
x3 − x1

= lim
x3→0

η

x3
>

> (1 + α)−
1
α

(
1 +

α

2

)− 1
α

> exp

(
−1− 1

2

)
.

Но справедливо и более сильное неравенство. Так как мы не обя-
заны следить за величиной x2/x3 ∈ (0, 1), то выбирая x2 ≡ τx3 при
фиксированном τ ∈ (0, 1), получаем неравенство (см. выше)

lim
x3→x1

ξ(x1, x2, x3)− x1
x3 − x1

= lim
x3→0

η

x3
>

>
(
1 + α

)− 1
α

(
1 +

α

2

)− 1
α

(
1− τ1+α

1− τ

) 1
α

.
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Поскольку limτ→1−

(
1−τ1+α

1−τ

)1/α
= (1+α)1/α и можно выбрать число

τ > 0, сколь угодно близкое к 1, мы приходим к неравенству

lim
x3→x1

ξ(x1, x2, x3)− x1
x3 − x1

= lim
x3→0

η

x3
>

(
1 +

α

2

)− 1
α

> exp

(
−1

2

)
.

Рассмотренный пример естественным образом приводит к следу-
ющей гипотезе.

Гипотеза 7.6.5. Для любой натурально параметризованной C2-

гладкой кривой γ : (a, b) → R3 и любой точки x1 ∈ (a, b) в указанных

выше обозначениях выполнено неравенство

lim
x3→x1

ξ(x1, x2, x3)− x1
x3 − x1

> exp

(
−1

2

)
. (7.6.9)

Замечание 7.6.1. Если параметризация кривой γ не является
натуральной, то рассматриваемую в этом пункте задачу надлежит
переформулировать, сохраняя в первую очередь ее геометрический
смысл, а не буквально следуя теореме 7.6.2. Действительно, напом-
ним, что число η ∈ (x1, x3) можно определить как число со следу-
ющим свойством: вектор главной нормали кривой γ в точке γ(η)
компланарен плоскости в R3, проходящей через точки γ(x1), γ(x2)
и γ(x3). Такая переформулировка вполне годится для произволь-
но параметризованной C2-гладкой кривой. Следует отметить так-
же, что при буквальном следовании теореме 7.6.2 при определении
точек η для кривых с параметризацией, не являющейся натураль-
ной, нет никаких оснований ожидать существование универсальной

нетривиальной оценки снизу для величины limx3→x1

ξ(x1,x2,x3)−x1

x3−x1
.

Действительно, нетрудно понять, что уменьшить эту величину мож-
но до сколь угодно малого положительного значения, просто изме-
няя подходящим образом параметризацию для какой-то фиксиро-
ванной кривой (например, можно сохранить исходную параметриза-
цию на дуге, содержащей точки γ(x1) и η = ξ(x1, x2, x3) и «гораздо
медленнее» пройти дугу между точками η и x3).

Вернемся теперь к рассмотрению общего случая k = n. Рассмот-
рим n раз непрерывно дифференцируемую кривую γ : (a, b) → Rn+1,
γ(t) = (f1(t), f2(t), . . . , fn+1(t)), параметризованную натуральным
параметром (‖γ′(x)‖ = 1 для x ∈ (a, b)). Для произвольно выбран-
ных точек x1 < x2 < . . . < xn+1 из интервала (a, b) существует по
крайней мере одна точка η ∈ (x1, x3], удовлетворяющая равенству
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из теоремы 7.6.2. Поскольку же таких точек η (точек компланарно-
сти) на промежутке (x1, xn+1] может быть несколько, мы рассмотрим
ξ = ξ(x1, x2, . . . , xn+1) — максимальную из них.

Так как число xn+1−x1 (ξ−x1 = ξ(x1, x2, . . . , xn+1)−x1) является
длиной дуги кривой γ между точкой γ(x1) и точкой γ(xn+1) (соответ-

ственно, точкой γ(ξ)), то величина ξ(x1,x2,...,xn+1)−x1

xn+1−x1
дает естествен-

ное описание положения точки компланарности в данном случае.
Нас в первую очередь будет интересовать асимптотическая ха-

рактеристика limxn+1→x1

ξ(x1,x2,...,xn+1)−x1

xn+1−x1
в двух вариантах: в пред-

положении, что все xi, 2 6 i 6 n, выбираются как функции от xn+1

и так, чтобы limxn+1→x1

xi−x1

xn+1−x1
= τi для некоторых наперед задан-

ных чисел τi ∈ (0, 1), τ2 < τ3 < . . . < τn (интересен уже частный
случай, когда xi ≡ x1 + τi(xn+1 − x1)), и без каких-либо дополни-
тельных предположений о поведении величин xi ∈ (x1, xn+1) при
i = 2, 3, . . . , n.

Зафиксируем некоторое число α > 0. Предположим, что кривая
γ : (a, b) → Rn+1 такова, что для некоторых A1, A2, . . . , An+1 ∈ Rn+1

выполнены асимптотические равенства

γ(x) = A1x+A2x
2 + . . .+Anx

n +An+1x
n+α + o(xn+α), (7.6.10)

γ(n)(x) = n!An + (1 + α)× . . .× (n+ α)An+1x
α + o(xα) (7.6.11)

при x → 0. Для всех 0 = x1 < x2 < . . . < xn+1 существуют числа
η ∈ (x1, xn+1], удовлетворяющие равенству в теореме 7.6.2. Пусть
ξ(x1, x2, . . . , xn+1) — максимальное из таких чисел. Теперь мы сфор-
мулируем основной результат этого пункта.

Теорема 7.6.4. Пусть γ : (a, b) → Rn+1 — Cn-гладкая кривая,

удовлетворяющая условиям (7.6.10) и (7.6.11). Предположим, что

определитель D(A1, A2, . . . , An+1) матрицы, составленной из коорди-

нат векторов A1, A2, . . . , An+1, отличен от нуля, тогда справедливы

следующие утверждения:

1) Если все xi, 2 6 i 6 n, выбираются как функции от xn+1

с условием, чтобы limxn+1→x1

xi−x1

xn+1−x1
= τi для некоторых наперед

заданных чисел τi ∈ (0, 1), τ2 < τ3 < . . . < τn, то имеет место

(неулучшаемое в целом) неравенство

lim
xn+1→x1

ξ(x1, x2, . . . , xn+1)− x1
xn+1 − x1

>

n∏

l=1

(
1 +

α

l

)− 1
α

. (7.6.12)
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2) Если не делается никаких предположений о поведении величин

xi ∈ (x1, xn+1) при i = 2, 3, . . . , n, то справедливо (неулучшаемое в

целом) неравенство

lim
xn+1→x1

ξ(x1, x2, . . . , xn+1)− x1
xn+1 − x1

>

(
1 +

α

n

)− 1
α

. (7.6.13)

⊳ Согласно свойствам кривой γ и теореме 7.6.2 получаем, что
для любых 0 = x1 < x2 < . . . < xn+1 и точки η = ξ(x1, x2, . . . , xn+1)
выполнено равенство (в каждой строке матрицы записан вектор из
Rn+1)

det













γ(n)(η)
γ(x2)
γ(x3)
. . .

γ(xn+1)













= det













n!An + (1 + α) . . . (n+ α)An+1η
α + o(xα

n+1)
A1x2 + . . .+ Anx

n
2 + An+1x

n+α
2 + o(xn+α

n+1 )
A1x3 + . . .+ Anx

n
3 + An+1x

n+α
3 + o(xn+α

n+1 )
. . .

A1xn+1 + . . .+ Anx
n
n+1 + An+1x

n+α
n+1 + o(xn+α

n+1 )













= 0

при xn+1 → 0 = x1.
Поскольку D(A1, A2, . . . , An+1) 6= 0, мы можем вывести

из приведенного равенства асимптотику для величины η =
ξ(x1, x2, . . . , xn+1). Действительно, простыми преобразованиями (на-
пример, применяя правило вычисления определителя произведения
двух матриц) приводим последнее равенство для определителя при
xn+1 → 0 = x1 к следующему виду:

D(A1, A2, . . . , An+1)

n+1∏

i=2

xi

(
n∏

l=1

(l+α)V1 η
α−n!V2

)
= o
(
x
n(n+1)/2+α
n+1

)
,

где V1 и V2 являются соответственно определителем Вандермонда и
обобщенным определителем Вандермонда следующего вида:

V1 = det




1 x2 x22 . . . xn−2
2 xn−1

2

1 x3 x23 . . . xn−2
3 xn−1

3

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn+1 x2n+1 . . . xn−2

n+1 xn−1
n+1


 =

=
∏

26i<j6n+1

(xj − xi) > 0,

V2 = det




1 x2 x22 . . . xn−2
2 xn−1+α

2

1 x3 x23 . . . xn−2
3 xn−1+α

3

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn+1 x2n+1 . . . xn−2

n+1 xn−1+α
n+1


 .
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Поэтому неравенство D(A1, A2, . . . , An+1) 6= 0 влечет равенство

n∏

l=1

(l + α)V1 η
α = n!V2. (7.6.14)

Ясно, что при α = 0 мы получаем V2 = V1. Можно получить
следующее интегральное выражение для обобщенного определителя
Вандермонда V2 (см., например, [170, теорема 2]):

V2 = V1

n−1∏

l=1

(l + α)

∫

E

(
n−1∑

i=0

xi+2ti

)α
dt1dt2 . . . dtn−1, (7.6.15)

где t0 = 1−∑n−1
i=1 ti и

E =

{
(t1, t2, . . . , tn−1)

∣∣∣∣ ti > 0, 1 6 i 6 n− 1,

n−1∑

i=1

ti 6 1

}
.

Докажем утверждение 1) теоремы. Предположим, что все
xi, 2 6 i 6 n, выбираются как функции от xn+1 и так, чтобы
limxn+1→x1

xi−x1

xn+1−x1
= τi для некоторых наперед заданных чисел

τi ∈ (0, 1), τ2 < τ3 < . . . < τn. Полагая τn+1 = 1 (что естественно
с учетом определения других τi), из равенства (7.6.15) получаем

lim
xn+1→0

V2
xαn+1V1

=

=

n−1∏

l=1

(l + α)

∫

E

( n−1∑

i=0

τi+2ti

)α
dt1 . . . dtn−1 =: I(τ2, τ3, . . . , τn).

(7.6.16)

Поэтому, учитывая равенство (7.6.14), приходим к следующему со-
отношению:

lim
xn+1→0

η

xn+1
=

n∏

l=1

(
1 +

α

l

)− 1
α (
I(τ2, τ3, . . . , τn)

) 1
α . (7.6.17)

Определение функции I(τ2, τ3, . . . , τn) посредством интегра-
ла (7.6.16) позволяет распространить ее с сохранением непрерыв-
ности на все значения τi ∈ [0, 1] с условием τ2 6 τ3 6 . . . 6 τn.
Легко отыскать экстремумы этой функции. А именно, покажем, что
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максимальное и минимальное значения функции I(τ2, τ3, . . . , τn) при

τi ∈ [0, 1], τ2 6 τ3 6 . . . 6 τn, равны соответственно
∏n−1
l=1 (1 + α/l)

и 1.

Понятно, что для любого вектора (t1, t2, . . . , tn−1) ∈ E и произ-
вольно выбранных τ2 6 τ3 6 . . . 6 τn из отрезка [0, 1] выполнено

неравенство
(
напомним, что τn+1 = 1 и t0 = 1−∑n−1

i=1 ti
)

tn−1 6

n−2∑

i=0

τi+2ti + tn−1 =

n−1∑

i=0

τi+2ti 6

n−1∑

i=0

ti = 1.

Теперь осталось заметить, что (приводимые интегралы легко вычис-
ляется с помощью повторного интегрирования)

∫

E

dt1dt2 . . . dtn−1 = µ(E) =
1

(n− 1)!

и
∫

E

tαn−1 dt1dt2 . . . dtn−1 =

n−1∏

l=1

(l + α)−1.

Обратимся теперь опять к равенству (7.6.17). Как только что
продемонстрировано, справедливо неравенство I(τ2, τ3, . . . , τn) > 1,
причем величина I(τ2, τ3, . . . , τn) сколь угодно близка к 1 для подхо-
дящих значений τi ∈ (0, 1), τ2 < τ3 < . . . < τn. Поэтому имеет место
неравенство (7.6.12) из пункта 1) доказываемой теоремы.

Теперь перейдем к доказательству утверждения 2) теоремы. Как
отмечалось, имеет место неравенство

I(τ2, τ3, . . . , τn) 6

n−1∏

k=1

(
1 +

α

k

)
,

причем для произвольного ε > 0 можно выбрать такие τi ∈ (0, 1),
τ2 < τ3 < . . . < τn, что

I(τ2, τ3, . . . , τn) >

n−1∏

l=1

(
1 +

α

l

)
− ε.
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Если рассматривать xi ≡ x1+τi(xn+1−x1), 2 6 i 6 n, для выбранных
таким образом τi, то, согласно равенству (7.6.17) получаем 1

lim
xn+1→x1

ξ(x1, x2, . . . , xn+1)− x1
xn+1 − x1

=

=

n∏

l=1

(
1 +

α

l

)− 1
α (
I(τ2, τ3, . . . , τn)

) 1
α >

>

n∏

l=1

(
1 +

α

l

)− 1
α

( n−1∏

l=1

(
1 +

α

l

)
− ε

) 1
α

.

Поскольку ε > 0 может быть выбрано сколь угодно малым, мы от-
сюда легко получаем доказываемое неравенство (7.6.13). Понятно
также, что оно не может быть улучшено (это легко доказывается от

противного с учетом неравенства I(τ2, τ3, . . . , τn) 6
∏n−1
l=1 (1+α/l)). ⊲

Поскольку для любого d > 0 функция x→ (1+dx)−1/x возрастает
на (0,∞) и limx→0(1 + dx)−1/x = exp(−d), то из неравенства (7.6.12)
мы сразу получаем неравенство

lim
xn+1→x1

ξ(x1, x2, . . . , xn+1)− x1
xn+1 − x1

>

> exp

(
−
(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

))
,

(7.6.18)

не содержащее величины α. Следует отметить, что рассмотрение
близких к нулю значений α > 0 доказывает неулучшаемость полу-
ченного неравенства.

Так как (1+α/n)−1/α > exp(−1/n), то из неравенства (7.6.13) мы
аналогично получаем (неулучшаемое в целом) неравенство

lim
xn+1→x1

ξ(x1, x2, . . . , xn+1)− x1
xn+1 − x1

>

>

(
1 +

α

n

)− 1
α

> exp

(
− 1

n

) (7.6.19)

для всех α > 0.
Полученные только что результаты приводят к двум следующим

естественным предположениям.

Гипотеза 7.6.6. Для любой натурально параметризованной

n раз непрерывно дифференцируемой кривой γ : (a, b) → Rn+1 и
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любой точки x1 ∈ (a, b) в приведенных выше обозначениях выполне-

но неравенство

lim
xn+1→x1

ξ(x1, x2, . . . , xn+1)− x1
xn+1 − x1

>

> exp

(
−
(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)) (7.6.20)

при условии, что все xi, 2 6 i 6 n, выбираются как функции от xn+1

таким образом, что limxn+1→x1

xi−x1

xn+1−x1
= τi для некоторых наперед

заданных чисел τi ∈ (0, 1), τ2 < τ3 < . . . < τn.

Гипотеза 7.6.7. Для любой натурально параметризованной

n раз непрерывно дифференцируемой кривой γ : (a, b) → Rn+1 и

любой точки x1 ∈ (a, b) в приведенных выше обозначениях выполне-

но неравенство

lim
xn+1→x1

ξ(x1, x2, . . . , xn+1)− x1
xn+1 − x1

> exp

(
− 1

n

)
. (7.6.21)

Понятно, что гипотезы 7.6.6 и 7.6.7 обобщают гипотезы 7.6.4
и 7.6.5 соответственно. Как следует из теоремы 7.6.4, неравенства
в приведенных двух гипотезах не могут быть улучшены.



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведенные в этой книге результаты убедительно демонстриру-
ют наличие интересных эффектов, связанных с асимптотикой точек
среднего значения в различных аналитических дисциплинах, поэто-
му представленная тематика (по крайней мере, на взгляд автора)
является весьма многогранной. При этом она обладает особой притя-
гательностью благодаря своим связям с совершенно классическими,
основополагающими результатами анализа, знакомыми всем нынеш-
ним и бывшим студентам-математикам, и не только им.

Совокупность изложенных в этой книге результатов естественно
порождает новые проблемы и гипотезы. Решение соответствующих
задач поможет уточнить множество классических аналитических ре-
зультатов, а может привести и к открытию новых неожиданных эф-
фектов. В этой связи мы в первую очередь напомним сформулиро-
ванные выше гипотезы 7.6.1 и 7.6.2 (см. страницу 164), гипотезу 7.6.3
(см. страницу 168), гипотезы 7.6.4 и 7.6.5 (см. страницы 178 и 179),
а также гипотезы 7.6.6 и 7.6.7 (см. страницу 184 и 185). Также несо-
мненный интерес представляют задачи 5.2.1, 5.3.1 и 7.6.1 (см. стра-
ницы 99, 104 и 165 соответственно).

Автор будет признателен всем, кто сообщит ему информацию о каких-

то продвижениях в решении указанных проблем, равно как и любых дру-

гих задач, близких к тематике книги, в особенности тех, что не отмечены

в тексте.
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80. Darboux G. Mémoire sur les fonctions discontinues // Ann. Sci. Éc. Norm.
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Неравенство Гёльдера, 10, 70

Оператор,

— со знакопеременным ядром,
99

— с простым усредняющим яд-
ром, 80

— с регулярным ядром, 78

— с усредняющим ядром, 72

Остаточный член в формуле
Тейлора, 20

— в интегральной форме, 26

— в форме Д’Оканя, 25

— в форме Коши, 24

— в форме Лагранжа, 24, 128

— в форме Пеано, 20

— в форме Шлемильха — Ро-
ша, 23

Параметризация кривой,

— натуральная, 176, 178, 179,
184

Предел,

— существенный, 57

— — верхний, 57

— — нижний, 57

Производные Пеано, 21

Разделенная разность, 105,
108, 121, 123

Симметризация Шварца, 115

Теорема,

— Б. Леви, 71

— Больцано — Коши, 9

— Бонне, 18

— Витали, 11, 41, 68

— вторая интегральная о сред-
нем, 17



196 Предметный указатель

— Г. Брунна, 115

— Данжуа — Юнга — Сакса, 68

— Дарбу, 10, 17, 26, 44, 84, 125

— — обобщенная, 38, 39

— Иверсена, 92, 93

— Коши, 15, 23, 27, 158

— Лагранжа, 12–14, 17, 19, 24,
26, 34, 37, 50, 159

— — обобщенная, 38

— о среднем,

— — многомерная, 94

— — топологическая, 27

— Пеано, 24

— — обобщенная, 165

— первая интегральная о сред-
нем, 15, 57, 159

— Помпею, 28

— Ролля, 12, 13, 25, 144, 166,
169

— Ферма, 12

— Флетта, 28

— Шварца, 25, 110, 116, 123

— Эрмита — Геноччи, 111

Точка,

— касания, 140, 142

— компланарности, 167

— Лагранжа, 43, 48, 82

— опорная, 137, 138, 142

Форма Пеано для разделенной
разности, 113

Формула,

— интерполяционная,

— — Лагранжа, 109, 110

— — Ньютона, 109

— — Эрмита, 110

— Тейлора, 18, 82, 128

— — локальная, 19

Функция,

— абсолютно непрерывная, 11

— степенная усеченная, 112

Ядро Пеано, 112–114, 116, 120,
121

B-сплайн, 112, 115
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