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Ïëåíàðíûå äîêëàäû



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÅ ÏÎÄÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ

ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ Â ÂÅÑÎÂÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ

�ÎËÎÌÎ�ÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

1

À. Â. Àáàíèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòî-

ðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��åðåíöèðîâàíèÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîð�-

íûõ �óíêöèé.

Â 2008 ã. À. Àëåìàí è Á. Êîðåíáëþì [1℄ ñ�îðìóëèðîâàëè ðÿä äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé òîãî, ÷òî â àáñòðàêòíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X �óíêöèé, ãîëîìîð�-

íûõ â åäèíè÷íîì êðóãå, âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà èíòåãðè-

ðîâàíèÿ èìåþò âèä znX, n ∈ N. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè óñëîâèé èç [1℄ � ïðî-

ñòðàíñòâà �óíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà, ðàñòóùèõ ïðè ïðèáëèæåíèè àðãóìåíòà z
ê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íå áûñòðåå, ÷åì (1 − |z|)−α

, α > 0. Äðóãèì ìåòîäîì

Î. Êîíñòàíòèí è Õ. À. Ïåëàåç [2℄ ïîëó÷èëè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâ Ôîêà öåëûõ �óíêöèé, çàäàâàåìûõ áûñòðî ðàñòóùèìè íà áåñêîíå÷íî-

ñòè âåñàìè. Ïðèâåäåííûå â [2℄ îáùèå óñëîâèÿ íà âåñà óäàëîñü ïðîâåðèòü äëÿ

âåñîâ îäíîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà, à èõ ïðîâåðêà äëÿ äðóãèõ èçâåñòíûõ ïðèìå-

ðîâ áûñòðî ðàñòóùèõ âåñîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðóäíîé, áîëåå òîãî íåâûïîëíèìîé,

çàäà÷åé.

Â ñòàòüå [3℄ À. Àòöìîí è Á. Áðàéâ äîêàçàëè, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ôîêà öåëûõ �óíêöèé, çàäàâàåìîì âåñîì exp |z|α, 0 < α < 1, èíâàðèàíòíûìè ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìíîæåñòâà Pn

âñåõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n = 0, 1, . . .
Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ îáîçíà÷åííîé

ïðîáëåìû, êîòîðûé ïðèìåíèì ê øèðîêîìó ñïåêòðó êëàññè÷åñêèõ øêàë âåñîâûõ

áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé â êðóãå è íà ïëîñêîñòè � Áåðã-

ìàíà, Äèðèõëå, Áëîõà è Ôîêà, çàäàâàåìûõ âåñàìè îáùåãî âèäà. Îí îñíîâàí íà

ïðèâëå÷åíèè áëèçêèõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ïðèãîäåí äëÿ âåñîâ êàê ìåäëåííî-

ãî, òàê è áûñòðîãî ðîñòà. Ïðèâåäåì äâà õàðàêòåðíûõ ðåçóëüòàòà.

Ïóñòü v � ðàäèàëüíûé âåñ íà G, ãäå G � åäèíè÷íûé êðóã D èëè êîìïëåêñíàÿ

ïëîñêîñòü C, è p ∈ (0,∞). Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà Ap
v èëè Ôîêà Fp

v �

ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîð�íûõ â D èëè, ñîîòâåòñòâåííî, öåëûõ �óíêöèé f ,
äëÿ êîòîðûõ

∥∥f
∥∥p
G
:=

∫

G

|f(z)|p v−p(z) dm(z) <∞,

ãäå m � ìåðà Ëåáåãà íà G. Ïðè 1 6 p < ∞ ïðîñòðàíñòâà Ap
v è Fp

v ÿâëÿþòñÿ

áàíàõîâûìè, à â ñëó÷àå 0 < p < 1 îíè áóäóò ïîëíûìè ëèíåéíûìè ìåòðè÷åñêèìè
ïðîñòðàíñòâàìè ñ ðàññòîÿíèåì d(f, g) := ‖f − g‖pG.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 15-01-01404.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü v � ðàäèàëüíûé âåñ íà D, äëÿ êîòîðîãî

lim sup
r→1−

log v(r)

log 1
1−r

<∞.

Òîãäà èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðî-

ñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà Ap
v, p > 0, ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà znAp

v, n = 1, 2, . . ., è
òîëüêî îíè.

Îòìåòèì, ÷òî â [1℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñòðóêòóðà èíâàðèàíòíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ èìååòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà

ñïåöèàëüíîãî âèäà è ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà p. À èìåííî äëÿ

ïðîñòðàíñòâ Ap
vα,p , çàäàâàåìûõ âåñàìè vα,p = (1 − |z|)−α/p

ïðè p > 1, α > −1,
(α + 2)/p < 1. ßñíî, ÷òî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò

èìååò ìåñòî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ap
vα,p ïðè âñåõ α, p > 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü v � ðàäèàëüíûé âåñ íà C, äëÿ êîòîðîãî

lim sup
r→∞

log log v(r)

log r
< 1, (1)

è ïðè íåêîòîðîì C > 0

v(r + 1) 6 Cv(r) äëÿ âñåõ r > 0. (2)

Òîãäà èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ

â ïðîñòðàíñòâàõ Ôîêà Fp
v , p > 1, ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå

âûøå n = 0, 1, . . . è òîëüêî îíè.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî âåñà v, óäîâëåòâîðÿþùåãî
õîòÿ áû îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé: à) �óíêöèÿ log v âîãíóòà (ñì.,

íàïðèìåð, [3, ïðåäëîæåíèå 1℄) èëè á) v log-âûïóêëà, ò. å. �óíêöèÿ log v(ex) âû-
ïóêëà íà R, è log v(r) = O(r) ïðè r → ∞ (ñì. [4, òåîðåìà 2.10℄). Ïðè ýòîì ÿñíî,

÷òî ïîñëåäíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî âåñà, óäîâëå-

òâîðÿþùåãî (1).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2 ê v(z) = e|z|
α
ñ 0 < α < 1, ïîëó÷àåì ðàñïðîñòðàíåíèå

óïîìÿíóòîãî âûøå ðåçóëüòàòà èç [3℄ íà êëàññè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Ôîêà Fp
v ïðè

âñåõ p > 1 (íàïîìíèì, ÷òî â [3℄ p = 2).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ôàì ×îíã Òèåíîì.

Ëèòåðàòóðà

1. Aleman A., Korenblum B. Volterra invariant subspa
es of Hp
// Bull. S
i. Math.�2008.�

Vol. 132, � 6.�P. 510�528.

2. Constantin O., Pel�aez J. A. Integral operators, embedding theorems and a Littlewood�Paley

formula on weighted Fo
k spa
es // J. Geom. Anal.�2017.�Vol. 26, � 2.�P. 1109�1154.

3. Atzmon A., Brive B. Surje
tivity and invariant subspa
es of di�erential operators on weighted

Bergman spa
es of entire fun
tions // Contemp. Math.�2006.�Vol. 404.�P. 27�39.

4. Abanin A. V., Pham Trong Tien. Di�erentiation and integration operators on weigh-

ted Bana
h spa
es of holomorphi
 fun
tions // Math. Na
hr.�2017.�DOI: 10.1002/

mana.201500405.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

�ßÄÛ ÔÓ�ÜÅ ÏÎ ÊÎ�ÍÅÂÛÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î ÏÓ×ÊÀ ÄÅÑßÒÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Ñ ÏßÒÈÊ�ÀÒÍÛÌÈ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀÌÈ

Õ. À. Àáäóñàëàìîâ (�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; Ä�Ó)

À. È. Âàãàáîâ (�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; Ä�Ó)

�àññìàòðèâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûé ïó÷îê ñ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì λ:

l(y) ≡
(
d2

dx2
− λ2

)5

y(x), 0 < x < 1, y(1) = 0,

ds−2y(0)

dxs−2
= 0, s = 2, 3, . . . , 10.

Îïèðàÿñü íà �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ l(y) = 0,

yj(x) = xj−1eλx, yj+5(x) = xj−1e−λx, j = 1, 2, 3, 4, 5,

ñòðîèòñÿ ìåðîìîð�íàÿ ïî λ �óíêöèÿ �ðèíà G(x, ξ, λ).
Óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà. Ïóñòü fk(x), k = 0, 1, . . . , 9, 0 < x < 1, � äåñÿòèêðàòíî íåïðåðûâíî

äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè ðàâíûå íóëþ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ïðè x = 0, 1.
Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà äåñÿòèêðàòíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî êîðíåâûì �óíêöèÿì ïó÷-

êà:

lim
ν→∞

1

2π
√
−1

∫

cν

λsdλ

1∫

0

G(x, ξ, λ)

9∑

k=0

l(fk(ξ))

λk+1
dξ = fs(x), s = 0, 1, . . . , 9,

ãäå Gν � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðÿþùèõñÿ çàìêíóòûõ êîíòóðîâ, ïðîõîäÿ-

ùèõ âíå δ � îêðåñòíîñòè ïîëþñîâ �óíêöèè �ðèíà.

Ëèòåðàòóðà

1. Âàãàáîâ À. È. n-êðàòíàÿ �îðìóëà ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå ïî êîðíåâûì ýëåìåíòàì

äè��åðåíöèàëüíîãî ïó÷êà ñ n-êðàòíîé õàðàêòåðèñòèêîé // Äè�. óðàâíåíèÿ.�2016.�

Ò. 52, � 5.�Ñ. 555�560.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÁÛÑÒ�Î ÎÑÖÈËËÈ�ÓÞÙÅÉ Ï�ÀÂÎÉ ×ÀÑÒÈ

ÂÎËÍÎÂÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÎ ÍÅÏÎËÍÎÉ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅ �ÅØÅÍÈß

Áàáè÷ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),

Ëåâåíøòàì (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîìåðíîãî âîë-

íîâîãî óðàâíåíèÿ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ïî âðåìåíè ïðàâîé ÷àñòüþ (ñâîáîä-

íûì ÷ëåíîì), êîòîðàÿ íåèçâåñòíà. Èññëåäîâàíû íåêîòîðûå çàäà÷è î åå âîññòà-

íîâëåíèè ïðè òåõ èëè èíûõ ñâåäåíèÿõ (äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ) î ðåøåíèè

(òî÷íåå, îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ). Òàêîãî ðîäà çàäà÷è åñòåñòâåííî îòíåñòè ê

èçâåñòíîìó êëàññó îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷.

Îáðàòíûå çàäà÷è ñîñòàâëÿþò àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå ñîâðåìåí-

íîé ìàòåìàòèêè (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè [1�4℄ è áèáëèîãðà�èè â íèõ). Îä-

íàêî çàäà÷è ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ñëàãàåìûìè (âûñîêî÷àñòîòíûå çàäà÷è)

â ýòîé òåîðèè ïî÷òè íå ïðåäñòàâëåíû. Îáúÿñíèòü ýòî ìîæíî òåì, ÷òî, îáû÷íî

èñïîëüçóåìûå â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷, äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

(çàäàíèå ðåøåíèÿ ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïðîñòðàíñòâåííîé èëè âðåìåí-

íîé ïåðåìåííîé; ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ íà ðåøåíèå è ò. ä.) äëÿ çàäà÷

ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè äàííûìè ñòàâèòü íååñòåñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-

äîáíóþ èí�îðìàöèþ îáû÷íî òðóäíî èëè äàæå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü íà ïðàêòè-

êå, ïîñêîëüêó ðåøåíèå ìîæåò áûñòðî ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè. Äëÿ âûñîêî÷àñòîò-

íûõ çàäà÷ óñëîâèÿ êëàññè÷åñêîãî òèïà åñòåñòâåííî ñòàâèòü íà íåñêîëüêî ïåðâûõ

êîý��èöèåíòîâ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ, òàê êàê ïîñëåäíèå îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ðå-

øåíèÿìè çàäà÷, íå ñîäåðàæàùèõ áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ñëàãàåìûõ. Ñêîëüêî

ýòèõ êîý��èöèåíòîâ äîëæíî áûòü çàäåéñòâîâàíî äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

ñëåäóåò îïðåäåëÿòü ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðî-

åíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà âèäà

f(x, t)r(t, ωt), ω ≫ 1, âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîñòàâëåíà è ðåøåíà â ñëåäóþ-

ùèõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ: 1) íå èçâåñòíà �óíêöèÿ r(t, τ); 2) íå èçâåñòíà �óíêöèÿ
f(x, t) ≡ f(x); 3) â ïàðå f , r èçâåñòíî ëèøü ñðåäíåå r0 �óíêöèè r(t, τ) ïî τ ;
4) íå èçâåñòíû îáå �óíêöèè f è r.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàíåå àíàëîãè÷íûå çàäà÷è áûëè íàìè ðåøåíû

äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè; ðåøåíèå çàäà÷è òèïà 1) îïóáëèêîâàíî â [5℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ï�ÎÁËÅÌÀ ÔÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÏÎËÎÆÅÍÈß �ÀÂÍÎÂÅÑÈß ÑÈÑÒÅÌÛ �ÀÌÈËÜÒÎÍÀ

À. Á. Áàòõèí

(�îññèÿ, Ìîñêâà; ÈÏÌ èì. Ì. Â. Êåëäûøà, ÌÔÒÈ)

Ïóñòü �óíêöèÿ �àìèëüòîíà H â òî÷êå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (Ï�) ïðåäñòà-

âèìà â âèäå ðÿäà

H(Z) =
∞∑

i=2

Hi(Z), (1)

ãäå Z = (X,Y), X è Y � êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå âåêòîðû êîîðäèíàò è èì-

ïóëüñîâ, à Hi(Z) � îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ ñòåïåíè i îò íèõ.
Ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ �îðìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ ñèñòåìû �àìèëüòîíà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû áîëåå äâóõ, ïðàâûå

÷àñòè êîòîðîé ãëàäêî çàâèñÿò îò âåêòîðà ïàðàìåòðîâ P, ïðè óñëîâèè, ÷òî êâàä-

ðàòè÷íàÿ �îðìà H2(Z) â ðàçëîæåíèè (1) íåâûðîæäåíà è íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðå-
äåëåííîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ï� Z = 0 ñèñòåìû ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà H(Z) ÿâëÿåò-
ñÿ �îðìàëüíî óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò âîçìîæíî ðàñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé

ðÿä G(Z), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ïåðâûì

èíòåãðàëîì: {G,H} = 0, ãäå {·, ·} � ñêîáêà Ïóàññîíà.

Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò íîðìàëüíóþ

�îðìó ñèñòåìû �àìèëüòîíà âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå ò. í. ðåçîíàíñíîãî ìíîæåñòâà R(fn) âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà
fn(x), ïîëó÷åííîå àâòîðîì â [1℄.

Îïðåäåëåíèå 2. �åçîíàíñíûì ìíîæåñòâîì Rq(fn) ìíîãî÷ëåíà fn(x) íàçî-
âåì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê P ïðîñòðàíñòâà åãî êîý��èöèåíòîâ Π, â êîòîðûõ

fn(x) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå ïàðó q-ñîèçìåðèìûõ êîðíåé:

Rq(fn) =
{
P ∈ Π : ∃ j, k = 1, . . . , n, tj : tk = q, q ∈ R\{0}

}
, (2)

ãäå ti, i = 1, . . . , n, � êîðíè ìíîãî÷ëåíà fn(x) ñòåïåíè n.

�åçîíàíñíîå ìíîæåñòâî Rq(fn) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äèñêðèìèíàíòíîãî ìíî-
æåñòâà D(fn) è ìîæåò áûòü èñ÷åðïûâàþùå îïèñàíî ñ ïîìîùüþ q-àíàëîãà ñóá-
äèñêðèìèíàíòîâ ìíîãî÷ëåíà fn(x). Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âñåõ êîì-

ïîíåíò ìíîæåñòâà Rq(fn) ïîëó÷åíî â [1℄ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî
â [2℄ äëÿ äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà D(fn).

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ �îðìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè øàãîâ.

Íà ïåðâîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ ìíîæåñòâî óñòîé÷èâîñòè S ⊂ Π ëèíåéíîé

ñèñòåìû �àìèëüòîíà

Ż = JA(P)Z, ãäå A(P) =
1

2
HessH2(Z), J � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ åäèíèöà. (3)
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�ðàíèöà ∂S ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè S ñîñòîèò èç ÷àñòåé äâóõ ðåçîíàíñ-

íûõ ìíîæåñòâ (2) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ) ìàòðèöû JA(P) ñèñòå-
ìû (3): R0(f) (ñëó÷àé êðàòíîãî íóëåâîãî êîðíÿ) è R1(f) ≡ D(f) (ñëó÷àé äèñ-

êðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà). Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè S
îïèñàí â [3℄. Êîãäà ìíîæåñòâî óñòîé÷èâîñòè S âû÷èñëåíî, â íåì âûäåëÿåòñÿ îò-

êðûòàÿ îáëàñòü W, íà êîòîðîé �îðìà H2(Z) íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé è,

ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèìåíèìà òåîðåìà Ëàãðàíæà � Äèðèõëå îá óñòîé÷èâîñòè ïî

Ëÿïóíîâó.

Íà ñëåäóþùåì øàãå èññëåäîâàíèå �îðìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ Z = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Áðþíî [4, 5℄. Äëÿ ýòî-

ãî âû÷èñëÿþòñÿ ðåçîíàíñíûå ìíîæåñòâà R2(f) èR3(f), ðàçáèâàþùèå îáëàñòüW
íà ïîäîáëàñòè Wj , â êàæäîé èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ëèøü ðåçîíàíñû ïîðÿäêà 4

è âûøå. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé Wj ãàìèëüòîíèàí (1) ìîæåò

áûòü ïðèâåäåí ê íîðìàëüíîé �îðìå 4-ãî ïîðÿäêà âèäà H̃(ρ) = H̃2(ρ) + H̃4(ρ),
ãäå H̃2(ρ) = (Λ,ρ), H̃4(ρ) = (Bρ,ρ), ρ � ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ, Λ � âåêòîð

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñèñòåìû (3), B � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ïîëóàëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà H̃2(ρ) = H̃4(ρ) = 0,
ρ>0, íåñîâìåñòíà, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Áðþíî, Ï� Z = 0 �îðìàëüíî óñòîé÷èâî.

Ïóñòü â êàêîé-ëèáî èç ïîäîáëàñòåé Wj óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 1 íå âûïîëíå-

íû. Òîãäà, âûäåëÿÿ ñ ïîìîùüþ ðåçîíàíñíûõ ìíîæåñòâ R4(f) è R5(f) ïîäîáëà-
ñòè ñâîáîäíûå îò ðåçîíàíñîâ äî 6-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, íóæíî ïðèâåñòè

ãàìèëüòîíèàí (1) ê íîðìàëüíîé �îðìå 6-ãî ïîðÿäêà H̃(ρ) =
∑3

j=1 H̃2j(ρ) è ðàñ-

ñìîòðåòü ïîëóàëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó H̃2(ρ) = H̃4(ρ) = H̃6(ρ) = 0, ρ > 0. Åñëè
ýòà ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, òî, èñïîëüçóÿ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áðþíî,

ìîæíî äîêàçàòü �îðìàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü Ï�.

Çàìå÷àíèå. Íà ó÷àñòêàõ ðåçîíàíñíûõ ìíîæåñòâ Rk(f), k = 2, 3, . . . , ãäå
èìååòñÿ îäíîêðàòíûé ðåçîíàíñ, ïðèìåíèìû òåîðåìû èç [5, ãë. 4, �� 2, 3℄. Äëÿ

ñëó÷àÿ êðàòíîãî ðåçîíàíñà, à òàêæå äëÿ ðåçîíàíñà ïîðÿäêà 2 èññëåäîâàíèå �îð-
ìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîãî ïîäõîäà.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÀÏ�ÈÎ�ÍÀß ÎÖÅÍÊÀ �ÅØÅÍÈß ÂÛ�ÎÆÄÀÞÙÅ�ÎÑß

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀ

ÎÁÙÅ�Î ÂÈÄÀ Ñ Ä�ÎÁÍÎÉ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÎÉ �ÈÌÀÍÀ � ËÈÓÂÈËËß

Ç. Â. Áåøòîêîâà

(�îññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îáîáùåííîãî âûðîæ-

äàþùåãîñÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �è-

ìàíà � Ëèóâèëëÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ

îöåíêà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå. Èç àïðèîðíîé îöåíêè ñëåäóþò åäèíñòâåí-

íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì è ïðàâîé ÷àñòè.

Â çàìêíóòîì öèëèíäðå QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} ðàññìîòðèì ñëå-

äóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îáîáùåííîãî âûðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ ñ äðîá-

íîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α :

Dα
0tu =

1

xm
∂

∂x

(
xmk(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u+ f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T,

(1)

lim
x→0

xmk(x, t)
∂u

∂x
= 0, 0 6 t 6 T, (2)

u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (3)

Dα−1
0t (x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (4)

ãäå

Dα
0tu =

1

Γ(1− α)

d

dt

t∫

0

u(x, τ)

(t− τ)α
dτ

� äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå �èìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α, 0 < α < 1,

0 < c0 6 k(x, t), q(x, t), rx(x, t) 6 c1,

|r(x, t)| 6 c2, r(0, t) > 0, r(l, t), kt, qt 6 0,

U = Dα−1
0t u(x, τ) =

1

Γ(1− α)

t∫

0

u(x, τ)

(t− τ)α
dτ, 1 6 m 6 2.

(5)

Óñëîâèå (2) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ |u(0, t)| < ∞, êîòî-

ðîå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ k(0, t)ux(0, t) = 0 (ñì. [4, ñ. 173℄).
Ïîëó÷èì àïðèîðíóþ îöåíêó äëÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1)�(4),

äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå (1) ñêàëÿðíî íà xmū = xmu+ xmU, ãäå

U = Dα−1
0t u =

1

Γ(1− α)

t∫

0

udτ

(t− τ)α
,
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(
Dα−1

0t u, xmū
)
=
((
xmkux

)
x
, ū
)
+
(
rux, x

mū
)
−
(
qu, xmū

)
+
(
f, xmū

)
. (6)

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà îñíîâàíèè ëåììû �ðîíóîëëà

(ñì. [6, ñ. 152℄) èç (6) ïîëó÷àåì èñêîìóþ àïðèîðíóþ îöåíêó

∥∥xm
2 U
∥∥2
0
+

t∫

0

(∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0

)
dτ 6M

( t∫

0

∥∥xm
2 f
∥∥2
0
dτ +

∥∥xm
2 u0(x)

∥∥2
0

)
, (7)

ãäå M çàâèñèò òîëüêî îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (1)�(4).

Èç (7) ñëåäóþò åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4) ïî

íà÷àëüíûì äàííûì è ïî ïðàâîé ÷àñòè.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5), òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöè-

àëüíîé çàäà÷è (1)�(4) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà (7).
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CASCADES OF TRIADIC RESONANCE INSTABILITIES

IN INTERNAL WAVES ATTRACTORS

C. Brouzet (Fran
e, Lyon; ENS de Lyon),

T. Dauxois(Fran
e, Lyon; ENS de Lyon),

E. V. Ermanyuk (Russia, Novosibirsk, LIH SB RAS;

Fran
e, Lyon, ENS de Lyon),

S. Joubaud(Fran
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I. Sibgatullin (Russia, Mos
ow; MSU)

In 
ontrast to the atmosphere of the Earth, the driving for
e of the O
ean is

not a heat engine. Verti
al me
hanisms of energy transfer due to thermal pro
esses

and wind play signi�
ant role mostly in the vi
inity of the surfa
e of the O
ean.

Meanwhile the global dynami
s of the O
ean is also greatly a�e
ted by deep water

pro
esses and mixing. It means that now one of the most important questions in

the dynami
s of the o
eans is related to the 
as
ade of me
hani
al energy in the

abyss and its 
ontribution to mixing. Here, we propose internal-wave attra
tors in

the large-amplitude regime as a unique self-
onsistent experimental and numeri
al

setup that models a 
as
ade of triadi
 intera
tions transferring energy from large-

s
ale mono
hromati
 input to multi-s
ale internal-wave motion. We also provide

signatures of a dis
rete wave turbulen
e framework for internal waves. Beyond this

regime, we have a 
lear transition to a regime of small-s
ale high-vorti
ity events

whi
h indu
e mixing. Also we have studied mixing due to boundary intera
tion

and wave attra
tors formed from 3D sour
es of mono
hromati
 waves in trapezoidal

geometry.
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ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÅ ÌÀÒÅ�ÈÀËÛ Ñ ÏÎÊ�ÛÒÈßÌÈ:

ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ È ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß

1

À. Î. Âàòóëüÿí (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),

Ñ. À. Íåñòåðîâ (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Â ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèÿõ â êà÷åñòâå çàùèòíûõ èëè óñèëèâàþùèõ ýëå-

ìåíòîâ âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ïîêðûòèÿ � íåîä-

íîðîäíûå ïîêðûòèÿ ñ íåïðåðûâíî èçìåíÿþùèìèñÿ ïî ãëóáèíå òåðìîóïðóãèìè

ñâîéñòâàìè. Ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåðìîìåõàíèêè äëÿ íåîä-

íîðîäíûõ òåë îãðàíè÷èâàþòñÿ ñòåïåííûìè è ýêñïîíåíöèàëüíûìè çàêîíàìè èç-

ìåíåíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Îäíàêî àêòóàëüíîé çàäà÷åé â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ äå�îðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîä-

íîãî ïîêðûòèÿ ïî ãëóáèíå è îïðåäåëåíèå òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïî-

êðûòèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ çàêîíàõ èçìåíåíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íà

îñíîâå àïïàðàòà êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ (ÊÎÇ).

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè

äëÿ ñëîÿ ñ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûì ïîêðûòèåì. Ñëîé ñ ïîêðûòèåì ìîäå-

ëèðóåòñÿ â âèäå òåðìîóïðóãîãî ñëîÿ ñ íåîäíîðîäíûìè ïî ãëóáèíå òåðìîìåõà-

íè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè � êîý��èöèåíòîì òåïëîïðîâîäîñòè, óäåëüíîé òåïëîåì-

êîñòüþ, ìîäóëåì óïðóãîñòè, ïëîòíîñòüþ, êîý��èöèåíòîì òåìïåðàòóðíîãî íà-

ïðÿæåíèÿ. Ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå íåîäíîðîäíîñòü, èìåþò òî÷êè ðàçðûâà

ïåðâîãî ðîäà íà ãðàíèöå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïîêðûòèÿ ñ ïîäëîæêîé. Îáðàòíàÿ çà-

äà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñëîÿ ñ ó÷åòîì

íàëè÷èÿ òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà íà ãðàíèöå ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè.

Ñõåìà ðåøåíèÿ îñíîâàíà íà ïðåäâàðèòåëüíîì ñâåäåíèè ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå ê äâóì áîëåå ïðîñòûì è îäíîìåðíûì íåñâÿçàííûì çàäà÷àì îò-

íîñèòåëüíî óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê èçâåñò-

íîé ÊÎÇ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàíåå ïîñòðîåííûå èòåðàöèîííûå ñõåìû

è ðåãóëÿðèçóþùèå àëãîðèòìû. Çàäà÷à äëÿ ñëîÿ â òðàíñ�îðìàíòàõ ðåøàåòñÿ íà

îñíîâå ìåòîäà ñâåäåíèÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðî-

ãî ðîäà. Â êà÷åñòâå ìåòîäà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà èñïîëüçóåòñÿ

òåîðèÿ âû÷åòîâ.

Òåðìîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëîÿ ñ ïîêðûòèåì âîññòàíàâëèâàëèñü â

äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿëîñü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñëîÿ â

êëàññå ïîëîæèòåëüíûõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ �óíêöèé ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè

�óíêöèîíàëà íåâÿçêè. Íà âòîðîì ýòàïå îïðåäåëÿëèñü ïîïðàâêè ðåêîíñòðóèðóå-

ìûõ �óíêöèé ïóòåì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåä-

ãîëüìà 1-ãî ðîäà. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïîïðàâîê ñòðîèëîñü íîâîå ïðèáëèæåíèå è

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî ñòðàòå-

ãè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè Ïðåçèäèóìà �ÀÍ, ïðîåêò � 114072870112.
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îñóùåñòâëÿëñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ âîññòàíàâëèâàåìûõ õàðàêòå-

ðèñòèê. Êðèòåðèé âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà � äîñòèæåíèå íåêîòîðîãî

ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà íåâÿçêè.

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ æåñòêî-

ñòè ïîêðûòèÿ, ìîíîòîííîñòè õàðàêòåðèñòèê â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå, îòíîñè-

òåëüíîé òîëùèíû ïîêðûòèÿ, ïàðàìåòðà òåðìîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçàííîñòè íà ðå-

çóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíûõ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Äà-

íû ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó íàèáîëåå èí�îðìàòèâíûõ âðåìåííûõ

èíòåðâàëîâ äëÿ èçìåðåíèÿ âõîäíîé èí�îðìàöèè. Âûÿñíåíî, ÷òî íà ðåçóëüòàòû

ðåêîíñòðóêöèè âëèÿåò òîëùèíà ñëîåâ: ÷åì òîëùå ñëîé, òåì ðåçóëüòàò ðåêîí-

ñòðóêöèè ëó÷øå. Îäíàêî ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè íå çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ

ìîäóëåé ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè.
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ÈÍÄÈÂÈÄÓÀËÜÍÎ-��ÓÏÏÎÂÛÅ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÛÅ

Ò�ÀÅÊÒÎ�ÈÈ ÎÁÓ×ÅÍÈß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

È. Â. Äðîáûøåâà

(�îññèÿ, Êàëóãà; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Îðèåíòàöèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ íà ïîäãîòîâêó êîìïåòåíòíîãî ñïåöèàëèñòà

òðåáóåò èçìåíåíèÿ íå òîëüêî âåêòîðà òðåáîâàíèé ê âûïóñêíèêàì âóçîâ, íî è

ïîäõîäîâ ê ïðîöåññó îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ.

Îäíî èç òàêèõ èçìåíåíèé ñâÿçàíî ñ âîçðàñòàþùåé ðîëüþ ñàìîñòîÿòåëüíîé

ðàáîòû ñòóäåíòîâ äëÿ îòêðûòèÿ íîâûõ ñïîñîáîâ äåÿòåëüíîñòè è èõ ïðèìåíåíèÿ

â öåëÿõ ðåøåíèÿ ïðî�åññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷, äëÿ ïîèñêà èí�îð-

ìàöèè, åå àäàïòàöèè è èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ñîáñòâåííûõ ïîäõîäîâ ê

ðàçðåøåíèþ ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííûõ ñèòóàöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî óñïåøíîñòü

âûïîëíåíèÿ äàííûõ âèäîâ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷å-

ðåäü ãîòîâíîñòüþ ñòóäåíòîâ ê òàêîé äåÿòåëüíîñòè.

Àíàëèç ãîòîâíîñòè ñòóäåíòîâ ê îñóùåñòâëåíèþ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïî-

êàçàë, ÷òî èìååò ìåñòî òåíäåíöèÿ ñíèæåíèÿ åå óðîâíÿ, íàèáîëåå çíà÷èìî ïðîÿâ-

ëÿþùàÿñÿ â îïåðàöèîíàëüíîì êîìïîíåíòå. Îòíîøåíèå ÷èñëà ñòóäåíòîâ, âûïîë-

íÿþùèõ ðåïðîäóêòèâíûå ñàìîñòîÿòåëüíûå ðàáîòû, ê ÷èñëó ñòóäåíòîâ, óñïåøíî

âûïîëíÿþùèõ ñîîòâåòñòâåííî ýâðèñòè÷åñêèå è èññëåäîâàòåëüñêèå ñàìîñòîÿòåëü-

íûå ðàáîòû, îïðåäåëÿåòñÿ êàê 8:3:1. Ñëåäñòâèåì ýòîãî �àêòà ÿâëÿåòñÿ íèçêèé

óðîâåíü ìîòèâàöèè ïåðâîêóðñíèêîâ ê ñàìîñòîÿòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Àíàëèç ïðè÷èí ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðîâåäåííûé, â òîì ÷èñëå ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ïñèõîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè, ïîêàçàë, ÷òî áîëåå ÷åì ó 20%

ñòóäåíòîâ íèçêèé óðîâåíü ñ�îðìèðîâàííîñòè ìûñëèòåëüíûõ îïåðàöèé è òåîðå-

òè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïî òàêèì çíà÷èìûì äëÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïîêàçàòåëÿì, êàê ãèáêîñòü è êðèòè÷íîñòü ìûøëåíèÿ.

Ïîëó÷åííûå äàííûå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâèäåòåëüñòâóþò î íåîáõîäèìîñòè

äè��åðåíöèðîâàííîãî ïîäõîäà ê îñóùåñòâëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè

ñòóäåíòîâ. Â óñëîâèÿõ ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ òðåáîâàíèé ê îâëàäåíèþ ïðåäìåò-

íûì ñîäåðæàíèåì è êîìïåòåíöèÿìè, �îðìèðóåìûìè ïðè åãî èçó÷åíèè, ðå÷ü

äîëæíà èäòè î äè��åðåíöèàöèè, íàïðàâëåííîé íà ïîâûøåíèå óðîâíÿ ñ�îð-

ìèðîâàííîñòè ìûñëèòåëüíûõ îïåðàöèé, êà÷åñòâ ìûøëåíèÿ; îâëàäåíèå ìàòåìà-

òè÷åñêèì àïïàðàòîì è ñîîòâåòñòâóþùèìè ñïîñîáàìè äåéñòâèé íà óðîâíå, äî-

ñòàòî÷íîì äëÿ ðåøåíèÿ ïðî�åññèîíàëüíî-íàïðàâëåííûõ çàäà÷; îâëàäåíèå îá-

ùåêóëüòóðíûìè è ïðî�åññèîíàëüíûìè êîìïåòåíöèÿìè íà óðîâíå, îáåñïå÷èâà-

þùåì ïðîäóêòèâíóþ äåÿòåëüíîñòü.

Â öåëÿõ ðåàëèçàöèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíà òåõíîëîãèÿ äè��å-

ðåíöèðîâàííîãî êîìïåòåíòíîñòíî-îðèåíòèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ ìàòå-

ìàòèêå, îäíîé èç îòëè÷èòåëüíûõ îñîáåííîñòåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èäåÿ îáó÷å-

íèÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòèêå â ðàìêàõ èíäèâèäóàëüíî-ãðóïïîâûõ îáðàçîâàòåëü-

íûõ òðàåêòîðèé (È�ÎÒ), ïîä êîòîðûìè ïîíèìàåì ¾èíäèâèäóàëüíûå ïðîãðàì-
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ìû îáó÷åíèÿ êàê îòäåëüíûõ îáó÷àþùèõñÿ, òàê è èõ ãðóïï¿ [1℄. Ïðîöåññ ñî-

çäàíèÿ èíäèâèäóàëüíî-ãðóïïîâûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òðàåêòîðèé âêëþ÷àåò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü âçàèìîñâÿçàííûõ ýòàïîâ. Îïðåäåëÿþùèì ñîäåðæàíèå äðó-

ãèõ ýòàïîâ è îñîáåííîñòè îáó÷åíèÿ ïî ñîçäàííîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ ýòàï

òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà. Åãî ðåçóëüòàòîì ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöà ïëàíèðóåìûõ ðå-

çóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ è âíåøíÿÿ ñòðóêòóðà È�ÎÒ, âêëþ÷àþùàÿ äèàãíîñòè÷å-

ñêèå, êîððåêòèðîâî÷íûå, àóäèòîðíûå îáó÷àþùèå, âíåàóäèòîðíûå îáó÷àþùèå

áëîêè. Â ðàáîòàõ [2, 3℄ ðàñêðûòû õàðàêòåðèñòèêè äðóãèõ ýòàïîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ

èíäèâèäóàëüíî-ãðóïïîâûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òðàåêòîðèé îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ ìà-

òåìàòèêå è îñîáåííîñòè îáó÷åíèÿ ïî íèì.

Äîïîëíåíèå åãî âîçìîæíîñòÿìè ñîâðåìåííûõ ÈÊÒ ïîçâîëèò ïîâûñèòü óðî-

âåíü èíäèâèäóàëèçàöèè.
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ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈß ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ, Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÍÀ ÊÎÍÓÑÀÕ

Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

À. Ê. Äðîíîâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ��ÝÓ (�ÈÍÕ))

Ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ òåîðèè áàçèñîâ â ÿäåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ôðå-

øå âàæíóþ ðîëü èãðàþò èíòåðïîëÿöèîííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ

â ïðîñòðàíñòâàõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿþò èíòåðïîëÿöèîííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, îãðàíè÷åííûå íå íà âñåì ïðî-

ñòðàíñòâå, à íà íåêîòîðîì âëîæåííîì â íåãî êîíóñå, ëèáî ñåìåéñòâå êîíóñîâ.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ââîäèòü ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîãî èíòåðïîëÿ-

öèîííîãî ñâîéñòâà.

Òåîðåìà. Ïóñòü Ei = c0(ai), F = c0(bi) (i = 0, 1), E = c0(a), F = c0(b),
ïðè÷åì E1 ⊂ E ⊂ E0, F1 ⊂ F ⊂ F0, è áàíàõîâà òðîéêà (E0, E1, E) îáëàäàåò èí-
òåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê áàíàõîâîé òðîéêå (F0, F1, F ). Ïóñòü
A � ìíîæåñòâî êîíóñîâ â ω+

òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîíóñà Q ∈ A âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ:

1) Q � íèæíÿÿ ïîëóðåøåòêà â ω;
2) Q ∩E+

1 � òîòàëüíûé êîíóñ â ω.
Òîãäà ñåìåéñòâî òðîåê êîíóñîâ

M =
{
(E+

0 , Q ∩ E+
1 , Q ∩ E+) : Q ∈ A

}

îáëàäàåò ðàâíîìåðíûì èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê áàíàõî-

âîé òðîéêå (F0, F1, F ).
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Î ÑÂÅ�ÒÊÅ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ

Î. À. Èâàíîâà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Öåëàÿ â C �óíêöèÿ g0 òàêàÿ, ÷òî g0(0) = 1, çàäàåò îïåðàòîð Ïîììüå

D0, g0(f)(t) :=





f(t)− g0(t)f(0)

t
, t 6= 0,

f ′(0)− g′0(0)f(0), t = 0,

äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå H(C) öåëûõ �óíêöèé. Ñ îïåðàòîðîì D0,g0 ìîæíî

ñâÿçàòü îïåðàòîð ñäâèãà

Tz(f)(t) :=





tf(t)g0(z)− zf(z)g0(t)

t− z
, t 6= z,

zg0(z)f
′(z)− zf(z)g′0(z) + f(z)g0(z), t = z,

f ∈ H(C), z ∈ C. Ñäâèãè Tz ïîðîæäàþò ïðîèçâåäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöè-

îíàëîâ. Èìåííî, ïóñòü E � íåêîòîðûé ñ÷åòíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ (â C) �óíêöèé. Âåñà, çàäàþùèå E, óäîâëåòâîðÿþò
ñòàíäàðòíûì òåõíè÷åñêèì óñëîâèÿì. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå (ñâåðòêó) ëèíåé-

íûõ íåïðåðûâíûõ íà E (àíàëèòè÷åñêèõ) �óíêöèîíàëîâ ϕ è ψ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

(ϕ⊗ ψ)(f)(z) := ϕ
(
ψ(Tz(f))

)
, f ∈ E, z ∈ C.

Ñîãëàñíî [1℄ ñâåðòêà ϕ⊗ψ êîððåêòíî îïðåäåëåíà; ñ óìíîæåíèåì ⊗ ïðîñòðàíñò-

âî E′
ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé. Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü

î ñâîéñòâàõ ýòîé àëãåáðû.

Ïóñòü K(D0,g0)� êîììóòàíò îïåðàòîðà D0,g0 : E → E â êîëüöå âñåõ ëèíåéíûõ

íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â E. Ïî [1℄ àëãåáðà (E′,⊗) èçîìîð�íà àëãåáðå K(D0,g0)
ñ îïåðàòîðíûì óìíîæåíèåì ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ κ(ϕ)(f)(z) = ϕ(Tz(f)),
ϕ ∈ E′

, f ∈ E, z ∈ C. Äîêàçàíî, ÷òî κ ÿâëÿåòñÿ è òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîð�èçìîì

ïðîñòðàíñòâ E′
è K(D0,g0), åñëè E

′
ñíàáäèòü åñòåñòâåííîé ñëàáîé òîïîëîãèåé, à

K(D0,g0) � òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè (êîãäà â E ââåäåíà ñëàáàÿ òîïî-

ëîãèÿ). Óêàçàííàÿ ¾òîïîëîãè÷íîñòü¿ èçîìîð�èçìà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè

çàäà÷è î ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðîâ èç K(D0,g0) â âèäå D0,g0-îïåðàòîðîâ áåñêî-

íå÷íîãî ïîðÿäêà (â îáùåì ñëó÷àå K(D0,g0) ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà

ìíîãî÷ëåíîâ îò D0,g0). Êðîìå òîãî, îïèñàíû ìóëüòèïëèêàòèâíûå �óíêöèîíàëû

íà àëãåáðå (E′,⊗), çàäàâàåìûå ýëåìåíòàìè èç E. Òàêèõ �óíêöèîíàëîâ ¾íà 1

áîëüøå¿, ÷åì íóëåé ó g0; åñëè �óíêöèÿ g0 íå èìååò íóëåé, òî òàêîé �óíêöèîíàë
åäèíñòâåíåí.
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Ñóùåñòâåííûì ïîáóäèòåëüíûì ìîòèâîì ê äàííîìó èññëåäîâàíèþ ïîñëóæè-

ëà ñòàòüÿ Â. À. Òêà÷åíêî [3℄. Â [3℄ óñòàíîâëåíû ïîäîáíûå ñâîéñòâà êîììóòàíòà

îïåðàòîðà îáîáùåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ IP â ñèëüíîì ñîïðÿæåííîì ê âåñîâî-

ìó (LB)-ïðîñòðàíñòâó öåëûõ �óíêöèé, ðîñò êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé

ρ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëîé �óíêöèåé. Ïðè ýòîì îïåðàòîð IP ÿâëÿåòñÿ ñî-

ïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó Ïîììüå D0,eP , ãäå P � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ñ. Í. Ìåëèõîâûì è îïóáëèêîâàíû

â [2℄.
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NONINEAR WAVES ON THE COUETTE�TAYLOR FLOW

WITH THROUGHFLOW

K. I. Ilin (UK, York; The University of York),

A. B. Morgulis (Russia, Rostov-on-Don, SFEDU; Vladikavkaz, SMI VSC RAS)

Usually the invis
id in
ompressible �uid is 
onsidered as a 
onservative system

possessing su
h 
onstants of motion as the total energy and the �ow 
ir
ulation

around 
losed material 
ontours. However, this is not the 
ase provided that the

�ow is open, i. e., the �uid is allowed to enter the pres
ribed domain and to leave

it through some parts of the boundary, see Fig. 1. Then the �uid �ow moves the

energy and vorti
ity in and out of the �ow domain. These pro
esses 
an be treated

as the dissipating and pumping. The 
ompetition of su
h pro
esses typi
ally enables

the 
on
entrating of the invariant measures on the low-dimensional sets whi
h 
an


onsist of isolated points (the equlibria) or represents isolated invariant 
urves

supporting time-periodi
 motions (the limit 
y
les), or invariant tori supporting

quasi-periodi
 motions or mu
h more 
ompli
ated sets bearing 
haoti
 traje
tories.

No phenomena like these are possible in the Hamiltonian dynami
s.

✲ ✲
✲ ✲
✲ ✲

✲ ✲
✲ ✲
✲ ✲

íåïðîíèö. ñòåíêà

íåïðîíèö. ñòåíêà

S+ D S−

✍

▼
✻

✕
✲✿

❖

■
■

■

✠
✠ ✲❘

S+

D

S−

Fig. 1. Open �ows.

In the 
ontext of �uid dynami
s, the attra
ting equilibrium 
orresponds to 
ertain

steady (time-independent) �ow regime whi
h persists for every small enough

perturbation: the perturbed �ow forgets its initial state with time and goes ba
k

to the steady state. Usually the steady regime depends on some physi
al parameters.

The gradual 
hanges in them 
an 
ause a sharp transition: on
e the parameter 
ame

through 
ertain 
riti
al value the initial perturbations stop de
aying and organize

themselves into another �ow regime while the primary regime turns out to be

unstable. The se
ondary �ow regime may be steady, or self-os
illatory or mu
h more


ompli
ated. When the �ow parameters are 
lose to their 
riti
al values the se
ondary

�ow may be 
lose to the original equilibria or may remain very di�erent from it. The

former and the latter s
enarios are widely known as soft and sti� instabilities (or

ex
itations), 
orrespondingly.

In the �uid dynami
s, the se
ondary self-os
illations often represent a kind of

nonlinear waves being superimposed on the primary �ow. The ex
itation of them


an be examined with the use of lo
al bifur
ation theory [1, 2℄ (Poin
are�Andronov�

Hopf bifur
ation) with ne
essary regards to the in�nite dimension of the problem.

28



Su
h analysis 
an be tra
ed ba
k to G. Taylor while rigorous theory had been

proposed by V. Yudovi
h [3, 4℄, and today the onset of self-os
illatory �ows of vis
ous

in
ompressible �uid is studied rather well.

Our talk is fo
used upon the Poin
are�Andronov�Hopf bifur
ation in the

dynami
s of the invis
id open �ows. Although it is 
lear that the non-
onservatism

dis
ussed above is 
apable of giving rise su
h bifur
ation this area remains almost

un
harted. There is a numeri
al example of self-os
illatory �ow through a 
hannel

(the left frame in Fig. 1) but the analyti
al study of it meets serious issues sin
e

neither the primary �ow nor its linear modes 
an be des
ribed expli
itly. We

address another �ow geometry (the right frame in Fig. 1) whi
h admits simple exa
t

expressions for the primary �ow. We explore the ex
itation of se
ondary �ows whi
h

represent nonlinear waves traveling in the azimuthal dire
tion. Our study widely

employs the linear analysis of prior works [5�7℄.
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ORTHOGONALITY IN C

∗
-ALGEBRAS

A. K. Karn

(India, Bhubaneswar; NISER)

Let A be a C

∗
-algebra. A pair a, b ∈ A+

is said to be orthogonal algebrai
ally

(we write a⊥a b), if ab = 0. It follows from the fun
tional 
al
ulus that for ea
h self

adjoint element a ∈ Asa, there exists a unique pair a+, a− ∈ A+
with a+ ⊥a a−

su
h that a = a+ − a−. In this presentation, we obtain a geometri
 equivalent

of algebrai
 orthogonality. This form is free from multipli
ation and therefore, is

suitable to be introdu
ed in ordered normed spa
es. Extending this idea, we introdu
e

a pair of notions in ordered spa
es whi
h generalize the notions �join� and the

�meet�. Following whi
h we propose a model of non-
ommutative ve
tor latti
es.

The presentation will primarily be based on the following papers and books.
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ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

È ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

Ñ. Á. Êëèìåíòîâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D = {z : |z| < 1} åäèíè÷íûé êðóã êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñ-
òè Ez, z = x+ iy, i2 = −1; Γ = ∂D � ãðàíèöà êðóãà D; D = D ∪ Γ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âòîðîãî ðîäà äëÿ ðåøåíèé îáùåé

ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà â åäèíè÷íîì êðóãå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî

èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì îïåðàòîðû åñòü èçîìîð�èçìû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Ck
α(D) è W k

p (D), k > 1, 0 < α < 1, p > 2.
Îáîçíà÷èì

Ω(w) ≡ w(z) + T
(
q1(z)∂zw + q2(z)∂z̄w +A(z)w +B(z)w

)
,

Λ(ϕ) ≡ ϕ(z) + q1(z)Sϕ+ q2(z)Sϕ +A(z)Tϕ+B(z)Tϕ,

ãäå

Tf(z) = − 1

π

∫∫

D

f(ζ)

ζ − z
dξdη, ζ = ξ + iη,

Sf(z) = ∂zTf(z) = − 1

π

∫∫

D

f(ζ)

(ζ − z)2
dξdη.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè q1(z), q2(z) ∈ C(D), A(z), B(z) ∈ Lp(D), p > 2, òî Ω �

(âåùåñòâåííî) ëèíåéíûé èçîìîð�èçì áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà W 1
p (D), à Λ �

(âåùåñòâåííî) ëèíåéíûé èçîìîð�èçì áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Lp(D).

Òåîðåìà 2. Åñëè q1(z), q2(z), A(z), B(z) ∈ Ck
α(D), k > 0, 0 < α < 1, òî Ω �

(âåùåñòâåííî) ëèíåéíûé èçîìîð�èçì áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Ck+1
α (D), à Λ �

(âåùåñòâåííî) ëèíåéíûé èçîìîð�èçì áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Ck
α(D).

Òåîðåìà 3. Åñëè q1(z), q2(z), A(z), B(z) ∈ W k
p (D), k > 1, p > 2, òî Ω �

(âåùåñòâåííî) ëèíåéíûé èçîìîð�èçì áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà W k+1
p (D), à Λ �

(âåùåñòâåííî) ëèíåéíûé èçîìîð�èçì áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà W k
p (D).

Ýòè ðåçóëüòàòû ðàçâèâàþò è äîïîëíÿþò ðàáîòû Á. Â. Áîÿðñêîãî [1℄ è àâòîðà [2�3℄.
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VARIATIONAL PROBLEMS WITH POINTWISE

FUNCTIONAL CONSTRAINTS IN VARIABLE DOMAINS

1

A. A. Kovalevsky

(Russia, Yekaterinburg; IMM UrB RAS, UrFU)

In this talk, we des
ribe 
onditions for the 
onvergen
e of minimizers and

minimum values of integral and more general fun
tionals on sets of fun
tions de�ned

by unilateral pointwise fun
tional 
onstraints in variable domains. Our 
onditions on

the 
onstraints, in parti
ular, admit the study of variational problems with unilateral

varying irregular obsta
les and with varying 
onstraints 
ombining the pointwise

dependen
e and the fun
tional dependen
e of the integral form.

Let Ω be a bounded domain of Rn
(n > 2), and let p > 1. Let {Ωs} be a sequen
e

of domains of Rn

ontained in Ω.

Definition 1. If s ∈ N, then qs is the mapping from W 1,p(Ω) into W 1,p(Ωs)
su
h that, for every fun
tion v ∈W 1,p(Ω), we have qsv = v|Ωs .

Definition 2.We say that the sequen
e of spa
esW 1,p(Ωs) is strongly 
onne
ted
with the spa
e W 1,p(Ω) if there exists a sequen
e of linear 
ontinuous operators

ls : W 1,p(Ωs) → W 1,p(Ω) su
h that the sequen
e of norms ‖ls‖ is bounded and, for

every s ∈ N and for every v ∈W 1,p(Ωs), we have qs(lsv) = v a. e. in Ωs.

Definition 3. Let, for every s ∈ N, Is : W
1,p(Ωs) → R, and let I :W 1,p(Ω) → R.

We say that the sequen
e {Is} Γ-
onverges to the fun
tional I if the following


onditions are satis�ed: (a) for every fun
tion v ∈ W 1,p(Ω), there exists a sequen
e
ws ∈ W 1,p(Ωs) su
h that ‖ws − qsv‖Lp(Ωs) → 0 and Is(ws) → I(v); (b) for

every fun
tion v ∈ W 1,p(Ω) and for every sequen
e vs ∈ W 1,p(Ωs) su
h that

‖vs − qsv‖Lp(Ωs) → 0, we have lim inf
s→∞

Is(vs) > I(v).

For every fun
tion v ∈W 1,p(Ω), we denote by H(v) the set of all sequen
es {vs}
su
h that: (a) for every s ∈ N, we have vs ∈ W 1,p(Ωs); (b) ‖vs − qsv‖Lp(Ωs) → 0;
(
) sups∈N ‖vs‖W 1,p(Ωs) < +∞. It is easy to see that if v ∈ W 1,p(Ω), then
{qsv} ∈ H(v).

Let c1, c2 > 0, and let, for every s ∈ N, µs ∈ L1(Ωs) and µs > 0 in Ωs. We

assume that the sequen
e of norms ‖µs‖L1(Ωs) is bounded. Let, for every s ∈ N,

fs : Ωs×Rn → R be a fun
tion satisfying the following 
onditions: for every ξ ∈ Rn
,

the fun
tion fs(·, ξ) is measurable on Ωs; for almost every x ∈ Ωs, the fun
tion

fs(x, ·) is 
onvex on Rn
; for almost every x ∈ Ωs and for every ξ ∈ Rn

, we have

c1|ξ|p − µs(x) 6 fs(x, ξ) 6 c2|ξ|p + µs(x).

1
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Definition 4. If s ∈ N, then Fs : W
1,p(Ωs) → R is the fun
tional su
h that, for

every fun
tion v ∈W 1,p(Ωs), we have Fs(v) =
∫
Ωs
fs(x,∇v)dx.

Next, let c3, c4 > 0, and let, for every s ∈ N, Gs : W 1,p(Ωs) → R be a weakly

lower semi
ontinuous fun
tional. We assume that Gs(v) > c3‖v‖pLp(Ωs)
− c4 for every

s ∈ N and for every v ∈W 1,p(Ωs).
For every s ∈ N, we denote by F(Ωs) the set of all fun
tions v : Ωs → R. Let,

for every s ∈ N, we have a mapping Ks : W 1,p(Ωs) → F(Ωs). We assume that the

following 
onditions are satis�ed:

(A1) there exists a sequen
e ψs ∈ W 1,p(Ωs) su
h that the sequen
e of norms

‖ψs‖W 1,p(Ωs) is bounded and, for every s ∈ N, we have ψs > Ks(ψs) a. e. in Ωs;

(A2) if s ∈ N and vj → v strongly in W 1,p(Ωs), then Ks(vj) → Ks(v) a. e. in Ωs;

(A3) for every s ∈ N, v,w ∈W 1,p(Ωs), and τ ∈ [0, 1], we have

Ks((1− τ)v + τw) 6 (1− τ)Ks(v) + τKs(w) a. e. in Ωs.

For every s ∈ N, we set Vs = {v ∈ W 1,p(Ωs) : v > Ks(v) a. e. in Ωs}. It follows
from 
onditions (A1)�(A3) that, for every s ∈ N, the set Vs is nonempty, 
losed, and

onvex. Furthermore, in view of the above assumptions, for every s ∈ N, there exists

a fun
tion in Vs minimizing the fun
tional Fs +Gs on the set Vs.
We denote by F(Ω) the set of all fun
tions v : Ω → R. Let K :W 1,p(Ω) → F(Ω).

We set V = {v ∈W 1,p(Ω) : v > K(v) a. e. in Ω}.
Theorem. Assume that the embedding of W 1,p(Ω) into Lp(Ω) is 
ompa
t, the

sequen
e of spa
es W 1,p(Ωs) is strongly 
onne
ted with the spa
e W 1,p(Ω), and, for
every in
reasing sequen
e {mj} ⊂ N, we have meas(Ω \⋃∞

j=1Ωmj ) = 0. In addition,
suppose that, for every sequen
e of measurable sets Hs ⊂ Ωs su
h that measHs → 0,
we have

∫
Hs
µs dx → 0. Moreover, assume that the sequen
e {Fs} Γ-
onverges to a

fun
tional F : W 1,p(Ω) → R and there exists a fun
tional G : W 1,p(Ω) → R su
h

that, for every fun
tion v ∈ W 1,p(Ω) and for every sequen
e {vs} ∈ H(v), we have
Gs(vs) → G(v). Finally, suppose that the following 
onditions are satis�ed:

(1) if v ∈W 1,p(Ω) and {vs} ∈ H(v), then there exists a sequen
e of nonnegative

fun
tions αs : Ω → R su
h that αs → 0 a. e. in Ω and, for every s ∈ N, we have

Ks(vs) > K(v)− αs a. e. in Ωs;

(2) if v ∈ W 1,p(Ω) and {vs} ∈ H(v), then there exist a sequen
e of fun
tions

σs : Ω → R, a sequen
e {ts} ⊂ [0,+∞), a sequen
e zs ∈ W 1,p(Ωs), and a number

s̄ ∈ N su
h that ts → 0, sups∈N ‖zs‖W 1,p(Ωs) < +∞, and, for every s ∈ N, s > s̄, we
have Ks(vs) 6 K(v) + tsσs a. e. in Ωs and zs −Ks(zs) > σs a. e. in Ωs.

Let for every s ∈ N, us be a fun
tion in Vs minimizing the fun
tional Fs + Gs

on the set Vs. Then there exist an in
reasing sequen
e {sj} ⊂ N and a fun
tion

u ∈ V su
h that the fun
tion u minimizes the fun
tional F + G on the set V ,
‖usj − qsju‖Lp(Ωsj )

→ 0, and (Fsj +Gsj )(usj ) → (F +G)(u).

Con
erning the proof of this theorem and the ful�llment of its 
onditions, see [1℄.
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Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÊÂÀÇÈÁÀÍÀÕÎÂÛÕ �ÅØÅÒÎÊ

À. �. Êóñðàåâ (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÂÍÖ �ÀÍ),

Á. Á. Òàñîåâ (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Âñþäó íèæå X � ïîðÿäêîâî σ-ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, R � δ-êîëüöî
(= êîëüöî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé) ïîäìíîæåñòâ ïðîèç-

âîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Ω. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Rloc
ñîâîêóïíîñòü ïîä-

ìíîæåñòâ A ⊂ Ω òàêèõ, ÷òî A ∩ B ∈ R äëÿ âñåõ B ∈ R. Òîãäà ñåìåéñòâî Rloc

ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå µ : R → X+ áóäåì íàçûâàòü ìåðîé, åñëè

µ(∅) = 0 è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An)
∞
n=1 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâ An ∈ R òàêîé, ÷òî

⋃∞
n=1An ∈ R, ðÿä ∑∞

n=1 µ(An) ñõîäèòñÿ ïîðÿäêîâî
ê µ(

⋃∞
n=1An); ñèìâîëè÷åñêè

µ

( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞
o-
∑

n=1

µ(Ak) :=

∞∨

n=1

( n∑

k=1

µ(Ak)

)
.

Òðîéêó (Ω,R, µ) íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì ñ âåêòîðíîé ìåðîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì B(µ) �àêòîð-àëãåáðó σ-àëãåáðû Rloc

ïî èäåàëó ïðåíåáðåæèìûõ ìíîæåñòâ. Ìåðó µ : R → X+ íàçûâàþò ëîêàëèçóå-

ìîé, åñëè áóëåâà àëãåáðà B(µ) ïîðÿäêîâî ïîëíà.

Îïðåäåëåíèå 3. Èíòåãðàëîì îò R-ñòóïåí÷àòîé �óíêöèè f :=
∑n

i=1 aiχAi

(A1, . . . , An ∈ R) íàçûâàåòñÿ âåêòîð

∫
f dµ :=

∑n
i=1 aiµ(Ai). Ïîëîæèòåëüíóþ

Rloc
-èçìåðèìóþ �óíêöèþ f : Ω → R ∪ {∞} íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé (èëè

o-èíòåãðèðóåìîé), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R-ñòóïåí÷àòûõ �óíê-

öèé (fn)
∞
n=1 òàêàÿ, ÷òî 0 6 fn(ω) ↑ f(ω) äëÿ µ-ï.â. ω ∈ Ω è â X ñóùåñòâóåò∨∞

n=1

∫
fn dµ ∈ X+. Ïðè ýòîì ïîëàãàþò (ñð. [5, îïðåäåëåíèÿ 3.1 è 3.2℄)

Ioµ(f) :=

∫
f dµ :=

∞∨

n=1

∫
fn dµ.

Ïðîèçâîëüíóþ Rloc
-èçìåðèìóþ �óíêöèþ f íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé è ïîëàãà-

þò Ioµ(f) := Ioµ(f
+) − Ioµ(f

−), åñëè èíòåãðèðóåìû f+ è f−. Ñèìâîëàìè L0(µ) è
L1
o(µ) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

µ-ï.â. êîíå÷íûõ Rloc
-èçìåðèìûõ è µ-èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé íà Ω.

Ïóñòü E è F � âåêòîðíûå ðåøåòêè, F ïîðÿäêîâî ïîëíà, G � ïîðÿäêîâûé

èäåàë â E è S : G → F � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

Ĝ ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ E òàêèõ, ÷òî {S(g) : g ∈ G, 0 6 g 6 |x|} ïîðÿäêîâî

îãðàíè÷åíî â F . Òîãäà Ĝ ïîðÿäêîâûé èäåàë â E. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Ŝx := sup
{
Sg : g ∈ G, 0 6 g 6 x

}
:= sup

{
S(g ∧ x) : g ∈ G

}
(x ∈ Ĝ+).
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Îïåðàòîð Ŝ : Ĝ+ → F àääèòèâåí, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäåí è, çíà÷èò, èìååò

ïîëîæèòåëüíîå ïðîäîëæåíèå íà Ĝ, êîòîðîå òàêæå îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ŝ è íà-

çîâåì íàèìåíüøèì ðàñøèðåíèåì S îòíîñèòåëüíî E [3, òåîðåìà 1.30℄.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ E := L0(µ), G := L1
o(µ), S := Ioµ

è ïóñòü L1
ow(µ) := Ĝ. Ïðîñòðàíñòâî L1

ow(µ) íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì ñëàáî o-èí-
òåãðèðóåìûõ �óíêöèé îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Ïðè ýòîì Îoµ � íàèìåíüøåå ðàñ-

øèðåíèå îïåðàòîðà Ioµ îòíîñèòåëüíî L
0(µ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ êâàçèáàíàõîâà ðåøåòêà, ñì. [4℄.

Ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâî ïîðÿäêîâî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé L1
o(µ) êâàçèíîðìîé,

ïîëàãàÿ ïî îïðåäåëåíèþ ‖f‖o := ‖Ioµ(|f |)‖X äëÿ âñåõ f ∈ L1
o(µ). Àíàëîãè÷íî,

ââåäåì êâàçèíîðìó â ïðîñòðàíñòâå ñëàáî o-èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé L1
ow(µ) ïî

�îðìóëå ‖f‖ow := ‖Îoµ(|f |)‖X äëÿ âñåõ f ∈ L1
ow(µ). Òîãäà (L1

ow(µ), ‖ · ‖ow) è
(L1

ow(µ), ‖ · ‖ow) ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêîâî σ-ïîëíûìè êâàçèáàíàõîâûìè ðåøåòêàìè.

�àññìîòðèì åùå îäíó êîíñòðóêöèþ, ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëü-

òàò. Ïóñòü X � ïîðÿäêîâî σ-ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà è Γ ⊂ X � ïîëíîå äèçú-

þíêòíîå ìíîæåñòâî, ò. å. Γ äèçúþíêòíî è X = Γ⊥⊥
. Â âèäó [1, Ëåììà IV.7.1,

Òåîðåìû IV.5.2 è IV.5.3℄ âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ X+ äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåä-

ñòàâëåíèå x =
∨

γ∈Γ xγ , ãäå 0 6 xγ ∈ Xγ := {γ}⊥⊥
äëÿ âñåõ γ ∈ Γ. Îáîçíà÷èì

ñèìâîëîì XΓ ìíîæåñòâî x ∈ X, èìåþùèõ íå áîëåå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íåíóëå-
âûõ ïðîåêöèé; ñèìâîëè÷åñêè

XΓ :=
{
x ∈ X : (∃ν : N → Γ) |x| =

∞∨

n=1

πν(n)|x|
}
,

ãäå πγ � ïîðÿäêîâûé ïðîåêòîð â X íà ïîëîñó Xγ := {γ}⊥⊥
. ßñíî, ÷òî XΓ ïîðÿä-

êîâî ïëîòíûé èäåàë â X. Åñëè Γ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òîXΓ = X. Ñ�îðìóëèðóåì
îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ èç [2℄.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ êâàçèáàíàõîâà ðåøåòêà è Γ �

ïîëíîå äèçúþíêòíîå ìíîæåñòâî â X+. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî (Ω,R, µ)
ñ ëîêàëèçóåìîé ìåðîé µ : R → XΓ òàêîå, ÷òî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ioµ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé èçîìåòðè÷åñêèé ðåøåòî÷íûé èçîìîð�èçì èç (L1
o(µ), ‖·‖o) íà XΓ,

à íàèìåíüøåå ðàñøèðåíèå Îoµ îïåðàòîðà Ioµ îòíîñèòåëüíî L0(µ) óñòàíàâëèâàåò
èçîìåòðè÷åñêèé ðåøåòî÷íûé èçîìîð�èçì ìåæäó (L1

ow(µ), ‖ · ‖ow) è X.
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CONVEXITY CONDITIONS FOR

THE SPACE OF REGULAR POLYNOMIALS

Z. A. Kusraeva

(Russia, Vladikavkaz; SMI VSC RAS)

The following duality result is well known: a Bana
h latti
e E is (p, q)-
onvex
(respe
tively, (p, q)-
on
ave) if and only if the dual spa
e E′

is (p′, q′)-
onvex
(respe
tively, (p′, q′)-
on
ave), where p′ = p/(1 − p), q′ = q/(1 − q) (see Diestel,
Jar
how, and Tonge [1, Theorem 16.21℄). Duality arguments do not work well in

arbitrary quasi-Bana
h spa
es, sin
e it may happen that E′ = {0}. Nevertheless,
numbers of 
on
epts and results from the theory of Bana
h spa
es may be

extended to the quasi-Bana
h settings by developing new powerful te
hniques, see

Kalton [2℄. The aim is to examine the problem: when is the quasi-Bana
h latti
e of

regular polynomials between quasi-Bana
h latti
es (p, q)-
onvex, or (p, q)-
on
ave,
or geometri
ally 
onvex?

Definition 1. A quasi-normed spa
e is a pair (X, ‖ · ‖) where X is a real ve
tor

spa
e and ‖ · ‖ is a quasi-norm, a fun
tion from X to R su
h that the following


onditions hold:

(1) ‖x‖ > 0 for all x ∈ X and ‖x‖ = 0 if and only if x = 0.

(2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ for all x ∈ X and λ ∈ R.

(3) There exists a 
onstant C > 1 su
h that ‖x + y‖ 6 C(‖x‖ + ‖y‖) for all
x, y ∈ X.

Definition 2. A quasi-Bana
h spa
e is a quasi-normed spa
e whi
h is 
omplete

in its metri
 uniformity. A quasi-Bana
h spa
e (X, ‖ · ‖) is 
alled a quasi-Bana
h

latti
e if, in addition, it is a ve
tor latti
e and |x| 6 |y| implies ‖x‖ 6 ‖y‖ for all

x, y ∈ X.

Definition 3. A quasi-Bana
h latti
e E is said to be (p, q)-
onvex (Cuartero

and Triana [3℄) with 0 < p 6 q 6 ∞ and p < ∞, respe
tively (p, q)-
on
ave if there

exists a 
onstant M su
h that

∥∥∥∥∥

(
n∑

k=1

|xk|q
)1/q∥∥∥∥∥ 6M

(
m∑

k=1

‖xk‖p
)1/p

,

respe
tively, (
m∑

k=1

‖xk‖q
)1/q

6M

∥∥∥∥∥

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p∥∥∥∥∥

for every �nite 
olle
tion {x1, . . . , xm} in E. The smallest possible 
onstant M is


alled the (p, q)-
onvexity 
onstant (respe
tively (p, q)-
on
avity 
onstant) and is

denoted by M (p,q)(E) (respe
tively, by M(p,q)(E)). In the 
ase when p = q we deal
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with p-
onvexity (respe
tively, p-
on
avity) and write M (p) := M (p,p)
(respe
tively,

M(p) :=M(p,p)).

Definition 4. Fix any s ∈ N. A mapping P : X → Y is 
alled a homogeneous

polynomial of degree s (or s-homogeneous polynomial) if there exists an s-linear
operator ϕ : Xs → Y su
h that P = ϕ ◦ ∆s, where ∆s : X → Xs

is a diagonal

mapping ∆s : x 7→ (x, . . . , x) ∈ Xs
. There exists a unique symmetri
 s-linear

operator ϕ with P = ϕ ◦ ∆s whi
h is denoted by P̌ , so that P (x) = P̌ (x, . . . , x)
for all x ∈ X.

Definition 5. A homogeneous polynomial P : E → F is said to be orthogonally

additive, if P (x + y) = P (x) + P (y) holds for all x, y ∈ E with |x| ∧ |y| = 0.
Say that P is orthoregular if P 
an be written as a di�eren
e of two positive

orthogonally additive homogeneous polynomial. Let Pr
o (

sE;F ) denote the spa
e of
all s-homogeneous orthoregular polynomials from E to F .

Theorem 1. Let E and F be quasi-Bana
h latti
es with F Dedekind 
omplete.

Then Pr
o (

sE,F ) is a (p, q)-
on
ave quasi-Bana
h latti
e for some 1 6 p, q < ∞
whenever E is (sp′, sq′)-
onvex. Moreover, M(p,q)(Pr

o (
sE,F )) 6M (sq′,sp′)(E).

Definition 6. A quasi-Bana
h latti
e (E, ‖·‖) is said to have the Fatou property

(or its norm is Fatou) if 0 6 xα ↑ x implies ‖xα‖ ↑ ‖x‖ for all x ∈ E and (xα) ⊂ E.

Theorem 2. Let E be a quasi-Bana
h latti
e and F be a Dedekind 
omplete

quasi-AM -spa
e having the Fatou property. Then Pr
o (

sE,F ) is a (p, q)-
onvex quasi-
Bana
h latti
e for some 1 6 p, q < ∞ whenever E is (sq′, sp′)-
on
ave with p′ =
p/(p− 1) and q′ = q/(q − 1). Moreover, M (p,q)(Pr

o (
sE,F )) 6M (∞)(F )M(sp′,sq′)(E).

Theorem 3. Let E and F be quasi-Bana
h latti
es with F Dedekind 
omplete.

If F is geometri
ally 
onvex then Pr
o (

sE,F ) is also geometri
ally 
onvex. Moreover,

M (0+)(Pr
o (

sE,F )) 6M (0+)(F ).

The proofs of these three results are based on the following two prin
iples. First

we apply the linearization theorem for homogeneous polynomials from [4, Theorem 4℄

and then we apply the same Theorems for a linear 
ase from [5, Theorems 3.3, 3.8℄.
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ÂÅÊÒÎ�-ÔÓÍÊÖÈÈ ËßÏÓÍÎÂÀ

È Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÜ �ÅØÅÍÈÉ ÏÎ ÏÓÀÑÑÎÍÓ

1

Ê. Ñ. Ëàïèí

(�îññèÿ, Ñàðàíñê; Ì�ÏÈ)

Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò n ïå-

ðåìåííûõ

dx

dt
= F (t, x), F (t, x) =

(
F1(t, x), . . . , Fn(t, x)

)T
, (1)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé çàäàíà è íåïðåðûâíà â R+ ×Rn
, ãäå R+ = {t ∈ R | t > 0}.

Êðîìå òîãî, ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé

dξ

dt
= f(t, ξ), f(t, ξ) =

(
f1(t, ξ), . . . , fl(t, ξ)

)T
, (2)

ãäå íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ f : R+ × Rl → Rl
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Âàæåâñêîãî, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) ñ âåêòîð-�óíêöèåé
Ëÿïóíîâà V : R+ × Rn → Rl

, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)).
Äàëåå ïîä ‖·‖ ïîíèìàåòñÿ îáû÷íàÿ åâêëèäîâà íîðìà. Äëÿ ðåøåíèÿ x = x(t)

ñèñòåìû (1), ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) ∈ R+ × Rn
, áóäåì èñïîëüçîâàòü

çàïèñü x = x(t, t0, x0). Äëÿ ëþáîãî t0 ∈ R+
÷åðåç R+(t0) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî

{t ∈ R | t > t0}. Ëþáóþ íåîòðèöàòåëüíóþ âîçðàñòàþùóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü τ = {τi}i>1, limi→∞ τi = +∞, áóäåì íàçûâàòü P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Äëÿ êàæäîé P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1 ÷åðåç M(τ) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæå-
ñòâî

⋃∞
i=1[τ2i−1; τ2i]. Êðîìå òîãî, ÷åðåç a(r), a(t, r) è b(r) îáîçíà÷àþòñÿ ïðîèç-

âîëüíûå �óíêöèè, ãäå r > 0, t > 0, îáëàäàþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè: a(r) > 0 � âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ, a(t, r) > 0 � âîçðàñòàþùàÿ ïî r
�óíêöèÿ ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì t > 0, b(r) > 0 � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ

è b(r) → ∞ ïðè r → ∞.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó, åñëè äëÿ ñèñòåìû (1) íàéäåòñÿ òàêàÿ P-ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü τ = {τi}i>1, è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà α > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β > 0,
÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t, t0, x0) ñèñòåìû (1), ãäå t0 ∈ M(τ) è ‖x0‖ 6 α, âû-
ïîëíåíî óñëîâèå ‖x(t, t0, x0)‖ < β ïðè âñåõ t ∈ R+(t0) ∩M(τ). Â ñëó÷àå, êîãäà

òðåáóåòñÿ òî÷íî óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = {τi}i>1,

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó

îòíîñèòåëüíî P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò òàêàÿ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
τ = {τi}i>1 è òàêàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x), ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ: 1) V1(t, x) > 0, . . . , Vl(t, x) > 0; 2) b(‖x‖) 6 ∑l
i=1 Vi(t, x) 6 a(‖x‖)

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ïðîåêò

� ÌÊ-139.2017.1.
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äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M(τ)× Rn
. Êðîìå òîãî, ïóñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (2)

äëÿ ñèñòåìû (1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî P-ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî

Ïóàññîíó.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
τ = {τi}i>1, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ V (t, x) > 0, îïðåäåëåí-
íàÿ íà R+ × Rn

, è íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f(t, ξ), çàäàííàÿ íà R+ × R, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) b(‖x‖) 6 V (t, x) 6 a(‖x‖) äëÿ âñåõ

(t, x) ∈ M(τ) × Rn
; 2) V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+ × Rn

; 3) ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ ξ̇ = f(t, ξ) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî

P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíû ïî Ïóàññîíó.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ýêâèîãðàíè÷å-
íû ïî Ïóàññîíó, åñëè äëÿ ýòîé ñèñòåìû íàéäåòñÿ òàêàÿ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
τ = {τi}i>1, è äëÿ ëþáûõ t0 ∈ M(τ) è α > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β > 0, ÷òî
äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t, t0, x0) ñèñòåìû (1), ãäå ‖x0‖ 6 α, âûïîëíåíî óñëîâèå
‖x(t, t0, x0)‖ < β ïðè âñåõ t ∈ R+(t0) ∩M(τ). Â ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ òî÷íî

óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = {τi}i>1, áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ýêâèîãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî P-ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò òàêàÿ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
τ = {τi}i>1 è òàêàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x), ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ: 1) V1(t, x) > 0, . . . , Vl(t, x) > 0; 2) b(‖x‖) 6∑l
i=1 Vi(t, x) 6 a(t, ‖x‖)

äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M(τ)× Rn
. Êðîìå òîãî, ïóñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (2)

äëÿ ñèñòåìû (1) ýêâèîãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî P-ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè τ = {τi}i>1. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ýêâèîãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
τ = {τi}i>1, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ V (t, x) > 0, îïðåäåëåí-
íàÿ íà R+ × Rn

, è íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f(t, ξ), çàäàííàÿ íà R+ × R, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) b(‖x‖) 6 V (t, x) 6 a(t, ‖x‖) äëÿ âñåõ

(t, x) ∈M(τ)×Rn
; 2) V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+×Rn

; 3) ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ξ̇ = f(t, ξ) ýêâèîãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî P-ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè τ = {τi}i>1. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ýêâèîãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèÿì 1 è 2 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè-

÷åííîñòè è ýêâèîãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðå-

ìåííûõ, à òàêæå îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ñ ÷àñòè÷íûì êîíòðîëåì íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîëó÷åíû àíàëîãè óêàçàííûõ âûøå òåîðåì è ñëåäñòâèé äëÿ

ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è ýêâèîãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ïî Ïóàññîíó îòíî-

ñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, à òàêæå îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ñ ÷àñòè÷-

íûì êîíòðîëåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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Î ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈßÕ ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ

ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ,

ÂÛ�ÎÆÄÀÞÙÈÕÑß ÍÀ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÈ

À. Á. Ìóðàâíèê

(�îññèÿ, Âîðîíåæ; Êîíöåðí ¾Ñîçâåçäèå¿)

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè (ñ íà÷àëüíîé �óíêöèåé u0) äëÿ óðàâíåíèÿ

ρ(x)
∂u

∂t
= ∆u+

β

u

∣∣∇u
∣∣2, (1)

âîçíèêàþùåãî â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄). Ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî n > 3, à ρ è u0 � ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå â Rn
.

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(x, t) � êëàññè÷åñêîå îãðàíè÷åííîå ïîëîæèòåëüíîå ðå-

øåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1), ãäå β > −1, à êîý��èöèåíò ρ(x) è

íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ u0(x) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) óðàâíåíèå ∆u = −ρ(x) èìååò ðåøåíèå, îãðàíè÷åííîå â Rn;

(ii) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà α èç èíòåðâàëà (0, 1), ÷òî ρ ∈ Cα+1
loc (Rn)

è u0 ∈ Cα
loc(R

n).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëèïøèöåâàÿ íà [0,+∞) �óíêöèÿ A, ÷òî A(0) = 0, ñîîò-
íîøåíèå

lim
R→∞

1

Rn−1

∫

|x|=R

Uβ+1(x, t) dx =
nπ

n
2

Γ
(
n
2 + 1

) A(t)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì t, à ñîîòíîøåíèå

lim
R→∞

1

Rn−1

∫

|x|=R

[
Uβ+1(x, t) −A(t)

]
dx = 0

âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t èç [0, T ] äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî T ,
ãäå

Us(x, t) =

t∫

0

us(x, τ) dτ, s > 0.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå (i) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâåííîé îãðàíè÷åííîñòè ñâåðò-

êè ρ(x) ñ |x|2−n
.
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ON INVARIANT EINSTEIN METRICS ON LEDGER�OBATA SPACES

1

Yu. G. Nikonorov (Russia, Vladikavkaz; SMI VSC RAS),

Yu. V. Nikonorova (Russia, Volgodonsk; VETI NRNU �MEPhI�),

Z. Chen (China, Tianjin; NKU)

In this talk we present some re
ent results on invariant Einstein metri
s on

Ledger�Obata spa
es Fm/diag(F ). In parti
ular, we 
onsider the 
lassi�
ation of

invariant Einstein metri
s Ledger�Obata spa
es for m 6 4 and estimations of the

number of invariant Einstein metri
s on Ledger�Obata spa
es for an arbitrary m.
A more detailed exposition 
ould be found in our re
ent paper [1℄.

The spa
es Fm/diag(F ) are 
alled Ledger�Obata spa
es, where F is a 
onne
ted


ompa
t simple Lie group, Fm = F × F × · · · × F (m fa
tors and m > 2), and
diag(F ) = {(X,X, . . . ,X)|X ∈ F}. Ledger�Obata spa
es were �rst introdu
ed in [2℄
as a natural generalization of symmetri
 spa
es, sin
e F 2/diag(F ) is an irredu
ible
symmetri
 spa
e. It is easy to see that Fm/diag(F ) is di�eomorphi
 to the Lie

group Fm−1
. Our main interest is to study invariant Einstein metri
s on Ledger�

Obata spa
es.

For m = 2, we get irredu
ible symmetri
 spa
es F 2/diag(F ) that admit exa
tly
one Einstein metri
s up to homothety and isometry. The 
ase m = 3 was 
ompletely
studied in the paper [4℄. In parti
ular, the spa
e F 3/diag(F ) admits exa
tly two

Einstein metri
s up to homothety and isometry. In [1℄, the following theorem is

proved.

Theorem 1. The Ledger�Obata spa
e F 4/diag(F ) admits exa
tly three invari-
ant Einstein metri
s up to isometry and homothety.

The above results lead to the 
onje
ture that the spa
e Fn+1/diag(F ) admits
exa
tly n invariant Einstein metri
s up to isometry and homothety. But it is not the

ase due to the following result from [1℄.

Theorem 2. Every Ledger�Obata spa
e Fn+1/diag(F ) admits at least p(n)
invariant Einstein metri
s up to isometry and homothety, where p(n) is the number
of integer partitions of n. In parti
ular, there are more than 1

13n exp
(
5
2

√
n
)
invariant

Einstein metri
s for all n up to isometry and homothety.

There is no general expli
it formula for p(n), the number of integer partitions
of n (n = k1 + k2 + · · · + kl), but some of its value are the following:

p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7, p(6) = 11,

p(50) = 204226, p(100) = 190569292, p(200) = 3972999029388.

1

The proje
t was partially supported by Grant 1452/GF4 of Ministry of Edu
ation and S
ien
es

of the Republi
 of Kazakhstan for 2015�2017 and NSF of China (� 11571182).
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We have also the Hardy�Ramanujan asymptoti
 formula:

p(n) ∼ 1

4n
√
3
exp

(
π

√
2n

3

)
as n→ ∞.

In the proof of Theorem 2, we also used the following result of A. Mar�oti [3℄:

p(n) >
1

13n
exp

(
5

2

√
n

)
for any n > 1.

Let f be the Lie algebra of F and let us 
onsider the Lie algebra

g := nf = f⊕ f⊕ · · · ⊕ f︸ ︷︷ ︸
n summands

of the Lie group G := Fn
, and h := diag(f) = {(X,X, . . . ,X)|X ∈ f} ⊂ g for the Lie

algebra of H := diag(F ) ⊂ G = Fn
.

The basis of our approa
h in the paper [1℄ is the observation that the 
lassi�
ation

of invariant Einstein metri
s on every Ledger�Obata spa
e Fn+1/diag(F ) is

equivalent to the 
lassi�
ation of Ad(H)-invariant Einstein metri
s on the Lie

group G, i. e. the 
lassi�
ation of ad(h)-invariant Einstein metri
s on g.

Another important tool in our proje
t was the use of 
omputer algebra systems.

For instan
e, the solution of the following auxiliary problem was a very important

step in the proof of Theorem 1: to �nd all the 
riti
al points of the fun
tion

x2+y2+z2−u2(ux−y)2−2u2(vx−wy)2−w2(wy−z)2−
(
v2x−w2uy+(wu−v)z

)2

under the following 
onditions: x, y, z > 0, xyz = 1, u, v, w ∈ R. This problem was

solved with using 
omputer 
al
ulations, namely, the 
ommand EliminationIdeal

(that eliminates variables from an ideal using a Gr�obner basis 
omputation) from

Maple.
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NONLINEAR AND QUASILINEAR REGRESSION

WITH CLASSPAD-SOFTWARE, USING

THE LEVENBERG�MARQUARDT ALGORITHM

L. Paditz

(Germany, Dresden; HTW Dresden)

1. Introdu
tion

The ClassPad-software by CASIO was introdu
ed in 2003 for a new generation

of handheld 
al
ulators and simultaneously in the Windows PC (emulator version of

the handheld 
al
ulator). Meantime several improvements of the software have been

appeared. Now we have the ClassPad 400 with the software version 02.01.1000, 
p.

http://edu.
asio.ru/fx-
p400/ or https://edu.
asio.
om. This ni
e software

is an edu
ational tool in German high s
hools or universities to support the learning

pro
ess in mathemati
s and other �elds.

In 2013 in Mos
ow [5℄ and 2016 in Yaroslavl [6℄ the author has given some talks

and le
tures on using the ClassPad-software in German s
hools with the goal of

introdu
ing this modern tool in tea
her edu
ation in some Russian pedagogi
al

universities and later in Russian s
hools to support the learning pro
ess of

the students with the newest software.

2. Nonlinear and quasilinear Regression

In the ClassPad-software several well-known regression models were implemented,

e. g. the logisti
 regression y = f(x) = c
1+ae−bx or the power regression

y = f(x) = axb. The aim of this 
ommuni
ation is the improvement of these

regression models in the following manner:

a) the power regression is realized in the CP400 by the help of the quasilinear reg-

ression ln(y) = ln(a)+ b ln(x) with F1(a, b) =
∑n

i=1(ln(yi)− ln(a)− b ln(xi))2 → min
for a given data set (xi, yi)i=1(1)n.

We know that the solution (ao, bo) of the quasilinear method mina,b(F1(a, b)) =
F1(ao, bo) is not the optimal solution for F2(a, b) =

∑n
i=1(yi − axbi )

2 → min [7℄. We

get the optimal solution for mina,b(F2(a, b)) with the CP-software by the help of

programming the Levenberg�Marquardt algorithm [1, 3, 4, 8�10℄.

b) We introdu
e the more general logisti
 regression model y = f(x) =
c

1+a·e−b·x + d for the CP-software again by programming the Levenberg�Marquardt

algorithm.


) We introdu
e a new nonlinear regression model, the ar
tan-regression

y = f(x) = a arctan(c(x− b)) + d, for the CP-software again by programming

the Levenberg�Marquardt algorithm.
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3. Examples

We dis
uss the power regression with the following 
onne
ted data set

listx:={1, 2, . . . , 11} and listy:={0.471, 0.515, . . . , 2.684}, 
p. [2℄. listx 
ontains the

years 2005 upto 2015, i. e. 11 years, and listy 
ontains the �nan
ial expenses of

Germany for the international 
limate prote
tion in billion euros. With the CP-

software (power regression, quasilinear) we get a 
on
ave fun
tion y = f(x) =
0.3447x0.7783 however with the Levenberg�Marquardt algorithm we get the optimal

solution (a 
onvex funktion) y = f(x) = 0.2173x1.024.
The general logisti
 regression and ar
tan-regression respe
tively we dis
uss with

a real data set (xi, yi)i=1(1)50, whi
h I got from a tea
her of the gymnasium Coswig

near to my home town Dresden. The listx:={1, 2, . . . , 50} 
ontains time points

and the listy:={3.25, 3.35, . . . , 10.13} 
ontains 
hemi
al data generated during an

experiment in the 
lass room (
hemi
al rea
tion, pH values). It seems that the general

logisti
 regression is a good statisti
al model for the given data. Finally the ar
tan-

regression was somewhat better with a smaller mean square error.

4. Dis
ussion

The CP-software allows own programming [8℄, thus it was possible to introdu
e

the Levenberg�Marquardt algorithm in the ClassPad. We hope that the CASIO


ompany will implement the Levenberg�Marquardt algorithm in the operation

system of the 
al
ulator with a next update of the software.
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ORDER UNBOUNDED ORTHOGONALLY ADDITIVE OPERATORS

IN VECTOR LATTICES

M. A. Pliev

(Russia, Vladikavkaz; SMI VSC RAS)

In this talk we introdu
e a new 
lass of operators in ve
tor latti
es. The main

obje
ts are orthogonally additive, in general, order unbounded operators. Order

bounded orthogonally additive operators in ve
tor latti
es whi
h 
alled abstra
t

Urysohn operators �rst were introdu
ed in 1990 by J. Mazon and S. Segura de

Leon [1℄. The importan
e of this 
lass of operators is determined by appli
ations to

the theory of nonlinear integral equations of Urysohn and Hammerstein types. Later

di�erent 
lasses of orthogonally additive operators in ve
tor latti
es and latti
e-

normed spa
es were investigated by many authors.

Let E and F be ve
tor latti
es. An orthogonally additive operator T : E → F is

said to be:

• positive if Tx > 0 holds in F for all x ∈ E;
• order bounded, if it maps order bounded sets in E to order bounded sets in F ;
• laterally-to-order bounded, if the set T (Fx) is order bounded in F for every x∈E.

Re
all that the ve
tor spa
e of all order bounded orthogonally additive operators

from E to F is 
alled the spa
e of abstra
t Urysohn operators and denoted by U(E,F ).
The order stru
ture of U(E,F ) is subje
t of intensive investigations in re
ent years
[2�4℄. An orthogonally additive, laterally-to-order bounded operator T : E → F is


alled a Popov operator.

1

Sin
e Fx is an order bounded set for every x ∈ E every abstra
t Urysohn operator

T : E → F is a Popov operator.

Theorem. Let E and F be order ideals in L0(ν) and L0(µ), respe
tively with

F ⊂ L1(µ) and T : E → F be a Popov operator. Then the following statements are

equivalent:

(1) T is a generalized Urysohn operator;

(2) Operator T ∈ P(E,F ) satis�ed to the following 
ondition. For every laterally
bounded sequen
e (un) ⊂ E, su
h that un

ν−→ 0 the sequen
e (Tun) ⊂ F 
onvergent

to zero µ-a.e.
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This term is introdu
ed in honour of Mikhail Popov who �rst dis
overed the lateral order in

ve
tor latti
es.
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È ÈÕ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß

C. Ì. Ñèòíèê

(�îññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÈ ÌÂÄ)

Ñðåäè íåòðèâèàëüíûõ îáîáùåíèé äèñêðåòíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿ-

êîâñêîãî [1�2℄ îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Êàð-

ëèöà � Ýëèåçåðà � Äýéêèíà (CDE) (ñì. [2�5℄), êîòîðóþ ìû ïåðå�îðìóëèðóåì

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäíèõ (ñì. [5�9℄).

Òåîðåìà CDE. Óòî÷íåíèå äèñêðåòíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

âèäà (
n∑

k=1

xkyk

)2

6

n∑

k=1

f2(xk, yk)
n∑

k=1

g2(xk, yk) 6
n∑

k=1

x2k

n∑

k=1

y2k (1)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåëè÷èíû f(x, y), g(x, y) ÿâëÿþòñÿ ïà-
ðîé ïðîèçâîëüíûõ âçàèìíî ñîïðÿæåííûõ ñðåäíèõ [5�9℄, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîé-

ñòâàì îäíîðîäíîñòè è ìîíîòîííîñòè ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

Äàííàÿ �îðìóëèðîâêà â òåðìèíàõ ñðåäíèõ äåëàåò áîëåå ïîíÿòíûì îðèãè-

íàëüíûé ðåçóëüòàò, êðîìå òîãî ñíàáæàåò åãî îãðîìíûì ÷èñëîì êîíêðåòíûõ ïðè-

ìåðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãî÷èñëåííûõ èçâåñòíûõ ñðåäíèõ [5�6℄. Ïðîòîòèïîì

òåîðåìû CDE ïîñëóæèëî èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Ìèëíà [1�5℄.

�àññìîòðèì èíòåãðàëüíûé àíàëîã òåîðåìû CDE.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå îäíîðîäíîå, ìîíîòîííîå ïî

êàæäîìó àðãóìåíòó àáñòðàêòíîå ñðåäíåå (íåîáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íîå!),
M∗ = xy/M(x, y) � ñîïðÿæeííîå ñðåäíåå (ñì. [5�9℄). Òîãäà ñïðàâåäëèâî îáîá-

ùåíèå èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî âèäà




b∫

a

f(x)g(x) dx




2

6

b∫

a

(
M(f, g)

)2
dx

b∫

a

(
M∗(f, g)

)2
dx 6

6

b∫

a

(
f(x)

)2
dx

b∫

a

(
g(x)

)2
dx.

(2)

Ìîè ëþáèìûå ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àþòñÿ ïðè âûáîðå àðè�ìå-

òèêî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ñðåäíåãî �àóññà è ìàêñèìóìà�ìèíèìóìà.

Ñëåäñòâèå 1. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî




b∫

a

f(x)g(x) dx




2

6

b∫

a




max(f, g)

K
(√

1−
(min(f,g)
max(f,g)

)2 )




2

dx×

×
b∫

a

(
min(f, g)

)2
(
K

(√

1−
(
min(f, g)

max(f, g)

)2
))2

dx 6

b∫

a

f2 dx

b∫

a

g2 dx,
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ãäå K(x) åñòü ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë Ëåæàíäðà 1 ðîäà.

Îòìåòèì ýêçîòè÷åñêèé õàðàêòåð ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà: ýòî íåðàâåíñòâî

ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè �óíêöèÿìè, íî êîòîðûå ñòîÿò ïîä çíàêîì êîíêðåòíîé

ñïåöèàëüíîé �óíêöèè � ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà Ëåæàíäðà!

Ñëåäñòâèå 2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (ñì. [5, 10℄):




b∫

a

f(x)g(x)dx




2

6

b∫

a

[
max(f, g)

]2
dx

b∫

a

[
min(f, g)

]2
dx 6

b∫

a

f2(x)dx

b∫

a

g2(x)dx.

Äëÿ èíòåãðàëüíîãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìàÿ ÷àñòü òåîðåìû CDE íå âûïîëíÿåòñÿ,

÷òî ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ íàéäåííûõ àâòîðîì äðóãèõ îáîáùåíèé íåðàâåí-

ñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, êîòîðûå íå ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó (2), à èìåþò èíóþ

ñòðóêòóðó.

�àññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê îöåíêàì ñïåöèàëü-

íûõ �óíêöèé è ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îòìåòèì òàêæå ðàç-

ðàáîòàííóþ À. �. Êóñðàåâûì òåõíèêó ïåðåíåñåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ÷èñëîâûõ

íåðàâåíñòâ íà ðàâíîìåðíî ïîëíûå ÷èñëîâûå ðåøåòêè è îïåðàòîðû â íèõ. Â ýòîé

ñèòóàöèè äåéñòâóåò òàê íàçûâàåìûé ¾ïðèíöèï ïåðåíîñà¿, âûñêàçàííûé àâòîðîì

è äîêàçàííûé À. �. Êóñðàåâûì äëÿ íåðàâåíñòâ òèïà �îäæåðñà � �åëüäåðà �

�èññà â [11�12℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÎÄ�ÎÒÎÂÊÈ

ÑÏÅÖÈÀËÈÑÒÎÂ ÁÈÇÍÅÑ-ÈÍÔÎ�ÌÀÒÈÊÈ

Á. Ñ. Òàâàñèåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Â ñîâðåìåííîì ìèðå âûñøåå îáðàçîâàíèå íàöåëåíî íà ïîäãîòîâêó âûñîêîêâà-

ëè�èöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ, ñïîñîáíûõ ê ïðî�åññèîíàëüíîé ìîáèëüíîñòè

â óñëîâèÿõ èí�îðìàòèçàöèè îáùåñòâà. �îññèéñêîå îáðàçîâàíèå ïðèçâàíî îáåñ-

ïå÷èòü ïîâûøåíèå êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè ñîâðåìåííîãî ñïåöèàëèñòà íà ðûíêå

òðóäà è ñâîáîäíîå âëàäåíèå ñâîåé ïðî�åññèåé íà óðîâíå ìåæäóíàðîäíûõ ñòàí-

äàðòîâ. Ñîâðåìåííîå îáùåñòâî òðåáóåò íîâûõ ïîäõîäîâ ê ïîäãîòîâêå ñïåöèàëè-

ñòîâ â ðàçëè÷íûõ ñ�åðàõ äåÿòåëüíîñòè. Íàïðàâëåíèå áèçíåñ-èí�îðìàòèêè îäíî

èç ñîâðåìåííûõ è ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè. Áàêàëàâð áèçíåñ-

èí�îðìàòèêè � ýòî ñïåöèàëèñò â òàêèõ îáëàñòÿõ êàê èí�îðìàöèîííûå òåõ-

íîëîãèè, ñèñòåìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ýêîíîìèêà, ìåíåäæìåíò è ïðàâî. Ñ�å-

ðà äåÿòåëüíîñòè âûïóñêíèêîâ îõâàòûâàåò çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ðàçíûõ îáëàñòåé

äåÿòåëüíîñòè: ñïåöèàëèñò ïî èí�îðìàöèîííûì ðåñóðñàì, ñèñòåìíûé àíàëèòèê,

ìåíåäæåðû èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Web-àäìèíèñòðàòîð, Web-äèçàéíåð,

ïðîãðàììèñò, áèçíåñ-êîíñóëüòàíò â èí�îðìàöèîííîé ñ�åðå è ò. ä. Ïîýòîìó ñî-

äåðæàíèå îáó÷åíèÿ äîëæíî áûòü ïðî�åññèîíàëüíî è êîììóíèêàòèâíî íàïðàâ-

ëåííûì. Íåîáõîäèìî ÷åòêî îïðåäåëÿòü öåëè îáó÷åíèÿ, ðàçâèâàòü ïðåäñòàâëåíèå

ñòóäåíòîâ î ïåðñïåêòèâàõ èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ çíàíèé, êîãäà ýòè çíàíèÿ

è óìåíèÿ â áóäóùåì ñìîãóò ïîâûñèòü èõ øàíñû íà óñïåõ â ëþáîì âèäå äåÿòåëü-

íîñòè [1, 2℄.

Ïðî�åññèîíàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü îáó÷åíèÿ òðåáóåò èíòåãðàöèè ïðî�èëü-

íûõ äèñöèïëèí, òùàòåëüíîãî îòáîðà ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ, îðèåíòà-

öèþ íà ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ó÷åáíûå ìàòåðèàëû äîëæíû áûòü îðèåí-

òèðîâàíû íà ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â òîé èëè èíîé ñ�åðå äåÿòåëüíîñòè, ñâîåâðå-

ìåííî îòðàæàòü íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïðî�åññèîíàëüíûõ èíòåðå-

ñîâ îáó÷àþùèõñÿ, äàâàòü èì âîçìîæíîñòü äëÿ ïðî�åññèîíàëüíîãî ðîñòà. Êðîìå

òîãî, íåîáõîäèìî ìàêñèìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ ìåòîäèê ñ èñïîëüçî-

âàíèåì èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé (ðàñ÷åòíî-àíàëèòè÷åñêèå ðàáîòû, äåëîâûå

èãðû, òåëåêîí�åðåíöèè è ò. ä.) [2�4℄.

Çíà÷èìûì �àêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì êà÷åñòâî ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòà

áèçíåñ-èí�îðìàòèêè, ÿâëÿåòñÿ �îðìèðîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè [5℄.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà ñòóäåíòîâ òàêîãî íàïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò �îðìè-

ðîâàòü êëþ÷åâûå êîìïåòåíöèè ïî ïðî�åññèîíàëüíîìó ïðèìåíåíèþ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ â ïðî�åññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Âàæíåéøèì ýëåìåíòîì ñîâðåìåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àê-

òèâíîå èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðè èçó÷åíèè ýêîíîìè÷åñêèõ

ñîáûòèé è ÿâëåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ âî âñåõ

�óíêöèîíàëüíûõ îáëàñòÿõ áèçíåñ-èí�îðìàòèêè, äëÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíîãî
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èçó÷åíèÿ áèçíåñ-ïðîöåññîâ ïðåäïðèÿòèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ èõ èçìåíåíèÿ â áó-

äóùåì. Íà îñíîâå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äåëàþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ

î ïîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðåèíæèíèðèíãà áèçíåñ-ïðîöåññîâ.

Ïðàâèëüíîñòü óïðàâëåí÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò ïðàâèëüíîñòè ïîñòðîåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïîâûøåíèå êà÷åñòâà ìà-

òåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè áóäóùåãî ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè áèçíåñ-èí�îðìàòèêè

ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé çàäà÷åé ñîâðåìåííîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà. Â ñëåä-

ñòâèè ýòîãî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü ðàçðàáîòêè íîâûõ ïîäõîäîâ ê ïðîöåññó îáó-

÷åíèÿ è óñëîâèé ïðè êîòîðûõ ýòîò ïðîöåññ áóäåò ìàêñèìàëüíî ý��åêòèâíûì.

Îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ äîëæåí áûòü íàïðàâëåí íà ïîäãîòîâêó ñïåöèàëèñòà

ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ è ïðî�èëÿ, êîòîðûé äîëæåí áûòü êîíêóðåíòîñïîñîá-

íûì íà ðûíêå òðóäà, è âëàäåòü ñâîåé ïðî�åññèåé.
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Ñåêöèÿ I

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÒÅÎ�ÅÌÀ ÈÎÑÈÄÛ � ÕÜÞÈÒÒÀ

ÄËß ÌÀÆÎ�È�ÓÅÌÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ Ó�ÛÑÎÍÀ

Í. Ì. Àáàñîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà; ÌÀÈ (ÍÈÓ))

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû â ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííûõ ïðîñò-

ðàíñòâàõ áûëè âïåðâûå ââåäåíû â ðàáîòå [1℄. Äàëüíåéøèé ïðîãðåññ â äàííîì

íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåí â [2, 3℄. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ìû óêàæåì îïåðàòîðíîå

îáîáùåíèå èçâåñòíîãî êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà èç òåîðèè ìåðû. Ïðèâåäåì íåêî-

òîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ ñìûñëà îñíîâ-

íîãî ðåçóëüòàòà. �àçâåðíóòûìè èñòî÷íèêàìè äëÿ ññûëîê ïî òåîðèè âåêòîðíûõ

ðåøåòîê è ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ìîíîãðà�èè [4, 5℄.

Ïóñòü V � äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è E � äåéñòâèòåëüíàÿ,

àðõèìåäîâà âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Îòîáðàæåíå |·| : V → E+ íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé

íîðìîé, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1) |v| > 0, |v|s = 0 ⇔ v = 0 (v ∈ V );
2) |v1 + v2| 6 |v1|+ |v2| (v1, v2 ∈ V );
3) |λv| = |λ||v| (λ ∈ R, v ∈ V ).
Âåêòîðíàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè

4) äëÿ ëþáûõ e1, e2 ∈ E+ è x ∈ V èç ïðåäñòàâëåíèÿ |x| = e1 + e2 ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå x1, x2 ∈ V òàêèõ, ÷òî x = x1 + x2 è |xk| = ek (k := 1, 2).
Òðîéêà (V, | · |, E) ((V,E), (V, | · |) èëè äàæå V äëÿ êðàòêîñòè) íàçûâàåò-

ñÿ ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè | · | � ýòî E-çíà÷íàÿ âåê-

òîðíàÿ íîðìà, çàäàííàÿ íà V . Åñëè âåêòîðíàÿ íîðìà | · | ðàçëîæèìà, òî ïðî-

ñòðàíñòâî V òàêæå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåòü (vα)α∈∆
(bo)-ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó v ∈ V è ïèñàòü v = (bo) − lim vα, åñëè ñóùåñòâóåò

óáûâàþùàÿ ñåòü (eγ)γ∈Γ â E+ òàêàÿ, ÷òî infγ∈Γ(eγ) = 0 è äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γ
ñóùåñòâóåò èíäåêñ α(γ) ∈ ∆ òàêîé, ÷òî |v − vα(γ)| 6 eγ äëÿ ëþáîãî α > α(γ).
Ñåòü (vα)α∈∆ íàçûâàåòñÿ (bo)-�óíäàìåíòàëüíîé, åñëè ñåòü (vα − vβ)(α,β)∈∆×∆

(bo)-ñõîäèòñÿ ê íóëþ. �åøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ (bo)-
ïîëíûì, åñëè êàæäàÿ (bo)-�óíäàìåíòàëüíàÿ ñåòü (bo)-ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà. �àçëîæèìîå, (bo)-ïîëíîå ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Áàíàõà � Êàíòîðîâè÷à.

Ýëåìåíò y ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (V,E) íàçûâàåòñÿ îñ-

êîëêîì ýëåìåíòà x ∈ V , åñëè |y| ⊥ |x− y|. Çàïèñü y ⊑ x âûðàæàåò òîò �àêò, ÷òî
y � îñêîëîê x. Ïóñòü (V,E) � ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ñåòü

(xα)α∈Λ ⊂ V íàçûâàåòñÿ ëàòåðàëüíî ñõîäÿùåéñÿ ê x ∈ V , åñëè xα ⊑ xβ ⊑ x

äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ α < β è xα
bo−→ x. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü xα

lat−→ x.
Ïóñòü (W,F ) � äðóãîå ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Îðòîãî-

íàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T : V →W íàçûâàåòñÿ ëàòåðàëüíî íåïðåðûâíûì,

åñëè èç ñîîòíîøåíèÿ xα
lat−→ x ñëåäóåò, ÷òî Txα

bo−→ Tx.
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Ìàæîðèðóåìûé îïåðàòîð Óðûñîíà íàçûâàåòñÿ ëàòåðàëüíî ñèíãóëÿðíûì, åñ-

ëè îí äèçúþíêòåí âñåì ëàòåðàëüíî íåïðåðûâíûì, ìàæîðèðóåìûì îïåðàòîðì

Óðûñîíà. Ïîëîñû ëàòåðàëüíî íåïðåðûâíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ìàæîðèðóåìûõ îïå-

ðàòîðîâ Óðûñîíà èç V â W îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Dc
U (V,W ) è Ds

U (V,W ) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü (V,E) � ðàçëîæèìîå ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-

ñòâî è ïóñòü (W,F ) � ïðîñòðàíñòâî Áàíàõà � Êàíòîðîâè÷à. Òîãäà êàæäûé ìà-

æîððóåìûé îïåðàòîð Óðûñîíà T : V →W äîïóñêàåò åäèíñòâåíîå ïðåäñòàâëåíèå

T = Tc + Ts, ãäå Tc ∈ Dc
U (V,W ) è Ts ∈ Ds

U (V,W ). Êðîìå òîãî

|T | = |Tc|+ |Ts|, |Tc| = |T |c, |Ts| = |T |s.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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ON EVOLUTION OF INVARIANT RIEMANNIAN METRICS

ON SOME GENERALIZED WALLACH SPACES

1

N. A. Abiev

(Kazakhstan, Taraz; TarSU)

In the papers [2℄ and [3℄ the authors studied the normalized Ri

i �ow equation

∂

∂t
g(t) = −2Ricg +2g(t)

Sg
n

on one spe
ial 
lass of Riemannian manifolds Mn

alled generalized Walla
h spa
es

(or three-lo
ally-symmetri
 spa
es in other terms) a

ording to the de�nitions of [6℄

and [9℄, where g(t) means a 1-parameter family of Riemannian metri
s, Ricg is

the Ri

i tensor and Sg is the s
alar 
urvature of the Riemannian metri
 g.

Generalized Walla
h spa
es are 
hara
terized as 
ompa
t homogeneous spa
es G/H
whose isotropy representation de
omposes into a dire
t sum p = p1 ⊕ p2 ⊕ p3 of

three Ad(H)-invariant irredu
ible modules satisfying [pi, pi] ⊂ h (i ∈ {1, 2, 3}) [6, 7℄.
Note that the 
omplete 
lassi�
ation of generalized Walla
h spa
es is obtained in the

papers [5℄ and [8℄ independently. For a �xed bi-invariant inner produ
t 〈·, ·〉 on the

Lie algebra g of the Lie group G, any G-invariant Riemannian metri
 g on G/H is

determined by an Ad(H)-invariant inner produ
t

(·, ·) = x1〈·, ·〉
∣∣
p1

+ x2〈·, ·〉
∣∣
p2

+ x3〈·, ·〉
∣∣
p3
, (1)

where x1, x2, x3 are positive real numbers. Metri
s with pairwise distin
t xi,
i = 1, 2, 3, we 
all generi
. A given generalized Walla
h spa
e 
an be determined

by spe
ial parameters ai := A/di ∈ [0, 1/2], where di := dim(pi), i = 1, 2, 3, and A
is some spe
ial non-negative number (see details in [6, 7℄).

The aim of the talk is to dis
uss the following result obtained in [1℄.

Theorem 1. On a generalized Walla
h spa
e G/H with a1 = a2 = a3 := a = 1/4
the normalized Ri

i �ow evolves all generi
 metri
s into metri
s with positive Ri

i


urvature.

It should be noted that Theorem 1 
ompletes the following theorems proved in [4℄.

Theorem 2. Let G/H be a generalized Walla
h spa
e with a1 = a2 = a3 =: a,
where a ∈ (0, 1/4)∪ (1/4, 1/2). If a < 1/6, then the normalized Ri

i �ow evolves all

generi
 metri
s with positive Ri

i 
urvature into metri
s with mixed Ri

i 
urvature.

If a ∈ (1/6, 1/4)∪(1/4, 1/2), then the normalized Ri

i �ow evolves all generi
 metri
s

into metri
s with positive Ri

i 
urvature.

1

The proje
t was supported by the Grant of MES of the Republi
 of Kazakhstan for 2015�2017,

proje
t � 1452/GF4.
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Theorem 3. Let G/H be a generalized Walla
h spa
e with a1 = a2 = a3 = 1/6.
Suppose that it is supplied with the invariant Riemannian metri
 (1) su
h that

xk < xi + xj for all indi
es with {i, j, k} = {1, 2, 3}, then the normalized Ri

i �ow

on G/H with this metri
 as the initial point, preserves the positivity of the Ri

i


urvature.

The author is indebted to Prof. Yuri�� Nikonorov for helpful dis
ussions.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ÑÞ�ÚÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÑÂÅ�ÒÊÈ

ÍÀ ÂÅÑÎÂÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â ÂÛÏÓÊËÛÕ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

1

Ò. Ì. Àíäðååâà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, H(G) � ïðîñòðàíñòâî

âñåõ �óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â G, à (vn)
∞
n=1 � âîçðàñòàþùàÿ ïî n ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ âûïóêëûõ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ �óíêöèé

íà (t0,+∞) (t0 > 0).
Ñ êàæäûì âåñîì vn, n ∈ N, ñâÿæåì ñîîòâåòñòâóþùåå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

Hvn(G) :=

{
f ∈ H(G) : ‖f‖vn := sup

z∈G

|f(z)|
evn(z)

<∞
}

è îáðàçóåì èíäóêòèâíûé ïðåäåë VH(G) := indHvn(G).
Ïóñòü, äàëåå, µ � àíàëèòè÷åñêèé �óíêöèîíàë â C ñ íîñèòåëåì â K, ãäå K �

íåêîòîðîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ

íà âåñîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîäîáíûõ èñïîëüçîâàííûì â ðàáîòå Â. Â. Íà-

ïàëêîâà [1℄, èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè è ñþðúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà

ñâåðòêè µ ∗ f(z) : f 7→ µwf(z + w), äåéñòâóþùåãî èç VH(G+K) â (íà) VH(G).
Îáîçíà÷èì v∗n(|ζ|) := inf0<t<r

[
|ζ|t + vn

(
ln 1

t

)]
, ζ ∈ C, n ∈ N, ãäå r :=

minζ∈S HG(ζ), HG(ζ) := supλ∈G Reλζ � îïîðíàÿ �óíêöèÿ îáëàñòè G, S � åäè-

íè÷íàÿ îêðóæíîñòü â C. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà óñòàíàâëèâàåò òîïîëî-

ãè÷åñêèé èçîìîð�èçì ìåæäó (VH(G))′b è ïðîñòðàíñòâîì

VHG :=

{
f ∈ H(C) : |f |n := sup

ζ∈C

|f(ζ)| ev∗n(|ζ|)
eHG(ζ)

<∞, ∀n ∈ N

}
.

Ñ ïîìîùüþ òàêîãî îïèñàíèÿ ñîïðÿæåííûõ ñ VH(G + K) è VH(G) âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ öåëûõ �óíêöèé çàäàííîãî ðîñòà îòâåò íà âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè è

ñþðúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà ñâåðòêè äàåòñÿ â òåðìèíàõ ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà µ̂(ζ) := µze
〈zζ〉

�óíêöèîíàëà µ.
Îáîçíà÷èì òàêæå

VH∞
K :=

{
f ∈ H(C) : ∀n ∈ N ∃m ∈ N : sup

ζ∈C

|f(ζ)|
eHK(ζ)+v∗m(|ζ|)−v∗n(|ζ|)

<∞
}
.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 15-01-01404.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî �óíêöèîíàëà µ ñ µ̂ ∈ VH∞
K

(i) îïåðàòîð ñâåðòêè µ∗ : VH(G + K) → VH(G) íåïðåðûâåí è îáëàäàåò

ïëîòíûì îáðàçîì;

(ii) îïåðàòîð óìíîæåíèÿ Λµ̂ : f ∈ VHG → µ̂f ∈ VHG+K ñîïðÿæåí îïåðàòîðó

ñâåðòêè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü µ � àíàëèòè÷åñêèé �óíêöèîíàë è µ̂ ∈ VH∞
K . �àññìîòðèì

ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

(i) îïåðàòîð ñâåðòêè µ∗ : VH(G+K) → VH(G) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì;

(ii) äëÿ ëþáîãî p ∈ N ñóùåñòâóþò m ∈ N è C > 0 òàêèå, ÷òî

sup
ζ∈C

|f(ζ)|
eHG(ζ)−v∗p(|ζ|)

6 C sup
ζ∈C

|µ̂(ζ)| |f(ζ)|
eHG+K(ζ)−v∗m(|ζ|) , ∀ f ∈ VHG;

(iii) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà µ̂ �óíêöèîíàëà µ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó âñåõ
äåëèòåëåé èç VHG+K â VHG.

Òîãäà (iii)⇒(ii)⇔(i).

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èìïëèêàöèÿ (i)⇒(iii). Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âåñîâîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn(z) = n|z|α, n ∈ N, z ∈ G, ãäå 0 < α < 1, äëÿ îïåðàòîðîâ
ñâåðòêè ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà µ̂ èìååò ìåñòî êðèòåðèé ñþðúåêòèâ-

íîñòè, à èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü µ � àíàëèòè÷åñêèé �óíêöèîíàë â C ñ íîñèòåëåì â âûïóê-

ëîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K è µ̂ ∈ VH∞
K ;G� âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü.

Îïåðàòîð ñâåðòêè µ∗ : VH(G + K) → VH(G) ñþðúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ðàäèàëüíûé èíäèêàòîð hµ̂ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà �óíêöèîíàëà µ
ñîâïàäàåò ñ îïîðíîé �óíêöèåé HK êîìïàêòà K è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ÷èñ-

ëà s,N > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè ζ ∈ C 
 |ζ| > N íàéäåòñÿ ζ ′ ∈ C ñ

|ζ ′ − ζ| < |ζ| α
α+1

:

log
∣∣µ̂(ζ ′)

∣∣ > hµ̂(ζ)− s|ζ| α
α+1 .

�àíåå ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â [2℄ äëÿ ïðîñòðàíñòâ �óíêöèé,

àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ è îáëàäàþùèõ ïîëèíîìèàëüíûì ðîñòîì

âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè, ò. å. äëÿ âåñîâ âèäà vn(z) = n ln(1 + |z|).

Ëèòåðàòóðà

1. Íàïàëêîâ Â. Â. Ïðîñòðàíñòâà àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé çàäàííîãî ðîñòà âáëèçè ãðàíè-

öû // Èçâ. �ÀÍ. Ñåð. ìàò.�1987.�Ò. 51, � 2.�Ñ. 287�305.

2. Abanin A. V., Ishimura R., Khoi L. H. Convolution operators in A−∞
for 
onvex domains //

Ark. Mat.�2012.�Vol. 50, � 1.�Ñ. 1�22.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ËÅÂÎÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÅ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û

ÍÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ��ÓÏÏÀÕ �ÅÉÇÅÍÁÅ��À

1

Â. Â. Áàëàùåíêî (Áåëàðóñü, Ìèíñê; Áåë�Ó),

Î. Í. �àäèâàíîâè÷ (Áåëàðóñü, Ìèíñê; Áåë�Ó)

Ìåòðè÷åñêèå f -ñòðóêòóðû (f3 + f = 0, g(fX, Y ) + g(X, fY ) = 0) íà ðè-

ìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (M,g) ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïî÷òè ýð-

ìèòîâûõ ñòðóêòóð J (J2 = −id, g(JX, JY ) = g(X,Y )) è âõîäÿò â îáøèðíóþ

êîíöåïöèþ îáîáùåííîé ýðìèòîâîé ãåîìåòðèè [1℄. Ê ÷èñëó âàæíåéøèõ êëàñ-

ñîâ ìåòðè÷åñêèõ f -ñòðóêòóð îòíîñÿòñÿ ïðèáëèæåííî êåëåðîâû f -ñòðóêòóðû
(NKf -ñòðóêòóðû), îïðåäåëÿåìûå óñëîâèåì ∇fX(f)fX = 0, à òàêæå ýðìèòî-

âû f -ñòðóêòóðû (Hf -ñòðóêòóðû), êîòîðûå çàäàþòñÿ òðåáîâàíèåì T (X,Y ) = 0,
ãäå ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè g, à T � êîìïîçèöèîííûé òåíçîð

f -ñòðóêòóðû, èìåþùèé ñëåäóþùèé âèä (ñì. [1, 2℄):

T (X,Y ) =
1

4
f
(
∇fX(f)fY −∇f2X(f)f2Y

)
.

Îêàçàëîñü, ÷òî êàíîíè÷åñêèå f -ñòðóêòóðû íà îäíîðîäíûõ k-ñèììåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ïîçâîëÿþò ïðåäúÿâèòü îáøèðíûé ðåñóðñ èíâàðèàíòíûõ

NKf -ñòðóêòóð, Hf -ñòðóêòóð, à òàêæå ñòðóêòóð èíûõ êëàññîâ â îáîáùåííîé

ýðìèòîâîé ãåîìåòðèè [2, 3℄. Âàæíóþ ðîëü çäåñü èãðàþò ëåâîèíâàðèàíòíûå

ñòðóêòóðû íà íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ Ëè, ñðåäè êîòîðûõ îñîáî ìîæíî âû-

äåëèòü ðàçíîãî òèïà îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé 3-ìåðíîé ãðóïïû �åéçåíáåðãà.

Ïåðâûìè ïðèìåðàìè â ýòîì íàïðàâëåíèè ñòàëè êàíîíè÷åñêèå f -ñòðóêòóðû
íà 6-ìåðíîé îáîáùåííîé (â ñìûñëå À. Êàïëàíà) ãðóïïå �åéçåíáåðãà, ðåàëèçî-

âàííîé êàê îäíîðîäíîå ðèìàíîâî 4- è 6-ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [2, 4℄.

Íàïîìíèì â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ: çàäàííûé íà àëãåáðå Ëè g

àâòîìîð�èçì θ ïîðÿäêà 4 (θ4 = id), íå èìåþùèé (íåòðèâèàëüíûõ) íåïîäâèæ-

íûõ âåêòîðîâ, ïîðîæäàåò íà ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé ãðóïïå

Ëè G åäèíñòâåííóþ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) êàíîíè÷åñêóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ

f -ñòðóêòóðó, çàäàâàåìóþ �îðìóëîé f = 1
2(θ− θ3) [2, 3℄. Åñëè æå àâòîìîð�èçì θ

èìååò ïîðÿäîê 6, òî íà ãðóïïå Ëè G âîçíèêàþò óæå 4 (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà)

êàíîíè÷åñêèå ëåâîèíâàðèàíòíûå f -ñòðóêòóðû [2, 4℄:

f1 =

√
3

6

(
θ+ θ2 − θ4 − θ5

)
, f2 =

√
3

6

(
θ− θ2 + θ4 − θ5

)
, f3 = f1 + f2, f4 = f1 − f2.

Â ðàáîòå [5℄ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ f -ñòðóêòóð
ðåàëèçîâàíà äëÿ 5-ìåðíîé ìàòðè÷íîé ãðóïïû �åéçåíáåðãà H(2, 1) ñ ïîìîùüþ

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëå-

äîâàíèé �åñïóáëèêè Áåëàðóñü ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2020¿ (2016�2020), ïîäïðîãðàììà ¾Ìåòîäû ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì¿, ïðîåêò ¾�åîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà àë-

ãåáðàè÷åñêèõ, òîïîëîãè÷åñêèõ, ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ãðóïïàõ Ëè¿.
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ñïåöèàëüíûõ àâòîìîð�èçìîâ ïîðÿäêîâ 4 è 6 íà àëãåáðå �åéçåíáåðãà h(2, 1), êî-
òîðàÿ çàäàåòñÿ êîììóòàòîðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè [e1, e4] = [e2, e5] = e3. Áûëà
äîêàçàíà ýðìèòîâîñòü âñåõ ïîñòðîåííûõ êàíîíè÷åñêèõ f -ñòðóêòóð è óêàçàíû òå

èç íèõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè.

Ïðîäîëæàÿ ýòè èññëåäîâàíèÿ, íà àëãåáðå �åéçåíáåðãà h(2, 1) íàìè ïîñòðîåí
èíîé èçîìåòðè÷åñêèé àâòîìîð�èçì ϕ ïîðÿäêà 6:

ϕ(e1) = −e2, ϕ(e2) =
1

2
e1+

√
3

2
e4, ϕ(e3) = −e3, ϕ(e4) = e5, ϕ(e5) =

√
3

2
e1−

1

2
e4.

Èñïîëüçóÿ ýòîò àâòîìîð�èçì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Âñå êàíîíè÷åñêèå ëåâîèíâàðèàíòíûå f -ñòðóêòóðû fi, i = 1, 4 íà

5-ìåðíîé ãðóïïå �åéçåíáåðãà H(2, 1), ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ àâòîìîð�èçìà ϕ
ïîðÿäêà 6, ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè f -ñòðóêòóðàìè. Ïðè ýòîì ñòðóêòóðû f1, f2,
f3 ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííî êåëåðîâûìè f -ñòðóêòóðàìè, à f4 ýòèì ñâîéñòâîì íå

îáëàäàåò. Êðîìå òîãî, ñòðóêòóðû f1 è f2 èíòåãðèðóåìû, à f3 è f4 � íåò.

Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé ãðóïïû (è àëãåáðû) �åéçåí-

áåðãà, ðåàëèçóåìîå ñ ïîìîùüþ áëî÷íûõ ìàòðèö. �àññìîòðåí ïðèìåð 8-ìåðíîé
ãðóïïû Ëè ýòîãî òèïà, àëãåáðà Ëè êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êîììóòàòîðàìè ñëåäó-

þùåãî âèäà:

[e1, e5] = [e2, e7] = e3, [e1, e6] = [e2, e8] = e4.

Áûëî ïîñòðîåíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àâòîìîð�èçìîâ ψα ïîðÿäêà 4
äëÿ ýòîé àëãåáðû Ëè. Îêàçàëîñü, ÷òî íè îäíà èç ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà êàíîíè÷åñêèõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ f -ñòðóêòóð âèäà

fα = 1
2(ψα − ψα

3) íå ïðèíàäëåæèò íè ê îäíîìó èç îòìå÷åííûõ âûøå (è èíûõ)

êëàññîâ îáîáùåííîé ýðìèòîâîé ãåîìåòðèè, à òàêæå âñå îíè íå èíòåãðèðóåìû.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ èçâåñòíûõ íàì ïðèìåðîâ îáîáùåííûõ ãðóïï �åéçåíáåðãà

íàáëþäàåòñÿ âïåðâûå.

Ëèòåðàòóðà

1. Êèðè÷åíêî Â. Ô. Êâàçèîäíîðîäíûå ìíîãîîáðàçèÿ è îáîáùåííûå ïî÷òè ýðìèòîâû ñòðóê-
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2. Áàëàùåíêî Â. Â., Íèêîíîðîâ Þ. �., �îäèîíîâ Å. Ä., Ñëàâñêèé Â. Â. Îäíîðîäíûå ïðî-

ñòðàíñòâà: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ.�Õàíòû-Ìàíñèéñê: Ïîëèãðà�èñò, 2008.�280 ñ.
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òèïà íà ðåãóëÿðíûõ Φ-ïðîñòðàíñòâàõ // Ìàò. ñá.�1995.�Ò. 186, � 11.�Ñ. 3�34.

4. Balash
henko V. V. Invariant stru
tures on the 6-dimensional generalized Heisenberg group //
Kragujeva
 J. Math.�2011.�Vol. 35, � 2.�P. 209�222.

5. Áàëàùåíêî Â. Â., Äóáîâèê Ï. À. Ëåâîèíâàðèàíòíûå f-ñòðóêòóðû íà 5-ìåðíîé
ãðóïïå �åéçåíáåðãà H(2, 1) // Âåñòí. Áåëîðóñ. óí-òà. Ñåð. 1. Ôèçèêà, ìàòåìàòèêà,
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÓÌÌÈ�ÓÅÌÛÕ

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

1

Õ. Õ. Áóð÷àåâ (�îññèÿ, �ðîçíûé; ×�Ó),

Â. �. �ÿáûõ(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),

�. Þ. �ÿáûõ(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ)

Ïóñòü D = {z ∈ C : |z| < 1}, T = ∂D; B = Lp(T)(Lp(D)), A = Hp(Ap) � ïðî-

ñòðàíñòâî Õàðäè (Áåðãìàíà); A(R) � �óíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå â êðóãå ðàäèóñà

R > 1.
Äëÿ w ∈ B èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î

χ ∈ A : min
x∈A

‖w − x‖ = ‖w − χ‖.

Òåîðåìà 1. Åñëè B = Lp(T), A = Hp, 1 < p < ∞ è w = ω̄, ãäå ω ∈ A(R), òî
χ ∈ A(R).

Òåîðåìà 2. Åñëè B = Lp(D), A = Ap, 1 6 p < ∞ è w = ω̄, ãäå ω ∈ A(R), òî
χ ∈ A(R).

Òåîðåìà 3. Åñëè B = Lp(D), A = Ap, 1 < p 6 p1 < 2 è w = (1 − |z|)ω̄, ãäå
ω ∈ Ap, òî χ ∈ ⋂γ<p∗

Hγ , p∗ = 2/(2 − p1).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 ïðîâîäÿòñÿ ìåòîäîì ïîãðóæåíèÿHp è Ap â áîëåå

øèðîêèé êëàññ. Â òåîðåìå 3 èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà

�óíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ Hp. Ïðè 1 < p < 2 òåîðåìà 1 äîêàçàíà â [1℄. Ìåòîä

âëîæåíèÿ âïåðâûå ïðèìåíåí â [2℄ ïðè 1 < p < ∞ è w̄ = ω � àëãåáðàè÷åñêèé

ïîëèíîì.

�àçðàáîòàííûé ìåòîä èìååò ïðèëîæåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ ðÿäà ýêñòðåìàëü-

íûõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

�ÅÊÓ��ÅÍÒÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÄËß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ,

Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÎ ÑÎÁÎËÅÂÓ, ÏÎ�ÎÆÄÅÍÍÛÕ

ÏÎËÈÍÎÌÀÌÈ ËÀ�Å��À

�. Ì. �àäæèìèðçàåâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ �ÀÍ)

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ïîëèíîìîâ lαr,n(x) (r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

n = 0, 1, . . .), ââåäåííàÿ â ðàáîòàõ [1, 2℄, îðòîíîðìèðîâàííàÿ ïðè α > −1 îò-

íîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Ñîáîëåâà ñëåäóþùåãî âèäà:

〈f, g〉 =
r−1∑

ν=0

f (ν)(0)g(ν)(0) +

∞∫

0

f (r)(t)g(r)(t)ρ(t) dt,

ãäå ρ(t) � âåñîâàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì ρ(t) = tαe−t.
Ïîëèíîìû lαr,n(x), ïîðîæäåííûå êëàññè÷åñêèìè îðòîíîðìèðîâàííûìè ïîëè-

íîìàìè Ëàãåððà lαn(x) (n = 0, 1, . . .), îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

lαr, n(x) =
xn

n!
, n = 0, 1, . . . , r − 1.

lαr, r+n(x) =
1

(r − 1)!

x∫

0

(x− t)r−1lαn(t) dt, n = 0, 1, . . .

Â ðàáîòàõ [1, 2℄ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ lαr, r+n(x):

lαr, n+r(x) =
1

(hαn)
1/2

n∑

ν=0

(−1)ν
(
n+ α

n− ν

)
xν+r

ν!(ν + r)[r]
, n = 0, 1, . . . ,

lαr, r+n(x) =
(−1)r√
hαn

[
Lα−r
n+r(x)−

r−1∑

ν=0

Bα
n,νx

ν

ν!

]
,

ãäå Lα
n(x) � êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìû Ëàãåððà,

hαn = Γ(α+ 1)

(
n+ α

n

)
, Bα

n,ν =
{
Lα−r
n+r(t)

}(ν)
t=0

=
(−1)νΓ(n+ α+ 1)

Γ(ν − r + α+ 1)(n+ r − ν)!
.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â èññëåäîâàíèè ñèñòåì îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ âàæ-

íóþ ðîëü èãðàþò ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ñïî-

ñîáîâ çàäàíèÿ ñèñòåì îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïî-

ëèíîìîâ lαr,n(x) ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ýòèõ ïîëèíîìîâ è âû÷èñëåíèÿ èõ

çíà÷åíèé ïðè ëþáûõ x è n.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

lαr, n(x) =
x

n
lαr, n−1(x), 1 6 n 6 r − 1,

bn(α)rl
α
r+1,r+n(x) = lαr,r+n(x) +

[
bn(α)x− an(α)

]
lαr, r+n−1(x)+

+ cn(α)l
α
r,r+n−2(x), n = 1, 2, . . . ,

ãäå

an(α) = (2n+ α− 1)

√
n

n+ α
, bn(α) =

√
n

n+ α
, cn(α) =

√
n(n− 1)(n + α− 1)

n+ α
.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÀÕ

È ÈÕ Ï�ÈËÎÆÅÍÈßÕ Ê Ï�ÎÁËÅÌÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

Ô. Í. �àðè�üÿíîâ (�îññèÿ, Êàçàíü; Ê�ÝÓ),

Å. Â. Ñòðåæíåâà (�îññèÿ, Êàçàíü; ÊÍÈÒÓ�ÊÀÈ)

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðåõýëåìåíòíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè â êëàññå �óíêöèé, ãîëîìîð�íûõ âíå êâàäðàòà è

èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè. Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà áèîðòîãîíàëüíûõ ðàçëî-

æåíèé, ïîðîæäàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàíû

ïðèëîæåíèÿ ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ äëÿ öåëûõ �óíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Ïóñòü D � êâàäðàò ñ âåðøèíàìè t1 = −t3 = −2−1(1+i), t2 = −t4 = 2−1(1−i)
è ñòîðîíàìè ℓj , j = 1, 4, ïðîíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå ïîëîæèòåëüíîãî îáõîäà

ãðàíèöû (t ∈ ℓ1 ⇒ Im t = −2−1). Ôóíêöèè σj(z) = z + ij ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþ-

ùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (èëè îáðàòíûìè ê íèì) äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû

ïî ïðèìèòèâíûì ïåðèîäàì 1 è i.
�àññìîòðèì ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (ë. ð. ó.) ñ ïîñòîÿííûìè êîý��è-

öèåíòàìè

(V f)(z) ≡
4∑

j=1

λjf [σj(z)] = g(z), z ∈ D, (1)

ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

1) Ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîð�íà âíå D, f(∞) = 0 è åå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå f−(t)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà íà ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì âåðøèí.

Òàêîé êëàññ ðåøåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç B.
2) Ñâîáîäíûé ÷ëåí g(z) ãîëîìîð�åí â D è åãî ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå

g+(t) ∈ Hλ(∂D).
3) ∀ j λj 6= 0 .
4) Â âåðøèíàõ ó ðåøåíèÿ äîïóñêàþòñÿ, ñàìîå áîëüøåå, ëîãàðè�ìè÷åñêèå

îñîáåííîñòè.

Óñëîâèå 3) îáåñïå÷èâàåò íåòðèâèàëüíîñòü çàäà÷è. Ïóñòü, íàïðèìåð, λ1 = 0.
Ìíîæåñòâî C \ ⋃4

k=2 σ
−1
k (D) ñâÿçíî, è �óíêöèÿ g(z) îáÿçàíà áûòü àíàëèòè÷å-

ñêè ïðîäîëæèìîé èç D â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷-

êè, ïðè÷åì g(∞) = 0. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ê ë. ð. ó. (1) ïðåîáðàçîâàíèå Áîðå-

ëÿ [1, ãë. 1, � 1℄. Òîãäà (1) ⇒ h(z)F (z) = G(z), ãäå F (z) è G(z) � âåðõíèå

�óíêöèè, àññîöèèðîâàííûå ïî Áîðåëþ ñ íèæíèìè �óíêöèÿìè f(z) è g(z), à
h(z) = λ2 exp(z) + λ3 exp(iz) + λ4 exp(−z) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì.

Â íóëÿõ êâàçèïîëèíîìà öåëàÿ �óíêöèÿ G(z) äîëæíà èìåòü íóëè íå ìåíüøåé

êðàòíîñòè. Åñëè ýòî âûïîëíåíî, òî �óíêöèþ f(z) ìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå,

è îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî f(z) ∈ B. Ïîýòîìó âïðåäü íîðìèðóåì óðàâíå-

íèå (1) óñëîâèåì λ1 = 1.
Óñëîâèå 4) îáåñïå÷èâàåò êîíå÷íîñòü �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé

(�. ñ. ð.) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Èíà÷å áû (V f)(z)=0, z∈D =⇒ (V f (k))(z)=0,
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z ∈ D, à ëþáàÿ ñèñòåìà ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè f(z) íå ìîæåò áûòü ëèíåéíî

çàâèñèìà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êëàññà B.
Äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ë. ð. ó. (1) (∀ j λj = 1 � ñëó÷àé I, λ3 = 1, λ2 = λ4 = −1 �

ñëó÷àé II) áûëè ðàíåå èññëåäîâàíû â ñòàòüå [2℄. Ñâîéñòâà áèîðòîãîíàëüíûõ ðàç-

ëîæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ñëó÷àÿìè, èçëîæåíû â [3�4℄.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ë. ð. ó. (1) ïðè äîïîëíè-

òåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà êîý��èöèåíòû

λ3 = λ2λ4 (2)

ïðîâåäåíî ïîëíîå èññëåäîâàíèå ë. ð. ó. (1) ïðè λ2 = 1, λ3 = λ4 = −1 (ñëó÷àé III) è
óñòàíîâëåíî, ÷òî îíî áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî. �àññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå áèîð-

òîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñî ñëó÷àåì III. Îòìåòèì, ÷òî îí ïðèíöè-

ïèàëüíî îòëè÷åí îò ñëó÷àåâ I è II. Óêàçàíû ïðèëîæåíèÿ çàäà÷è (1) ê ïðîáëåìå

ìîìåíòîâ äëÿ öåëûõ �óíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ö.�. ý. ò.).
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÁÎËÜØÈÕ ËÅÍÒÎ×ÍÛÕ

Ò

�

ÅÏËÈÖÅÂÛÕ ÌÀÒ�ÈÖ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î ÂÈÄÀ

Ñ. À. Çîëîòûõ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ),

Â. À. Ñòóêîïèí (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, Ä�ÒÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Ò�eïëèöåâà ìàòðèöà Tn(a) (ñì. [1℄), ðàçìåðà n × n, ïîðîæäåííàÿ �óíêöèåé

(ñèìâîëîì) f èç êëàññà L1
êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé, îïðåäåëeííûõ íà êîì-

ïëåêñíîé åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T := {z ∈ C : |z| = 1}, ãäå C � ìíîæåñòâî

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

Tn(f) =
(
fj−k

)n
j, k=1

,

ãäå fℓ � ýòî ℓ-é êîý��èöèåíò ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f , îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé

fℓ =
1

2π

2π∫

0

f
(
eix
)
e−iℓx dx (ℓ ∈ Z).

Ìû ðåøàåì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë (ïðîèçâîëüíîãî ïî-

ðÿäêà) äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö Tn(b), ãäå b ÿâëÿåòñÿ ñòå-
ïåíüþ ïîëèíîìà Ëîðàíà a(z) = z−1(z − α)(z − β). Ìû ðàññìàòðèâàåì àñèìï-

òîòèêó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λj,n åñëè n → ∞ ðàâíîìåðíî, 1 6 j 6 n. Ïîëó÷åíû
àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö ñ óïî-

ìÿíóòûì âûøå ñèìâîëîì.

Íàïîìíèì (ñì. [2℄), ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé {λk}, ãäå λk ∈ σik , limk→∞ ik = ∞, íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö {Tn(f)}∞n=1, è ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî

÷åðåç σl(f).
�àññìîòðèì êðèâóþ R(b) := σl(b). Ýòà êðèâàÿ èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó

è äåëèò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé �óíêöèåé îò ñòåïåíè k ñèìâîëà. Ìû èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû ñòàòüè [3℄,

â êîòîðîé ÿâíî îïèñàíà ýòà êðèâàÿ â òåðìèíàõ ñèìâîëîâ b(z). Òîãäà, êàê õîðî-

øî èçâåñòíî (ñì. [2℄), R(a) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ìíîæåñòâà

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λj,n}nj=1 îïåðàòîðîâ Tn(b), 1 6 n < ∞. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj,n ðàñïîëîæåíû â

ìàëîé îêðåñòíîñòè R(b).
Ìû ÿâíî óêàçûâàåì íà íåáîëüøóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà,

ãäå äàííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ äëÿ áîëüøèõ n; òàêæå ìû ïðèâîäèì

èòåðàöèîííûé àëãîðèòì è àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó äëÿ áûñòðîãî âû÷èñëå-

íèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è àíàëèçèðóåì èõ ìåñòîïîëîæåíèå â C ïî îòíîøå-

íèþ ê êðèâîé R(b). Îòìåòèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ïðåäåëüíûé

ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé êðèâîé ñ âíóòðåííîñòüþ. Ñëó÷àé, êîãäà ïðåäåëüíûé

ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äóãîé áåç âíóòðåííîñòè ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [4, 5℄,
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ïðè÷eì â ðàáîòå [4℄ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷è-

ñåë, à â [5℄ � äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ñëó÷àé ñàìîñîïðÿæeííûõ ò�eïëèöåâûõ

ìàòðèö ðàññìîòðåí â ðàáîòå [6℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ

èñïîëüçóþòñÿ, ïî ñóùåñòâó, áëèçêèå ìåòîäû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ �îðìóë, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ñæàòûõ îòîáðàæåíèé. Ìåòîäû îïèñàíèÿ

ïðåäåëüíûõ ñïåêòðîâ ëåíòî÷íûõ ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö ðàçâèòû â ðàáîòàõ [7, 8℄.
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ÌÎÄÓËÜÍÛÅ ÏÎËÓÒÎ�ÀËÈÍÅÉÍÛÅ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß

È ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÑÒÀÉÍÑÏ�ÈÍ�À

Êàëèíè÷åíêî À. Â.

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÂÍÖ �ÀÍ)

�èëüáåðòîâû C⋆
-ìîäóëè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì êàê ãèëüáåðòîâûõ ïðîñò-

ðàíñòâ, òàê è C⋆
-àëãåáð. Â ïîñëåäíèå ãîäû â ïîëå çðåíèÿ èññëåäîâàòåëåé îêàçà-

ëèñü âïîëíå ïîëîæèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùèå â òàêèõ ìîäóëÿõ. Èç-

âåñòíàÿ òåîðåìà Ñòàéíñïðèíãà î äèëèòàöèè âïîëíå ïîëîæèòåëüíûõ îòîáðàæå-

íèé â C⋆
-àëãåáðàõ íåêîòîðîì ñìûñëå èìååò ìåñòî è äëÿ ãèëüáåðòîâûõ C⋆

-ìî-

äóëåé. Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î C⋆
-àëãåáðàõ è ãèëüáåðòîâûõ C⋆

-ìîäóëÿõ

ìîæíî íàéòè â [1, 2℄.

�àññìîòðèì ãèëüáåðòîâ C⋆
-ìîäóëü V íàä C⋆

-àëãåáðîé A. ×åðåç PA(V ) îáî-
çíà÷èì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ A-ïîëóòîðàëèíåéíûõ �îðì T : V ×V → A.
Ïîÿñíèì áîëåå ïîäðîáíî. T : V ×V → A ÿâëÿåòñÿ A-ïîëóòîðàëèíåéíûõ �îðìîé,
åñëè T � ýòî C-ïîëóòîðàëèíåéíàÿ �îðìà è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ:

T (u, va) = T (u, v)a äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V, a ∈ A; (1)

T (ua, v) = a∗T (u, v) äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V, a ∈ A. (2)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî T ∗(u, v) = T (v, u)∗. Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ �îðìà T íàçûâà-

åòñÿ ýðìèòîâîé èëè ñàìîñîïðÿæåííîé, åñëè T ∗ = T . Ýðìèòîâà ïîëóòîðàëèíåé-
íàÿ �îðìà T íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî u ∈ V âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî T (u, u) > 0. Ìàòðèöà ýðìèòîâûõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ �îðì (Tij(·, ·))
íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà v1, . . . , vn ýëåìåíòîâ ìîäó-
ëÿ V ìàòðèöà (Tij(vi, vj)) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåíòîì àëãåáðû Mn(A).
Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ êâàäðàòíûõ n × n ìàòðèö ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

Mn(P(V )).
Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ C⋆
-àëãåáðà, V � ãèëüáåðòîâ C⋆

-

ìîäóëü íàä C⋆
-àëãåáðîé B, Φ : A → P(V ) � âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå îòîáðàæå-

íèå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ãèëüáåðòîâ C⋆
-ìîäóëü W íàä C⋆

-àëãåáðîé B, ñîïðÿãàå-
ìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð D : V →W , ⋆-ãîìîìîð�èçì ϕ : A→ LB(W ) èç àëãåáðû
A â C⋆

-àëãåáðó ñîïðÿãàåìûõ îïåðàòîðîâ ãèëüáåðòîâà C⋆
-ìîäóëÿ W òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáûõ x ∈ A, u, v ∈ V ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Φ(x)(u, v) = 〈Du, π(x)Dv〉.
Òðîéêà (W,D, π) íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ñòàéíñïðèíãà äëÿ âïîëíå ïî-

ëîæèòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Φ : A → P(V ). ×àñòíûé ñëó÷àé îñíîâíîãî ðåçóëü-

òàòà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ C⋆
-àëãåáðîé, áûë äîêàçàí â ðàáîòå [3℄.
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ÎÖÅÍÊÈ ÑÊÎ�ÎÑÒÈ ÓÁÛÂÀÍÈß ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ Â ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

È ÈÕ Ï�ÈÌÅÍÅÍÈß Â ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅ

Â. Ì. Êàïëèöêèé

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Ïóñòü Ω � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn
, k(x, y) � ìàòðèöà-

�óíêöèÿ ïîðÿäêà m ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûå �óíêöèè, îïðå-

äåëåííûå íà Ω. Ïóñòü E � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, îïðå-

äåëåííûõ íà Ω è

E(m) = E × E × · · · × E.

�àññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(Kϕ)(x) =

∫

Ω

k(x, y)ϕ(y) dy, ϕ ∈ E(m).

Ïóñòü ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå E(m)
. Ìíîãèå âàæíûå âîïðîñû

ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ïîëó÷åíèþ òî÷íûõ îöåíîê ñêî-

ðîñòè óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà K. Â öåëîì

ðÿäå çàäà÷ ÿäðî k(x, y) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåä-

ñòàâëåíèå:

k(x, y) = a(x)k0(x, y)b(y),

ãäå �óíêöèÿ k0(x, y) ëèáî çàâèñèò îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ, ò. å. k0(x, y) =
k(x−y), ëèáî èìååò ðàçíîñòíóþ ìàæîðàíòó, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåêîòîðûì åñòå-

ñòâåííûì óñëîâèÿ óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ òàêèõ èíòåãðàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ �óíêöèè k0 è ñêîðîñòüþ

óáûâàíèÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè îïåðàòîðà K. Ïóñòü S � ÷åòíàÿ ñóáàä-

äèòèâíàÿ �óíêöèÿ:

S(−x) = S(x), S(x+ y) 6 S(x) + S(y).

Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì θ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(Mθϕ)(x) =

∫

Ω

∣∣k(x, y)
∣∣ exp(θS(x− y))ϕ(y) dy

îãðàíè÷åí â E(m)
. Â ýòîì ñëó÷àå (ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ ïðîñòûõ äîïîë-

íèòåëüíûõ óñëîâèé) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè λ íå ïðèíàäëåæèò ñóùåñòâåí-

íîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà K (ò. å. îïåðàòîð K − λI � íåòåðîâ), òî âñå ðåøåíèÿ

ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) óðàâíåíèÿ Kϕ = λϕ äîïóñêàþò îöåíêó

∣∣ϕj(x)
∣∣ 6 Cj exp(−δS(x)).
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Áóäåò ðàññêàçàíî î âûâîäå ýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (m = 1).
Â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå âîçíèêàåò áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé äëÿ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé (ñèñòåìà Êèðêâóäà � Çàëüöáóðãà), êî-

òîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå â íåêîòîðîì áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íîêîìïîíåíòíûõ âåêòîðîâ-�óíêöèé. Çà ñ÷åò ñïåöèàëü-

íîé ñòðóêòóðû îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ýòîò ñëó÷àé âî

ìíîãîì ñâîäèòñÿ ê îäíîêîìïîíåíòíîìó è òàê æå ìîæåò áûòü ðàçîáðàí. Òî÷íîå

çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ δ ïðåäñòàâëÿåò â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå îñîáûé èíòåðåñ,
ïîñêîëüêó ýòà âåëè÷èíà íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ êîððåëÿöèîííîé äëèíîé ξ,
ââîäèìîé â òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ [1℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÊÎÍÔÎ�ÌÍÎ-ÏËÎÑÊÈÕ ÌÅÒ�ÈÊ

1

Ì. Â. Êóðêèíà (�îññèÿ, Õàíòû-Ìàíñèéñê; Þ�Ó),

Å. Ä. �îäèîíîâ (�îññèÿ, Áàðíàóë; Àëò�Ó),

Â. Â. Ñëàâñêèé (�îññèÿ, Õàíòû-Ìàíñèéñê; Þ�Ó)

�àññìàòðèâàåòñÿ êëàññ êîí�îðìíî-ïëîñêèõ ìåòðèê, îïðåäåëåííûõ íà åäè-

íè÷íîé ñ�åðå Sn ⊂ Rn+1
, âèäà ds = |dx|/h2(x), ãäå h(x) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ

äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òðîéêè òî÷åê x1, x, x2 ∈ Sn

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

h(x) 6 h(x1)
‖x2 − x‖
‖x2 − x1‖

+ h(x2)
‖x− x1‖
‖x2 − x1‖

,

ãäå ‖x− y‖ � õîðäîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ñ�åðû, ò. å. h(x) êîí�îðìíî-
âûïóêëàÿ â ñìûñëå ðàáîòû [1℄.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ h∗(y) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

h∗(y) = max
x∈Sn

‖x− y‖√
2h(x)

,

òîãäà ìåòðèêà ds∗ = |dy|/h∗2(x) áóäåò äâîéñòâåííîé (ïîëÿðíîé â ñìûñëå ðàáî-

òû [2]) ê èñõîäíîé ìåòðèêå.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ h∗(y) � êîí�îðìíî-âûïóêëàÿ è h∗∗ = h, êðîìå òîãî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖x− y‖ 6
√
2h(x)h∗(y),

ãäå x, y ∈ Sn
ïðîèçâîëüíûå òî÷êè åäèíè÷íîé ñ�åðû, ‖x− y‖ � õîðäîâîå ðàññòî-

ÿíèå.

Çàìå÷àíèå 1. Íåðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã íåðàâåíñòâà

Þíãà � Ôåíõåëÿ â âûïóêëîì àíàëèçå [3℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÊÓÑÎ×ÍÎ �ËÀÄÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÌÈ ÑÓÌÌÀÌÈ ÔÓ�ÜÅ

È Ñ�ÅÄÍÈÌÈ ÂÀËËÅ ÏÓÑÑÅÍÀ

1

Ì. �. Ìàãîìåä-Êàñóìîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Ïóñòü f(x) � íåêîòîðàÿ ñóììèðóåìàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Äëÿ êàæ-
äîé òàêîé �óíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü ÷àñòè÷íóþ ñóììó Ôóðüå ïîðÿäêà n:

Sn(f, x) =
a0
2

+
n∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx, (1)

ãäå

ak =
1

π

2π∫

0

f(t) cos kt dt, bk =
1

π

2π∫

0

f(t) sin kt dt.

Ñóììû Âàëëå Ïóññåíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñå÷åííûå ñðåäíèå àðè�ìåòè÷å-

ñêèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôóðüå:

V n
m(f, x) =

1

m

m−1∑

k=0

Sn+k(f, x), n > 0, m > 1. (2)

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ëîêàëüíûõ àïïðîêñèìàòèâíûõ

ñâîéñòâàõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ôóðüå è ñðåäíèõ Âàëëå Ïóññåíà ïî íèì

äëÿ êóñî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèé. Ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèé îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×åðåç W r
p ([a, b]) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà,

ñîñòîÿùåå èç r − 1 ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íà [a, b] �óíêöèé f(x),
äëÿ êîòîðûõ f (r−1)(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [a, b], à f (r)(x) ∈ Lp([a, b]). Äà-
ëåå, ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 2π]

Ω =
{
0 = θ0 < θ1 < . . . < θs = 2π

}
.

Ñèìâîëîì ΩW
0,r
p îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé, êîòîðûå

íà êàæäîì îòðåçêå [θi, θi+1] ìîæíî ïðåâðàòèòü â �óíêöèè èçW
r
p ([θi, θi+1]) ïóòåì

ïåðåîïðåäåëåíèÿ èõ çíà÷åíèé íà êîíöàõ ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà. Ëîêàëüíûå

àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ôóðüå è ñðåäíèõ Âàë-

ëå Ïóññåíà ïî íèì äëÿ �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà ΩW
0,r
p èññëåäîâàíû â ðàáî-

òàõ [1, 2℄. Â íèõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóììû Ôóðüå è ñðåäíèå Âàëëå Ïóññåíà âäàëè

îò òî÷åê ðàçáèåíèÿ Ω ïðèáëèæàþò óêàçàííûå �óíêöèè ñî ñêîðîñòüþ

1
n è

1
nm ñî-

îòâåòñòâåííî. Ïðèâåäåííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷øàåìûìè ïî ïîðÿäêó, åñëè

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 16-01-00486 a.
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ðàññìàòðèâàòü âñå ïðîñòðàíñòâî ΩW
0,r
p , êîòîðîå, îòìåòèì, ñîäåðæèò è ðàçðûâ-

íûå �óíêöèè. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ f(x) = sign sinx ∈ ΩW
0,r
p äëÿ Ω = {0, π, 2π}

ïðè ëþáûõ r, p > 0. Òóò âîçíèêàåò âïîëíå åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, íåëüçÿ

ëè óëó÷øèòü óïîìÿíóòûå îöåíêè, åñëè ñóçèòü ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî,

îãðàíè÷èâøèñü, ê ïðèìåðó, òîëüêî íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè èç ΩW
0,r
p . Îòâåò

äàí â ïðèâåäåííîé íèæå òåîðåìå, äëÿ �îðìóëèðîâêè êîòîðîé íàì ïîíàäîáèò-

ñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: ÷åðåç ΩW
q,r
p îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç

2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé f(x) ∈ W q
p , q-ÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ f (q)(x) ïðè-

íàäëåæèò ΩW
0,r
p .

Òåîðåìà. Äëÿ �óíêöèé f(x) ∈ ΩW
q,3
1 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà îñòàò-

êà ïðè ïðèáëèæåíèè ñðåäíèìè Âàëëå Ïóññåíà:

∣∣f(x)− V n
m(f, x)

∣∣ 6 c(f, s, ε)

(n+ 1)q+1m
, x ∈

s⋃

i=1

[
θi−1 + ε, θi − ε

]
.

Çàìå÷àíèå. Ïðè m = 1 òåîðåìà äàåò îöåíêó äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôóðüå.
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ÈÍÒÅ�ÏÎËÈ�ÓÞÙÀß ÔÓÍÊÖÈß À. Ô. ËÅÎÍÒÜÅÂÀ

È ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÅ ÏÎÄÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ�Î ÑÄÂÈ�À ÂËÅÂÎ

Ñ. Í. Ìåëèõîâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Ïóñòü Q � âûïóêëîå ëîêàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî C (ñì. [1℄), 0 ∈ Q.
Ñèìâîë H(Q) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ðîñòêîâ âñåõ �óíêöèé, àíàëèòè÷å-

ñêèõ íà Q, ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé òîïîëîãèåé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

ϕ 7→ ϕt(e
tz), z ∈ C, óñòàíàâëèâàåò òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîð�èçì ìåæäó ñèëüíûì

ñîïðÿæåííûì ê H(Q) è íåêîòîðûì ñ÷åòíûì èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì E âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ (â C) �óíêöèé. Äëÿ �óíêöèè g0 ∈ E, g0(0) = 1,
îïåðàòîð îáîáùåííîãî ñäâèãà âëåâî (îïåðàòîð Ïîììüå)

D0, g0(f)(t) :=





f(t)− g0(t)f(0)

t
, t 6= 0,

f ′(0)− g′0(0)f(0), t = 0,

f ∈ E, ëèíåéíî è íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò E â E. Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü î ñîá-

ñòâåííûõ çàìêíóòûõ D0,g0-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ E äëÿ �óíêöèè g0,
èìåþùåé íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà íóëåé. Ïîëîæèì eλ(z) := eλz , λ, z ∈ C. Äëÿ

n > 0 ñèìâîë C[z]n îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì C

ñòåïåíè íå âûøå n. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. Ïóñòü g0 = Peλ, ãäå λ ∈ Q, à P � ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî P (0) = 1;
D(P ) � ìíîæåñòâî âñåõ äåëèòåëåé q ìíîãî÷ëåíà P , äëÿ êîòîðûõ q(0) = 1.

(i) qE ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çàìêíóòûì D0,g0-èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì E äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà q ∈ D(P ) ñòåïåíè íå ìåíüøå 1.
(ii) qeλC[z]n ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çàìêíóòûì D0,g0-èíâàðèàíòíûì ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì E äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà q ∈ D(P ) è ëþáîãî n > max(0,deg(P ) −
deg(q)− 1).

(iii) Äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çàìêíóòîãî D0,g0-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðî-

ñòðàíñòâà H ïðîñòðàíñòâà E ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí q ∈ D(P ) ñòåïåíè íå

ìåíüøå 1 òàêîé, ÷òî H = qE, èëè íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåí q ∈ D(P ) è

n > max(0,deg(P )− deg(q)− 1), äëÿ êîòîðûõ H = qeλC[z]n.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ïðèìåíÿåòñÿ îïèñàíèå öèêëè÷åñêèõ âåê-

òîðîâ îïåðàòîðà D0,g0 â E, ïîëó÷åííîå ïðè ñóùåñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè èíòåð-

ïîëèðóþùåé �óíêöèè À. Ô. Ëåîíòüåâà ωf . Ïóñòü K � âûïóêëûé êîìïàêò â C,

0 ∈ K. Äëÿ öåëîé �óíêöèè f ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà
êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â K, ñîãëàñíî [4℄,

ωf (z, x) :=
1

2πi

∫

C

γ(t)

t∫

0

x(t− ξ)eξzdξ, x ∈ H(K).
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Çäåñü C � âûïóêëûé êîíòóð, ñîäåðæàùèé K â ñâîåé âíóòðåííîñòè è òàêîé,

÷òî �óíêöèÿ x àíàëèòè÷íà íà çàìûêàíèè åãî âíóòðåííîñòè; γ � �óíêöèÿ, àñ-

ñîöèèðîâàííàÿ ïî Áîðåëþ ñ f . Âàæíóþ ðîëü èãðàåò òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè,

äîêàçàííàÿ À. Ô. Ëåîíòüåâûì (ñì. [4℄): åñëè f èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé è

�óíêöèÿ

ωf (z,x)
f(z) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî z, òî x = 0.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Î. À. Èâàíîâîé è îïóáëèêîâàíû

â ðàáîòàõ [2, 3℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÅ ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÛÅ ∗-ÏÎÄÀË�ÅÁ�Û
ÀË�ÅÁ� ËÎÊÀËÜÍÎ ÈÇÌÅ�ÈÌÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

Ì. À. Ìóðàòîâ (�îññèÿ, Ñèì�åðîïîëü; ÊðûìÔÓ),

Þ. Ñ. Ïàøêîâà (�îññèÿ, Ñèì�åðîïîëü; ÊðûìÔÓ),

Â. È. ×èëèí (Óçáåêèñòàí, Òàøêåíò; ÍÓÓç)

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà �îí Íåéìàíà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,

äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, (LS(M), t(M)) � òîïîëîãè÷å-

ñêàÿ ∗-àëãåáðà ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê M, ãäå

t(M) � òîïîëîãèÿ ñõîäèìîñòè ëîêàëüíî ïî ìåðå. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæå-

ñòâà N ⊂ LS(M) îáîçíà÷èì ÷åðåç N ′
êîììóòàíò ïîäìíîæåñòâà N â àëãåáðå

LS(M). Â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå â òîïîëîãèè t(M) êîììóòàòèâ-
íûå ∗-ïîäàëãåáðû N â LS(M), ñàìîñîïðÿæåííûå ÷àñòè êîòîðûõ Nh = {T ∈ N :
T ∗ = T} íå ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ðåøåòêàìè îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà,
èíäóöèðîâàííîãî èç LS(M)h.

Òåîðåìà 1. Åñëè N ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ∗-ïîäàëãåáðà â LS(M),
òî Nh ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé.

Òåîðåìà 2. Åñëè M � êîíå÷íàÿ àëãåáðà �îí Íåéìàíà è N ìàêñèìàëü-

íàÿ êîììóòàòèâíàÿ ∗-ïîäàëãåáðà â LS(M), òî Nh � ðàñøèðåííàÿ âåêòîðíàÿ

ðåøåòêà.

Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ∗-ïîäàëãåáðû N
â LS(M) âåêòîðíàÿ ðåøåòêà Nh ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííîé, òî M � êîíå÷íàÿ àë-

ãåáðà �îí Íåéìàíà.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÍÅÑÒÀÍÄÀ�ÒÍÀß ×ÀÑÒÈ×ÍÀß ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÈÑÒÜ

Â ÒÅÎ�ÈÈ ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÒÅÏËÈÖÀ

À. Ý. Ïàñåí÷óê

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïóñòü Γ = {ξ ∈ C : |ξ| = 1}, Γ2 = Γ × Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(Γ
2) è W (Γ2)

ñòàíäàðòíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà òîðå Γ2

�óíêöèé è �óíêöèé ñ àáñîëþòíî ñóììèðóåìûìè êîý��èöèåíòàìè Ôóðüå ñî-

îòâåòñòâåííî. Ïóñòü L++
2 (Γ2) ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ

L2(Γ
2), àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìûõ â îáëàñòü {(ξ, η) ∈ C2 : |ξ| < 1, |η < 1|},

à P++
� îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî L++

2 (Γ2).
�àññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð Òåïëèöà Ta : L++

2 (Γ2) → L++
2 (Γ2), (Taφ)(ξ, η) =

P++a(ξ, η)φ(ξ, η), (ξ, η) ∈ Γ2
, ãäå �óíêöèÿ a(ξ, η) ∈W (Γ2) íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì

îïåðàòîðà Ta. È. Á. Ñèìîíåíêî [1℄ ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êðèòåðèé íåòåðîâîñòè:

îïåðàòîð Ta íåòåðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñèìâîë óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì

a(ξ, η) 6= 0, (ξ, η) ∈ Γ2; ind
ξ
a(ξ, η) = ind

η
a(ξ, η) = 0.

Èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû È. Á. Ñèìîíåíêî âûòåêàåò �àêòîðèçàöèÿ

ñèìâîëà a(ξ, η) = a−−(ξ, η)a−+(ξ, η)a+−(ξ, η)a++(ξ, η). À ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

âëå÷åò çà ñîáîé ïðåäñòàâëåíèå Ta = Ta−−Ta+−a−+Ta++ , íàçûâàåìîå ÷àñòè÷íîé

ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà îáðàòèìîñòü îïåðàòîðîâ Ta−±± ,

ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî íå äàåò äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà Ta
â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì ïîëó-

÷åíèå äðóãèõ ïîäîáíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîçâîëÿþùèõ èññëåäîâàòü îïåðàòîð Ta.
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå êëàññû ñèìâîëîâ, äëÿ êîòîðûõ òà-

êèå ïðåäñòàâëåíèÿ èìåþò ìåñòî.

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèÿ a(ξ, η) = a•−(ξ, η)ηn (a(ξ, η) = a•+(ξ, η)η−n), ãäå
a•±(ξ, η) ∈ W (Γ2), àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â îáëàñòü {η ∈ C : |η| > 1}
({η ∈ C : |η| < 1}) ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì ξ ∈ Γ, ïîðîæäàåò íåòåðîâ îïå-

ðàòîð Òåïëèöà â ïðîñòðàíñòâå L++
2 (Γ2). Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Ta = Tη−nTa−−Ta−+Ta++Ta+−Tηn (Ta = Tη−nTa−+Ta−−Ta+−Ta++Tηn),

ãäå a±∓(ξ, η) � êîìïîíåíòû êàíîíè÷åñêîé �àêòîðèçàöèè �óíêöèè a(ξ, η) â àë-
ãåáðå W (Γ2).

Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâî, îïèñàííîå â òåîðåìå, áóäåì íàçûâàòü íåñòàíäàðòíîé

÷àñòè÷íîé ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ.

Ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â òåîðåìå, óðàâíåíèå Taφ = f ,
ïðèâîäèòñÿ ê ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå èç n óðàâíåíèé. Îïåðàòîð, ïîðîæäàåìûé

ýòîé ñèñòåìîé, äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå (L+(Γ))n è ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìàòðè÷-

íîãî òåïëèöåâà è âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ

ðàâíîñèëüíîãî ðåãóëÿðèçàòîðà, âûïèñûâàåìîãî ÷åðåç êîìïîíåíòû êàíîíè÷åñêîé

�àêòîðèçàöèè ìàòðè÷íîãî ñèìâîëà. Ïðè n = 1 ðåãóëÿðèçàòîð âûïèñûâàåòñÿ â

ÿâíîé �îðìå.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÌÈ

ÂÅÉÂËÅÒ-�ßÄÀÌÈ ×ÅÁÛØÅÂÀ ÂÒÎ�Î�Î �ÎÄÀ

Ì. Ñ. Ñóëòàíàõìåäîâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ �ÀÍ)

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈f, g〉 =
1∫

−1

f(x)g(x)w(x) dx, ãäå w(x) =
√

1− x2.

Ïóñòü L2,w([−1; 1]) � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé f(x) òà-
êèõ, ÷òî 〈f, f〉 <∞.

Äëÿ ëþáûõ n = 1, 2, . . . ìàñøòàáèðóþùåé �óíêöèåé ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà

íàçîâåì ïîëèíîì âèäà

φn,k(x) =

n∑

j=0

Uj(x)Uj

(
ξ
(n+1)
k

)
(k = 0, 1, . . . , n),

è âåéâëåò-�óíêöèåé ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà ïîëèíîì

ψn,k(x) =

2n∑

j=n+1

Uj(x)Uj

(
ξ
(n)
k

)
(k = 0, 1, . . . , n− 1),

ãäå Un(x) = sin((n+1) arccos x)√
1−x2

� ïîëèíîì ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà, ξ
(n)
k =

cos π(k+1)
n+1 � åãî k-é íîëü.

Â ðàáîòå [1℄ äîêàçàíî, ÷òî {φn,k(x)}nk=0 è {ψn,k(x)}n−1
k=0 îðòîãîíàëüíû â

L2,w([−1; 1]) ïðè âñåõ n = 1, 2, . . ., è ïîñòðîåí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ{
φ̂0,0(x), φ̂0,1(x), ψ̂0,0(x), ψ̂1,0(x), . . . , ψ̂m,0(x), ψ̂m,1(x), . . .

}
. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

�óíêöèè f(x) ∈ L2,w([−1; 1]) ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

f(x) = â0φ̂0,0(x) + â1φ̂0,1(x) +

∞∑

j=0

2j−1∑

k=0

b̂j,kψ̂j,k(x). (1)

Â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàí íåäîñòàòîê â ñâîéñòâàõ ñõîäèìîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿ-

äà (1) ê èñõîäíîé �óíêöèè f(x), ñâÿçàííûé ñî ñâîéñòâàìè ñàìèõ ïîëèíîìîâ

×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà. Ïðåäëîæåí ìîäè�èöèðîâàííûé ñïåöèàëüíûé âåéâëåò-

ðÿä ñî ñâîéñòâîì ¾ïðèëèïàíèÿ¿:

f(x) = c(f, x) +
(
1− x2

)[
ã0φ̂0,0(x) + ã1φ̂0,1(x) +

∞∑

j=0

2j−1∑

k=0

b̃j,k ψ̂j,k(x)

]
, (2)
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ãäå

c(f, x) =
f(−1) + f(1)

2
− f(−1)− f(1)

2
x.

Èññëåäîâàíû àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ÷àñòè÷íûõ ñóìì òàêîãî ñïåöèàëü-

íîãî âåéâëåò-ðÿäà âèäà

Ṽ2m(f, x) = c(f, x) +
(
1− x2

)[
ã0φ̂0,0(x) + ã1φ̂0,1(x) +

m−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

b̃j,k ψ̂j,k(x)

]
.

Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (−1, 1) ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà

c > 0 òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣f(x)− Ṽ2m(f, x)
∣∣ 6 cE2m+2(f)

(
1 + ln

(
1 +

(
2m + 2

)√
1− x2

))
.

Òîãäà êàê íà êîíöàõ îòðåçêà [−1, 1] çíà÷åíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (2) ñîâïàäà-

þò ñî çíà÷åíèÿìè èñõîäíîé �óíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ: Ṽ2m(f,±1) = f(±1). Çäåñü
En(f) � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå �óíêöèè f(x) ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæåíî èçó÷åíèå àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ðÿ-

äà (2), ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà èññëåäîâàíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì áîëåå îáùåãî âèäà

Ṽn
2m(f, x) = c(f, x) +

(
1− x2

)[
ã0φ̂0,0(x) + ã1φ̂0,1(x) +

m−1∑

j=0

n∑

k=0

b̃j,k ψ̂j,k(x)

]
.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñóëòàíàõìåäîâ Ì. Ñ. Àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà âåéâëåò-ðÿäîâ ×åáûøåâà âòîðîãî
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÑÏÅÊÒ� ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÝÍÅ��ÈÈ Ò�ÅÕÝËÅÊÒ�ÎÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â Ï�ÈÌÅÑÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÕÀÁÁÀ�ÄÀ

Ñ. Ì. Òàøïóëàòîâ

(Óçáåêèñòàí, Òàøêåíò; ÍÓÓç)

�àññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð ýíåðãèè òðåõýëåêòðîííûõ ñèñòåì â ïðèìåñíîé ìî-

äåëè Õàááàðäà è îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà è äèñêðåòíûé

ñïåêòð ñèñòåìû. �àìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìûé ñèñòåì èìååò âèä

H = A
∑

m,γ

a+m,γ am,γ +B
∑

m,τ,γ

a+m,γ am+τ,γ +

+U
∑

m

a+m,↑ am,↑ a
+
m,↓ am,↓ + (A0 −A)

∑

γ

a+0,γ a0,γ +

+(B0 −B)
∑

τ,γ

(
a+0,γ aτ,γ + a+τ,γ a0,γ

)
+ (U0 − U)a+0,↑ a0,↑ a

+
0,↓ a0,↓.

(1)

Çäåñü A (A0) � ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ðåãóëÿðíîì (ïðèìåñíîì) óçëå ðåøåòêå,

B (B0) � èíòåãðàë ïåðåõîäà ìåæäó ýëåêòðîíàìè (ìåæäó ýëåêòðîíîì è ïðèìå-

ñüþ) â ñîñåäíûõ óçëàõ, è ñóììèðîâàíèå ïî τ âåäåòñÿ ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì,

U (U0) � ïàðàìåòð âíóòðèóçëîâîãî Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ýëåê-

òðîíîâ â ðåãóëÿðíûõ (ïðèìåñíûõ) óçëàõ, γ � ñïèíîâûé èíäåêñ, γ =↑ èëè γ =↓,
a+m,γ è am,γ � ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà â

óçëå m ∈ Zν . Ïîëîæèì ε1 = A0 −A, ε2 = B0 −B è ε3 = U0 − U.
Â òðåõýëåêòðîííûõ ñèñòåìàõ ñóùåñòâóåò îäíî êâàðòåòíîå è äâà äóáëåòíûõ

ñîñòîÿíèÿ [1℄. �àìèëüòîíèàí H äåéñòâóåò â àíòèñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå Ôî-

êà Has. Ïóñòü ϕ0 âàêóóìíûé âåêòîð â Has. Ïåðâîìó äóáëåòíîìó ñîñòîÿíèþ ñî-

îòâåòñòâóþò áàçèñíûå �óíêöèè

1d
1/2
m,n,p = a+m↑a

+
n↓a

+
p↑ϕ0. Ïîäïðîñòðàíñòâî H̃d

1, îò-
âå÷àþùåå ïåðâîìó äóáëåòíîìó ñîñòîÿíèþ, ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ âñåõ âåêòîðîâ

âèäà

ψ =
∑

m,n,p∈Zν

f̃(m,n, p) 1d1/2m,n,p, f̃ ∈ las2 ,

ãäå las2 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì àíòèñèììåòðè÷åñêèõ �óíêöèé èç ïðîñòðàí-

ñòâå l2((Z
ν)3).

Òåîðåìà 1. Ïîäïðîñòðàíñòâî H̃d
1 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà H, è ñóæåíèå Hd
1 îïåðàòîðà H íà H̃d

1 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñà-

ìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Îí ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé

îïåðàòîð H
d
1 , äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå las2 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

F : l2
(
(Zν)3

)
→ L2

(
(T ν)3

)
≡ H̃d

1,
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ãäå T ν
� ν-ìåðíûé òîð. Ïîëîæèì H̃d

1 = FH d
1F−1. Â êâàçèèìïóëüñíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè îïåðàòîð H
d
1 äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå Las

2 ((T ν)3) ïî �îðìóëå

(
H̃d

1 f̃
)
(x, y, z) = 3Af̃(x, y, z) + 2B

ν∑

i=1

[cos xi + cos yi + cos zi] f̃(x, y, z)+

+U

∫

T ν

[
f̃(s, x+ y − s, z) + f̃(x, s, y + z − s)

]
ds+ ε1

∫

T ν

[
f̃(s, y, z)+

+ f̃(x, s, z) + f̃(x, y, s)
]
ds+ 2 ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

{
[cos si + cos xi] f̃(s, y, z) ds+

+ [cos si + cos yi] f̃(x, s, z) ds + [cos si + cos zi] f̃(x, y, s) ds
}
+

+ ε3



∫

T ν

∫

T ν

f̃(s, t, z) ds dt+

∫

T ν

∫

T ν

f̃(x, t, ξ) dt dξ


 ,

(2)

ãäå Las
2 � ïîäïðîñòðàíñòâî àíòèñèììåòðè÷åñêèõ �óíêöèé èç L2((T

ν)3).

Îïåðàòîð H̃d
1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå H̃d

1 = H̃s
2 ⊗ I1 + I2 ⊗ H̃1, ãäå

(
H̃1f

)
(x) =

{
A+2B

ν∑

i=1

cosxi

}
f̃(x)+ε1

∫

T ν

f̃(s)ds+2ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

[cos si+cos xi]f̃(s)ds,

(
H̃s

2f
)
(x, y) =

{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos xi + cos yi]

}
f(x, y) + U

∫

T ν

f(s, x+ y − s) ds+

+ ε1

∫

T ν

f̃(x, t) dt + U

∫

T ν

f(s, y + z − s) ds + ε1

∫

T ν

f̃(s, y) ds+

+2 ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

[cos xi + cos si] f̃(s, y) ds + ε3

∫

T ν

∫

T ν

f̃(s, t) ds dt+

+2 ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

[cos yi + cos ti] f̃(x, t) dt + ε3

∫

T ν

∫

T ν

f̃(t, ξ) dt dξ,

I1 è I2− ñîîòâåòñòâóþùèå åäèíè÷íûå îïåðàòîðû.

Íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòîðà H̃1 ñîñòîèò èç îòðåçêà σcont(H̃1) =
[A− 2Bν,A+ 2Bν]. Îïåðàòîð H̃1 èìååò íå áîëåå äâóõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì z1 < A − 2B è z2 > A + 2B. À îïåðàòîð H̃s
2 ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå H̃s
2 = H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 +K, ãäå K ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì îïå-

ðàòîðîì. Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà H̃s
2 ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèé òðåõ îò-

ðåçêîâ è îí èìååò íå áîëåå ïÿòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñëåäóþùèå òåîðåìà

îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòî-

ðà H̃d
1 . Ïóñòü N � êîëè÷åñòâî òðåõýëåêòðîííûõ ïðèìåñíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû,

P = −B +
√
B2 + 1

2Bε1, M = −B +
√
B2 − 1

2Bε1, R = −B −
√
B2 + 1

2Bε1,

Q = −B +
√
B2 − 1

2Bε1.
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Òåîðåìà 2. 1. Åñëè ν = 1, 0 < ε1 6 2B è M < ε2 < Q, òîãäà ñóùåñòâåí-

íûé ñïåêòð îïåðàòîðà H̃d
1 ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå âîñüìè îòðåçêîâ

σess(H̃
q) = [2z1 +A− 2B, 2z1 +A+2B]∪ [z1 +2A− 4B, z1 +2A+4B]∪ [z1 + z2 +

A − 2B, z1 + z2 + A + 2B] ∪ [2z2 + A− 2B, 2z2 + A + 2B] ∪ [3A − 6B, 3A + 6B] ∪
[z2+2A− 4B, z2+A+4B]∪ [z3+A− 2B, z3+A+2B]∪ [z4+A− 2B, z4+A+2B],
è âåðíû íåðàâåíñòâà 4 6 N 6 8. Ïðè ýòîì z1 < A − 2B è z2 > A + 2B ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà H̃1, z3 è z4 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà H̃s
2 (òî æå âåðíî è â ïï. 2�4).

2. Åñëè ν = 1, 0 < ε1 6 2B è R < ε2 < M, òîãäà ñóùåñòâåííûé

ñïåêòð îïåðàòîðà H̃d
1 ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ïÿòè îòðåçêîâ σess(H̃

q) =
[2z1 +A− 2B, 2z1 +A+ 2B]∪ [z1 +2A− 4B, z1 +2A+4B]∪ [3A− 6B, 3A+6B]∪
[z3 + 2A− 4B, z3 + 2A+ 4B] ∪ [z4 + 2A− 4B, z4 + 2A+ 4B], è âåðíû íåðàâåíñòâà

1 6 N 6 3.
3. Åñëè ν = 1, 0 < ε1 6 2B è Q < ε2 < P, òîãäà ñóùåñòâåííûé ñïåêòð

îïåðàòîðà H̃d
1 ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ïÿòè îòðåçêîâ σess(H̃

q) =
[2z2 +A− 2B, 2z2 +A+ 2B]∪ [z2 +2A− 4B, z2 +2A+4B]∪ [3A− 6B, 3A+6B]∪
[z3 + 2A− 4B, z3 + 2A+ 4B] ∪ [z4 + 2A− 4B, z4 + 2A+ 4B], è âåðíû íåðàâåíñòâà

1 6 N 6 3.
4. Åñëè ν = 1, 0 < ε1 6 2B è ε2 < P èëè ε2 > P , òîãäà ñóùåñòâåííûé

ñïåêòð îïåðàòîðà H̃d
1 ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå òðåõ îòðåçêîâ σess(H̃

q) =
[3A− 6B, 3A+ 6B] ∪ [z3 + 2A− 4B, z3 + 2A+ 4B] ∪ [z4 + 2A− 4B, z4 + 2A+ 4B],
è âåðíû íåðàâåíñòâà 0 6 N 6 2.

Ëèòåðàòóðà

1. Òàøïóëàòîâ Ñ. Ì. Î ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâàõ òðåõýëåêòðîííûõ ñèñòåì â ìîäåëè Õàá-

áàðäà // Òåîðåò. è ìàò. �èçèêà.�2014.�Ò. 179 (3).�Ñ. 387�405.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

HARDY OPERATORS IN GRAND LEBESGUE SPACES

S. Umarkhadzhiev

(Russia, Grozny; Che
hen AS)

Grand Lebesgue spa
es on sets of in�nite measure are de�ned with using an

additional 
hara
teristi
 a(·) 
alled a grandizer. Conditions on the grandizer a(x) for
the Hardy operators to be bounded in the grand Lebesgue spa
es L

(p)
a (Rn) are found,

and the lower and upper estimates for a sharp 
onstant in the one-dimensional and

multidimensional Hardy inequalities are given in dependen
e on the grandizer. For

some spe
ial 
hoi
e of the grandizer it is proved that this sharp 
onstant is equal to

the sharp 
onstant for the 
lassi
al Lebesgue spa
es.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÎÄÍÎÂ�ÅÌÅÍÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ �ÀÇÄÅËÅÍÍÎÉ

�ÀÇÍÎÑÒÈ ÍÅÒÎ×ÍÎ ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ

ÏÎ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÞ ÔÓ�ÜÅ Â Ñ�ÅÄÍÅÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÎÉ ÍÎ�ÌÅ

Ñ. À. Óíó÷åê

(�îññèÿ, Ìîñêâà; �ÀÍÕè�Ñ)

Ïóñòü n ∈ N. �àññìîòðèì êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Wn
2,h = {x ∈

l2,h(Z) : ‖∆n
hx‖l2,h(Z) 6 1}. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x =

{xj}j∈Z ∈ l2,h(Z) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ (Fx)(ω) = h
∑

j∈Z xje
−ijhω ∈ L2([−π/h, π/h]),

à îïåðàòîðà ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà � �óíêöèÿ (F∆1
hx)(ω) =

h
∑

j∈Z
xj+1−xj

h e−ijhω = eihω−1
h (Fx)(ω), ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îïåðàòîðà ðàç-

äåëåííîé ðàçíîñòè ïîðÿäêà m � �óíêöèÿ (F∆m
h x)(ω) =

(eihω−1)m

hm (Fx)(ω).
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îäíîâðåìåííîãî îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ

âñåõ ðàçíîñòåé (∆1
hx,∆

2
hx, . . . ,∆

n−1
h x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ Wn

2,h, ïðè óñëî-

âèè, ÷òî åe ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà îòðåçêå [−σ;σ], 0 6 σ 6 π/h, íàì èçâåñòíî

ñ òî÷íîñòüþ äî δ : ‖Fx(ω)− y(ω)‖L2([−σ;σ]) 6 δ, δ > 0.
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ

ϕ(y) = (ϕ1(y), ϕ2(y), . . . , ϕn−1(y)), ϕk(y) : L2([−σ;σ]) → l2,h(Z), 1 6 k 6 n− 1.
Îáîçíà÷èì ∆ = (∆1,∆2, . . . ,∆n−1).
Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e
(
Wn

2,h, F, ∆, δ, ϕ
)
= sup

x∈Wn
2,h, y∈L2([−σ;σ]),

‖Fx(ω)−y(ω)‖L2([−σ;σ])6δ

√√√√
n−1∑

k=1

pk
∥∥∆k

hx− ϕk(y)
∥∥2
l2,h(Z)

.

Çäåñü p = (p1, p2, . . . , pn−1), pk > 0, 1 6 k 6 n − 1, � âåñîâûå êîý��èöèåíòû,

âàðüèðóÿ êîòîðûå ìîæíî îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå áîëåå òî÷íîìó âîññòàíîâëåíèþ

îïåðàòîðà êàêîé-ëèáî ðàçíîñòè.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E
(
Wn

2,h, F, ∆, δ
)
= inf

ϕ:L2([−σ;σ])→(l2, h(Z))n
e
(
Wn

2,h, F, ∆, δ, ϕ
)
.

Ìåòîä ϕ̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçîâåì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì.

Ïóñòü x � êîðåíü óðàâíåíèÿ

n−1∑

k=1

pkx
k =

n−1∑

k=1

pk
k

n

(
2π

δ2

) k−n
n

xn,

σ̂ =





2

h
arcsin

h
√
x

2
,

√
x <

2

h
,

π

h
,

√
x >

2

h
,

t(ω) =
4 sin2

ωh

2
h2

, ωσ = t(σ).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü n ∈ N, δ > 0. Òîãäà

E
(
Wn

2,h, F, ∆, δ
)
=





(
n−1∑
k=1

pkω
k
σ

(
δ2

2π

(
k

n

) k
n−k n− k

n
+ ω−n

σ

))1/2

, σ < σ̂,

(
n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n

)1/2

, σ > σ̂.

Âñå ìåòîäû

ϕ̂k(y) =

{
∆k

hF
−1 (αk(ω)y(ω)), ω ∈ (−σ;σ),

0, ω /∈ (−σ;σ),

ãäå

αk(ω) =





λ̂1 + θk(ω)

λ̂1 + λ̂2tn(ω)
, ω ∈ (−σ;σ),

0, ω /∈ (−σ;σ),
à θk(·) äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ (−σ;σ), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

n−1∑

k=1

pkt
k(ω)

∣∣θk(ω)
∣∣2 6 λ̂1λ̂2t

n(ω)

(
λ̂1 + λ̂2t

n(ω)−
n−1∑

k=1

pkt
k(ω)

)
,

â êîòîðîì

λ̂1 =





n−1∑
k=1

pkω
k
σ

(
k

n

) k
n−k

(
1− k

n

)
, σ < σ̂,

n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)− k
n
(
1− k

n

)
, σ > σ̂,

λ̂2 =





n−1∑
k=1

pkω
k−n
σ , σ < σ̂,

n−1∑
k=1

pk
k

n

(
δ2

2π

)n−k
n

, σ > σ̂,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Ëèòåðàòóðà

1. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ �. �., Îñèïåíêî Ê. Þ. Êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíîâèòü �óíêöèþ

ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó // Ìàò. çàìåòêè.�2012.�Ò. 92, � 1.�Ñ. 59�67.

2. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ �. �., Îñèïåíêî Ê. Þ. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ îïåðà-

òîðîâ ïî íåòî÷íîé èí�îðìàöèè // Ìàò. �îðóì. Ò. 3. Èññëåäîâàíèÿ ïî ìàò. àíàëèçó.�

Âëàäèêàâêàç: ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, 2009.�Ñ. 158�192.�(Èòîãè íàóêè. ÞÔÎ).

3. Óíó÷åê Ñ. À. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé ïî íåòî÷íî çàäàííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè // Äè�. óðàâíåíèÿ.�2015.�Ò. 51, � 7.�Ñ. 951�957.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÂÎÏ�ÎÑÛ ÒÅÎ�ÈÈ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈß

Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ËÅÁÅ�À Ñ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÌ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÌ

Ò. Í. Øàõ-Ýìèðîâ

(�îññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ �ÀÍ)

Ïóñòü E = [−π, π], p(x) � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ, w(x) �
íåîòðèöàòåëüíàÿ ïî÷òè âñþäó ïîëîæèòåëüíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñóììèðóåìàÿ

�óíêöèÿ. ×åðåç L
p(x)
2π,w îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé f = f(x) òàêèõ, ÷òî
∫

E

∣∣f(x)
∣∣p(x)w(x) dx <∞.

Ïðè óñëîâèè, êîãäà 1 6 p(T ) 6 p(T ) < ∞ (p(B) = ess inf
x∈B

p(x), p(B) =

ess sup
x∈B

p(x)), ïðîñòðàíñòâî L
p(x)
2π,w íîðìèðóåìî (ñì. [1℄) è îäíà èç ýêâèâàëåíòíûõ

íîðì ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥∥f
∥∥
p(·),w = inf

{
α > 0 :

∫

E

∣∣∣f(x)
α

∣∣∣
p(x)

w(x) dx 6 1

}
.

Ïóñòü λ > 0, ∆λ =
[
− 1

2λ ,
1
2λ

]
,

Kλ(x) =

{
λ, x ∈ ∆λ,

0, x ∈ [−π, π]\∆λ.

Ïðîäîëæèì Kλ(x) 2π-ïåðèîäè÷åñêè íà (−∞,∞). Îïåðàòîðû Ñòåêëîâà Sλ îïðå-
äåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

Sλ(f) = (Sλ(f))(x) =

π∫

−π

f(t+ x)Kλ(t) dt.

×åðåç Sλ,τ (f) îáîçíà÷èì ñäâèãè îïåðàòîðîâ Ñòåêëîâà

Sλ,τ (f)(x) = Sλ(f)(x+ τ).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà âåñ w, ïðè êîòîðûõ ðàâíîìåð-

íî îãðàíè÷åíî ñåìåéñòâî ñäâèãîâ îïåðàòîðîâ Ñòåêëîâà {Sλ,τ (f)}16λ<∞, |τ |6π/λγ
,

0 < γ 6 1.

Ëèòåðàòóðà

1. Øàðàïóäèíîâ È. È.Î òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Lp(t)([0, 1]) // Ìàò. çàìåòêè.�1979.�Ò. 26,

� 4.�Ñ. 613�632.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ ÎÁ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÀÕ

ÌÅÆÄÓ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÎÍÍÛÌÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÌÈ

Ì. À. Øóáàðèí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïðîáëåìà îïèñàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñâîéñòâ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ áû-

ëà ñ�îðìóëèðîâàíà â [1, 2℄ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âîïðîñ C. Ïóñòü äàíû èíòåðïîëÿöèîííûå ïàðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

X = [X0,X1] è Y = [Y0, Y1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T : X0 + X1 → Y0 + Y1 � ïðî-

èçâîëüíûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî îïåðàòîð T : X0 → Y0
êîìïàêòåí è T : X1 → Y1 íåïðåðûâåí. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îïåðàòîð

T : [X0,X1]τ → [Y0, Y1]τ êîìïàêòåí?

Âîïðîñ C2. Êðîìå ïðåäïîëîæåíèé, ñäåëàííûõ â âîïðîñå C, ïðåäïîëàãàåòñÿ
êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà T : X1 → Y1. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îïåðàòîð

T : [X0,X1]τ → [Y0, Y1]τ êîìïàêòåí?

Â ñ�îðìóëèðîâàííûõ âûøå âîïðîñàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî [X0,X1]τ ïðîñò-

ðàíñòâî, ïîñòðîåííîå ïî ïàðå [X0,X1], ìåòîäîì êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì íà èäå-

àë îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â êàòåãîðèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïàð ïðîñòðàíñòâ

Ôðåøå ñ îáùèì àáñîëþòíûì áàçèñîì.

Â [3℄ áûë ïîñòðîåí èíòåðïîëÿöèîííûé �óíêòîð, îïðåäåëåíûé íà ýòîé êàòå-

ãîðèè, äëÿ êîòîðîãî îòâåò íà âîïðîñ C2 áóäåò îòðèöàòåëüíûì.

Ëèòåðàòóðà

1. Cwikel M., Kalton N. J. Interpolation of Compa
t Operators by the Methods of Calderon

and Gustavsson�Peetre / M. Cwikel, N. J. Kalton.�arXiv:math/9210206v1 [math.FA℄, 8 O
t

1992.

2. Cwikel M., Janson S. Complex interpolation of 
ompa
t operators. An update // Pro
.

Estonian A
ad. S
i. Phys. Math.� 2006.�Vol. 55, � 3.�P. 164�169.

3. Øóáàðèí Ì. À. Êîíñòðóêöèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî �óíêòîðà â êàòåãîðèè ïàð ïðî-

ñòðàíñòâ Ôðåøå ñ îáùèì áàçèñîì // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí.� 2014.�Ò. 16, � 1.�C. 68�79.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÒÅÎ�ÅÌÀ ÒÈÏÀ ÑÒÀÉÍÑÏ�ÈÍ�À

ÄËß ÓÑËÎÂÍÎ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ßÄÅ�

ß. Â. Ýëüñàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Âïîëíå ïîëîæèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùèå â îïåðàòîðíûõ àëãåáðàõ

ÿâëÿþòñÿ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ â êâàíòî-

âîé ìåõàíèêå è òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Ïóñòü A è B � C⋆
-àëãåáðû.

Âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → B � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæå-

íèå òàêîå, ÷òî [ϕ(aij)]
n
i,j=1 � ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò â C⋆

-àëãåáðå Mn(B) âñåõ
n × n êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç B äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö

[(aij)]
n
i,j=1 â Mn(A), n ∈ N. Ñòàéíñïðèíã â ñåðåäèíå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîêàçàë,

÷òî âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → L(H) èç àëãåáðû A â àëãåá-

ðó L(H) ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå ϕ(·) = S⋆π(·)S, ãäå π � ýòî ïðåäñòàâëåíèå àëãåá-

ðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå K è S � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

èç H â K. Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î C⋆
-àëãåáðàõ è ãèëüáåðòîâûõ C⋆

-ìîäóëÿõ

ìîæíî íàéòè â [1, 2℄.

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è A � ëîêàëüíàÿ C⋆
-àëãåáðà. ßäðîì íà-

çûâàòñÿ �óíêöèÿ K : X × X → A. Äëÿ ÿäðà K : X × X → A ÷åðåç K⋆
îáî-

çíà÷èì �óíêöèþ K⋆(s, t) = K(t, s)⋆. ßäðî íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì , åñëè

K⋆ = K. Ñàìîñîïðÿæåííîå ÿäðî K : X ×X → A íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ α1, . . . , αn

àëãåáðû A òàêîãî, ÷òî

∑n
i αi = 0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑

i,j=1

α⋆
iK(xi, xj)αj > 0.

Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, A � ëîêàëüíàÿ C⋆
-àëãåáðà,

K : X ×X → L(E) � óñëîâíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ÿäðî, äåéñòâóþùåå â

ëîêàëüíóþ C⋆
-àëãåáðó ñîïðÿãàåìûõ îïåðàòîðîâ ãèëüáåðòîâà A-ìîäóëÿ E. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâ A-ìîäóëü F è îòîáðàæåíèå T : X → L(E,F ) òàêèå, ÷òî

K(x, y) = 2T (x)⋆T (y)− T (x)⋆T (x)− T (y)⋆T (y)− h(x) − h(y),

ãäå h : X → L(E) � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå.

Ëèòåðàòóðà

1. Ìàíóéëîâ Â. Ì., Òðîèöêèé Å. Â. C∗
-ãèëüáåðòîâû ìîäóëè.�Ì.: Ôàêòîðèàë, 2001.

2. Ìåð�è Ä. C∗
-àëãåáðû è òåîðèÿ îïåðàòîðîâ.�Ì.: Ôàêòîðèàë, 1997.
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Ñåêöèÿ II

Äè��åðåíöèàëüíûå

è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î

ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÑÂÅ�ÒÊÈ È Å�Î Ï�ÈËÎÆÅÍÈß

Ñ. Í. Àñõàáîâ

(�îññèÿ, �ðîçíûé; ×�ÏÓ, ×�Ó)

Ïóñòü X åñòü âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, X∗
� ñîïðÿæåííîå ñ íèì

ïðîñòðàíñòâî è îïåðàòîð Λ äåéñòâóåò èç X â X∗
, ò. å. Λ ∈ (X → X∗). Îáîçíà÷èì

÷åðåç 〈y, x〉 çíà÷åíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà y ∈ X∗
íà ýëåìåíòå

x ∈ X. Îïåðàòîð Λ ñ ëèíåéíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Λ) ⊂ X íàçûâàåòñÿ

ìîíîòîííûì, åñëè ∀u, v ∈ D(Λ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 〈Λu − Λv, u − v〉 > 0.
Ìîíîòîííûé îïåðàòîð Λ ∈ (D(Λ) → X∗) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ìîíîòîí-

íûì, åñëè èç âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà 〈f − Λv, u − v〉 > 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ D(Λ)
ñëåäóåò, ÷òî u ∈ D(Λ) è Λu = f . Åñëè Λ ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî îïðåäåëåíèå

ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç N è R îáîçíà÷àþòñÿ ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ è äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ìîíîãðà�èè [1℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè èíòåãðàëüíîãî îïå-

ðàòîðà ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîñèíóñ-

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åãî ÿäðà áûëî íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèåé. Â äàííîé ðà-

áîòå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðà-

òîðà ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèíóñ-

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åãî ÿäðà áûëî íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèåé. À èìåííî,

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < p < ∞ è ÿäðî h(x) ∈ L1(−π, π). Äëÿ òîãî ÷òîáû

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñâåðòêè

(Tu)(x) =

π∫

−π

h(x− t)u′(t) dt

áûë ïîëîæèòåëüíûì â êëàññå Mp(−π, π) =
{
u(x) : u(x) ∈ Lp(−π, π), u′(x) ∈

Lq(−π, π)
}
, q = p/(p−1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

ĥs(k) =

π∫

−π

h(t) sin(kt) dt > 0 ïðè âñåõ k ∈ N. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èñïîëüçóåò ìåòîäû òåîðèè äèñêðåòíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå è îñíîâàíî íà ðàâåíñòâå

〈Tu, u〉 =
π∫

−π

( π∫

−π

h(x− t)u′(t) dt

)
u(x) dx = 4π

∞∑

k=1

kĥs(k)|uk|2,
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ãäå uk = (2π)−1
∫ π
−π u(x) exp(−ikx)dx, ñïðàâåäëèâîì äëÿ ëþáîé �óíêöèè

u(x) ∈Mp(−π, π).
Ïðèìåðîì �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (1) ìîæåò ñëóæèòü óáûâàþ-

ùàÿ �óíêöèÿ. À èìåííî, åñëè â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èíòåðâàëà âçÿòü (0, 2π), òî
ëåãêî ïîêàçàòü [3℄, ÷òî ĥs(k) =

∫ 2π
0 h(t) sin(kt)dt > 0, åñëè �óíêöèÿ h(x) óáûâàåò

â èíòåðâàëå (0, 2π).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p < ∞, q = p/(p − 1) è ÿäðî h(x) ∈ L1(R). Äëÿ òîãî

÷òîáû èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñâåðòêè

(Tu)(x) =

∞∫

−∞

h(x− t)u′(t) dt

áûë ïîëîæèòåëüíûì â êëàññå Mp(R) =
{
u(x) : u(x) ∈ Lp(R), u

′(x) ∈ Lq(R)
}
,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

ĥs(x) =
1√
2π

∞∫

−∞

h(t) sin(xt) dt > 0 ïðè âñåõ x ∈ [0,∞). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 èñïîëüçóåò ìåòîäû òåîðèè èíòåãðàëüíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îñíîâàíî íà ðàâåíñòâå

∞∫

−∞

( ∞∫

−∞

h(t)u′(t) dt

)
u(x) dx = 2

√
2π

∞∫

0

ĥs(x)x |û(x)|2 dx, (3)

ãäå û(x) = (2π)−1/2
∫∞
−∞ u(t) exp(−ixt) dt, ñïðàâåäëèâîì äëÿ ëþáîé �èíèòíîé íà

îñè R áåñêîíå÷íî-äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè u(x).
Â ñâÿçè ñ ðàâåíñòâîì (3) çàìåòèì, ÷òî åñëè u(x) ∈ Mp(R), òî u(x) → 0 ïðè

x→ ±∞.

Ïðèìåðîì ÿäðà h(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (2), ìîæåò ñëóæèòü �óíê-

öèÿ h(x) = x/(x2 + 1)2, äëÿ êîòîðîé ĥs(x) =
√
π/8x exp(−x).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 1 è 2, ìåòîäîì ìàêñèìàëüíûõ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ [2℄

äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷-

íûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè â

êëàññàõMp(−π, π) èMp(R), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè p = q = 2 ýòè òåîðåìû îõâàòû-

âàþò è ñëó÷àé ëèíåéíûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè.

Ïðèâîäÿòñÿ òàêæå ïðèìåðû èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà ñâåðò-

êè ñ íå÷åòíîñòåïåííûìè íåëèíåéíîñòÿìè, èëëþñòðèðóþøèå ïîëó÷åííûå ðåçóëü-

òàòû.

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ �ÅØÅÍÈß ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ñ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ Ä�ÎÁÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

À. Ê. Áàççàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎ�Ó, ÂÈÓ)

Â ïðÿìîóãîëüíèêå QT = {0 6 x 6 ℓ, 0 < t 6 T} ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåòüÿ

íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u+ f(x, t), 0 6 x 6 ℓ, (1)





k(x, t)
∂u

∂x
= λ−(x, t)u− µ−(x, t), x = 0, 0 6 t 6 T,

−k(x, t) ∂u
∂x

= λ+(x, t)u− µ+(x, t), x = ℓ, 0 6 t 6 T,

(2)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 ℓ, (3)

ãäå

0 < c1 6 k(x, t) 6 c2, 0 < q(x, t) 6 c3,

r(0, t) > 0, r(ℓ, t) 6 0,
∣∣r(x, t)

∣∣ 6 c4, λ± > λ∗ > 0,

∂α0tu = 1
Γ(1−α)

∫ t
0

u̇(x,η)
(t−η)α dη � ðåãóëÿðèçîâàííàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà �

Ëèóâèëëÿ (äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî) ïîðÿäêà α, 0 < α < 1, u̇ = ∂u/∂t, c0,
c1 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, QT .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1)�(3) îáëàäàþò òàêèì

êîëè÷åñòâîì íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðîå íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

íóæíîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ u(x, t) â ïðÿìîóãîëüíèêå QT .

Â ðàáîòå [1℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè �óíêöèÿ v(t) ∈ C2[0, t], òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî ∂α0tj+1

v = ∆α
0tj+1

v+O(τ), ãäå ∆α
0tj+1

v = 1
Γ(2−α)

∑j
s=1(t

1−α
j−s+1− t1−α

j−s )v
s
t �

äèñêðåòíûé àíàëîã ðåãóëÿðèçîâàííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà � Ëèóâèë-

ëÿ, vst = (vs+1− vs)/τ . Â ðàáîòå [2℄ äàííûé ðåçóëüòàò áûë óëó÷øåí ïðè óñëîâèè,

÷òî �óíêöèÿ v(t) ∈ C3[0, t].

Ëåììà 1. Åñëè v(t) ∈ C3[0, T ], òî ∂α0tj+1
v = ∆α

0tj+1
v +O(τ2−α).

�àçíîñòíûé àíàëîã çàäà÷è (1)�(3) èìååò âèä

∆α
0tj+1

y = Λ yj+1 +Φj+1,

y(x, 0) = u0(x),
(4)

ãäå

Λy =





Λ̃ y = κ(ayx)x + b+a(+1)yx + b−ayx − dy, x ∈ ωh,

Λ−y =
a (1)yx,0 − λ−y0

0.5h
, x = 0,

Λ+y = −a
(N)yx,N + λ+yN

0.5h
, x = ℓ,

Φ =





ϕ, x ∈ ωh,

µ−
0.5h

, x = 0,

µ+
0.5h

, x = ℓ,
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ãäå

a(1) = a(1) + 0.5hr0, a(N) = a(N) − 0.5hrN ,

λ− = λ− + 0.5hd(0) , λ+ = λ+ + 0.5hd(N),

µ− = µ− + 0.5hf0, µ+ = µ+ + 0.5hfN .

Ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ è âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (1)�(3),

ñîãëàñíî [3℄ è ëåììå 1, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà 4 èìååò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè

O(h2−β + τ2−α).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. �àçíîñòíàÿ ñõåìà (4) óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì è ïðà-

âîé ÷àñòè, òàê ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àïðèîðíàÿ

îöåíêà â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå:

∥∥yj+1
∥∥
C
6
∥∥y0
∥∥
C
+

1

λ∗
max

0<t′6jτ

(
|µ−(x, t′)|+|µ+(x, t′)|

)
+Γ(2−α)

j∑

j′=0

τα
∥∥ϕj′

∥∥
C
, (5)

èç êîòîðîé ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñõåìû (4) ñî ñêîðîñòüþ O(h2−β +
τ2−α).

Åñëè â çàäà÷å (1)�(3) óðàâíåíèå (1) çàìåíèòü íà

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)∂β0xu− q(x, t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (6)

ãäå ∂β0xu = 1
Γ(1−β)

∫ x
0

u′(ξ,t)
(x−ξ)β

dξ, 0 < β < 1, � ðåãóëÿðèçîâàííàÿ äðîáíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ �èìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β, 0 < β < 1, ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-

ìåííîé x, u′ = ∂u/∂x, c0, c1, c2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, r(x, t) 6 0, òî
äëÿ ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðè ìàëûõ h ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1.

Òåîðåìà 1 èìååò ìåñòî è äëÿ ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) (óðàâíå-

íèå òåïëîïðîâîäíîñòè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ñîñðåäîòî÷åííîé òåïëîåìêîñòüþ) ñ

êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà





k(x, t)
∂u

∂x
= κ−∂ν0tu+ β−(x, t)u− µ−(x, t), x = 0,

−k(x, t) ∂u
∂x

= κ+∂
ν
0tu+ β+(x, t)u− µ+(x, t), xα = ℓ,

(7)

0 < ν < 1, 0 < c0 6 k 6 c1, β± > β∗ > 0, κ± = const > 0.

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Î �ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÄÈ�ÈÕËÅ ÄËß ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

�. Ñ. Áàëàøîâà

(�îññèÿ, Ìîñêâà; ÌÝÈ (ÍÈÓ))

Èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ⊂ Rn
, n > 1, ñ

ãðàíèöåé Γ:

L(u) ≡
∞∑

|α|=0

(−1)|α|DαÃα(x,D
γu) = h(x), (1)

Dωu(x′)
∣∣
Γ
= 0, x′ ∈ Γ, |ω| = 0, 1, . . . , (2)

ãäå Ãα(x, εγ) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè ïåðåìåííûõ x ∈ G è âñåâîçìîæíûõ εγ ,
|γ| 6 |α|, α, γ, ω � öåëî÷èñëåííûå ìóëüòèèíäåêñû.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ðàíåå (ñì. [1℄) ðàññìàò-

ðèâàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ ïîðÿäêà 2m, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè êîòîðûõ
ïðåäñòàâëÿëèñü ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäîâ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ (1). Èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè m → ∞, óñòàíàâëèâàëàñü

ðàçðåøèìîñòü èñõîäíîé çàäà÷è (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà áåñêîíå÷íîãî

ïîðÿäêà

◦
W∞{ãα, p

}
(G)

≡
{
u(x) ∈ C∞

0 (G) :

∞∑

|α|=0

ãα
∥∥Dαu

∥∥p
p
<∞

}

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ h(x), ïðèíàäëåæàùåé ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó

W−∞{ãα, p′
}
(G)

≡
{
h(x) =

∞∑

|α|=0

(−1)α ãαD
αhα(x) :

∞∑

|α|=0

ãα
∥∥hα(x)

∥∥p′
p′
<∞

}
.

Çäåñü ãα > 0 äëÿ âñåõ α, p > 1, p′ = p/(p − 1) � ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå âèäîì

�óíêöèé Ãα(x,D
γu), hα(x) ∈ Lp′(G), ‖ · ‖p � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷è (1), (2), îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðà L â âèäå ñóììû äâóõ

îïåðàòîðîâ L1 è L2:

L(u) = L1(u) + L2(u) ≡

≡
∞∑

|α|=0

(−1)|α|DαAα(x,D
γu) +

∞∑

|α|=0

(−1)|α|DαBα(x,D
γu) = h(x).

(3)

Êàæäûé èç ýòèõ îïåðàòîðîâ ñíîâà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, íî îäèí èç íèõ

ãëàâíûé, à äðóãîé � åìó ïîä÷èíåííûé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèíöèï ñðàâíå-

íèÿ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà äëÿ íèõ íå ïðèìåíèì. Â îñíîâó ñðàâíåíèÿ
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ýòèõ îïåðàòîðîâ ïîëîæåíî ñîîòíîøåíèå ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà áåñêîíå÷íîãî ïî-

ðÿäêà, ÿâëÿþùèõñÿ ýíåðãåòè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îïå-

ðàòîðîâ L1 è L2. Òåîðåìû âëîæåíèÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷åííûå àâòîðîì

â ðàáîòàõ [2, 3℄, ïîçâîëÿþò èç äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà áåñêîíå÷íîãî ïî-

ðÿäêà âûäåëèòü åãî ãëàâíóþ ÷àñòü. Îäíàêî, â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ýòî

òðåáóåò ãëóáîêîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ �óíêöèé Aα(x,D
γu) è Bα(x,D

γu). Òàêîé
ïîäõîä ïîçâîëèë óñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü áîëåå øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, äëÿ êî-

òîðûõ âûøå óïîìÿíóòûì ìåòîäîì óñòàíîâèòü íå ïðåäñòàâëÿëîñü âîçìîæíûì,

÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèâåäåííûì ïðèìåðîì.

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà

L(u) = L1(u) + λL2(u) ≡

≡
∞∑

|α|=0

(−1)|α|Dα(Aα(x)D
γu) + λ

∞∑

|α|=0

(−1)|α|Dα(Bα(x)D
γu) = h(x)

(4)

óñòàíîâëåíà �ðåäãîëüìîâà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (4), (2). Èìåííî, åñëè çàäà÷à

L1(v) + λL2(v) = 0, x ∈ G,
Dωv(x′)

∣∣
Γ
= 0, |ω| = 0, 1, . . . ,

èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî çàäà÷à (4), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè h(x) ∈W−∞{aα, 2}(G).
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Î �ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎ�Î ÂÀ�ÈÀÍÒÀ ÌÎÄÅËÈ FENE-P

ÄÂÈÆÅÍÈß ÏÎËÈÌÅ�ÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

1

Å. Ñ. Áàðàíîâñêèé

(�îññèÿ, Âîðîíåæ; Â�Ó)

Ïîëèìåðíûå ðàñòâîðû ïðè òå÷åíèè ìîãóò ïðîÿâëÿòü ñâîéñòâà, íå õàðàêòåð-

íûå äëÿ íüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé. Îäíà èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ó÷èòûâà-

þùèõ ñïåöè�è÷åñêóþ ðåîëîãèþ òàêèõ ñðåä, èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå êàê ìîäåëü

FENE-P [1�3℄. Â îñíîâå ýòîé ìîäåëè ëåæèò èäåàëèçèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå

ìàêðîìîëåêóëû ïîëèìåðà â âèäå ãèáêîé ãàíòåëè, ñîñòîÿùåé èç øàðèêîâ, êîòî-

ðûå ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé ïðóæèíîé.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèå ïîëèìåðíîé æèäêîñòè òèïà FENE-P

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3
ñ ëîêàëüíî-ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ ïðè êðàåâîì

óñëîâèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå:





Re

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
− (1− ε)∆u− div τ +∇p = f â Ω× (0, T ),

divu = 0 â Ω× (0, T ),

We

ε
τ = A−

(
1− tr(A)

b

)
I â Ω× (0, T ),

∂A

∂t
+ (u · ∇)A = −τ

ε
â Ω× (0, T ),

[
2(1− ε)D(u)n + τn

]
tan

= −ku íà Γ× (0, T ),

u · n = 0 íà Γ× (0, T ),

u(·, 0) = u0, A(·, 0) = A0 â Ω.

(1)

Ñèñòåìà (1) çàïèñàíà â áåçðàçìåðíîé �îðìå; çäåñü u � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, p �
äàâëåíèå â æèäêîñòè, τ � òåíçîð èçáûòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, f � ìàññîâûå ñèëû,

A � òåíçîð êîí�èãóðàöèè, tr(A) � ñëåä òåíçîðà A, I � åäèíè÷íûé òåíçîð,

D(u) � òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé,D(u) = (∇u+(∇u)T )/2, n � åäèíè÷íûé

âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ, Re (÷èñëî �åéíîëüäñà), We (÷èñëî Âàéñ
åíáåðãà),
T , b è k � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, 0 < ε < 1. Çàïèñü vtan èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

îáîçíà÷åíèÿ êà
àòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà v.

Óðàâíåíèå (1)1 ñëåäóåò èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà; (1)2 � óñëîâèå íåñæè-

ìàåìîñòè æèäêîñòè, (1)5 � óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå, (1)6 � óñëîâèå

íåïðîòåêàíèÿ íà Γ. Ñîîòíîøåíèÿ (1)3 è (1)4 âûâîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ
æèäêîñòè FENE-P (ñì., íàïðèìåð, �îðìóëû (2.19) â [3℄) ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷ëåíû A(∇u)T , (∇u)A è We tr(A)τ/(εb)
ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ñëàãàåìûìè è ìîãóò áûòü îòáðîøåíû.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 16-31-00182 ìîë_à.
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Íàñ èíòåðåñóþò ñëàáûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå �óíê-

öèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. ×åðåç Lq(Ω,Rn) èHm(Ω,Rn) = Wm,2(Ω,Rn) îáîçíà-
÷èì ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà è Ñîáîëåâà âåêòîð-�óíêöèé, çàäàííûõ íà îáëàñòè Ω
è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â Rn

. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω,Rn) áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç (·, ·). Ïóñòü U(Ω,R3) = {v ∈ C∞(Ω,R3) : div v = 0, v|Γ · n = 0} è
X(Ω,R3) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà U(Ω,R3) â H1(Ω,R3). ×åðåç R3×3

sym îáîçíà÷èì

ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ðàçìåðà 3× 3.

Îïðåäåëåíèå. Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) íàçîâåì òðîéêó

(u, τ ,A) ∈ L2
(
0, T ;X

(
Ω,R3

))
×L∞(0, T ;L2

(
Ω,R3×3

sym

))
×L∞(0, T ;L2

(
Ω,R3×3

sym

))

òàêóþ, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1)3 è

−Re

T∫

0

(u,w′) dt− Re (u0,w(0))− Re

3∑

i=1

T∫

0

(
uiu,

∂w

∂xi

)
dt+

T∫

0

(τ ,D(w)) dt+

+2(1− ε)

T∫

0

(
D(u),D(w)

)
dt+ k

T∫

0

∫

Γ

u ·w dΓ dt =

T∫

0

(f ,w) dt,

T∫

0

(
A,B′) dt+

(
A0,B(0)

)
+

3∑

i=1

T∫

0

(
A, ui

∂B

∂xi

)
dt =

1

ε

T∫

0

(τ ,B) dt

äëÿ ëþáûõ w ∈ C1([0, T ];X(Ω,R3)) è B ∈ C1([0, T ];H2(Ω,R3×3
sym

)) òàêèõ, ÷òî
w(T ) = 0 è B(T ) = 0.

Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà. Ïóñòü u0 ∈ L2(Ω,R3), A0 ∈ L2(Ω,R3×3
sym), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω,R3)).

Òîãäà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñëàáîå ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìå-

òîäà Ôàýäî � �àëåðêèíà ñî ñïåöèàëüíûìè áàçèñàìè, ïîñòðîåííûìè àíàëîãè÷-

íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â [4℄ ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëè äâè-

æåíèÿ âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè Îëäðîéäà. Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1) èãðàþò ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé â ðàçëè÷íûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè,

ïîçâîëÿþùèå âûäåëèòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ñëàáîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1).
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ÇÀÄÀ×À ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ßÄ�À ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î

ÂÎËÍÎÂÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÑÎ ÑËÀÁÎ �Î�ÈÇÎÍÒÀËÜÍÎÉ

ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÑÒÜÞ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

Ç. �. Áîçîðîâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó),

Ä. Ê. Äóðäèåâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

�àññìîòðèì ïðè t ∈ R, (x, z) ∈ R2
èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

utt − uxx − uzz − q(z)u =

t∫

0

K(x, τ)(uxx + uzz + qu)(t− τ, x, z) dτ (1)

ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

u
∣∣
t<0

≡ 0, (2)

[
uz +

t∫

0

K(x, τ)uz(t− τ, x, z) dτ

]∣∣∣∣∣
z=0

= δ(x)δ′(t), (3)

ãäå R2
+ =

{
(x, z) ∈ R2

∣∣z > 0
}
, δ′(t) � ïðîèçâîäíàÿ äåëüòà-�óíêöèè Äèðàêà.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: îïðåäåëèòü K(x, t), t > 0, x ∈ R ïî ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà-

÷è (1)�(3) èçâåñòíîìó äëÿ z = 0, ò. å. çàäàíà �óíêöèÿ

u(t, x, 0) = g(t, x), t > 0, x ∈ R. (4)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ K(x, t) èç êëàññà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

C([0,∞)×R) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4), åñëè ñîîòâåò-

ñòâóþùåå åé ðåøåíèå u(t, x, z) çàäà÷è (1)�(3) èç êëàññà îáîáùåííûõ �óíêöèé

D′(R × R+) óäîâëåòâîðÿåò (4) äëÿ g(t, x), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó îáîáùåííûõ

�óíêöèé D′(R ×R+), R+ = {x ∈ R |x > 0}.
�àçâèâàÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, èñïîëüçîâàííûå â [1℄, ìû â íà-

ñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ÿäðà óðàâíåíèÿ (1). Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÿäðîK(x, t) ñëàáî çàâèñèò îò ãîðèçîíòàëüíîé ïåðåìåííîé x:

K(t, x) = K0(t) + εxK1(t) + . . . , (5)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî

óäàëîñü ïîñòðîèòü ìåòîä íàõîæäåíèÿ K0(t) ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (5). Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåì ìåòîä ìîìåíòîâ.

�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε, ò. å.

u(t, x, z) = u0(t, x, z) + εu1(t, x, z) + . . . (6)
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Ïîäñòàâëÿÿ (6) â óðàâíåíèå (1) è ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-

ïåíÿõ ε, ïîëó÷èì â èòîãå ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó ïðÿìûõ çàäà÷, èç êîòîðûõ íà-

õîäÿòñÿ u0, u1 è ò. ä. Òîãäà, î÷åâèäíî, ñîãëàñíî �îðìóëå (4) �óíêöèÿ g(x, t)
áóäåò èìåòü òàêóþ æå ñòðóêòóðó êàê è �óíêöèÿ u:

g(t, x) = g0(t, x) + εg1(t, x) + . . .

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè u ïî �îðìóëå (6), �óíöèè K ïî �îðìóëå (5) è

ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íàõîäèì, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(3) ðàñïàäà-

åòñÿ íà ñëåäóþùèå çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ K0, K1, . . . :

untt − unxx − unzz − q(z)un =

=

t∫

0

n∑

j=0

xjKj(τ)(u(n−j)xx + u(n−j)zz + qun)(t− τ, x, z) dτ, t∈R, (x, z)∈R2
+,

(7)

un
∣∣
t<0

≡ 0, (8)

[
unz +

t∫

0

n∑

j=0

xjKj(τ)u(n−j)z(t− τ, x, z) dτ

]∣∣∣∣∣
z=0

= δ(x)δ′(t), (9)

un
∣∣
z=0

= gn(x, t), (x, t)∈R2, n = 0, 1, 2, . . . (10)

Äîìíîæàÿ óðàâíåíèÿ (7) íà xm è èíòåãðèðóÿ ïî x â ïðåäåëàõ îò ìèíóñ äî ïëþñ
áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

v(n,m)tt = v(n,m)zz+m(m−1)v(n,m−2)+q(z)vn,m +

t∫

0

n∑

j=0

Kj(τ)
[
v(n−j,m+j)zz +

+(m+ j)(m+ j + 1)v(n−j,m+j−2) + qvn−j,m+j

]
(t− τ, x, z) dτ.

(11)

Â ýòîì óðàâíåíèè ÷åðåç vn,m îáîçíà÷åí m-é ìîìåíò �óíêöèè un:

vn,m(z, t) :=

∞∫

−∞

un(x, z, t)x
mdx.

vnn
∣∣
z=0

=

∞∫

−∞

gn(x, t)x
ndx = an(t), n = 0, 1,

ãäå an(t), n = 0, 1, � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè. Ïîëîæèì n = 0,
m = 0. Òîãäà èìååì

v00tt − v00zz =

t∫

0

K0(τ)v00zz(t− τ, x, z) dτ, (12)

v00
∣∣
t<0

≡ 0, (13)
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[
v00z +

t∫

0

n∑

j=0

K0(τ)v00z(t− τ, x, z) dτ

]

z=0

= δ′(t), (14)

v00
∣∣
z=0

= a0(t). (15)

Òåîðåìà. Ïóñòü a0(t) = −δ(t) + a(t)θ(t), a(t) ∈ C2[0, T ]; q(z) ∈ C[0, T/2];
θ(t) = 1, åñëè t > 0; θ(t) = 0, åñëè t < 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî

T > 0 îáðàòíàÿ çàäà÷à (12)�(15) èìååò åäèíåñòâåííîå ðåøåíèå K0(t) ∈ C2[0, T ].

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ �ÅØÅÍÈß

�ÈÏÅ�ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

È. Â. Áîéêîâ

(�îññèÿ, Ïåíçà; Ïåíç�Ó)

Â äîêëàäå äàí îáçîð ðàáîò àâòîðà è åãî ñîòðóäíèêîâ è ó÷åíèêîâ ïî ïðèáëè-

æåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

�àññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âèäû ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé âòîðîãî ðîäà � ëèíåéíûå:

a(t)x(t) + b(t)

1∫

−1

x(τ) dτ

(τ − t)p
+

1∫

−1

h(t, τ)x(τ) dτ = f(t), (1)

a(t1, t2)x(t1, t2) + b(t1, t2)

1∫

−1

x(τ1, t2) dτ1
(τ1 − t1)p

+ c(t1, t2)

1∫

−1

x(t1, τ2) dτ2
(τ2 − t2)p

+

+ d(t1, t2)

1∫

−1

1∫

−1

x(τ1, τ2) dτ1dτ2
(τ1 − t1)p + (τ2 − t2)p

+Hx = f(t1, t2),

(2)

a(t1, t2)x(t1, t2) + b(t1, t2)

1∫

−1

1∫

−1

x(τ1, τ2) dτ1dτ2
((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)

p +Hx = f
(
t1, t2

)
, (3)

è íåëèíåéíûå:

a(t, x(t)) +

1∫

−1

h(t, τ, x(τ))dτ

(τ − t)2
= f(t). (4)

Çäåñü p = 2, 3, . . . , H � êîìïàêòíûé îïåðàòîð â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1)�(4) íà áàçå ñïëàéíîâ íóëåâîãî

è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ ïîñòðîåíû ñïëàéí-ïðîåêöèîííûå ìåòîäû [1�2℄. Ïîëó÷åíû

êðèòåðèè ñõîäèìîñòè è îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèÿìè (1)�(4) èññëåäîâàëèñü [3�4℄ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

a(t, x(t)) +

∫

γ

h(t, τ, x(τ)) dτ

(τ − t)p
= f(t), p = 2, 3, . . . , (5)

è ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

m∑

k=0

ak(t)x
(k)(t) +

1

2πi

l∑

k=0

∫

γ

hk(t, τ)x
(k)(τ) dτ

(τ − t)p
= f(t), p = 2, 3, . . . , (6)
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m∑

k=0

ak(t)x
(k)(t) +

1

2πi

l∑

k=0

∫

γ

hk(t, τ, x
(k)(τ))

(τ − t)p
dτ = f(t), p = 2, 3, . . . , (7)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

∫

γ

x(t)t−k−1 dt = 0, k = 0, 1, . . . , s− 1, s = max(m, l), (8)

íà çàìêíóòûõ êîíòóðàõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Çäåñü γ � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû ïî ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà �ðàêòàëàõ [5℄ è ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà [6℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÀÍÀËÈÒÈÊÎ-×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÏÎÈÑÊÀ ÑÊ�ÛÒÛÕ

ÀÒÒ�ÀÊÒÎ�ÎÂ ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

È. Ì. Áóðêèí

(�îññèÿ, Òóëà; Òóë�Ó)

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ �àêòîðîâ â ðàñ÷åòå êîëåáàíèé íåëèíåéíûõ äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ (àòòðàêòîð). Àòòðàêòîðû ìîæíî

ðàçäåëèòü íà ñàìîâîçáóæäàþùèåñÿ è ñêðûòûå. Ñàìîâîçáóæäàþùèåñÿ àòòðàê-

òîðû óäàåòñÿ ëîêàëèçîâàòü ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé âû÷èñëèòåëüíîé

ïðîöåäóðû, â êîòîðîé ïîñëå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â

òî÷êå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâå-

ñèÿ, äîñòèãàåò àòòðàêòîðà è ðàññ÷èòûâàåò åãî. Îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ñêðûòîãî

àòòðàêòîðà íå ñîäåðæèò îêðåñòíîñòåé ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ïîýòîìó äëÿ åãî

îáíàðóæåíèÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíûõ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ïðîöåäóð. Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà ñðûòûõ àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì ẋ = f(x) â Rn
áûëà ïðåäëîæåíà â [1℄. Ýòà ïðîöåäóðà îñíîâàíà íà

èñïîëüçîâàíèè èäåè ãîìîòîïèè è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. �àññìàòðèâàåòñÿ îäíî-

ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì

ẋ = ψ(x, ε), ε ∈ [0, 1], (1)

òàêîå, ÷òî ψ(x, 1) = f(x), è ïðè ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìà (1) èìååò ëåãêî îáíàðó-

æèâàåìûé ñàìîâîçáóæäàþùèéñÿ îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé öèêë.

×èñëåííî îòñëåæèâàåòñÿ ýâîëþöèÿ ýòîãî öèêëà ïðè âîçðàñòàíèè ε äî 1. Âîç-

ìîæíà ñëåäóþùàÿ àëüòåðíàòèâà: ëèáî ïðè íåêîòîðîì ε ∈ (0, 1) ïðîèñõîäèò áè-
�óðêàöèÿ èñ÷åçíîâåíèÿ àòòðàêòîðà, ëèáî ïðè ε = 1 îáíàðóæèâàåòñÿ ñêðûòûé

àòòðàêòîð èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. ßñíî, ÷òî êëþ÷åâûì ìîìåíòîì

â ïðèâåäåííîì àëãîðèòìå ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå �óíêöèè ψ(x, ε), îáëàäàþùåé
ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè ψ(x, ε) äëÿ ìíî-
ãîìåðíûõ ìîäåëåé ñèñòåì óïðàâëåíèÿ

dx

dt
= Ax+Bξ, ξ = ϕ(σ), σ = C∗x, (2)

ãäå A, B, C � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ïîðÿäêîâ, ñîîòâåòñòâåííî

n × n, n ×m è n ×m, ξj = ϕj(σj), j = 1, 2, . . . ,m, ϕj(σj) � íåïðåðûâíûå, äè�-

�åðåíöèðóåìûå ïðè σj = 0 �óíêöèè, W (p) = C∗(A − pIn)
−1B � ïåðåäàòî÷íàÿ

ìàòðèöà ñèñòåìû, îïèñàí â [2℄ è îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùåé äî-

êàçàííîé â [2℄ òåîðåìû.

Òåîðåìà. Ïóñòü íåëèíåéíîñòè ϕj(σj) â ñèñòåìå (2) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-

øåíèÿì

µ1j 6
ϕj(σj2)− ϕj(σj1)

σj2 − σj1
6 µ2j
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äëÿ âñåõ σj ∈ (−∞,∞), σj1 6= σj2, ϕj(0) = 0, j = 1, 2, . . . ,m, è ñóùåñòâóåò ÷èñëî

λ > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1) Ìàòðèöà A+Bϕ′(0)C∗
, ãäå ϕ′(0) = diag(ϕ′

1(0), . . . , ϕ
′
m(0)), èìååò ðîâíî äâà

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè è íå èìååò

èõ â ïîëîñå −λ 6 Re p 6 0.
2) Ìàòðèöà A + BhC∗

, ãäå h = diag(h1, h2, . . . , hm), ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâîé,

è |ϕ(σ) − hC∗x| < γ <∞.

3) Ïðè âñåõ ω ∈ [0,∞) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

detRe
[
Im + µ1W (iω − λ)

]∗ [
Im + µ2W (iω − λ)

]
6= 0,

µk = diag(µk1 , µ
k
2 , . . . , µ

k
m), k = 1, 2.

Òîãäà ñèñòåìà (2) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé öèêë,
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ïî÷òè âñå òî÷êè îêðåñòíîñòè ñîñòî-

ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0.

Ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ìåòîäà íàéäåíû ñêðûòûå àòòðàêòîðû êëàññè÷åñêîé

è îáîáùåííîé ñèñòåì ×óà, ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ðàêåòîé-íîñèòåëåì, ïîñòðîåí

êîíòðïðèìåð ê èçâåñòíîé â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ãèïîòåçå Êàëìàíà. Êðîìå òî-

ãî îêàçàëîñü, ÷òî ìåòîä, ðàçâèòûé äëÿ ïîèñêà ñêðûòûõ àòòðàêòîðîâ â ñèñòåìàõ

óïðàâëåíèÿ âèäà (2), â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïîèñêà è

ëîêàëèçàöèè àòòðàêòîðîâ ñèñòåì áîëåå îáùåãî âèäà.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

�ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÜ ÇÀÄÀ×È ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÏÀÌßÒÈ Ñ�ÅÄÛ

Â �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈÈ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Ñ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Ä. Ê. Äóðäèåâ

(Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

Èçó÷åíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ òåîðèè îáðàòíûõ çà-

äà÷. Ïåðâûå ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîÿâèëèñü â êîíöå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî

ñòîëåòèÿ. Îíè ñâÿçàíû ñ îïðåäåëåíèåì îäíîìåðíîãî ÿäðà, çàâèñÿùåãî îò âðåìåí-

íîé ïåðåìåííîé, âõîäÿùåãî â èíòåãðàëüíûé ÷ëåí òèïà ñâåðòêè â òàêèõ óðàâíåíè-

ÿõ. �àññìàòðèâàëèñü çàäà÷è ñ ðàñïðåäåëåííûìè èñòî÷íèêàìè [1, 2℄ è ñ èñòî÷íè-

êàìè, ñîñðåäîòî÷åííûìè â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè [3, 4℄.

Èññëåäîâàííûå â [3, 4℄ îáðàòíûå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è èìåþò áîëüøóþ ïðè-

êëàäíóþ çíà÷èìîñòü â âèäó òîãî, ÷òî âîçíèêàþùèå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îò

èñòî÷íèêîâ òèïà èìïóëüñíûõ íàïðàâëåííûõ ¾óäàðîâ¿ èëè ¾âçðûâîâ¿. Îáîáùàÿ

ðåçóëüòàòû ñòàòüè [4℄, â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

ÿäðà, êîãäà îíî âõîäèò â èíòåãðàë òèïà ñâåðòêè â ïðîèçâåäåíèè ñ ðàâíîìåð-

íî ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííîé ãëàâíîé ÷àñòüþ è

ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè ïðè ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ îò ðåøåíèÿ ïðÿìîé

çàäà÷è.

�àññìàòðèâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

âòîðîãî ïîðÿäêà

utt − Lu =

t∫

0

k(τ)Lu(x, t− τ) dτ + δ(x, t) (1)

ïðè óñëîâèè

u
∣∣
t<0

= 0. (2)

Çäåñü t ∈ R1
, x ∈ R3

, δ(x, t) � äåëüòà �óíêöèÿ Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â x = 0,
t = 0, L � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, èìåþùèé âèä

Lu = ∆u+
3∑

i=1

bi(x)uxi + c(x)u, (3)

∆u =

(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23

)
,

bi(x) (i = 1, 2, 3), c(x) � çàäàííûå ãëàäêèå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Îáðàòíàÿ

çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: îïðåäåëèòü �óíêöèþ k(t), t > 0, ïî èçâåñò-
íîìó â òî÷êå x = 0 îáîáùåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè (1), (2)

u(0, t) = f(t), t > 0. (4)
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Â ðàáîòå íàéäåíû òå óñëîâèÿ íà çàäàííûå �óíêöèè, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-

ðûõ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4) ñóùåñòâóåò â ëîêàëüíîì ñìûñëå.

Òåîðåìà. Ïóñòü GT = {x : |x| 6 T}, T � ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è

bi(x) ∈ C2(GT ), i = 1, 2, 3, c(x) ∈ C(GT ), f(t) ∈ C1(0, T ].

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T0 ∈ (0, T ] òàêîå, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà-

÷à (1)�(4) â êëàññå �óíêöèé k(t) ∈ C2(0, T0] îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
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104



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÇÀÄÀ×À ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ßÄ�À ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î

ÂÎËÍÎÂÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÑÎ ÑËÀÁÎ �Î�ÈÇÎÍÒÀËÜÍÎÉ

ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÑÒÜÞ ÌÅÒÎÄÎÌ ÔÓ�ÜÅ

Ä. Ê. Äóðäèåâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó),

Õ. Õ. Òóðäèåâ (Óçáåêèñòàí, Áóõàðà; Áóõ�Ó)

�àññìîòðèì ïðè t ∈ R, (x, z) ∈ R2
ñèñòåìó èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé

utt − uxx − uzz − q(z)u =

t∫

0

K(x, t)(uxx + uzz + q(z)u)(t− τ, x, z) dτ (1)

ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

u
∣∣
t60

≡ 0, (2)

[
uz +

t∫

0

K(x, t)(uz)(t− τ, x, z) dτ

]∣∣∣∣∣
z=0

= δ′(x)δ′(t), (3)

ãäå R2
+ = {(x, z) ∈ R2 | z > 0}, δ′(t) � ïðîèçâîäíàÿ äåëüòà-�óíêöèè Äèðàêà.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: îïðåäåëèòü K(x, t), t > 0, x ∈ R ïî ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà-

÷è (1)�(3), èçâåñòíîìó äëÿ z = 0, ò. å. çàäàíà �óíêöèÿ

u(t, x, 0) = g(t, x), t > 0, x ∈ R. (4)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ K(t, x) èç êëàññà íåïðåðûâíûõ Ôóíê-

öèé C([0,∞)×R) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4), åñëè ñî-

îòâåòñòâóþùåå åé ðåøåíèå U(t, x, z) çàäà÷è (1)�(3) èç êëàññà îáîáùåííûõ

�óíêöèé D′(R × R+) óäîâëåòâîðÿåò (4) äëÿ g(t, x), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó

îáîáùåííûõ �óíêöèé D′(R×R+), R+ = {x ∈ R |x > 0}.
Çàäà÷è (1)�(4) îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó ìíîãîìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñ ñîâðåìåííûì ñîñòîÿíèåì òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷

äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [1�3℄ (ñì. òàê-

æå áèáëèîãðà�èþ â ýòèõ ìîíîãðà�èÿõ). Ìíîãîìåðíûå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ

óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìè, ïîäîáíûìè (2), (3) è äî-

ïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèåé (4) èññëåäîâàíû â [4, 5℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ íà îñíîâå

ìåòîäà øêàë áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøè-

ìîñòü ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ â êëàññå �óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ ïî ïåðåìåííîé x
è ãëàäêèõ ïî ïåðåìåííîé t. �àçâèâàÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, èñïîëü-

çîâàííûå â [6℄, ìû â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ÿäðà

óðàâíåíèÿ (1). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÿäðî K(t, x) ñëàáî çàâèñèò îò ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïåðåìåííîé x:

K(x, t) = K0(t) + εxK1(t) + . . . , (5)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî óäàëîñü ïîñòðîèòü

ìåòîä íàõîæäåíèÿ K0(t) ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (5). Äëÿ ýòîãî, êàê ìû óâèäèì

äàëåå, äîñòàòî÷íî çàäàòü îáðàç Ôóðüå îò �óíêöèè g(t, x) ïî x äëÿ îäíîãî �èê-
ñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε, ò. å.

u(t, z, x) = u0(t, z, x) + εxu1(t, z, x) + . . . (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â óðàâíåíèå (1) è ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-

ïåíÿõ ε, ïîëó÷èì â èòîãå ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó ïðÿìûõ çàäà÷, èç êîòîðûõ íà-

õîäÿòñÿ u0, u1 è ò. ä. Òîãäà, î÷åâèäíî, ñîãëàñíî �îðìóëå (4) �óíêöèÿ g(x, t)
áóäåò èìåòü òàêóþ æå ñòðóêòóðó êàê è �óíêöèÿ u:

g(t, x) = g0(t, x) + εg1(t, x) + . . .

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè u ïî �îðìóëå (6), �óíêöèè K ïî �îðìóëå (5) è

ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íàõîäèì, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ

K0 ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

u0tt − u0xx − u0zz − q(z)u0 =

t∫

0

K0(τ)[u0xx + u0zz + q(z)u0](t− τ, x, z) dτ,

t ∈ R, (x, z) ∈ R2
+,

(7)

u0
∣∣
t60

≡ 0,

[
u0z +

t∫

0

K0(x, τ)u0z(t− τ, x, z) dτ

]∣∣∣∣∣
z=0

= δ′(x)δ′(t), (8)

u0
∣∣
z=0

= g0(x, t), (x, t) ∈ R2. (9)

Ïåðåéäåì îò �óíêöèé u0(t, z, x) ê èõ ýêñïîíåíöèàëüíûì îáðàçàì Ôóðüå ïî

ïåðåìåííîé x:

ũ0(t, λ, z) =

∫

R

u0(t, x, z)e
−iλxdx.

Òîãäà èìååì

ũ0tt−ũ0zz+
(
λ2−q(z)

)
ũ0 =

t∫

0

K0(τ)
[
− (λ2 − q(z))ũ0 + ũ0zz

]
(t− τ, x, z) dτ,

t ∈ R, (λ, z) ∈ R2
+,

(10)

ũ0
∣∣
t60

≡ 0,

[
ũ0z +

t∫

0

K0(x, τ)ũ0z(t− τ, λ, z) dτ

]∣∣∣∣∣
z=0

= −λiδ′(t), (11)

ũ0
∣∣
z=0

= g̃0(t, λ), (t, λ) ∈ R2. (12)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà. Ïóñòü g̃0(t, λ) = iλδ(t) + r(t, λ)θ(t), ãäå λ � �èêñèðîâàííîå äåé-

ñòâèòåëüíîå ÷èñëî; r(t, λ) ∈ C2[0, T ], T > 0; θ(t) = 1, åñëè T > 0; θ(t) = 0, åñëè
T < 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî T > 0 îáðàòíàÿ çàäà÷ (10)�(12) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå K0(t) ∈ C2[0, T ].
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅ

ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß

Ñ. Â. Èñðàèëîâ (�îññèÿ, �ðîçíûé; ÊÍÈÈ �ÀÍ, ×�ÏÓ, ×�Ó),

À. À. Ñàãèòîâ (�îññèÿ, �ðîçíûé; ×�Ó)

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

any
(n) + an−1y

(n−1) + an−2y
(n−2) + · · ·+ a1y

′ + a0y = f(x), (1)

ãäå a0, a1, . . . , an−1, an � äàííûå ÷èñëà, f(x) � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, èíòåãðèðó-

åìàÿ íà [a; b]. Äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

n∑

i=0

aiy
(i) = 0, an = 1, (2)

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

kn + an−1k
n−1 + an−2k

n−2 + · · ·+ a1k + a0 = 0.

Äîïóñòèì, ÷òî (2) èìååò k1, k2, . . . , kn ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ Âèåòà � Æåðàðäà [1, 2℄, ñâÿçûâàþùèå êîðíè ñ êîý��èöèåíòàìè,

è (1) ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî èíòåãðèðîâàòü.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ

ÏÎ Â�ÅÌÅÍÈ �ÅØÅÍÈÉ ÑÈÑÒÅÌ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ñ Ê�ÀÒÍÛÌ ÂÛ�ÎÆÄÅÍÈÅÌ

Ì. �. Èøìååâ (�îññèÿ, Ìîñêâà; Òèíüêî��),

Â. Á. Ëåâåíøòàì (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ),

Ë. Ê. Íãóåí (Âüåòíàì, Õàíîé; Â�ÒÓ)

Â ðàáîòàõ [1, 2℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîý��èöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîé

ïðåäåëüíàÿ (óñðåäíåííàÿ â ñìûñëå [3℄) ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à èìååò ïðîñòîå íó-

ëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Óñòàíîâëåíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïå-

ðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû è ïîñòðîåíà åãî ïîëíàÿ àñèìïòîòèêà ïî

ñòåïåíÿì ìàëîé âåëè÷èíû, îáðàòíîé ÷àñòîòå îñöèëëÿöèé êîý��èöèåíòîâ ñèñòå-

ìû, â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ïðîñòîìó íóëåâîìó

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ïðåäåëüíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, íå èìååò îáîáùåííûõ

(â ñìûñëå Âèøèêà � Ëþñòåðíèêà [4℄) ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ [1℄, è êîãäà èìå-

åò îáîáùåííûé ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð [2℄. Èññëåäîâàíû òàêæå âîïðîñû óñòîé-

÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ýòîãî ðåøåíèÿ è äîêàçàíà ñõîäèìîñòü â

îáû÷íîì ñìûñëå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà.

Â ðàáîòàõ [5�6℄ ðàññìàòðèâàëèñü ëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå çàäà÷è â ñëó÷àå

ïðîñòîãî âûðîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ïðåäåëüíîé çàäà÷è ïðè îòñóòñòâèè è íàëè-

÷èè îáîáùåííûõ ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ 1-ãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíû ðåçóëüòàòû

î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåøåíèé, à òàê-

æå ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [7℄ ïîñòðîåíû èõ àñèìïòîòè÷åñêèå

ðàçëîæåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [8, 9℄ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðàòîðîì Ñòîêñà â ãëàâíîé ÷àñòè òàêæå

â ñëó÷àå ïðîñòîãî âûðîæäåíèÿ.

Â ïåðâîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùåííàÿ íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà

òîãî æå âèäà, ÷òî â [1, 2℄. Îäíàêî ïðåäåëüíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à èìååò íóëåâîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðåäåëüíîé çàäà÷è, îòâå÷àþùèå íóëåâîìó ñîáñòâåí-

íîìó çíà÷åíèþ, íå èìåþò îáîáùåííûõ ïðèñîåäèíåííûõ (â ñìûñëå Âèøèêà �

Ëþñòåðíèêà) âåêòîðîâ. Äëÿ óêàçàííîé ñèñòåìû ðåøåíû òå æå, ÷òî â [1, 2℄, âî-

ïðîñû.

Âî âòîðîé ÷àñòè äîêëàäà èññëåäóåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðàòîðîì Ñòîêñà â ãëàâíîé ÷àñòè â ñëó÷àå êðàòíîãî âû-

ðîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ïðåäåëüíîé çàäà÷è. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-

ñòâåííîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ, à òàêæå ïðè ïîìîùè ìåòîäà

ïîãðàíñëîÿ ïîñòðîåíà è îáîñíîâàíà åãî àñèìïòîòèêà â ðàâíîìåðíûõ ïî îáëàñòè

ìåòðèêàõ.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå Ë. È. Ñàçîíîâà [10℄ äîêàçàíû ñóùå-

ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, à òàêæå ïîñòðîåíû ïîëíûå

àñèìïòîòèêè ïîñëåäíèõ äëÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îãðà-

íè÷åííûìè áûñòðî îñöèëëèðèþùèìè êîý��èöèåíòàìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî (â ÷àñòíîñòè êðàòíîãî) âûðîæäåíèÿ. Â ðàáîòå

Ë. È. Ñàçîíîâà [11℄ àíàëîãè÷íûå [10℄ ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ óðàâíåíèé ñ

íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Àêòóàëüíûé äëÿ ïðèëîæåíèé âîïðîñ î ïîãðàíñëîéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ àñèìïòî-

òèê, ïðèáëèæàþùèõ ðåøåíèå â ðàâíîìåðíûõ ìåòðèêàõ, â ñòîëü øèðîêîé ïîñòà-

íîâêå [11℄, åñòåñòâåííî, íå ðàñìàòðèâàëñÿ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Î ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÈ Ê�ÈÂÈÇÍÛ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ

ÂÀ�ÈÀÖÈÈ ×Å�ÅÇ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÂÈÍÅ�ÎÂÑÊÎ�Î Ï�ÎÖÅÑÑÀ

Ä. Ñ. Êëèìåíòîâ

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â ðàáîòå [1℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòåé îãðàíè÷åííîãî èñêðèâëå-

íèÿ èìååò ìåñòî �îðìóëà

∫

L

Mdu+Ndv =

∫∫

Q

Γ1
22L+

(
Γ2
22 − Γ1

11

)
M − Γ2

11Ndudv,

ãäå Q � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé L, ãîìåîìîð�íîé îêðóæ-

íîñòè, L, M , N � êîý��èöèåíòû âòîðîé îñíîâíîé �îðìû ïîâåðõíîñòè

II = bijdx
idxj , Γk

ij � ñèìâîëû Õðèñòî��åëÿ âòîðîãî ðîäà. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-

íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíà ê èçîòåðìè÷åñêîìó

âèäó ds2 = I = λ(dx2 + dy2).
Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åííîãî èñêðèâëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-

íû F çàäàíû äâà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññà Xt è Yt ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ pt(x, y)
è ïåðåõîäíîé �óíêöèåé P (t, x,Γ) ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàáîòå [2℄ áûë âûâåäåí ñòî-

õàñòè÷åñêèé àíàëîã óðàâíåíèé �àóññà � Ïåòåðñîíà � Êîäàööè ÷åðåç õàðàêòå-

ðèñòèêè óêàçàííûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ïî-

âåðõíîñòü F ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åííîãî èñêðèâëåíèÿ F ïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû èìååò ìåñòî �îðìóëà

∫

L

Mdu+Ndv =

∫∫

Q

Γ1
22L+

(
Γ2
22 − Γ1

11

)
M − Γ2

11Ndudv,

ãäå bij = ∆pt
∂tpt

∫
P (t, x, dy)

yiyj
1+δij

, λ = ∆pt
∂tpt

, à ñèìâîëû Õðèñòî��åëÿ âû÷èñëÿþòñÿ

êàê â ðàáîòå [2].

Òåîðåìà 2. Êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè F ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå

K = − ∂tpt
2∆pt

∆ ln
∆pt
∂tpt

.

Ëèòåðàòóðà

1. Áàêåëüìàí È. ß. Äè��åðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ãëàäêèõ íåðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé //

Óñïåõè ìàò. íàóê.�1956.�Ò. 11, � 2 (68).�Ñ. 67�124.

2. Êëèìåíòîâ Ä. Ñ. Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëîã îñíîâíîé òåîðåìû òåîðèè ïîâåðõíîñòåé äëÿ

ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâê. ðåãèîí. Ñåð. Åñòåñòâ.

íàóêè.�2013.�� 6.�Ñ. 24�27.

111



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÎÁ ÝÍÒ�ÎÏÈÉÍÛÕ �ÅØÅÍÈßÕ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ

Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÌÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒßÌÈ

Ë. Ì. Êîæåâíèêîâà

(�îññèÿ, Ñòåðëèòàìàê; ÑÔ Áàø�Ó)

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñòåïåííûìè íåëèíåéíîñòÿìè ñ L1-ïðàâîé

÷àñòüþ â ðàáîòå [1℄ áûëî ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äèðèõëå è äîêàçàíû åãî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýíòðîïèéíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ íåêîòîðîãî

êëàññà ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè íåëèíåéíîñòÿìè

n∑

i=1

ai(x, u,∇u) = |u|p0(x)−2u+ a(x, u), u(x)
∣∣
∂Ω

= 0 (1)

â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ Ω ( Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn)}, n > 2.
Ïðèâåäåì óñëîâèÿ íà �óíêöèè, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (1). Ïóñòü

−→
p (x) =

(p0(x), p1(x), . . . , pn(x)) ∈ (C+(Ω))n+1
. Ïîëîæèì

p+(x) = max
i=1,n

pi(x), p(x) = n

(
n∑

i=1

1

pi
(x)

)−1

, p∗(x) =





np(x)

n− p(x)
, p(x) > n,

+∞, p(x) 6 n.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

p+(x) 6 p0(x) < p∗(x), x ∈ Ω. (2)

Ïóñòü s · t îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå s = (s1, . . . , sn), t =
(t1, . . . , tn) ∈ Rn

è a(x, s0, s) = (a1(x, s0, s), . . . , an(x, s0, s)).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè a0(x, s0), ai(x, s0, s), i = 1, . . . , n, x ∈ Ω, s0 ∈ R,

s ∈ Rn
, êàðàòåîäîðèåâû; êðîìå òîãî, �óíêöèè ai(x, s0, s), i = 1, . . . , n, ïî s0 ∈ R

óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ �åëüäåðà; �óíêöèÿ a0(x, s0) íåóáûâàþùàÿ
ïî s0 ∈ R.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè Φi(x) ∈ Lp′i(·)(Ω), p
′
i(x) =

pi(x)/(pi(x) − 1), i = 1, . . . , n, ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ â(k) è ïî-

ëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà a òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∣∣ai(x, s0, s)
∣∣ 6 â(k)

(
P(s)1/p

′
i(x) +Φi(x)

)
, P(s) =

n∑

i=1

|si|pi(x), i = 1, . . . , n; (3)

(
a(x, s0, s)− a(x, s0, t)

)
· (s− t) > 0 (4)

ïðè ï. â. x ∈ Ω è ëþáûõ s0 ∈ [−k, k], s, t ∈ Rn
, s 6= t. Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

a(x, s0, s) · s > aP(s) (5)

ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì ïðè ï. â. x ∈ Ω è âñåõ s0 ∈ R, s ∈ Rn
.
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Ïîëîæèì a(x, s0) = a(x, 0) + b(x, s0). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

a(x, 0) ∈ L1(Ω), (6)

sup
|s0|6k

∣∣b(x, s0)
∣∣ = Gk(x) ∈ L1,loc(Ω). (7)

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ ïåðåìåííûìè ïîêàçàòåëÿìè W̊ 1−→
p (·)(Ω)

êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C∞
0 (Ω) ïî íîðìå

∥∥v
∥∥
W̊ 1

−→
p (·)

(Ω)
=
∥∥v
∥∥
p0(·) +

n∑

i=1

∥∥vxi

∥∥
pi(·).

Çäåñü ‖ · ‖pi(·) � íîðìà Ëþêñåìáóðãà â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà ñ ïåðåìåííûìè

ïîêàçàòåëÿìè Lpi(·)(Ω), i = 0, . . . , n.
Ïîëîæèì Tk(r) = r ïðè |r| 6 k, Tk(r) = k sign r ïðè |r| > k; 〈u〉 =

∫
Ω u dx.

Îïðåäåëåíèå. Ýíòðîïèéíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìàÿ

�óíêöèÿ u : Ω → R òàêàÿ, ÷òî A(x) = a(x, u) ∈ L1(Ω); Tk(u) ∈ W̊ 1−→
p (·)(Ω) ïðè âñåõ

k > 0; ïðè âñåõ k > 0, ξ(x) ∈ C1
0 (Ω) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

〈(
a(x, u) + |u|p0(x)−2u

)
Tk(u− ξ)

〉
+
〈
a(x, u,∇u) · ∇Tk(u− ξ)

〉
6 0.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2)�(7), òîãäà ñóùåñòâóåò ýíòðîïèéíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1).

Ñóùåñòâîâàíèå ýíòðîïèéíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ

ïðè �èêñèðîâàííîì ðîñòå �óíêöèé ai(x, s0, s), i = 1, . . . , n, ïî ïåðåìåííîé s0
óñòàíîâëåíî ðàáîòå [2℄. Â ðàáîòå [3℄ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýíòðîïèéíûõ ðåøå-

íèé çàäà÷è Äèðèõëå â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ýëëèïòè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåñòåïåííûìè íåëèíåéíîñòÿìè.
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THE EXPLICIT REPRESENTATION OF THE KERNEL

FOR ONE TRANSMUTATION OPERATOR

V. V. Krav
henko (Mexi
o, Quer�etaro; CINVESTAV-IPN),

S. M. Torba (Mexi
o, Quer�etaro; CINVESTAV-IPN),

E. L. Shishkina (Russia, Voronezh; VSU)

We deal with the di�erential Bessel operator

d2

dx2
+
l(l + 1)

x2
. (1)

It arises often in problems of mathemati
al physi
s. For example, every time when one

needs to study the Lapla
e operator in spheri
al 
oordinates the Bessel operator (1)

appears. Besides, the operator (1) is related to the free radial S
hr�odinger operator,

in
luded in Euler�Poisson�Darboux equation, in the equations des
ribing the random

walk of parti
les et
. The operator (1) is degenerate and 
orresponding di�erential

equations degenerate themselves on a domain 
ontaining the origin. There are a

lot of di�erent methods for analyti
al solution of equations with the operator (1)

but only for spe
i�
 equations. We develop a general method for solving equations

with operator (1) whi
h, moreover, lends itself for numeri
al 
omputation. It is a

transmutation operators method introdu
ed, in [1�2℄.

Consider the perturbed Bessel equation

−u′′(x) +
(
l(l + 1)

x2
+ q(x)

)
u(x) = λu(x), l > −1

2
, x ∈ (0, b]. (2)

In [1℄ and [2℄ it was shown that a Volterra integral operator T exists de�ned by

the formula

T [ϕ](x) = ϕ(x) +

x∫

0

K(x, t)ϕ(t) dt,

where ϕ is a 
ontinuous fun
tion, with a 
ontinuous kernel K su
h that a regular

solution of (2) 
an be written as

u(x, λ) = T [dl(x, λ)],

where dl(x, λ) :=
√
xJl+ 1

2

(√
λx
)
is a regular solution of the equation

−y′′(x) + l(l + 1)

x2
y(x) = λy(x), l > −1

2
, x ∈ (0, x].

For any integer l > 0, using the approa
h developed in [3℄ we obtain an expli
it

representation of the kernel K,

K(x, s) =

√
π sl+1

x2l+3Γ
(
l + 3

2

) ×

×
∞∑

m=0

(−1)m+l+1 βm+l+1(x)
Γ
(
m+ 2l + 5

2

)

Γ
(
m+ l + 3

2

) P (l+
1
2
, l+1)

m

(
1− 2

s2

x2

)
,

(3)
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where P
(l+ 1

2
, l+1)

m stands for a Ja
obi polynomial. The 
oe�
ients βk in (3) are de�ned
in [3℄. Additionally, a representation of the kernel for non-integer l and some new

properties of this kernel are obtained.

Referen
es

1. Stashevskaya V. V. The inverse problem of spe
tral analysis for di�erential operators with

a singularity at the origin // U
hen. Zap. Kharkov.�Kharkov: Izd-vo Mat. Obs
h., 1957.�

P. 49�86.�(Russian).

2. Volk V. Ya. On inversion formulas for a di�erential equation with a singularuty at x = 0 //
Uspehi Mat. Nauk (N. S.).�1953.�Vol. 4, � 56.�P. 141�151.�(Russian).

3. Krav
henko V. V., Torba S. M., Castillo-Perez R. A Neumann series of Bessel fun
tions

representation for solutions of perturbed Bessel equations // Appl. Anal.�2017.�

http://dx.doi.org/10.1080/00036811.2017.1284313.

115



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ È �ÅØÅÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È,

ÌÎÄÅËÈ�ÓÞÙÅÉ ÑÅËÅÊÒÈÂÍÛÉ ÂÎÄÎÇÀÁÎ�ÍÛÉ Ï�ÎÖÅÑÑ

Â ÑÒ�ÀÒÈÔÈÖÈ�ÎÂÀÍÍÎÌ ÂÎÄÎÅÌÅ

È. Ä. Ìóçàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; �ÔÈ ÂÍÖ �ÀÍ, Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò),

Í. È. Ìóçàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; �ÔÈ ÂÍÖ �ÀÍ)

Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò oxyz ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü ïðîñòàíñòâà,
îãðàíè÷åííàÿ óñëîâèÿìè 0 < x < L, 0 < y < B, 0 < z < H, ïðåäñòàâëÿåò ñòðà-
òè�èöèðîâàííûé âîäîåì, ñõåìàòèçèðîâàííûé â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëå-

ëåïèïåäà äëèíîé L, øèðèíîé B è ãëóáèíîé H (ñì. ðèñ. 1). Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè

âîäû ïî ãëóáèíå àïïðîêñèìèðîâàíî ÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíóþ �óíêöèþ ñëåäóþ-

ùåãî âèäà:

ρ(z) = ρ2e
−sz, s =

1

H
ln
ρ2
ρ1
,

ãäå ρ2 è ρ1 � ïëîòíîñòè âîäû íà äíå è íà ñîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âîäîåìà.

�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ ñõåìà ñåëåêòèâíîãî âîäîçàáîðíîãî ïðîöåññà

â ñòðàòè�èöèðîâàííîì âîäîåìå.

Íà ó÷àñòêå ãðàíè âîäîåìà, îãðàíè÷åííîé óñëîâèÿìè x = 0, y0− b
2 6 y 6 y0+

b
2 ,

0 6 z 6 a, óñòðîåíî âîäîçàáîðíîå îêíî, ÷åðåç êîòîðîå çàáèðàåòñÿ âîäà ñî ñðåäíåé
ñêîðîñòüþ v0(t) (a è b � âûñîòà è øèðèíà îêíà ñîîòâåòñòâåííî, t � âðåìÿ).

Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè áåçâèõðåâîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè ñ ïåðåìåííîé ïî ãëóáèíå ïëîòíîñòüþ è ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ãðà-

âèòàöèîííûõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû äâèæåíèå âîäû â âîäîåìå ìîäåëèðóåòñÿ

ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé [1�5℄:

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
− s

∂ϕ

∂z
= 0, (1)
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ϕ =
∂ϕ

∂t
= 0, ïðè t = 0, (2)

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=0

= −Y0(y)Z0(z)v(t),
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=L

= −Y1(y)Z1(z)u(t), (3)

∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
y=0,B

= 0,
∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0,

(
∂2ϕ

∂t2
+ g

∂ϕ

∂z

)∣∣∣∣
z=H

= 0, (4)

Z0(z) =

{
1, ïðè 0 6 z 6 a,

0, ïðè a 6 z 6 H,

Z1(z) =

{
1, ïðè H − a1 < z < H,

0, ïðè 0 6 z 6 H − a1,

(5)

Y0(y) =





1, ïðè y0 −
b

2
6 y 6 y0 +

b

2
,

0, ïðè 0 < y < y0 −
b

2
èëè y0 +

b

2
6 y 6 B,

(6)

Y1(y) =





1, ïðè y1 −
b1
2

6 y 6 y1 +
b1
2
,

0, ïðè 0 < y < y1 −
b1
2

èëè y1 +
b1
2
< y < B,

(7)

ãäå ϕ(x, y, z, t) � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè íåñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ âîäû â âîäîåìå,

g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3) ïîñòàâëåíû è âñïîìîãàòåëüíûå

�óíêöèè (5), (6) è (7) ïîäîáðàíû ñ òåì óñëîâèåì, ÷òîáû îáúåìíûé ðàñõîä çàáèðà-

åìîé âîäû ðàâíÿëñÿ îáúåìíîìó ðàñõîäó ïîñòóïàþùåé â âîäîåì âîäû. Ïðè òàêîì

óñëîâèè ãëóáèíà H â ïðîöåññå äâèæåíèÿ âîäû áóäåò ïîñòîÿííîé. Âåëè÷èíû a1 è
b1 � ýòî ðàçìåðû ó÷àñòêà ãðàíè x = L, ÷åðåç êîòîðóþ â âîäîåì ïîñòóïàåò âîäà

ñ îáúåìíûì ðàñõîäîì q = v(t)ab; (L, y1, z1) � êîîðäèíàòû öåíòðà ýòîãî ó÷àñòêà.

Ïîñòàâëåííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøåíà àíàëèòè÷åñêè. Ïîëó÷åíà ñî-

âîêóïíîñòü �îðìóë, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü ãàáàðèòíûå ðàçìåðû îêíà

è ñêîðîñòü çàáîðà âîäû, îáåñïå÷èâàþùèõ ñåëåêòèâíûé âîäîîòáîð èç ãëóáèííûõ

ñëîåâ ñòðàòè�èöèðîâàííîãî âîäîåìà.
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ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ×ÅÒÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

1

Ä. Ì. Ïîëÿêîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ

äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Lbc : D(Lbc) ⊂ L2[0, ω] → L2[0, ω], îïðåäåëÿåìîãî
âûðàæåíèåì

l(y) = (−1)ky(2k) − qy, k > 1, q ∈ L2[0, ω],

è îäíèì èç ñëåäóþùèõ òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé bc:
(a) ïåðèîäè÷åñêèå bc = per: y(j)(0) = y(j)(ω), j = 0, 1, . . . , 2k − 1;
(b) àíòèïåðèîäè÷åñêèå bc = ap: y(j)(0) = −y(j)(ω), j = 0, 1, . . . , 2k − 1;
(
) Äèðèõëå bc = dir: y(0) = · · · = y(2k−2)(0) = 0, y(ω) = · · · = y(2k−2)(ω) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, D(Lbc) = {y ∈W 2k
2 [0, ω] : y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ bc}.

Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå çàòðàãèâàåòñÿ ñëó÷àé k = 1, ïðè êîòî-
ðîì îïåðàòîð Lbc ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì îïåðàòîðîì Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ. Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà Øòóðìà �

Ëèóâèëëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå

ïðèõîäèòñÿ ðàçâèâàòü íåñêîëüêî áîëåå òîíêóþ òåõíèêó, ÷åì â ñëó÷àå k > 1.
Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðà Lbc ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî îí îïèñûâàåò êîëåáà-

íèÿ áàëîê, ïëàñòèí è îáîëî÷åê. Íàïðèìåð, ìîäåëü Âëàñîâà èçãèáàþùèõ öèëèí-

äðè÷åñêèõ îáîëî÷åê äàåò óðàâíåíèå êîëåáàíèé âèäà y(8) + qy = λy, ãäå λ �

ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà Lbc ìû ïðèìåíèì íîâóþ òåõíèêó, êîòîðàÿ ðàç-

âèâàåò èäåè èç [1℄. Óêàçàííàÿ òåõíèêà ïîçâîëÿåò îáîáùèòü è óñèëèòü èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè [2, òåîðåìà 3.1℄.

Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ìû ââåäåì ïàðàìåòð θ, êîòîðûé ðàâåí 0, åñëè bc = per, è
ðàâåí 1, åñëè bc = ap. ×åðåç q è q̃ ñ èíäåêñàìè âíèçó îáîçíà÷àþòñÿ êîý��èöè-

åíòû Ôóðüå ïîòåíöèàëà q äëÿ bc ∈ {per, ap} è bc = dir ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð Lbc, bc ∈ {per, ap}, ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé

ðåçîëüâåíòîé. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëîm ∈ Z+, ÷òî åãî ñïåêòð σ(Lbc)
ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(Lbc) = σ(m) ∪
(

⋃

n>m+1

σn

)
, (1)

ãäå σ(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ÷èñëîì òî÷åê, íå ïðåâîñõîäÿùèì 2m+1, σn =

{λ̃−n } ∪ {λ̃+n }, n > m + 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃∓n , n > m + 1, äîïóñêàþò

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 16-31-00027.
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ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

λ̃∓n =
(π(2n + θ)

ω

)2k
− q0 −

2ω2k

π2k

∞∑

j=1,
j 6=n

qn−jqj−n

(2j + θ)2k − (2n+ θ)2k
∓

∓
(
q−2n−θ +

ω2k

π2k

∑

j∈Z, j 6=n,
j 6=−n−θ

q−n−j−θqj−n

(2j + θ)2k − (2n + θ)2k

) 1
2

×

×
(
q2n+θ +

ω2k

π2k

∑

j∈Z, j 6=n,
j 6=−n−θ

qn+j+θqn−j

(2j + θ)2k − (2n+ θ)2k

)1
2

+ ξbc(n).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξbc : m+ N → (0,∞) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∣∣ξbc(n)
∣∣ 6 Cθ

n4k−3
αn,

ãäå (αn) � ñóììèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è Cθ > 0 � íåêîòîðàÿ

ïîñòîÿííàÿ.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð Ldir ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåí-

òîé. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî m ∈ N, ÷òî åãî ñïåêòð ïðåäñòàâèì â âèäå (1),

ãäå σ(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ÷èñëîì òî÷åê, íå ïðåâîñõîäÿùèì m, σn =

{λ̃n,dir}, n > m+ 1, � îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ̃n,dir,
n > m+ 1, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

λ̃n,dir =

(
πn

ω

)2k

− 1

ω

ω∫

0

q(t) dt+
1

ω

ω∫

0

q(t) cos
2πn

ω
t dt−

− ω2k

2π2k

∞∑

j=1,
j 6=n

(q̃|n−j| − q̃n+j)
2

j2k − n2k
+ ηdir(n), n > m+ 1.

Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ηdir : {n ∈ N|n > m + 1} → (0,∞) óäîâëåòâîðÿåò

îöåíêå

∣∣ηdir(n)
∣∣ 6 M

n4k−3
βn,

ãäå (βn) � ñóììèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è M > 0 � íåêîòîðàÿ

ïîñòîÿííàÿ.

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð −Lbc, bc ∈ {per, ap,dir}, ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì àíàëè-

òè÷åñêîé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ.

Êðîìå òîãî, â òåîðåìå 3 ïîëó÷åí àñèìïòîòè÷åñêèé âèä óêàçàííîé àíàëèòè-

÷åñêîé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÏÎÍßÒÈß ÏÎËÍÎÒÛ �ÈÌÀÍÎÂÀ

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÍÎ�ÎÎÁ�ÀÇÈß

Â. À. Ïîïîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

�àññìîòðèì ðèìàíîâî àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M è øàð U ⊂ M ìà-

ëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ M . Ïîä àíàëèòè÷åñêèì ïðî-

äîëæåíèåì ëîêàëüíî çàäàííîé ìåòðèêè áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ëþáîå ðèìàíîâî

àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå N òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ èçîìåò-

ðèÿ ϕ : U −→ N . Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàéòè íàèáîëåå åñòåñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå

ïðîäîëæåíèå äàííîé ìåòðèêè. Åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî

íåïðîäîëæàåìîñòè èñêîìîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ââåäåííîãî åùå â êëàññè÷åñêîé ìî-

íîãðà�èè Õåëãàñîíà. Îäíàêî íåïðîäîëæàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü âåñüìà

íååñòåñòâåííûìè. Íàïðèìåð, îäíîñâÿçíàÿ íàêðûâàþùàÿ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè

âûêîëîòûìè òî÷êàìè

(
1
n ;

k
n

)
, k, n ∈ N.

Êàíîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âïîëíå íåîäíîðîäíîé ìåòðèêè è ìåòðèêè, àëãåá-

ðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé Êèëëèíãà êîòîðîé íå èìååò öåíòðà, ïîñòðîåíî â ðàáîòàõ

àâòîðà. Ïîñòðîåííîå ìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íàèáîëüøåé âîçìîæíîé

ñèììåòðèè è åäèíñòâåííîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ìåòðèêè,

àëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé êîòîðîãî ñîäåðæèò öåíòð.

Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé Êèëëèíãà ðèìàíîâà àíàëèòè÷å-

ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M è hp � ñòàöèîíàðíàÿ ïîäàëãåáðà â òî÷êå p ∈M . Ìíîæå-

ñòâî D òî÷åê p ∈ M , äëÿ êîòîðûõ dim hp > mindim hx ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì

ïîäìíîæåñòâîì, codimD > 2. Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé

Ëè g. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîäãðóïïà H, ïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðîé h ⊂ g,

çàìêíóòà â G.

Îïðåäåëåíèå. Ïðàâèëüíûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ëîêàëüíî çàäàí-

íîé ðèìàíîâîé àíàëèòè÷åñêîé ìåòðèêè íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå M , ÿâëÿþùåå-

ñÿ ðàññëîåííûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñëîÿìè G
/
H è íå äîïóñêàþùåå ñîõðàíÿþùèõ

îðèåíòàöèþ è âåêòîðíûå ïîëÿ Êèëëèíãà è íåòðèâèàëüíûõ íà áàçå ðàññëîåíèÿ

ëîêàëüíûõ èçîìåòðèé. Ìàêñèìàëüíîå ïðàâèëüíîå ïðîäîëæåíèå íàçîâåì êàíîíè-

÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ ϕ : U −→ N èç ïðàâèëüíîãî ïðî-

äîëæåíèÿ N â êàíîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå M àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ äî

èçîìåòðèè ϕ : N −→ M . Òàêèì îáðàçîì, êàíîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò

ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè è ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñèììåòðèåé.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ×Å�ÍÎÂÀ È ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ

ÄËß ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

È. Ä. �åìèçîâ

(�îññèÿ, Ìîñêâà, Ì�Ó; Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍ�Ó)

Èç ýëåìåíòàðíîé òåîðåìû àíàëèçà î ¾âòîðîì çàìå÷àòåëüíîì ïðåäåëå¿ ñëåäó-

åò, ÷òî åñëè äè��åðåíöèðóåìàÿ â íóëå �óíêöèÿ G : [0,+∞) → R óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì G(0) = 1, G′(0) = L, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

G(t/n)n = lim
n→∞

(
1 + tL/n+ o(t/n)

)n
= etL. (1)

Ïîýòîìó, åñëè ìû æåëàåì ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè

d

dt
U(t) = LU(t), U(0) = u0, (2)

íî ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íå óìååì âû÷èñëÿòü ýêñïîíåíòó etL, çàòî óìååì óìíî-

æàòü, äåëèòü è âû÷èñëÿòü G(t), òî ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå

U(t) = lim
n→∞

G(t/n)n = etLu0. (3)

Êàê çàìåòèë Î. �. Ñìîëÿíîâ [1℄, ñîãëàñíî òåîðåìå ×åðíîâà [2℄ ýòà ñõåìà

ïðèìåíèìà è â ñëó÷àå, åñëè G ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L(F) âñåõ
îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â íåêîòîðîì áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå F . Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð, X = R1
), è F �

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ �óíêöèé íà X, ïðè÷åì â F äåéñòâóåò çàìêíó-

òûé ëèíåéíûé îïåðàòîð L : Dom (L) → F ñ ïëîòíîé â F îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

Dom (L) ⊂ F . Çàäà÷à Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (2) îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíîé �óíêöèè U : [0,+∞) → F = L2(R
1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

çàäà÷à Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ

u′t(t, x) = Lu(t, x), u(0, x) = u0(x) (2′)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè u : [0,+∞) × X → C, åñëè ïîëîæèòü

(U(t))(x) = u(t, x) äëÿ âñåõ t > 0, x ∈ X = R1
. Êàê èçâåñòíî [3℄, â ñëó÷àå

ñóùåñòâîâàíèÿ C0-ïîëóãðóïïû (etL)t>0 ñ ãåíåðàòîðîì (L,Dom (L)) ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè (2′) ñóùåñòâóåò è äàåòñÿ ðàâåíñòâîì u(t, x) = (etLu0)(x) äëÿ t > 0 è
x ∈ X.

Ïðèìåð. F = L2(R
1) è L = iH, ãäå H � ñàìîñîïðÿæåííûé äè��åðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð â L2(R
1) ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå (2′) �

ýòî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, à ïîëóãðóïïà ñ ãåíåðàòîðîì L = iH ñóùåñòâóåò ïî

òåîðåìå Ñòîóíà [4℄.

Ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ, îïóñêàÿ â íèõ íåêîòîðûå òåõíè÷å-

ñêèå äåòàëè (òî÷íûå �îðìóëèðîâêè ñì. [5�8℄).
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A) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ G êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó îïåðàòîðà L, åñëè
îïåðàòîð G(0) = I (I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â F), à G′(0) = L; â ýòîì ñëó-

÷àå âûðàæåíèå limn→∞G(t/n)n íàçûâàåòñÿ �îðìàëüíûì ÷åðíîâñêèì ðåøåíèåì

çàäà÷è Êîøè (2′).
Á) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿG ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ×åðíîâà îïåðàòîðà L,

åñëè ñóùåñòâóåò C0-ïîëóãðóïïà (etL)t>0 è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1) (Î. �. Ñìî-

ëÿíîâ èñïîëüçîâàë áëèçêîå ê Á) îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ×åðíîâó).

Îêàçûâàåòñÿ [5℄, ÷òî åñëè îïåðàòîð S(t) ïð âñåõ t > 0 ñàìîñîïðÿæåí-

íûé, è S êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà H, òî �óíêöèÿ

R(t) = ei(S(t)−I)
ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ×åðíîâà îïåðàòîðà iH, ÷òî ïîçâîëÿåò ñâî-

äèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Áîëåå òîãî [6℄, åñëè �óíêöèÿ G1 êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó îïåðàòðà L1, à �óíêöèÿ

G2 êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó îïåðàòîðà L2, òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ òåõíè÷å-

ñêèõ óñëîâèé �óíêöèÿ G(t) = G1(t) +G2(t)− I êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó îïåðàòîðà
L1 + L2, à �óíêöèÿ G(t) = (G1(

√
t) − I)(G2(

√
t) − I) + I êàñàåòñÿ ïî ×åðíî-

âó îïåðàòîðà L1L2. Ýòî äàåò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ u′t = Lu â ñëó÷àå, êîãäà L � ïðîèçâîëüíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

ñ êîý��èöèåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè, ïîñêîëüêó îí ïîëó÷àåòñÿ ïó-

òåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëîæåíèé è ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ äè��åðåíöèðîâàíèÿ

(L1f)(x) = f ′(x) è óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ (L2f)(x) = q(x)f(x), à �óíêöèè

×åðíîâà ýòèõ îïåðàòîðîâ èçâåñòíû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå âñå �óíêöèè ×åðíîâà îäèíàêîâî óäîáíû ñ âû÷èñëè-

òåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî îòêðûâàåò áîëüøîé ïðîñòîð äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å

ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÝËÅÊÒ�ÎÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ

Æ. Ä. Òîòèåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; �ÔÈ ÂÍÖ �ÀÍ, ÑÎ�Ó)

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòî-

óïðóãîñòè:

ρ
∂2ui
∂t2

=

3∑

j=1

∂Tij
∂xj

; rotH =
1

c

∂D

∂t
, rot E = −1

c

∂B

∂t
, div D = 0, div B = 0. (1)

Çäåñü x = (x1, x2, x3) ∈ R3
, ρ = ρ(x) � ïëîòíîñòü íåîäíîðîäíîé ñðåäû, ρ(x) > 0,

u = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) � âåêòîð ñìåùåíèé, E = (E1(x, t), E2(x, t), E3(x, t))
è H = (H1(x, t),H2(x, t),H3(x, t)) � âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé íàïðÿ-

æåííîñòè, D = (D1(x, t),D2(x, t),D3(x, t)) è B = (B1(x, t), B2(x, t), B3(x, t)) �
âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèè, c � ñêîðîñòü ñâåòà. Â âÿçêî-

óïðóãèõ ìàòåðèàëàõ, èìåþùèõ ÿâëåíèå ïüåçîý��åêòà, äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé

è êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèè èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëå-

íèÿ [3℄

Tij =
3∑

k,l=1

cijkl

[
Skl +

t∫

0

K(t− τ)Skl(x, τ)dτ

]
−

3∑

k=1

ekijEk, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3,

Dj =
3∑

k=1

εjkEk +
3∑

k,l=1

ejklSkl, j = 1, 2, 3, B = µH, Skl =
1

2

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
,

ãäå cijkl = cijkl(x) � ìîäóëè óïðóãîñòè, K(t) � ðåëàêñàöèîííàÿ �óíêöèÿ

ekij = ekij(x) � ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ìîäóëè, εij = εij(x) � äèýëåêòðè÷åñêèå ìî-

äóëè, µ = µ(x) � ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü. Ïîëîæèì cijkl = cjikl = cijlk = cklij ,
ekij = ekji, εij = εji [1℄. Â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òîëüêî ¾ìåäëåííûõ¿ âîëí

ïðåíåáðåãàþò ìàëûìè ïîïðàâêàìè s/c, s/c2, ãäå s � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ óïðóãèõ âîëí, c � ñêîðîñòü ñâåòà. Òîãäà â óðàâíåíèÿõ (1) ñêîðîñòü ñâå-

òà ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè [2℄. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ðàñïàäàåòñÿ

íà äâå ãðóïïû. Ïåâðîå óðàâíåíèå (1) âìåñòå ñ êâàçèñòàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

divD = 0, rot E = 0, E = −∇ϕ îáðàçóþò ïåðâóþ ãðóïïó, à âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâ-

ëÿþò óðàâíåíèÿ rotH = 0, div B = 0. Êàê è â ðàáîòå [2℄, áóäåì ðàññìàòðèâàòü

àíèçîòðîïíûå ñðåäû êóáè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Èìååì

ρ
∂2u1
∂t2

= L

[
K,

∂

∂x3

(
c44

∂u1
∂x3

)
+ c12

∂2u3
∂x1∂x3

+
∂

∂x3

(
c44

∂u3
∂x1

)
+

+ c44
∂2u1
∂x22

+ c11
∂2u1
∂x21

+ (c12 + c44)
∂2u2
∂x1∂x2

]
+

∂

∂x3

(
e14

∂ϕ

∂x2

)
+ e14

∂2ϕ

∂x2∂x3
,

(2)
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ρ
∂2u2
∂t2

= L

[
K,

∂

∂x3

(
c44

∂u2
∂x3

)
+ c12

∂2u3
∂x2∂x3

+
∂

∂x3

(
c44

∂u3
∂x2

)
+

+ c44
∂2u2
∂x21

+ c11
∂2u2
∂x22

+ (c12 + c44)
∂2u1
∂x1∂x2

]
+

∂

∂x3

(
e14

∂ϕ

∂x1

)
+ e14

∂2ϕ

∂x1∂x3
,

(3)

ρ
∂2u3
∂t2

=L

[
K,

∂

∂x3

(
c11

∂u3
∂x3

)
+ c44

∂2u1
∂x1∂x3

+
∂

∂x3

(
c12

∂u1
∂x1

)
+ c44

∂2u2
∂x2∂x3

+

+
∂

∂x3

(
c12

∂u2
∂x2

)
+ c44

∂2u3
∂x21

+ c44
∂2u3
∂x22

]
+ e14

∂2ϕ

∂x1∂x2
+ e14

∂2ϕ

∂x2∂x1
,

(4)

∂

∂x1

(
e14

∂u2
∂x3

)
− ∂

∂x1

(
ε
∂ϕ

∂x1

)
+

∂

∂x1

(
e14

∂u3
∂x2

)
+

∂

∂x2

(
e14

∂u1
∂x3

)
+

+
∂

∂x2

(
e14

∂u3
∂x1

)
− ∂

∂x2

(
ε
∂ϕ

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
e14

∂u1
∂x2

)
+

+
∂

∂x3

(
e14

∂u2
∂x1

)
− ∂

∂x3

(
ε
∂ϕ

∂x3

)
= 0,

(5)

(
L

[
K, c44

∂u3
∂x1

+ c44
∂u1
∂x3

]
+ e14

∂ϕ

∂x2

) ∣∣∣∣
x3=+0

= 0, (6)

(
L

[
K, c44

∂u3
∂x2

+ c44
∂u2
∂x3

]
+ e14

∂ϕ

∂x1

) ∣∣∣∣
x3=+0

= 0, (7)

(
L

[
K, c12

∂u1
∂x1

+ c12
∂u2
∂x2

+ c11
∂u3
∂x3

]) ∣∣∣∣
x3=+0

= 0, (8)

ui
∣∣
t<0

≡ 0, i = 1, 2, 3; ϕ
∣∣
x3=+0

= δ(x1)δ(t),
∂ϕ

∂x3

∣∣∣∣
x3=0

= 0. (9)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìîäóëè óïðóãîñòè c11, c12, c44, ïëîòíîñòü ρ, ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèé ìîäóëü e14 è äèýëåêòðè÷åñêèé ìîäóëü ǫ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè
òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé x3, âåêòîð-�óíêöèÿ (ρ, c11, c12, c44) ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó Λ = {(ρ(x3), c11(x3), c12(x3), c44(x3)) : ρ > 0, c44 > 0, c11 > c12, c11 + 2c12 > 0,
ρ′(+0) = 0, c′11(+0) = 0, c′44(+0) = 0, ρ, c44 ∈ C2(R+), c11, c12 ∈ C1(R+)},
R+ = [0,∞), ε � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ èç êëàññà C1(R+), K(t) ∈ C2(R+).
Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìîäóëÿ e14(x3), x3 > 0, âõîäÿùåãî â ñèñòåìó ðàâåíñòâ

(2)�(5), åñëè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âòîðîé êîìïîíåíòû ñìåùå-

íèÿ U2 èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ

∂
∂ν U2(x3, t, ν)

∣∣
x3=+0,ν=+0

= g(t),

t > 0, ãäå g(t) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ ïåðåìåííóþ y ïî �îðìóëå y = ψ(x3) :=
∫ x3

0

√
ρ(ξ)
c44(ξ)

dξ. ×åðåç ψ−1(y) îáîçíà÷èì �óíêöèþ, îáðàòíóþ ê ψ(x3). Îñíîâ-
íûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå òåîðåìû ðàçðåøèìîñòè

è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T � �èêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, X = ψ−1(T/2),
�óíêöèÿ g(t) ∈ C[0, T ]. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà-

÷è e14(x3) ∈ C1[0,X].
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Ïóñòü E(δ) � ìíîæåñòâî �óíêöèé e14(x3) ∈ C1[0,X] òàêèõ, ÷òî ïðè x3 ∈
[0,X] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖e14(x3)‖C[0,X] 6 δ ñ �èêñèðîâàííîé ïîëîæè-

òåëüíîé ïîñòîÿííîé δ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü T � �èêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, X = ψ−1(T/2),
e14(x3), e

∗
14(x3) ∈ E(δ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îáðàòíîé çàäà÷è ñ äàííûìè

{ρ(x3), c44(x3), K(t), g(t)}, {ρ∗(x3), c∗44(x3), K∗(t), g∗(t)} ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

C = C(δ,M, T ),

M = max
{∥∥ρ(x3)

∥∥
C2[0,X]

,
∥∥c44(x3)

∥∥
C2[0,X]

,
∥∥K(t)

∥∥
C2[0,T ]

,
∥∥g(t)

∥∥
C[0,T ]

,

∥∥ρ∗(x3)
∥∥
C2[0,X]

,
∥∥c∗44(x3)

∥∥
C2[0,X]

,
∥∥K∗(t)

∥∥
C2[0,T ]

,
∥∥g∗(t)

∥∥
C[0,T ]

}
,

÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè

∥∥e14(x3)− e∗14(x3)
∥∥
C[0,X]

6

6 C
[∥∥ρ− ρ∗

∥∥
C3[0,X]

+
∥∥c44 − c∗44

∥∥
C2[0,X]

+
∥∥K −K∗∥∥

C2[0,T ]
+
∥∥g − g∗

∥∥
C[0,T ]

]
.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ï�ÎÄÎËÜÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

ÍÅËÈÍÅÉÍÎ-ÓÏ�Ó�Î�Î ÑÒÅ�ÆÍß ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÄËÈÍÛ

Õ. �. Óìàðîâ

(�îññèÿ, �ðîçíûé; ÀÍ ×�)

Äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ

íåëèíåéíî-óïðóãîãî ñòåðæíÿ:

∂2u

∂t2
− ∂4u

∂x2∂t2
+ α2 ∂

4u

∂x4
− ∂2u

∂x2
= β

∂2

∂x2
u2,

ãäå α, β � çàäàííûå ïàðàìåòðû, èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè â ïðî-

ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Íàéäåí ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Óñòà-

íîâëåí âðåìåííîé îòðåçîê ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-

øè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷åíà îöåíêà íîðìû ýòîãî ëîêàëüíîãî ðå-

øåíèÿ. �àññìîòðåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî (îïðåäåëåííîãî äëÿ

t > 0) ðåøåíèÿ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ

Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ñ Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅÌ �ßÄÎÂ ×ÅÁÛØÅÂÀ ÍÀ ÊËÀÑÑÅ

ÔÓÍÊÖÈÉ, ÎÁ�ÀÙÀÞÙÈÕÑß Â ÍÓËÜ ÍÀ ËÅÂÎÌ ÊÎÍÖÅ

È Â ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÜ ÍÀ Ï�ÀÂÎÌ ÊÎÍÖÅ ÈÍÒÅ�ÂÀËÀ

ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈß

Ø. Ñ. Õóáåæòû

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ, ÑÎ�Ó)

Òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èç-çà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëî-

æåíèé ïåðåæèâàåò áóðíîå ðàçâèòèå. Ýòèì óðàâíåíèÿì ïîñâÿùåíû �óíäàìåí-

òàëüíûå òðóäû øèðîêî èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ: Ä. �èëüáåðòà, À. Ïóàíêàðå,

Â. Êàðëåìàíà, Í. È. Ìóñõåëèøâèëè, Ñ. �. Ìèõëèíà, Ç. Ïðåñäîð�à è ò. ä.

Îäíàêî ðåøåíèå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âîçìîæíî ëèøü â èñ-

êëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ è îñíîâíûì àïïàðàòîì â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ÿâëÿþòñÿ

÷èñëåííûå ìåòîäû. Â ýòîì íàïðàâëåíèè äîëæåí îòìåòèòü òðóäû Â. Â. Èâà-

íîâà, È. Ê. Ëè�àíîâà, Á. �. �àáäóëõàåâà, Ä. �. Ñàíèêèäçå, È. Â. Áîéêîâà è

ò. ä. Óêàçàííûå àâòîðû â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþò ìåòîäû, â êîòîðûõ íàõîäÿò

ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Âî ìíîãèõ ñëó÷à-

ÿõ òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ãîäíûå íà âñåì

îòðåçêå. Ê ýòîìó òèïó ìåòîäîâ ïðèíàäëåæàò ðàçðàáîòàííûå äëÿ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé [3℄ ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà.

�àññìîòðèì ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå I ðîäà:

Kϕ0 =
1

π

1∫

−1

ϕ0(t)

t− x
dt+

1

π

1∫

−1

k(x, t)ϕ0(t) dt = f(x), (1)

ãäå −1 < x < 1, k(x, t), f(x)� íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè, ϕ0(t)�
íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ.

Â çàäà÷àõ ìåõàíèêè è òåîðèè óïðóãîñòè ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè,

êîãäà ϕ0(t) èùåòñÿ â âèäå [2℄

ϕ0(t)=
√

1− t2 ϕ(t), ϕ0(t)=
1√

1− t2
ϕ(t),

ϕ0(t)=

√
1 + t

1− t
ϕ(t), ϕ0(t)=

√
1− t

1 + t
ϕ(t),

(2)

ãäå ϕ(t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå [−1, 1].
Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñó κ = −1, âòîðîé ñëó÷àé � èíäåêñó

κ = 1. Íàìè â ñòàòüå [6℄ èçó÷åíû ïåðâûé è âòîðîé ñëó÷àè. Ïîñòðîåíû âû÷èñ-

ëèòåëüíûå ñõåìû ñ ïðèìåíåíèåì ðÿäîâ ×åáûøåâà äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1).

Â ýòîé çàìåòêå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé

ϕ0(t) =

√
1 + t

1− t
ϕ(t).
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Â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) κ = 0.
Òîãäà óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä

K0ϕ ≡ 1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t
ϕ(t) dt+

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t
k(x, t)ϕ(t) dt = f(x). (3)

Êàê èçâåñòíî [1, 2℄ óðàâíåíèå (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò. å. îïåðàòîð

K0 èìååò îáðàòíûé K−1
0 . �àçëîæèì ϕ(t), k(x, t), f(x) â ðÿäû ïî ìíîãî÷ëåíàì

×åáûøåâà III ðîäà âèäà Cn(x) =
cos 2n+1

2
arccos x

cos 1
2
arccos x

. Èìååì

ϕ(t) =
∞∑

k=0

akCk(t),

k(x, t) =
∞∑

i=0

∞∑

l=0

cilCi(x)Cl(t),

f(x) =

∞∑

i=0

diCi(x).

(4)

Êîý��èöèåíòû ak (k = 0, 1, 2, . . . ) � íåèçâåñòíûå, òàê êàê �óíêöèÿ ϕ(t) �

íåèçâåñòíàÿ. Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cil =
1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

(
1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t
k(x, t)Ci(x) dx

)
Cl(t) dt,

di =
1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t
f(t)Ci(t) dt.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (4) â (3) ïîëó÷àåì

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

1

t− x

( ∞∑

k=0

akCk(t)

)
dt+

+
1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

( ∞∑

i=0

∞∑

l=0

cilCi(x)Cl(t)

) ∞∑

k=0

akCk(t) dt =

∞∑

i=0

diCi(x).

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó îáðàùåíèÿ [5℄

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

Ck(t)

t− x
dt = Sk(x),

ãäå Sk(x) =
sin 2k+1

2
arccos x

sin 1
2
arccos x

� ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà IV ðîäà, è ñâîéñòâà îðòîãî-

íàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà III ðîäà, ïîëó÷àåì

∞∑

k=0

akSk(x) +

∞∑

k=0

ak

∞∑

i=0

cikCi(x) =

∞∑

i=0

diCi(x). (5)
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�àçëîæèì åùå ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà Sk(x) â ðÿä ×åáûøåâà ïî ìíîãî÷ëå-

íàì Ci(x). Èìååì

Sk(x) =

∞∑

i=0

bkiCi(x),

ãäå

bki =





2, i < k,

1, i = k,

0, i > k.

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (5) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

∞∑

k=0

akbki +

∞∑

k=0

akcki = di, i = 0, 1, 2, . . . (6)

Ñèñòåìà (6) � ýòî áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ.

Åå ìîæíî ðåøèòü ïðèáëèæåííî, ðàññìàòðèâàÿ êîíå÷íóþ ñèñòåìó èç n óðàâíå-

íèé:

n∑

k=0

ak(bki + cki) = di, i = 0, 1, 2, . . . , n. (7)

Òîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò âûðàæàòüñÿ �óíêöèåé

ϕn(t) =
n∑

k=0

akCk(x). (8)

Óêàçàííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà îáîñíîâûâàåòñÿ è ñïðàâåäëèâà (ñì. òàê-

æå [4℄) òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèè k(x, t) è f(x) ïðèíàäëåæàò êëàññó Hr(α) (ò. å.
èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà r − 1, à ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà r óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ��åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α (0 < α 6 1)). Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî n, ñèñòåìà (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ϕ(t)− ϕn(t)| = O

(
lnn

nr+α−β

)
(0 < β < α),

ãäå ϕ(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3), à ϕn(t) � åãî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âèäà (8).
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈß

ÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Ï�È ÁÎËÜØÈÕ

×ÈÑËÀÕ �ÅÉÍÎËÜÄÑÀ Â ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎÌ ÑËÎÅ

Ñ Â�ÀÙÀÞÙÅÉÑß ÂÍÅØÍÅÉ ÑÔÅ�ÎÉ

À. Ñ. ×åðíûø

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè â ñ�åðè÷åñêîì ñëîå D =
{1 6 |x| 6 0, x ∈ R3}, îïèñûâàåìîå óðàâíåíèÿìè Íàâüå � Ñòîêñà:

(V,∇)V = −∇p
ρ

+ ν∆V, (1)

div V = 0, (2)

V · n
∣∣
r=r1

= γ1, (3)

V · n
∣∣
r=r2

= γ2, (4)

n×V
∣∣
S
= n×V+. (5)

Çäåñü V � âåêòîðíîå ïîëå, õàðàêòåðèçóþùåå òå÷åíèå, p � äàâëåíèå, ρ � ïëîò-

íîñòü æèäêîñòè, à ν = 1/Re � âÿçêîñòü.

Ïîëå V+
îáîçíà÷àåò òàíãåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü íà ãðàíèöå ∂D îáëàñòè D,

à íåíóëåâûå ñêàëÿðíûå �óíêöèè γ1 è γ2 � íîðìàëüíóþ ñêîðîñòü. Ïðåäïîëàãà-

åòñÿ òàêæå, ÷òî ðàñõîä æèäêîñòè ÷åðåç ∂D ïîñòîÿíåí, ÷òî âëå÷åò ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè íîðìàëüíîé ñêîðîñòè:

∫

r=r1

γ1 ds =

∫

r=r2

γ2 ds.

Çàìåòèì, ÷òî êàê òîëüêî çàäàíèå �óíêöèé γ1 è γ2 îïðåäåëÿåò âõîä è âûõîä
ïîòîêà. Òàê, åñëè γ1 < 0 è γ2 > 0, òî {r = r1} � âõîä ïîòîêà, à {r = r2} � âûõîä;

è íàîáîðîò, åñëè γ1 > 0 è γ2 < 0.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æèäêîñòü âòåêàåò â îáëàñòü è âûòåêàåò èç íåå ñ ïîñòîÿí-

íîé ñêîðîñòü. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Âèøèêà � Ëþñòåðíèêà (ñì. [5�6℄), ñëåäóÿ [1℄,

ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è ïðè ν → 0. Äëÿ ýòîãî êàæ-

äîå ïðèáëèæåíèå ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàð-

ìîíèê(ñì. [7�8℄). Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå è ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó

ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â èòîãå,

ðåøåíèå (1)�(5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

V =
n∑

k=0

νk
t(k)∑

j=0

(
Uj(r, s)Lj(θ)er + Vj(r, s)

dLj(θ)

dθ
eθ

)
,

ãäå s = (a−r)/ν, à Lk(θ)� ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà ïîðÿäêà k. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñ-
íî ìåòîäó Âèøèêà � Ëþñòåðíèêà ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ñóììû ò. í. âíåøíåãî

è âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèé. Ïðè ýòîì, âíåøíåå ðàçëîæåíèå îïèñûâàåò ðåøåíèå
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âáëèçè âíåøíåé ñ�åðû, âðàùàþùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, à âíóòðåííåå �

âî âñåé îñòàëüíîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, Uj , Vj ïðåäñòàâèìû â âèäå

Uj(r, s) = U i
j(r) + U b

j (r), (6)

Vj(r, s) = V i
j (r) + V b

j (r). (7)

Çäåñü �óíêöèè ñ èíäåêñîì b ñîîòâåòñòâóþò âíåøíåìó ðåøåíèþ, à i � âíóòðåí-

íåìó. Äàëåå ñèñòåìà Íàâüå � Ñòîêñà ëèíåàðèçóåòñÿ íà ïîëó÷åííîì ïîòîêå è

ñïîñîáîì, óêàçàííûì â [2�4℄, ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîá-

ñòâåííûõ �óíêöèé, êîòîðûå èùóòñÿ â âèäå ðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ ïî ν:

λ =

∞∑

k=0

νkλk, v =

∞∑

k=0

νkvk(r, s, θ, ϕ), p =

∞∑

k=0

νkpk(r, s, θ, ϕ). (8)

Äàâëåíèå è ïîëå ñêîðîñòè òàêæå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå âíóòðåííåãî è âíåøíåãî

ðàçëîæåíèé:

vk(r, s, θ, ϕ) = vi
k(r, θ, ϕ) + vb

k(s, θ, ϕ), (9)

pk(r, s, θ, ϕ) = pik(r, θ, ϕ) + pbk(s, θ, ϕ). (10)

Êàæäîå ïðèáëèæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî âåêòîðíûì ñ�åðè÷åñêèì

ãàðìîíèêàì.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è äëÿ

ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì, òåîðåìà

Ïîéà (ñì. [9℄) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàñïîëîæåíû

ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Â èòîãå, ïîñòðîåí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò àñèìïòîòèêó

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÑÌÅØÀÍÍÎÅ ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ

×ÅÒÂÅ�ÒÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ Ñ ÂÛ�ÎÆÄÅÍÍÛÌ ßÄ�ÎÌ

Ò. Ê. Þëäàøåâ

(�îññèÿ, Êðàñíîÿðñê; Ñèá�ÀÓ)

Èçó÷åíèå ìíîãèõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè, òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè ïëàñòèí

è îáîëî÷åê ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðå-

íèÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé è äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïî-

ðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [1�5℄). Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàíèöà îáëàñòè ïðîòåêàíèÿ �è-

çè÷åñêîãî ïðîöåññà íåäîñòóïíà äëÿ èçìåðåíèé, â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí-

�îðìàöèè, äîñòàòî÷íîé äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, ìîãóò ñëóæèòü

íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ â èíòåãðàëüíîé �îðìå. Çàäà÷è, ãäå ìåíÿåòñÿ òèï äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, èìåþò âàæíûå ïðèëîæå-

íèÿ (ñì. [6�8℄). Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà èçó÷àëèñü â

ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, â [9�16℄.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè è

ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñìåøàííîãî îäíî-

ðîäíîãî èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæ-

äåííûì ÿäðîì. Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ôóðüå, îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-

íûõ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñ÷åòíûì ñèñòåìàì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Óñòàíîâ-

ëèâàåòñÿ êðèòåðèé îäíîçíà÷íîé êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è è äîêàçû-

âàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà.

Èòàê, â îáëàñòè Ω = {(t, x) | − T < t < T, 0 < x < l} ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñìåøàííîå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà





Utt − Uttxx + Uxx + ν1
T∫
0

K1(t, s)U(s, x) ds = 0, t > 0,

Utt − Uttxx − Uxx + ν2
T∫
0

K2(t, s)U(s, x) ds = 0, t < 0,

(1)

ãäå T è l � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ν j � äåéñòâè-

òåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, Kj(t, s) =
∑k

i=1 a ji(t)bji(s), aji(t), bji(s) ∈
C[−T ;T ], j = 1, 2. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè aji(t) è bji(s) ÿâëÿþò-
ñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, j = 1, 2.

Çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè Ω �óíêöèþ

U(t, x) ∈ C
(
Ω
)
∩ C1

(
Ω ∪ {x = 0} ∪ {x = l}

)
∩ C2

(
Ω+ ∪Ω−

)
∩ C2+2

t,x

(
Ω+ ∪ Ω−

)
,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

T∫

0

U(t, x) dt = ϕ(x),

0∫

−T

U(t, x) dt = ψ(x), 0 6 x 6 l,

U(t, 0) = U(t, l) = 0, 0 6 t 6 T,
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ãäå Cr(Ω) � êëàññ �óíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå

∂r

∂tr ,
∂r

∂xr â îá-

ëàñòè Ω, Cr+s
t,x (Ω) � êëàññ �óíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ

∂r+s

∂tr∂xs

â îáëàñòè Ω, r = 1, r0, s = 1, s0, 1 < r0, 1 < s 0 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ϕ(x),
ψ � çàäàííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) = 0,
Ω− = {(t, x) | − T < t < 0, 0 < x < l}, Ω+ = {(t, x) | 0 < t < T, 0 < x < l},
Ω = {(t, x) | 0 6 t 6 T, 0 6 x 6 l}.

Îòìåòèì, ÷òî îáûêíîâåííûå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ âû-

ðîæäåííûì ÿäðîì ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [17, 18℄.
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Ñåêöèÿ III

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

�ÀÇ�ÀÁÎÒÊÀ ÀË�Î�ÈÒÌÀ Ò�ÀÑÑÈ�ÎÂÊÈ ÇÂÓÊÎÂÛÕ ËÓ×ÅÉ

Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÅÒÎÄÀ ÎÁÕÎÄÀ

Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ß×ÅÅÊ

Ë. Å. Àëïååâà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ ëó÷åé â çàìêíóòîì ïðî-

ñòðàíñòâå íà ïðèìåðå êîíöåðòíîãî çàëà, ðåàëèçîâàííàÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

òðàññèðîâêè ëó÷åé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà îáõîäà ÿ÷ååê. Çâóêîâîé ëó÷ çäåñü

ââîäèòñÿ êàê ëèíèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ñ íîðìàëüþ ê �ðîíòó ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùåéñÿ çâóêîâîé âîëíû.

Èçâåñòíî, ÷òî âîëíîâîé ïðîöåññ â ñïëîøíîé ñðåäå ìîæíî èññëåäîâàòü ðàç-

íûìè ìåòîäàìè. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, íàïðèìåð, íà ñðåäíåé ÷àñòîòå 1 ê�ö

äëèíà âîëíû ðàâíà ïðèìåðíî 30 ñì. Õàðàêòåðíûé ðàçìåð çàëà ñîñòàâëÿåò 30 ì,

÷òî áîëüøå äëèíû âîëíû íà äâà ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó íà êàæäóþ äëèíó âîëíû

íóæíî áðàòü õîòÿ áû 10 óçëîâ ÷èñëåííîé ñåòêè, ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòàí-

äàðòíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû òèïà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïîäîáíûõ çà-

äà÷àõ íå ïðèâîäÿò ê óñïåõó çà ðàçóìíîå âðåìÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûë âûáðàí

àëãîðèòì òðàññèðîâêè çâóêîâûõ ëó÷åé èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, àëãîðèòì ëó÷åâûõ

òðàåêòîðèé, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò ðåøåíèå çàäà÷è â ðåàëüíîì âðåìåíè íà ÏÊ.

Îòìåòèì, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ïîñòðîåí â âèäå ðàáîòàþùåãî ïðîãðàììíîãî

êîìïëåêñà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà îáõîäà ïðîñòðàíñòâåííûõ ÿ÷ååê, ðåàëèçî-

âàííîãî â âàðèàíòå áûñòðîãî àëãîðèòìà, ÷òî òàêæå äàåò çàìåòíîå óñêîðåíèå

ðàáîòû ïðîãðàììû.

Àëãîðèòì òðàññèðîâêè ïðèíàäëåæèò ãðóïïå ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êîòî-

ðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïîëíóþ ñòðóêòóðó ìíîãîêðàòíûõ îòðàæåíèé çâóêîâûõ

ëó÷åé è èìïóëüñíûé îòêëèê ïîìåùåíèÿ [1℄. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç òî÷êè

èñòî÷íèêà çâóêà ñ îïðåäåëåííûì øàãîì ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó óãëó ðàâíîìåðíî

ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì çàïóñêàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî çâóêîâûõ ëó÷åé. Êàæ-

äûé ëó÷ ïóòåøåñòâóåò ïî ïîìåùåíèþ, òåðÿÿ ýíåðãèþ ïðè êàæäîì îòðàæåíèè

ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

Enew = Eold(1− α),

ãäå α � êîý��èöèåíò çâóêîïîãëîùåíèÿ ïëîñêîñòè, Eold è Enew � çíà÷åíèÿ ýíåð-

ãèè ñîîòâåòñòâåííî äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ëó÷à ñ ïëîñêîñòüþ.

Ïðîöåññ ïðîõîäà çâóêîâîãî ëó÷à ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ

áûñòðîãî ìåòîäà îáõîäà ÿ÷ååê, ïðåäñòàâëåííîãî â [2℄ êàê ïåðåìåùåíèå ëó÷à

èç îäíîé ÿ÷åéêè â äðóãóþ. Íèæå ïðèâåäåí �ðàãìåíò ïñåâäîêîäà, îïèñûâàþùèé

ïðîöåññ ïåðåõîäà ëó÷à â ñëåäóþùóþ ÿ÷åéêó äëÿ ïëîñêîé ìîäåëè.

if(tMaxX < tMaxY)

{ tMaxX = tMaxX + tDeltaX; X = X + stepX; }

else { tMaxY = tMaxY + tDeltaY; Y = Y + stepY; }

NextVoxel(X,Y);
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Çäåñü X, Y � êîîðäèíàòû ñòàðòîâîé ÿ÷åéêè, stepX(stepY) � çíà÷åíèÿ øàãà ïî

îñè àáñöèññ (îðäèíàò), âåëè÷èíû tMaxX(tMaxY), tDeltaX(tDeltaY) � ïðîìåæóò-

êè âðåìåíè, çà êîòîðûå ëó÷ äîñòèãíåò áëèæàéøóþ âåðòèêàëüíóþ (ãîðèçîíòàëü-

íóþ) ãðàíèöó âîîáùå èëè â ïðåäåëàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè. Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíûì

ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîñòîòà � îäíà èòåðàöèÿ ïðåäïîëàãàåò

âñåãî îäíó îïåðàöèþ ñðàâíåíèÿ è äâà ñëîæåíèÿ � è, êàê ñëåäñòâèå, áûñòðîäåé-

ñòâèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ ëó÷åé äëÿ ïëîñ-

êîé ìîäåëè. Ïîëîæåíèå ëó÷à ~u(t) = {x(t), y(t)} çàâèñèò îò êîîðäèíàò åãî íà÷àëà
~u0 = {x0, y0} è íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ ~v = {rx, ry}, r2x + r2y = 1:

~u(t) = ~u0 + t~v, t > 0.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîìåùåíèå, êîòîðîå äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòî-

äà îáõîäà ÿ÷ååê ðàçáèâàåòñÿ íà ÿ÷åéêè. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà òðàññèðîâêè

äâèæåíèå çâóêîâûõ ëó÷åé àíàëèçèðóåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èõ ãðîìêîñòü íå óïà-

äåò íà 30 äÁ, ò. å. ïîêà èõ àìïëèòóäà äàâëåíèÿ íå óìåíüøèòñÿ â 103 ðàç. Ïðè ïî-
ïàäàíèè ëó÷à â îêðåñòíîñòü ïðèåìíèêà �èêñèðóåòñÿ àìïëèòóäà ýíåðãèè ëó÷à è

âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî îí íàõîäèëñÿ â äâèæåíèè. Àìïëèòóäû ýíåðãèè ëó÷åé,

êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç ìàëóþ îêðåñòíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå ïðèåìà ïðèáëèçè-

òåëüíî â îäèíàêîâîå âðåìÿ, ñóììèðóþòñÿ è �îðìèðóþò çàâèñèìîñòü êâàäðàòîâ

àêóñòè÷åñêîãî èìïóëüñà p2(t) îò âðåìåíè ïðè t > 0.
Îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ àêóñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé

÷àñòüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. EDT (âðåìÿ ðàííèõ çàòóõàíèé) ïîêàçûâàåò,

êàê äîëãî ãðîìêîñòü çâóêà ïàäàåò íà 10 äÁ. Âðåìÿ ðåâåðáåðàöèè T30 îïèñûâàåò
âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà ïàäåíèÿ ãðîìêîñòè íà 5 äÁ äî ïàäåíèÿ íà 35 äÁ.

Ýòè ïàðàìåòðû íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèèØðåäåðà S(t), êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîèíòåãðèðîâàííûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå çíà÷åíèÿ p2(t). EDT îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê óìíîæåííîå íà 6 âðåìÿ, îòâå÷àþùåå ïàäåíèþ S(t) íà 10 äÁ. Àíà-
ëîãè÷íî, T30 íàõîäèòñÿ óìíîæåíèåì íà 2 ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ìåòêàìè

5 è 35 äÁ. Çà ÿñíîñòü çâó÷àíèÿ îòâå÷àåò ïàðàìåòð C80 (äÁ); ïàðàìåòð D50 (%)
õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ðàçáîð÷èâîñòè ðå÷è:

C80 = 10 lg

80∫
0

p2(t) dt

∞∫
80

p2(t) dt

, D50 =

50∫
0

p2(t) dt

∞∫
0

p2(t) dt

.

Íà îñíîâàíèè ðàññ÷èòàííûõ çíà÷åíèé àêóñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ èññëåäóå-

ìûé êîíöåðòíûé çàë ìîæíî îöåíèòü êàê óäîâëåòâîðèòåëüíûé äëÿ ïðîâåäåíèÿ

ìåðîïðèÿòèé, ïðåäïîëàãàþùèõ õîðîøåå êà÷åñòâî ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÀË�Î�ÈÒÌÅ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÒÅ�ÌÎÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ

Ì. À. Àðòåìîâ (�îññèÿ, Âîðîíåæ; Â�Ó),

Å. Ñ. Áàðàíîâñêèé (�îññèÿ, Âîðîíåæ; Â�Ó)

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîãî è äå�îðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ òîíêîãî äèñêà öèëèíäðè÷åñêîé �îðìû, ïðîÿâëÿþùåãî óïðóãèå è ïëà-

ñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðè òåïëîâîì âîçäåéñòâèè [1℄. Â öåíòðàëüíîé îáëàñòè äèñêà

0 6 r 6 a òåìïåðàòóðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì T = T ∗
è ìîæåò èçìåíÿòü-

ñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Íà âíåøíåé ãðàíèöå äèñêà r = b çàäàíà òåìïåðàòóðà T0
è äàâëåíèå p. Ïðîöåññ èçìåíåíèÿ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé ñ÷èòàåòñÿ êâàçèñòàöèî-

íàðíûì. Ïðèáëèæåíèå ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü

íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå áåç âû÷èñëåíèÿ äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Íèæå èçëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, êîãäà äëÿ èçî-

òðîïíîãî îäíîðîäíîãî èäåàëüíîãî óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî òåëà âûáðàí êóñî÷íî-

ëèíåéíûé ïëàñòè÷åñêèé ïîòåíöèàë îáùåãî âèäà. Ôóíêöèÿ òåêó÷åñòè ñîâïàäà-

åò ñ ïëàñòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

max{αiσϕ + βiσr + γiσz : i = 1, . . . , n} = 2k, n > 3.
Âûáîð êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïëàñòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü

èíòåãðèðîâàíèå ñîîòíîøåíèé çàêîíà íîðìàëüíîé ñâÿçè.

Øàã 1. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äèñê íàõîäèòñÿ â óïðóãîì ñîñòîÿíèè, îïðåäå-

ëÿåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå [2℄. Â îáëàñòè 0 6 r 6 a ðåàëèçóåòñÿ îäíîðîäíîå
íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå σr = σϕ = const. Â îáëàñòè óïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ äèñêà

�óíêöèÿ òåêó÷åñòè ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ýêâèâàëåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ. Àíà-

ëèç �îðìóë ïîêàçûâàåò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà äèñêà íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèå ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå ïðèíèìàåò â îáëàñòè 0 6 r 6 a èëè ïðè r = b.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ta çíà÷åíèå T

∗
, êîãäà îáëàñòü äèñêà 0 6 r 6 a ïåðåõîäèò

â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, à ÷åðåç Tb � çíà÷åíèå T ∗
, êîãäà íà ãðàíèöå r = b

çàðîæäàåòñÿ ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü.

Øàã 2. Îïðåäåëÿåì çàâèñèìîñòü Ta è Tb îò ðàäèóñà äèñêà b.
Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà âòîðîì øàãå, ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèå

b = bk, äëÿ êîòîðîãî Ta = Tb. Åñëè a < b 6 bk, òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ T ∗

ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà ñíà÷àëà çàðîæäàåòñÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå r = b, à �óíêöèÿ
Ta(b) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé. Åñëè bk < b, òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷å-
íèÿ T ∗

ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü ñíà÷àëà çàðîæäàåòñÿ â öåíòðàëüíîé ÷àñòè äèñêà

0 6 r 6 a, à �óíêöèÿ Tb(b) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé. Ýòà èí�îðìàöèÿ

ïîçâîëÿåò âûáðàòü îäíó èç âîçìîæíûõ âåòâåé àëãîðèòìà.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà bk < b.
Øàã 3. Â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìîé.

Ïîñêîëüêó çàäàíèå äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå r = b îïðåäåëÿåò ðåæèì ïëàñòè÷íîñòè,

ðåàëèçóþùèéñÿ íà ýòîé ãðàíèöå, òî íåçàâèñèìî îò ïîëÿ òåìïåðàòóð îïðåäåëÿ-

þòñÿ ãðàíèöû ci çîí, â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ êîíêðåòíûå äîïóñòèìûå ðåæèìû

ïëàñòè÷íîñòè αiσϕ+βiσr+γiσz = 2k âî âíåøíåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè, ïðèìû-
êàþùåé ê ãðàíèöå r = b.
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Òàê êàê çíà÷åíèå T ∗
, äëÿ êîòîðîãî â îáëàñòè 0 6 r 6 a âîçíèêàåò âòîðàÿ

(âíóòðåííÿÿ) ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü, çàâèñèò îò ðàäèóñà âíóòðåííåé ãðàíèöû cb
âíåøíåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè, òî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå øàãè.

Øàã 4. Îïðåäåëÿåì ÷èñëî äîïóñòèìûõ ðåæèìîâ ïëàñòè÷íîñòè âî âíåøíåé

ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè (àëãîðèòì ðåàëèçóåòñÿ ïðè âûáîðå êîíêðåòíîãî óñëîâèÿ

òåêó÷åñòè). Íàïðèìåð, äëÿ óñëîâèÿ òåêó÷åñòè ìàêñèìàëüíîãî ïðèâåäåííîãî íà-

ïðÿæåíèÿ ÷èñëî âîçìîæíûõ ðåæèìîâ ðàâíî äâóì.

Øàãè 5÷N .Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðè çàðîæäåíèè âíóòðåííåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè
âî âíåøíåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî îäèí ðåæèì ïëàñòè÷íîñòè

(íàçîâåì åãî ïåðâûì), èç óðàâíåíèé (α1σϕ+β1σr)|r=b = 2k, σr|r=a = −k îïðåäå-
ëÿåì, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé âåëè÷èí T ∗ = T1 è b = b1 âíóòðåííèé ðàäèóñ âíåøíåé
ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ðàâåí ðàäèóñó ãðàíèöû, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñìåíà ðå-

æèìà ïëàñòè÷íîñòè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ T ∗ = Ti è b = bi äëÿ îñòàëüíûõ
âîçìîæíûõ ðåæèìîâ âî âíåøíåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè. Âûáèðàÿ êîíêðåòíûå

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ T ∗
è b, óñòàíàâëèâàåì, â êàêèå èíòåðâàëû Ti < T ∗ < Ti+1

è bi < b < bi+1 îíè ïîïàäàþò. Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé îïðåäå-

ëÿåì âíåøíþþ ãðàíèöó r = ca âíóòðåííåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè è âíóòðåííþþ
ãðàíèöó r = cb âíåøíåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè. Ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèé â ïëà-

ñòè÷åñêèõ è óïðóãîé îáëàñòÿõ èçâåñòíû. Ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ äå�îðìàöèé

è ïåðåìåùåíèé â äèñêå òàêæå õîðîøî èçâåñòíà [3, 4℄.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ àëãîðèòì ïðè b > bk. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì
îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì ïðè ðåøåíèè äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷.

Äëÿ âåðè�èêàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâ

ýêâèâàëåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ σ
(i)
eq = αiσϕ + βiσr äëÿ äîïóñòèìûõ ðåæèìîâ ïëà-

ñòè÷íîñòè, åñëè îíè óñòàíîâëåíû, è äëÿ âñåõ ðåæèìîâ ïëàñòè÷íîñòè, åñëè äîïó-

ñòèìûå ðåæèìû íå óñòàíîâëåíû â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî çàäà÷ òåðìîïëàñòè÷íîñòè ðåøàëîñü ïðè âûáîðå óñëîâèÿ

ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà [2℄. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ðåàëèçàöèÿ ñèíãóëÿðíûõ ðåæèìîâ ïëàñòè÷íîñòè σr = const1, σϕ = const2
ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ðåæèì ïîëíîé

ïëàñòè÷íîñòè σϕ = σr = ±k, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ,
íàïðèìåð, â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å.
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4. Àðòåìîâ Ì. À., Áàðàíîâñêèé Å. Ñ., ßêóáåíêî À. Ï. Àëüòåðíàòèâíûå �îðìû çàïèñè

êóñî÷íî-ëèíåéíûõ óñëîâèé ïëàñòè÷íîñòè è èõ îáîáùåíèÿ // Âåñòí. Âîðîíåæ. ãîñ. óí-òà.

Ñåð. Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà.�2015.�� 1.�Ñ. 71�82.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ ÎÁ ÈCCËÅÄÎÂÀÍÈÈ Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÎÑÅÄÀÍÈß

ÁÓ��À ��ÓÍÒÎÂÛÕ ÂÎÄ Â ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÑËÎßÕ

À�àíàñêèíà È. Â. (�îññèÿ, Îðåë; Î�Ó),

Äîðî�ååâà Â. È. (�îññèÿ, Îðåë; Î�Ó)

Ïîñòàíîâêà äâóìåðíîé çàäà÷è îá îäíîâðåìåííîé �èëüòðàöèè äâóõ æèäêî-

ñòåé â ïîðèñòîé ñðåäå â ïîñòàíîâêå Ëåéáåíçîíà � Ìàñêåòà ïðè íàëè÷èè äðå-

íàæíîãî óñòðîéñòâà è îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïîëóïðîíèöàåìûõ âêëþ÷åíèé

ïðîèçâîëüíîé �îðìû îïèñàíà â [1℄. Ïðè ïðåíåáðåæåíèè âÿçêîñòüþ è ïëîòíî-

ñòüþ âíåøíåé æèäêîñòè ïîëó÷àåì ñèñòåìó èíòåãðàëüíîãî è äè��åðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò îïóñêàíèå ãðóíòîâûõ âîä ïîä äåéñòâèåì ñèëû

òÿæåñòè è ïðè íàëè÷èè äðåíàæíîãî óñòðîéñòâà äëÿ îòêà÷êè âîäû è îäíîãî ïî-

ëóïðîíèöàåìîãî âêëþ÷åíèÿ â ïëàñòå ãðóíòà [1℄.

�èñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îñåäàíèÿ áóãðà ãðóíòîâûõ âîä.

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Lt èìååò âèä [1℄

∂x̄

∂t
= V0 +

∑

k=S1, t

V[gk, Lk](x̄) íà Lt,

Çäåñü V0 = Kgradφ0 � ñêîðîñòü êâàçèïîòåíöèàëà íåâîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ φ0.
Îáëàñòü ñîâìåñòíîé �èëüòðàöèè æèäêîñòåé îãðàíè÷åíà íåïðîíèöàåìîé ïðÿ-

ìîé LI , ðàçäåëÿþùåé ãðóíò è íåïðîíèöàåìûå ïîðîäû.

Çàäà÷à èññëåäîâàëàñü ïðè íàëè÷èè îäíîãî âêëþ÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðà λS1 [1℄. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ âûïîëíÿëàñü ìåòîäîì äèñêðåò-

íûõ îñîáåííîñòåé. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ âûñîòà áóãðà H0 = 1.35. Íà ðèñ. 2 ïîñòðî-
åíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîëîæåíèÿ ïîäâèæíîé ãðàíèöû Lt â ìîìåíòû âðåìåíè

t = 0; 1/3T ; 2/3T ;T , ãäå T = 0.06 � âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ñòîêà, à íà ðèñ. 3 �

ïîëå ñêîðîñòåé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Â Òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü

âðåìåíè T îò ÷èñëà òî÷åê ðàçáèåíèÿ n ãðàíèöû Lt â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.
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�èñ. 2. Ýâîëþöèÿ ãðàíèöû îñåäàíèÿ áóãðà ãðóíòîâûõ âîä â îäíîðîäíîì ñëîå

ïðè n = 400, dt = 0.005, λS1
= 0.7, q = Π.

�èñ. 3. Ïîëå ñêîðîñòåé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïðè n = 400, q = Π, λS1
= 0.7.

n 200 400 600 800

T∆t/2 0.7 0.65 0.6 −

η∆t/2, % − 7.14 7.69 −

T∆t/4 0.13 0.7 0.0625 0.6

η∆t/4, % − 46.15 10.71 4

Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè T îò ÷èñëà òî÷åê ðàçáèåíèÿ n.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò ïðîâîäèòüñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàçìåùåíèè

âêëþ÷åíèé è äðåíàæíîãî óñòðîéñòâà â îáëàñòè ïðîöåññà.

Ëèòåðàòóðà

1. À�àíàñêèíà È. Â., Äîðî�ååâà Â. È., ×èñòÿêîâà Ê. �. Èññëåäîâàíèå çàäà÷è îñåäàíèÿ

ãðóíòîâûõ âîä ïðè íàëè÷èè ïîëóïðîíèöàåìûõ âêëþ÷åíèé è äðåíàæíîé ñèñòåìû // Òåî-

ðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: òåç. äîêë. XIII

Ìåæäóíàð. íàó÷. êîí�.�Âëàäèêàâêàç: ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ, 2016.�Ñ. 143�144.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂËÈßÍÈß ÄËÈÍÛ ÓËÈÖ È ÂÛÑÎÒÛ ÄÎÌÎÂ

ÍÀ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÂÎÇÄÓÕÀ Â Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÀÕ

�Î�ÎÄÑÊÎÉ ÇÀÑÒ�ÎÉÊÈ

Ì. Â. Âîëèê

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò, ÞÌÈ)

Òðåõìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ãîðîäñêîé çàñòðîéêå èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ è îöåíêè ðèñêîâ ïîñëåäñòâèé

÷ðåçâû÷àéíûõ ñèòóàöèé, îïðåäåëåíèÿ íåáëàãîïðèÿòíûõ çîí âûñîêèõ ñêîðîñòåé

âåòðà è êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ è ò. ä.

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ñðàâíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå òðåõ êîí�èãóðàöèé

ãîðîäñêîé çàñòðîéêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîáîäíî-ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïðî-

ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ OpenFoam è óäàëåííîãî äîñòóïà ê êîíñîëè íà

óïðàâëÿþùåì óçëå âû÷èñëèòåëüíîãî êëàñòåðà JSCC RAS Cluster Console

(https://unihub.ru/resour
es/js3
onsole) WEB-ëàáîðàòîðèè UniHUB [1℄. Âî

âñåõ âàðèàíòàõ ðàñ÷åòîâ ìîäåëèðîâàëñÿ ïîòîê âîçäóõà ñëåâà íàïðàâî. Îñü X
áûëà íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî óëèöàì, îñü Y � âäîëü óëèö, îñü Z � âåðòè-

êàëüíî ââåðõ. �îðîäñêàÿ çàñòðîéêà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé òðè äîìà, ïîñëåäîâàòåëü-

íî ðàñïîëîæåííûõ ïî ïîòîêó: â �îðìå êóáîâ ðàçìåðàìè 1ì× 1ì× 1ì, â �îðìå

ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ äîìàìè îäèíàêîâîé âûñîòû ðàçìåðàìè 1ì× 10ì× 1ì è ñ

áîëåå âûñîêèì äîìîì ðàçìåðîì 1ì× 10ì× 2ì ìåæäó óëèö. Êîí�èãóðàöèÿ ãî-

ðîäñêîé çàñòðîéêè, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ äîìîâ

â �îðìå êóáà, ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ.

Âî âñåõ âàðèàíòàõ ðàññòîÿíèå îò âõîäíîé ãðàíèöû äî ïåðâîãî äîìà âûáèðà-

ëîñü ðàâíûì äåñÿòè åãî âûñîòàì, ðàññòîÿíèå îò òðåòüåãî äîìà äî âûõîäíîé ãðà-

íèöû � äâàäöàòè âûñîòàì, ðàññòîÿíèå îò íèæíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äî

âåðõíåé � øåñòè âûñîòàì, ðàññòîÿíèå îò çàñòðîéêè äî áîêîâûõ ãðàíèö � äâóì

âûñîòàì, ðàññòîÿíèå ìåæäó äîìàìè � äâóì âûñîòàì. Ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâîäèëàñü äëÿ èíòåðâàëà âðåìåíè îò 0 äî 20 ñ (ñ øàãîì 0.001 ñ).

�åçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî èç-

ìåíåíèå êîí�èãóðàöèè ãîðîäñêîé çàñòðîéêè ïðèâîäèò íå òîëüêî ê êîëè÷åñòâåí-

íîìó, íî è ê ñóùåñòâåííîìó êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ êàðòèíû òå÷åíèÿ âîç-

äóõà è åãî ñêîðîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè çàñòðîéêè íîâûõ

ìèêðîðàéîíîâ èëè ïåðåïëàíèðîâêè ñòàðûõ öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü òðåõìåð-

íîå ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäïîëàãàåìûõ âàðèàíòîâ

çàñòðîéêè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàññåÿíèÿ ãàçîîáðàçíûõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, âû-

áðàñûâàåìûõ àâòîòðàíñïîðòîì è äðóãèìè èñòî÷íèêàìè çàãðÿçíåíèé, à òàêæå

óðîâíÿ êîì�îðòà ïðîæèâàíèÿ íàñåëåíèÿ [2℄.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñåðâèñû ïëàò�îðìû UniHUB.�URL: www.unihub.ru.�(äàòà îáðàùåíèÿ 10.03.2017).

2. Âîëèê Ì. Â., Êàìåíåöêèé Å. Ñ., Êóñðàåâ À. �., Îðëîâà Í. Ñ., ÕóáåæòûØ. Ñ. Èññëåäîâà-

íèå âëèÿíèÿ äëèíû óëèö è âûñîòû äîìîâ íà äâèæåíèå âîçäóõà // �åîëîãèÿ è ãåî�èçèêà

Þãà �îññèè.�2016.�� 4.�Ñ. 31�38.

141



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂËÈßÍÈß ÄËÈÍÛ ÓËÈÖÛ ÍÀ �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÅ

�ÀÇÎÎÁ�ÀÇÍÛÕ ÇÀ��ßÇÍßÞÙÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂ

Ì. Â. Âîëèê

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò, ÞÌÈ)

Èçìåíåíèå ñâîéñòâ è ñîñòàâà àòìîñ�åðû çàãðÿçíÿþùèìè âåùåñòâàìè îêàçû-

âàåò îòðèöàòåëüíîå âîçäåéñòâèå íà ñîñòîÿíèå ÷åëîâåêà, æèâîòíûõ, ðàñòåíèé è

ýêîñèñòåì. Íàèáîëüøàÿ ÷àñòü àíòðîïîãåííûõ çàãðÿçíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëü-

òàòîì ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ïîñòóïàåò â àòìîñ�åðó îò àâòîòðàíñïîðòà â

ðåçóëüòàòå íåïîëíîãî ñãîðàíèÿ òîïëèâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì åùå áîëåå àêòóàëüíîå

çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñèñòåìû ýêîëîãè÷åñêîãî ìîíèòîðèí-

ãà ñîñòîÿíèÿ àòìîñ�åðíîãî âîçäóõà.

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ñðàâíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äëèíû óëè-

öû íà ðàñïðîñòðàíåíèå è íàêîïëåíèå çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ âíóòðè íåå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëîñü ñâîáîäíî-ðàñïðîñòðàíÿåìîå

ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå OpenFoam è óäàëåííûé äîñòóï ê êîíñîëè íà

óïðàâëÿþùåì óçëå âû÷èñëèòåëüíîãî êëàñòåðà JSCC RAS Cluster Console

(https://unihub.ru/resour
es/js3
onsole) WEB-ëàáîðàòîðèè UniHUB [1℄.

Êîí�èãóðàöèÿ ãîðîäñêîé çàñòðîéêè ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé îäèíî÷íóþ óëèöó ñ äî-

ìàìè ðàçíîé âûñîòû. Âûñîòà äîìîâ íà íàâåòðåííîé ñòîðîíå óëèöû ïðèíèìàëàñü

ðàâíîé 0.5 îò âûñîòû äîìîâ íà ïîäâåòðåííîé ñòîðîíå, øèðèíà óëèöû � îäíîé

òàêîé âûñîòå, äëèíà óëèöû � òðè èëè øåñòü òàêèõ âûñîò. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ

ãàçîîáðàçíûõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ èìèòèðîâàëèñü âûáðîñû àâòîìîáèëåé.

Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî â öåíòðàëüíîé ÷àñòè èññëåäóåìûõ óëèö îáðàçóåòñÿ äâóõ-

âèõðåâàÿ ñòðóêòóðà, à áëèæå ê êðàÿì � îäíîâèõðåâûå ñòðóêòóðû. Â ìåíåå äëèí-

íîé óëèöå ïåðåõîä îò îäíîâèõðåâîé ñòðóêòóðû ê äâóõâèõðåâîé ïðîèñõîäèò íà

ðàññòîÿíèè îò êðàÿ óëèöû, ðàâíîì 1/5 åå äëèíû, à â áîëåå äëèííîé � íà ðàññòî-

ÿíèè 1/10 åå äëèíû. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî ÷åðåç 50 ñåêóíä ïîñëå

àêòèâèçàöèè èñòî÷íèêîâ ãàçîîáðàçíûõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, ðàñïîëîæåííûõ

íà ïðîåçæåé ÷àñòè óëèöû, íà ðàññòîÿíèè 2ì îò êðàÿ â îáîèõ âàðèàíòàõ êîí�èãó-

ðàöèè óëèö êîíöåíòðàöèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ñîâïàäàåò, à åå ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå íàáëþäàåòñÿ íà ïîäâåòðåííîé ñòîðîíå óëèö. Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò êðàÿ

óëèöû âíóòðü åå â îáëàñòè ïåðåõîäà îò îäíîâèõðåâîé ñòðóêòóðû ê äâóõâèõðå-

âîé êîíöåíòðàöèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ òàêæå îäèíàêîâà, íî ìàêñèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ íàáëþäàþòñÿ íà íàâåòðåííîé ñòîðîíå. Â öåíòðå îáåèõ óëèö ìàêñè-

ìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ñîõðàíÿþòñÿ íà íàâåò-

ðåííîé ñòîðîíå. Îäíàêî â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè ìåíåå äëèííîé óëèöû íàáëþäà-

åòñÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî ãàçîîáðàçíûõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ íà íàâåòðåííîé

ñòîðîíå è ìåíüøåå � íà ïîäâåòðåííîé ñòîðîíå ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëåå äëèííîé

óëèöåé. Êðîìå òîãî, íà êðàþ îáåèõ óëèö ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè

çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ âûøå, ÷åì âíóòðè óëèö.
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå äëèíû

óëèöû ðàññìîòðåííîé êîí�èãóðàöèè íå òîëüêî íà êàðòèíó òå÷åíèÿ âíóòðè íåå,

íî è íà ðàñïðîñòðàíåíèå ãàçîîáðàçíûõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, âûäåëÿåìûõ àâ-

òîòðàíñïîðòîì. Îäíàêî, äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî èñ-

ñëåäîâàòü áîëåå äëèòåëüíûé ïî âðåìåíè âûáðîñ èñòî÷íèêàìè çàãðÿçíåíèé.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÊÂÀÇÈÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÅ ÑÏÈ�ÀËÜÍÛÅ ÌÎÄÛ

Â Ê�ÎÂÅÍÎÑÍÎÌ ÑÎÑÓÄÅ

Â. À. �åòìàí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ)

Âïåðâûå äëèííûå ïðîäîëüíûå âîëíû áûëè ðàññ÷èòàíû ïî ëèíåéíîé òåîðèè

â öèëèíäðå, îãðàíè÷åííîì óïðóãîé îáîëî÷êîé. Â äàëüíåéøåì ïîÿâèëñÿ âîïðîñ

ðàñ÷åòà ñïèðàëüíûõ äâèæåíèé â ñîñóäàõ.

Â äîêëàäå ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ êâàçèñòàöèîíàðíûõ ìîä

íà îñíîâå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà. �ëàâíîå ïðèáëèæåíèå óäîâëå-

òâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò ïðîäîëüíîé è ðàäè-

àëüíîé êîìïîíåíò ñêîðîñòè äëèííûõ âîëí. �åøåíèå â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè

íàéäåíî ÷èñëåííî. Ïîëó÷åíà îöåíêà âêëàäà â ðåøåíèå îò �óíêöèé, îïèñûâàþ-

ùèõ ïîãðàíè÷íûå ñëîè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè íóëåâàÿ êâàçè-

ñòàöèîíàðíàÿ ìîäà íå çàâèñèò îò âðåìåíè è íå èçìåíÿåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ

æèäêîñòè â ñîñóäå.

Êðîìå ñïèðàëüíûõ âîëí â ñîñóäå èìåþòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûå ñïèðàëüíûå

ìîäû, êîòîðûå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íå çàâèñÿò âðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ

êâàçèñòàöèîíàðíàÿ ìîäà íå èçìåíÿåò íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ æèäêîñòè.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Î ÇÀÊÎÍÅ �ÀÑØÈ�ÅÍÈß ÎÁËÀÊÀ ÂÇ�ÛÂÀ

Ì. Ñ. �åòìàíñêèé (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),

À. È. Ñíîïîâ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïðåäëîæåíà ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü èí�îðìàöèþ î ïîâåäåíèè ñðåäû

âî âíóòðåííåé ÷àñòè îáëàêà âçðûâà. Ìîäåëü òî÷å÷íîãî âçðûâà, ìîäåëèðóþùàÿ

î÷àã âçðûâà òî÷êîé, îáùåïðèíÿòàÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè òàêîãî ÿâëåíèÿ,

ïî ñâîåìó ñóùåñòâó íå äàåò âîçìîæíîñòè ïîëó÷àòü ñâåäåíèÿ î ñîñòîÿíèè ãàçà

âíóòðè îáëàêà âçðûâà, òàê êàê åãî íàëè÷èå â ýòîé ìîäåëè ïðîèãíîðèðîâàíî.

Îíà ïîçâîëÿåò èçó÷àòü êèíåòèêó è òåðìîäèíàìèêó òîëüêî ñðåäû, îêðóæàþùåé

îáëàêî âçðûâà.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êèíåìàòèêè è òåðìîäèíàìè-

êè ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â îáëàêàõ âçðûâà, ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ ÷àñò-

íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âÿçêîãî ãàçà. Ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ìî-

äåëüþ òî÷å÷íîãî âçðûâà, ìèíóñ êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîèñõîäÿùåå

â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íå èññëåäîâàíî. Îïðåäåëåíû ïðîèçâîëüíûå ïàðà-

ìåòðû ðåøåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ïðîèñõîäÿùèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû

â èññëåäóåìîé îáëàñòè. Òàêæå ïðîèçâåäåíà îöåíêà òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è

ïëîòíîñòè. Ïðè èññëåäîâàíèè âçðûâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñøèðÿþùååñÿ îáëàêî,

îáðàçîâàííîå, â îñíîâíîì, ïàðàìè æåëåçà. Èñõîäíûìè äàííûìè ïîñëóæèëè �î-

òîãðà�èè èçâåñòíîãî ýêñïåðèìåíòà, íà êîòîðûõ çàïå÷àòëåí ïîñëåäîâàòåëüíûé

ðîñò ðàäèóñà îáëàêà âçðûâà â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äîïóñêàåòñÿ,

÷òî îáëàêî âçðûâà èìååò øàðîâóþ �îðìó è ñ�åðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ.

Äàííàÿ ìîäåëü ïðåäîñòàâëÿåò íå òîëüêî êàðòèíó ðàñøèðåíèÿ îáëàêà âçðûâà,

à òàêæå åùå è èí�îðìàöèþ î âíóòðåííåì ñîñòîÿíèè ñðåäû, â îòëè÷èå îò òåî-

ðèè òî÷å÷íîãî âçðûâà, êîòîðàÿ íå äàåò âîçìîæíîñòè ðàññìîòðåòü ïðîèñõîäÿùèå

âíóòðè ïðîöåññû.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÒÅ×ÅÍÈß ÊËÈÍÀ

Â ÑÒ�ÀÒÈÔÈÖÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

1

Í. Ô. Äèìèòðèåâà

(Óêðàèíà, Êèåâ; È�Ì ÍÀÍÓ)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ìåõàíèçìû �îðìèðîâàíèÿ, ðàçâèòèÿ, ðàñ-

ïàäà âîëíîâûõ è âèõðåâûõ êîìïîíåíò òå÷åíèé â ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå,

ãäå âîëíû è âèõðè ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî è àêòèâíî âçàèìîäåéñòâóþò ìåæ-

äó ñîáîé. Ñëîæíîñòü ïîäõîäà � âíóòðåííÿÿ ìíîãîìàñøòàáíîñòü, îòðàæàþùàÿ

ïðèñóòñòâèå êðóïíûõ êîìïîíåíò òå÷åíèé (âèõðè, âíóòðåííèå âîëíû â òîëùå

æèäêîñòè) è òîíêèõ âûñîêîãðàäèåíòíûõ ïðîñëîåê, ðàçäåëÿþùèõ ñòðóêòóðíî îò-

ëè÷àþùèåñÿ îáëàñòè òå÷åíèÿ.

�åøàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à îáòåêàíèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî êëèíà

äëèíîé L = 10 ñì è øèðèíîé h = 2 ñì ïîòîêîì óñòîé÷èâî ñòðàòè�èöèðîâàííîé

æèäêîñòè ñ ïåðèîäîì ïëàâó÷åñòè Tb = 6.3 ñ. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

èçó÷àåìûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âûáðàíà �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà äè��å-

ðåíöèàëüíûõ áàëàíñíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè íåîäíîðîäíûõ ìíîãîêîìïîíåíò-

íûõ æèäêîñòåé â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà, êîãäà ìàëûå èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè

íà ìàñøòàáàõ çàäà÷è ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî â ÷ëåíàõ ñ ñèëîé òÿæåñòè [1℄:

∂v

∂t
+ (v∇)v = − 1

ρ00
∇P + ν∆v− sg, divv = 0,

∂s

∂t
+ v∇s = κS∆s+

vy
Λ
, ρ = ρ00

(
exp

(
− y

Λ

)
+ s
)
,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

vx
∣∣
x,y→∞ = U, vy

∣∣
x,y→∞ = 0, s

∣∣
x,y→∞ = 0, v

∣∣
Σ
= 0,

∂S

∂n

∣∣∣∣
Σ

=
∂s

∂n

∣∣∣∣
Σ

+
1

Λ

∂y

∂n
= 0,

ãäå S = S0(y) + s � ïîëíàÿ ñîëåíîñòü, s � åå âîçìóùåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ρ00 = 1020 êã/ì

3
� ïëîòíîñòü íà íóëåâîì óðîâíå, ρ(y) � íåâîçìóùåííîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, êîòîðîå çàäàåòñÿ ïðî�èëåì ñîëåíîñòè S0(y), v � âåêòîð

ñêîðîñòü æèäêîñòè, U � ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ êëèíà, P � äàâëåíèå, ν � êîý��è-

öèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, κS � êîý��èöèåíò äè��óçèè ñîëè, t � âðåìÿ,

g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ∇ è ∆ � îïåðàòîðû �àìèëüòîíà è Ëàïëàñà,

Λ = (d ln ρ/dy)−1
� äëèíà ïëàâó÷åñòè, N =

√
g/Λ = 1 ñ−1

� ÷àñòîòà ïëàâó÷åñòè,

n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè òåëà Σ. Óñòàíîâèâøèåñÿ ïîëÿ �èçè÷åñêèõ

1

�àáîòà âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåðâèñîâ ïëàò�îðìû UniHUB (www.unihub.ru).

146



ïåðåìåííûõ òå÷åíèÿ, èíäóöèðîâàííûå äè��óçèåé íà íåïîäâèæíîì êëèíå, ñëó-

æàò íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ çàäà÷è îáòåêàíèÿ òåëà ïîòîêîì íåïðåðûâíî

ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè [2, 3℄.

×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áûëî ðåàëèçîâàíî ñ ïîìîùüþ ñâî-

áîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïàêåòà OpenFOAM, îòêðûòîñòü èñõîäíîãî êîäà êîòî-

ðîãî ïîçâîëèëà ïîñòðîèòü îðèãèíàëüíûé ðåøàòåëü, ðåàëèçóþùèé ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ [4℄. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â ïàðàëëåëüíîì

ðåæèìå ñ ïðèâëå÷åíèåì ñåðâèñîâ ïëàò�îðìû UniHUB.

Ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ñòðàòè�èöèðîâàííûõ òå÷åíèé èëëþñòðèðóåò ïîëå ãî-

ðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà âîçìóùåíèÿ ñîëåíîñòè (ðèñ. 1).

à á

�èñ. 1. �îðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà ãðàäèåíòà âîçìóùåíèÿ ñîëåíîñòè ∂s/∂x
ïðè îáòåêàíèè êëèíà ñî ñêîðîñòüþ U = 10−3

ì/ñ (à) è U = 10−2
ì/ñ (á), t = 16Tb.

Êðàñíûé öâåò � ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ñèíèé � îòðèöàòåëüíûå.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò âàæíîñòü äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé è

ïðèêëàäíîé àýðî- è ãèäðîäèíàìèêè, ïîñêîëüêó äàþò áîëåå ãëóáîêîå ïîíèìà-

íèå �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñòðàòè�èöèðîâàííûõ ñðåäàõ, áëàãîäàðÿ ïðèìåíå-

íèþ â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåõàíè-

êè íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòåé, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå ðåàëüíûõ ñâîéñòâ ñðåäû è

âíåøíèõ äèíàìè÷åñêèõ �àêòîðîâ.
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�ÀÍ.�2017.�Ò. 29, � 1.�Ñ. 7�20.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Î ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-��ÀÄÈÅÍÒÍÛÕ

ÏÜÅÇÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÒÅË Ñ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÛÌÈ

ÍÀÏ�ßÆÅÍÈßÌÈ

1

Â. Â. Äóäàðåâ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ),

�. Ì. Ìíóõèí (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ ðàçâèòèåì òåõíîëîãèé ïðîèçâîäñòâà âñå áîëüøåå âíè-

ìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ïüåçîìàòåðèàëîâ

(Ô�Ï). Ýëåìåíòû, èçãîòîâëåííûå èç òàêèõ ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþò ðÿäîì ïðå-

èìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîðîäíûìè èëè ñëîèñòûìè îáúåêòàìè. Íåîäíîðîä-

íûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ðàñøèðÿòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ Ô�Ï â ñîâðåìåííûõ

óñòðîéñòâàõ. Ïðè ýòîì îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé èñïîëüçîâàíèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ïüåçîàêòóàòîðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñîçäàâàòü ðàçëè÷íûå ðåæè-

ìû êîëåáàíèé ïóòåì ïîäà÷è îïðåäåëåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ñèãíàëà. Ó÷èòûâàÿ

ñëîæíîñòü ïðîèçâîäñòâà è ðåæèìû ýêñïëóàòàöèè òàêèõ èçäåëèé, â íèõ ìîãóò

âîçíèêàòü ïðåäâàðèòåëüíûå (îñòàòî÷íûå) íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè.

Â ðàáîòå íà îñíîâå îáùåé ïîñòàíîâêè î äâèæåíèè ýëåêòðîóïðóãèõ òåë ïðè

íàëè÷èè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÏÍÄÑ),

îïèñàííîé â ðàáîòå [1℄, ñ�îðìóëèðîâàíû çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ

ñòåðæíÿ è äèñêà, âûïîëíåííûõ èç Ô�Ï. Ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ âûçû-

âàþòñÿ ïóòåì ïðèëîæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû íà ïðàâîì êîíöå, ëåâûé êîíåö

æåñòêî çàêðåïëåí. Ìîäóëü Þíãà ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì E = E(x), ÏÍÄÑ ñîîò-

âåòñòâóåò îäíîîñíîìó ðàñòÿæåíèþ â íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè. �åøåíèå ïðÿìîé

çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè �óíêöèè ñìåùåíèÿ ïîëó÷åíî ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà ïðèñòðåëêè. Ïîñòðîåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ) äëÿ

ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ E(x) è óðîâíÿ ÏÍÄÑ. Íàèáîëüøåå èçìåíåíèå À×Õ íàáëþ-

äàåòñÿ âáëèçè ðåçîíàíñîâ.

Âî âòîðîé çàäà÷å äëÿ òîíêîãî ïîëîãî äèñêà èç Ô�Ï ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîä-

íîãî ÏÍÄÑ êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ ïóòåì ïîäà÷è ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà ýëåê-

òðîäèðîâàííûå òîðöåâûå ïîâåðõíîñòè. Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñ�îðìóëèðîâàíû

â ðàìêàõ îáîáùåííîãî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîëó÷åíî äè��åðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè îòíîñè-

òåëüíî �óíêöèè ñìåùåíèÿ, ðåøåíèå êîòîðîãî ðåàëèçîâàíî ÷èñëåííî. Ïðîâåäåí

àíàëèç èçìåíåíèÿ À×Õ è ïåðâûõ äâóõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïðè ðàçëè÷íûõ çà-

êîíàõ èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì ÏÍÄÑ.

Íà îñíîâå ðåøåíèé ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ïðåäëîæåí ñïîñîá ðåêîíñòðóêöèè

óðîâíÿ ïðåäíàïðÿæåíèé â ñòåðæíå è äèñêå èç Ô�Ï ïî äàííûì îá èçìåíåíèè çíà-

÷åíèé ÷àñòîò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè, îïèñàííîé â [2℄.

Ëèòåðàòóðà

1. Kuang Z. B. Theory of Ele
troelasti
ity.�N. Y.: Springer, 2014.�431 p.

2. Dudarev V. V., Mnukhin R. M., Vatulyan A. O. Vibration of a prestressed tube in the pre-

sen
e of plasti
 zone // J. of Sound and Vibration.�2016.�Vol. 375.�P. 92�101.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ïðîåêò

�ÌÊ-3179.2017.1, è�îññèéñêîãî�îíäà�óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé, ïðîåêò�16-01-00354.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ È ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÉ

Â ÑÈÑÒÅÌÅ �ÝËÅß Ñ ÄÈÔÔÓÇÈÅÉ

À. Â. Êàçàðíèêîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ; �îñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà �ýëåÿ ñ äè��óçèåé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà

ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå x ∈ (0, 1), à âðåìÿ � íà

âåùåñòâåííîé ïðÿìîé t ∈ R

vt = νvxx + w,

wt = νwxx − v + µw − w3,
(1)

ãäå v = v(x, t), w = w(x, t) � íåèçâåñòíûå �óíêöèè, µ ∈ R � óïðàâëÿþùèé

ïàðàìåòð, ν > 0 � �èêñèðîâàííûé êîý��èöèåíò äè��óçèè. Äàííàÿ ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû Ôèòöõüþ � Íàãóìî [1℄, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò

ðàñïðîñòðàíåíèå íåðâíîãî èìïóëüñà.

Ïðè ν = 0 ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé �ýëåÿ

ẏ1 = y2,

ẏ2 = −y1 + µy2 − y32 .
(2)

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè íà ãðàíèöå îòðåçêà çàäàòü îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ

Íåéìàíà

vx(0, t) = 0, wx(0, t) = 0, (3)

òî ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µcr = 0 â ñèñòåìå (1) ïðîèñõîäèò ðîæäå-
íèå ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî àâòîêîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà, à èìåííî, öèêëà

êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû �ýëåÿ áåç äè��óçèè (2).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðà µ, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàþò ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûå àâòîêîëåáàòåëü-

íûå è ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû, óñòîé÷èâûå îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, ïðèíàäëå-

æàùèõ íåêîòîðûì áåñêîíå÷íîìåðíûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì ñèñòå-

ìû Hk. Ïîïóòíî ïîëó÷åí îáùèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè öèêëà êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû

�ýëåÿ è èññëåäîâàíû åãî ñâîéñòâà.

Ýâîëþöèÿ âòîðè÷íûõ ðåøåíèé ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà µ áûëà èññëåäî-

âàíà ÷èñëåííî. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïðèìåíåí ìåòîä �àëåðêèíà, ÷òî

ïîçâîëèëî ñîõðàíèòü ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Hk ó äèñ-

êðåòèçàöèè áåñêîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íàäêðèòè÷íîñòè âòîðè÷íûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ïî-

ñòåïåííî ñìåíÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ïðî�èëÿìè. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè

çíà÷åíèé µ äàííûå ðåøåíèÿ ñìåíÿþòñÿ ðåæèìîì êâàäðàòíîé âîëíû (square wave

pattern).
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Êðàåâûå óñëîâèÿ Äèðèõëå è ñìåøàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàëèñü

â [2, 3℄. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðè÷íûõ ðåøåíèé ïðèìåíåí ìåòîä Ëÿïóíîâà �Øìèä-

òà â �îðìå, ðàçâèòîé Â. È. Þäîâè÷åì [4℄. Ìåòîä ïðèìåíèì ê äè��åðåíöèàëü-

íûì óðàâíåíèÿì, çàäàííûì êàê â êîíå÷íîìåðíûõ, òàê è áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ, â òîì ÷èñëå ê óðàâíåíèÿì Íàâüå � Ñòîêñà [5℄.

Âûâîäû ðàáîòû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè ðàññìîòðåòü ñèñòåìó �ýëåÿ ñ

ðàçëè÷íûìè êîý��èöèåíòàìè äè��óçèè: ν1 â ïåðâîì óðàâíåíèè è ν2 âî âòîðîì,
ïðè óñëîâèè, ÷òî 0 < ν1 < ν2.

Ëèòåðàòóðà

1. FitzHugh R. Impulses and physiologi
al states in theoreti
al models of nerve membrane //

Biophys. J.�1961.�Vol. 1, � 6.�P. 445�466.

2. Êàçàðíèêîâ À. Â., �åâèíà Ñ. Â. Âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé â ñèñòåìå �ýëåÿ ñ äè��ó-

çèåé // Âåñòí. ÞÓð�Ó. Ñåð. Ìàò. ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå.�2016.�Ò. 9.�

� 2.�Ñ. 16�28.

3. Êàçàðíèêîâ À. Â., �åâèíà Ñ. Â. Àñèìïòîòèêà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû �ýëåÿ ñ

äè��óçèåé // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâê. ðåãèîí. Ñåð. Åñòåñòâ. íàóêè.�2016.�� 3 (191).�

Ñ. 13�19.

4. Þäîâè÷ Â. È. Èññëåäîâàíèå àâòîêîëåáàíèé ñïëîøíîé ñðåäû, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå

óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà // Ïðèêë. ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà.�1972.�Ò. 36.�

� 3.�Ñ. 450�459.

5. �åâèíà Ñ. Â. Ê çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ñäâèãîâûõ òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÄËÈÍÍÎÂÎËÍÎÂÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÇÀÄÀ×È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Î. Â. Êèðè÷åíêî

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ x = (x1, x2) ∈ R2
� äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-

êîñòè ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âíåøíèõ ñèë F (x, t), ïåðèîäè÷åñêîãî ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ïåðåìåííûì x1 è x2 ñ ïåðèîäàìè L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðèîä L1

ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 2π, à îòíîøåíèå ïåðèîäîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ âîëíîâûì

÷èñëîì α≪ 1: L2 = 2π/α, α→ 0.
Âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè v ïî ïåðåìåííûì x1 èx2.
Ïîëå ñêîðîñòè v è äàâëåíèå p óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Íàâüå �

Ñòîêñà

∂v

∂t
+ (v,∇)v − ν∆v = −∇p+ F (x, t), (1)

div v = 0, (2)

ãäå ν � áåçðàçìåðíàÿ âÿçêîñòü.

Ñòðîèòñÿ äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî

òå÷åíèÿ, êîãäà îñíîâíîå ïîëå ñêîðîñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó òå÷åíèé ñïåöèàëü-

íîãî âèäà

V =
(
αV1(x2), V2(x1)

)
. (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäíåå ñêîðîñòè îñíîâíîãî òå÷åíèÿ âäîëü äëèííîãî ïå-

ðèîäà íå ðàâíî íóëþ 〈V2〉 6= 0.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ äâóìåðíûõ

ñäâèãîâûõ òå÷åíèé (V = (0, V2(x1))) � âûðàæåíèå ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè-

êè ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ òåõ æå îïåðàòîðîâ è �óíêöèé,

êîòîðûå âîçíèêëè ïðè ðàññìîòðåíèè ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé.

Íàéäåíû âûðàæåíèÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó α
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, ïîëó÷åíà ñâÿçü ìåæäó íèìè.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà V1(x2) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé �óíêöèåé, ïîêàçàíî, ÷òî êî-
ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî α ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü äëÿ

íå÷åòíûõ ñòåïåíåé, à êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âÿçêî-

ñòè îòëè÷íû îò íóëÿ äëÿ ÷åòíûõ ñòåïåíåé � òàê æå, êàê â ñëó÷àå ñäâèãîâîãî

òå÷åíèÿ. Ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ñî ñëó÷àåì ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ. Äàíà ïðåäâàðè-

òåëüíàÿ âèçóàëèçàöèÿ îòâåòâëÿþùèõñÿ àâòîêîëåáàíèé.

Ëèòåðàòóðà

1. Ìåëåõîâ À. Ï., �åâèíà Ñ. Â. Âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâî-

ñòè ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ äâóìåðíûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî

äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé // Èçâ. �ÀÍ. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà.�2008.�� 2.�

Ñ. 41�56.

2. �åâèíà Ñ. Â. �åêóððåíòíûå �îðìóëû äëèííîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷è-

âîñòè ñäâèãîâûõ òå÷åíèé // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. �èçèêè.�2013.�Ò. 53,

� 8.�Ñ. 1387�1401.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÝÉÍØÒÅÉÍÎÂÎ-ÏÎÄÎÁÍÛÕ

ÏÑÅÂÄÎ�ÈÌÀÍÎÂÛÕ ÌÍÎ�ÎÎÁ�ÀÇÈÉ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ

ÌÅÒÎÄÎÂ ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

1

Ï. Í. Êëåïèêîâ (�îññèÿ, Áàðíàóë; Àëò�Ó),

Å. Ä. �îäèîíîâ (�îññèÿ, Áàðíàóë; Àëò�Ó)

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ìíîãîîáðàçèé

Ýéíøòåéíà, íàïðèìåð, ýéíøòåéíîâî-ïîäîáíûå (ïñåâäî) ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ

â ñìûñëå À. �ðåÿ [1℄.

Îïðåäåëåíèå 1. (Ïñåâäî) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ïðèíàäëåæèò ê êëàññó A,
åñëè òåíçîð �è÷÷è ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íî ïàðàëëåëüíûì, ò. å.

(∇Xr)(Y,Z) + (∇Y r)(Z,X) + (∇Zr)(X,Y ) = 0

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y è Z.

Îïðåäåëåíèå 2. (Ïñåâäî) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ïðèíàäëåæèò ê êëàññó B,
åñëè òåíçîð �è÷÷è ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì Êîäàööè, ò. å.

(∇Xr)(Y,Z) = (∇Y r)(X,Z)

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y è Z.
Ìíîãîîáðàçèÿ, ïðèíàäëåæàùèå êëàññàì A è B, ÿâëÿþòñÿ ýéíøòåéíîâî-ïî-

äîáíûìè (ïñåâäî) ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ïî À. �ðåþ [1℄.

Â äàííîé ðàáîòå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåì êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè, èçó-

÷àþòñÿ îäíîðîäíûå (ïñåâäî) ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ èíâàðèàíòíîé ýéíøòåé-

íîâî-ïîäîáíîé ìåòðèêîé, ÷òî ïðîäîëæàåò ïðåäûäóùèå èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ [2℄.

Ëèòåðàòóðà

1. Gray A. Einstein-like manifolds whi
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2. Êëåïèêîâ Ï. Í. Ëåâîèíâàðèàíòíûå ïñåâäîðìàíîâû ìåòðèêè íà ÷åòûðåõìåðíûõ ãðóïïàõ

Ëè ñ íóëåâûì òåíçîðîì Ñõîóòåíà � Âåéëÿ // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.�2017.�� 8.�

Ñ. 92�97.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÑÈÌÂÎËÜÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ Ï�È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÈ

4-ÌÅ�ÍÛÕ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÏÑÅÂÄÎ�ÈÌÀÍÎÂÛÕÌÍÎ�ÎÎÁ�ÀÇÈÉ

1

Ñ. Â. Êëåïèêîâà (�îññèÿ, Áàðíàóë; Àëò�Ó),

Î. Ï. Õðîìîâà (�îññèÿ, Áàðíàóë; Àëò�Ó)

Èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ èíâàðèàíòíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñ â ïîíèìàíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî è òîïîëîãè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ îäíîðîäíîãî

(ïñåâäî) ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à äîñòàòî÷íî ñëîæíà.

Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ìíî-

ãîîáðàçèé è/èëè èõ ðàçìåðíîñòü. Åñëè ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ äîñòàòî÷íî

ìàëà, òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïðèìåíåíèå ñèñòåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëå-

íèé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ îòíîñèòåëüíî ïðèìåíå-

íèÿ óíèâåðñàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ â èññëåäîâàíèè îäíîðîäíûõ (ïñåâ-

äî) ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ [1�4℄. �àçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå è êîìïüþòåð-

íûå ìîäåëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ðàçëè÷íûõ òåíçîðîâ êðèâèçíû (íàïðè-

ìåð, òåíçîðîâ �èìàíà, �è÷÷è, Âåéëÿ, Ñõîóòåíà � Âåéëÿ è ïð.) îäíîðîäíûõ

(ïñåâäî) ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Äàííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ñðåäå ïàêåòà

Maple. Ñ åãî ïîìîùüþ âîçìîæíî ïîëó÷èòü êëàññè�èêàöèþ ìíîãîîáðàçèé, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì íà òåíçîð êðèâèçíû (íàïðèìåð, ñ èçî-

òðîïíûìè òåíçîðàìè �èìàíà, �è÷÷è èëè Âåéëÿ), èëè îïðåäåëèòü ñîáñâòâåííûå

çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ êðèâèçíû: êðèâèçíû �è÷÷è, îäíîìåðíîé èëè

ñåêöèîííîé êðèâèçíû.

Ëèòåðàòóðà

1. �ëàäóíîâà Î. Ï. Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ ê âû÷èñëåíèþ èíâàðèàíòíûõ

òåíçîðíûõ ïîëåé íà òðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé (ïñåâäî) ðèìàíîâîé

ìåòðèêîé // Âåñòí. Áàðíàóë. ãîñ. ïåä. óí-òà. Ñåð. Åñòåñâ. è òî÷í. íàóêè.�2006.�� 6.�

Ñ. 111�115.

2. �ëàäóíîâà Î. Ï., Îñêîðáèí Ä. Í. Ïðèìåíåíèå ïàêåòîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé ê èñ-

ñëåäîâàíèþ ñïåêòðà îïåðàòîðà êðèâèçíû íà ìåòðè÷åñêèõ ãðóïïàõ Ëè // Èçâ. Àëò. ãîñ.

óí-òà.�2013.�� 1/1.�Ñ. 19�23.

3. Êëåïèêîâà Ñ. Â., �îäèîíîâ Å. Ä., Õðîìîâà Î. Ï. Îá îïåðàòîðàõ êðèâèçíû ìåòðè÷åñêèõ

ãðóïï Ëè // Èçâ. Àëò. ãîñ. óí-òà.�2016.�� 1 (89).�Ñ. 129�137.

4. Õðîìîâà Î. Ï. Ïðèìåíåíèå ïàêåòîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé ê èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðà

îäíîìåðíîé êðèâèçíû íà íåðåäóêòèâíûõ îäíîðîäíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçè-

ÿõ // Èçâ. Àëò. ãîñ. óí-òà.�2017.�� 1 (93).�Ñ. 140�143.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÌÎÄÅËÈ �ÎÌÎ�ÅÍÈÇÀÖÈÈ ÑÌÅÑÅÂÛÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂ

Ñ ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌÈ Â ÌÅÆÔÀÇÍÛÕ ÇÎÍÀÕ

1

À. Ñ. Êîðíèåâñêèé (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),

À. Â. Íàñåäêèí (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),

À. À. Íàñåäêèíà (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïðè ñîçäàíèè ñìåñåâûõ êîìïîçèòîâ ÷àñòî ïîëó÷àþòñÿ íåîäíîðîäíûå ñòðóê-

òóðû ñ íåïëîòíî ïðèëåãàþùèìè äðóã ê äðóãó ñîñòàâëÿþùèìè ìàòåðèàëîâ ðàç-

ëè÷íûõ �àç. Íàïðèìåð, ïðè ñïåêàíèè ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïîðîøêîâ ñ áîëåå

ïëîòíûìè ãðàíóëàìè ïîëó÷àåòñÿ ñìåñåâîé êîìïîçèò èç ïüåçîêåðàìèêè è óïðó-

ãèõ âêëþ÷åíèé, ïðè÷åì íà ìåæ�àçíûõ ãðàíèöàõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âîçäóøíûå

ïðîñëîéêè. Òàêæå äëÿ ìíîãî�àçíûõ ñìåñåâûõ êîìïîçèòîâ â ïðîöåññå èõ ýêñïëó-

àòàöèè âîçìîæíû îòñëîåíèÿ ìàòåðèàëîâ ðàçëè÷íûõ �àç. Â ýòèõ è äðóãèõ ñëó÷à-

ÿõ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå êîìïîçèòíûõ ñòðóêòóð ñ íåèäåàëüíûìè

óñëîâèÿìè êîíòàêòà íà ìåæ�àçíûõ ãðàíèöàõ [1℄.

Â ïîïóëÿðíûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìîäåëÿõ íàíîìåõàíèêè ñ ïîâåðõíîñòíûìè

ý��åêòàìè äëÿ êîìïîçèòîâ ñ íàíîðàçìåðíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè íà ìåæ�àç-

íûõ ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæå-

íèÿìè.

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé, ò. å. ðåøåíèÿ

çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè, ìîæíî ïðèìåíèòü îáùèé ïîäõîä, áàçèðóþùèéñÿ íà ïðèìå-

íåíèè ìåòîäà ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé (ñ ìîäè�èêàöèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ó÷åòîì

äîïîëíèòåëüíûõ �àêòîðîâ íà ìåæ�àçíûõ ãðàíèöàõ), ìîäåëèðîâàíèè ïðåäñòà-

âèòåëüíûõ îáúåìîâ è ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷

ãîìîãåíèçàöèè [2, 3℄.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñìåñåâîé äâóõ�àçíûé êîìïîçèò ñ íàíîðàç-

ìåðíûìè âêëþ÷åíèÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω � ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì; Ω(1)
�

îáúåì, çàíèìàåìûé îñíîâíûì ìàòåðèàëîì (ìàòðèöåé); Ω(2)
� ñîâîêóïíîñòü îáú-

åìîâ, çàíèìàåìûõ ìàòåðèàëîì âòîðîé �àçû (âêëþ÷åíèÿìè); Ω = Ω(1)∪Ω(2)
; Γ �

âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáúåìà; Γs
� ñîâîêóïíîñòü ïîãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé ìàòåðè-

àëîâ ñ ðàçëè÷íûìè �àçàìè; n � âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ãðàíèöå, âíåøíåé

ïî îòíîøåíèþ ê Ω(1)
; x � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåìû Ω(1)
è Ω(2)

çàïîëíåíû ðàçëè÷íûìè àíèçîòðîïíû-

ìè óïðóãèìè ìàòåðèàëàìè. Òîãäà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé

òåîðèè óïðóãîñòè èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé â Ω:

L∗(∇) ·T = 0, T = c · S, S = L · u, (1)

L∗(∇) =



∂1 0 0 0 ∂3 ∂2
0 ∂2 0 ∂3 0 ∂1
0 0 ∂3 ∂2 ∂1 0


 , (2)

ãäå T = {σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12} � ìàññèâ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σij ;
S = {ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε13, 2ε12} � ìàññèâ êîìïîíåíò òåíçîðà äå�îðìàöèé εij ;

1
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u � âåêòîð-�óíêöèÿ ïåðåìåùåíèé; c � 6 × 6 ìàòðèöà óïðóãèõ æåñòêîñòåé;

T=T(j)
, c=c(j), S=S(j)

ïðè x ∈ Ω(j)
; (. . . )∗ � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Íà âíåøíåé ãðàíèöå Γ = ∂Ω ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ïðèìåì óñëîâèÿ

u = L∗(x) · S0, x ∈ Γ, (3)

ãäå S0 � ìàññèâ ðàçìåðíîñòè 6, ñîñòîÿùèé èç ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé.

Â ñîîòâåòñòâèå ñ ìîäåëüþ �óðòèíà � Ìóðäîõà ïðèìåì, ÷òî íà íàíîðàçìåð-

íûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà �àç Γs
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

L∗(n) · [T] = L∗(∇s) ·Ts, x ∈ Γs, (4)

ãäå [T] = T(1)−T(2)
� ñêà÷îê íàïðÿæåíèé ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà �àç; ∇s

� ïî-

âåðõíîñòíûé íàáëà-îïåðàòîð; r � êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ ïî íîðìàëè ê Γs
,

Ts = {σs11, σs22, σs33, σs23, σs13, σs12} � ìàññèâ, ñîñòîÿùèé èç êîìïîíåíò òåíçîðà ïî-

âåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé σsij . Äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé ïðèìåì ¾ïîâåðõ-

íîñòíûé¿ çàêîí �óêà:

Ts = cs · Ss, Ss = L(∇s) · us, us = A · u, A = I− nn∗, (5)

ãäå cs � ìàòðèöà ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé óïðóãèõ æåñòêîñòåé ðàçìåðîì 6 × 6;
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì 3× 3.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ïðèìåì, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîé ñðå-

äû ñðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ceff · S0 = 〈T〉, ãäå S0 � çàäàííûå

çíà÷åíèÿ èç (3). Òîãäà, ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ñðåäû ñðàâíåíèÿ àíèçîòðîïèþ îáùåãî

âèäà, ïîëíûé íàáîð ý��åêòèâíûõ æåñòêîñòåé ceffαζ ìîæíî îïðåäåëèòü èç ðåøå-
íèÿ çàäà÷ (1)�(5) ïðè S0 = ε0hζ , ε0 = const, ãäå ζ � íåêîòîðûé �èêñèðîâàí-

íûé èíäåêñ (hζ � âåêòîð èç øåñòèìåðíîãî áàçèñà äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà äå-

�îðìàöèé; hj = ejej , j = 1, 2, 3; h4 = (e2e3 + e3e2)/2; h5 = (e1e3 + e3e1)/2;
h6 = (e1e2 + e2e1)/2; ej � îðòû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò):

ceffαζ =
〈Tα〉
ε0

,
〈
(. . . )

〉
=

1

|Ω|

(∫

Ω

(. . . ) dΩ +

∫

Γs

(. . . )s dΓ

)
. (6)

Êàê âèäíî, äëÿ íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ ý�-

�åêòîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4), (5) íà ïî-

âåðõíîñòè Γs
è ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé â (6)

íå òîëüêî ïî îáúåìó Ω, íî è ïî ïîâåðõíîñòè Γs
. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî

ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ãîìîãåíèçàöèè äëÿ êîìïîçèòîâ ñ íåèäåëüíûìè êîíòàêòàìè

íà Γs
, íàïðèìåð, ïðè èíòåð�åéñíûõ óñëîâèÿõ ïðóæèííîãî òèïà [1℄.
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�ÀÁÎÒÀ ÑÎÂÅ�ØÅÍÍÎÉ ÑÊÂÀÆÈÍÛ Â ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÌ

ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÌ ÑËÎÅ ��ÓÍÒÀ Ñ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÌ ÇÀÊÎÍÎÌ

ÈÇÌÅÍÅÍÈß Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ

Ä. �. Ëåêîìöåâ

(�îññèÿ, Îðåë; Î�Ó)

Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ðåàëüíûå íå�òåíîñíûå (âî-

äîíîñíûå) ïëàñòû äåìîíñòðèðóþò àíèçîòðîïèþ [1℄ è íåîäíîðîäíîñòü ñâîèõ

ñâîéñòâ. Â òàêèõ óñëîâèÿõ ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì ðàçðàáîòêà ìîäåëåé ðàáîòû

ýêñïëóàòàöèîííîé ñêâàæèíû â àíèçîòðîïíîì íåîäíîðîäíîì ñëîå ãðóíòà. Ñîâåð-

øåííàÿ ýêñïëóàòàöèîííàÿ ñêâàæèíà äåáèòà Q ðàñïîëîæåíà â ãîðèçîíòàëüíîì

ïëàñòå ïîñòîÿííîé òîëùèíû. �ðóíò ïëàñòà, íåäå�îðìèðóåìûé àíèçîòðîïíûé è

íåîäíîðîäíûé, õàðàêòåðèçóåòñÿ êîý��èöèåíòîì ïðîíèöàåìîñòè K � òåíçîðîì

âòîðîãî ðàíãà (âîîáùå ãîâîðÿ, íåñèììåòðè÷íûì). Êîíòóð ñêâàæèíû � îêðóæ-

íîñòü σC : x
2 + y2 = R2

C ðàäèóñà RC , ïëàñò íå îãðàíè÷åí ïî ïðîñòèðàíèþ.

Ïîëàãàåì, ÷òî æèäêîñòü íåñæèìàåìàÿ è åå òå÷åíèå ñòàöèîíàðíîå. Îáîáùåí-

íûé ïîòåíöèàë ϕ(z) = −(p + ρΠ)/µ (Π � ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû � ñèëû

òÿæåñòè, p � äàâëåíèå, µ è ρ � âÿçêîñòü è ïëîòíîñòü æèäêîñòè) è ñêîðîñòü

�èëüòðàöèè ~v òå÷åíèÿ êàê �óíêöèè êîîðäèíàò òî÷êè íà �èçè÷åñêîé ïëîñêî-

ñòè z = x + iy) óäîâëåòâîðÿþò âñþäó â îáëàñòè òå÷åíèÿ D (çà èñêëþ÷åíèåì

èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê ϕ(z)) óðàâíåíèþ [2℄

∇ · (K · ϕ(z)) = 0, z ∈ D. (1)

Óðàâíåíèå (1) îòíîñèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó, ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî êî-

ý��èöèåíòû Kij , i, j = 1, 2 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì K11 > 0 (K22 > 0),
D(KS) = K11K22 − (K12 +K21)

2/4. Çäåñü D(KS) � îïðåäåëèòåëü ñèììåòðè÷íîé

÷àñòè KS = (K +KT )/2 òåíçîðà K (KT = (Kji) � òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð).

Óðàâíåíèå (1) çàïèñàíî â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ [2℄. Ïîëàãàåì, ÷òî äàâëåíèÿ

íà êîíòóðå ñêâàæèíû σC è êîíòóðå ïèòàíèÿ ïîñòîÿííûå, ðàçíîñòü äàâëåíèé ðàâ-

íà åäèíèöå [3, 4℄. Òðóäíîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îáóñëîâëåíà ñëîæ-

íûì âèäîì óðàâíåíèÿ (1). �åøåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïåðåéòè íà

âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîñêîñòü η = ξ + iη, èñïîëüçóÿ ãîìåîìîð�íûå (à��èííûå)

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (ïðÿìîå è îáðàòíîå) [2, 5, 6℄.

�àññìîòðèì ñëîé ïðîâîäèìîñòüþ P ′ = η2 íà âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè η.
Ïîëîæèì, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ ïîñòîÿííà, à ïðîíèöàåìîñòü èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

Kij = η2kij/k0, i, j = 1, 2 (k0 è kij � ïîñòîÿííûå, k0 =
√
k11k22 − k212). Äàííûé

ñëîé èìååò ñèíãóëÿðíóþ ëèíèþ η = 0. Èç ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíî-

øåíèé ìîæíî, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïîëó÷èòü �îðìóëû, îïèñûâàþùèå ðàáîòó

ñîâåðøåííîé ñêâàæèíû â àíèçîòðîïíîì îäíîðîäíîì ñëîå ãðóíòà [7�9℄. Àíèçî-

òðîïèÿ ãðóíòà ìîæåò ñèëüíî ñêàçûâàòüñÿ íà äåáèòå Q (ìîæåò åãî óâåëè÷èâàòü
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èëè óìåíüøàòü ïî îòíîøåíèþ ê äåáèòó â ñëó÷àå èçîòðîïíîé íåîäíîðîäíîé ñðå-

äû Q0). Ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ íåäèàãîíàëüíûõ ê äèàãîíàëüíûì êîìïîíåí-

òàì òåíçîðà (Kij) (óâåëè÷åíèå êîý��èöèåíòà α, êîý��èöèåíò β �èêñèðîâàí)

âëèÿíèå àíèçîòðîïèè óìåíüøàåòñÿ. �åøåíèå äàííîé çàäà÷è ìîæåò îêàçàòüñÿ

àêòóàëüíûì, èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå òåñòîâîé ïðè ïðîâåðêå ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è [10�11℄.
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ÎÁ ÓÑËÎÂÈßÕ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÒÜÞ�ÈÍ�À

ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ØÍÀÊÅÍÁÅ��À

Ñ. À. Ëûñåíêî

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà Øíàêåíáåðãà [1℄, ìîäåëèðóþùàÿ áèîõè-

ìè÷åñêèå ïðîöåññû è îòíîñÿùàÿñÿ ê êëàññó ñèñòåì ðåàêöèè-äè��óçèè:

ut = uxx + a− u+ u2v,

vt = dvxx + b− u2v.
(1)

Ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îòðåçêå [0, l], íà êîíöàõ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ êðà-
åâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà. Â ñèñòåìå Øíàêåíáåðãà �óíêöèè u(x, t) è v(x, t) îáîçíà-
÷àþò êîíöåíòðàöèè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ, d > 0 �

êîý��èöèåíò äè��óçèè, a è b � ïàðàìåòðû ðåàêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì: a+ b > 0, b > 0.
Äëÿ ñèñòåìû Øíàêåíáåðãà, êàê è äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ñèñòåì ðåàêöèè-

äè��óçèè, èìååò ìåñòî ÿâëåíèå íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà [2℄. Ïðèìåðîì ýòîãî

ÿâëåíèÿ â îêðóæàþùåé ïðèðîäå ÿâëÿåòñÿ îêðàñêà ìîðñêèõ ðàêîâèí èëè øêóð

æèâîòíûõ, êîãäà îáðàçóþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû îïðåäåëåííîãî òè-

ïà � ïÿòíà, ïîëîñû èëè äðóãèå èõ âèäû [3�5℄.

Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Òüþðèíãó,

åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûì âîçìóùåíè-

ÿì (â îòñóòñòâèå äè��óçèè) è íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííî-

íåîäíîðîäíûì âîçìóùåíèÿì (ïðè íàëè÷èè äè��óçèè).

Äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (a, b) ìîãóò âû-
ïîëíÿòüñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå, ëèáî åùå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè

Òüþðèíãà. Ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (a, b) íà ïëîñêîñòè íàçûâàþò-
ñÿ îáëàñòÿìè íåîáõîäèìûõ, ëèáî äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèí-

ãà.

Îáëàñòü íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà ñ ïàðàìåòðè÷åñêè

çàäàííîé ãðàíèöåé áûëà ïîñòðîåíà â [3℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äàííàÿ îáëàñòü

äîïîëíåíà ãðàíèöåé îáëàñòè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Âûïîëíåíà âèçóàëèçàöèÿ îá-

ëàñòåé íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà è èõ ñî-

ïîñòàâëåíèå. Ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðà d, à òàêæå äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ âîëíîâûõ ÷èñåë ïðè ïðîèçâîëüíî
âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b.

Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà d íàçûâàåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå, ïðè êî-

òîðîì ñïåêòð çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ëåæèò â çàìêíóòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè,

ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå ñ ìíèìîé îñüþ íåïóñòî. Åñëè ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ ïàðà

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî òàêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâî-

ñòè íàçûâàåòñÿ êîëåáàòåëüíîé; åñëè âåäóùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îáðàùàåòñÿ â
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íîëü, òî òàêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè

ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà d èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà,
òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â ýòîì ñëó÷àå � ìîíîòîííàÿ. Ïðè ýòîì îò èñõîäíîãî

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòâåòâëÿþòñÿ âòîðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû.

Äëÿ îòûñêàíèÿ âòîðè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé áûë ïðèìåíåí ìåòîä Ëÿ-

ïóíîâà � Øìèäòà â �îðìå, ðàçâèòîé Â. È. Þäîâè÷åì. Ïîëó÷åíû ïåðâûå ÷ëå-

íû ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó íàäêðèòè÷íîñòè ε âòîðè÷íûõ ñòàöèîíàð-
íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ a è b, à òàêæå âûâåäåíà
�îðìóëà â îáùåì âèäå ïðè εn. Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äëÿ òðåòüåé ñòåïåíè

ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà íàäêðèòè÷íîñòè ε ïîëó÷å-
íà �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòà, çíàê êîòîðîãî âëèÿåò íà õàðàêòåð

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè (ìÿãêàÿ èëè æåñòêàÿ). Ïðîâåäåí àíàëèç çíàêà ýòîãî êîý�-

�èöèåíòà â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a è b.
Ïðèìåíåíèþ ìåòîäà Ëÿïóíîâà �Øìèäòà ê ñèñòåìå Øíàêåíáåðãà ïîñâÿùåíà

ðàáîòà [6℄, à îïèñàíèþ îáëàñòè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

äëÿ ñèñòåìû Øíàêåíáåðãà � ðàáîòà [7℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáëàñòü, ïîëó÷åí-

íàÿ â [7℄, äîïîëíåíà ãðàíèöåé îáëàñòåé ìÿãêîé è æåñòêîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.

Ïîëó÷åíî, ÷òî ýòà ãðàíèöà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (a, b) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïðÿìóþ ëèíèþ.

�åçóëüòàòû ðàáîòû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â

ñèñòåìå ïðè ðàçëè÷íûõ âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b, à òàêæå ïîëó-
÷èòü ñâÿçü ìåæäó êðèòè÷åñêèì âîëíîâûì ÷èñëîì çàäà÷è è õàðàêòåðîì ïîòåðè

óñòîé÷èâîñòè.
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÎÁÂÀËÎÂ

Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÅÒÎÄÀ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î ÝËÅÌÅÍÒÀ

1

Ä. �. Ìèíàñÿí (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ),

Í. Ñ. Îðëîâà (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ, Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Îáâàë � ýòî îáðóøåíèå êàê îòäåëüíûõ ãëûá è áëîêîâ, òàê è áîëåå êðóïíûõ

îáúåìîâ òâåðäûõ è îòíîñèòåëüíî òâåðäûõ ãîðíûõ ïîðîä èç îáíàæåíèé, ðàñïîëî-

æåííûõ íà ãîðíîì ñêëîíå èëè èç êðóòîé, ïî÷òè îòâåñíîé âåðõíåé ÷àñòè ñêëîíà,

ñîïðîâîæäàþùååñÿ èõ ñêàòûâàíèåì, îïðîêèäûâàíèåì è ðàñêàëûâàíèåì [1℄.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáâàëüíûõ ïðîöåññîâ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû,

ñðåäè êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëè-

ðîâàíèå, â îñîáåííîñòè äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ðåàëüíûå íàáëþäåíèÿ è ñîçäàíèå

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìîäåëåé îêàçûâàþòñÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûìè.

Îñíîâíîå âëèÿíèå íà ñêîðîñòü è õàðàêòåð äâèæåíèÿ îáëîìêîâ ïîðîä îêà-

çûâàåò õàðàêòåð ñêëîíà (êàê êðóòèçíà, òàê è ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè). Â ïðî-

öåññå äâèæåíèÿ ïî ñêëîíó ñ ïðèìåðíî ïîñòîÿííûì óãëîì êðóòèçíû ñêîðîñòü

äâèæåíèÿ îáëîìêîâ ìîæåò çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàòüñÿ, ïðè÷åì ýòîò ðîñò áó-

äåò çàâèñåòü îò ðàçìåðîâ è �îðìû îáëîìêîâ, îò õàðàêòåðà ñêëîíà è îñîáåííî

îò åãî êðóòèçíû. Áîëåå êðóïíûå èëè èìåþùèå áîëåå îêðóãëóþ �îðìó îáëîìêè

äâèæóòñÿ ñ áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè è óíîñÿòñÿ äàëüøå îò ìåñò îáðóøåíèÿ, ÷åì

îáëîìêè ìåëêèå èëè íåïðàâèëüíîé �îðìû. Áîëüøîå âëèÿíèå òàêæå îêàçûâàåò

âçàèìîäåéñòâèå è ñîóäàðåíèå äðóã ñ äðóãîì îòäåëüíûõ ãëûá â îáâàëèâàþùåéñÿ

ìàññå, ÷òî ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïðè ìàññîâûõ îáâàëàõ. Ñêî-

ðîñòü äâèæåíèÿ îäèíî÷íûõ îáëîìêîâ îáû÷íî áîëüøå è îíè îòëåòàþò îò ìåñòà

îáðóøåíèÿ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îöåíêà ðàçìåðîâ çîí ïîðàæåíèÿ, âûçâàííûõ îáâàëàìè

ìàññû ãîðíûõ ïîðîä, ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèì èññëå-

äîâàíèåì. Ýòîìó èññëåäîâàíèþ ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûõ,

òàê è òåîðåòè÷åñêèõ. Íî âëèÿíèå âûñîòû èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ îáâàëüíûõ ïî-

ðîä íà ñêëîíå, èõ ìàññû è êðóòèçíû ñêëîíà íà çîíó ïîðàæåíèÿ îñòàåòñÿ íå

èçó÷åííûì äî êîíöà.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ îáëîìêîâ ãîðíûõ ïîðîä ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ (ÌÄÝ) (Dis
rete element me-

thod) [2℄. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëñÿ ñâîáîäíûé îòêðûòûé ïðî-

ãðàììíûé êîä LIGGGHTS [3℄, â êîòîðîì ðåàëèçîâàí ÌÄÝ.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ðåàëüíûå íàáëþäåíèÿ îáâàëîâ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíû,

èññëåäîâàòåëè î÷åíü ÷àñòî ïðîâîäÿò ýêñïåðèìåíòû â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â òàêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå ìà-

òåðèàëà èñïîëüçóþòñÿ îäèíàêîâûå ÷àñòèöû íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ (äî íåñêîëü-

êèõ ìèëëèìåòðîâ), èçãîòîâëåííûå èç ñòåêëà èëè ïëàñòìàññû â �îðìå äèñêîâ

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 16-35-00147.
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èëè ñ�åð [4℄. Â îäíîì èç ýêñïåðèìåíòîâ â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà èñïîëüçîâàëèñü

íåáîëüøèå áðóñêè ãðàâèÿ ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû [5℄. Ïîñêîëüêó ðåàëüíûå îá-

ëîìêè îáâàëüíîé ìàññû ðàçíîãî ðàçìåðà è èìåþò íåïðàâèëüíóþ �îðìó, áûëè

ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà

èñïîëüçîâàëèñü ÷àñòèöû äîëîìèòà íåïðàâèëüíîé �îðìû ðàçìåðîì îò 3 äî 6 ìì.

Îòìåòèì, ÷òî îáâàëüíûå ïîðîäû äîñòàòî÷íî ÷àñòî ñîñòîÿò èç äîëîìèòà. �åçóëü-

òàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëèëè ïðîâåñòè âåðè�èêàöèþ ìîäåëè äâèæåíèÿ îáëîì-

êîâ, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ìåòîä äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ.

Èññëåäîâàëîñü äâèæåíèå îáâàëà ïî ñêëîíó, ñîïðÿæåííîìó ñ ãîðèçîíòàëüíûì

ó÷àñòêîì. Ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû ïðè çíà÷åíèÿõ óãëà ñêëîíà îò 30 äî

53 ãðàäóñîâ è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ âûñîòû, íà êîòîðîé â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàñ-

ïîëàãàëñÿ ìàòåðèàë [6℄. Ìàññà ÷àñòèö äîëîìèòà áûëà ðàâíà 3 êã, 4 êã è 5 êã.

Â öåëîì, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþò ýêñïåðèìåíò.

Äàëüíîñòü ïðîáåãà âîçðàñòàåò ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî ñ óâåëè÷åíèåì óãëà ñêëîíà.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà ñêëîíà (35 ãðàäóñîâ) íàáëþäàåòñÿ íåáîëüøîå çà-

âûøåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (46 ãðàäóñîâ è 53 ãðàäóñà) ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ íåñêîëüêî

íèæå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ. Íåáîëüøîå ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ è ýêñ-

ïåðèìåíòîâ ìîæíî îáúÿñíèòü êàê íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàëü-

íîñòè ïðîáåãà ìàòåðèàëà è â ýêñïåðèìåíòàõ, è ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ ðàñ-

÷åòîâ, òàê è òåì, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñ�åðè÷åñêèå ÷à-

ñòèöû îäíîãî ðàçìåðà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â ýêñïåðèìåíòàõ ÷àñòèöû äîëîìèòà

èìåþò íåïðàâèëüíóþ �îðìó, è èõ ðàçìåðû âàðüèðóþòñÿ îò 3 äî 6 ìì.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî

ìîäåëü íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïè-

ñàíèÿ äâèæåíèÿ îáâàëüíûõ ïîðîä è îöåíêè îáëàñòè ïîðàæåíèÿ ïðè îáâàëàõ.

Óâåëè÷åíèå â èññëåäîâàííîì äèàïàçîíå óãëà ñêëîíà è âûñîòû, íà êîòîðîé â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò ðàñïîëàãàåòñÿ ìàòåðèàë, ïðèâîäèò ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó óâå-

ëè÷åíèþ äàëüíîñòè ïðîáåãà ìàòåðèàëà.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÓÏ�Ó�ÈÕ

ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÛÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ Â ÓÄÀ�ÍÎÌ ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÅ

È. Ä. Ìóçàåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; �ÔÈ ÂÍÖ �ÀÍ, Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Îäíèì èç îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ óäàðíîãî èíñòðóìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïðèçìàòè-

÷åñêèé ñòåðæåíü, ïîäâåðãàþùèéñÿ ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèìñÿ ïðîäîëüíûì

óäàðàì (ðèñ. 1). Â ìîìåíò óäàðà ó ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïðîèñõîäÿò

ñæàòèÿ êàê â óäàðÿþùåì òåëå, òàê è â ñòåðæíå. Èçâåñòíî, ÷òî íåáîëüøèå ñæè-

ìàþùèå íàïðÿæåíèÿ ïðè îäíîì óäàðå âîçíèêàþò ó æåñòêî çàêðåïëåííîãî êîíöà

ñòåðæíÿ, è â èíæåíåðíîì äåëå îíè âû÷èñëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðèáëèæåííûìè

�îðìóëàìè.

�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ ñõåìà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.

Âñå óïîìÿíóòûå èíæåíåðíûå �îðìóëû ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óäà-

ðÿþùåå òåëî ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî òâåðäûì è â íåãî íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óïðóãàÿ

âîëíà. Òàêîå óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò îáóñëîâèòü ñóùåñòâåííóþ ïî-

ãðåøíîñòü â ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèÿõ.

Â ïðåäñòàâëåííîé íèæå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íàïðÿæåííî-

äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ýòî ïðåäïîëîæåíèå èñ-

êëþ÷åíî. Ñàìà ìåõàíèêà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà ìîäåëèðóåòñÿ â âèäå ïåðè-

îäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõ ñîóäàðåíèé äâóõ ïðèçìàòè÷åñêèõ ñòåðæíåé, ñîñòîÿùèõ

èç îäíîãî è òîãî æå ìàòåðèàëà.

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ êîëåáàíèé â ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìå ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòàêòíûõ íà÷àëüíî-

êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè:

∂2Uk

∂t2
− a2

∂2Uk

∂x2
= 0,
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



U1

∣∣
t=0

= 0,
∂U1

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −v(x),

Uk

∣∣
t=kT

= Uk+1

∣∣
t=kT

,
∂Uk

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∂Uk+1

∂t

∣∣∣∣
t=kT

− v(x),

Uk

∣∣
x=0

= 0,
∂Uk

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0,

v(x) =

{
v0, ïðè L− l < x < L,

0, ïðè 0 6 z 6 L− l,

k = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: k � ïîðÿäêîâûé íîìåð î÷åðåäíîãî óäà-

ðà, T � ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ óäàðîâ, v0 � ñêîðîñòü óäàðà, l � äëèíà óäàðÿþùå-

ãî ñòåðæíÿ, L − l � äëèíà îñíîâíîãî ñòåðæíÿ, a � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

óïðóãîé âîëíû â ñòåðæíÿõ, Uk(x, t) � ïðîäîëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â ñòåðæíå ïîñëå

ñîâåðøåíèÿ k-ãî óäàðà, x � ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà, t � âðåìÿ.

Ïîñòàâëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòàòíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ðåøå-

íà ìåòîäîì îòäà÷è ïàñîâ [2℄.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà ñîâîêóïíîñòü ðàñ÷åòíûõ �îðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â ñòåðæíÿõ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÈÌÈÒÀÖÈÎÍÍÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß

ÄËß ÀÍÀËÈÇÀ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÑÈÑÒÅÌ

ÌÀÑÑÎÂÎ�Î ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

À. À. Íàðòèêîåâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû ñïå-

öè�è÷åñêîãî âèäà. Îñíîâîé ÑÌÎ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîå ÷èñëî îáñëóæèâàþùèõ

óñòðîéñòâ � êàíàëû îáñëóæèâàíèÿ. �îëü êàíàëîâ â ðåàëüíîñòè ìîãóò âûïîë-

íÿòü ïðèáîðû, îïåðàòîðû, ïðîäàâöû, ëèíèè ñâÿçè è ïð. Ïðåäíàçíà÷åíèå ÑÌÎ

ñîñòîèò â îáñëóæèâàíèè ïîòîêà çàÿâîê (òðåáîâàíèé), ïðåäñòàâëÿþùèõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, ïîñòóïàþùèõ íåðåãóëÿðíî è â çàðàíåå íåèçâåñòíûå è

ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ñàìî îáñëóæèâàíèå çàÿâîê òàêæå èìååò íåïîñòî-

ÿííûé õàðàêòåð, ïðîèñõîäèò â ñëó÷àéíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè è çàâèñèò îò

ìíîãèõ è äàæå íåèçâåñòíûõ ïðè÷èí. Ñëó÷àéíûé õàðàêòåð ïîòîêà çàÿâîê è âðå-

ìåíè èõ îáñëóæèâàíèÿ îáóñëîâëèâàåò íåðàâíîìåðíîñòü çàãðóçêè ÑÌÎ: íà âõîäå

ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ íåîáñëóæåííûå çàÿâêè (ïåðåãðóçêà ÑÌÎ), ëèáî çàÿâîê íåò

èëè èõ ìåíüøå, ÷åì ñâîáîäíûõ êàíàëîâ (íåäîãðóçêà ÑÌÎ).

Öåëü ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÌÎ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññ÷èòàòü ïîêàçàòåëè ý�-

�åêòèâíîñòè ñèñòåìû ÷åðåç åå õàðàêòåðèñòèêè. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé ý�-

�åêòèâíîñòè ÑÌÎ èñïîëüçóþòñÿ: àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû

(ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê, îáñëóæèâàåìûõ â åäèíèöó âðåìåíè); îòíîñèòåëüíàÿ ïðî-

ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü (ñðåäíÿÿ äîëÿ ïîñòóïèâøèõ çàÿâîê, îáñëóæèâàåìûõ ñèñòå-

ìîé); âåðîÿòíîñòü îòêàçà (çàÿâêà ïîêèíåò ÑÌÎ íå îáñëóæåííîé); ñðåäíåå ÷èñëî

çàíÿòûõ êàíàëîâ; ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â ÑÌÎ; ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâ-

êè â ñèñòåìå; ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè; ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè

â î÷åðåäè è ò. ï.

Äëÿ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÌÎ èñïîëüçóåòñÿ ïîïóëÿðíàÿ ñèñòåìà

GPSS World Student � ñðåäà êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáùåãî íàçíà÷å-

íèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ äëÿ ïðî�åññèîíàëîâ â îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ [1, 2℄. Äëÿ

îäíîêàíàëüíîé ÑÌÎ ðàçðàáîòàíà èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ âðåìÿ

ïðèõîäà è âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ. Ïîëó÷åíî, ÷òî èçìåíåíèå èñõîäíûõ

ïàðàìåòðîâ ïîçâîëèò âûÿñíèòü êîëè÷åñòâî îáñëóæåííûõ êëèåíòîâ, êîëè÷åñòâî

îòêàçîâ, âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êîíêðåòíîãî êîëè÷åñòâà êëèåíòîâ. Òàêæå ðåçóëü-

òàòû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î íåîáõîäèìîñòè

ìîäåëèðîâàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîêàíàëüíîé ÑÌÎ äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà

îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ.
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Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÝÊÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÌÅÒÎÄÎÂ

Ï�È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÈ ÂÛ�Ó×ÊÈ Ï�ÅÄÏ�ÈßÒÈß

Þ. Â. Íèêîíîðîâà

(�îññèÿ, Âîëãîäîíñê; ÂÈÒÈ ÍÈßÓ ÌÈÔÈ)

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü âûðó÷êè îò ñðåäíåãîäîâîé ñòîèìîñòè îñ-

íîâíûõ �îíäîâ ÎÀÎ ¾Êîíöåðí �îñýíåðãîàòîì¿ ñ 2008 ãîäà ïî 2014 ãîä. Ñîñòàâ-

ëåíî óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè è ðàññìîòðåíû êðèòåðèè åå çíà÷èìîñòè ïðè

ïîìîùè êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ. Äàííûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ áûëè âçÿòû ñ ñàéòà

ÎÀÎ ¾Êîíöåðí �îñýíåðãîàòîì¿, ãäå îíè íàõîäÿòñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå [1℄.

Äèàïàçîí èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàëñÿ çà ñåìü ëåò, íà÷èíàÿ ñ 2008 ãî-

äà ïî 2014 ãîä. Äàííûå äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðàñ-

ñ÷èòûâàëèñü â ïðîãðàììå Ex
el. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âðó÷íóþ ïîäîá-

íûå ðàñ÷åòû ïðîèçâåñòè íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó îïåðèðîâàòü ïðèõîäèëîñü ñ

äàííûìè, èñ÷èñëÿåìûìè â ñîòíÿõ ìèëëèàðäîâ ðóáëåé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êî-

ý��èöèåíòîâ ðåãðåññèè áûëà èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ

Maple 5R4. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ áûëà ïîëó÷åííàÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ

y = 86863167.21 + 0.1518904218x, ãäå x � ñðåäíåãîäîâàÿ ñòîèìîñòü îñíîâíûõ

�îíäîâ, y � òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå âûðó÷êè.

Ñëåäóþùèé ýòàï èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ïðîâåðêó çíà÷èìîñòè ïî-

ñòðîåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Â ïðîãðàììå Ex
el òàêæå áûëè ðàññ÷èòàíû âñïî-

ìîãàòåëüíûå äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà êîý��èöèåíòîâ êîððåëÿöèè, äåòåðìèíàöèè,

ýëàñòè÷íîñòè, ðàñ÷åòà �àêòè÷åñêèõ çíà÷åíèé êðèòåðèÿ Ôèøåðà è êðèòåðèÿ

Ñòüþäåíòà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî íàéäåííîå óðàâíåíèå

îáúÿñíÿåò çàâèñèìîñòü ìåæäó èññëåäóåìûìè �àêòîðàìè. Çíà÷åíèå êîý��èöè-

åíòà êîððåëÿöèè 0.840, êîý��èöèåíòà äåòåðìèíàöèè � 0.706, ïðè íèæíåé ãðàíè-
öå ýòèõ ïîêàçàòåëåé 0.7. Ñðåäíèé êîý��èöèåíò ýëàñòè÷íîñòè 0.544. Äëÿ îöåíêè
çíà÷èìîñòè ìîäåëè áûë èñïîëüçîâàíû êðèòåðèè Ôèøåðà è Ñòüþäåíòà. Ôàêòè-

÷åñêîå çíà÷åíèå ýòèõ êðèòåðèåâ îêàçàëîñü áîëüøå òàáëè÷íîãî ïðè óðîâíå çíà÷è-

ìîñòè 0.05. Ôàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ Ôèøåðà 12.021 ïðè òàáëè÷íîì 6.61;
êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà 3.47 ïðè òàáëè÷íîì 2.57. Ïîýòîìó ãèïîòåçó î ñëó÷àéíîé

ïðèðîäå îöåíèâàåìûõ �àêòîðîâ ìîæíî îòêëîíèòü è ïðèçíàòü óðàâíåíèå ðåãðåñ-

ñèè ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûì. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ êîý��èöèåíòà ïðè

x [0.039; 0.265].
Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñðåäíåãîäîâîé ñòî-

èìîñòüþ îñíîâíûõ ñðåäñòâ ïðèñóòñòâóåò, íî èìååòñÿ âëèÿíèå ïîêàçàòåëåé, íå

âêëþ÷åííûõ â ìîäåëü.
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ÑÒ�ÓÊÒÓ�À ÂÈÁ�ÎÊÈÏßÙÅ�Î ÑËÎß

Â ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ ÎÒ Å�Î ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ ÒÎËÙÈÍÛ

1

Í. Ñ. Îðëîâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ, Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Â ïðåäûäóøèõ ðàáîòàõ â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ âèá-

ðîêèïåíèÿ [1�5℄ áûëî îáíàðóæåíî ïîÿâëåíèå âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãðàíóëèðîâàí-

íîãî ìàòåðèàëà, à òàêæå ïîÿâëåíèå âñïëåñêîâ. Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ

òàêèõ ý��åêòîâ íåîáõîäèìî ïðîâåäåíèå òðåõìåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé, à

òàêæå ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé òîëùèíû ñëîÿ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé íà ñòðóêòóðó

âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû â äèàïà-

çîíå çíà÷åíèé àìïëèòóäû êîëåáàíèé 1.5�9 ìì è ÷àñòîòû êîëåáàíèé 10�80 �ö

ïðè çíà÷åíèè íà÷àëüíîé òîëùèíû ñëîÿ 50 è 100 ìì. Â ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâà-

ëèñü ìîíîäèñïåðñíûå ÷àñòèöû ñòåêëà äèàìåòðîì 0.3 ìì.

�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áûëè ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøàòåëÿ

myTwoPhaseEulerFoam ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïàêåòà äëÿ ÷èñëåííî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä OpenFOAM (Open sour
e

�eld operation and manipulation CFD ToolBox) è ïðîãðàììû ¾Óíèâåðñè-

òåòñêèé êëàñòåð¿ ñ óäàëåííûì äîñòóïîì ê êîíñîëè íà óïðàâëÿþùåì óçëå

âû÷èñëèòåëüíîãî êëàñòåðà JSCC web-ëàáîðàòîðèè UniHUB [6℄. Â ðåøàòåëå ðå-

àëèçîâàíà äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü íà îñíîâå êîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäà (ïîäõîäà

Ýéëåðà) [3�5℄.

Äëÿ êëàññè�èêàöèè ðåæèìîâ âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ ñ ó÷åòîì åãî íà÷àëüíîé

òîëùèíû èñïîëüçóåòñÿ áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð Λ = Aω/(Hg)1/2, ãäå A� àìïëè-

òóäà êîëåáàíèé, ω � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, H � íà÷àëüíàÿ òîëùèíà

ñëîÿ, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ [7℄.

�åçóëüòàòû òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðà Λ 6 0.13 âèáðîîæèæåíèÿ íå ïðîèñõîäèò, íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ìîãóò íà-

áëþäàòüñÿ êðóãîâûå ñòðóêòóðû. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà Λ â äèàïàçîíå îò 0.14

äî 0.76 ñëîé ÷àñòèö òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, è íàáëþäàåòñÿ âîëíîîáðàçíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ îòäåëüíûå âñïëåñêè íàä ïîâåðõ-

íîñòüþ. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïðèìåðíî îò 0.8 äî 1.4 íàáëþäàþòñÿ ÿâíî âû-

ðàæåííûå âñïëåñêè íàä ïîâåðõíîñòüþ ìàòåðèàëà. Ñ äàëüíåéøèì óâåëè÷åíèåì

çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà (â äèàïàçîíå ïðèìåðíî îò 1.5 äî 3.5), ðàñòåò âûñîòà

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî ñòðàòå-

ãè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè Ïðåçèäèóìà �ÀÍ I.33Ï ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû �àêòîðèçàöèîííûõ ìåòîäîâ â

ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Àëãîðèòìû è ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì

ñâåðõâûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè¿.
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âñïëåñêîâ, è âñïëåñêè áîëüøå íàïîìèíàþò �îíòàíèðóþùèå êàíàëû. Ïðè çíà-

÷åíèÿõ Λ > 4 ñëîé ïåðåõîäèò â äðóãîé ðåæèì, êîãäà ñëîé ÷àñòèö çíà÷èòåëüíî

óïëîòíÿåòñÿ, çàçîð ìåæäó íèæíåé ÷àñòüþ ñëîÿ è ïîëêîé çíà÷èòåëüíî óâåëè÷è-

âàåòñÿ, à ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ.

Âìåñòî âñïëåñêîâ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êðóïíûå âîëíû (ñ áîëüøåé ïîâåðõíîñòüþ

îáðàçîâàíèÿ). Êîãäà ïàðàìåòð Λ ≈ 5 è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ áîëüøå 5, ÷òî ñî-

îòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíî âûñîêèì çíà÷åíèÿì àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé,

ñëîé ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå íåóñòîé÷èâûì, ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ñêîøåííàÿ ïî-

âåðõíîñòü ñëîÿ, à òàêæå îòäåëüíûå îáëàñòè ñëîÿ ñî ñêîøåííîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòð Λ íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Â ïðèâå-

äåííîé êëàññè�èêàöèè åñòü èñêëþ÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà

Λ
.
= 1.52 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ àìïëèòóäû 6 ìì è çíà÷åíèþ ÷àñòîòû êî-

ëåáàíèé 40 �ö) íàáëþäàþòñÿ âñïëåñêè, ïîõîæèå íà �îíòàíèðóþùèå êàíàëû. Íî

ïðè òîì æå çíà÷åíèè ïàðàìåòðà íàáëþäàåòñÿ äðóãîé ðåæèì, êîãäà àìïëèòóäà

êîëåáàíèé ðàâíà 3 ìì, ÷àñòîòà ðàâíà 80 �ö. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî �îíòàíèðóþ-

ùèõ êàíàëîâ â ñëîå íàáëþäàþòñÿ âîëíû íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ èëè âñïëåñêè ìàëîé

âûñîòû. Íåñìîòðÿ íà ïîäîáíûå èñêëþ÷åíèÿ, â öåëîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î

òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðà Λ ïîçâîëÿåò àäåêâàòíî ïðîâåñòè êëàññè�èêà-

öèþ ðåæèìîâ âèáðîêèïåíèÿ îòíîñèòåëüíî òîíêèõ (H = 50 ìì) è òîëñòûõ ñëîåâ
(H = 100 ìì).
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Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÍÅ×ÅÒÊÈÕ ÊÎ�ÍÈÒÈÂÍÛÕ ÊÀ�Ò

ÄËß ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß ÑÎÖÈÀËÜÍÛÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ

À. Ô. Îñüêèí (Áåëàðóñü, Ïîëîöê; Ï�Ó),

Ä. À. Îñüêèí (Áåëàðóñü, Ìèíñê; Á�ÝÓ)

Êîãíèòèâíûå êàðòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîâèäíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé, îïèñûâàþùèõ ïðîáëåìíûå ñèòóàöèè èëè ñëîæíûå ñëàáîñòðóêòóðèðîâàí-

íûå ñèñòåìû. Âïåðâûå òåðìèí ¾êîãíèòèâíûå êàðòû¿ (Cognitive Maps) ïðåäëî-

æèë Å. Òîëìåí (E. Tolmen) â ðàáîòå �Cognitive maps in rats and men�, îïóáëèêî-

âàííîé â æóðíàëå �Psy
hologi
al Review� â �åâðàëå 1948 ã.

�. Àêñåëüðîä (R. Axelrod) ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü êîãíèòèâíóþ êàðòó êàê

îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, äóãàì êîòîðîãî ïðèñâàèâàþòñÿ çíàê ¾ïëþñ¿ èëè ¾ìè-

íóñ¿. Â êíèãå �Stru
ture of De
ision: the Cognitive Maps of Politi
al Elites� îí

ïðèìåíèë ýòó ìîäåëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ïîëèòèêå è

â ýêîíîìèêå.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêèå çíàêîâûå êîãíèòèâíûå êàðòû çàäàþòñÿ â âèäå

îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à è ïðåäñòàâëÿþò ìîäåëèðóåìóþ ñèñòåìó â âèäå ìíîæå-

ñòâà âåðøèí (êîíöåïòîâ) è äóã, âçâåøåííûõ äâóõóðîâíåâûìè çíà÷åíèÿìè. Òàêàÿ

êîãíèòèâíàÿ êàðòà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ êà÷åñòâåííîé îöåíêè âëèÿíèÿ

îòäåëüíûõ êîíöåïòîâ íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû â öåëîì. Âûÿâëÿÿ îáðàçîâàâøè-

åñÿ â êàðòå êîíòóðû, àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòèðóþùèå çíàêè êàæäîãî èç êîíòóðîâ è

èñïîëüçóÿ òåîðèþ îáðàòíûõ ñâÿçåé, ìîæíî îöåíèâàòü óñòîé÷èâîñòü ìîäåëèðóå-

ìîé ñèñòåìû.

Â 1986 ã. Á. Êîñêî (B. Kosko) ïðåäëîæèë íîâûé òèï êîãíèòèâíûõ êàðò, ïîëó-

÷èâøèõ íàçâàíèå ¾íå÷åòêèå êîãíèòèâíûå êàðòû¿ (Fuzzy Cognitive Maps). Êîí-

öåïòû â íå÷åòêîé êîãíèòèâíîé êàðòå ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç äèàïàçîíà

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë [0, 1].
Ìû ïðåäëàãàåì ìîäè�èöèðîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íå÷åòêèõ êîãíèòèâ-

íûõ êàðò Êîñêî. Íàø ïîäõîä îòëè÷àåòñÿ áîëüøåé �îðìàëèçàöèåé îòäåëüíûõ

øàãîâ àëãîðèòìà, ÷òî, íà íàø âçãëÿä, ïîçâîëèò ïîâûñèòü òî÷íîñòü ìîäåëèðîâà-

íèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû ìîäåëè áóäóò â ìåíüøåé ñòåïåíè çàâèñåòü

îò ñóáúåêòèâíîãî ìíåíèÿ îòäåëüíûõ ýêñïåðòîâ.

Â äîêëàäå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå øàãè ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãî-

ðèòìà è ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ï�Î�ÍÎÇÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÀÊÀÄÅÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÀÍÀËÈÇÀ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ

À. Ô. Îñüêèí (Áåëàðóñü, Ìèíñê; Ï�Ó),

Ä. À. Îñüêèí (Áåëàðóñü, Ìèíñê; Á�ÝÓ)

Èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç îáðàçîâàòåëüíûõ äàííûõ (îò àíãë. Edu
ational

Data Mining, äàëåå EDM) � ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ àíàëèçà äàí-

íûõ, íàêàïëèâàåìûõ â ó÷åáíîì çàâåäåíèè â ïðîöåññå åãî äåÿòåëüíîñòè ñ öåëüþ

âûÿâëåíèÿ ñêðûòûõ, íåî÷åâèäíûõ, ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíûõ è èíòåðïðåòèðóåìûõ

çíàíèé îá ó÷åáíîì ïðîöåññå è åãî ó÷àñòíèêàõ äëÿ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Èñòî÷íèêàìè äàííûõ äëÿ EDM ñòàíîâÿòñÿ áàçû äàííûõ óíèâåðñèòåòñêèõ ñè-

ñòåì óïðàâëåíèÿ îáó÷åíèåì, ðåçóëüòàòû ïðîìåæóòî÷íûõ è èòîãîâûõ àòòåñòàöèé

ïî äèñöèïëèíàì, ïèñüìåííûå ðàáîòû ñòóäåíòîâ, ó÷åáíàÿ äîêóìåíòàöèÿ, âåäóùà-

ÿñÿ íà êà�åäðàõ è â äåêàíàòàõ, äåìîãðà�è÷åñêèå äàííûå, ðåçóëüòàòû îïðîñîâ

è àíêåòèðîâàíèé, ñîöèàëüíûå ñåòè è ò. ä.

Äëÿ ðàçíûõ ãðóïï ïîëüçîâàòåëåé ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü ñëåäóþùèå òèïîâûå

çàäà÷è, ðåøàåìûå ñðåäñòâàìè EDM.

Äëÿ îáó÷àþùèõñÿ. Îñîçíàííîå �îðìèðîâàíèå èíäèâèäóàëüíîé îáðàçîâà-

òåëüíîé òðàåêòîðèè. Ïðàâèëüíûé âûáîð �àêóëüòàòèâíûõ äèñöèïëèí è äèñöè-

ïëèí ïî âûáîðó. Ïðî�åññèîíàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ è òî÷íûé âûáîð ñ�åðû áóäóùåé

ïðî�åññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé. �àçäåëåíèå ñòóäåíòîâ íà êëàñòåðû è ïîäáîð äëÿ

êàæäîãî êëàñòåðà îïòèìàëüíîé òåõíîëîãèè è íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ

îáó÷åíèÿ. Îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû è ñîäåðæàíèÿ ëåêöèîííîãî êóðñà. Ïðîãíî-

çèðîâàíèå óñïåøíîñòè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè.

Äëÿ èññëåäîâàòåëåé. �àçðàáîòêà ìåòîäîâ îáúåêòèâíîé îöåíêè ý��åê-

òèâíîñòè è ðåçóëüòàòèâíîñòè ó÷åáíîãî ïðîöåññà. �àçðàáîòêà íîâûõ òåõíîëîãèé

è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ. Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ñóùåñòâóþùèõ è ðàçðàáîòêà íîâûõ ìå-

òîäîâ è àëãîðèòìîâ EDM.

Äëÿ àäìèíèñòðàòîðîâ. Ïîääåðæêà ïðèíÿòèÿ íàó÷íî îáîñíîâàííûõ

óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé.

Â äîêëàäå ïðîäåìîíñòðèðîâàíû âîçìîæíîñòè EDM íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çà-

äà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ óñïåøíîñòè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÊÓ�ÅÍÒÍÎ�Î ÎÒÊËÎÍÅÍÈß

Â ÒÅÌÏÀÕ �ÀÇÂÈÒÈß Î��ÀÍÈÇÌÎÂ

1

À. Þ. Ïåðåâàðþõà

(�îññèÿ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ÑÏÈÈ�ÀÍ)

Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïîïóëÿöèé âíå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñíîé äëÿ ñðåäû

÷èñëåííîñòè îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Îñîáûå �îðìû âíóòðèâèäîâîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ ìîãóò âîçíèêàòü âî âðåìÿ âñïûøåê ÷èñëåííîñòè íàñåêîìûõ èëè â

ïðóäàõ ñ âûðàùèâàåìîé ìîëîäüþ ðûá. Â ïåðâîì ñëó÷àå áûñòðîå íàðàñòàíèå êîí-

êóðåíòíûõ �àêòîðîâ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ îíòîãåíåçà íàñåêîìûõ ïðèâåäåò ê îêîí-

÷àíèþ íåêîíòðîëèðóåìîãî ðàçìíîæåíèÿ âðåäèòåëåé, âî âòîðîì ñëó÷àå ìîæåò

ñóùåñòâåííî óõóäøèòü æèçíåñòîéêîñòü âûïóñêàåìûõ ðûá. Ñîãëàñíî ïîëó÷åí-

íûì èç àíàëèçà ðàíåå ðàçðàáîòàííîé íàìè áàçîâîé ìîäåëè âûâîäàì [1℄, â íîâîé

ìîäåëè ýêñòðåìàëüíîé ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè öåëåñîîáðàçíî ó÷åñòü âçàèìî-

äåéñòâèå òðåõ �àêòîðîâ.

I. �åãóëÿöèþ êâàäðàòè÷íî çàâèñèìîé îò ïëîòíîñòè óáûëè òåêóùåé ÷èñëåí-

íîñòè N(T ) íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ ðûá è íàñåêîìûõ êàê �àêòîðà

ëèìèòèðîâàííûõ ðåñóðñîâ.

II. Îïèñàíèå âëèÿíèÿ íà âûæèâàåìîñòü ñêîðîñòè ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ êàê

�àêòîðà íåñòàáèëüíîñòè äåéñòâèÿ þâåíàëüíîé ñìåðòíîñòè íà èíòåðâàëå

óÿçâèìîñòè 0 < t < T , çàâèñÿùåé îò êâàäðàòà ÷èñëåííîñòè.

III. �åçêîå óñèëåíèå äåéñòâèÿ ëèíåéíîé ñìåðòíîñòè â îãðàíè÷åííûõ èíòåðâà-

ëàõ ñîñòîÿíèÿ ïîëîâîçðåëîé ÷àñòè ïîïóëÿöèè, îòíåñåííîé ê ¾íóëåâîé ñòà-

äèè¿ �îðìèðîâàíèÿ ðåïðîäóêòèâíûõ ïàð.

Ìîäåëåé ðîñòà îðãàíèçìîâ èçâåñòíî íåñêîëüêî, íî îíè íå ñïåöè�è÷íû äëÿ

óñëîâèé ðàííåãî îíòîãåíåçà. Äëÿ íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè ïëîòíîñòíî-ðàçìåðíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñëîæíîé çàâèñèìîñòüþ ñ äâóìÿ ýêñòðåìóìà-

ìè v(N) äëÿ äàâëåíèÿ ÷èñëåííîñòè ìîëîäè â âîäîåìå íà òåìïû åå ðàçâèòèÿ,

v(0) = 0. Ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿì ñêîïëåíèÿ ìîëîäè:

v(N) =
N

z exp(−bN(Pe−ρN + 1))
. (1)

Óïðîùåííî ìîæíî ïðèíÿòü w′(t) ∼ G/v(N), è äàâëåíèå �àêòîðà ïëîòíîñòè
íà òåìïû ðîñòà áóäåò óñèëèâàòüñÿ îãðàíè÷åííî ñëåâà è íåîãðàíè÷åííî ñïðàâà

îò ïîëîãîãî ìèíèìóìà v(Nmin). Îïèñàíèå ñ ïðåäñòàâëåíèåì îá îïòèìóìå ðàçâè-

òèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ðåøåíèåì. Êîíñòàíòíûé îïòèìóì wo äîñòàòî÷íî

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêòû �� 17-07-00125, 15-07-01230.
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óñëîâåí. Èñõîäíîå �åíîìåíîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå, ïðåäëîæåííîå �îí Áåðòàëàí-

�è [2℄, ðåçóëüòèðóþùåãî äåéñòâèå àíàáîëèçìà è êàòàáîëèçìà:

dW

dt
= η 3

√
W (t)ζ − kW (t)σ, W (0) =W0. (2)

×àñòî ïðèìåíÿåìîå ðåøåíèå (2) ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ: âêëàä êàòàáîëèçìà ëèíååí

σ = 1, à àíàáîëèçì ðûá ñîîòâåòñòâóåò ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè ζ = 2, çàïèñûâàåòñÿ

Wt =
(
η/k
(
η/k −W

1/3
0

)
exp(−kt/3)

)3
. Çàäåðæêà â ïðîõîæäåíèè �îðìèðîâàíèÿ

îðãàíèçìà âëå÷åò óõóäøåíèå åãî êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè, ÷òî ìîãëî ñêàçûâàòüñÿ

ïðè ìàññîâîì âûïóñêå ìîëîäè îñåòðîâûõ Êàñïèÿ. Ïîëîæèì, äåéñòâèå íà æèç-

íåñòîéêîñòü ïîêîëåíèÿ îêàçûâàåò îòêëîíåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå

âêëþ÷åíèÿ ìàñøòàáèðîâàííîãî äàâëåíèÿ ïëîòíîñòè (1) â ðàñøèðåííîå óðàâíå-

íèå

dw

dt
=

η

ξv(N(t))
3

√
w(t)ζ − kw(t)σ , w(0) = w0, (3)

è ðàñ÷åòîì èç òðàäèöèîííîãî óðàâíåíèÿ Áåðòàëàí�è (2), íå âêëþ÷àþùåãî âíåø-

íèå �àêòîðû.

Äëÿ íàñåêîìûõ êðèòè÷åñêèå �àêòîðû â åñòåñòâåííîé ñðåäå ïðîÿâëÿþòñÿ

òîëüêî íà ïèêå âñïûøåê ÷èñëåííîñòè, íî äëÿ âîñïðîèçâîäñòâà îñåòðîâûõ ðûá

íåîáõîäèìî ó÷åñòü ý��åêò ðåçêîãî ñæàòèÿ ìàñøòàáîâ âîñïðîèçâîäñòâà ïî îò-

íîøåíèþ ê çàïàñó. Ý��åêò ÷àñòî ñëåäóåò äëÿ ïîïóëÿöèé êðóïíûõ ðûá âñëåä

çà ñèñòåìàòè÷åñêèì èõ ïåðåëîâîì è íå ïîääàåòñÿ çàáëàãîâðåìåííîìó ïðîãíî-

çèðîâàíèþ. Ìû ïðåäëàãàåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêîé ðåàëèçàöèè òðèããåðíîãî

�óíêöèîíàëà â âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Îãðàíè÷åííàÿ Ψ ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé

E(Ψ(S)) = [2, 1] áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå:

Ψ(S) = 1 + exp
(
− κS2

)
, lim

S→∞
Ψ(S) = 1, (4)

ãäå ïàðàìåòð κ îïðåäåëÿåò âûðàæåííîñòü ý��åêòà ñïëî÷åííîé ãðóïïû. ×åì

áîëüøå κ, òåì óæå äèàïàçîí ïðîÿâëåíèå ý��åêòà, èñïîëüçóåòñÿ κ < 1. Åñëè
äåéñòâèå ý��åêòà ïðîòÿæåííîå, òî èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü âîãíóòóþ �îðìó

çàìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ý��åêòà àãðåãèðîâàííîé ãðóïïû: Ψ(S) = 1+exp−κ
√
S,

κ 6 0, 5. Ôóíêöèîíàë (4) ïîçâîëèò ðåãóëèðîâàòü äåéñòâèå ëèíåéíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ñêîðîñòè óáûëè ïîêîëåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà
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ðûáîëîâñòâà.�2016.�Ò. 17, � 3.�Ñ. 358�36731.

2. Bertalan�y L. Quantitative laws in metabolism and growth // The Quarterly Review Of

Biology.�1957.�Vol. 32, � 3.�P. 217�231.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Î ÌÀËÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ ÏÈÒÀÞÙÅÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÂÓËÊÀÍÀ

À. À. �àäèîíîâ

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Ïîä êàæäûì äåéñòâóþùèì âóëêàíîì, íà ãëóáèíàõ ïîðÿäêà ïÿòè èëè áîëåå

êèëîìåòðîâ, ãåî�èçè÷åñêèìè ìåòîäàìè ðåãèñòðèðóåòñÿ ìàãìàòè÷åñêèé î÷àã [1℄.

×àñòî ýòî îáëàñòü îáúåìîì îò íåñêîëüêèõ äî äåñÿòêîâ êóáè÷åñêèõ êèëîìåò-

ðîâ, êîòîðàÿ çàïîëíåíà ìàãìàòè÷åñêèì ðàñïëàâîì. Ïîä âåðõíèì, ïåðè�åðèéíûì

î÷àãîì, ÷àñòî íàõîäèòñÿ äðóãîé ìàãìàòè÷åñêèé î÷àã èëè ñèñòåìà òàêèõ î÷àãîâ.

Âñå âìåñòå îíè íàçûâàþòñÿ ïèòàþùåé ñèñòåìîé âóëêàíà. Ïèòàþùèå ñèñòåìû

äåéñòâóþùèõ âóëêàíîâ îáðàçóþòñÿ âñëåäñòâèå ãåîäèíàìè÷åñêèõ ïðè÷èí. Îäíèì

èç âîçìîæíûõ ìåõàíèçìîâ îáðàçîâàíèÿ î÷àãà ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåäëåííîå

¾âñïëûòèå¿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû Àðõèìåäà çíà÷èòåëüíîãî îáúåìà ìàãìû áîëåå

ëåãêîé, ÷åì îêðóæàþùèå ïîðîäû íà ãëóáèíå åå âîçíèêíîâåíèÿ. Ïîäúåì ðàñïëàâà

îñòàíàâëèâàåòñÿ íà íåêîòîðîé ãëóáèíå, ãäå ïëîòíîñòè ìàãìû è âìåùàþùåé ïî-

ðîäû ñðàâíèâàþòñÿ. Ïåðè�åðèéíûé î÷àã íåïîñðåäñòâåííî ñ âóëêàíîì ñâÿçûâàåò

î÷åíü òîíêèé êàíàë, ðàäèóñà ïîðÿäêà äåñÿòêîâ ìåòðîâ ïðè äëèíå â íåñêîëüêî

êèëîìåòðîâ, ïî êîòîðîìó íà ïîâåðõíîñòü äîñòàâëÿåòñÿ èçâåðãàåìûé âóëêàíè÷å-

ñêèé ìàòåðèàë. Ìîæíî ñ÷èòàòü [1℄, ÷òî íà ãëóáèíàõ ïîðÿäêà 100�150 êì äåéñòâó-

åò èñòî÷íèê ïîñòîÿííîé âî âðåìåíè ìàãìû, ñîçäàþùèé â íèæíåé ÷àñòè ïèòà-

þùåé ñèñòåìû âóëêàíà íåêîòîðîå ïðåâûøåíèå äàâëåíèÿ íàä ëèòîñòàòè÷åñêèì

(ïîä äåéñòâèåì ãåîäèíàìè÷åñêèõ �àêòîðîâ), âûçûâàþùåå òå÷åíèå ìàãìàòè÷å-

ñêîãî ðàñïëàâà ââåðõ ïî ñèñòåìå î÷àãîâ âóëêàíà.

Èìåþùèåñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èçâåðæåíèÿ âóëêàíà ñâÿçàíû ñ ðàññìîò-

ðåíèåì ïîäúåìà ãàçîíàñûùåííîé ìàãìû ïî âåðõíåìó êàíàëó (êîòîðûé íàçûâà-

þò ¾êîíäóèò¿) âóëêàíà ïðåäñòàâëåíû â îáçîðå [2℄. Ïèòàþùàÿ ñèñòåìà âóëêà-

íà âõîäèò â ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà èçâåðæåíèÿ âóëêàíà â êà÷åñòâå

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà íèæíåé ãðàíèöå âóëêàíè÷åñêîãî êàíàëà. Èçâåðãàþùèé-

ñÿ âóëêàí ìîæåò âíîñèòü âîçìóùåíèÿ â ðàñïîëîæåííûå âíèçó ìàãìàòè÷åñêèå

î÷àãè, â êîòîðûõ ìîãóò âîçíèêàòü �èçè÷åñêèå ïðîöåññû, ñâÿçàííûå íå òîëüêî

ñ õèìè÷åñêîé è ãðàâèòàöèîííîé äè��åðåíöèàöèåé ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà è

åãî ìåäëåííîãî îñòûâàíèÿ.

Ïðèìåì â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ïèòàþùåé ñèñòåìå âóëêàíà

öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü ñ âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííîé îñüþ. Âåðõíåå îêîí÷à-

íèå ýòîãî öèëèíäðà ðàñïîëîæèì íà ãëóáèíå îêîëî 5 êì, ãäå íàõîäèòñÿ ïåðè-

�åðèéíûé ìàãìàòè÷åñêèé î÷àã. �àäèóñ R îêðóæíîñòè öèëèíäðà ïðèìåì ñîâïà-

äàþùèì ñ ðàäèóñîì âåðõíåãî ïåðè�åðèéíîãî î÷àãà. Íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè

ðàäèóñà R ïðîèñõîäÿùèìè ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû, ïðè ïåðåõîäå îò ïåðè�å-

ðèéíîãî î÷àãà ê áîëåå ãëóáîêèì î÷àãàì, ïðåíåáðåæåì. �àäèóñ R õàðàêòåðèçóåò

íåêîòîðûé ¾ñðåäíèé¿ ðàäèóñ âñåé ïèòàþùåé ñèñòåìû âóëêàíà. Íèæíÿÿ ÷àñòü

öèëèíäðà ìîæåò îïóñêàòüñÿ äî ãëóáèí â 150 êì, êàê ýòî íàáëþäàåòñÿ äëÿ âóë-

êàíîâ Êàì÷àòêè [1℄.
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Ïðèìåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, φ, z), îñü z êîòîðîé ñîâìå-

ñòèì ñ îñüþ ìîäåëüíîãî öèëèíäðà ïèòàþùåé ñèñòåìû âóëêàíà. Âðåìÿ îáîçíà-

÷èì t. Èçâåñòíî, ÷òî ìàãìàòè÷åñêèé ðàñïëàâ èìååò ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàêñ-
âåëëîâñêîé æèäêîñòè [3℄. Îõàðàêòåðèçóåì ìàãìàòè÷åñêèé ðàñïëàâ, êàê ìàêñâåë-

ëîâñêóþ æèäêîñòü äàâëåíèåì p, ïëîòíîñòüþ ρ, âÿçêîñòüþ µ, óïðóãèì ìîäóëåì E,
âðåìåíåì ðåëàêñàöèè λ = µ/E, ñêîðîñòüþ ~v = (u, v, w), ãäå u � êîìïîíåíòà ñêî-

ðîñòè íàïðàâëåííàÿ âäîëü ðàäèóñà (ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà), w � êîìïîíåíòà

ñêîðîñòè íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè öèëèíäðà (îñåâàÿ êîìïîíåíòà), v � êîìïî-

íåíòà ñêîðîñòè íàïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàäèóñó è îñè (òàíãåíöèàëüíàÿ

êîìïîíåíòà). Âåêòîðîì ñ êîìïîíåíòàìè (0, 0,−g) îáîçíà÷èì óñêîðåíèå ñâîáîä-

íîãî ïàäåíèÿ, âåëè÷èíó êîòîðîãî ïðèìåì íå çàâèñÿùåé îò âûñîòû. Òî÷êó íà÷àëà

îòñ÷åòà âûñîòû ðàñïîëîæèì â íèæíåé ÷àñòè ìîäåëüíîãî öèëèíäðà. Íèæíèìè

èíäåêñàìè r, φ, z, t îáîçíà÷èì âçÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñîîòâåòñòâóþùåé

êîîðäèíàòå è âðåìåíè.

Äëÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé òå÷åíèå ðàñïëà-

âà â ïèòàþùåé ñèñòåìå âóëêàíà ïðèìåì ñëåäóþùèå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæå-

íèÿ: 1) ìàëîñòü ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ â ïèòàþùåé ñèñòåìå âóëêàíà, à òàêæå ìàëîñòü

âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå ñóììû ρ = ρ0 + ̺, ãäå ρ0 = const, à ̺ � ìàëîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè;

2) íåçàâèñèìîñòü òå÷åíèÿ îò óãëîâîé êîîðäèíàòû, ò. å. fφ = 0, ãäå f � îäíà èç

ðàññìàòðèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ðàñïëàâà; 3) íåçàâèñèìîñòü òå÷åíèÿ îò âåðòè-

êàëüíîé êîîðäèíàòû, ò. å. fz = 0, ÷òî âîçìîæíî, åñëè äëèíà ðàññìàòðèâàåìîãî

ìîäåëüíîãî öèëèíäðà ïðåâûøàåò åãî ðàäèóñ â 8�10 ðàç.
Ýòè óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó

íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ëèíåàðèçîâàííîì âèäå. Ëèíåéíûå

óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ìàëûå âîçìóùåííûå òå÷åíèÿ ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà â

ïèòàþùåé ñèñòåìå âóëêàíà è íåñîìíåííûì èõ äîñòîèíñòâîì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ðåîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îñåâîé êîìïîíåíòû

ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

wtt +
1

λ

(
wt +

pz
ρ0

+ g

)
=

µ

λρ0

(
wrr +

wr

r

)
(1)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì w(r = R) = 0 è òðåáîâàíèåì îãðàíè÷åííîñòè íà îñè. Ýòî

óðàâíåíèå äëÿ äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïðèâåäåíî â [4℄. ×àñòíûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå [5℄

wn(r, t) = −(pz + ρ0g) (R
2 − r2)

4µ
+

+ aR2J0

(
ω0,n

r

R

)
exp

(
− t

2λ

)
cos

(
t
γz

2λρ0
+ φ0

)
,

(2)

ãäå J0(x) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî

(γz)2 = 4λµρ0ω
2
0,nR

−2 − ρ20 > 0, ω0,n � êîðíè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ J0(ωR) = 0,
÷èñëî n = 0, 1, 2, . . . , a, φ0 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2)

îïèñûâàåò èçâåñòíîå òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ.

173



Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà (pz + ρ0g) ÿâëÿåòñÿ ïðåâûøåíèåì ãðàäèåíòà äàâëå-

íèÿ íàä ëèòîñòàòè÷åñêèì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è ìîæåò áûòü îöåíåíà ïî ðàñõî-

äó ìàññû èçâåðãàþùåãîñÿ âóëêàíà. Äëÿ îöåíêè ïðèìåì îáúåì âûáðàñûâàåìîãî

âóëêàíîì ìàòåðèàëà 0.1êì3
â ãîä, òîãäà äëÿ òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ â öèëèíäðå ðà-

äèóñà R = 3000ì ïðè µ = 106ì2
ñ

−1
ïîëó÷èì (pz + ρ0g) ≈ 10−7

Ïàì

−1
. Âåëè÷èíà

(pz + ρ0g) çàâèñèò îò ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ðàäèóñà R.
Äëÿ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Dt =
1

rρ0
(rF )r, Ft +

F

λ
= 2

µ

λ
Dr,

1

r
(ru)r = D (3)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u(r = 0) = 0 è u(r = R) = 0 è òðåáîâàíèåì îãðàíè-

÷åííîñòè íà îñè. Ïåðâîå óðàâíåíèå â (3) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü äèâåðãåíöèè

D = r−1(ru)r îò âðåìåíè, âòîðîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðåîëîãè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ, âåëè÷èíîé F îáîçíà÷åíà ïðàâàÿ ÷àñòü ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ ρ0ut = F .
Îãðàíè÷åííîå íà îñè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3), èñ÷åçàþùåå â îòñóòñòâèå

êîëåáàíèé, èìååò âèä [5℄

un(r, t) =
A

ω1,n
J1

(
ω1,n

r

R

)
exp

(
− t

2λ

)
cos

(
t
γr

2λρ0
+ φ0

)
, (4)

ãäå J1(x) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ω1,n � êîðíè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

J1(ωR) = 0, ÷èñëî n = 0, 1, 2, . . . , A, φ0 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, (γr)2 =
8λµρ0ω

2
1,nR

−2 − ρ20 > 0.
Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ̺t+ρ0D = 0 äëÿ âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíî âûðàæåíèå [5℄

̺n(r, t) =
Aρ0

4µω2
1,n

J0

(
ω1,n

r

R

)
exp

(
− t

2λ

)
×

×
(
ρ0 cos

(
tγr

2λρ0
+ φ0

)
− γr sin

(
tγr

2λρ0
+ φ0

))
,

(5)

ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ ðàäèóñà, âîçíèêàþùàÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè êîòîðîãî ïî-

ëîæåíà ðàâíîé íóëþ èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ïðè îòñóò-

ñòâèè êîëåáàíèé ïðè A = 0.
Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ è èõ ðåøåíèÿ ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâå-

íèÿ êîëåáàíèé â ïèòàþùåé ñèñòåìå âóëêàíà ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ âîçìóùåíèé

(íàïðèìåð îò èçâåðãàþùåãîñÿ íà ïîâåðõíîñòè âóëêàíà). Ýòè êîëåáàíèÿ âîçíèêà-

þò êàê äëÿ îñåâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, òàê è äëÿ íàïðàâëåííîé âäîëü ðàäèóñà

êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Êîëåáàíèÿ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, ñîãëàñíî

óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè, ñîîòâåòñòâóþò ìàëûì êîëåáàíèÿì ïëîòíîñòè ìàãìà-

òè÷åñêîãî ðàñïëàâà. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ìàêñèìàëüíà

íà îñè öèëèíäðè÷åñêîãî êàíàëà è ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèÿì âåñà ñòîëáà ìàãìà-

òè÷åñêîãî ðàñïëàâà, òàê ÷òî ïåðåïàä äàâëåíèÿ pz + (ρ0 + ̺(r)) g, ïîä äåéñòâèåì
êîòîðîãî ìàãìàòè÷åñêèé ðàñïëàâ ïîäíèìàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòü, ïåðåñòàåò áûòü

174



ðàâíîìåðíûì ïî âñåìó ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ êàíàëà è ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëü-

øå äëÿ ëåãêèõ öåíòðàëüíûõ ñëîåâ êàíàëà, ïîñêîëüêó äàâëåíèå â íèæíåé ÷àñòè

êàíàëà ìîæíî ïðèíÿòü íåèçìåííûì.

×àñòîòû âîçíèêàþùèõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè (γz)2 =
4λµρ0ω

2
0,nR

−2− ρ20 äëÿ îñåâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è (γr)2 = 8λµρ0ω
2
1,nR

−2− ρ20
äëÿ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè.

Çíàê âåëè÷èíû (γr)2 îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ (2) âî âðåìåíè: ïîëî-

æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ îïèñûâàþò êîëåáàòåëüíûå, à îòðèöàòåëüíûå � çàòóõàþ-

ùèå âî âðåìåíè ðåæèìû òå÷åíèÿ. Îöåíèì çíà÷åíèÿ ðàäèóñà êàíàëà R0, ïðè

êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà âåëè÷èíû (γr)2. Èç óñëîâèÿ γr ≈ 0 ïîëó÷àåì
R2

0 ≈ 8λµω2
1,1ρ

−1
0 , ÷òî ïðè λ = 10 è µ = 1010 ïîêàçûâàåò R0 ≈ 30êì, è óâåëè-

÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì âÿçêîñòè, âðåìåíè ðåëàêñàöèè è ÷èñëà ω1,n. Ïðè çàäàííûõ

λ è µ â êàíàëàõ ðàäèóñà áîëüøåãî R0 íå âîçíèêàåò êîëåáàíèé ðàäèàëüíîé ñêî-

ðîñòè, à â êàíàëàõ ðàäèóñà ìåíüøåãî R0 êîëåáàíèÿ âîçìîæíû. Â ñëó÷àå, åñëè

ðàäèóñ êàíàëà âóëêàíà ëèøü íåìíîãî ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî R ≈ R0, ïåðèîä

âîçíèêàþùèõ êîëåáàíèé áóäåò ÿâëÿòüñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé.

Ïðè ýêñïëîçèâíûõ èçâåðæåíèÿõ âóëêàíà ÷àñòî íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ ïî-

âåðõíîñòè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ¾âóëêàíè÷åñêàÿ äðîæü¿. Âîçìîæíî, ÷òî ñìåùå-

íèÿ ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòàì ñêîðîñòè îïèñûâàåìûì ðåøå-

íèÿìè (2)�(4), ìîãóò �èêñèðîâàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè è ñâÿçàíû ñ ¾âóëêàíè÷åñêîé

äðîæüþ¿.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ðåøåíèé ïðåäñòàâëåííûõ óðàâíåíèé, íå îïðåäåëåíû òî÷íî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå çà-

ïèñàíû òîëüêî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ (2), (4), (5), êîòîðûå ïîêàçûâàþò êàê ìîæåò

ðåàãèðîâàòü íà âîçìóùåíèÿ ïèòàþùàÿ ñèñòåìà âóëêàíà, îïèñûâàåìàÿ â ëèíå-

íîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Âîçìóùåíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü

âáëèçè êðàòåðà èçâåðãàþùåãîñÿ âóëêàíà, îòêóäà îíè âîçäåéñòâóþò íà ãëóáèíû,

ãäå ðàñïîëîæåíà ïèòàþùàÿ ñèñòåìà âóëêàíà. Ýòî âîçäåéñòâèå ìîæåò áûòü ñëîæ-

íûì äëÿ ïîñòàíîâêè íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Âîçìóùåíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü è âíóòðè

ìàãìàòè÷åñêîãî ðàñïëàâà, â ñâÿçè ñ ïðîöåññàìè äåãàçàöèè è äè��åðåíöèàöèè

ðàñïëàâà. Ïîä äåéñòâèåì ñåéñìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé òàêæå âîçìîæíî âîçíèêíî-

âåíèå îïèñàííûõ êîëåáàíèé â ãëóáîêèõ ñëîÿõ ïèòàþùåé ñèñòåìû âóëêàíà, ãäå

ðàäèóñ ðàññìàòðèâàåìîãî öèëèíäðà ìîæåò îêàçàòüñÿ çàìåòíî áîëüøå ðàäèóñà

ïåðè�åðèéíîé êàìåðû. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìóùåíèå ìîæåò âûçâàòü äëèííîïåðè-

îäíûå êîëåáàíèÿ â íèæíåé ÷àñòè ïèòàþùåé ñèñòåìû âóëêàíà.
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ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Ñ. Â. �åâèíà

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèå òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè íàõîäÿò øèðîêîå

ïðèìåíåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ. Êëàññè÷ñêîå òå÷åíèå Êîëìîãîðîâà ñ ñèíóñîèäàëüíûì ïðî�èëåì ñêîðîñòè

V = (0, γ sin(x1))

ÿâëÿåòñÿ îòïðàâíîé òî÷êîé ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ

èññëåäîâàíèé.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêî-

ñòè ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âíåøíèõ ñèë F (x, t), ïåðèîäè÷åñêîãî ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íûì ïåðåìåííûì x1, x2 ñ ïåðèîäàìè L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëå ñêîðîñòè è

äàâëåíèå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà:

∂v

∂t
+ (v,∇)v − ν∆v = −∇p+ F (x, t), div v = 0.

Ñðåäíÿÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêó ïåðèîäîâ ñêîðîñòü ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé. Ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî îäèí èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäîâ L2 = 2π/α ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-

íå÷íîñòè, êîãäà âîëíîâîå ÷èñëî α→ 0.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îáùåãî ÷ëåíà äëèííîâîëíî-

âîé àñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè êëàññà ñòàöèîíàðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé

V = (0, V (x1)).

Â [1℄ âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå �îðìóëû è äàí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ k-ãî
÷ëåíà àñèìïòîòèêè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäíåå ñêîðîñòè îòëè÷íî îò íóëÿ.

Â [2℄ ðàññìîòðåíà ëèíåéíàÿ ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ âå-

äóùèõ ÷ëåíîâ äëèííîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ

äâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè ñ íóëåâûì ñðåäíèì 〈V 〉 = 0
â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîëåáàòåëüíîé è ìîíîòîííîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Â ñëó÷àå,

êîãäà îñíîâíîé ïðî�èëü ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, óêàçàíû ñèììåòðèè âîç-

ìóùåíèé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìîíîòîííàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè

îáîñíîâàíà ñïîñîáîì, îòëè÷íûì îò èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå.

Â ñëó÷àå íåíóëåâîãî ñðåäíåãî ïðèâåäåíû òàêæå ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ

àñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé è ïîñòðîåíèå

àñèìïòîòèêè âòîðè÷íûõ òå÷åíèé â íåëèíåéíîì ñëó÷àå.
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ÀÏ�ÈÎ�ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ ÄËß �ÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÑÕÅÌÛ,

ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÈ�ÓÞÙÅÉ ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÓÞ ÇÀÄÀ×Ó

Ò�ÀÍÑÏÎ�ÒÀ ÍÀÍÎÑÎÂ

1

Â. Â. Ñèäîðÿêèíà (�îññèÿ, Òàãàíðîã; ÒÈ èì. À. Ï. ×åõîâà),

À. È. Ñóõèíîâ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ)

�àññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ òðàíñ-

ïîðò äîííûõ íàíîñîâ â ïðèáðåæíîé çîíå ìåëêîâîäíûõ âîäîåìîâ, îïèñàíèå êîòî-

ðîé ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [1�4℄. Óêàçàííàÿ çàäà÷à èññëåäóåòñÿ ïîñðåäñòâàì åå

ëèíåàðèçàöèè [3℄. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëåäî-

âàíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû, àïïðîêñèìèðóþùåé ëèíåàðèçîâàííóþ çàäà÷ó

òðàíñïîðòà íàíîñîâ.

Ïîêðîåì ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü � ïðÿìîóãîëüíèê � ðàâíîìåðíîé ïðÿìîóãîëü-

íîé ðàñ÷åòíîé ñåòêîé ω = ωx ×ωy, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñåòêà ïî âðåìåíè ωτ îïðåäåëåíà:

ωx = {xi = ihx, 0 6 i 6 Nx − 1, ℓx = hx(Nx − 1)}, ωy = {yj = jhy , 0 6 j 6

Ny − 1, ℓy = hy(Ny − 1)}, ãäå n, i, j � èíäåêñû óçëîâ ñåòîê, ïîñòðîåííûõ ïî

âðåìåííîé Ot è ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì Ox, Oy ñîîòâåòñòâåííî, τ , hx,
hy � øàãè ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòå è ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòíûì íàïðàâ-

ëåíèÿì Ox, Oy ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì áàëàíñà. Ïðîèíòå-

ãðèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ òðàíñïîðòà íàíîñîâ ïî îáëàñòè Dtxy:

Dtxy ∈
{
t ∈ [tn, tn+1], x ∈ [xi−1/2, xi+1/2], y ∈ [yj−1/2, yj+1/2]

}
,

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∫∫∫

Dtxy

(1− ε)H ′
t dt dx dy +

∫∫∫

Dtxy

(kτb,x)
′
x dt dx dy +

∫∫∫

Dtxy

(kτb,y)
′
y dt dx dy =

=

∫∫∫

Dtxy

(
k

τbc
sinϕ0

H ′
x

)′

x

dt dx dy +

∫∫∫

Dtxy

(
k

τbc
sinϕ0

H ′
xy

)′

y

dt dx dy.

(1)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì áàëàíñà è âûïîëíèâ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, ïîëó÷èì ðàçíîñòíóþ ñõåìó, àïïðîêñèìèðóþùóþ ëè-

íåàðèçîâàííóþ íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó:

(1− ε)
Hn+1

i,j −Hn
i,j

τ
+
kni+1/2, j (τb,x)

n
i+1/2, j − kni−1/2, j (τb,x)

n
i−1/2, j

hx
+

+
kni, j+1/2 (τb,y)

n
i, j+1/2 − kni, j−1/2 (τb,y)

n
i, j−1/2

hy
=

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 15-01-08619, è ïî ïðîåêòó � 00-16-13 â ðàìêàõ Ïðîãðàììû �óíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ � I.33Ï.
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=
τbc

sinϕ0

(
kni+1/2, j

Hn+σ
i+1, j −Hn+σ

i,j

h2x
− kni−1/2, j

Hn+σ
i,j −Hn+σ

i−1, j

h2x

)
+

+
τbc

sinϕ0

(
kni, j+1/2

Hn+σ
i, j+1 −Hn+σ

i,j

h2y
− kni, j−1/2

Hn+σ
i,j −Hn+σ

i, j−1

h2y

)
,

(2)

ãäå

(τb,x)
n
i+1/2, j =

(τb,x)
n
i+1, j + (τb,x)

n
i,j

2
, (τb,)

n
i, j+1/2 =

(τb,x)
n
i, j+1 + (τb,y)

n
i,j

2
,

kni+1/2, j =
Aωd

∣∣(~τb)ni+1/2, j −
τbc

sinϕ0
(gradH)ni+1/2, j

∣∣
((ρ1 − ρ0)gd)β

.

Çíà÷åíèå gradH
∣∣
(xi+1/2,yj)

çàïèøåòñÿ â âèäå

(gradH)i+1/2, j =
Hi+1, j −Hi,j

hx
~i+

Hi+1/2, j+1 −Hi+1/2, j−1

2hy
~j.

Ââîäèì îãðàíè÷åíèå íà øàã ïî âðåìåíè äëÿ çíà÷åíèÿ âåñîâîãî ïàðàìåòðà

σ < 1:

τ <
sinϕ0(1− ε)

τbc(1− σ) max
06m6N−1

{
k(tm)

}(
2
h2
x
+ 2

h2
y

) .

Àïïðîêñèìàöèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ íå ïðèâîäèì.

Îöåíêà ñâåðõó äëÿ ñåòî÷íîé �óíêöèè � ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è (2) â ñå-

òî÷íîé íîðìå Ch,τ èìååò âèä

∥∥Hn
∥∥
Ch,τ

6
∥∥H0

∥∥
Ch

+max
(
‖H1‖Ch,τ

, ‖H2‖Ch,τ
, ‖H3‖Ch,τ

)
+

+
τ

1− ε

n∑

m=0

∥∥∥
(
k(tm)τb,x

)
m
0
x
+
(
k(tm)τb,y

)
y
0
m

∥∥∥
Ch,τ

.
(3)

Îöåíêà (3) ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ïîñòðîåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïî

�óíêöèè ïðàâîé ÷àñòè, ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíîìó óñëîâèÿì.
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Äîíñêîãî ãîñ. òåõ. óí-òà.�2017.�� 1 (88).�Ñ. 5�17.

4. Ñóõèíîâ À. È., Ñèäîðÿêèíà Â. Â. Î íåêîòîðûõ îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîé

äâóìåðíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé òðàíñïîðò íàíîñîâ â ìåëêîâîäíûõ

âîäîåìàõ // Âåñòí. Òàãàíðîã. èí-òà èì. À. Ï. ×åõîâà.�2017.�� 2.�Ñ. 246�249.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈß ÍÅÀ�ÕÈÌÅÄÎÂÛÕ

ÑÈËÜÍÎ ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÎÂ

1

Â. È. Ñóááîòèí

(�îññèÿ, Íîâî÷åðêàññê; Þ��ÏÓ(ÍÏÈ))

Çàìêíóòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â E3
íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñèììåòðè÷íûì

(îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ ãðàíåé), åñëè: 1) ó êàæäîé ãðàíè F åñòü îñü âðàùå-

íèÿ L, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ F è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îòíîñèòåëüíóþ âíóòðåííîñòü F ;
2) L ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè çâåçäû ãðàíè F . Òàêîé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ
íåàðõèìåäîâûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûì íè ïðàâèëü-

íîìó, íè ðàâíîóãîëüíî-ïîëóïðàâèëüíîìó (àðõèìåäîâó) ìíîãîãðàííèêó.

Â [1℄ è [2℄ íàéäåíû âñå ñèëüíî ñèììåòðè÷íûå ìíîãîãðàííèêè, ïðè÷åì ñåìü èç

íèõ ÿâëÿþòñÿ íåàðõèìåäîâûìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà, õàðàêòåðèçóþùàÿ íåàðõèìåäîâû ìíîãîãðàííèêè â êëàññå âñåõ âûïóêëûõ

ìíîãîãðàííèêîâ.

Òåîðåìà 1. Çàìêíóòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â E3
ÿâëÿåòñÿ íåàðõèìå-

äîâûì ñèëüíî ñèììåòðè÷íûì ìíîãîãðàííèêîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

1) åãî ãðàíè � ðàâíûå ìåæäó ñîáîé ñèììåòðè÷íûå âåðøèííî óñå÷åííûå (ïî
äâóì èëè ïî âñåì âåðøèíàì) ðîìáû è ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè;

2) â çâåçäå êàæäîé óñå÷åííîé ðîìáè÷åñêîé ãðàíè ïðàâèëüíàÿ ãðàíü îäíîãî

òèïà âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå äâóõ ðàç;

3) ëþáûå äâå ïðàâèëüíûå ãðàíè íå èìåþò îáùèõ âåðøèí.

Çàìå÷àíèå 1. Ñèììåòðè÷íûå âåðøèííî óñå÷åííûå (ïî äâóì èëè ïî âñåì

âåðøèíàì) ðîìáû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øåñòèóãîëüíèêè èëè âîñüìèóãîëüíèêè ñ

äâóìÿ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñÿìè ñèììåòðèè.

Çàìå÷àíèå 2. Â òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèëüíàÿ ñèììåòðè÷íîñòü ìíî-

ãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèé òîëüêî íà ñòðîåíèå ãðàíåé è çàðàíåå

íå ïðåäïîëàãàåò óñëîâèé ñèììåòðèè íà çâåçäû ãðàíåé.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñóááîòèí Â. È. Îá îäíîì êëàññå ñèëüíî ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ // ×åáûøåâñêèé

ñá.�2016.�Ò. 17, � 4.�Ñ. 132�140.

2. Ñóááîòèí Â. È. Ïåðå÷èñëåíèå ìíîãîãðàííèêîâ, ñèëüíî ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî

âðàùåíèÿ // Òð. ó÷àñòíèêîâ ìåæäóíàð. øê.-ñåìèíàðà ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿ-

òè Í. Â. Å�èìîâà.��îñòîâ í/Ä., 2002.�Ñ. 77�78.

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé, Ïðàâèòåëüñòâà Êðàñíîÿðñêîãî êðàÿ, Êðàñíîÿðñêîãî êðàåâîãî �îí-

äà ïîääåðæêè íàó÷íîé è íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà

� 16-41-240670.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÝÂÎËÞÖÈÈ ��ÀÍÈÖÛ

�ÀÇÄÅËÀ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ Â ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÌ ÑËÎÅ ÏÎ�ÈÑÒÎÉ Ñ�ÅÄÛ

Þ. Ñ. Ôåäÿåâ

(�îññèÿ, Îðåë; Î�Ó)

Ôèëüòðàöèþ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â íåäå�îðìèðóåìîì àíèçîòðîïíîì íå-

îäíîðîäíîì ñëîå ïîðèñòîé ñðåäû îïèñûâàþò îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ϕ è �óíê-

öèÿ òîêà ψ. Ýòè �óíêöèè âçàèìîñâÿçàíû ñî ñêîðîñòüþ �èëüòðàöèè ~v = (vx, vy)
ðàâåíñòâàìè [1℄

vx = K11
∂ϕ

∂x
+K12

∂ϕ

∂y
=

1

H

∂ψ

∂y
,

vy = K21
∂ϕ

∂x
+K22

∂ϕ

∂y
= − 1

H

∂ψ

∂x
.

(1)

Çäåñü x, y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ñëîÿ, P = (Pij) �
òåíçîð ïðîâîäèìîñòè ñëîÿ (Pij = HKij , i, j = 1, 2, H � òîëùèíà ñëîÿ, Kij �

êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè).

Ïîëàãàåì, ÷òî ïîäâèæíàÿ ãðàíèöà Γt ìåæäó ðàçëè÷íûìè æèäêîñòÿìè äå-

ëèò îáëàñòü �èëüòðàöèè íà ÷àñòè D1 è D2. Â îáëàñòè D1 äâèæåòñÿ æèäêîñòü

âÿçêîñòè µ1 è ïëîòíîñòè ρ1, à â îáëàñòè D2 � æèäêîñòü âÿçêîñòè µ2 è ïëîòíî-
ñòè ρ2. Ïðè äâèæåíèè îäíà æèäêîñòü ïîëíîñòüþ çàìåùàåò äðóãóþ è íà ãðàíèöå

ðàçäåëà êàïèëëÿðíûå ñèëû ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Òîãäà óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè

äàâëåíèÿ è ðàñõîäà æèäêîñòè èìåþò âèä

µ1ϕ
+(z, t)− µ2ϕ

−(z, t) = (ρ2 − ρ1)Π(z, t),

ψ+(z, t) = ψ−(z, t), z ∈ Γt,
(2)

ãäå z = x + iy, Π(z, t) � ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû, t � âðåìÿ. Ñèìâîëû ¾+¿ è

¾−¿ îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèå �óíêöèé ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöå ñî ñòîðîíû
è ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû îðòà íîðìàëè ê íåé.

Îáëàñòü �èëüòðàöèè D ìîæåò îãðàíè÷èâàòü ñèíãóëÿðíàÿ ãðàíèöà σ0 =
σ01 ∪ σ02. Ïðîâîäèìîñòü ñëîÿ P îáðàùàåòñÿ íà σ01 â áåñêîíå÷íîñòü (K = ∞,
H � êîíå÷íà) è â íîëü íà σ02 (K = 0 èëè/è H = 0). Íà ýòèõ ãðàíèöàõ äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

ϕ+(z, t) = 0, z ∈ σ01, ψ+(z, t) = 0, z ∈ σ02. (3)

�àçìåðû, �îðìà è ïîëîæåíèå ãðàíèöû σ0 îïðåäåëÿþòñÿ çàêîíîì èçìåíåíèÿ ïðî-

âîäèìîñòè P .
Åñëè îáîùåííûé ïîòåíöèàë íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â áåñêîíå÷íîñòè, òî äëÿ

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè

ϕ(z, t) = O
(
|z|−1

)
,
∣∣P (z) · ∇ϕ(z, t)

∣∣ = O
(
|z|−2

)
, |z| → ∞. (4)
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Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt íà ïëîñêîñòè z â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
t > 0 îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì (s�ïàðàìåòð)

z = z(t, s), z ∈ Γt. (5)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé

èçâåñòíî:

z0 = z(0, s), z ∈ Γ0. (6)

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt èìååò âèä

dz

dt
=
v+(z, t) + v−(z, t)

2
, z ∈ Γt, (7)

ãäå v(z, t) = vx(z, t) + ivy(z, t) � êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü �èëüòðàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíà îáëàñòü �èëüòðàöèè D, òîëùèíà ñëîÿ H, òåíçîð ïðî-
íèöàåìîñòè ñëîÿ K, ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû Π, âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè æèäêî-

ñòåé, íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γ0. Íåîáõîäèìî íàéòè ïîëîæåíèå ãðàíè-

öû Γt (5). �åøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò â èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (7) ïðè íà-

÷àëüíîì óñëîâèè (6). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè �èëüòðàöèè íåîáõîäèìî íàéòè

îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ϕ èëè �óíêöèþ òîêà ψ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèÿì (1) è óñëîâèÿì (2)�(4).

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñîñòîÿùåé èç èíòåãðàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ è äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãðàíèöû [2℄. Ïðåä-

ëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ îñî-

áåííîñòåé [3℄. Èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé ê ýêñïëóàòà-

öèîííîé ñêâàæèíå [4℄. Íàéäåíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè äîñòèæåíèÿ ãðàíèöåé Γt

ñêâàæèíû îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Èçó÷åíî âëèÿíèå àíèçîòðîïèè ãðóíòà, ãðàíèö

îáëàñòè �èëüòðàöèè, ðàçëè÷èÿ �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ æèäêîñòåé íà äâèæåíèå ãðà-

íèöû ðàçäåëà.

Ëèòåðàòóðà

1. Ïèâåíü Â. Ô.Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè �èëüòðàöèè æèäêîñòè.�Îðåë: Èçä-âî Îðëîâ. ãîñ.

óí-òà, 2015.�408 ñ.

2. Ëè�àíîâ È. Ê. Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷èñëåííûé ýêñïåðè-

ìåíò.� Ì.: ÒÎÎ ¾ßíóñ¿, 1995.�520 ñ.

3. Ôåäÿåâ Þ. Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé

ðàçëè÷íûõ âÿçêîñòåé è ïëîòíîñòåé â îäíîðîäíîì àíèçîòðîïíîì ñëîå ïîðèñòîé ñðå-

äû // Ó÷åí. çàï. Îðëîâ. ãîñ. óí-òà. Ñåð. Åñòåñòâ., òåõí. è ìåä. íàóêè.�2011.�� 3 (41).�

Ñ. 90�97.

4. Ôåäÿåâ Þ. Ñ. Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ãðàíèöû ðàçäåëà ðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé â àíè-

çîòðîïíîì ñëîå ïîðèñòîé ñðåäû // Ñîâðåì. ïðîáëåìû �èç.-ìàò. íàóê. Ìàòåðèàëû II

Ìåæäóíàð. íàó÷.-ïðàêò. êîí�.�Îðåë: Èçä-âî Îðëîâ. ãîñ. óí-òà, 2016.�C. 107�110.
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Ñåêöèÿ IV

Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÀÄÀÏÒÀÖÈß ÑÎÂ�ÅÌÅÍÍÛÕ ÄÎÑÒÈÆÅÍÈÉ Â ÍÀÓÊÅ

Ê ÎÁÓ×ÅÍÈÞ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Â. Ñ. Àáàòóðîâà (�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ),

Å. È. Ñìèðíîâ (�îññèÿ, ßðîñëàâëü; ß�ÏÓ)

Ñîâðåìåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ïðåäëîæåííàÿ ãîñóäàðñòâîì â Ñòðàòåãèè

íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, îòâîäèò ðîññèéñêîé

�óíäàìåíòàëüíîé íàóêå, íàðÿäó ñ òåõíîëîãèÿìè è èííîâàöèÿìè, êëþ÷åâóþ ðîëü

â îáåñïå÷åíèè ¾íåçàâèñèìîñòè è êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè ñòðàíû çà ñ÷åò ñîçäà-

íèÿ ý��åêòèâíîé ñèñòåìû íàðàùèâàíèÿ è íàèáîëåå ïîëíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èí-

òåëëåêòóàëüíîãî ïîòåíöèàëà íàöèè¿ [1℄. �àçâèòèå êàðîâîãî è ÷åëîâå÷åñêîãî êà-

ïèòàëà ñòðàíû ïëàíèðóåòñÿ äîñòè÷ü, â òîì ÷èñëå, ïóòåì ìîäåðíèçàöèè ñîâðå-

ìåííîé ñèñòåìû íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà äåòåé è ìîëîäåæè.

Â òî æå âðåìÿ, ñòðåìèòåëüíîå ðàçâèòèå ìèðîâîé íàóêè, óâåëè÷åíèå îáúåìà,

óðîâíÿ è ñòåïåíè äè��åðåíöèàöèè, îáîáùåííîñòè è àáñòðàãèðîâàíèÿ íàó÷íûõ

çíàíèé, ñèíåðãèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ïå-

ðåñìîòðà ñîäåðæàíèÿ øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ â ñòîðîíó âêëþ÷åíèÿ â ó÷åáíûé

ïðîöåññ ïðåäñòàâëåíèé î ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèÿõ â íàóêå, îòðàæåíèÿ íàó÷-

íûõ çíàíèé â ó÷åáíîì ïðåäìåòå [2℄.

Òàê, â Ïðî�åññèîíàëüíîì ñòàíäàðòå ïåäàãîãà â ÷èñëå íåîáõîäèìûõ çíàíèé

ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè ïðèñóòñòâóåò çíàíèå îñíîâ ¾ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè è ïåð-

ñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè . . . , ïðåäñòàâëåíèå

î øèðîêîì ñïåêòðå ïðèëîæåíèé ìàòåìàòèêè è çíàíèå äîñòóïíûõ îáó÷àþùèìñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ýòèõ ïðèëîæåíèé¿, à â ÷èñëå íåîáõîäèìûõ óìåíèé �

óìåíèå ¾èñïîëüçîâàòü èí�îðìàöèîííûå èñòî÷íèêè, ñëåäèòü çà ïîñëåäíèìè îò-

êðûòèÿìè â îáëàñòè ìàòåìàòèêè è çíàêîìèòü ñ íèìè îáó÷àþùèõñÿ¿ [3℄.

Çíàêîìñòâî îáó÷àþùèõñÿ ñ îñíîâàìè è ïðèëîæåíèÿìè �ðàêòàëüíîé ãåîìåò-

ðèè, òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, âåéâëåò-àíàëèçà, êðèïòîãðà�èè è äðóãèõ ñîâðå-

ìåííûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè ñîçäàþò óñëîâèÿ ñàìîîðãàíèçàöèè è òî÷êè ðîñòà

ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ øêîëüíèêîâ è ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ìåæäèñöèïèíàðíûå

ñâÿçè èí�îðìàòèêè, ìàòåìàòèêè, �èçèêè, ýêîíîìèêè, áèîëîãèè è ìåäèöèíû â

õîäå èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òàêèå ïîíÿòèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè

êàê ¾áè�óðêàöèÿ¿, ¾àòòðàêòîð¿, fuzzy-logi
 è äðóãèå, äîëæíû áûòü óñëûøàíû è

ïîíÿòû îáó÷àþùèìèñÿ åùå â øêîëå, íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè èëè âî âíåóðî÷íîé

äåÿòåëüíîñòè â õîäå ñîçäàíèÿ ñîáñòâåííûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîåêòîâ ñðåä-

ñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòêà è àäàïòàöèÿ ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ äîñòèæå-

íèé ê îáó÷åíèþ ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé èííîâàöèîííîé ìåòîäè÷åñêîé

çàäà÷åé, ý��åêòèâíîñòü ðåøåíèÿ êîòîðîé çàâèñèò îò ñîâìåñòíîãî òâîð÷åñòâà

ó÷åíûõ-ìàòåìàòèêîâ, ó÷åíûõ-ìåòîäèñòîâ è ïåäàãîãîâ-ïðàêòèêîâ.
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Ëèòåðàòóðà

1. Óêàç Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè ¾Î ñòðàòåãèè íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî ðàçâè-

òèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè¿.�URL: http://www.kremlin.ru/a
ts/bank/41449.

2. Ñìèðíîâ Å. È., Àáàòóðîâà Â. Ñ. Ïîòðåáíîñòü â ñàìîðåàëèçàöèè è èííîâàöèîí-

íîé äåÿòåëüíîñòè ïåäàãîãà íà îñíîâå îñâîåíèÿ ìîäåëåé íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ.�URL:

http://gisap.eu/ru/node/110650.

3. Ïðèêàç Ìèíèñòåðñòâà òðóäà è ñîöèàëüíîé çàùèòû �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè îò 18 îê-

òÿáðÿ 2013 ã. � 544 í ã. Ìîñêâà ¾Îá óòâåðæäåíèè ïðî�åññèîíàëüíîãî ñòàíäàð-

òà ¾Ïåäàãîã (ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü â ñ�åðå äîøêîëüíîãî, íà÷àëüíîãî îáùå-

ãî, îñíîâíîãî îáùåãî, ñðåäíåãî îáùåãî îáðàçîâàíèÿ) (âîñïèòàòåëü, ó÷èòåëü)¿.�URL:

https://rg.ru/2013/12/18/pedagog-dok.html.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ï�ÀÊÒÈÊÎ-Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ

Â ÎÁÓ×ÅÍÈÈ ÈÍÔÎ�ÌÀÒÈÊÅ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ

Â. Ý. Àëáîðîâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎ�Ó)

Â ðàáîòå íà îñíîâå ñîáñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî îïûòà ðàáîòû â âóçå (3 ãî-

äà) è â øêîëå (3 ãîäà) è èçó÷åíèÿ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðû [1�3℄ ïîêàçà-

íî, ÷òî â ïðåïîäàâàíèè èí�îðìàòèêè â øêîëå è âóçå àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì

äåÿòåëüíîñòè ïåäàãîãà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõî-

äà â îáó÷åíèè. Íîâûå èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè äàþò íîâûå âîçìîæíîñòè â

ïîâûøåíèè ý��åêòèâíîñòè îáó÷åíèÿ èí�îðìàòèêå ñòóäåíòîâ è øêîëüíèêîâ.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîä-

õîäà â îáó÷åíèè èí�îðìàòèêè â âóçå ðàññìîòðåíî îáó÷åíèå ñòóäåíòîâ âåðñò-

êå ñòðàíèö Èíòåðíåòà. Â õîäå îáó÷åíèÿ ìíîþ èñïîëüçóþòñÿ ïðèìåðû óäà÷íîé

âåðñòêè ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ è äîñòàòî÷íî óñïåøíûõ web-ñàéòîâ, íà îñíîâå

êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ìåòîäèêà ñîçäàíèÿ ñòóäåíòàìè òàêîé âåðñòêè.

Åùå îäíèì ïðèìåðîì óäà÷íîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîä-

õîäà â îáó÷åíèè ñòóäåíòîâ èí�îðìàòèêå, íà ìîé âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ ïðèâëå÷åíèå

ñòóäåíòîâ ê ðàáîòå ïðåïîäàâàòåëåé âóçà ïî âûïîëíåíèþ çàêàçîâ íà ñîçäàíèå

ñàéòîâ îò ïðåäïðèíèìàòåëåé èëè èíûõ çàêàç÷èêîâ. Ýòî äàåò ñòóäåíòàì áåñöåí-

íûé ïðî�åññèîíàëüíûé îïûò, äåëàåò ó÷åáó â âóçå ìîòèâèðîâàííîé, ñîäåéñòâóåò

ðàçâèòèþ ïðî�åññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé.

Ëèòåðàòóðà

1. Âåðáèöêèé À. À. Ëè÷íîñòíûé è êîìïåòåíòíîñòíûé ïîäõîäû â îáðàçîâàíèè: ïðîáëåìû

èíòåãðàöèè.�Ì.: Ëîãîñ, 2009.�336 ñ.

2. Ïàí�èëîâà À. Ï. Èííîâàöèîííûå ïåäàãîãè÷åñêèå òåõíîëîãèè: àêòèâíîå îáó÷åíèå.�Ì.:

Èçä. öåíòð ¾Àêàäåìèÿ¿, 2009.�192 ñ.

3. Öûìáàëåíêî Ñ. Á. Ïóòåøåñòâèå â ìèð èí�îðìàöèè, èëè ¾Êàê èí�îðìàöèîííî-êîììó-

íèêàòèâíûå ïðîöåññû ìåíÿþò ìèð, îáùåñòâî, ÷åëîâåêà¿.�Ì.: �ÓÄÍ, 2015.�118 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÌÅÒÎÄ �ÀÖÈÎÍÀËÈÇÀÖÈÈ:

Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÎ×ÍÀß ÎÑÍÎÂÀ ÄÅÉÑÒÂÈÉ

Ò. Á. Áåãèåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎØ � 27)

Àêòóàëüíîñòü äàííîé ðàáîòû îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòüþ óñèëåíèÿ ìåòî-

äè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà çàìåíû ìíîæèòåëåé äëÿ ìèíè-

ìèçàöèè îøèáîê ó÷àùèõñÿ ïðè åãî ïðèìåíåíèè.

Ìåòîä äåêîìïîçèöèè ïðèìåíÿþò ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ, ïðèâåäåííûõ ê

âèäó

Uk1
1 · Uk2

2 · . . . · Ukn
n ∨ 0,

ãäå k1, k2, . . . , kn � öåëûå ÷èñëà, ñèìâîë ¾∨¿ îáîçíà÷àåò îäèí èç çíàêîâ íåðà-

âåíñòâà: >, >, 6, < [1℄.

Â ðàáîòå îáîñíîâàíà äèäàêòè÷åñêàÿ öåëåñîîáðàçíîñòü ñëåäóþùåé OOÄ ïðè

ðåøåíèè íåðàâåíñòâà óêàçàííîãî âèäà:

1. Íàõîæäåíèå îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé (ÎÄÇ).

2. Èñïîëüçîâàíèå ñõåì ðàâíîñèëüíûõ ïåðåõîäîâ [1℄ è ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî

íåðàâåíñòâà êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.

3. Îòáîð ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì ÎÄÇ.

Ïðèìåð. �åøèòå íåðàâåíñòâî

√(
2x2 − 11x+ 15

)
log3 |x− 2| 6 0.

�åøåíèå.

1) ÎÄÇ:

{
2x2 − 11x+ 15 > 0,

|x− 2| > 0.





x 6

5

2
,

x > 3,

x 6= 2.

2) Èñïîëüçóåì ñõåìû ðàâíîñèëüíûõ ïåðåõîäîâ (áåç ó÷åòà ÎÄÇ):

√
t↔ t,

loga f ↔ (f − 1)(a − 1),

|t1| − |t2| ↔ t21 − t22,

(2x2 − 11x+ 15)(|x − 2| − 1)(3 − 1) 6 0,
(
x− 5

2

)
(x− 3)

(
(x− 2)2 − 1

)
6 0,

(x− 1)

(
x− 5

2

)
(x− 3)2 6 0.
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
 1 6 x 6

5

2
,

x = 3.

3) Ñ ó÷åòîì ÎÄÇ ïîëó÷àåì




x = 3,

2 < x 6
5

2
,

1 6 x < 2.

Îòâåò: [1; 2);
(
2, 52
]
; {3}.

Ìàòåðèàë ñòàòüè ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè â êëàññàõ ñ

óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì ìàòåìàòèêè, à òàêæå ïðè ïîäãîòîâêå ê Å�Ý (ïðî�èëü-

íûé óðîâåíü).

Ëèòåðàòóðà

1. �îëóáåâ Â. È. �åøåíèå ñëîæíûõ è íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå.�Ì., 2007.�

252 ñ.

2. Íèêîëüñêèé Ì. Ñ. è äð. Àëãåáðà è íà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, 11 êëàññ / 3-å èçä.�

Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 2016.�413 ñ.

3. Êîëåñíèêîâà Ñ. È.Ìàòåìàòèêà. Èíòåíñèâíûé êóðñ ïîäãîòîâêè ê Å�Ý / 2-å èçä., èñïð.�

Ì.: Àéðèñ-ïðåññ, 2004.�304 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÑÈÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÎÄÕÎÄÀ Â ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÍÎÌ

Ï�ÀÊÒÈÊÓÌÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÓ ÀÍÀËÈÇÓ

1

Â. Â. Áîãóí

(�îññèÿ, ßðîñëàâëü; ß�ÏÓ)

Ïðè ðåàëèçàöèè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ äèñöèïëèíàì åñòåñòâåííîíàó÷íîãî öèêëà

â öåëîì è ìàòåìàòèêå â ÷àñòíîñòè öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ñèíåðãåòè÷åñêèé

ïîäõîä, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïðåäåëåííîå êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî îáúåêòîâ, îáúåäèíÿÿñü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ìîãóò ñîçäàâàòü ðàçëè÷íûå

ñèñòåìû ñî ñâîèìè óíèêàëüíûìè ñâîéñòâàìè, õàðàêòåðèñòèêàìè è çàêîíàìè.

Ñèíåðãåòèêà êàê íàóêà ðàññìàòðèâàåò ïðèðîäíûå ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû ñ òî÷êè

çðåíèÿ ñëîæíûõ ñàìîîðãàíèçóþùèõñÿ ñèñòåì è ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ïðîöåññû è

ÿâëåíèÿ â ïðèðîäå ñâÿçàíû ïîñòîÿííûì îáìåíîì âåùåñòâîì, ýíåðãèåé, èí�îðìà-

öèåé ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, ÷òî íåèçáåæíî äåëàåò èõ íåðàâíîâåñíûìè. Ñèíåðãå-

òè÷åñêèé ïîäõîä ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ñòóäåíòàìè ìàòåìàòèêè

â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè êàê ðàçëè÷íûõ âèäîâ è �îðì àóäèòîðíûõ çàíÿòèé, òàê è

â ðàìêàõ ñàìîñòîÿòåëüíîé ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ

ïðîöåññîâ è îáúåêòîâ. Îäíàêî ïîäîáíûå èííîâàöèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ðàöè-

îíàëüíî â ó÷åáíîì ïðîöåññå è áåç âðåäà ñ òî÷êè çðåíèÿ äîñòèæåíèÿ îñíîâíîé

öåëè îáó÷åíèÿ � îñâîåíèÿ ó÷àùèìèñÿ îáðàçîâàòåëüíûõ êîìïåòåíöèé, íåîáõîäè-

ìûõ äëÿ óñïåøíîé ðåàëèçàöèè äàëüíåéøåé ïðî�åññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Â. Â. Áîãóíîì ñîâìåñòíî ñ Å. È. Ñìèðíîâûì ðàçðàáîòàí ëàáîðàòîðíûé ïðàê-

òèêóì ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â èçó÷åíèè îïðå-

äåëåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ïðåäåëû ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, äè��åðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) ñ ïðèìåíåíèåì ðàçëè÷íûõ ñðåäñòâ èí�îðìàöèîííî-

êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé (ãðà�è÷åñêîãî êàëüêóëÿòîðà [1℄ è ïåðñîíàëüíî-

ãî êîìïüþòåðà [2℄) íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ñèíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà [3℄.

Â äàííîì ñëó÷àå ñèíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàìêàõ íàõîæäåíèÿ

ñòóäåíòàìè îïðåäåëåííûõ çàðàíåå íåèçâåñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé ñ òî÷êè çðåíèÿ

ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ïðîìåæóòî÷íûõ è èòîãîâûõ ðåçóëüòàòîâ â çàâèñèìîñòè

îò âàðüèðóåìûõ çíà÷åíèé èñõîäíûõ äàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòî-

äîâ ðåøåíèÿ çàäà÷. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè ëàáîðàòîðíîãî

ïðàêòèêóìà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ðåàëèçàöèÿ ñèíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà

îòðàæàåòñÿ êàê íà ëîêàëüíîì, òàê è ãëîáàëüíîì óðîâíå. Ïðèìåíåíèå ñèíåðãåòè-

÷åñêîãî ïîäõîäà íà ëîêàëüíîì óðîâíå ïîäðàçóìåâàåò ðåàëèçàöèþ ìàëîé ãðóïïîé

ñòóäåíòîâ îòäåëüíîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè ñðàâíè-

òåëüíîãî àíàëèçà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòíûõ àëãîðèòìîâ ñ âûäâèæåíèåì è

äîêàçàòåëüñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïîòåçû. Íà ãëîáàëüíîì óðîâíå ñèíåðãåòè-

÷åñêèé ïîäõîä ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðîâåäåíèè ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà çàâèñèìîñòåé

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò

� 16-18-10304.
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ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòíûõ àëãîðèòìîâ è çíà÷åíèé ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ñ òî÷êè

çðåíèÿ âñåé ãðóïïû ñòóäåíòîâ.

Àâòîðñêèå ïðîãðàììû äëÿ ãðà�è÷åñêîãî êàëüêóëÿòîðà è ïåðñîíàëüíîãî êîì-

ïüþòåðà ïðè ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà ïîçâîëÿ-

þò èññëåäîâàòü ñëîæíûå ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåæïðåäìåòíûõ

ñâÿçåé ÷åðåç ïðèçìó ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîíöåïòóàëüíûõ, ìàòåìàòè÷åñêèõ è

èí�îðìàöèîííûõ ìîäåëåé â ñî÷åòàíèè ñ íàãëÿäíîñòüþ, óäîáñòâîì èñïîëüçîâà-

íèÿ è âîçìîæíîñòÿìè íåïîñðåäñòâåííîãî ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà êàê ðàçëè÷-

íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, òàê è çíà÷åíèé ïðîìåæóòî÷íûõ è èòîãîâûõ ðåçóëüòàòîâ

ïðè óñëîâèè âàðüèðîâàíèÿ çíà÷åíèé èñõîäíûõ äàííûõ.

Ïåðå÷èñëèì íàçâàíèÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò.

1. �àñ÷åò çíà÷åíèé ìèíèìàëüíûõ íîìåðîâ ïðèáëèæåíèÿ ê ïðåäåëó ÷èñëîâûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ çîëîòîé ïðîïîðöèè, Ôèáîíà÷÷è,

ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ (äèõîòîìèè) è èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç.

2. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ è òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ (äèõîòîìèè), êîìáèíèðîâàííîãî

ìåòîäà õîðä è êàñàòåëüíûõ (Íüþòîíà), ìåòîäà çîëîòîé ïðîïîðöèè è èõ ñðàâíè-

òåëüíûé àíàëèç.

3. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ïî �îðìó-

ëàì ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðÿìîóãîëüíûõ òðàïåöèé, ïàðàáîëè÷åñêèõ òðà-

ïåöèé (Ñèìïñîíà) è èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç.

4. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ Ýéëåðà, �óíãå � Êóòòà âòîðîãî,

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè è èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç.

Ïðè âûïîëíåíèè ñòóäåíòàìè âóçîâ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ïî ìàòåìàòè÷åñêî-

ìó àíàëèçó, ñîäåðæàíèå è ìåòîäèêà ïðîâåäåíèÿ êîòîðûõ ñîãëàñóåòñÿ ñ ñèíåð-

ãåòè÷åñêèì ïîäõîäîì â ïåäàãîãèêå, îñóùåñòâëÿåòñÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ

äåÿòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñïîñîáñòâóåò �îðìèðîâàíèþ ó îáó÷àåìûõ íåîáõîäèìûõ

îáðàçîâàòåëüíûõ êîìïåòåíöèé. Â ðàìêàõ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò äåÿòåëüíîñòü ñòó-

äåíòîâ ïîäðàçóìåâàåò âûïîëíåíèå ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ïðèìåíÿåìûõ ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷è è çàâèñèìîñòåé ìåæäó âàðüè-

ðóåìûìè çíà÷åíèÿìè èñõîäíûõ äàííûõ è ïîëó÷àåìûõ çíà÷åíèé íåîáõîäèìûõ

ðåçóëüòàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàìì äëÿ ãðà�è÷åñêîãî êàëüêóëÿòîðà è ïåð-

ñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà.

Ëèòåðàòóðà

1. Áîãóí Â. Â., Ñìèðíîâ Å. È. Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì ïî ìàòåìàòèêå ñ ãðà�è÷åñêèì

êàëüêóëÿòîðîì / Ó÷åá. ïîñîáèå.�ßðîñëàâëü: Êàíöëåð, 2010.�272 ñ.

2. Áîãóí Â. Â. Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì ïî èññëåäîâàíèþ �óíêöèé âåùåñòâåííîãî ïå-

ðåìåííîãî ñ ïðèìåíåíèåì ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ / Ó÷åá. ïîñîáèå.�ßðîñëàâëü: Êàíöëåð,

2014.�84 ñ.

3. Ñìèðíîâ Å. È., Áîãóí Â. Â., Óâàðîâ À. Ä. Ñèíåðãèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ïå-

äàãîãà: ââåäåíèå â àíàëèç.�ßðîñëàâëü: Êàíöëåð, 2016.�310 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÂÎÑÏÈÒÀÍÈÅ ËÈ×ÍÎÑÒÍÛÕ ÊÀ×ÅÑÒÂ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ

Ñ�ÅÄÑÒÂÀÌÈ ÈÑÒÎ�ÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Þ. À. Äðîáûøåâ

(�îññèÿ, Êàëóãà; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Ïðèîðèòåòíîé çàäà÷åé â ñ�åðå âîñïèòàíèÿ, îïðåäåëåííîé ñòðàòåãèåé ðàç-

âèòèÿ âîñïèòàíèÿ â �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà ïåðèîä äî 2025 ãîäà, ÿâëÿåòñÿ

ðàçâèòèå âûñîêîíðàâñòâåííîé ëè÷íîñòè, ðàçäåëÿþùåé ðîññèéñêèå òðàäèöèîí-

íûå äóõîâíûå öåííîñòè.

Ý��åêòèâíîñòü è êà÷åñòâî îáðàçîâàíèÿ çàâèñÿò îò âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîöåñ-

ñîâ îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ è, â ñâîþ î÷åðåäü, îò èõ ý��åêòèâíîñòè è êà÷åñòâà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðåàëèçàöèÿ äàííîé êîíöåïöèè äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ ïðè èçó-

÷åíèè ðàçëè÷íûõ äèñöèïëèí, â òîì ÷èñëå è ìàòåìàòèêè, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü,

òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãîòîâêè áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè ê òàêîé

ðàáîòå.

Ìíîãèå îòå÷åñòâåííûå ìàòåìàòèêè è ìåòîäèñòû (Â. Â. Áîáûíèí, Á. Â. Áîë-

ãàðñêèé, Í. ß. Âèëåíêèí, È. ß. Äåïìàí, À. È. Ìàðêóøåâè÷, Â. Í. Ìîëîäøèé,

Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîé, Ì. Â. Îñòðîãðàäñêèé, Ò. Ñ. Ïîëÿêîâà, À. ß. Õèí-

÷èí è äðóãèå óêàçûâàëè íà íåîáõîäèìîñòü îáðàùåíèÿ ê æèçíè è òâîð÷åñòâó

ó÷åíûõ-ìàòåìàòèêîâ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ âîñïèòàòåëüíûõ çàäà÷.

Îáðàùåíèå ê ïåðñîíàëèñòè÷åñêîìó êîìïîíåíòó èñòîðèè ìàòåìàòèêè ïîçâî-

ëÿåò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðîÿâëåíèå ìîðàëüíûõ êà÷åñòâ ëè÷íîñòè ó÷åíûõ è

�îðìèðîâàòü íà ýòîé îñíîâå êàê íðàâñòâåííûé èäåàë ó ñòóäåíòîâ, òàê è ìåòî-

äè÷åñêèå óìåíèÿ ïî åãî èñïîëüçîâàíèþ äëÿ âîñïèòàòåëüíîé ðàáîòû ñ îáó÷àþ-

ùèìèñÿ.

�åçóëüòàòû àíàëèçà èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ ýòîé ïðîáëåìå è ïðåäñòàâ-

ëåííûå â ðàáîòå [1℄, à òàêæå êîíöåïöèÿ èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè

áóäóùåãî ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè, ðàñêðûòàÿ â ðàáîòå [2℄, ïîçâîëèëè âûÿâèòü îñ-

íîâíûå íàïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïîòåíöèàëà ïåðñîíàëèñòè÷åñêîãî êîìïîíåí-

òà â îñóùåñòâëåíèè âîñïèòàòåëüíîé ðàáîòû ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå. Ê íèì

îòíîñÿòñÿ:

1) âîñïèòàíèå ïàòðèîòèçìà, ÷óâñòâà ëþáâè ê îòå÷åñòâó;

2) èíòåðíàöèîíàëüíîå âîñïèòàíèå;

3) �îðìèðîâàíèå óâàæåíèÿ ê òðóäó è ÷óâñòâà îòâåòñòâåííîñòè;

4) �îðìèðîâàíèå âîëåâûõ êà÷åñòâ ëè÷íîñòè;

5) äåìîíñòðàöèÿ íåîáõîäèìûõ êà÷åñòâ òâîð÷åñêîé ëè÷íîñòè;

6) �îðìèðîâàíèå íðàâñòâåííûõ êà÷åñòâ ëè÷íîñòè [1, ñ. 13℄.

Âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ îáîçíà÷åííûõ âûøå íàïðàâëåíèé îáåñïå÷èâàåò-

ñÿ ñïîñîáíîñòüþ ó÷èòåëÿ ê îñóùåñòâëåíèþ âîñïèòàòåëüíîé ðàáîòû. Òàêàÿ ïîä-

ãîòîâêà äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà íà �îðìèðîâàíèå ó ñòóäåíòîâ:

� çíàíèé î ñòðóêòóðå è ñîäåðæàíèè ïåðñîíàëèñòè÷åñêîãî êîìïîíåíòà èñòî-

ðèè ìàòåìàòèêè;
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� óìåíèé ïî îòáîðó ïåðñîíàëèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî ãðàæäàí-

ñêèì è íðàâñòâåííî çíà÷èìûì ïîòåíöèàëîì;

� óìåíèé ïî îñóùåñòâëåíèþ ãðàæäàíñêîãî è íðàâñòâåííîãî âîñïèòàíèÿ ó÷à-

ùèõñÿ íà îñíîâå áèîãðà�è÷åñêîãî ìàòåðèàëà è �àêòîâ èç æèçíè è òâîð÷åñòâà

ó÷åíûõ-ìàòåìàòèêîâ [2, ñ. 248℄.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò îáúåêòèâíàÿ âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü î �îðìèðî-

âàíèè êàê ëè÷íîñòíûõ, òàê è ïðî�åññèîíàëüíûõ êà÷åñòâ ñòóäåíòà ñðåäñòâàìè

èñòîðèè ìàòåìàòèêè.

Îñîçíàíèå ñóùåñòâóþùåé âîçìîæíîñòè è âàæíîñòè ðåàëèçàöèè ïðåïîäàâà-

òåëåì âîñïèòàíèÿ ñòóäåíòîâ ñðåäñòâàìè èñòîðèè ìàòåìàòèêè ñòàâèò ïðîáëåìó

îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìàòåðèàëà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî �îðìèðîâàòü

ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïåòåíöèè.

Íàìè ñîâìåñòíî ñ È. Â. Äðîáûøåâîé è Î. Á. Òàðàñ èçäàíî ïîñîáèå [1℄, â êî-

òîðîì ïðåäñòàâëåí ìàòåðèàë, ïîçâîëÿþùèé ïðåïîäàâàòåëþ íå òîëüêî îðãàíèçî-

âàòü âñåñòîðîííþþ ðàáîòó ïî âîñïèòàíèþ ñòóäåíòîâ è ó÷àùèõñÿ, íî è ïðèâëå÷ü

èõ ê ñîçäàíèþ èí�îðìàöèîííîé áàçû î âîñïèòàòåëüíîì ïîòåíöèàëå ïåðñîíàëè-

ñòè÷åñêîãî êîìïîíåíòà èñòîðèè ìàòåìàòèêè.

Ëèòåðàòóðà

1. Äðîáûøåâ Þ. À., Äðîáûøåâà È. Â., Òàðàñ Î. Á. Âîñïèòàíèå ëè÷íîñòíûõ êà÷åñòâ ñòó-

äåíòîâ: ìàòåðèàëû ïåðñîíàëèñòè÷åñêîãî êîìïîíåíòà èñòîðèè ìàòåìàòèêè.�Ì.: Èçä-âî

ÎÎÎ ¾Ò�Ï¿, 2017.�288 ñ.

2. Äðîáûøåâ Þ. À. Ìíîãîóðîâíåâàÿ èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà áóäóùåãî ó÷è-

òåëÿ ìàòåìàòèêè: Äèñ. . . . ä-ðà ïåä. íàóê.�Ì., 2011.�452 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÏÅ�ÅÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÈ Ï�È �ÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ× Ñ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÀÌÈ

Â. Í. Äÿòëîâ

(�îññèÿ, Íîâîñèáèðñê, Í�Ó; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè äàâíî ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ýêçàìåíîâ ðàç-

íîãî óðîâíÿ, è ýòî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè îíè ïðàê-

òè÷åñêè íå ïðåäñòàâëåíû. Âíèìàíèå ê çàäà÷àì ñ ïàðàìåòðàìè îáóñëîâëåíî òåì,

÷òî òàêèå çàäà÷è ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå ó ó÷àùèõñÿ íàâûêîâ ðàññóæäåíèé, à

òàêæå ãëóáîêîãî è ðàçíîñòîðîííåãî èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàëà øêîëüíîãî êóð-

ñà ìàòåìàòèêè, ïîêàçûâàþò ïîäãîòîâëåííîñòü àáèòóðèåíòà ê äàëüíåéøåìó îáó-

÷åíèþ ïî ñïåöèàëüíîñòÿì ñ áîëüøèì îáúåìîì ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, â

òîì ÷èñëå èíæåíåðíûì. Ïîýòîìó ñðåäè øêîëüíèêîâ, íàöåëåííûõ íà îáó÷åíèå

ïî åñòåñòâåííîíàó÷íûì ñïåöèàëüíîñòÿì, ñâÿçàííûì ñ ìàòåìàòèêîé, âîçìîæåí

èíòåðåñ ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷.

�åøåíèå çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè ïðåäïîëàãàåò õîðîøåå âëàäåíèå ñàìîé ðàçíî-

îáðàçíîé òåõíèêîé èç ìàòåðèàëà øêîëüíîé ïðîãðàììû. Íî äàæå õîðîøî ïîäãî-

òîâëåííûé íà øêîëüíîì óðîâíå ó÷àùèéñÿ ìîæåò íå ñïðàâèòüñÿ ñ çàäà÷åé ñ ïà-

ðàìåòðîì ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî, âëàäåÿ áàçîé, îí íå ñìîæåò åþ âîñïîëüçîâàòüñÿ,

èáî íå ñìîæåò óëîâèòü, êàêèå ñðåäñòâà è êàêèì îáðàçîì íàäëåæèò èñïîëüçîâàòü

ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè âî ìíîãîì îïðåäåëÿþòñÿ òåì,

÷òî òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïîäõîäÿùèé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ïðåäëîæåííîé çàäà÷è.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ âûáîðà ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïåðå�îðìóëèðîâêà çàäà÷è. Çàäà-

÷à ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà â ðàçíûõ òåðìèíàõ: ñîîòíîøåíèé (óðàâíåíèé,

íåðàâåíñòâ, ñèñòåì), �óíêöèé, ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè. Îäíàêî åå ðåøåíèå ìî-

æåò îêàçàòüñÿ ý��åêòèâíûì ñîâñåì â äðóãèõ òåðìèíàõ. Íåðåäêî îòâåòû íà ïî-

ñòàâëåííûå âîïðîñû äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ïðîçðà÷íû

ïðè ãðà�è÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, àíàëèç âçàèìî-

äåéñòâèé ìíîæåñòâ ðåøåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ âûïîëíèìûì ïðè èñïîëüçîâàíèè

ñâîéñòâ �óíêöèé, îñîáåííîñòè ïðåäëîæåííûõ ñîîòíîøåíèé ìîãóò ïðîÿâèòüñÿ â

ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ è �îðìóëèðîâêè çàäà÷è â íîâûõ ïåðåìåííûõ

è ò. ä. Ïîýòîìó ñïîñîáíîñòü ðàñïîçíàòü âîçìîæíîñòü ïåðå�îðìóëèðîâêè, ïðîâå-

ñòè íåîáõîäèìóþ ïåðå�îðìóëèðîâêó è äîâåñòè ðåøåíèå äî çàâåðøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

îäíîé èç âàæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðè �îðìèðîâàíèè íàâûêîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ

ïàðàìåòðàìè.

Ñðåäè íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ïåðå�îðìóëèðîâîê ìîæíî îòìåòèòü

ñëåäóþùèå.

1. Ïåðåõîä ñ ÿçûêà ñîîòíîøåíèé íà ÿçûê ãðà�èêè, ïîèñê ïóòè ðåøåíèÿ íà

ãðà�è÷åñêîì ÿçûêå ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì íà ÿçûê ñîîòíîøåíèé. Ïðè òàêîì

òèïå ïåðå�îðìóëèðîâîê âîçíèêàþò ãðà�è÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè, èñïîëüçóþùèå

ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ, ïëîñêîñòü ¾ïåðåìåííàÿ � çíà÷åíèå¿ èëè ïëîñêîñòü ¾ïå-

ðåìåííàÿ � ïàðàìåòð¿. Äëÿ ý��åêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ èíòåðïðå-

òàöèé íåîáõîäèìû ñðåäñòâà ïåðåâîäà ðàçíûõ óñëîâèé ñ ÿçûêà ñîîòíîøåíèé íà
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ÿçûê ãðà�èêè. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà íà ÿçûêå ãðà�èêè âûðàáàòûâàåòñÿ

àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòîðûé çàòåì ðåàëèçóåòñÿ â òåðìèíàõ ñîîòíîøåíèé.

2. Ïåðåõîä îò ñâîéñòâ ñîîòíîøåíèÿ ê ñâîéñòâàì �óíêöèé, ò. å. íà �óíê-

öèîíàëüíûé ÿçûê. Çäåñü òðåáóåòñÿ ñâîáîäíîå âëàäåíèå ñâîéñòâàìè �óíêöèé â

ïëàíå ðàñïîçíàâàíèÿ âîçìîæíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ è ïåðåâîäà óñëîâèÿ çàäà÷è

íà �óíêöèîíàëüíûé ÿçûê. Ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ íà �óíêöèîíàëüíîì ÿçûêå òðå-

áóåò îáû÷íî ïåðåâîäà íà ÿçûê ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà.

3. Çàìåíà ïåðåìåííûõ ïîÿâëÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïåðåìåííûå ó÷àñòâó-

þò â ñîîòíîøåíèÿõ, áóäó÷è âìîíòèðîâàííûìè â êàêèå-òî åäèíîîáðàçíûå áëîêè,

êîòîðûå åñòåñòâåííî âîñïðèíèìàòü êàê åäèíîå öåëîå. Ïðè âûïîëíåíèè çàìåíû

âàæíî ïðîñëåäèòü çà îãðàíè÷åíèÿìè, ñîïðîâîæäàþùèìè çàìåíó, è ïåðå�îðìó-

ëèðîâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ìîæíî ïðèâåñòè ìíîãî ïðèìåðîâ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïåðå�îðìóëèðî-

âîê, îïèðàÿñü íà îïûò ýêçàìåíîâ ïîñëåäíèõ ëåò.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÑÈÑÒÅÌ ÊËÀÑÑÀ �ÀÌÌÅ�ØÒÅÉÍÀ Ä�ÎÁÍÎ�Î

ÏÎ�ßÄÊÀ Ï�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÀÂÒÎÊÎ��ÅËÈ�ÎÂÀÍÍÛÕ ÏÎÌÅÕ

À. Â. Èâàíîâ (�îññèÿ, Ñàìàðà; Ñàì�ÓÏÑ),

Ä. Â. Èâàíîâ (�îññèÿ, Ñàìàðà; Ñàì�ÓÏÑ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû èäåíòè�èêàöèè íåëèíåé-

íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïðîèçâîäíûìè è ðàç-

íîñòÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà [1�2℄. Â ñòàòüå [1℄ ðàññìîòðåíà èäåíòè�èêàöèÿ äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì êëàññà �àììåðøòåéíà äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ èçâåñòíîé íåëè-

íåéíîé ÷àñòüþ îáùåãî âèäà. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ èäåíòè�èêàöèÿ

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû êëàññà �àììåðøòåéíà äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ íåèçâåñòíûìè

êîý��èöèåíòàìè ïîëèíîìèàëüíîé íåëèíåéíîñòè.

Íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà êëàññà �àììåðøòåéíà, îïèñûâàåòñÿ ñòî-

õàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ ðàçíîñòÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà:

r1∑

m=1

b(m)∆α(m)
z
i−f

(m)
1

=
r∑

m=1

a(m)∆βmηm(xi−f(m)) + ςi, yi = zi + ξi, (1)

ãäå

0 < α(1) < . . . < α(r1), 0 < β(1) < . . . < β(r),

∆α(m)
zi =

i∑

j=0

(
α(m)

j

)
zi−j , ∆β(m)

xi =

i∑

j=0

(
β(m)

j

)
xi−j,

(
α(m)

j

)
=

(−1)j Γ(α(m) + 1)

Γ(j + 1)Γ(α(m) − j + 1)
,

(
β(m)

j

)
=

(−1)j Γ(β(m) + 1)

Γ(j + 1)Γ(β(m) − j + 1)
.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü îöåíêè íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ b(m)
, a(m)

äèíà-

ìè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (1) ïî íàáëþäàåìûì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿì yi, xi ïðè èçâåñòíûõ ïîðÿäêàõ r, r1, αm, βm, f
(m)
1 , f (m)

.

1. Ìíîæåñòâî B̃, êîòîðîìó àïðèîðíî ïðèíàäëåæàò èñòèííûå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ óñòîé÷èâîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

2. Âåêòîð âõîäíûõ ïåðåìåííûõ è èñòèííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ

lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

((
ϕ(i)
z

)T ∣∣∣∣
(
ϕ(i)
η

)T )T ((
ϕ(i)
z

)T ∣∣∣∣
(
ϕ(i)
η

)T )
= H ï. í.,

ãäå

ϕ(i)
z =

(
i∑

j=0

(
α
(1)
n

j

)
zi−f̄(1) , . . . ,

i∑

j=0

(
α
(r1)
n

j

)
zi−f̄(r1)

)
,

ϕ(i)
η =

(
i∑

j=0

(
β(1)

j

)
η1(xi−f(1)), . . . ,

i∑

j=0

(
β
(r)
n

j

)
ηr1(xi−f(r))

)
,

H � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.
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3. {xi} ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò {ξi}, {ςi}.
4. Ïîìåõà {ξi} è ïàðàìåòðû ñèñòåìû α(m)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

1

N

N+g∑

i=1

ξi ξi+g
a.s.−→

N→∞
hξ(g) <∞,

N∑

g=1

∣∣hξ(g)
∣∣ <∞, g = 0,∞,

ãäå hξ(g) � ëîêàëüíàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ.

Ìàòðèöà

Hα =



h
(11)
α . . . h

(1r1)
α

.

.

.

.

.

.

.

.

.

h
(r111)
α . . . h

(r1r1)
α


 ,

h(mm′)
α = lim

N→∞
1

N

N−j∑

g=0

N−1∑

j=0

(
α
(ml)
n

j − f̄ (nml)

)(
α
(m′l′)
n

j − f̄ (nm
′l′)

)
hξ(n)ξ(n

′)(g)
N − j − g

N
,

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

θ =
(
θb
∣∣ θa
)T

=
(
1, b(2), . . . , b(r1)

∣∣ a(1), . . . , a(r)
)T

, ϕi =
(
ϕ(i)
y

∣∣ϕ(i)
η

)T
.

Áóäåì îïðåäåëÿòü îöåíêè ïî ñëåäóþùåìó êðèòåðèþ:

min
θ∈B̃

N∑

i=1

(
ϕ
(i)
y θTb − ϕ

(i)
η θTa

)2

σ2ς + θTb Hαθ
T
b

, (2)

ãäå

σ2ς = lim
N→∞

1

N

N∑

i=0

ς2i , lim
N→∞

1

N

[
N∑

i=1

ϕ
(i)
ξ

(
ϕ
(i)
ξ

)T
]
= Hα,

ϕ
(i)
ξ =

(
∆α(1)

ξ
i−f

(1)
1
, . . . , ∆α(r1)

ξ
i−f

(r1)
1

)T
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {yi, i = . . . ,−1, 0, 1, . . . }
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1) ñ íà÷àëüíûìè íóëåâûìè óñëîâèÿìè è âûïîëíÿþòñÿ
ïðåäïîëîæåíèÿ 1�4. Òîãäà îöåíêè b̂(N), â(N), îïðåäåëÿåìûå âûðàæåíèåì (2)
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðè N → ∞, ñóùåñòâóþò, åäèíñòâåííûå è ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî

ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÀÒÒ�ÀÊÒÎ�ÎÂ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÉ

Â �ÀÌÊÀÕ ÌÍÎ�ÎÝÒÀÏÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎ-ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÎÍÍÛÕ

ÇÀÄÀÍÈÉ ÊÀÊ Ñ�ÅÄÑÒÂÎ �ÀÇÂÈÒÈß Ê�ÅÀÒÈÂÍÎÑÒÈ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ

1

Â. À. Èâêîâ (�îññèÿ, Êîñòðîìà; Ê�Ó èì. Í. À. Íåêðàñîâà),

Â. Ñ. Ñåêîâàíîâ (�îññèÿ, Êîñòðîìà; Ê�Ó èì. Í. À. Íåêðàñîâà),

Å. È. Ñìèðíîâ (�îññèÿ, ßðîñëàâëü; ß�ÏÓ)

Ìíîãîýòàïíûå ìàòåìàòèêî-èí�îðìàöèîííûå çàäàíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñïåöè-

àëüíî ñîñòàâëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çàäà÷, óïðàæíåíèé, ïðîáëåì è äèäàê-

òè÷åñêèõ ñèòóàöèé, êîòîðûå ñîåäèíÿþò äðóã ñ äðóãîì: ðàçëè÷íûå âèäû òâîð÷å-

ñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè; ïðîâåäåíèå ìàòåìàòèêî-êîìïüþòåðíûõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ; âûïîëíåíèå ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ïî ìàòåìàòèêå è èí�îðìàòèêå;

ïðîãðàììèðîâàíèå �ðàêòàëîâ; ñîçäàíèå õóäîæåñòâåííûõ êîìïîçèöèé ñ ïîìî-

ùüþ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, ðàññìîòðåíû Â. Ñ. Ñåêîâàíîâûì â [1℄. Ìû ïî-

íèìàåì ìíîãîýòàïíûå ìàòåìàòèêî-èí�îðìàöèîííûå çàäàíèÿ êàê ëàáîðàòîðèþ,

â ðàìêàõ êîòîðîé ïðîèñõîäèò òâîð÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ è òâîð÷åñêàÿ èí�îð-

ìàöèîííàÿ äåÿòåëüíîñòü, íàöåëåííûå íà ðàçâèòèå êðåàòèâíûõ êà÷åñòâ áàêàëàâ-

ðà, ìàãèñòðà è àñïèðàíòà. Ïðè âûïîëíåíèè ÌÈÇ ìû îïèðàåìñÿ íà ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [3�6℄.

Íà ïåðâîì ýòàïå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, ïðèâî-

äÿòñÿ ïðèìåðû íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ¾àòòðàêòîð¿ êàê

ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî. Ïðèâîäÿòñÿ ïðîñòåéøèå ïðèìåðû àòòðàêòîðîâ: äëÿ

f(x) = x2 àòòðàêòîðîì áóäåò íåïîäâèæíàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ òî÷êà x = 0, à äëÿ
ϕ(a, x) = (1+a)x−x3 äèàãðàììîé àòòðàêòîðîâ áóäåò äåðåâî Ôåéãåíáàóìà, èìå-
þùåå ñòðóêòóðó ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a.
Â îäíèõ ñëó÷àÿõ àòòðàêòîð áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîé, äâóõ è ò. ä. òî÷åê è ïîñòå-

ïåííî óñëîæíÿòüñÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a àòòðàêòîð èìååò
�ðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó è íàçûâàåòñÿ ñòðàííûì. Ñòðàííûå àòòðàêòîðû èñïîëü-

çóþòñÿ â ýêîíîìèêå (äëÿ ñîçäàíèÿ ìîäåëè ðîñòà êàïèòàëà), â áèîëîãèè (äëÿ ñî-

çäàíèè ìîäåëè ðîñòà ïîïóëÿöèé), â �èçèêå (ìîäåëèðîâàíèå �àçîâûõ ïåðåõîäîâ)

è ò. ä.

Íà âòîðîì ýòàïå èññëåäóþòñÿ õàîòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ. Êàê îêàçàëîñü,

ìåæäó ñòðàííûìè àòòðàêòîðàìè è õàîñîì ïðîÿâëÿåòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü. Ñóùåñòâó-

þò ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ õàîñà äëÿ îòîáðàæåíèé. Òàê, õàîòè÷íîå îòîáðàæåíèå

ïî Äåâàíè îáëàäàåò òðåìÿ ñâîéñòâàìè: ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòüþ îò íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé; òðàíçèòèâíîñòüþ; âñþäó ïëîòíîñòüþ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê [2℄.

Íà òðåòüåì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Áåðíóëëè, êàê êëàññè-

÷åñêîå (�óíêöèÿ îáðàòíîãî ñäâèãà), òàê è åãî ìîäè�èêàöèè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ õà-

îòè÷íîñòü ìîäè�èöèðîâàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåðíóëëè íà ñîîòâåòñòâóþùåì

ìíîæåñòâå Êàíòîðà.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 16-18-10304.
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Íà ÷åòâåðòîì ýòàïå èññëåäóþòñÿ àòòðàêòîðû ìîäè�èöèðîâàííîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ýíî

Tn

(
x

y

)
=

(
1− ax2 + y

1
n

bxn

)
, n = 1, 2, 3, . . .

Íàõîäÿòñÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðîâîäèòñÿ åãî ëèíåàðèçàöèÿ.

�àçðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòì âèçóàëèçàöèè àòòðàêòîðîâ ìîäè�èöèðîâàííîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ýíî.

Íà ïÿòîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïåêàðÿ. Äîêàçûâàåòñÿ

õàîòè÷íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàõîäèòñÿ ðàçìåðíîñòü åãî àòòðàêòîðîâ.

Íà øåñòîì ýòàïå èçó÷àåòñÿ çíàìåíèòîå ïðåîáðàçîâàíèå ¾Êîøêà Àðíîëü-

äà¿. Ñíà÷àëà íàõîäÿòñÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ¾Êîøêà Àðíîëüäà¿.

Äàëåå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è.

Íà ñåäüìîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåíòîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ. Óñòàíàâëè-

âàåòñÿ åå õàîòè÷íîñòü íà ìíîæåñòâå Êàíòîðà.

Âîñüìîé ýòàï ïîñâÿùåí èñòîðèè ðàçâèòèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè. Íà äàí-

íîì ýòàïå ñòóäåíòàì äàþòñÿ çàäàíèÿ äëÿ íàïèñàíèÿ ðå�åðàòîâ ïî îñíîâíûì

íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, ìíîãîýòàïíîå ÌÈÇ ¾Èçó÷åíèå àòòðàêòîðîâ

íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé¿ íàöåëåíî íà ðàçâèòèå êðåàòèâíîñòè ñòóäåíòîâ.

Â ðàìêàõ äàííîãî ÌÈÇ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòóäåíòû ïðèìåíÿþò íå òîëüêî ìà-

òåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, íî è ðàçðàáàòûâàþò êîìïüþòåðíûå àëãîðèòìû äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ àòòðàêòîðîâ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ÷òî ïîâûøàåò èõ ìîòèâàöèþ

êàê îáó÷åíèþ ìàòåìàòèêå, òàê è èí�îðìàòèêå, ðàçâèâàåò òàêèå âàæíåéøèå êðå-

àòèâíûå êà÷åñòâà, êàê ãèáêîñòü è êðèòè÷íîñòü ìûøëåíèÿ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× Ñ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÌ ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅÌ

Äæ. À. Êàðàåâà

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎØ � 30)

Öåëü ìîåé ðàáîòû � èçó÷èòü ìåòîäû äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûõ

çàäà÷ è íàó÷èòüñÿ íàâûêàì, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè óìåëî ïðèìåíÿòü ýòè òåîðåòè-

÷åñêèå çíàíèÿ â ïðàêòè÷åñêîé æèçíè. Õî÷ó íàó÷èòüñÿ àíàëèçèðîâàòü ýòè çàäà-

÷è, ðàáîòàòü íàä ðàçâèòèåì èíòåëëåêòóàëüíûõ è ïðàêòè÷åñêèõ óìåíèé â îáëàñòè

ýêîíîìèêè.

Ñ ó÷åòîì ðåàëüíûõ ïîòðåáíîñòåé ðûíêà âñå àêòóàëüíåå ñòàíîâèòñÿ ýêîíîìè-

êà â æèçíè êàæäîãî ÷åëîâåêà. Ýòà íàóêà ìîæåò íàó÷èòü íàñ êàê ýêîíîìè÷åñêèì

ïðîáëåìàì, òàê è ñïîñîáîì èõ óäîâëåòâîðåíèÿ. Âàæíî íàó÷èòüñÿ ðåøåíèþ ýêî-

íîìè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñïîñîáàìè.

Àíàëèç øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ çàðóáåæíûõ ñòðàí (òàêèõ êàê Âåëèêîáðèòàíèÿ,

ÑØÀ è Àâñòðàëèÿ) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèêëàäíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëå-

ìîé ÷àñòüþ øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè â ýòèõ ñòðàíàõ, â ÷åì, ê âåëèêîìó

ñîæàëåíèþ, ñîâðåìåííûå ðîññèéñêèå ó÷åáíèêè çàìåòíî ïðîèãðûâàþò.

Ïîëîæåíèå â íàøåé ñòðàíå óñóãóáëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì óðîâíåì ýêîíîìè÷å-

ñêîãî îáðàçîâàíèÿ, áîëåå òîãî, ïîëíîé ýêîíîìè÷åñêîé áåçãðàìîòíîñòüþ áîëüøåé

÷àñòè íàñåëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì �îññèè ê ðûíî÷íûì îòíîøåíèÿì ïîâûøà-

åòñÿ îòâåòñòâåííîñòü íå òîëüêî êàæäîãî ãðàæäàíèíà çà ñâîè äåéñòâèÿ â ñ�åðå

�èíàíñîâ, íî è ýêîíîìè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è âîñïèòàíèÿ â øêîëå.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèîáðåòåíèå ýêîíîìè÷åñêèõ çíàíèé íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè

ïîìîæåò ïðåîäîëåòü èìåþùèéñÿ ðàçðûâ ìåæäó ïîòðåáíîñòÿìè æèçíè è ïåäàãî-

ãè÷åñêèì ïðîöåññîì, òàê êàê øêîëà ãîòîâèò ìàëåíüêîãî ÷åëîâåêà ê æèçíè óæå

â ðàííåì äåòñòâå.

Èñõîäÿ èç âûøå èçëîæåííîãî, ÿ ðåøèëà ðàññìîòðåòü ïî ìàòåìàòèêå áîëåå

æèçíåííûå çàäà÷è, êîòîðûå èìåþò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê íàøåé ðîññèéñêîé ýêî-

íîìèêå è ìíå äóìàåòñÿ � ýòî ñàìàÿ àêòóàëüíàÿ òåìà íà ñåãîäíÿøíèé äåíü.

¾Êòî ñ äåòñêèõ ëåò çàíèìàåòñÿ ìàòåìàòèêîé, òîò ðàçâèâàåò âíèìàíèå, òðå-

íèðóåò ìîçã, ñâîþ âîëþ, âîñïèòûâàåò íàñòîé÷èâîñòü è óïîðñòâî â äîñòèæåíèè

öåëè¿ (À. Ìàðêóøåâè÷).
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÎÁÓ×ÅÍÈß ËÞÄÅÉ

Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒßÌÈ

Ä. Â. Êðþêîâ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ),

�. Þ. �ÿáûõ (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ),

Í. Â. Ôðîëîâà (�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; Ä�ÒÓ)

Èíêëþçèâíîå îáðàçîâàíèå ðàçâèâàåòñÿ íà îñíîâå òðàäèöèîíîé ñèñòåìû îá-

ðàçîâàíèÿ. Êàê ïîêàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå, â íàñòîÿùåå âðåìÿ â âó-

çàõ îáó÷àåòñÿ îêîëî 4 ïðîöåíòîâ ñòóäåíòîâ èç ÷èñëà ëèö ñ îãðàíè÷åííûìè âîç-

ìîæíîñòÿìè çäîðîâüÿ (ÎÂÇ) è èíâàëèäíîñòüþ. Áîëüøèíñòâî ìîëîäûõ ëþäåé ñ

ïñèõî�èçè÷åñêèìè îòêëîíåíèÿìè íå îõâà÷åíû âûñøèì îáðàçîâàíèåì, è äëÿ èõ

ïðèâëå÷åíèÿ íóæíî ñîçäàâàòü ñïåöèàëüíûå óñëîâèÿ [1℄.

Èíêëþçèâíîå (âûñøåå) îáðàçîâàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîöåññ ñîâìåñò-

íîãî îáó÷åíèÿ, ðàçâèòèÿ è âîñïèòàíèÿ ëèö ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíîñòÿìè

çäîðîâüÿ è ó÷àùèõñÿ áåç îãðàíè÷åíèé. Íî ìíîãèå ñòóäåíòû ñ ÎÂÇ íå ìîãóò îñâà-

èâàòü ó÷åáíóþ ïðîãðàììó âóçîâ â óñòàíîâëåííûå ñðîêè è â íåîáõîäèìîì îáúå-

ìå. Èì òðåáóåòñÿ ïðîãðàììà, ñîñòàâëåííàÿ ñ ó÷åòîì èõ îñîáåííîñòåé è âîçìîæ-

íîñòåé. Àäàïòèðîâàííàÿ ó÷åáíàÿ ïðîãðàììà è èíäèâèäóàëüíûé ó÷åáíûé ïëàí

ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè óñëîâèÿìè óñïåøíîãî ïîëó÷åíèÿ îáðàçîâàíèÿ ëèöàìè ñ

ÎÂÇ è èíâàëèäíîñòüþ [2℄.

Îäèí èç àâòîðîâ äàííîé ðàáîòû ðàçðàáîòàë ïðîãðàììó äèñòàíöèîííîãî îáó-

÷åíèÿ â öåëîì (âêëþ÷àÿ ñþäà âûïóñêíóþ êâàëè�èêàöèîííóþ ðàáîòó). Áîëüøîå

ìåñòî â ýòîé ïðîãðàììå îòâîäèòñÿ ðîëè äîïîëíèòåëüíîé àäìèíèñòðàòèâíîé åäè-

íèöû � òüþòîðà�êîîðäèíàòîðà, âûïîëíÿþùåãî ðàçëè÷íûå �óíêöèè: 1) ïîìîùü

â àäàïòàöèè ñòóäåíòà ê äàííîìó òèïó îáó÷åíèÿ; 2) ïîìîùü â îâëàäåíèè íåîá-

õîäèìûìè êîìïüþòåðíûìè íàâûêàìè; 3) îñóùåñòâëåíèå ñâîåâðåìåííîé ñâÿçè

ñòóäåíòà ñ êîíñóëüòàíòîì�ïðåïîäàâàòåëåì êîíêðåòíîé äèñöèïëèíû; 4) êîíòðîëü

ñîáëþäåíèÿ ãðà�èêà âûïîëíåíèÿ êîíòðîëüíûõ è ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò, ñäà÷è òå-

ñòîâ è ò. ï.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÌÅÒÎÄÈÊÀ Ï�ÅÏÎÄÀÂÀÍÈß ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÎ�Î ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß

Í. È. Ëîáàíîâà

(�îññèÿ, Çåëåíîêóìñê; ÌÓÄÎ ¾ÖÂ�¿)

Ó÷èòûâàÿ âàæíóþ ðîëü, êîòîðóþ èãðàþò äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â

ìàòåìàòèêå è åñòåñòâîçíàíèè (�èçèêå, àñòðîíîìèè, õèìèè, áèîëîãèè, ìåäèöèíå,

ýêîíîìèêå è äðóãèõ), äîñòóïíîñòü ÿñíîãî ïîíèìàíèÿ ýòîé ðîëè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âåñüìà àêòóàëüíîé çàäà÷à îçíàêîìëåíèÿ ó÷àùèõñÿ ñòàðøèõ êëàññîâ ñ ýëåìåí-

òàìè òåîðèè è ïðèëîæåíèé ýòèõ óðàâíåíèé â ðàìêàõ ñèñòåìû äîïîëíèòåëüíîãî

îáðàçîâàíèÿ. Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü è öåëåñîîáðàçíîñòü îáó÷åíèÿ øêîëüíè-

êîâ ñîñòàâëåíèþ è ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè

èçó÷åíèè êîíêðåòíûõ ÿâëåíèé îêðóæàþùåãî ìèðà. Ïðè ýòîì âàæíîå çíà÷åíèå

èìååò âûáîð çàäà÷, êîòîðûå äîëæíû áûòü ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

îíè âûçûâàëè æèâîé èíòåðåñ â èõ ðåøåíèè, à òàêæå â àíàëèçå è îáñóæäåíèè

ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ðàçäå-

ëîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, èìåþùèõ îáøèðíûå è ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæå-

íèÿ, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìíîãèõ ÿâ-

ëåíèé â âèäå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íóæíî, êàê ïðàâèëî, çíàòü òîëüêî

ëîêàëüíûå ñâÿçè, è íå íóæíà âñÿ èí�îðìàöèÿ îá ýòèõ ÿâëåíèÿõ â öåëîì. Ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàåò âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ÿâëåíèå â öåëîì, ïðåäñêàçàòü

åãî ðàçâèòèå, äåëàòü êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè èçìåíåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â íåì ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè.

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû �èçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è, ïðåä-

ñòàâëÿþùèå èíòåðåñ äëÿ îáó÷àþùèõñÿ â ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ,

ñâîäÿùèåñÿ ê ñîñòàâëåíèþ è ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ðå-

øåíèè �èçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ îäèí èç îñíîâíûõ ìåòî-

äîâ èññëåäîâàíèÿ ðåàëüíûõ ñèòóàöèé � ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,

êîòîðûé âêëþ÷àåò òðè îñíîâíûõ ýòàïà:

1) ïåðåâîä ïðåäëîæåííîé çàäà÷è ñ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà íà ÿçûê ìàòåìàòè-

÷åñêèõ òåðìèíîâ, ò. å. ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè; ïðèìåðîì ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå;

2) ðåøåíèå çàäà÷è ñðåäñòâàìè ìàòåìàòèêè âíóòðè ìîäåëè;

3) èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, ò. å. ïåðåâîä ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà

íà ÿçûê, íà êîòîðîì áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà èñõîäíàÿ çàäà÷à [1℄.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñïîñîáñòâóåò �îðìèðîâàíèþ îïðåäåëåííûõ �îðì

ìûøëåíèÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ àäåêâàòíîãî ïîíèìàíèÿ îêðóæàþùåé íàñ äåéñòâè-

òåëüíîñòè, òàê êàê èçó÷àåò ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå ïóòåì àáñòðàãèðîâàíèÿ îò ÿâ-

ëåíèé ðåàëüíîãî ìèðà [2℄.

Ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäè÷åñêèå ïóòè ðåøåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàííîé

ïðîáëåìû îáó÷åíèÿ ó÷àùèõñÿ ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
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� ðåøåíèå ïðàêàòèêî-îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê äè��åðåíöè-

àëüíûì óðàâíåíèÿì;

� óñòðàíåíèå òèïè÷íûõ îøèáîê ñòàðøåêëàññíèêîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñ ïî-

ìîùüþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ óñïåøíîãî óñâîåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ó÷àùèìñÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü ðåøåíèå ðÿäà èí-

òåðåñíûõ è äîñòóïíûõ äëÿ ÿñíîãî ïîíèìàíèÿ çàäà÷ èç êíèãè [4℄.

Ñîâðåìåííîå çàíÿòèå â ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ � ýòî âðåìÿ,

êîãäà ó÷àùèåñÿ ñàìè èùóò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû, ñïîðÿò, ñîïîñòàâ-

ëÿþò, îáîáùàþò, äåëàþò âûâîäû. Îäíèì ñëîâîì, àêòèâíî ó÷àñòâóþò â îáñóæäå-

íèè òîãî, ÷òî è êàê ïðîèñõîäèò â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííûõ

çàäà÷ [1℄.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÀß �ÅÔËÅÊÑÈß ÎÁÓ×ÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

È. Å. Ìàëîâà

(�îññèÿ, Áðÿíñê, Á�Ó; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Ïîíÿòèå ìåòîäè÷åñêîé ðå�ëåêñèè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ ïåäàãîãè÷åñêîé ðå�ëåêñèè, à ¾ðå�ëåêñèÿ â ïåäàãîãè÷åñêîé äå-

ÿòåëüíîñòè � ýòî ïðîöåññ ìûñëåííîãî . . . àíàëèçà êàêîé-ëèáî ïðî�åññèîíàëü-

íîé ïðîáëåìû, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âîçíèêàåò ëè÷íîñòíî îêðàøåííîå îñìûñ-

ëåíèå ñóùíîñòè ïðîáëåìû è íîâûå ïåðñïåêòèâû åå ðåøåíèÿ¿ [1, 
. 62�63℄. Èç

ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñóùåñòâåííûå ïðèçíàêè ìåòîäè÷åñêîé ðå�ëåêñèè:

âûäåëåíèå ìåòîäè÷åñêîé ïðîáëåìû; ìûñëåííûé àíàëèç ïðîáëåìû; îñìûñëåíèå

ñóùíîñòè ïðîáëåìû; ïåðñïåêòèâíûå âûâîäû äëÿ ñåáÿ. Âìåñòî ñëîâ ¾ìåòîäè÷å-

ñêàÿ ïðîáëåìà¿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëîâà ¾ìåòîäè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ¿, êîòîðûå

ðàñøèðÿþò ñ�åðó èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäè÷åñêîé ðå�ëåêñèè.

Ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàííûì, ÷òî îñíîâíûì ìåõàíèçìîì (ïðèíöèïîì) ðå�ëåêñèè

ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ¾îáðàòíîé ñâÿçè¿.

Âûäåëèì òðè ýòàïà ìåòîäè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè: ïðîåêòèðîâàíèå, îñóùåñòâ-

ëåíèå è àíàëèç ïðîöåññà îáó÷åíèÿ, íà êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäè÷åñêàÿ

ðå�ëåêñèÿ.

�å�ëåêñèþ ïåðâîãî ýòàïà íàçûâàþò ¾êîíñòðóèðóþùåé¿, ¾óïðåæäàþùåé¿,

¾ðå�ëåêñèåé-äî-äåéñòâèÿ¿ è äð.

Íà ýòîì ýòàïå ó÷èòåëü àíàëèçèðóåò ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå; îïðåäåëÿåò

öåëè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ; êîíñòðóèðóåò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ñâî-

èõ ìåòîäè÷åñêèõ äåéñòâèé ïî îðãàíèçàöèè óñïåøíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ ñ

ýòèì ìàòåðèàëîì è âûáèðàåò íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé; ñîîòíîñèò ñâîè äåéñòâèÿ

ñ öåëÿìè îáó÷åíèÿ è âîçìîæíûìè ïîñëåäñòâèÿìè äëÿ ó÷àùèõñÿ; îáîñíîâûâà-

åò ñâîè ìåòîäè÷åñêèå äåéñòâèÿ è äð. Íà ýòîì ýòàïå ìû ðåêîìåíäóåì ó÷èòåëþ

�îðìóëèðîâàòü äëÿ ñåáÿ âîïðîñû ¾Ïî÷åìó ÿ . . . ?¿ è îòâå÷àòü íà íèõ. Çàïîëíå-

íèå ìíîãîòî÷èÿ â âîïðîñå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ìåòîäè÷åñêèé ïðèåì, à îòâåò íà

âîïðîñ � îáîñíîâàòü åãî.

Âàæíûì ìåòîäè÷åñêèì óìåíèåì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ó÷èòåëåì ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ñîäåðæàíèÿ ¾ãëàçàìè ó÷àùèõñÿ¿. Çíà÷èìîñòü ýòîãî óìåíèÿ ïîâûøàåòñÿ â

íàñòîÿùåå âðåìÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ óìåòü îðãàíèçîâàòü ñìûñëîâîå ÷òåíèå ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ. Ìåòîäè÷åñêóþ ïîìîùü ó÷èòåëþ â ïîíèìàíèè âîñïðèÿòèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ ó÷àùèìèñÿ îêàçûâàþò ó÷åáíèêè ÓÌÊ ¾Ìàòåìà-

òèêà. Ïñèõîëîãèÿ. Èíòåëëåêò¿, ïîñêîëüêó îíè ïîñòðîåíû íà îáîãàùàþùåé ìî-

äåëè îáó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñòèëåé ó÷àùèõñÿ [3℄.

�å�ëåêñèþ âòîðîãî ýòàïà íàçûâàþò ¾èíòåðàêòèâíîé¿, ¾ñèíõðîííîé¿,

¾ðå�ëåêñèåé-â-äåéñòâèè¿ è äð.

Íà ýòîì ýòàïå ó÷èòåëü îðãàíèçóåò âçàèìîäåéñòâèå ó÷àùèõñÿ ñ ìàòåìàòè÷å-

ñêèì ìàòåðèàëîì, ñ ñîáîé è äðóã ñ äðóãîì ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîäåð-

æàíèÿ; âíîñèò êîððåêòèâû â ñâîè çàïëàíèðîâàííûå äåéñòâèÿ; âûÿâëÿåò äëÿ ñåáÿ
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ïðîáëåìíûå ìîìåíòû ïðîöåññà îáó÷åíèÿ è äð. Íà ýòîì ýòàïå ìû ðåêîìåíäóåì

ó÷èòåëþ �èêñèðîâàòü ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ó÷àùèåñÿ îêàçûâàþòñÿ óñïåøíûìè

èëè íåóñïåøíûìè ñ ïîìîùüþ âîïðîñîâ ¾Ïî÷åìó ó÷àùèåñÿ . . . ?¿, ãäå âìåñòî

ìíîãîòî÷èÿ ñòàâèòñÿ îïèñàíèå âîçíèêøåé ñèòóàöèè.

�å�ëåêñèþ òðåòüåãî ýòàïà íàçûâàþò ¾îáçîðíîé¿, ¾ðåòðîñïåêòèâíîé¿,

¾ðå�ëåêñèåé-ïîñëå-äåéñòâèÿ¿ è äð.

Íà ýòîì ýòàïå ó÷èòåëü ñîîòíîñèò ïîñòàâëåííûå ðàíåå öåëè ñ ðåçóëüòàòîì è

ïðîöåññîì èõ äîñòèæåíèÿ; âûÿâëÿåò òî öåííîå, ÷òî ìîæåò ïîïîëíèòü åãî ìåòî-

äè÷åñêóþ êîïèëêó; îòâåðãàåò ïðèåìû, îêàçàâøèìèñÿ íåý��åêòèâíûìè è äð.

Íà ýòîì ýòàïå ìû ðåêîìåíäóåì ó÷èòåëþ îòâå÷àòü íà âîïðîñû ¾Ïî÷åìó ó÷à-

ùèåñÿ . . . ?¿, îáîáùàòü ñâîè ìåòîäè÷åñêèå íàõîäêè â âèäå îïèñàíèÿ èñïîëüçî-

âàííûõ ìåòîäè÷åñêèõ ïðèåìîâ.

Çíà÷èìûì äëÿ ìåòîäè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ó÷èòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãîòîâêà èì îò-

êðûòûõ èëè âèäåî óðîêîâ ñ ïîñëåäóþùèì ìåòîäè÷åñêèì àíàëèçîì è ïîñåùåíèå

óðîêîâ ñâîèõ êîëëåã äëÿ îáîãàùåíèÿ ñîáñòâåííîãî ìåòîäè÷åñêîãî îïûòà.

Îäíèì èç óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ìåòîäè÷åñêîå ñàìîðàçâèòèå ó÷èòåëÿ, ÿâ-

ëÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåãî îòêðûòîé ïîçíàâàòåëüíîé ïîçèöèè [2, 
. 87℄.

Îäíèì èç ñðåäñòâ, èëëþñòðèðóþùèõ ìåòîäè÷åñêóþ ðå�ëåêñèþ ó÷èòåëÿ, ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîçäàííàÿ èì ëè÷íîñòíî îðèåíòèðîâàííàÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðåçåíòàöèÿ ñ

àíàëèçîì ñâîèõ ìåòîäè÷åñêèõ äåéñòâèé.
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ÑÎÂ�ÅÌÅÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ Ï�ÎÁËÅÌÛ

ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÈÍÒÅ�ÅÑÀ Ó×ÀÙÈÕÑß Ê ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

À. Í. Ìîêðóøèí

(�îññèÿ, Êàëóãà; Ê�Ó èì. Ê. Ý. Öèîëêîâñêîãî)

Ê ïðîáëåìå �îðìèðîâàíèÿ èíòåðåñà ó îáó÷àþùèõñÿ â ðàìêàõ ïðåïîäàâà-

íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí îáðàùàëèñü ìíîãèå âèäíûå ó÷åíûå-ìàòåìàòèêè

è ìåòîäèñòû. Íà ìíîãîãðàííîñòü ýòîé ïðîáëåìû óêàçûâàåò è òî, ÷òî íàä íåé

ðàáîòàëè ïñèõîëîãè, ïåäàãîãè, �èëîñî�û, ñîöèîëîãè.

Ïðîáëåìà �îðìèðîâàíèÿ èíòåðåñà ó ó÷àùèõñÿ ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå íà-

õîäèò ñâîå îòðàæåíèå óæå â èññëåäîâàíèÿõ ó÷åíûõ â XVIII�XIX ââ. Îíè îòìå-

÷àëè, ÷òî êà÷åñòâåííîå îáó÷åíèå äîëæíî ñòðîèòüñÿ ÷åðåç ðàçâèòèå èíòåðåñà ó

îáó÷àþùèõñÿ ê ó÷åíèþ. Ýòî îòìå÷àëîñü â �åçîëþöèè I Âñåðîññèéñêîãî ñúåçäà

ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè ¾ïðèçíàåòñÿ æåëàòåëüíûì âûðàáîòêà çàäà÷íèêîâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãó èíòåðåñîâ ó÷àùèõñÿ, íà êàæäîé ñòóïåíè èõ îáó÷åíèÿ è

âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ äàííûå èç �èçèêè, êîñìîãðà�èè, ìåõàíèêè è ïð., à òàêæå

ñîñòàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé õðåñòîìàòèè, äîïîëíÿþùåé è óãëóáëÿþùåé ñâåäå-

íèÿ, âûíîñèìûå ó÷àùèìèñÿ èç îáÿçàòåëüíîé ïðîãðàììû¿ [1, ñ. 150℄. Ñïóñòÿ 100

ëåò ïîñëå ýòîãî ñúåçäà â Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â

�îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, óòâåðæäåííîé 24 äåêàáðÿ 2013 ãîäà, îòìå÷àåòñÿ àêòó-

àëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû è äëÿ íàñòîÿùåãî âðåìåíè. Â íåé îáîçíà÷å-

íû îñíîâíûå ïðîáëåìû ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, îáúåäèíåííûå

â òðè ãðóïïû, ñðåäè êîòîðûõ íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò ãðóïïà ïðîáëåì ìîòèâàöè-

îííîãî õàðàêòåðà [2, ñ. 2℄.

�àçëè÷íûå àñïåêòû �îðìèðîâàíèÿ èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ

â ðàáîòàõ Ñ. À. Áåäðèíîé, Ì. È. Áåêîåâîé, Ò. Ë. Áëèíîâîé, Ì. Ä. Áîÿðñêîãî,

Î. Â. Èâàíîâîé, Ò. �. Èâàíîâîé, Ë. Ï. Êèáàðäèíîé, Ï. Ñ. Êîðêèíîé, À. Â. Êó-

õàðü, �. Ä. Ìóñòàêèìîâà, Ñ. Ñ. Ìó÷êàåâîé, Ì. Â. Ìÿ÷èíîé, Î. Â. Îõìåòåíêî,

Ë. Î. �óïàêîâîé, Ò. Å. �ûìàíîâîé, Î. Â. Òàðàêàíîâîé, Ò. �. Òèêèíîé è äð.

Àíàëèç èññëåäîâàíèé ýòèõ àâòîðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè îïðåäåëÿþò òðè îñ-

íîâíûõ èñòî÷íèêà �îðìèðîâàíèÿ èíòåðåñà: ñîäåðæàíèå èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà,

îðãàíèçàöèÿ äåÿòåëüíîñòè â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ è âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ó÷è-

òåëåì è ó÷åíèêîì, ìåæäó ó÷åíèêàìè.

Â ñîäåðæàíèè ìàòåðèàëà âûäåëÿþò ñëåäóþùèå ñðåäñòâà è ïðèåìû: íîâèçíà

ìàòåðèàëà, åãî äîñòóïíîñòü, èñïîëüçîâàíèå èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî àñïåêòà,

çíàêîìñòâî ñ íàó÷íûìè äîñòèæåíèÿìè, ïðàêòè÷åñêàÿ è ïðèêëàäíàÿ çíà÷èìîñòü

ìàòåìàòèêè, ìåæïðåäìåòíûå ñâÿçè, íàãëÿäíîñòü è çàíèìàòåëüíîñòü, ýìîöèî-

íàëüíîñòü, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

Îðãàíèçàöèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà ñ öåëüþ �îðìèðîâàíèÿ ïîçíàâàòåëüíîãî èí-

òåðåñà ïîäðàçóìåâàåò ñëåäóþùèå �îðìû ðàáîòû: äèäàêòè÷åñêèå èãðû, ïîèñêî-

âàÿ è èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü, èñïîëüçîâàíèå ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ,
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ïðèìåíåíèå ÈÊÒ-òåõíîëîãèé, ðàçëè÷íûå �îðìû ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, ïî-

ñòðîåíèå îáó÷åíèÿ íà îñíîâå äåÿòåëüíîñòíîãî ïîäõîäà, ðàçëè÷íûå �îðìû âíå-

êëàññíîé ðàáîòû è äð.

Âçàèìîîòíîøåíèÿ â êëàññå äîëæíû áûòü âûñòðîåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïðîõîäèë â òâîð÷åñêîé àòìîñ�åðå, ïñèõîëîãè÷åñêè êîì�îðò-

íûõ óñëîâèÿõ, ñ ó÷åòîì èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé êàæäîãî ó÷åíèêà. �åøà-

þùóþ ðîëü â ýòîì àñïåêòå èãðàåò ìàñòåðñòâî ó÷èòåëÿ.

Ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè îòìå÷åíî èñïîëüçîâàíèå èñòîðè÷åñêîãî ìàòåðèà-

ëà â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèåìîâ àêòèâèçàöèè è ðàçâèòèÿ èíòåðåñà ê ìàòåìàòè-

êå. Òàê, íàïðèìåð, èññëåäîâàíèå Ñ. Ñ. Ìó÷êàåâîé ïîñâÿùåíî ðàçâèòèþ èíòåðåñà

ó÷àùèõñÿ ÷åðåç ýñòåòè÷åñêèé ïîòåíöèàë èñòîðè÷åñêèõ çàäà÷ è òåîðåì ñ ÷åðòå-

æîì. Ë. Î. �óïàêîâà ðàññìàòðèâàåò êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â êà÷åñòâå ñðåä-

ñòâà ðàçâèòèÿ èíòåðåñà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ýëåìåíòà-

ìè èñòîðèçìà. Þ. À. Äðîáûøåâ ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü ïåðñîíàëèñòè÷åñêèé

êîìïîíåíò èñòîðèè ìàòåìàòèêè íå òîëüêî äëÿ ìîòèâàöèè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå,

íî è ¾ñ öåëüþ �îðìèðîâàíèÿ ó âîñïèòóåìûõ êà÷åñòâ ëè÷íîñòè¿ [3, ñ. 39℄.

Îäíàêî â óêàçàííûõ ðàáîòàõ èñïîëüçîâàíèå èñòîðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå îäíîãî èç àñïåêòîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû. Òàêèì îáðàçîì,

èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî îòñóòñòâóþò èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå ñè-

ñòåìíîìó èñïîëüçîâàíèþ âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàòå-

ðèàëà êàê ñðåäñòâà �îðìèðîâàíèÿ èíòåðåñà ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå. Â ñâÿçè

ñ ýòèì âèäèòñÿ ïåðñïåêòèâíûì èññëåäîâàíèå äàííîãî íàïðàâëåíèÿ.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ

Â �ÎÑÒÎÂÅ-ÍÀ-ÄÎÍÓ (1917�2017)

Þ. Ñ. Íàëáàíäÿí

(�îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïåðååçä Âàðøàâñêîãî óíèâåðñèòåòà â �îñòîâ-íà-Äîíó â 1915 ã. ñòàë çíà÷è-

ìûì ñîáûòèåì â æèçíè êðóïíîãî þæíîãî ãîðîäà, â êîòîðîì äî ýòîãî ìîìåíòà íå

áûëî íè îäíîãî íàó÷íî-ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ, íè îäíîãî ÷åëîâåêà ñ ó÷åíîé ñòåïå-

íüþ è çâàíèåì. Êîëëåêòèâ óíèâåðñèòåòà, íàðÿäó ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ïî íàëàæèâà-

íèþ ó÷åáíîãî ïðîöåññà, àêòèâíî âêëþ÷èëñÿ â ðàáîòó ñ ó÷èòåëÿìè è â îðãàíèçà-

öèîííóþ è íàó÷íî-ïðîñâåòèòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü � â êðàò÷àéøèå ñðîêè áûëè

ñîçäàíû Âûñøèå Æåíñêèå êóðñû ñ òðåìÿ �àêóëüòåòàìè, Àðõåîëîãè÷åñêèé èí-

ñòèòóò, Íàðîäíûé óíèâåðñèòåò, Êîììåð÷åñêèé èíñòèòóò (ïîäðîáíîñòè ñì. â [1℄).

Âñêîðå ñòàëî ÿñíî, ÷òî î âîçâðàùåíèè â Âàðøàâó ðå÷è áûòü íå ìîæåò, è íàäî

ãîòîâèòüñÿ ê çàêðåïëåíèþ ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ â �îñòîâå, ê òîìó, ÷òî, êàê ïèñà-

ëè â ñâîèõ ïðåäëîæåíèÿõ ïðåäñòàâèòåëè �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà,

¾íîâûé ðîñòîâñêèé óíèâåðñèòåò ñîçäàåòñÿ êàê áóäóùèé ðàññàäíèê ïðîñâåùå-

íèÿ â îáøèðíîì è áîãàòîì þãî-âîñòî÷íîì êðàå . . . íàâñåãäà¿ (�îñóäàðñòâåííûé

àðõèâ �îñòîâñêîé îáëàñòè (�À�Î), �. 527, îïèñü 1, � 2, ë. 41). À âñêîðå óíè-

âåðñèòåò ñòîëêíóëñÿ åùå ñ îäíîé ïðîáëåìîé � ñ ðå�îðìîé îáðàçîâàíèÿ âîîáùå

è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ÷àñòíîñòè.

Â äîêëàäå, îïèðàþùåìñÿ íà àðõèâíûå ìàòåðèàëû, ñîáðàííûå â ñâîå âðåìÿ

Ìàðãàðèòîé Áàáêåíîâíîé Íàëáàíäÿí, ïðåäïîëàãàåòñÿ îñòàíîâèòüñÿ íà ñëåäóþ-

ùèõ ìîìåíòàõ.

1. Àíàëèç ðå�îðì, ïðîâåäåííûõ ê ñåíòÿáðþ 1917 ã. â ñâÿçè ¾ñ ïðåîáðàçî-

âàíèåì Âàðøàâñêîãî â Äîíñêîé óíèâåðñèòåò¿ (íà îñíîâå ¾Çàïèñêè¿ ïðî�åññî-

ðà Äìèòðèÿ Äìèòðèåâè÷à Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî, õðàíÿùåéñÿ â �À�Î, �. 527,

îïèñü 1, � 310, ëë. 23�25). Çäåñü ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñðàâíåíèå ñ ñîáûòè-

ÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â Ïåòðîãðàäñêèì è Ìîñêîâñêèì óíèâåðñèòåòàõ, à òàêæå

íåêîòîðûå âîïðîñû îðãàíèçàöèîííîãî è ïåäàãîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà (â ÷àñòíîñòè,

îáîñíîâàíèå îïàñíîñòè ¾ïðåäìåòíîé ñèñòåìû¿, êîòîðóþ ñòóäåíòû ïîíèìàþò êàê

¾ñäàâàé ÷òî õî÷åøü è êîãäà óãîäíî¿, è äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè ïåðåõîäà

îò ¾ðàçðóøèòåëüíîé ðàáîòû¿ ê ñîçèäàòåëüíîé � ¾ðóêîâîäñòâóÿñü íå òàêòè÷å-

ñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, à èñêëþ÷èòåëüíî ïåäàãîãè÷åñêèìè è ïñèõîëîãè÷åñêèìè

ñîîáðàæåíèÿìè, ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè â ðóêàõ¿ è ò. ï.). Çàñëóæèâàåò

âíèìàíèÿ ïðèçûâ Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî ê îñòîðîæíîñòè ïðè ïðîâåäå-

íèè ïðåîáðàçîâàíèé: ¾Ìåòîäû ïðåïîäàâàíèÿ âûðàáîòàíû ìíîãîëåòíèì îïûòîì,

îíè òàê âûêðèñòàëèçîâàëèñü, ÷òî îòíîñÿùèåñÿ ê íèì ðå�îðìû äîëæíû õîðîøî

ïðîäóìàòüñÿ¿.

2. Èçìåíåíèÿ â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, â ó÷åáíîé íàãðóç-

êå, â ñîäåðæàíèè îñíîâíûõ è ñïåöèàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ â ïåðâûå
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ãîäû ðàáîòû óíèâåðñèòåòà â �îñòîâå-íà-Äîíó, à òàêæå â îðãàíèçàöèè îò÷åò-

íîñòè ñòóäåíòîâ. Îñíîâîé äëÿ ðàçáîðà ïðîèçîøåäøåé ðåîðãàíèçàöèè ñòàëî çà-

ìå÷àíèå Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî î òîì, ÷òî ¾óíèâåðñèòåò äîëæåí çàäà-

âàòüñÿ öåëüþ íå òîëüêî ñîîáùåíèÿ îïðåäåëåííîé ñóììû çíàíèé, îòíîñÿùèõñÿ

ê �àêóëüòåòñêîìó öèêëó íàóê, íî è äàâàòü ïèùó äëÿ íàó÷íîé ðàáîòû ìîëî-

äûõ ó÷åíûõ, ãàðìîíè÷åñêè ñîåäèíÿÿ ïåäàãîãè÷åñêèå öåëè ñ íàó÷íûìè¿ (�À�Î,

�. 527, îïèñü 1, � 448, ä. 258). Èìåííî ýòîò ïîäõîä è àíàëèç ðàçëè÷íûõ äî-

êóìåíòîâ, òàêèõ êàê ðàïîðò ¾�àñïðåäåëåíèå ïðåäìåòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäå-

ëåíèÿ Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Äîíñêîãî óíèâåðñèòåòà ïî ãðóïïàì

è ñïåöèàëüíîñòÿì¿, ðàñïèñàíèå çàíÿòèé, ïðîãðàììû ó÷åáíûõ êóðñîâ, äàåò âîç-

ìîæíîñòü îöåíèòü âñå íîâîââåäåíèÿ è ïîíÿòü, ñóìåëè ëè óíèâåðñèòåòñêèå ïðåïî-

äàâàòåëè ðåøèòü ðÿä âîïðîñîâ, íàïðèìåð, äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ¾äîëæíû ÷èòàòü-

ñÿ ñïåöèàëüíûå <êóðñû>, ïîäõîäÿùèå ê íåèññëåäîâàííûì îáëàñòÿì, êîòîðûå

ïðåèìóùåñòâåííî ñëóæàò èñòî÷íèêàìè òåì êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé è äðóãèõ

íàó÷íûõ ñòóäåí÷åñêèõ ðàáîò¿.

3. Íåêîòîðûå îðãàíèçàöèîííûå ìîìåíòû (âîçðàñòàþùàÿ ðîëü ïðàêòè÷åñêèõ

çàíÿòèé, èçìåíåíèÿ â êîíòèíãåíòå ñòóäåíòîâ, ðîëü ìàòåìàòè÷åñêîé ïðåäìåòíîé

êîìèññèè è Ñîâåòà �àêóëüòåòà, âîïðîñû ïåäàãîãè÷åñêîé ýòèêè). Ñðåäè ïðî÷å-

ãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ òàêæå ïîïûòêà ñðàâíèòü êîëè÷åñòâî è ñòåïåíü ïîäãîòîâ-

ëåííîñòè ñòóäåíòîâ â ðàçíûå ãîäû è ïîíÿòü ïðè÷èíû ðåãóëÿðíûõ ñîæàëåíèé

ïðåïîäàâàòåëåé î òîì, ÷òî ¾òðóäíîñòè, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè

ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäìåòîâ, îáóñëîâëèâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íîé ïîäãî-

òîâëåííîñòüþ ñòóäåíòîâ ê ñëóøàíèþ ýòèõ ïðåäìåòîâ¿. Âàæíûì è àêòóàëüíûì

ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáñóæäåíèå Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêèì è åãî êîëëåãàìè âîïðî-

ñîâ î òîì, êàêèå òåìû íåîáõîäèìî ðàçáèðàòü íà çàñåäàíèÿõ ïðåäìåòíûõ êîìèñ-

ñèé, à êàêèå � íà Ñîâåòå �àêóëüòåòà (â ÷àñòíîñòè, â èññëåäóåìûõ äîêóìåíòàõ

ðå÷ü èäåò î ïðèíöèïàõ ðàñïðåäåëåíèÿ êóðñîâ ìåæäó ïðåïîäàâàòåëÿìè, îá îðãà-

íèçàöèè êîíòðîëÿ çà ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòüþ ñòóäåíòîâ, êîòîðûé äîëæåí áûòü

åäèíîîáðàçíûì äëÿ âñåõ äèñöèñïëèí è ò. ä.).

4. Ïîäõîä Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî ê ÷òåíèþ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

êóðñîâ (ãåîìåòðèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è äðóãèå).

Ëèòåðàòóðà

1. Áåëîçåðîâ Ñ. Å. Î÷åðêè èñòîðèè �îñòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.��îñòîâ í/Ä.: Èçä-âî �îñò.

óí-òà, 1959.�362 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÇÀÄÀ×À Ñ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÀÌÈ ÊÀÊ Ñ�ÅÄÑÒÂÎ

ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÌÅÒÀÏ�ÅÄÌÅÒÍÛÕ ÓÌÅÍÈÉ

Ë. Ï. Îõâàò

(�îññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÑÎØ � 1 ñò. Àðõîíñêàÿ)

Îäíîé èç íàèáîëåå òðóäíûõ çàäàíèé Å�Ý ïî ìàòåìàòèêå íà ñåãîäíÿøíèé

äåíü ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñ ïàðàìåòðàìè. Çàäà÷è, â õîäå ðåøåíèÿ êîòîðûõ, íåîá-

õîäèìû âëàäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è íàâûêè èññëåäîâàòåëüñêîãî õà-

ðàêòåðà. Ìíîãèå âûïóñêíèêè äàæå íå ïðèñòóïàþò ê ðåøåíèþ ýòîãî âèäà çàäà-

íèé. Ïðè÷èíîé òîìó ñëóæèò íåäîñòàòî÷íîå âíèìàíèå ê çàäà÷àì ñ ïàðàìåòðà-

ìè â øêîëüíîì êóðñå èç-çà íåõâàòêè ÷àñîâ. Ïûòàÿñü èñïðàâèòü ñëîæèâøååñÿ

ïîëîæåíèå, ó÷èòåëÿ ïðåäëàãàþò ýëåêòèâíûé êóðñ äëÿ æåëàþùèõ íà ñòàðøåé

ñòóïåíè îáó÷åíèÿ. Íî ðàçâèòèå óìåíèé íàáëþäàòü è àíàëèçèðîâàòü, âûäâèãàòü

è äîêàçûâàòü ãèïîòåçû, îáîáùàòü è óñòàíàâëèâàòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿ-

çè, ïðèìåíÿòü è ïðåîáðàçîâûâàòü ñèìâîëû è çíàêè, ïðèíèìàòü ñàìîñòîÿòåëüíûå

ðåøåíèÿ è âûáèðàòü îïòèìàëüíûé ïóòü âûõîäà èç ïðîáëåìû; �îðìèðîâàíèå ëî-

ãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû äîëæíî ïðîèñõîäèòü äëÿ âñåõ

îáó÷àþùèõñÿ è íà ïðîòÿæåíèè âñåãî øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó

õî÷ó ïðåäëîæèòü, íà ìîé âçãëÿä, íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé âûõîä èç ñëîæèâøåé-

ñÿ ñèòóàöèè. À, èìåííî, ïðåäëàãàþ ñòðîèòü óðîêè îáîáùåíèÿ è ñèñòåìàòèçàöèè

çíàíèé ïî èçó÷åííîé òåìå íà îñíîâå íåêîòîðûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ýòîé òåìå.

Òàê íà ïîñëåäíåì óðîêå ïî òåìå ¾Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ¿ ñåìèêëàññíèêàì

ìîæíî ïðåäëîæèòü âûïîëíèòü ñëåäóþùåå çàäàíèå: ¾Èç óðàâíåíèé 0 · x = 2,
3(2x − 0, 8) = 2(3x − 1, 2), 2x + 3 = 5x − 1, 5(2x + 0, 4) − 3x = 7x − 2 [1℄,

(2a − 4)x = 3a + 1, a2x − 5a = 9x − 15, ax = b [3℄, 3x2 − 4x + 5 = 0 âûáðàòü

ëèíåéíûå è ðåøèòü èõ¿.

Äàííîå çàäàíèå ïîçâîëèò íå òîëüêî îòðàáîòàòü îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ: ¾Ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ îäíèì íåèçâåñòíûì x íàçûâàþò óðàâíåíèå, ëå-
âàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè êîòîðîãî åñòü ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé îòíîñè-

òåëüíî x èëè ÷èñëà¿ [2℄ è íàâûêè åãî ðåøåíèÿ, íî è äàñò âñåì äåòÿì âîçìîæíîñòü
ñ�îðìèðîâàòü óìåíèÿ íàáëþäàòü, èññëåäîâàòü, äåëàòü âûâîäû.

Ëèòåðàòóðà

1. Àëãåáðà. Äèäàêòè÷åñêèå ìàòåðèàëû.7 êëàññ / Ì. Ê. Ïîòàïîâ, À. Â. Øåâêèí, 4-å èçä.�

Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 2009.�64 ñ.

2. Àëãåáðà. 7 êëàññ: ó÷åá. äëÿ îáùåîáðàçîâàò. îðãàíèçàöèé / À45 [Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé,

Ì. Ê. Ïîòàïîâ, Í. Í. �åøåòíèêîâ, À. Â. Øåâêèí℄.�Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 2013�287 ñ.

3. Âûñîöêèé Â. Ñ. Çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè ïðè ïîäãîòîâêå ê Å�Ý.�Ì.: Íàó÷. ìèð, 2011.�

316 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÒÅÕÍÎËÎ�Èß ÎÁÓ×ÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ Ñ ÑÈÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÌ

ÝÔÔÅÊÒÎÌ Â ¾Ï�ÎÁËÅÌÍÛÕ ÇÎÍÀÕ¿ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÈÊÒ

1

Å. È. Ñìèðíîâ

(�îññèÿ, ßðîñëàâëü; ß�ÏÓ)

1. Ââåäåíèå

Âîçìîæíîñòü ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ ïðîáëåì èíäèâèäóàëèçàöèè ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè êàê â øêîëå, òàê è â

âóçå â ñîâðåìåííîé �îññèè ìîæåò áûòü îñíîâàíà íà àêòóàëèçàöèè âåäóùèõ ïå-

äàãîãè÷åñêèõ òåõíîëîãèé è ïðîöåññîâ àäàïòàöèè ñëîæíîãî çíàíèÿ (â òîì ÷èñëå,

ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèé â íàóêå) ê îñâîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íàèáî-

ëåå äîñòóïíûìè äëÿ ýòèõ öåëåé ñðåäñòâàìè, ïðèåìàìè è îòáîðîì àäåêâàòíî-

ãî ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ [1�2℄. Ïðè ýòîì äîñòèæåíèå ý��åêòèâíîñòè îáó÷åíèÿ

ìàòåìàòèêå âîçìîæíî íà îñíîâå ïðîÿâëåíèÿ ïðè ýòîì ñèíåðãåòè÷åñêèõ ý��åê-

òîâ è èññëåäîâàòåëüñêèõ ïîäõîäîâ â õîäå îñâîåíèÿ ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè îáó-

÷àþùèìèñÿ â óñëîâèÿõ ñîçäàíèÿ íàñûùåííîé èí�îðìàöèîííî-îáðàçîâàòåëüíîé

ñðåäû [3�4℄. Øêîëüíèê ïðè ýòîì äîëæåí òåõíîëîãè÷åñêè îñìûñëèòü ñåðèþ êîí-

êðåòíûõ ïðîáëåì èëè ¾ïðîáëåìíûõ çîí¿ ìàòåìàòèêè (òàêæå êàê è åñòåñòâåííî-

íàó÷íûõ è ãóìàíèòàðíûõ ïðîáëåì) êàê èíòåãðàòèâíûõ êîíöåíòðîâ àêòóàëüíîé

èí�îðìàöèè, ðåøàåìûõ êîìïëåêñîì ìàòåìàòè÷åñêèõ è èí�îðìàöèîííûõ ìåòî-

äîâ è òåõíîëîãèé.

2. Ìåòîäîëîãèÿ è òåõíîëîãèè

Ïðèìåíèòåëüíî ê îáó÷åíèþ ìàòåìàòèêå âàæíåéøèì êîìïîíåíòîì â îñâîåíèè

ïðåäìåòà ñòàíîâèòñÿ âûÿâëåíèå è àêòóàëèçàöèÿ ñëîæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî çíà-

íèÿ è åãî ñóùíîñòè, ïðîåêòèðîâàíèå è ðåàëèçàöèÿ ñöåíàðèåâ è ïðîöåäóð íà îñíî-

âå íàãëÿäíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â êîíòåêñòå ìíîæåñòâåííîñòè öåëåïîëàãàíèÿ, âû-

ñòðàèâàíèÿ ýòàïîâ è èåðàðõèé â íàïðàâëåíèè �óíäèðîâàíèÿ ñóùíîñòè [5℄, ïîèñ-

êà è àíàëèçà ïîáî÷íûõ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé,

âûÿâëåíèå áè�óðêàöèîííûõ ïåðåõîäîâ è áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ â èññëåäóåìûõ

ïðîöåññàõ, êîãåðåíòíîñòü èí�îðìàöèîííûõ ïîòîêîâ â ïîÿâëåíèè íîâîãî ïðîäóê-

òà (â òîì ÷èñëå, â óñëîâèÿõ ñåòåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ) [6�7℄. Â ýòîì ñîñòîèò ñóòü

ïåðâîãî (ïîäãîòîâèòåëüíîãî) ýòàïà òåõíîëîãèè ïðîÿâëåíèÿ ñèíåðãèè â ìàòåìà-

òè÷åñêîì îáðàçîâàíèè. Â ðàáîòàõ Å. È. Ñìèðíîâà âûÿâëåíû è îõàðàêòåðèçîâà-

íû ýòàïû ïðîÿâëåíèÿ ñèíåðãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ: ïîäãîòîâèòåëü-

íûé, ñîäåðæàòåëüíî-òåõíîëîãè÷åñêèé, îöåíî÷íî-êîððåêöèîííûé è îáîáùàþùå-

ïðåîáðàçóþùèé. Â êîíòåêñòå âûÿâëåíèÿ àäåêâàòíûõ �îðì (ðåñóðñíûå çàíÿ-

òèÿ; ïðîåêòíàÿ äåÿòåëüíîñòü; ëàáîðàòîðíî-ðàñ÷åòíûå çàíÿòèÿ; ïðåçåíòàöèè);

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò

� 1618-10304.
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ñðåäñòâ (ñòàòèñòè÷åñêèå ïàêåòû è î�èñíûå ðåäàêòîðû; ìàëûå ñðåäñòâà èí�îð-

ìàòèçàöèè; ñèñòåìû Web-ïîääåðæêè; ïåäàãîãè÷åñêèå ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû;

ñèñòåìû äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè è êîìïüþòåðíîé àëãåáðû); òåõíîëîãèé (ðå-

æèì ¾warming up¿; Web-êâåñò; ìåòîä ïðîåêòîâ; ðàáîòà â ìàëûõ ãðóïïàõ; íà-

ãëÿäíîå ìîäåëèðîâàíèå; �óíäèðîâàíèå îïûòà ëè÷íîñòè; êîìïüþòåðíîå ìîäåëè-

ðîâàíèå) õàðàêòåðèçóþòñÿ îñíîâíûå �óíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû, îòðàæàþùèå

ñîñòîÿíèå îáó÷àþùåé ñèñòåìû (âûÿâëåíî 7 ïàðàìåòðîâ) è òåõíîëîãè÷åñêèå õà-

ðàêòåðèñòèêè äåÿòåëüíîñòè øêîëüíèêà è ïåäàãîãà.

3. Äèñêóññèÿ

Íàèáîëåå ñåíçèòèâíûì ïåðèîäîì äëÿ ïðîöåññîâ ïðîÿâëåíèÿ ñèíåðãåòè÷åñêèõ

ý��åêòîâ â øêîëüíîì îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ ñòàðøàÿ øêîëà. Èìåí-

íî äëÿ äàííîãî âîçðàñòíîãî ïåðèîäà ý��åêòèâíû äèàëîã ãóìàíèòàðíîé, èí-

�îðìàöèîííîé è åñòåñòâåííîíàó÷íîé êóëüòóð â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå, èíòåë-

ëåêòóàëüíàÿ ãîòîâíîñòü ê îñâîåíèþ ìíîãîñòóïåí÷àòûõ àáñòðàêöèé ñëîæíîãî

çíàíèÿ, êîììóíèêàöèè â êîãåðåíòíîì ïîëå âçàèìîäåéñòâèé, ðàâíî êàê è àêòóà-

ëèçàöèÿ ýòàïîâ ñàìîîïðåäåëåíèÿ, ñàìîàêòóàëèçàöèè, ñàìîîðãàíèçàöèè è ñàìî-

ðàçâèòèÿ ëè÷íîñòè. Àäåêâàòíûå �îðìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ïîä-

ãîòîâèòåëüíûé ïåðèîä äëÿ ïðîÿâëåíèÿ ñèíåðãèè ñëîæíîãî çíàíèÿ: ðåñóðñíûå è

ëàáîðàòîðíî-ðàñ÷åòíûå çàíÿòèÿ, ïðîåêòíàÿ äåÿòåëüíîñòü è ò. ï. ìîãóò áûòü ðåà-

ëèçîâàíû ñ ïåðèîäîì â 2�3 ìåñÿöà. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò íàñûùåíèå èí�îðìàöè-

îííûõ ïîòîêîâ ðàçíûõ äèñöèïëèí, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò äîñòóïíîñòü îñâîåíèÿ

øêîëüíèêàìè ýòàïîâ àäàïòàöèè ñîâðåìåííîãî íàó÷íîãî (èëè ïðîñòî, ñëîæíîãî)

çíàíèÿ ê øêîëüíîé ìàòåìàòèêå. Àêòóàëèçàöèÿ çíàíèé è ìåòîäîâ äðóãèõ äèñ-

öèïëèí (ðàâíî êàê è ñàìîé ìàòåìàòèêè) äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà èíòåãðàòèâ-

íûìè ìîäåëÿìè êîãíèòèâíîé äåÿòåëüíîñòè è ñîîòâåòñòâîâàòü ýòàïàì îñâîåíèÿ

ñëîæíîãî çíàíèÿ íà ðåñóðñíûõ çàíÿòèÿõ. Îäíîâðåìåííî ðåàëèçóåòñÿ äèàãíîñòè-

÷åñêàÿ àêòèâíîñòü ïåäàãîãà ïî âûÿâëåíèþ íàëè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ êîãíèòèâíîãî

îïûòà, ëè÷íîñòíûõ ïðåäïî÷òåíèé è îñîáåííîñòåé, òåðìèíàëüíûõ öåííîñòåé è

èíòåëëåêòóàëüíîãî ðàçâèòèÿ øêîëüíèêîâ. Â äàííûé ïîäãîòîâèòåëüíûé ïåðèîä

æåëàòåëüíî ïîñòðîåíèå òåõíîëîãè÷åñêîé êàðòû ðåñóðñíîé äåÿòåëüíîñòè è äèíà-

ìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ â ïîðò�îëèî øêîëüíèêîâ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè (ñ. Öåé, 3�8 èþëÿ 2017 ã.)

ÑÈÍÅ��Èß ÏÎ�ßÄÊÎÂÛÕ È ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ�

Â ÏÎÄ�ÎÒÎÂÊÅ Ó×ÈÒÅËß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Â. À. Òåñòîâ

(�îññèÿ, Âîëîãäà; Âî�Ó)

Îäíèì èç îñíîâîïîëàãàþùèõ ïðèíöèïîâ îòáîðà ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ ìàòå-

ìàòèêå, êàê â øêîëå, òàê è â âóçå, ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï öåëîñòíîñòè ñîäåðæàíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè ýòîò ïðèíöèï íå âñåãäà ñîáëþäà-

åòñÿ, êîíêðåòíûé ìàòåðèàë âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå ñêëàäûâàåòñÿ â ñèñòåìó çíà-

íèé; ó÷àùèéñÿ ÷àùå âñåãî íå â ñîñòîÿíèè ñàìîñòîÿòåëüíî åå ñòðóêòóðèðîâàòü

è îñìûñëèòü. Äëÿ �îðìèðîâàíèÿ öåëîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ìàòåìàòèêå íåîá-

õîäèìî ñòðåìèòüñÿ ê åäèíåíèþ ðàçëè÷íûõ âçãëÿäîâ íà ïðèðîäó ìàòåìàòèêè.

Îäíàêî ìàòåìàòèêàì òðóäíî ñîãëàñîâàòü ñâîè ïîçèöèè, ïîñêîëüêó îíè ðàññìàò-

ðèâàþò ìàòåìàòèêó ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ.

Êàê îòìå÷àåòñÿ ìíîãèìè êðóïíûìè ó÷åíûìè (Í. Áóðáàêè, À. Í. Êîëìîãî-

ðîâ, Ë. Ä. Êóäðÿâöåâ è äð.), ìàòåìàòèêà � ýòî íàóêà î ñïåöèàëüíûõ ñòðóêòóðàõ,

íàçûâàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèìè. Íåêîòîðûå èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìîãóò

ÿâëÿòüñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ ÿâëåíèé, äðóãèå � ñâÿçàíû ñ

ðåàëüíûìè ÿâëåíèÿìè ëèøü ïîñðåäñòâîì äëèííîé öåïè ïîíÿòèé è ëîãè÷åñêèõ

ñòðóêòóð. Èç òàêîãî âçãëÿäà íà ïðåäìåò ìàòåìàòèêè âûòåêàåò, ÷òî â ëþáîì ìà-

òåìàòè÷åñêîì êóðñå äîëæíû èçó÷àòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû.

Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ñèñòåìàòèçàöèþ çäàíèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè íà

áàçå îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð âíåñëà ðàáîòà ãðóïïû �ðàíöóçñêèõ

ìàòåìàòèêîâ, âûñòóïàâøèõ ïîä ïñåâäîíèìîì Í. Áóðáàêè. Îäíàêî êîíöåïöèÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñëîæèëàñü åùå íà ðóáåæå ÕIÕ è XX âåêîâ, øèðîêèå

êðóãè ìàòåìàòèêîâ ïîçíàêîìèëèñü ñ íåé ïî ¾Îñíîâàíèÿì ãåîìåòðèè¿ Ä. �èëü-

áåðòà, ïåðâîå èçäàíèå êîòîðûõ âûøëî â 1899 ã.

Â ñâîåé àêñèîìàòè÷åñêîé îñíîâå ìàòåìàòèêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñêîïëåíèåì ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ýòè ñòðóêòóðû, ñîãëàñíî Í. Áóðáàêè, ïîäðàçäåëÿþòñÿ

íà òðè îñíîâíûõ òèïà: àëãåáðàè÷åñêèå, ïîðÿäêîâûå è òîïîëîãè÷åñêèå. Íî ÷èñ-

ëî òðè íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì, íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëè Í. Áóðáàêè ñ÷èòàþò

íåîáõîäèìûì äîáàâèòü â ýòîò ñïèñîê ïðîåêòèâíûå è ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû.

Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû Í. Áóðáàêè [1, ñ. 252�253℄ îõàðàêòåðèçîâàë ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. ¾Êîãäà îòíîøåíèÿ â îïðåäåëåíèè ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ ¾çà-

êîíàìè êîìïîçèöèè¿ (ýòî òàêîå îòíîøåíèå ìåæäó òðåìÿ ýëåìåíòàìè, êîòîðîå

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òðåòèé ýëåìåíò êàê �óíêöèþ ïåðâûõ äâóõ), ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé . . . ¿. Ñ ñîâðåìåí-

íûõ ïîçèöèé îòíîøåíèÿ (îïåðàöèè) â àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ìîãóò áûòü

íå òîëüêî òåðíàðíûìè (áèíàðíûìè), à èìåòü ëþáóþ àðíîñòü.

Ïðåäñòàâëåíèÿ î ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ñëîæèëèñü â ïðî-

öåññå èñòîðè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Âíà÷àëå ëþäè íàó÷èëèñü ñîâåðøàòü îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ ñ íàáîðàìè êîíêðåòíûõ îáûäåííûõ âåùåé, çàòåì íàä

÷èñëàìè (íàòóðàëüíûìè, ðàöèîíàëüíûìè, äåéñòâèòåëüíûìè). Ïîçäíåå àëãåá-

ðàè÷åñêèå îïåðàöèè ñòàëè ïðîèçâîäèòüñÿ íàä áîëåå îòâëå÷åííûìè îáúåêòàìè
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(âåêòîðàìè, ïðåîáðàçîâàíèÿìè è ò. ä.). Ïðè ýòîì áûëè âûÿâëåíû îáùèå ñâîé-

ñòâà òàêèõ îïåðàöèé, ÷òî ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ àáñòðàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ñòðóêòóð (ãðóïï, êîëåö, ïîëåé, âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ò. ä.).

Äðóãîé âàæíûé òèï ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííûå îòíîøå-

íèåì ïîðÿäêà; íà ýòîò ðàç ýòî � îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè õ è ó,

êîòîðîå ÷àùå âñåãî ìû âûðàæàåì ñëîâàìè ¾õ ìåíüøå èëè ðàâíî ó¿. Åñëè ãî-

âîðèòü îá èñòîðèè ïîðÿäêîâûõ ñòðóêòóð, òî åùå â äðåâíîñòè ëþäè ïîñòîÿííî

âñòðå÷àëèñü ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óïîðÿäî÷åííîñòè. Ñíà÷àëà ýòî

áûëî óïîðÿäî÷åíèå ïðèâû÷íûõ âåùåé è ïîâñåäíåâíûõ ÿâëåíèé. Ïîçäíåå � ïî

ìåðå òîãî, êàê ñîâåðøåíñòâîâàëèñü òðóäîâûå íàâûêè è ìàñòåðñòâî � îáíàðó-

æèâàëîñü óïîðÿäî÷åíèå îòäåëüíûõ ýòàïîâ â òîé èëè èíîé äåÿòåëüíîñòè, è îíî

êàê ïðèîáðåòåííûé îïûò ïåðåäàâàëîñü èç ïîêîëåíèÿ â ïîêîëåíèå. Ëþäè ïîñòî-

ÿííî óïîðÿäî÷èâàþò ïðåäìåòû è ÿâëåíèÿ ïî òîìó èëè èíîìó ïðèçíàêó. Ïðè

ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííûì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ, ìåæäó êîòî-

ðûìè óñòàíîâëåíî îòíîøåíèå ¾áîëüøå¿, ¾ìåíüøå¿, ¾ïðåäøåñòâîâàíèÿ¿, ¾ñòàð-

øèíñòâà¿ è ò. ï. Èçó÷åíèå îáùèõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ

è ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ àáñòðàêòíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòðóêòóð (öåïåé, âïîëíå

óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, ðåøåòîê, áóëåâûõ àëãåáð è ò. ä.).

Åñëè âçãëÿíóòü íà çäàíèå ìàòåìàòèêè â öåëîì, òî â íåì âìåñòî òðàäèöèîí-

íîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ íà ðàçäåëû (íà àëãåáðó, àíàëèç, òåîðèþ ÷èñåë è ãåîìåòðèþ)

óïîðÿäî÷èâàþùèì ïðèíöèïîì áóäåò êîíöåïöèÿ èåðàðõèè ñòðóêòóð, èäóùåé îò

ïðîñòîãî ê ñëîæíîìó, îò îáùåãî ê ÷àñòíîìó. Â öåíòðå íàõîäÿòñÿ îñíîâíûå óïî-

ìÿíóòûå âûøå òèïû ñòðóêòóð, òàê ñêàçàòü, ïîðîæäàþùèå ñòðóêòóðû. Â êàæäîì

èç ýòèõ òèïîâ èìååòñÿ óæå äîñòàòî÷íîå ðàçíîîáðàçèå ïîäñòðóêòóð. Çà ïðåäåëà-

ìè ýòîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ÿäðà ïîÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðû, êîòîðûå ìîæíî áûëî

áû íàçâàòü ñëîæíûìè è â êîòîðûå âõîäÿò îäíîâðåìåííî îäíà èëè íåñêîëüêî

ïîðîæäàþùèõ ñòðóêòóð, íî íå ïðîñòî ñîâìåùåííûå äðóã ñ äðóãîì (÷òî íå äà-

ëî áû íè÷åãî íîâîãî), à îðãàíè÷åñêè ñêîìáèíèðîâàííûå ïðè ïîìîùè îäíîé èëè

íåñêîëüêèõ ñâÿçûâàþùèõ èõ àêñèîì. Ïðèìåðàìè òàêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ òî-

ïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà è óïîðÿäî÷åííûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Èìåííî íà òà-

êèõ ïåðåêðåñòêàõ, êîãäà âñòðå÷àþòñÿ íåñêîëüêî âåñüìà ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð,

âîçíèêàþò íàèáîëåå êðóïíûå èäåè â ìàòåìàòèêå.

Øêîëüíèêè è ñòóäåíòû ñ ñèíåðãåòè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì àëãåáðàè÷åñêèõ

è ïîðÿäêîâûõ ñòðóêòóð íåîäíîêðàòíî âñòðå÷àþòñÿ ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ êóðñîâ. Â ÷àñòíîñòè, òàêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò â òåîðèè íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë. Ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè øêîëüíèêè çíàêîìÿòñÿ åùå â ïåðâîì êëàñ-

ñå è ïîýòîìó â ñèëó èõ âîçðàñòíûõ îñîáåííîñòåé ãëóáîêèå âçàèìîñâÿçè ïîðÿäêî-

âûõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îñòàþòñÿ âíå ðàìîê øêîëüíîé

ïðîãðàììû. Îíè ìîãóò áûòü èçó÷åíû ëèøü â âóçå â êóðñå ¾×èñëîâûå ñèñòåìû¿

â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè.

Áîëåå îñíîâàòåëüíî ñ ñèíåðãèåé àëãåáðàè÷åñêèõ è ïîðÿäêîâûõ ñòðóêòóð ó÷à-

ùèåñÿ çíàêîìÿòñÿ ïðè èçó÷åíèè òåîðèè íåðàâåíñòâ. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå èñõîä-

íûõ ñâÿçóþùèõ ñâîéñòâ íàäî ðàññìàòðèâàòü çàêîíû ìîíîòîííîñòè:

i) äëÿ ëþáûõ a, b è c a 6 b⇒ a+c 6 b+c (çàêîí ìîíîòîííîñòè äëÿ ñëîæåíèÿ);
ii) äëÿ ëþáûõ a, b è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî 
 a < b ⇒ ac < bc (çàêîí

ìîíîòîííîñòè äëÿ óìíîæåíèÿ).
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Èç ýòèõ çàêîíîâ â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåñêîëüêî ïðîñòåé-

øèõ ñâîéñòâ íåðàâåíñòâ, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ:

1) a+ c 6 b+ c⇒ a 6 b;
2) a 6 b⇒ −b 6 −a;
3) 0 6 a⇒ −a 6 0;
4) a 6 b è c 6 d ⇒ a+ c 6 b+ d;
5) 0 < a 6 b è 0 < c 6 d ⇒ 0 < ac 6 bd;
6) 0 < a 6 b ⇒ 0 < a2 6 b2;
7) a 6 b è c < 0 ⇒ bc 6 ac.
Â äîêàçàòåëüñòâå âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ, êàê ìîæíî çàìåòèòü, íå

èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîñòü ïîðÿäêà. Ëèíåéíîñòü ïîðÿäêà èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçà-

òåëüñòâå äâóõ ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:

8) åñëè a 6= 0, òî a2 > 0;
9) åäèíèöà âñåãäà áîëüøå íóëÿ.

×òîáû óñâîèòü âçàèìîñâÿçü àëãåáðàè÷åñêèõ è ïîðÿäêîâûõ ñâîéñòâ, ó÷àùèå-

ñÿ äîëæíû íàó÷èòüñÿ ñêëàäûâàòü íåðàâåíñòâà, óìíîæàòü èõ íà ïîëîæèòåëüíûå

è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ïåðåìíîæàòü íåðàâåíñòâà (êîãäà ýòî âîçìîæíî), âîçâî-

äèòü â êâàäðàò.

Åùå îäíèì âàæíûì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì ÿðêî ïðîÿâëÿþòñÿ âçà-

èìîñâÿçè àëãåáðàè÷åñêèõ è ïîðÿäêîâûõ ñâîéñòâ, ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ äåëèìîñòè. Â

áîëåå ïîëíîì âèäå ýòà òåîðèÿ äëÿ íàòóðàëüíûõ (öåëûõ) ÷èñåë èçó÷àåòñÿ â êëàñ-

ñàõ ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì ìàòåìàòèêè, ëèáî íà �àêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèÿõ. Â

ýòîé òåîðèè íàèáîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ

è íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî, âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðîñòîãî è ñîñòàâíîãî

÷èñëà. Âåðøèíîé ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà àðè�ìåòèêè [3℄.

Â âóçîâñêîì êóðñå àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë êðîìå òåîðèè äåëèìîñòè äëÿ

öåëûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðèÿ äåëèìîñòè äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ

ðàññìîòðåíèÿ ýòîé òåîðèè â äðóãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íå îñòàåòñÿ âðåìå-

íè. Ìåæäó òåì òàêàÿ òåîðèÿ íåñëîæíî ñòðîèòñÿ äëÿ ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ

ìîíîèäîâ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñïåöèàëüíîì êóðñå ¾Óïîðÿäî÷åííûå àëãåáðàè-

÷åñêèå ñèñòåìû¿ äëÿ áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè. Â ýòîì ñïåöêóðñå ìîæíî

ðàññìîòðåòü è íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ êâàçèãðóïï è ãðóïïîèäîâ,

îáîáùàþùèå îñíîâíóþ òåîðåìó àðè�ìåòèêè [2, 4℄. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîðÿäêî-

âûå ñâîéñòâà ïðÿìî âëèÿþò íà àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé

ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûé ãðóïïîèä ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé.

Òàêîé ñïåöêóðñ ïîìîãàåò áóäóùèì ó÷èòåëÿì ìàòåìàòèêè îñîçíàòü ñèíåðãèþ

àëãåáðàè÷åñêèõ è ïîðÿäêîâûõ ñòðóêòóð â ìàòåìàòèêå.
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Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò � Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò

ïðè Ïðàâèòåëüñòâå �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè

×�ÏÓ � ×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

×�Ó � ×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Þ�Ó � Þãîðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÞÌÈ � Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò � �èëèàë Ôåäåðàëüíîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ íàóêè Ôåäåðàëüíîãî íàó÷íîãî

öåíòðà ¾Âëàäèêàâêàçñêèé íàó÷íûé öåíòð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿

Þ��ÏÓ (ÍÏÈ) � Þæíî-�îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. È. Ïëàòîâà (Íîâî÷åðêàññêèé

ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò)

ÞÔÓ � Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

ß�ÏÓ � ßðîñëàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ê. Ä. Óøèíñêîãî
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