


ÓÄÊ 551.510 Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 15 ìàÿ 2015 ã.

Ðàäèîíîâ À.À. Äèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ñòîëáà ñæèìàåìîé áàðîêëèííîé æèäêîñòè, íàõî-
äÿùåãîñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.�Âëàäèêàâêàç, 2015.�38 ñ.�(Ïðåïðèíò / ÞÌÈ ÂÍÖ ÐÀÍ;
� 1).

Ðàññìîòðåíû íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îïèñûâàþùèå äèíàìè÷åñêîå
ðàâíîâåñèå ñòîëáà ñæèìàåìîé áàðîêëèííîé æèäêîñòè íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.
Íàéäåíû óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþùèå çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòèõ
óðàâíåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî íàðÿäó ñ èçâåñòíûì ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì äëÿ áàðîòðîïíîé
æèäêîñòè âèäà ¾ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ¿ äîïóñòèìû òàêæå è áîëåå ñëîæíîå íåëè-
íåéíîå íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé, ÷òî ìîæåò îáúÿñíèòü íåêîòîðûå ïåðèîäè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ïðîòåêàþùèå â àòìî-
ñôåðå. Óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû íàðÿäó ñ ïîñòîÿííûì ðåøåíèåì äîïóñêàåò òàêæå è áîëåå
ñëîæíîå íåëèíåéíîå ðåøåíèå ñ íåìîíîòîííî èçìåíÿþùåéñÿ ïî âûñîòå ñòîëáà æèäêîñòè òåìïå-
ðàòóðîé. Ïîâåäåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âûñîòû òî÷íî îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû â íèæíåé ÷àñòè ìåçîñôåðû, ñóùåñòâîâàíèå òðîïîïàóçû, à òàêæå çàâèñèìîñòü
ïîëîæåíèÿ òðîïîïàóçû îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
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ïîïàóçà, ñòðàòîñôåðà, ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â àòìîñôåðå.
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Nonlinear equations of mathematical physics describing the dynamic equilibrium of
compressible baroclinic �uid column located in the gravity �eld were considered. Simplifying
assumptions, which allow to write analytical solutions of these equations, were found. It is shown
that more complex non-linear time-dependent solution are permissible in addition to the known
stationary solution for barotropic �uid in the form of �hydrostatic ratio�. The dependence of
the solutions on time is a periodic function, which may explain some of the periodic phenomena
occurring in the atmosphere. The equation for the temperature allows complex nonlinear solution
with monotonically changing temperature on the height of the �uid column. This solution behavior
accurately describes the temperature distribution in the lower part of the mesosphere, existence of
the tropopause and dependence of its location from the boundary conditions.
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1. Àíàëèç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ âîïðîñà

Ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â æèäêîñòè, ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì Íàâüå �
Ñòîêñà [7]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïðèìåì íåïîäâèæíóþ îòíîñèòåëüíî ïîâåðõ-
íîñòè Çåìëè ñèñòåìó ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò (x, y, z). Ïðèìåíèòåëüíî ê àò-
ìîñôåðíûì ïðîöåññàì îñü x îáû÷íî íàïðàâëÿþò íà âîñòîê, îñü y � íà ñåâåð,
îñü z � âåðòèêàëüíî ââåðõ. Íà÷àëî îòñ÷åòà ñîâìåñòèìî ñ ïîâåðõíîñòüþ Çåì-
ëè. Âðåìÿ îáîçíà÷èì êàê t. Æèäêîñòü îïèøåì ñêîðîñòüþ v⃗ ñ êîìïîíåíòà-
ìè (u, v, w), ïëîòíîñòüþ ρ, äàâëåíèåì p, òåìïåðàòóðîé T . Áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ: R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; γ � ïîêàçàòåëü
àäèàáàòû èäåàëüíîãî ãàçà; µ1, µ2 � ïåðâàÿ è âòîðàÿ äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü
æèäêîñòè, ïðèíèìàåìûå ïîñòîÿííûìè; ν = µ/ρ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êèíåìà-
òè÷åñêàÿ âÿçêîñòü; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïàðàìåòð Êîðèîëèñà
îáîçíà÷èì f . Íèæíèìè èíäåêñàìè x, y, z, t áóäåì îáîçíà÷àòü âçÿòèå ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì x, y, z è âðåìåíè t, íèæíèì èíäåêñîì τ áóäåì
îáîçíà÷àòü äåéñòâèå îïåðàòîðà Ñòîêñà: fτ = ft + v⃗ · ∇⃗f . Çàïèøåì óðàâíåíèÿ
Íàâüå � Ñòîêñà.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (ñîõðàíåíèÿ ìàññû):

ρτ + ρ∇⃗ · v⃗ = 0. (1)

Óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè
u = u(x, y, z, t), íàïðàëåííîé âäîëü îñè Ox:

uτ = −px
ρ
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)
. (2)

Óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè
v = v(x, y, z, t), íàïðàâëåííîé âäîëü îñè Oy:
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Äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè w = w(x, y, z, t):

wτ = −g − pz
ρ

+
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ρ
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ρ

1

3
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)
. (4)

Ê óðàâíåíèÿì (1)�(4) ñëåäóåò ïðèñîåäèíèòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ [7]. Ýòà
ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâàåò âñå ìíîãîîáðàçèå ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â íüþ-
òîíîâñêîé æèäêîñòè.

Â ñëó÷àå àòìîñôåðíîãî âîçäóõà ïðèìåíèìî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî
ãàçà p = ρRT , êîòîðîå â ñëó÷àå àäèàáàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ìîæåò áûòü ïðèíÿòî
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â âèäå
p = Aργ, (5)

ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(5) äëÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñòîëáà æèäêîñòè,

íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, ïðèîáðåòàåò âèä [13]:

ρg = −pz. (6)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè íå òîëüêî ðàâíà
íóëþ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, íî è íå âîçíèêàåò â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû
âðåìåíè.

Èç óðàâíåíèÿ (6) âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ äëÿ òàêîãî ñòîëáà áóäóò
ñòàöèîíàðíû. Ïðè óñëîâèè áàðîòðîïíîñòè æèäêîñòè, èíûìè ñëîâàìè, ïðè óñëî-
âèè ïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû ïî ñòîëáó æèäêîñòè T (z, t) = T0 = const, â ñëó÷àå
èäåàëüíîãî ãàçà èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ

pz = − p

RT0

g.

Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì p(z = 0) = p0, ïîëó÷àåì
¾ãèäðîñòàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå¿

p(z) = p0 exp
(
− g

RT0

z
)
,

êîòîðîå èñïîëüçóþò [9, 14] â âèäå p(z) = p0 exp (−z/H), ãäå H = RT0/g �
íåêîòîðàÿ âûñîòà ñðåäíåé àòìîñôåðû, ÷èñëîâîå çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíÿåòñÿ
îêîëî 8,4 êì.

Êîíå÷íî âûâîä î ñòàöèîíàðíîñòè ðàâíîâåñèÿ ñòîëáà àòìîñôåðíîãî âîçäóõà
è ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿíñòâå òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå íå ñîîòâåòñòâóåò íà-
áëþäàåìûì ôàêòàì. Ñòàòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå çàìêíóòîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòó-
ðû â ýòîé ñèñòåìå [8]. Â ñëó÷àå ñ àòìîñôåðîé Çåìëè íå ìîæåò èäòè è ðå÷è î
çàìêíóòîñòè ñòîëáà æèäêîñòè, ïîñêîëüêó åãî òåìïåðàòóðà àêòèâíî âîçìóùàåò-
ñÿ êàê â ïðèçåìíîì ñëîå, òàê è íà âûñîòàõ ñòðàòîñôåðû. Íà âûñîòàõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èîíîñôåðå òàêæå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå çíà÷èòåëüíûõ
âîçìóùåíèé âûçûâàåìûõ ñîëíå÷íîé ðàäèàöèåé.

Ïðè ïîïûòêå ó÷åòà áàðîêëèíîñòè ãàçà, ò. å. â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
â âèäå (5) èç âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè äëÿ òåìïåðàòóðû ñëåäóåò ðåøå-
íèå [16]:

T (z) = T0 − γaz. (7)

Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè ïîëó÷åíèè ýòîãî ðåøåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè
ÿâëÿþòñÿ òåìïåðàòóðà T (z = 0) = T0 è ïðèïîâåðõíîñòíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòó-
ðû Tz(z = 0) = −γa. Ýòî ðåøåíèå âáëèçè ïîâåðõíîñòè àäåêâàòíî îïèñûâàåò íà-
áëþäàòåëüíûå ôàêòû, íî íåäîñòàòîê ýòîãî ðåøåíèÿ î÷åâèäåí. Íà âûñîòå îêîëî
30 êì àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà âïåðâûå ñòàíåò ðàâíîé íóëþ, à âûøå ýòîé
âûñîòû îíà äîëæíà îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëüíîé. Àíàëèçèðóÿ ýòó ñèòóàöèþ, Ýê-
êàðò [16] è Ãèëë [2] óêàçûâàþò íà íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ðàäèàöèîííîãî
ðàâíîâåñèÿ ìåæäó Çåìëåé è êîñìè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è íà òî, ÷òî ïðè÷èíó
îòìå÷åííîãî íåäîñòàòêà ñëåäóåò èñêàòü â çíà÷èòåëüíîé ñòðàòèôèêàöèè àòìî-
ñôåðû íà âûñîòàõ ïîðÿäêà 30 êì.
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Ñêëàäûâàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî íà ýòèõ âûñîòàõ äîëæíî âûäåëÿòüñÿ çíà-
÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî òåïëà, îáóñëîâëåííîå, íàïðèìåð ïîãëîùåíèåì êîðîòêî-
âîëíîâîãî ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ îçîíîì. Òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ ïîäðîáíî ïðåä-
ñòàâëåíà â [9]. Â íàáëþäåíèÿõ [9, 14] òåìïåðàòóðà óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèé
îêîëî 220 Ê ñ âûñîòîé òîëüêî äî íà÷àëà òðîïîïàóçû, êîòîðàÿ ðàñïîëàãàåò-
ñÿ íà âûñîòàõ â ñðåäíåì îêîëî 11�15 êì. Âûøå òðîïîïàóçû íà÷èíàåòñÿ ðîñò
òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé, è íà âûñîòàõ 30 êì íàáëþäàåòñÿ óæå ñòðàòîñôåðíûé
ìàêñèìóì òåìïåðàòóðû. Ëîãèêà ïîäñêàçûâàåò, ÷òî èñòî÷íèê òåïëà íà÷èíàåò
äåéñòâîâàòü íà âûñîòàõ â 11�15 êì, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëó íàðóøåíèÿ ñîîò-
íîøåíèÿ (7). Ìàêñèìóì ñîäåðæàíèÿ îçîíà îòìå÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíî âûøå [15].
Íà âûñîòàõ íà÷àëà òðîïîïàóçû íå ïðîñìàòðèâàåòñÿ ÿâíî âûðàæåííûé èñòî÷íèê
òåïëà, òåïëîîáìåí æå ñ âûøåëåæàùèìè ñëîÿìè íå ìîæåò âûçâàòü íàáëþäàåìûé
ðîñò òåìïåðàòóðû.

Èçëîæåííûå ñîîáðàæåíèÿ ñâÿçàíû ñ èíòåðåñîì ê òàê íàçûâàåìîìó íóëåâîìó
ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ ãåîôèçè÷åñêîé æèäêîñòè, êîòîðîå ñóòü òî òåðìîäèíà-
ìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîñòè, íà ¾ôîíå¿ êîòîðîãî ðàçâèâà-
þòñÿ ëèíåéíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå âîëíîâûå ïðîöåññû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÷àñòî
ïðåäñòàâëÿþùèå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Âûâîä óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïðèâåäåí âî ìíîæåñòâå èñòî÷íèêîâ [3], îí ñâîäèòñÿ ê âû÷èòàíèþ èç ïîëíûõ
óðàâíåíèé (1)�(5) óðàâíåíèé äëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà è ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷åí-
íûõ âûðàæåíèé. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûì
âîçìóùåíèÿì, âîçíèêàþùèì â ñðåäå. Íóëåâîå æå ñîñòîÿíèå ïðåäïîëàãàåò îïè-
ñàíèå æèäêîñòè â êàêîì-òî óñðåäíåííîì ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèè,
â êîòîðîì îòñóòñòâóþò âîçìóùåíèÿ. Ðåàëüíî íàáëþäàþùèåñÿ ñîñòîÿíèÿ æèä-
êîñòè, îñîáåííî âñåãäà âîçìóùåííîé àòìîñôåðû, âñåãäà áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò
íóëåâîãî ïîðÿäêà. Óñðåäíåííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî óñðåäíåíèåì
çà äëèòåëüíîå âðåìÿ è ìíîæåñòâî íàáëþäàòåëüíûõ ñåçîíîâ. Òåîðåòè÷åñêîå æå
îïèñàíèå òîé èëè èíîé ãåîôèçè÷åñêîé æèäêîñòè îïèðàåòñÿ íà ñèñòåìó óðàâíå-
íèé (1)�(5), ðåøåíèÿ êîòîðûõ è ïðåäñòàâëÿþò ýòî ñàìîå íóëåâîå óñðåäíåííîå
ñîñòîÿíèå â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé. Ïîñêîëüêó âîçìóùåíèå âñåãäà ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ æèäêîñòè, òî â ýòèõ óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ïðèíÿòü
ðàâåíñòâî íóëþ ñêîðîñòè æèäêîñòè äëÿ îñíîâíîãî (íóëåâîãî) ñîñòîÿíèÿ.

Êîíå÷íî òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ðàâíîâåñèè ñòîëáà íåñæèìàåìîé áà-
ðîòðîïíîé æèäêîñòè, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè äàëåêè îò íàáëþäàå-
ìûõ â àòìîñôåðå ðàñïðåäåëåíèé ïî âûñîòå ñðåäíèõ åå õàðàêòåðèñòèê. Ýòî çà-
ìå÷àíèå îòíîñèòñÿ â îñíîâíîì ê âåðòèêàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû,
âåðòèêàëüíîå æå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â ñðåäíåì îïèñûâàåòñÿ ãèäðîñòàòè-
÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ. Â ýòîé ñâÿçè
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðåòè÷åñêèõ âçãëÿäîâ íà
ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ãåîôèçè÷åñêîé æèäêîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçâèòü èìåþùèåñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè
íà ñëó÷àé ñæèìàåìîé áàðîêëèííîé æèäêîñòè. Îñíîâíîå ïðèëîæåíèå ðàçâèâà-
åìûõ ïðåäñòàâëåíèé � ýòî ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå àòìîñôåðû. Ðåçóëüòàòû íà-
áëþäåíèé, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ èçìåðèòåëüíûõ ìåòîäèê,
ïðèâåäåíû â âåñüìà îáøèðíîé ëèòåðàòóðå. Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîòó ñïèñêà
ïðèâåäåì òîëüêî íàèáîëåå çíà÷èìûå ìîíîãðàôèè [2, 3, 9, 12�15]. Äàëåå â òåê-
ñòå, ïðè îáñóæäåíèè òåõ èëè èíûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
áóäóò ïðèâîäèòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûå íàáëþäåíèé â ñèòóàöèÿõ, êîòîðûå
îïèñûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòèõ óðàâíåíèé ñ ññûëêàìè íà ëèòåðàòóðó.



6 À. À. Ðàäèîíîâ

2. Âûâîä óïðàâëÿþùèõ óðàâíåíèé

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî èçìåíåíèå âî âðåìåíè ïëîòíî-
ñòè ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà ïðîèçâîëüíîé æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äèâåðãåíöèåé
åå ñêîðîñòè. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (1)�(4) ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ
äèâåðãåíöèè. Óðàâíåíèå (2) ÷àñòíî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî êîîðäèíàòå x, (3) �
ïî êîîðäèíàòå y, (4) � ïî êîîðäèíàòå z, ïîñëå ýòîãî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ
ñëîæèì. Â âåêòîðíûõ òåðìèíàõ ýòî ýêâèâàëåíòíî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ
îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà íà óðàâíåíèå ñêîðîñòè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ äèâåð-
ãåíöèè ñêîðîñòè: d = d(x, y, z, t) = ux + vy + wz. Îïóñêàÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèå
âûêëàäêè, çàïèøåì ðåçóëüòàò:

dτ + d2 − 2
∂(u, v)

∂(x, y)
− 2

∂(u,w)

∂(x, z)
− 2

∂(v, w)

∂(y, z)
= +

∇ρ∇p

ρ2
− ∇2p

ρ
− fξ

− µ1

ρ2
(
ρx∇2u+ ρy∇2v + ρz∇2w

)
+

µ1 + µ2

ρ
∇2d− µ2

ρ2
∇ρ · ∇d

(8)

èëè áåç ó÷åòà âÿçêèõ ñëàãàåìûõ

dτ + d2 − 2
∂(u, v)

∂(x, y)
− 2

∂(u,w)

∂(x, z)
− 2

∂(v, w)

∂(y, z)
= +

∇ρ∇p

ρ2
− ∇2p

ρ
− fξ. (9)

Ýòî óðàâíåíèå, â âèäå (9) áåç âÿçêèõ ñëàãàåìûõ, èñïîëüçóåòñÿ â íåêîòîðûõ
àëãîðèòìàõ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè [11]. Çäåñü ñëàãàåìîå d2 ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ñêàëÿðíîé íåëèíåéíîñòüþ [10], ÿêîáèàíû, îïðåäåëåííûå ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

∂(u, v)

∂(x, y)
= uxvy − vxuy,

∂(u,w)

∂(x, z)
= uxwz − wxuz,

∂(v, w)

∂(y, z)
= vywz − wyvz,

âûäåëÿþòñÿ ïîä íàçâàíèåì âåêòîðíîé íåëèíåéíîñòè. Â óðàâíåíèå (8) âîøëà
âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà âèõðÿ ξ = uy − vx. Óðàâíåíèå, êîòîðîìó
ïîä÷èíÿåòñÿ ýòà êîìïîíåíòà, ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâ-
íåíèÿ (2) ïî ïåðåìåííîé y è âû÷èòàíèåì èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé óðàâíåíèÿ (3) ïî x:

ξτ + ξ(ux + vy) + wyuz − wxvz

=
ρxpy − ρypx

ρ2
+ f(vy + ux) +

µ1

ρ
∇2ξ +

µ2

ρ

1

3
∇
[
(∇ · u⃗)y − (∇ · u⃗)x

]
.

(10)

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïðèíèìàåò âèä

ρτ = −ρd. (11)

Óðàâíåíèÿ (8)�(11) îïèñûâàþò äèíàìèêó ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ê íèì ñëå-
äóåò ïðèñîåäèíèòü óðàâíåíèÿ (2)�(4) äëÿ ñêîðîñòè, à òàêæå óðàâíåíèå ñîñòîÿ-
íèÿ è ïðè íåîáõîäèìîñòè óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé (8)�(11) íå ïðîùå èñõîäíîé è ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êàêèå-ëèáî ðåøåíèÿ êîòîðîé ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ.
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Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèíÿòèå óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, ïðè÷åì çíà-
÷èòåëüíî áîëåå ñëàáûõ, ÷åì ïðè ïîëó÷åíèè (6) èëè (7), ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8)�(11). Äàëåå â ýòîé ðàáîòå áóäóò ðàññìîò-
ðåíû íåêîòîðûå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïðè ðàññìîòðåíèè
ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè çàïèñàòü ýòè óðàâ-
íåíèÿ â âèäå, äîïóñêàþùåì àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñæèìàåìîé æèäêîñòè, òàêîå, ïðè êîòî-
ðîì ïðè ëþáûõ èçìåíåíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñêîðîñòü æèäêîñòè â ëþáîé
òî÷êå îñòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, ëèáî ñòîëü ìàëî çíà÷èìû, ÷òî èìè ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü. Äèíàìèêó ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåò ñæèìàåìîñòü,
ñâÿçàííàÿ ñ çàâèñèìîñòüþ ïëîòíîñòè æèäêîñòè îò òåìïåðàòóðû. Â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà óðàâíåíèé (2)�(4), (8)�(11) óïðîùàåòñÿ. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ñòîêñà
ñâîäèòñÿ ê ÷àñòíîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî âðåìåíè, ÿêîáèàíû â (8) ðàâíÿ-
þòñÿ íóëþ, âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà âèõðÿ òàêæå ðàâíÿåòñÿ íóëþ è ñèñòåìà
óðàâíåíèé (8)�(11), (4) ïðèíèìàåò âèä

ρg = −pz, (12)

dt + d2 = +
∇ρ∇p

ρ2
− ∇2p

ρ
− fξ +

µ1 + µ2

ρ
∇2d− µ2

ρ2
∇ρ · ∇d, (13)

ρt = −ρd. (14)

Îòìåòèì âàæíûé ìîìåíò: ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè ðàâíÿåòñÿ íóëþ
òîæäåñòâåííî, ïðè ýòîì äèâåðãåíöèÿ ýòîé ñêîðîñòè îòëè÷íà îò íóëÿ è îïðåäåëÿ-
åò ðàññìàòðèâàåìûå ÿâëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëåäñòâèåì äåëàåìûõ óïðîùà-
þùèõ ïðåäïîëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæåíèå ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ æèäêîñòè,
÷òî âîçìîæíî â ñëó÷àÿõ, êîãäà íå âîçíèêàåò çàìåòíûõ âåðòèêàëüíûõ ñêîðîñòåé.
Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî èñêîìûå âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò âåðòèêàëüíîé êîîð-
äèíàòû è âðåìåíè, ò. å. ðàññìàòðèâàåì âåðòèêàëüíûé ñòîëá æèäêîñòè. Äâà
ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ (13)�(14) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå îäíîãî:

−ρtt + 2
ρ2t
ρ

= +
ρzpz
ρ

− pzz − (µ1 + µ2)
(ρt
ρ

)
zz
+

µ2

ρ
ρz

(ρt
ρ

)
z
.

Âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé äàâëåíèÿ ïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå
îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûì, à ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ äàâëåíèÿ ïî âåðòèêàëüíîé êîîð-
äèíàòå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñèëîé òÿæåñòè, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (12) ñ ó÷åòîì
ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

−ρtt + 2
ρ2t
ρ

= −ρzg − pzz − (µ1 + µ2)
(ρt
ρ

)
zz
+

µ2

ρ
ρz

(ρt
ρ

)
z
. (15)

Óðàâíåíèå (15) îïèñûâàåò äèíàìèêó ïëîòíîñòè âåðòèêàëüíîãî ñòîëáà ïðîèç-
âîëüíîé íüþòîíîâñêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Èñïîëüçóÿ
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ìîæíî ïåðåïèñàòü (15) òàê, ÷òîáû â íåãî âõîäèëà îäíà
åäèíñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà æèäêîñòè, íàïðèìåð, ïëîòíîñòü èëè òåìïåðàòó-
ðà. Äëÿ ñëó÷àÿ àòìîñôåðíîãî âîçäóõà â øèðîêèõ ïðåäåëàõ ñïðàâåäëèâî óðàâíå-
íèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Îãðàíè÷èâàÿ äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå âîïðî-
ñà òîëüêî àäèàáàòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, ïðîòåêàþùèìè â èäåàëüíîì ãàçå [7]:
p = Aργ, ρ = BT 1/(γ−1), ãäå êîíñòàíòû A = p0/ρ

γ
0 , B = ρ0T

−1/(γ−1)
0 îïðåäåëÿþòñÿ
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ïî ïðèïîâåðõíîñòíûì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí, ìîæíî ïåðåïèñàòü
óðàâíåíèå (15) äëÿ òåìïåðàòóðû (íå âîñïðîèçâîäÿ ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê):

−Ttt +
γ

γ − 1

T 2
t

T
= −gTz − γRT

(
Tzz +

1

γ − 1

T 2
z

T

)
− (µ1 + µ2)

ρ

(
Ttzz − 2

TtzTz

T
− TtTzz

T
+ 2

TtT
2
z

T 2

)
+

1

ρ

µ2

γ − 1

(TtzTzT − TtT
2
z )

T 2
.

(16)

Çäåñü γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî ρ = BT 1/(γ−1).
Ïðè âûâîäå (16) âåëè÷èíû ïåðâîé è âòîðîé âÿçêîñòè ñ÷èòàëèñü ïîñòîÿííûìè.
ßâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òóðáóëåíòíîñòüþ, èìåþùèå âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ íèæ-
íåé ÷àñòè òðîïîñôåðû, íå ó÷èòûâàëèñü. Çàìåòèì, ÷òî âñå âÿçêèå ñëàãàåìûå
ñîäåðæàò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷à-
íèå ìîæíî ñäåëàòü äëÿ óðàâíåíèÿ (15), îïèñûâàþùåãî ïëîòíîñòü æèäêîñòè,
ãäå âÿçêèå ñëàãàåìûå òàêæå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå ïëîòíîñòè ïî âðåìåíè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè âÿçêèå
ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ (16) ìàëû. Ñ ðîñòîì ñêîðîñòåé èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû
âî âðåìåíè ýòè ñëàãàåìûå áóäóò ñòàíîâèòüñÿ âñå áîëåå çàìåòíûìè. Äëÿ àòìî-
ñôåðíîãî âîçäóõà ëàìèíàðíàÿ âÿçêîñòü [12] èìååò ïîðÿäîê ≈ 10−5. Äëÿ âûñîò
ïîðÿäêà âûñîòû òðîïîñôåðû âÿçêèìè ñëàãàåìûìè â ýòîì óðàâíåíèè ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü [16], ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü íà òàêèõ âûñîòàõ ïðèáëèçè-
òåëüíî ïîñòîÿííîé. È â ñòðàòîñôåðå âÿçêèìè ñëàãàåìûìè áóäåì ïðåíåáðåãàòü,
õîòÿ ïàäåíèå ïëîòíîñòè íà âûñîòàõ â 50 êì óæå çàìåòíî. Âûøå ñòðàòîñôåðû
ïðåíåáðåæåíèå âÿçêèìè ñëàãàåìûìè ïî âñåé âèäèìîñòè íåïðèåìëåìî, ïîñêîëü-
êó ñòîÿùàÿ â çíàìåíàòåëå ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìàëîé, ïî ýòîé æå ïðè÷èíå
âîçíèêàþò ñîìíåíèÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà. Âÿçêèå ïðî-
öåññû ïðîÿâëÿþòñÿ ëèøü ïðè çàìåòíûõ ñêîðîñòÿõ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âî
âðåìåíè, êàê ýòî âèäíî èç (16). Ïðè ìåäëåííûõ âî âðåìåíè èçìåíåíèÿõ êàêîé-
ëèáî õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîãî ñòîëáà âÿçêèå ïðîöåññû äëÿ íåå î÷å-
âèäíî ïðåíåáðåæèìî ìàëû.

Ïðåíåáðåãàÿ âÿçêèìè ñëàãàåìûìè ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (16):

Ttt −
γ

γ − 1

T 2
t

T
= c2

[
Tzz +

1

γ − 1

T 2
z

T

]
+ gTz. (17)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå c2 = γRT , îïðåäåëÿþùåå ñêîðîñòü çâóêà. Ýòî æå
óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî äëÿ ïëîòíîñòè:

ρtt − 2
ρ2t
ρ

= +gρz + c2
[
(γ − 1)

ρ2z
ρ

+ ρzz

]
, (18)

èëè äëÿ äàâëåíèÿ:

ptt −
γ + 1

γ

p2t
p

= gpz + c2pzz. (19)

Äàííûå íàáëþäåíèé äîñòóïíû äëÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû, ïëîòíîñòü ïðè
ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ.

Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ìîæíî âûïèñàòü äëÿ ëþáîé èç ïàðöèàëüíûõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ àòìîñôåðû, íàïðèìåð äëÿ îçîíà èëè âîäÿíîãî ïàðà, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
íóæíî ó÷èòûâàòü ôàçîâûå ïåðåõîäû. Â ñëó÷àå îçîíà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
âîçíèêíîâåíèå îçîíà ïîä äåéñòâèåì ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ. Ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ äëÿ ïëîòíîñòè (18) ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî
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ó÷èòûâàòü õèìè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ (êàê â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ îáðàçîâàíèÿ
îçîíà) è ôàçîâûå ïðåâðàùåíèÿ (äëÿ ìîëåêóëÿðíîé âîäû íà âûñîòàõ îáðàçî-
âàíèÿ îáëàêîâ). Ê íåäîñòàòêàì ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò îòíåñòè ñëå-
äóþùèå äîïóùåíèÿ, ïðèíèìàåìûå ïðè èõ âûâîäå. Àäèàáàòè÷íîñòü ïðîöåññîâ
íà âûñîòàõ ñòðàòîñôåðû è âûøå âåðîÿòíî íàðóøàåòñÿ âñëåäñòâèå ñôåðè÷íîñòè
ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû. Äåéñòâèòåëüíî, ìûñëåííî ïîäíèìàÿ ââåðõ íåêîòîðûé
ïðÿìîóãîëüíûé îáúåì âîçäóõà, òåëåñíûé óãîë, èç êîòîðîãî îí ïîëó÷àåò ðàäè-
àöèþ (ýòî òåëåñíûé óãîë, ïîä êîòîðûì âèäíà ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû), ñ ðîñòîì
âûñîòû óìåíüøàåòñÿ, à òåëåñíûé óãîë, â êîòîðûé îí èçëó÷àåò ðàäèàöèþ (òîò,
ïîä êîòîðûì âèäíî çâåçäíîå íåáî) óâåëè÷èâàåòñÿ. Âîçìîæíî, ïåðåïèñàâ óðàâíå-
íèÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ òåëåñíîãî óãëà æèäêîñòè, ýòîò íåäîñòàòîê
ìîæíî ó÷åñòü. Àäèàáàòè÷íîñòü ïðîöåññîâ íà âñåõ âûñîòàõ àòìîñôåðû íàðó-
øàåòñÿ òàêæå âñëåäñòâèå ïîãëîùåíèÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ îçîíîì è âîäÿíûì
ïàðîì èëè êàêèìè-ëèáî ïðèìåñÿìè. Òàêæå íà àäèàáàòè÷íîñòü ïðîöåññîâ âëè-
ÿþò ôàçîâûå ïåðåõîäû, ïðîèñõîäÿùèå ïðè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ è ïðîöåññàõ
êîíäåíñàöèè/èñïàðåíèÿ êàïåëåê âîäû. Ïåðå÷èñëåííûå ôàêòîðû íå ó÷èòûâà-
þòñÿ â óðàâíåíèÿõ. Âîçìîæíî íà ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè â ñóòêè è áîëåå ýòè
ôàêòîðû êîìïåíñèðóåìû ðàäèàöèîííûì âûõîëàæèâàíèåì è îáðàòíûìè ôàçî-
âûìè ïåðåõîäàìè. Â ñðåäíåì íà äèíàìèêå ñòîëáà àòìîñôåðíîãî âîçäóõà îíè
ñêàçûâàþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ çà ñêîëüêî-íèáóäü
äëèòåëüíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òóðáóëåíòíûå ïðîöåññû,
èìåþùèå âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ íèæíåé ÷àñòè òðîïîñôåðû, ÷òî òàêæå íå îò-
ðàæåíî â ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿõ. Ó÷åò âÿçêèõ ÿâëåíèé â ýòèõ óðàâíåíèÿõ
ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé çàäà÷åé, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå çàòðàãèâàå-
ìîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû çà÷àñòóþ ïðèâîäÿò ê ïîÿâ-
ëåíèþ òå÷åíèÿ æèäêîñòè, âûçâàííîãî äåéñòâèåì ñèë ïëàâó÷åñòè. Òàê íàãðåâ
ïîâåðõíîñòè âûçûâàåò äíåâíîé ïîäúåì âîçäóøíûõ ìàññ, íî÷íîå âûõîëàæèâà-
íèå ïðèâîäèò ê äâèæåíèþ âîçäóõà âíèç. Êðîìå òîãî ââèäó íåîäíîðîäíîñòè
íàãðåâà âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíûå ãîðèçîíòàëüíûå äâèæåíèÿ âîçäóõà [14]. Âñå
ïåðå÷èñëåííûå íåäîñòàòêè óðàâíåíèÿ (17) ìîãóò áûòü ó÷òåíû â ðàìêàõ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (2)�(4), (8)�(11), ñâîáîäíîé îò ïðèíÿòûõ óïðîùàþùèõ äîïóùåíèé.

Äàëåå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (19) äëÿ äàâëåíèÿ è óðàâíå-
íèÿ (17) äëÿ òåìïåðàòóðû.

3. Àíàëèç óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ (19)

Î÷åâèäíî, ÷òî îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèé äëÿ òåìïåðàòóðû (16), (17)
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ýòî îïðàâäûâàåò èñïîëüçîâà-
íèå áàðîòðîïíûõ æèäêîñòåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ¾ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ¿.
Íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà òàêæå îáðàùàåò óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ (19)
â òîæäåñòâî.

Ðåøèòü óðàâíåíèå (19) âìåñòå ñ âÿçêèìè ñëàãàåìûìè íå óäàåòñÿ. Îäíàêî
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ó÷åòà âÿçêèõ ñëàãàåìûõ âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü
ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ñëó÷àå, åñëè ïðåäïîëîæèòü ïîñòîÿíñòâî ñêîðî-
ñòè çâóêà èëè æå ïðåäïîëîæèòü çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà òîëüêî îò âûñîòû.
Ïðîàíàëèçèðóåì íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå òî÷íûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óïðîùàþùèì ïðåäïîëîæåíèåì, êîòîðûå
îòûñêàòü óäàåòñÿ.
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Äàâëåíèå îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (19),
â êîòîðîì c2 = γp/ρ = γRT . Íà âûñîòàõ ìåçîñôåðû ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå
ïðèåìëåìûì ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿíñòâå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ:
g = const.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19).
Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä èìååò ðåøåíèå, åñëè ïðèíÿòü ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè

çâóêà c2 = c20 = const ïî âûñîòå è âî âðåìåíè. Ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè çâóêà â
äîâîëüíî ãëóáîêèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû èñïîëüçóåòñÿ â [3].

Ïðåíåáðåæåíèå âðåìåííûìè ñëàãàåìûìè è ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿíñòâå
ñêîðîñòè çâóêà â ýòîì óðàâíåíèè ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

pzz = − g

c20
pz, (20)

èç êîòîðîãî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïîëó÷àåòñÿ

pz = − g

c20
p+ C1,

îòñþäà ñëåäóþùåå èíòåãðèðîâàíèå äàåò ðåøåíèå:

p(z) =
C1c

2
0

g
+ C2 exp

(
− gz

c20

)
. (21)

Ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ (20) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
p(z = 0) = p0, îòêóäà îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòà C2. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà C1 = 0 ïî-
ëó÷àåòñÿ ¾ãèäðîñòàòè÷åñêîå îòíîøåíèå¿ [13, 14]. Ñëåäîâàòåëüíî, óïðîùåííîå
óðàâíåíèå (20) â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ïîñòîÿíñòâå ñêîðî-
ñòè çâóêà ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ õîðîøî èçó÷åííîå è ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïðîâåðåííîå ãèäðîñòàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå è åãî îáîáùàåò. Íåñêîëüêî
ìåíÿåòñÿ ëèøü âåëè÷èíà ñðåäíåé âûñîòû àòìîñôåðû, êîòîðàÿ â ýòîì ðåøåíèè
åñòü H = γRT0/g è â γ ðàç áîëüøå, ÷åì îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ â ¾ãèäðîñòàòè÷å-
ñêîì ñîîòíîøåíèè¿. Ýòî îòëè÷èå èñ÷åçàåò, åñëè èñïîëüçîâàòü â ãèäðîñòàòè÷å-
ñêîì ñîîòíîøåíèè íå òåìïåðàòóðó ïîâåðõíîñòè, à íåêóþ ñðåäíþþ ïî àòìîñôåðå
âåëè÷èíó, â γ ðàç ìåíüøóþ ïîâåðõíîñòíîé.

Â ñëó÷àÿõ êîãäà C1 ̸= 0, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà äàâ-
ëåíèÿ, íèæå êîòîðîé äàâëåíèå íå îïóñêàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé. Óðàâíåíèå (19) â ñëó÷àå ïðåäïîëîæå-
íèÿ î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè çâóêà èìååò âèä

ptt −
γ + 1

γ

p2t
p

= gpz + c20pzz. (22)

Óðàâíåíèå (22) äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïî-
ëó÷èòü ÷àñòíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïðèìåì p(t, z) = F (t)G(z). Çàâèñè-
ìîñòü îò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

Ftt −
γ + 1

γ

F 2
t

F
= ±λF, (23)

ãäå λ � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð. Ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò
ðåøåíèÿ [17]: â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ λ

F (t) =


(
C1 sin

(√
λ
γ
t
)
− C2 cos

(√
λ
γ
t
))2

γλ


− γ

2

, (24)
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è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûõ λ

F (t) = 2γ exp
(√

γλt
)

(
C1 exp

(
2t
√

λ
γ

)
− C2

)2
γλ


− γ

2

. (25)

Çäåñü C1, C2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, λ � íåêîòîðîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ
ïàðàìåòðîì ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

Èç äâóõ íåîáõîäèìûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé íåèçâåñòíî íè îäíî. Ïîýòîìó ñíà-
÷àëà ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (22) îò ïàðàìåòðà λ, ðàñ-
ñìîòðèì çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû, à çàòåì âåðíåìñÿ
ê îáñóæäåíèþ âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ λ äàâëåíèå èìååò ïåðèîäè÷åñêèå âî âðåìåíè ðåøå-
íèÿ (24), ïðè êîòîðûõ îíî â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû äîñòèãàåò áåñêîíå÷íûõ
çíà÷åíèé â âèäå îñòðûõ ïèêîâ êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ îò âðåìåíè (23) ïðè çíà÷åíèÿõ λ = 10−8.
Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíî ìàñøòàáèðîâàíû è îáðåçàíû â òî÷êàõ ñèíãóëÿðíîñòè.

Ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ λ óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ äîïóñêàåò òîëüêî
çàòóõàþùèå âî âðåìåíè ðåøåíèÿ (25). Ïðè îïðåäåëåííûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ âîçìîæíû ñëó÷àè, ïðè êîòîðûõ ñíà÷àëà íàáëþäàåòñÿ ðîñò äàâëåíèÿ
âî âðåìåíè, à çàòåì åãî âåëè÷èíà ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèå ðåøåíèÿ
íå ôèçè÷íû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí îòêàçà îò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà λ.

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

gGz + c20Gzz = ±λG. (26)

Ýòî ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îáùåå ðåøåíèå
êîòîðîãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: ïðè λ > 0:

G(z) = C1 exp

((
− g +

√
g2 + 4λc20

)
z

2c20

)
+C2 exp

(
−
(
g +

√
g2 + 4λc20

)
z

2c20

)
, (27)

ïðè λ < 0:

G(z) = C1 exp

((
− g +

√
g2 − 4λc20

)
z

2c20

)
+C2 exp

(
−
(
g +

√
g2 − 4λc20

)
z

2c20

)
. (28)
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðèâëå÷ü ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, îäíî èç êîòîðûõ, çàäàííîå íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, åñòü
G(z = 0) = p0, ãäå âåëè÷èíà p0 ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ñëàáî-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèåé âðåìåíè â ñâÿçè ñ ñóòî÷íûìè è ãîäîâûìè âàðèàöèÿìè ïðèçåìíîãî äàâëå-
íèÿ. Âòîðûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ìîæíî ïðèíÿòü âïîëíå åñòåñòâåííîå óñëîâèå
ðàâåíñòâà íóëþ äàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîé âûñîòå G(z = ∞) = 0. Àòìîñôåðà çà-
êàí÷èâàåòñÿ íà êîíå÷íîé âûñîòå, ïîýòîìó ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
G(z = hmax) = 0, ãäå hmax � íåêîòîðàÿ âûñîòà, âûøå êîòîðîé àòìîñôåðà ïåðå-
ñòàåò îïèñûâàòüñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (9)�(11). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî óñëîâèå
íåîáõîäèìî äëÿ îòêàçà îò áåñêîíå÷íî ðàñòóùèõ ñ âûñîòîé ðåøåíèé â (27), (28).
Åùå îäíîé âîçìîæíîñòüþ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå
äëÿ ïðîèçâîäíîé äàâëåíèÿ ïî âûñîòå íà íèæíåé ãðàíèöå Gz(z = 0) = pz0.

Ïðè λ = 0 ðåøåíèÿ (27), (28) ïåðåõîäÿò â ¾ãèäðîñòàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå¿,
â ñëó÷àå åñëè îäíà èç êîíñòàíò ðàâíà íóëþ (C1 = 0), à óðàâíåíèå (26) ïåðåõîäèò
â óæå ðàññìîòðåííîå óðàâíåíèå (20), îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé.

Òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèå (26) ñîâïàäàåò ñ (20) ïðè λ = 0 ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ïàðàìåòð λ îòâå÷àåò çà îòêëîíåíèå íåñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ îò ñòàöèîíàðíî-
ãî. Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷íîå âûïîëíåíèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ îïè-
ñûâàåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, íî åñëè åñòü îòêëîíåíèÿ îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî
ñîîòíîøåíèÿ äàæå íà î÷åíü ìàëóþ âåëè÷èíó, òî â ðåøåíèè âîçíèêàåò íåñòà-
öèîíàðíûé ìíîæèòåëü (24) èëè (25), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íå íóëåâûì çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðà λ.

Çàïèøåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ,
ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì ôàçîâóþ ïîñòîÿííóþ C2 è ïåðåíóìåðóåì êîíñòàíòû:

p(t, z) = C1

 γλ(
sin
(√

λ
γ
t+ C2

))2


γ
2

×

(
C3 exp

((
− g +

√
g2+ 4λc20

) z

2c20

)
+ exp

(
−
(
g +

√
g2 + 4λc20

) z

2c20

))
.

(29)

Ââèäó íåîïðåäåëåííîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1, ìîæíî
ïðèíÿòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ëþáóþ èç òî÷åê, ãäå äàâëåíèå ìèíèìàëüíî, à
ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ. Âûáîð òàêîãî ìîìåíòà âðåìåíè â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî äèêòóåò âûáîð ôàçîâîé ïîñòîÿííîé C2 = π/2, ïîñëå ÷åãî ðåøåíèå
ïðèíèìàåò âèä

p(t, z) = C1

 γλ(
cos
(√

λ
γ
t
))2


γ
2

×

(
C3 exp

((
− g +

√
g2 + 4λc20

) z

2c20

)
+ exp

(
−
(
g +

√
g2 + 4λc20

) z

2c20

))
.

(30)

Âîçâðàùàÿñü ê ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè ðåøåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ îäíèì èç äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÿâëÿåò-
ñÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ ïî âñåé âûñîòå àòìîñôåðû. Â ýòîì ðåøåíèè â
ïîêàçàòåëå ïåðâîé ýêñïîíåíòû âûðàæåíèÿ (30) ñòîèò íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþ-
ùàÿñÿ îò íóëÿ âåëè÷èíà. Îñíîâûâàÿñü íà âòîðîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè (ðàâåíñòâî
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äàâëåíèÿ íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè èëè íà êàêîé-òî âûñîòå hmax), ñëåäóåò ïðèíÿòü
ýòó ïîñòîÿííóþ ðàâíîé íóëþ: C3 = 0. Ýòî óòâåðæäåíèå íîñèò ïðèáëèæåííûé
õàðàêòåð, ñâÿçàííûé ñ îòñóòñòâèåì íàäåæíîãî çíà÷åíèÿ âòîðîãî ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ.

Ïîñëå ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå èìååò åäèíñòâåííóþ àì-
ïëèòóäíóþ ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðóþ äîâîëüíî åñòåñòâåííî ìîæíî
îïðåäåëèòü èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ âåëè÷èíû äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåì-
ëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ðåøåíèå èìååò âèä

p(t, z) = p0

 1

cos
(√

λ
γ
t
)
γ

exp

(
−
(
g +

√
g2 + 4λc20

) z

2c20

)
. (31)

Â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (31) âîøåë íåîïðåäåëåííûé ïàðàìåòð λ. Ýòî êîíå÷-
íî íåäîñòàòîê ðåøåíèÿ. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19) áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîñòî-
ÿíñòâå ñêîðîñòè çâóêà ìîãóò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå âûðàæåíèÿ (31),
îñîáåííî âáëèçè ìîìåíòîâ âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïèêàì äàâëåíèÿ.

Ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå, ïðîñóì-
ìèðîâàâ âñå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì ðàçëè÷íûì äîïóñòèìûì
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà λ. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü ôîðìóëè-
ðóåòñÿ â âèäå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî
óðàâíåíèå (22) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì, è â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëèðóåòñÿ ïðèíöèï
íåëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè [1]. Íî âîñïîëüçîâàòüñÿ èì äëÿ óðàâíåíèÿ (22) íå
óäàåòñÿ.

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ îöåíèì, îñíîâûâàÿñü íà äàííûõ íàáëþäåíèé. Çàìå-
òèì, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïàðàìåòðà êîðåíü åãî âåëè÷èíû
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòîé âîçíèêàþùèõ îñöèëëÿöèé. Ïîñêîëüêó ïåðèîäè÷åñêèå èçìå-
íåíèÿ êëèìàòè÷åñêèõ óñëîâèé âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ñîãëàñíî [6, 5], â ïðî-
øëîì íåîäíîêðàòíî ñëó÷àëèñü, ïàðàìåòð λ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû ïàðàìåòðà λ ó÷òåì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå îñöèëëÿöèè
ñëó÷àþòñÿ íå ÷àñòî. Ïî êðàéíåé ìåðå çà âðåìÿ èíñòðóìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé
òàêîâûõ íå íàáëþäàëîñü. Ýòî îçíà÷àåò ìàëîñòü ýòîãî ïàðàìåòðà. Êðîìå òîãî
ãèäðîñòàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ äîâîëüíî òî÷íî, ÷òî òàêæå ñâèäå-
òåëüñòâóåò î åãî ìàëîñòè.

Ïðåæäå ÷åì îöåíèòü âåëè÷èíó ïàðàìåòðà λ ïî èñòîðè÷åñêîé ðåêîíñòðóê-
öèè ÷àñòîòû âîçíèêíîâåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåíåíèé êëèìàòè÷åñêèõ óñëîâèé
âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû, îòìåòèì íåêîòîðóþ ñëîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè
äàííûõ. Óðàâíåíèå (22) è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå (31) ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ
àòìîñôåðû â öåëîì êàê ñìåñè ãàçîâ, òàê è äëÿ êàæäîé ïàðöèàëüíîé åå êîì-
ïîíåíòû â îòäåëüíîñòè (íàïðèìåð, ýòî âåðíî òîëüêî äëÿ àçîòà â îòäåëüíîñòè
èëè òîëüêî äëÿ êèñëîðîäà). Ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû (ìîëÿðíàÿ ìàññà),
îïðåäåëÿþùèå îòäåëüíóþ êîìïîíåíòó èëè ñìåñü â öåëîì âõîäÿò â îïðåäåëåíèå
ñêîðîñòè çâóêà. Íåò íèêàêîé óâåðåííîñòè, ÷òî êàæäîé èç ïàðöèàëüíûõ êîìïî-
íåíò è ñìåñè â öåëîì îòâå÷àåò îäíî è òîæå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ. Åñëè äëÿ
ðàçíûõ êîìïîíåíò àòìîñôåðû ýòîò ïàðàìåòð ðàçëè÷åí, òî âî âðåìåíè ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ äîâîëüíî ñëîæíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñöèëëÿöèé äàâëåíèÿ.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííûå íàáëþäåíèé ñîîòâåòñòâóþò àòìîñôåðå â
öåëîì êàê ñìåñè ñâîèõ ïàðöèàëüíûõ êîìïîíåíò, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü àäèàáà-
òè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ñîîòâåòñòâóåò èìåííî ñìåñè. Ïðèíèìàÿ ïåðèîä âîçíèê-
íîâåíèÿ èçìåíåíèé êëèìàòè÷åñêèõ óñëîâèé â τ = 10000 ëåò èëè â ñåêóíäàõ
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τ ≈ 3 · 1011, ïîëó÷èì ÷àñòîòó âîçíèêíîâåíèÿ ÿâëåíèÿ ω = 2πT−1 ≈ 2 · 10−11.
Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî ω =

√
λ/γ, ïîëó÷èì λ ≈ 10−22. Ýòî î÷åíü ìàëåíüêàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Äëÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè â 350 ëåò, êîòîðûé ïðî-
ñìàòðèâàåòñÿ íà ãðàôèêàõ ðåêîíñòðóêöèé ïðèçåìíîé òåìïåðàòóðû â ðàáîòå [5],
ïîëó÷èì λ ≈ 10−19. Èçìåðèòü ñòîëü ìàëûå âåëè÷èíû, îñíîâûâàÿñü íà îòêëîíå-
íèè âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî, ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ òðóäíî âûïîëíèìîé çàäà÷åé.

Îöåíèâàÿ âåëè÷èíó ìàëîãî ïàðàìåòðà λ, íåëüçÿ èñêëþ÷àòü âîçìîæíóþ
ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü åãî îò âûñîòû è âðåìåíè. Ïðèáëèæåííî ýòó çàâè-
ñèìîñòü λ(t, z) ìîæíî îòûñêàòü, åñëè ïîäñòàâèòü ðåøåíèå (31), ïîëó÷åííîå ïðè
ïðåäïîëîæåíèè î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè çâóêà, â óðàâíåíèå (19), ñâîáîäíîå îò
ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, è ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ λ(t, z).
Íàéäåííàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòü ðåøå-
íèå, îñîáåííî â ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïèêàì äàâëåíèÿ. Îäíàêî
â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêàÿ îöåíêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ðåøåíèå (31) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêè âî âðåìåíè äàâëåíèå äîñòèãàåò
áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé ïî âñåé âûñîòå àòìîñôåðû. Ïðè áûñòðîì óâåëè÷åíèè
äàâëåíèÿ âáëèçè ïèêîâ çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ ðîëü âÿçêèõ ñëàãàåìûõ, êî-
òîðûìè ïðåíåáðåãàëîñü ïðè ïîëó÷åíèè (31). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ âÿçêî-
ñòè íà ïîâåäåíèÿ äàâëåíèÿ â ìîìåíò ïóëüñàöèè íóæíû äàëüíåéøèå èññëåäîâà-
íèÿ.

Ðàññìîòðèì êàê èçìåíÿåòñÿ ðåøåíèå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå â îòñóòñòâèå
ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè çâóêà. Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå c2 =
γp1−1/γA−1/γ ïåðåïèøåì (19) äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé â âèäå

γ
p1−1/γ

A1/γ
pzz + gpz = 0. (32)

Ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ êâàäðàòóðîé [17]:

p(z)∫
dx

−x
1
γA

1
γ γ + C1

= z + C2,

èëè äëÿ àòìîñôåðû ïðè γ = 1, 4:

p(z)∫
dx

C1 − x
5
7

= A
5
7γz + C2. (33)

Ýòî ñëîæíûé èíòåãðàë. Íå óäàåòñÿ âûïèñàòü àíàëèòè÷åñêèé âèä åãî ðåøåíèÿ.
×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32) íå ïîêàçûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïàäåíèÿ
ñ âûñîòîé, äåìîíñòðèðóÿ ñòðåìëåíèå ê íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíå.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñ äàííûìè äëÿ ëåòíåé ñóáòðîïè÷åñêîé ñïðà-
âî÷íîé àòìîñôåðû [12]. Òî÷êàìè íà ðèñ. 2 îòìå÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-
íûå, ïóíêòèðîì îòìå÷åíî ãèäðîñòàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, êîðîòêèì ïóíêòè-
ðîì � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20), êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ìíî-
æèòåëåì γ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû, ñïëîøíîé êðèâîé îòìå÷åíî ÷èñëåííîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (32). ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32) ïîëó÷åíî ïðè ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ âåëè÷èíû äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè è ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ
íà ïîâåðõíîñòè, âçÿòîìó èç ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ðåøåíèå (21) ëåã-
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êî ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ãèäðîñòàòè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ, åñëè ïðèíÿòü ñðåä-
íþþ òåìïåðàòóðó, êîòîðîé õàðàêòåðèçóåòñÿ âåñü ñòîëá àòìîñôåðû, ìåíüøóþ
ãðàíè÷íîé â γ ðàç.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32) ìîæíî ïðèçíàòü óäîâëå-
òâîðèòåëüíûì òîëüêî íèæå âûñîò â 9 êì, âûøå êîòîðûõ êðèâàÿ çíà÷èòåëüíî
îòêëîíÿåòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé. Âåðîÿòíî íà âûñîòàõ áîëåå 9 êì
íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû, ÷òî íåäîñòàòî÷íî ó÷èòûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì (32). Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (21) âïîëíå ïðèåìëåìî. Àíàëîãè÷íî
âûãëÿäÿò ãðàôèêè, ïîñòðîåííûå äëÿ äðóãèõ ñïðàâî÷íûõ àòìîñôåð [12].

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïî âûñîòå ñòîëáà àòìîñôåðû.

4. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17)

Îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (17) îòûñêàòü íå óäàåòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî îäíèì
èç ðåøåíèé óðàâíåíèé (16), (17) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

Ðàññìîòðèì íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ T = T (z) óðàâ-
íåíèÿ (17). Ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì äëÿ äàâëåíèÿ ïðèìåì äîïîëíèòåëüíîå
óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè çâóêà ïî âñåé âûñîòå ñòîë-
áà æèäêîñòè c2 = c20 = const. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Tzz +
1

γ − 1

T 2
z

T
+

g

c20
Tz = 0. (34)

Ýòî íåëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Çàïèøåì åãî
ðåøåíèå ïðè γ = 1, 4:

T (z) =

(
7

2g

) 2
7
(
gC2 − C1c

2
0 exp

(
− gz

c20

)) 2
7

. (35)
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Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò òåìïåðàòóðû (35) ïî âûñîòå:

Tz(z) = C1

(
2g

7

) 5
7

exp

(
− gz

c20

)(
C2g − C1c

2
0 exp

(
− gz

c20

))− 5
7

. (36)

Ïîñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè: íà ãðàäèåíò òåìïåðà-
òóðû Tz(z = 0) = −γb è åå çíà÷åíèå íà ïîâåðõíîñòè T (z = 0) = Tb, è îáîçíà÷èì
c20 = γRTb. Âûáîð òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðèíÿòûå
çíà÷åíèÿ ìîæíî îöåíèòü ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé. Äðóãèìè âîçìîæíûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ìîãóò áûòü çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû íà âûñîòå ïðèíÿòîé
çà âåðõíþþ ãðàíèöó àòìîñôåðû. Îäíàêî êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà âûñîòû àò-
ìîñôåðû ÿâëÿåòñÿ â áîëüøîé ñòåïåíè ïðîèçâîëüíîé è çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû
íà áîëüøèõ âûñîòàõ îïðåäåëÿþòñÿ â íàáëþäåíèÿõ ñ áîëüøîé îøèáêîé è ìîãóò
âàðüèðîâàòü â øèðîêèõ ïðåäåëàõ.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ çíà÷åíèé êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ:

Tb =

(
7

2g

) 2
7 (

gC2 − C1c
2
0

) 2
7 , −γb = C1

(
2g

7

) 5
7 (

C2g − C1c
2
0

)− 5
7 .

Ðàçðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì

C1 = −T
5
2
b γb, C2 =

(
− 7c20γb + 2Tbg

)T 5
2
b

7g
, (37)

C1 = +T
5
2
b γb, C2 = −

(
− 7c20γb + 2Tbg

)T 5
2
b

7g
. (38)

Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ äâà íàáîðà êîíñòàíò, ïðè êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ èçó÷à-
åìîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå (35), (37), (38) óðàâíåíèÿ (34) ïðåäñòàâèì ãðàôè÷åñêè íà ðèñ. 3
â âèäå çàâèñèìîñòåé òåìïåðàòóðû îò âûñîòû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé (ýòè çíà÷åíèÿ óêàçûâàþòñÿ ïîä ðèñóíêîì). Âñå âû÷èñëåíèÿ
âûïîëíÿëèñü äëÿ àòìîñôåðíîãî âîçäóõà. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî âëèÿíèå èçìåíå-
íèÿ ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå
ïîâåðõíîñòè. Íà êàæäîì ãðàôèêå ïðåäñòàâëåíû âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè
äâóõ ðåøåíèé (35) ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòàì (37) è (38).

Íà ãðàôèêàõ ðèñ. 3 à)�á) íà ðàçëè÷íûõ âûñîòàõ èìååòñÿ îñîáàÿ òî÷êà. Îíà
îäíà è òà æå äëÿ îáîèõ íàáîðîâ êîíñòàíò. Ïîëîæåíèå îñîáîé òî÷êè íà îñè
àáñöèññ çàâèñèò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü îáîèõ ðåøåíèé îò-
ëè÷íà îò íóëÿ íå íà âñåõ âûñîòàõ. Íà âûñîòàõ ìåíüøèõ âûñîòû îñîáîé òî÷êè
îäíî èç ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, äðóãîå èìååò ìíèìóþ ÷àñòü. Âûøå
îñîáåííîñòè ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ: òî ðåøåíèå, êîòîðîå âåùåñòâåííî íèæå îñîáåí-
íîñòè, ïðèîáðåòàåò ìíèìóþ ÷àñòü, äðóãîå ðåøåíèå òåðÿåò ñâîþ ìíèìóþ ÷àñòü è
ñòàíîâèòñÿ âåùåñòâåííûì. Íèæå îñîáåííîñòè ðåøåíèå âåùåñòâåííî êàê ðàç òî,
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íèæíåìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ. Âûøå æå îñîáåííîñòè
âåùåñòâåííî òî ðåøåíèå, êîòîðîå íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îäíî èç ðåøåíèé íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ,
ýòî ÿâëÿåòñÿ ïîâîäîì îòêàçàòüñÿ îò íåãî òîëüêî â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåííîì íà
ðèñ. 3 â), êîãäà ðåøåíèå ìîíîòîííî ïî âûñîòå. Â ñëó÷àÿõ æå ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðèñ. 3 à)�á) îòêàçàòüñÿ îò ðåøåíèÿ íå ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
ìîæíî òîëüêî íà âûñîòàõ ìåíüøèõ âûñîòû îñîáåííîñòè. Âûøå îñîáîé òî÷êè
ïðî îáà ðåøåíèÿ ìîæíî ñêàçàòü ëèøü, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ è èìå-
þò ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå. Âåðîÿòíåå áóäåò íàáëþäàòüñÿ òî èç íèõ, êîòîðîå
íå èìååò ìíèìîé ÷àñòè.

à) γb = −0, 0098 Ê/ì

á) γb = −0, 0070 Ê/ì

â) γb = −0, 006 Ê/ì

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå ïîñòðîåííûå ïî âûðàæåíèþ (35)
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü (35), (37),

ïóíêòèðíàÿ � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü (35), (38), øòðèõïóíêòèðíàÿ � ìíèìàÿ ÷àñòü (35), (37), òî÷å÷íàÿ �
ìíèìàÿ ÷àñòü (35), (38). Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà âûñîòà â ìåòðàõ. Òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè Tb = 300 Ê.
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Âûøå îñîáîé òî÷êè êðîìå òðåáîâàíèÿ âåùåñòâåííîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåøå-
íèÿ íå âèäíî äîïîëíèòåëüíûõ îñíîâàíèé äëÿ îáñóæäåíèÿ âîçìîæíîñòè âûáîðà
îäíîãî èç ðåøåíèé. Âåðîÿòíà ðåàëèçàöèÿ òàêîé ñèòóàöèè, êîãäà íèæå âûñîòû
îñîáåííîñòè ðåàëèçóåòñÿ îäíî ðåøåíèå, à âûøå âûñîòû îñîáåííîñòè ðåàëèçóåòñÿ
äðóãîå. Èíà÷å ãîâîðÿ, âåùåñòâåííî òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (34), äëÿ êîòîðî-
ãî íèæå âûñîòû îñîáåííîñòè ðåàëèçóþòñÿ ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ (37), à
âûøå îñîáåííîñòè ðåàëèçóþòñÿ ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ (38). Êðîìå òîãî,
÷òî òàêàÿ êðèâàÿ âåùåñòâåííà, èìåííî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ, êîòîðîå áóäåò ðàññìîòðåíî äàëåå â � 6.

Âûñîòà âîçíèêàþùåé îñîáåííîñòè â ðåøåíèè (35) çíà÷èòåëüíî çàâèñèò îò
ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, áîëåå ñëàáîå âëèÿíèå èìååò âåëè-
÷èíà ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû. Ñ ðîñòîì ýòîé òåìïåðàòóðû ïðè íåèçìåííîì
ïðèïîâåðõíîñòíîì ãðàäèåíòå âûñîòà, íà êîòîðîé âîçíèêàåò îñîáàÿ òî÷êà ðåøå-
íèÿ (35) óâåëè÷èâàåòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè ñóõîàäèàáàòè÷åñêîì ãðàäèåíòå ðîñò
ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû íà 27 ãðàäóñîâ (ñ 273 äî 300 ãðàäóñîâ Êåëüâèíà)
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âûñîòû, çàíèìàåìîé îñîáåííîñòüþ, ïðèáëèçèòåëüíî íà
1400 ìåòðîâ: ñ 13,8 êì äî 15,2 êì. Ïðè çíà÷åíèè ãðàäèåíòà áëèçêîì ê âëàæíî-
àäèàáàòè÷åñêîìó γb = −0, 007 Ê/ì àíàëîãè÷íîå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïîâåðõ-
íîñòè ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âûñîòû îñîáîé òî÷êè íà 6 êì ñ 65,1 êì äî 71,4 êì.

Ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî îçíà÷àþò ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïðèìåíè-
òåëüíî ê ôèçèêå àòìîñôåðû.

Íåò óâåðåííîñòè, ÷òî â àòìîñôåðå áóäåò íàáëþäàòüñÿ îñîáåííîñòü òåìïåðà-
òóðû â åå ìàòåìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè, ñêîðåå òàì áóäåò íàáëþäàòüñÿ ìèíèìóì
òåìïåðàòóðû, ïóñòü äàæå ãëóáîêèé.

Ìèíèìóì òåìïåðàòóðû, ïîÿâëÿþùèéñÿ íà ãðàôèêàõ ïðåäñòàâëåííûõ íà
ðèñ. 3 à)�á) â âèäå îñîáåííîñòè ðåøåíèé, ìîæíî ñâÿçàòü ñ òàêèìè íàáëþäàþùè-
ìèñÿ â àòìîñôåðå Çåìëè ÿâëåíèÿìè êàê òðîïîïàóçà è ñòðàòîïàóçà. Òðîïîïà-
óçîé íàçûâàåòñÿ çà÷àñòóþ íàáëþäàþùàÿñÿ â àòìîñôåðå îáëàñòü ìèíèìàëüíûõ
òåìïåðàòóð ïîðÿäêà 250 ãðàäóñîâ Êåëüâèíà íà âûñîòàõ ïîðÿäêà 11�18 êì, âûøå
êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ñòðàòîñôåðíûé ðîñò òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé. Ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå ïðåäñòàâëåíû âî ìíîæåñòâå èññëåäîâàíèé [2, 4, 9, 14]. Âûñîòà
îñîáîé òî÷êè ðåøåíèÿ (35), (37) êîëè÷åñòâåííî áëèçêî ñ íàáëþäàþùèìñÿ çà-
÷àñòóþ íà÷àëîì âûñîòû òðîïîïàóçû, íåñìîòðÿ íà ïðèáëèæåíèÿ ïðèíèìàåìûå
ïðè âûâîäå. Äàëåå, ðåøåíèÿ (35) äåìîíñòðèðóþò ïî÷òè ïîñòîÿííûé ãðàäèåíò
âáëèçè ïîâåðõíîñòè, ÷òî è íàáëþäàåòñÿ [2, 4, 14]. Âûñîòà íà÷àëà ñòðàòîñôåðíî-
ãî ðîñòà òåìïåðàòóðû ñîâïàäàåò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ïðè óâåëè÷åíèè âûñîòû
âûøå îñîáåííîñòè äëÿ ðåøåíèÿ (35). Äàëüíåéøåå ïîñòîÿíñòâî èëè ñëàáûé ðîñò
òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå íå ñîâïàäàåò ñ íàáëþäàåìûìè âåðòèêàëüíûìè ïðîôè-
ëÿìè òåìïåðàòóðû íà âûñîòàõ áîëåå 50 êì.

Îäíàêî íàáëþäàåìîå ïîâåäåíèå òåìïåðàòóðû âûøå ñòðàòîñôåðû òàêæå ìî-
æåò áûòü îáúÿñíåíî â ðàìêàõ ðåøåíèÿ (35), ïîñêîëüêó îñîáàÿ òî÷êà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ âëàæíîàäèàáàòè÷åñêîìó ïðèïîâåðõíîñòíîìó ãðàäèåíòó íàõîäèòñÿ íà
âûñîòàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðàòîïàóçå, ðèñ. 3 á). Îäíîâðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ
ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé (35), âû÷èñëåííûå ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
âîçìîæíà â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ êàêîãî-ëèáî ïðèíöèïà íåëèíåéíîé ñóïåðïî-
çèöèè ðåøåíèé, åñëè çà ïåðèîä óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèé (2)�(4) íàáëþäàëèñü ðàç-
ëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Âñå æå çäåñü åñòü çàòðóäíåíèå ñâÿçàííîå ñ òåì,
÷òî çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè íà âûñîòàõ áîëåå 30 êì âûçûâàåò ñî-
ìíåíèå â ñïðàâåäëèâîñòè ñèñòåìû óïðàâëÿþùèõ óðàâíåíèé (2)�(4). Íà âûñîòàõ
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ïîðÿäêà 50�70 êì ìîãóò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûìè íå ó÷èòûâàåìûå â óðàâíå-
íèÿõ (2)�(4) ôàêòîðû. Ïîýòîìó ïðèâîäèìûå äàëåå ðåçóëüòàòû îãðàíè÷èâàþòñÿ
âûñîòàìè â 30 êì.

Äëÿ àòìîñôåðíîãî ãàçà, ñîñòîÿùåãî òîëüêî èç ìîëåêóëÿðíîãî àçîòà, â
êîòîðîì àäèàáàòè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿëèñü áû ñî ñêîðîñòüþ(
γRM−1

N2
Tb

)1/2
, âûñîòà òî÷êè îñîáåííîñòè ñîñòàâèëà áû 14,7 êì ïðè Tb = 300 Ê

è γb = −0, 0098 Ê/ì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûñîòà äëÿ àòìîñôåðíîãî ãàçà, ñîñòîÿ-
ùåãî òîëüêî èç êèñëîðîäà, äëÿ êîòîðîãî ñêîðîñòü àäèàáàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé
åñòü

(
γRM−1

O2
Tb

)1/2
, ñîñòàâèëà áû 21,2 êì. Áëèçîñòü ïðåäñòàâëåííûõ èíòåðâà-

ëîâ âûñîò ê äèàïàçîíó âûñîò çàíèìàåìûõ òðîïîïàóçîé â íàáëþäåíèÿõ [9] ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Äëÿ áîëåå ëåãêèõ ãàçîâ òî÷êà îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ (35)
ðàñïîëàãàåòñÿ íèæå ïî âûñîòå, äëÿ áîëåå òÿæåëûõ ãàçîâ � âûøå.

Ïðè èçó÷åíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òðîïîïàóçà ïðåäñòàåò êðàéíå äè-
íàìè÷åñêèì ÿâëåíèåì [9]. Çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà íåå îêàçûâàåò ïëàíåòàðíàÿ
öèðêóëÿöèÿ àòìîñôåðû, çíà÷èòåëüíû øèðîòíûå è ñåçîííûå âàðèàöèè, âåëèêà
çàâèñèìîñòü îò ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè (íà îäíèõ øèðîòàõ íàä îêåàíàìè
è êîíòèíåíòàìè íàáëþäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ). Äëÿ âûñîòû òðîïîïàóçû è
åå ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðû (çà÷àñòóþ äàæå êîëè÷åñòâà òðîïîïàóç) çíà÷èìû
òàêæå âîçìóùåíèÿ, âíîñèìûå ãðîçàìè, ôðîíòàìè, öèêëîíàìè. Íå ñòàâÿ ñåáå
öåëüþ îïèñàòü âñå áîãàòñòâî ÿâëåíèé, íàáëþäàþùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ ìåòåîóñëî-
âèÿõ, ïðåäñòàâèì ñåáå íåêîòîðûé íåçíà÷èòåëüíî âîçìóùåííûé ñòîëá ñæèìàå-
ìîãî àòìîñôåðíîãî âîçäóõà, è ïîïûòàåìñÿ âûÿñíèòü ÿâëåíèÿ, èç ÷èñëà òåõ ÷òî
íàáëþäàþòñÿ â àòìîñôåðå, äëÿ êîòîðûõ ñòîëü ïðîñòàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ èäåà-
ëèçàöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íîé.

Íà ðàçíûõ øèðîòàõ âûñîòà âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ òðîïîïàóçû ðàçëè÷íà.
Â [9, 12�14] ïðèâîäèòñÿ èçìåíåíèå âûñîòû òðîïîïàóçû â çàâèñèìîñòè îò âðåìå-
íè ãîäà è ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòû. Êà÷åñòâåííî ýòè èçìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
âûâîäàì, ïîëó÷åííûì èç ðåøåíèé (35), è ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû èçìåíåíèåì
ïðèïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû, ñâÿçàííîé ñ èçìåíåíèåì âðåìåíè ãîäà è ãåî-
ãðàôè÷åñêîé øèðîòû, â ñëó÷àå åñëè ïðèïîâåðõíîñòíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû
îñòàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííûì â òå÷åíèè âñåãî ãîäà íà òîé èëè èíîé ãåî-
ãðàôè÷åñêîé øèðîòå. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç [4] ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7
è ðèñ. 8, ãäå îíè ñðàâíèâàþòñÿ ñ âåùåñòâåííûìè ðåøåíèÿìè (55) íåñòàöèîíàð-
íîãî óðàâíåíèÿ, îïèñàííîãî â � 6.

Ñ óâåëè÷åíèåì ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû âûñîòà îñîáåí-
íîñòè âîçíèêàþùåé â ðåøåíèè (35) óìåíüøàåòñÿ. Ñ ðîñòîì ïîâåðõíîñòíîé
òåìïåðàòóðû ïðè íåèçìåííîì ïðèïîâåðõíîñòíîì ãðàäèåíòå � óâåëè÷èâàåòñÿ.
Â íàáëþäåíèÿõ âûñîòà òðîïîïàóçû âûøå ëåòîì, ÷åì çèìîé, è âûøå íà íèçêèõ
øèðîòàõ, ÷åì íà âûñîêèõ. Òàêîå ïîâåäåíèå âûñîòû òðîïîïàóçû êà÷åñòâåííî
îïèñûâàåòñÿ èçìåíåíèåì ïðèïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû.

Âåðîÿòíî íàáëþäàåòñÿ è èçìåíåíèå ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòó-
ðû â çàâèñèìîñòè îò ñåçîíà. Íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà íåãî îêàçûâàåò óâåëè÷åíèå
âëàæíîñòè äî ñîñòîÿíèÿ íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà. Íàä âëàæíûìè òðîïè÷å-
ñêèìè îáëàñòÿìè äèíàìèêà òðîïîïàóçû äîëæíà çàâèñåòü è îò ýòîãî ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ. Ïðè óìåíüøåíèè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû âáëèçè ïîâåðõíîñòè âûñîòà,
íà êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ îñîáàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ.

Îáúÿñíÿåòñÿ è èñ÷åçíîâåíèå òðîïîïàóçû, ÷òî ñâîéñòâåííî ñæèìàåìîé áàðî-
êëèííîé èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðè ìàëûõ ïðèïîâåðõíîñòíûõ ãðàäèåíòàõ òåì-
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ïåðàòóðû, ïðèìåð ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3 â). Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ èñ÷åçàåò è
ñòðàòîñôåðíûé ðîñò òåìïåðàòóðû. Âîçìîæíî èìåííî ýòî ÿâëåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ
â àòìîñôåðå íàä ãåîãðàôè÷åñêèìè ïîëþñàìè ïëàíåòû. Íèçêèå òåìïåðàòóðû ïî-
âåðõíîñòè è ìàëûå ïðèïîâåðõíîñòíûå ãðàäèåíòû òåìïåðàòóðû â ýòèõ ðàéîíàõ
ïëàíåòû â òå÷åíèè çèìíåãî ïåðèîäà ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé èñ÷åçíîâåíèÿ òðîïî-
ïàóçû è ñòðàòîñôåðíîãî ðîñòà òåìïåðàòóðû. Èñ÷åçíîâåíèå òðîïîïàóçû äåé-
ñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ â îñíîâíîì íàä Àíòàðêòèäîé [15], â àòìîñôåðå íàä
Àðêòèêîé ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ àíàëîãè÷íûå ÿâëåíèÿ. Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íà-
çâàíèå ¾îçîíîâûå äûðû¿. Î÷åíü âåðîÿòíî, ÷òî ó ïëîùàäè èìè çàíèìàåìîé åñòü
ñåçîííûå âàðèàöèè.

Çàêàí÷èâàÿ îáñóæäåíèå ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî íàëè-
÷èå ìíèìîé ÷àñòè â ðåøåíèè äåëàåò ñîìíèòåëüíîé ïðèåìëåìîñòü ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (34) äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñòîëáà ñæèìàåìîé èäåàëüíîé
áàðîêëèííîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Õîòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ îáú-
ÿñíÿþò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â àòìîñôåðå, íî
âåùåñòâåííûì ìîæåò áûòü òîëüêî ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ïî êîíñòàíòàì èíòå-
ãðèðîâàíèÿ (37) íèæå âûñîòû òî÷êè îñîáåííîñòè è ïî êîíñòàíòàì èíòåãðèðî-
âàíèÿ (38) âûøå âûñîòû îñîáåííîñòè, òàêîå ñîñòàâíîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò
íåñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ, ðàññìàòðèâàåìîìó â � 6.

5. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17)
áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè çâóêà

Ðàññìîòðèì êàê èçìåíÿåòñÿ ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå
ïðè îòñóòñòâèè ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè çâóêà. Ïðèìåì, ÷òî
T (t, z) = T (z), ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè äàåò íóëåâîé ðåçóëüòàò,
óðàâíåíèå (17) ïðèìåò âèä

Tzz +
1

γ − 1

T 2
z

T
+

g

γR

Tz

T
= 0. (39)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóðû [17] ïðè γ = 1, 4:∫
7RdT

2g ± C1T
− 5

2

= −z + C2. (40)

Êâàäðàòóðû (40) âûðàæàþò çàâèñèìîñòü âûñîòû îò òåìïåðàòóðû è ìîãóò
áûòü çàïèñàíû è â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Îäíàêî îáðàòèòü ýòè àíàëèòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ è íàéòè èç íèõ çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò âûñîòû íå óäàåòñÿ,
ïîýòîìó äëÿ êðàòêîñòè îíè íå ïðèâåäåíû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íå óäàåòñÿ îïðåäå-
ëèòü êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ C1, C2, ôèãóðèðóþùèå â (40). Îäíàêî îñòàåòñÿ
íàäåæäà îöåíèòü ýòè êîíñòàíòû.

Èç èíòåãðàëîâ (40) âèäíî, ÷òî ïðè C1 = 0, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå T (z) =
T0 − γaz (γa � ïðèïîâåðõíîñòíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû) [16], ñïðàâåäëèâîå
äëÿ íåñæèìàåìîãî ñëó÷àÿ, îòêóäà îïðåäåëÿåòñÿ âòîðàÿ êîíñòàíòà C2, êîòîðàÿ
ïî ñìûñëó åñòü âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ íåêîòîðîé ãðàíè÷íîé òåìïåðàòóðå
(íàïðèìåð, åå ãðàíè÷íîìó çíà÷åíèþ ïðè z = 0). Òàêæå âèäíî, ÷òî ïåðâàÿ
êîíñòàíòà C1 îïèñûâàåò îòëè÷èå ñæèìàåìîé ñðåäû îò íåñæèìàåìîé è íå âõîäèò
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â íåñæèìàåìîå ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì ïåðâûé èíòåãðàë (39):

Tz = −
(
2g ± C1T

− 5
2

)
7R

,

äëÿ äâóõ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì ïåðåä êîíñòàíòîé C1.
Îöåíèì îòñþäà êîíñòàíòó C1, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè çàäàíû â êà-
÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû Tz(z = 0) = −γb è çíà÷åíèå
òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè T (z = 0) = Tb:

−γb = − 2g

7R
∓ C1

T
− 5

2
b

7R
.

Äëÿ àòìîñôåðíîãî âîçäóõà âåëè÷èíà 2g/(7R) ïðèáëèæåííî ðàâíÿåòñÿ
0, 00977, ÷òî ïðè C1 = 0 äîñòàòî÷íî áëèçêî ê íàáëþäàþùåìóñÿ âáëèçè ïîâåðõíî-
ñòè ñóõîàäèàáàòè÷åñêîìó ãðàäèåíòó. Îïðåäåëÿÿ èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïî-
ñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ C1, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ C1 = ±T

5/2
b (7Rγb−2g). Çíàê

êîíñòàíòû C1 îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíèöåé ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ γb (ãðàäèåíò òåìïå-
ðàòóðû ó ïîâåðõíîñòè) è âåëè÷èíû 2g/(7R). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè γb = 2g/(7R)
ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíÿåòñÿ íóëþ è æèäêîñòü âåäåò ñåáÿ êàê íåñæè-
ìàåìàÿ. Ýòî íå î÷åíü ïîíÿòíî. Íàáëþäàòåëüíûå äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè
γb ≈ 2g/(7R) íàáëþäàåòñÿ ñëîæíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå, à
íå ðàñïðåäåëåíèå T (z) = T0 − γaz, ñïðàâåäëèâîå ïðè C1 = 0. ×òîáû ïîëó÷èòü
âåðíîå çíà÷åíèå ýòîé êîíñòàíòû íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü (40), â ðåçóëü-
òàò ïîäñòàâèòü âûáðàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîñëå ÷åãî, ðàçðåøàÿ ïîëó÷åí-
íûå âûðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èòü èõ çíà÷åíèÿ.
Ïðîäåëàòü ýòî íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííîé îöåíêîé êàê
íåêîòîðûì ïðèáëèæåíèåì.

Çíàÿ îöåíêó êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ, íàðèñóåì (ñì. ðèñ. 4) ãðàôèê çàâè-
ñèìîñòè âåùåñòâåííîé ÷àñòè âûñîòû îò òåìïåðàòóðû äëÿ îäíîãî èç âûðàæå-
íèé (40) ïðè çíà÷åíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé γb = −0, 008, Tb = 300. Ïî îñè
îðäèíàò îòëîæåíà âûñîòà, ïî îñè àáñöèññ � òåìïåðàòóðà. Íà ýòîì æå ðèñóíêå
ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè âûñîòû îò òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûé èç ðåøå-
íèÿ (35), (37), (38):

z(T ) = −c20
g

ln

(
7C2 − 2T

7
2

7C1

)
, (41)

âçÿòûå ïðè òåõ æå ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âûñîòû îò òåìïåðàòóðû. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ïîñòðîåíà
ïî îäíîìó èç âûðàæåíèé (40) ñ îöåíî÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ.

Øòðèõïóêòèðíàÿ êðèâàÿ ïîñòðîåíà ïî (41) è îäíîìó èç çíà÷åíèé (35), (37).
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Îáà ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 4 ãðàôèêà êà÷åñòâåííî ïîõîæè äðóã íà äðóãà.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà êîíñòàíò íå óäîâëåòâîðèòåëüíà, ïîñêîëüêó
ðåøåíèå (21) íà ðèñ. 4 çíà÷èòåëüíî ñäâèíóòî êàê ïî îñè îðäèíàò, òàê è ïî îñè
àáñöèññ. Ïðè æåëàíèè îïåðàöèåé ñäâèãà ìîæíî ñîâìåñòèòü ýòè ðåøåíèÿ. Îä-
íàêî ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî îáà ðåøåíèÿ èìåþò îñîáåííîñòü ïåðâîãî ðîäà.
Âàæíîñòü ýòîãî çàìå÷àíèÿ â òîì, ÷òî ïðèíèìàåìîå óïðîùåíèå î ïîñòîÿíñòâå
ñêîðîñòè çâóêà â óðàâíåíèè (17) íå ëèøàåò ýòî óðàâíåíèå âîçíèêàþùåé â åãî
ðåøåíèè îñîáåííîñòè ïðè îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Êîíå÷íî ïðèíè-
ìàåìîå óïðîùåíèå âëèÿåò íà ðåøåíèå âîçìîæíî èçìåíÿÿ âûñîòó íà êîòîðîé
âîçíèêàåò îñîáåííîñòü, íî íå íà ñàì ôàêò âîçíèêíîâåíèÿ îñîáåííîñòè.

6. Íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17)
â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè çâóêà

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê àíàëèçó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (17), íåîáõîäèìî ïî-
ÿñíèòü ñìûñë, âêëàäûâàåìûé â ïîíÿòèå íåñòàöèîíàðíîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê
ýòîìó óðàâíåíèþ. Óðàâíåíèå ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ âåðòèêàëü-
íûõ ñêîðîñòåé, êîòîðûå íåèçìåííî âîçíèêàþò âñëåäñòâèå àäâåêòèâíûõ òå÷åíèé
âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè, òåìïåðàòóðà êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ. Ìîæíî íàäåÿòü-
ñÿ, ÷òî óñðåäíåíèå çà çíà÷èòåëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè èëè ìíîãî÷èñëåííûå àê-
òû íàáëþäåíèé èñêëþ÷èò âëèÿíèå ýòèõ òå÷åíèé. Íåñóùåñòâåííûìè òå÷åíèÿ
âîçäóõà ìîãóò ÿâëÿòüñÿ òîëüêî íà çíà÷èòåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, ñóùå-
ñòâåííî ïðåâûøàþùèõ ñóòî÷íûé èíòåðâàë, à âåðîÿòíî ïðåâûøàþùèõ è ãîäîâîé
èíòåðâàë âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðè îáñóæäåíèè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíå-
íèÿ (17) ðå÷ü ìîæåò èäòè òîëüêî î êðàéíå ¾ìåäëåííîì¿ âðåìåíè. Óðàâíåíèå
(17) ñïðàâåäëèâî ëèøü äëÿ çíà÷èòåëüíûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè. Âìåñòå ñ òåì
àäèàáàòè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ äàæå ñàìîé ìàëîé àìïëèòóäû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ çâóêà, ÷òî íà çíà÷èòåëüíûõ âðåìåí-
íûõ èíòåðâàëàõ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü áûñòðûì ïðîöåññîì. Óðàâíåíèå (17) âêëþ÷àåò
äâà ìåõàíèçìà çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùèõñÿ ñâîèì âðåìåííûì ìàñøòàáîì.

Â íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ ïîâåðõíîñòíûå òåìïåðàòóðû è èõ ïðèïîâåðõíîñò-
íûå ãðàäèåíòû òîæå óñðåäíÿþòñÿ è èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ìãíî-
âåííûõ. Íåêîòîðîå ïðîòèâîðå÷èå âèäèòñÿ â òîì, ÷òî ýòè âåëè÷èíû âõîäÿò â
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå (35), (37), (38) è íà
ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âëèÿþò èìåííî èõ ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ïðîàíàëèçèðóåì óïðîùåííîå óðàâíåíèå

Ttt −
γ

γ − 1

T 2
t

T
= c20

[
Tzz +

1

γ − 1

T 2
z

T

]
+ gTz, (42)

ãäå c20 = γRT0 � ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè çâóêà. Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àåò-
ñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü ïîñòîÿíñòâî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè çâóêà â óðàâíåíèè (17).

Ïðèíèìàåìîå ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè çâóêà â óðàâíåíèè (42) ÿâëÿåòñÿ óïðî-
ùàþùèì ïðåäïîëîæåíèåì, âûðàæàþùèì òî, ÷òî èçìåíåíèå ñàìîé òåìïåðàòóðû
â óðàâíåíèè (17) íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé.
Îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå èìååò ó÷åò ïåðâûõ è âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ òåìïåðàòó-
ðû â óðàâíåíèè (17).
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ò. å. ïðèìåì, ÷òî
T (t, z) = F (t)G(z), ãäå F (t) � ôóíêöèÿ òîëüêî âðåìåíè, G(z) � ôóíêöèÿ òîëüêî
âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå â òàêîì âèäå â (42), ïîëó÷àåì

1

F
Ftt −

1

F

γ

γ − 1

F 2
t

F
=

1

G
c20

[
Gzz +

1

γ − 1

G2
z

G

]
+

1

G
gGz,

îòêóäà ñëåäóþò äâà óðàâíåíèÿ:

Ftt −
γ

γ − 1

F 2
t

F
= ±λF, (43)

c20

[
Gzz +

1

γ − 1

G2
z

G

]
+ gGz = ±λG. (44)

Îòìåòèì ñóùåñòâîâàíèå ïàðàìåòðà ±λ â ïîëó÷åííîì ðåøåíèè, ïîìèìî êîí-
ñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, ëèíåéíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ èëè óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè, òàêîé ïàðàìåòð òàêæå âîçíèêàåò. Ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñå-
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ëèíåéíîé ñóïåð-
ïîçèöèè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó ïðîâîäèòñÿ èíòå-
ãðèðîâàíèå èëè ñóììèðîâàíèå â ñëó÷àå, åñëè ðåàëèçàöèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íåâîçìîæíà â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â íåëèíåéíîì ñëó-
÷àå ñóùåñòâóåò ïðèíöèï íåëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó
èç äâóõ ðåøåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó çíà÷åíèþ λ ìîæ-
íî ñôîðìèðîâàòü òàêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ òàêæå áóäåò ðåøåíèåì èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ [1]. Îäíàêî â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå çàäà÷à ïîèñêà ôóíêöèè,
ðåàëèçóþùåé íåëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ ñëîæíà è íàéòè åå çà÷àñòóþ íå óäàåò-
ñÿ. Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (42) ñîñòàâèòü îáùåå ðåøåíèå íå óäàåòñÿ, è äàëåå ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè êàêèõ-òî
êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ. Íåîáõîäèìî ïðèíÿòü êàêîå-ëèáî îïðåäå-
ëåííîå çíà÷åíèå ýòîãî ÷èñëà ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, íàïðèìåð
äèêòóåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èëè íàáëþäàòåëüíûìè äàííûìè.

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àè îòðèöàòåëüíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðà λ.

Ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ óðàâíåíèþ (43) óäîâëåòâîðÿåò
âûðàæåíèå

F (t) = exp
(√

γ − 1
√
λt
) 4λ(γ − 1)(

exp
(

2
√
λt√

γ−1

)
C1 − C2

)2


γ−1
2

. (45)

Ïðè çíà÷åíèÿõ γ > 1 ðåøåíèå (45) äëÿ òåìïåðàòóðû íå ìîæåò èìåòü êî-
ëåáàòåëüíûé õàðàêòåð âî âðåìåíè. Ôóíêöèÿ (45) ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíîé. Âûÿñíèì åå ïîâåäåíèå. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ðåøåíèå ïðè γ = 1, 4 íå
ó÷èòûâàÿ ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü è ïåðåîïðåäåëÿÿ êîíñòàíòó C2:

F (t) ∼ exp
(
0, 6324

√
λ t
)( λ(

exp
(
3, 1623

√
λ t
)
− C2

)2
) 1

5

.
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Ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíò ðåøåíèå òàêæå âåùåñòâåííî. Çäåñü
ìîæíî âûäåëèòü òðè ñëó÷àÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîí-
ñòàíòû C2. Ïðè ìàëûõ λ ≈ −10−6 è ïðè C2 < −1 ýòî ñíà÷àëà âîçðàñòàþùàÿ
è äàëåå âî âðåìåíè óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïðè C2 > 1 ýòà ôóíêöèÿ èìååò âî
âðåìåíè îñîáåííîñòü ïåðâîãî ðîäà (âçðûâàþùååñÿ ðåøåíèå), ïðè −1 < C2 < 1
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé âðåìåíè. Îäíàêî ñ òå÷åíè-
åì âðåìåíè, íà äåéñòâèòåëüíî áîëüøèõ âðåìåíàõ ñðàâíèìûõ ñ âðåìåíåì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïëàíåòû âñå ýòè ñëó÷àè ïðèâîäÿò ê ìîíîòîííîìó óáûâàíèþ ðåøåíèÿ
ïîñëå îñîáåííîñòè èëè íåêîòîðîãî ðîñòà â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ. ×åì áîëüøå
ìîäóëü λ, òåì áûñòðåå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ýòà ôóíêöèÿ. Áîëüøèå îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íå ïðèåìëåìû, ïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå íóëåâûõ òåìïå-
ðàòóð â àòìîñôåðå ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäàòåëüíûì ôàêòàì.

Ðåøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî óðàâíåíèÿ (44) äîâîëüíî ñëîæíîå ïðè îòðèöà-
òåëüíûõ λ:

G(z) = exp

(
−
√
(γ − 1)((g2 − 4λc20)γ − g2) + g(γ − 1)

2c20γ
z

)

×

γ2c40

(
C3 exp

(
z
√

(γ−1)((g2−4λc20)γ−g2)

c20(γ−1)

)
− C4

)2

(γ − 1)((g2 − 4λc20)γ − g2)


γ−1
2γ

.

(46)

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì δ = g2(γ−1)−4λγc20, âûíåñåì èç ïîä çíàêà ñòåïåíè
êîíñòàíòó C1, ïîëàãàÿ åå âåùåñòâåííîé, ïåðåîïðåäåëèì êîíñòàíòó C4 = C4/C3

è ïåðåïèøåì

G(z) = C3 exp

(
−
√
(γ − 1)δ + g(γ − 1)

2c20γ
z

)

×

γ2c40

(
exp

(
z
√
δ

c20
√
γ−1

)
− C4

)2
(γ − 1)δ


γ−1
2γ

.

(47)

Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ δ âîçìîæíû ïðè óñëîâèè g2(γ − 1) < 4λγc20,
â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé êîëåáàòåëü-
íîé ôóíêöèåé. Â ÷èñëå ïðî÷èõ ñëîæíûõ ðåæèìîâ âîçìîæíû ñòóïåí÷àòûå âåð-
òèêàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñûâàåìûå âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé.

Çàïèøåì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (42), ïåðåíóìåðîâàâ êîíñòàíòû:

T (z, t) = C1 exp

(√
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√
λt−

√
(γ − 1)δ + g(γ − 1)

2c20γ
z

)

×

(
4λ(γ − 1)(

exp(2
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γ − 1 )− C2
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γ2c40

(
exp

(
z
√
δ

c20
√
γ−1

)
− C3

)2
(γ − 1)δ


γ−1
2γ

,

(48)

ãäå δ = g2(γ−1)−4λγc20. Ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ
ðåøåíèå òàêæå âåùåñòâåííî. Ïîä÷åðêíåì î÷åâèäíûé ôàêò: âûðàæåíèå (48)
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îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû, à íå îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû
îò êàêîãî-ëèáî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.

Ïîñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: ýòî äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè
çåìëè T (z = 0, t) = Tb, Tz(z = 0, t) = −γb.

Îáñóäèì äðóãèå âîçìîæíîñòè. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà âåðõíåé ãðàíèöå àò-
ìîñôåðû ëèáî òåìïåðàòóðà íà áåñêîíå÷íîñòè çàâåäîìî íå îïðåäåëåíû. Äà
è òðóäíî óñëîâèòñÿ îòíîñèòåëüíî âûñîòû ñàìîé àòìîñôåðû. Îòìåòèì, ÷òî
îáà ïðèíèìàåìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè, íàïðèìåð ïðè ó÷å-
òå ñóòî÷íûõ âàðèàöèé òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè ìîæíî çàïèñàòü Tb = Tb(t) ≈
Tb+Tday sin(ωdayt). Åñëè áûòü åùå òî÷íåå, íà ïîâåðõíîñòè ñëåäóåò çàäàòü óðàâíå-
íèå äëÿ ïðèïîâåðõíîñòíûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû àòìîñôåðíîãî âîçäóõà. Äëÿ
áîëåå äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî ðàññ÷èòûâàòü òåìïåðàòóðó ñëîåâ
ãðóíòà âïëîòü äî ãëóáèí ïðîíèêíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ êîëåáàíèé òåìïåðàòó-
ðû. Òåìïåðàòóðû æå ïîâåðõíîñòè è ïðèïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ âîçäóõà ìîãóò
îòëè÷àòüñÿ çíà÷èòåëüíî, îñîáåííî â ñëîæíûõ îðîãðàôè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. Ñ÷è-
òàÿ ýòè çàìå÷àíèÿ íå ñóùåñòâåííûìè, ïðèìåì óêàçàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
â êàêîì-òî ¾ñðåäíåì¿ ñìûñëå, êàê áóäòî äåéñòâèå âñåõ ýòèõ è äðóãèõ íåíà-
çâàííûõ ìåõàíèçìîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ èìåííî òàêèõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ âîçäóõà è åå ãðàäèåíòà. Ïî êðàéíåé ìåðå òàê
ìîæíî ñ÷èòàòü â êàêîì-òî ñàìîì ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èñêîìûå êîíñòàíòû ñòà-
íîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà λ: Ci = Ci(λ), i = 1, 2, 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû
îïðåäåëèòü êîíñòàíòû íóæíî çàäàòüñÿ êîíêðåòíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà λ.

Íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ íå çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Çà âðåìÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ àòìîñôåðû, ñêîðåå âñåãî, çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò íà÷àëüíûõ
äàííûõ áûëà çàáûòà. Âðåìåííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ äîëæíà çàòóõàòü äîñòàòî÷íî
ìåäëåííî, ÷òî ñ ó÷åòîì çíà÷èòåëüíûõ âîçìóùåíèé ðåãóëÿðíî âîçíèêàþùèõ â
àòìîñôåðå, ìîæåò ïîçâîëèòü àòìîñôåðå ñîõðàíÿòü â êàêèõ-òî ïðåäåëàõ â ñðåä-
íåì íåèçìåííóþ òåìïåðàòóðó. Íàïðèìåð, â òðîïîñôåðå òàêèìè âîçìóùåíèÿ-
ìè ìîãóò îêàçàòüñÿ öèêëîí-àíòèöèêëîíè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü, à â ñòðàòîñôåðå �
âíåçàïíûå ñòðàòîñôåðíûå ïîòåïëåíèÿ. Ïîñêîëüêó â íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ
òåìïåðàòóðà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå ñòðåìèòüñÿ áûñòðî ê íóëþ, ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî âåëè÷èíà λ î÷åíü ìàëà. Ïðè ìàëûõ λ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü ðåøå-
íèÿ (48) íå çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò âåùåñòâåííîé ÷àñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøå-
íèÿ (35), (37), (38), ÷òî â îáùåì óäîâëåòâîðèòåëüíî. Íåêîòîðûå ðàñïðåäåëåíèÿ
òåìïåðàòóðû ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ≈ g2(γ − 1)/(4γc20) òàêæå ïîêàçûâàþò
óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûìè ïðîôèëÿìè
âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû, îäíàêî ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ λ íà
áîëüøèõ âûñîòàõ (îêîëî 150�200 êì) äîëæíû íàáëþäàòüñÿ îòðèöàòåëüíûå àáñî-
ëþòíûå òåìïåðàòóðû è íà âñåõ âûñîòàõ òåìïåðàòóðà äîëæíà äîâîëüíî áûñòðî
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ÷åãî íå íàáëþäàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî ïàðàìåòð λ ìîæåò áûòü
ïðèíÿò ìåíüøèì, ÷åì g2/(14c20) ≈ 10−4. Êàêîå-òî âðåìÿ, òîæå ïðîïîðöèîíàëü-
íîå λ, âîçìîæåí íåëèíåéíûé ðîñò òåìïåðàòóðû, ñâÿçàííûé ñ êàêèì-ëèáî âîç-
ìóùåíèåì. Âîçíèêàþùèå âîçìóùåíèÿ êîíå÷íî íå îïðàâäûâàþò âîçìîæíîñòü
ïðèíÿòèÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ.

Íàðÿäó ñ ãðàíè÷íûìè ñëåäóåò ïîñòàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ìîæíî ïðè-
íÿòü èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ (35), (37), (38), ò. å. ðåøå-
íèþ ïðè λ = 0. Ìû íå ìîæåì ïðèíÿòü, íàïðèìåð ïîñòîÿííîå ïî âûñîòå çíà-
÷åíèå òåìïåðàòóðû, ïîñêîëüêó ýòî äðóãîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17).
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Òðåòüèì âàðèàíòîì ìîæíî ïðèíÿòü íåêîòîðîå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìîå
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå, ýòî òîæå ñîìíèòåëüíî, ïîñêîëüêó ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî ìîæíî íàáëþäàòü äîâîëüíî ñëîæíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
ïî âûñîòå àòìîñôåðû, ðåàëèçóþùååñÿ ïîä âëèÿíèåì ìíîæåñòâà ôàêòîðîâ, íà-
ðóøàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèíèìàåìûå ïðè âûâîäå (17).

Óäîâëåòâîðèòåëüíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ íå ïðîñìàòðèâàåòñÿ è ê òîìó æå
íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ íå çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïðèìåì â êà-
÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âûðàæåíèå (48). Ó íåãî íåò ìíèìîé ÷àñòè, îíî
êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì (35), (37), (38). Âòîðîãî ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (42) íàéòè íå óäàåòñÿ è ïðè ìàëûõ ïî âåëè÷èíå çíà÷åíèÿõ λ
íå çàâèñèò îò çíàêà ýòîãî ïàðàìåòðà.

Çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòå ðåøåíèÿ (48) â âèäå îòíîøåíèÿ ê ñà-
ìîìó ðåøåíèþ:

Tz(z, t)

T (z, t)
=

(
g(γ−1)−

√
(γ−1)δ

)
exp

(
z
√

(γ−1)δ

c20(γ−1)

)
−C3

(
g(γ−1) +

√
(γ−1)δ

)
2γc20

(
− exp

(
z
√

(γ−1)δ

c20(γ−1)

)
+ C3

) . (49)

Ïîñòàâèì äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè: T (z = 0, t) = Tb,
Tz(z = 0, t) = −γb.

Tb = F (t)C1

(
c40γ

2(C3 − 1)2

(γ − 1)(−4λγc20 + g2γ − g2)

) γ−1
2γ

, (50)

γb = −F (t)C1

(
c40γ

2(C3 − 1)2

(γ − 1)(−4λγc20 + g2γ − g2)

) γ−1
2γ

×
C3g(γ − 1)− g(γ − 1) + (C3 + 1)

√
(γ − 1)(−4λγc20 + g2γ − g2)

2(−1 + C3)γc20
.

(51)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå ñîãëàñîâàíî ñ ãðàíè÷íûìè òîëüêî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè. Â ëþáîé ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ âî
âðåìåíè òåìïåðàòóðà â ãðàíè÷íîé òî÷êå áóäåò ìåíüøå, ÷åì ïîñòàâëÿåìîå ãðà-
íè÷íîå óñëîâèå. ×åì äàëüøå âî âðåìåíè, òåì ðàçíèöà áîëüøå.

Îïðåäåëèì èç (50), (51) ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ
åñòü

C1 = Tb

(
2T 2

b c
4
0γ

2
)− γ−1

2γ

(
Tb

(
g(γ−1)Tb−2γbγc

2
0

)√
((−4λc20 + g2)γ−g2)(γ−1)

+
(
(−2λc20 + g2)γ − g2

)
(γ − 1)T 2

b − 2γbgc
2
0γ(γ − 1)Tb + 2γ2

b c
4
0γ

2
) γ−1

2γ
,

(52)

C3 = − 2γbγc
2
0 − Tbgγ + Tbg + Tb

√
−4λγ2c20 + g2γ2 + 4λγc20 − 2g2γ + g2

−2γbγc20 + Tbgγ − Tbg + Tb

√
−4λγ2c20 + g2γ2 + 4λγc20 − 2g2γ + g2

. (53)
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Çíà÷åíèÿ êîíñòàíò âåùåñòâåííû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ è âòî-
ðîé ïàðû êîíñòàíò îòûñêàòü íå óäàåòñÿ. Ãðàôèê õàðàêòåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûå èç (48), (52), (53) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5. Ýòîò ãðà-
ôèê ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé êðèâîé îïèñûâàåìîé äâóìÿ ðåøåíèÿìè ñòàöè-
îíàðíîãî ñëó÷àÿ (35), (37), (38), åñëè ïðèíÿòü îäíî èç ðåøåíèé íèæå âûñîòû
îñîáåííîñòè, à âûøå � âòîðîå ðåøåíèå.

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû àòìîñôåðû ïî âûñîòå, ïîëó÷åííîå èç (48), (52), (53),
çíà÷åíèÿ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ (52), (53) âû÷èñëåíû ïðè Tb = 300, γb = −0.0098, λ = 0.

Ðåøåíèå (48) ñ êîíñòàíòàìè (52), (53) îäíî è âåùåñòâåííî. Âëèÿíèå ãðàäè-
åíòà ïðèïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû, âåëè÷èíû ñàìîé òåìïåðàòóðû, çíà÷åíèÿ
ãàçîâîé ïîñòîÿííîé àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó äëÿ (35), (37), (38).

Çàïèøåì ðåøåíèå ïðè ïîëîæèòåëüíûõ λ. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ðåøåíèÿ
èìååò âèä

F (t) =


(
C1 sin

( √
λ√

γ−1
t
)
− C2 cos(

√
λ√

γ−1
t)
)2

λ(γ − 1)


1−γ
2

.

Â ýòîì âûðàæåíèè ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, îäíà
èç êîòîðûõ áóäåò ÿâëÿòüñÿ àìïëèòóäíîé, äðóãàÿ � ôàçîâîé. Ôàçîâóþ êîíñòàí-
òó ñîõðàíèì, õîòÿ åé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîñêîëüêó ìû íå çíàåì êîãäà ïðîöåññ
íà÷àëñÿ (íà÷àëî ïðîöåññà ìîæíî ïðèíÿòü ïðè C2 = 0). Àìïëèòóäíóþ ïîñòîÿí-
íóþ âûíåñåì çà çíàê ñòåïåíè:

F (t) = C1


(
sin
( √

λ√
γ−1

t+ C2

))2
λ(γ − 1)


1−γ
2

.

Â ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (44) òàêæå âûíåñåì îäíó êîí-
ñòàíòó è çàïèøåì åãî â âèäå

G(z) = C3 exp

(
−z

g(γ − 1) +
√
(γ − 1)((4λc20 + g2)γ − g2)

2c20γ

)

×
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(
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(
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√
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)
− C4

)2

(γ − 1)((4λc20 + g2)γ − g2)


γ−1
2γ

.

(54)
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Óìíîæèì äâå ÷àñòè ðåøåíèÿ è ïåðåíóìåðóåì êîíñòàíòû:

T (t, z) = C1


(
sin
( √

λ√
γ−1

t+ C2

))2
λ(γ − 1)


1−γ
2

× exp

(
−z

g(γ − 1) +
√

(γ − 1)((4λc20 + g2)γ − g2)

2c20γ

)

×

γ2c40

(
exp

(
z

√
(γ−1)((4λc20+g2)γ−g2)

c20(γ−1)

)
− C4

)2

(γ − 1)((4λc20 + g2)γ − g2)


γ−1
2γ

.

(55)

Îöåíèì ïàðàìåòð λ, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïîñòàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Âðåìåííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ñèíãó-

ëÿðíîñòåé, ïîñêîëüêó ñèíóñ, ñòîÿùèé â çíàìåíàòåëå (55), ïåðèîäè÷åñêè äîñòè-
ãàåò íóëÿ ïðè íåíóëåâûõ λ ïðè γ = 1, 4. Âèä çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.

Çà âðåìÿ èíñòðóìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èòåëüíûõ ïî-
âûøåíèé òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè íå ôèêñèðîâàëîñü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð
ìàë. Â àòìîñôåðå íàáëþäàåòñÿ êâàçèäâóõëåòíÿÿ ïóëüñàöèÿ òåìïåðàòóðû â àò-
ìîñôåðå [9] íàä çíà÷èòåëüíûìè ïëîùàäÿìè ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû (â îñíîâíîì
íàä ýêâàòîðèàëüíûìè è òðîïè÷åñêèìè øèðîòàìè), íî ïîâåäåíèå ïóëüñàöèè âî
âðåìåíè âîâñå íå ïîõîæå íà ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 1 çàâèñèìîñòü. Îòëè÷èå ðå-
øåíèÿ (55) îò íå íàéäåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (17) âåðîÿòíî áóäåò îñîáåííî
çíà÷èòåëüíûì â òî÷êàõ ñèíãóëÿðíîñòè, íî íåêîòîðîå êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå
òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè (55) âîçìîæíî îïèñûâàåò, ïî êðàéíåé ìåðå íà êàêèõ-
òî íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êàì ñèíãóëÿðíîñòè. Âïîëíå âåðîÿòíî,
÷òî íå íàéäåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) áëèæå ê ñèíóñîèäàëüíîìó íåæåëè
ïóëüñèðóþùåìó, êàê ýòî ñëåäóåò èç íàáëþäåíèé, íàïðèìåð, êâàçèäâóõëåòíèõ
ïóëüñàöèé [9]. Åñëè îöåíèâàòü ïàðàìåòð λ ïî ýòèì ÿâëåíèÿì, òî îí îêàçûâà-
åòñÿ ìàëûì. Ïî ãåîëîãè÷åñêèì è ãåîõðîíîëîãè÷åñêèì äàííûì [5, 6] â èñòîðèè
ïëàíåòû ñëó÷àëèñü ïåðèîäû çíà÷èòåëüíûõ ïîõîëîäàíèé è ïîñëåäóþùèõ ïîòåï-
ëåíèé àòìîñôåðû. Åñëè îöåíèâàòü λ ïî õðîíîëîãèè ýòèõ ñîáûòèé, òî èíòåðâàëû
âðåìåíè â äåñÿòêè òûñÿ÷ ëåò ñîîòâåòñòâóþò î÷åíü è î÷åíü ìàëûì çíà÷åíèÿì
ýòîãî ïàðàìåòðà.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ λ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ
îò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (35), (37), (38), ïîëó÷åííîãî ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè λ,
è óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè àòìîñôåðû. Çíà÷èò è
â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé λ ìîæíî ïðèíÿòü ìàëûå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïà-
ðàìåòðà.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíàòå ðåøåíèÿ (55) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (49), ñ
çàìåíîé çíàêà ïåðåä λ.

Ïîñòàâèì ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ íà ïî-
âåðõíîñòè çåìëè T (z = 0, t) = Tb, Tz(z = 0, t) = −γb. Íà÷àëüíîå óñëîâèå îá-
ñóæäàëîñü ðàíåå. Ïîëó÷àåìûå âûðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò (52), (53) ñ çàìåíîé
çíàêà ïåðåä λ.

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå èìååòñÿ íåñîãëàñîâàííîñòü íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå îíà ìåíåå ñóùåñòâåííà. Ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ λ
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âðåìåííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé, çà èñêëþ÷åíèåì
òåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, êîãäà òåìïåðàòóðà ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, â êîòî-
ðûå è ïðîÿâëÿåòñÿ íåñîãëàñîâàííîñòü íà÷àëüíîãî è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ìîæ-
íî âûáðàòü íà÷àëüíûì ìîìåíò, íàõîäÿùèéñÿ ãäå-íèáóäü ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè
ñèíãóëÿðíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ìû äîâîëüíî
äîëãî èìååì ïðèáëèçèòåëüíî íåèçìåííîå âî âðåìåíè ðåøåíèå.

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ ñëàáî çàâèñèò îò λ ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ
ïîñëåäíåãî. Ýòà ÷àñòü îïèñàíà âûðàæåíèåì (55). Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ λ
ãðàôèêè ðåøåíèÿ (55) â äåòàëÿõ ïîâòîðÿþò çàêîíîìåðíîñòè, ïðåäñòàâëåííûå
íà ðèñ. 3, 4. Ðåøåíèå îäíî è âåùåñòâåííî.

Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèå (35) íå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ëèáî âûøå òî÷êè
îñîáåííîñòè, ëèáî íèæå íåå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëàãàòü ÷òî ðåàëèçóåòñÿ â íà-
áëþäåíèÿõ íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (55), ò. å. ÷òî ñòîëá àòìîñôåðû íå ìîæåò
èìåòü ñòàöèîíàðíîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð λ ðå-
øåíèÿ (55) îòëè÷åí îò íóëÿ ïóñòü äàæå è î÷åíü ìàë ïî âåëè÷èíå.

Íàéäåííûå íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà λ. Çíàê è âåëè÷è-
íà ýòîãî ïàðàìåòðà èìåþò îïðåäåëÿþùåå âëèÿíèå íà çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ äëÿ
òåìïåðàòóðû îò âûñîòû è îò âðåìåíè. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïî ìîäóëþ ïàðà-
ìåòðà λ íå íàéäåíî îñíîâàíèé äëÿ âûáîðà òîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ åãî çíà÷åíèé
ëèáî òîëüêî îòðèöàòåëüíûõ. Ïðè âûáîðå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ýòîãî ïà-
ðàìåòðà çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî çàòóõàþùåé
ôóíêöèåé îò âðåìåíè, ïðè âûáîðå ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé � ïóëüñèðóþùåé
ôóíêöèåé, äîñòèãàþùåé â ìîìåíò ïóëüñàöèè áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé. Â ñëó÷àå
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé λ îêàçûâàþòñÿ íåâîçìîæíûìè êîëåáàòåëüíûå ðåøå-
íèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ íå çàâèñèò
îò çíàêà äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïàðàìåòðà λ.

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå äëÿ ëåòíåé ñóá-
òðîïè÷åñêîé ñïðàâî÷íîé àòìîñôåðû â âèäå òî÷åê [12]. Íà òîì æå ðèñóíêå ïðåä-
ñòàâëåíî ðåøåíèå (55) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé òåìïåðàòóðå íà ïîâåðõíîñòè è ñó-
õîàäèàáàòè÷åñêîì ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû âáëèçè ïîâåðõíîñòè çåìëè.

Ðèñ. 6. Ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ (55) ñ ëåòíåé ñóáòðîïè÷åñêîé ñïðàâî÷íîé àòìîñôåðîé [12].
Êîíñòàíòû â (55) âû÷èñëåíû ïðè Tb = 300, γb = −0, 0098, λ = 0.

Äàííûå äëÿ ëåòíåé ñóáòðîïè÷åñêîé ñïðàâî÷íîé àòìîñôåðû [12] âêëþ÷àþò
â ñåáÿ òàêæå è ñïðàâî÷íîå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû âáëèçè ïîâåðõíî-
ñòè, îíî ðàâíÿåòñÿ γb = −0, 006. Ýòî óñðåäíåííîå çíà÷åíèå ìåíüøå âåëè÷èíû
ñóõîàäèàáàòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà èñïîëüçîâàííîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà íà
ðèñ. 6. Âûñîòà, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíà îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ (55), íàèáîëåå
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ñèëüíî çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Ïðè
çíà÷åíèè ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà, ðàâíîãî γb = −0, 006 â ðåøåíèè (55)
âîîáùå íå íàáëþäàåòñÿ îñîáîé òî÷êè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñóõîàäèàáàòè÷åñêîãî
ãðàäèåíòà, êîòîðûé ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè [2, 16], âûñîòû ìè-
íèìóìà òåìïåðàòóðû, ôèêñèðóåìûõ â íàáëþäåíèÿõ, ñîâïàäàþò ñ âûñîòîé òî÷êè
îñîáåííîñòè êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6. Êà÷åñòâåííî ðåøåíèå (55) îòñëåæèâàåò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (55) åñòü ìãíîâåííîå
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííîìó çíà÷åíèþ
òåìïåðàòóðû è åå ãðàäèåíòó âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïðè íóëåâîé âåðòèêàëüíîé ñêî-
ðîñòè, ýêñïåðèìåíòàëüíûå æå äàííûå îòðàæàþò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîöåñ-
ñîâ ïðîèñõîäÿùèõ â àòìîñôåðå óñðåäíåííûõ çà ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé.

Â ñóáòðîïè÷åñêèõ øèðîòàõ ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ äâå òðîïîïàóçû [12], ðàñïî-
ëîæåííûå íà ðàçíûõ âûñîòàõ. Êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü îïèñàíà ðåøåíèåì
âèäà (55) ñ îòëè÷àþùèìèñÿ çíà÷åíèÿìè, íàïðèìåð, òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè
èëè åå ãðàäèåíòà. Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà λ òàêæå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âûñîòû
òî÷êè îñîáåííîñòè. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðà äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 7.
Íà ýòîì æå ãðàôèêå ïðåäñòàâëåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (39), â êî-
òîðîì óäàåòñÿ îòûñêàòü òîëüêî íèæíþþ ÷àñòü êðèâîé, ðàñïîëîæåííîé íèæå
îñîáîé òî÷êè. Ñóùåñòâîâàíèå è ïîëîæåíèå ýòîé îñîáîé òî÷êè âèäíî íà ãðà-
ôèêå. Â ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïàðàìåòð λ ðàâíÿëñÿ íóëþ. Ïîëîæåíèå îñîáîé
òî÷êè â ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ îñîáîé
òî÷êè â ðåøåíèè (55) ïðè λ ≈ −9 · 10−10. Âîçìîæíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (39) îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ (55) ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (42) âåëè÷èíîé
ïàðàìåòðà λ. Òàêæå âèäíî, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñîõðàíÿåò ëèíåéíûé õàðàê-
òåð óìåíüøåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé ïî÷òè âïëîòü äî âûñîòû îñîáîé òî÷êè,
ðåøåíèå æå (55) äåìîíñòðèðóåò áîëåå áûñòðîå ïàäåíèå òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé
ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñîáîé òî÷êå. Ïðè âûâîäå îáîèõ óðàâíåíèé íàëàãàþòñÿ
îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü çâóêà, íåîáõîäèìûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ðàçäå-
ëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ÷òî äåëàåò ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííûìè. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïàðàìåòð λ î÷åíü ìàë, íî çíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà âûñîòó îñîáîé òî÷êè,
âîçíèêàþùåé â ðåøåíèÿõ.

Ðèñ. 7. Ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ (55) ñ ëåòíåé ñóáòðîïè÷åñêîé ñïðàâî÷íîé àòìîñôåðîé [12].
Êîíñòàíòû â (55) âû÷èñëåíû ïðè Tb = 300, γb = −0, 0098, ðàçëè÷íûõ λ.
Ñïëîøíîé êðèâîé ïîêàçàíà êðèâàÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (39)

íèæå îñîáîé òî÷êè ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
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Ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà λ óâåëè÷èâàþò âûñîòó òî÷-
êè îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ (55) îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, îòðèöàòåëüíûå
óìåíüøàþò ýòó âûñîòó. Àíàëîãè÷íî âëèÿíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà λ íà ÷èñëåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (39).

Ñîãëàñíî ðåøåíèþ (55) ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ÷òî êàæäàÿ èç íàáëþäàþùèõ-
ñÿ îäíîâðåìåííî òðîïîïàóç ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà λ. Åñëè
îäíî èç çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà ïîëîæèòåëüíî, òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
ïîâåäåíèå àòìîñôåðíîãî ñòîëáà âî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì. Îòìå-
òèì, ÷òî â òðîïè÷åñêèõ è ñóáòðîïè÷åñêèõ øèðîòàõ, èìåííî òàì, ãäå íàáëþ-
äàåòñÿ äâå òðîïîïàóçû, ôèêñèðóåòñÿ òàêæå ÿâëåíèå ïîä íàçâàíèåì êâàçèäâóõ-
ëåòíÿÿ îñöèëëÿöèÿ àòìîñôåðû [9]. Ïîâåäåíèå òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè â òå÷å-
íèè íåñêîëüêèõ öèêëîâ êâàçèäâóõëåòíåé îñöèëëÿöèè áëèæå ê ñèíóñîèäàëüíîìó,
íåæåëè ê ïðåäñòàâëåííîìó íà ðèñ. 1 ðàñïðåäåëåíèþ. Ýòî ïîâåäåíèå íàìåêàåò
íà ïðàâèëüíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (17) îò âðåìåíè. Ïðè íàëè÷èè
äâóõ òðîïîïàóç, îäíà èç íèõ âîçìîæíî ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñ
ïåðèîäîì ïðèáëèçèòåëüíî â äâà ãîäà, âòîðàÿ âåðîÿòíî òàêæå íåñòàöèîíàðíà,
íî ñ çíà÷èòåëüíî áîëüøèì ïåðèîäîì.

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåì äàííûå ñïðàâî÷íîé àòìîñôåðû èç [4] ïî øèðîòíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè çåìëè äëÿ ëåòíèõ è çèìíèõ óñëîâèé.

Òàáëèöà 1

Äàííûå ñðåäíåé ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû ïî øèðîòàì äëÿ òðåõ ìåñÿöåâ ëåòà (èþíü, èþëü,
àâãóñò) è äëÿ òðåõ ìåñÿöåâ çèìû (äåêàáðü, ÿíâàðü, ôåâðàëü) [4]. Îòðèöàòåëüíûå øèðîòû

ñîîòâåòñòâóþò þæíûì øèðîòàì, ïîëîæèòåëüíûå � ñåâåðíûì.

Øèðîòà Ëåòíÿÿ òåìïåðàòóðà Çèìíÿÿ òåìïåðàòóðà
-80 246,0 267,8
-70 256,4 271,0
-60 264,0 273,3
-50 277,2 283,5
-40 281,3 290,4
-30 285,8 295,2
-20 293,6 299,8
-10 297,9 300,2
0 298,9 299,0
10 300,1 298,8
20 300,5 294,8
30 299,1 286,4
40 293,9 277,6
50 289,6 269,5
60 284,9 260,4
70 279,6 251,7
80 274,2 243,2

Íà ðèñ. 8 à) ñïëîøíîé êðèâîé îòìå÷åíà øèðîòíàÿ çàâèñèìîñòü âû÷èñëåííîé
ïî (55) âûñîòû òî÷êè îñîáåííîñòè íà îñíîâå äàííûõ î øèðîòíîì ðàñïðåäåëå-
íèè òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè ëåòîì ïðè ñóõîàäèàáàòè÷åñêîì ïðèïîâåðõíîñò-
íîì ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû, à íà ðèñ. 8 á) ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå äàííûå,
ñîîòâåòñòâóþùèå çèìíåìó ðàñïðåäåëåíèþ.
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Íà ðèñ. 8 îòðèöàòåëüíûå øèðîòû ñîîòâåòñòâóþò þæíûì, ïîëîæèòåëüíûå �
ñåâåðíûì. Îòìå÷åííûå òî÷êàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûå âûñîòû òðîïîïàóçû âû-
áèðàëèñü èç äàííûõ [4] ïî âûñîòå ñîîòâåòñòâóþùåé ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòó-
ðû â åå âåðòèêàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íà ñîîòâåòñòâóþùåé øèðîòå. Ñïëîøíîé
êðèâîé ïîêàçàíà âûñîòà òî÷êè îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ (55), â êîòîðîì â êà÷å-
ñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûáèðàëñÿ ñóõîàäèàáàòè÷åñêèé ãðàäèåíò òåìïåðàòó-
ðû γb = −0, 0098 è çíà÷åíèå ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòóðû èç òàáëèöû 1 äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé øèðîòû. Øòðèõïóíêòèðíîé êðèâîé ïîêàçàíî âûñîòà òî÷êè
îñîáåííîñòè âîçíèêàþùåé â ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (39) ïðè àíàëîãè÷-
íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Âñå êðèâûå ïîñòðîåíû ïðè λ = 0, ò. å. îïèñûâàþò
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå.

à) Ëåòíåå

á) Çèìíåå

Ðèñ. 8. Øèðîòíîå ðàñïðåäåëåíèå âûñîòû òðîïîïàóçû â ðàçëè÷íûå ñåçîíû.
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Èç ðèñ. 8 âèäíî, ÷òî ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ðàñïîëîæåíà â ñðåäíèõ øèðîòàõ íèæå,
÷åì íàáëþäàþùàÿñÿ âûñîòà òðîïîïàóçà, à øòðèõïóíêòèðíàÿ � âûøå. Ëåòîì
â þæíûõ âûñîêèõ øèðîòàõ è çèìîé â ñåâåðíûõ âûñîêèõ øèðîòàõ øòðèõïóíê-
òèðíàÿ êðèâàÿ áëèæå ê íàáëþäàåìûì âûñîòàì èçîïàóçû. Ó ïîëþñîâ âûñîòà
òðîïîïàóçû ñèëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ñåçîíà (òî÷êè íà ðèñ. 8), äåìîí-
ñòðèðóÿ ïîëóãîäîâóþ íåñòàöèîíàðíîñòü, â ñðåäíåì çà ãîä âûñîòà òðîïîïàóçû
áëèçêà ê âûñîòàì îñîáîé òî÷êè ðåøåíèÿ (55) è íà âûñîêèõ øèðîòàõ. Âáëè-
çè ýêâàòîðà è íà ñðåäíèõ øèðîòàõ ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ áëèæå ê
ýêñïåðèìåíòàëüíî ôèêñèðóåìûì ìèíèìàëüíûì òåìïåðàòóðàì òðîïîïàóçû.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (35) è íåñòàöèîíàðíîãî (55) ïðè λ = 0 âûñî-
òà âîçíèêíîâåíèÿ òî÷êè îñîáåííîñòè è çàâèñèìîñòü ýòîé âûñîòû îò ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé îäèíàêîâû. Âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îïèñûâàëîñü ðà-
íåå, íà ðèñ. 8 ïóíêòèðíûå êðèâûå äåìîíñòðèðóþò ýòî âëèÿíèå. Ïóíêòèðíàÿ
êðèâàÿ íà ðèñ. 8 à) ïîêàçûâàåò âëèÿíèå óâåëè÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòó-
ðû íà 10 ãðàäóñîâ íà âûñîòó âîçíèêàþùåé îñîáåííîñòè â ðåøåíèè (55) ïðè
ïðî÷èõ íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ. Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 8 á) ïîêàçûâàåò âëè-
ÿíèå óìåíüøåíèÿ ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû äî γb = −0, 0091
íà âûñîòó âîçíèêàþùåé îñîáåííîñòè â ðåøåíèè (55).

7. Ëèíåàðèçîâàííîå ðåøåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêëîíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå â àò-
ìîñôåðå îò ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (55) âñåãäà íå
âåëèêè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ëèíåàðèçîâàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå (17) è
îïèñàòü ìàëûå îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû îò ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðèáëè-
çèòåëüíî ðåøåíèå (55) ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàöèîíàðíûì íà ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè
óäàëåííûõ îò ìîìåíòîâ ïèêîâîãî ðîñòà òåìïåðàòóðû. Àíàëèç ýòîãî ñëó÷àÿ ïî-
ëåçåí äëÿ ïîíèìàíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ âîçìóùåíèé òåìïåðàòóðû è òåõ
ôàêòîðîâ îò êîòîðûõ îíè çàâèñÿò.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (17), óìíîæèâ åãî íà àáñîëþòíóþ òåìïåðàòóðó:

TTtt −
γ

γ − 1
T 2
t = γRT

[
TTzz +

1

γ − 1
T 2
z

]
+ gTTz.

Îáîçíà÷èì: T̃ = T̃ (z) � ðåøåíèå (55), ìàëóþ ðàçíîñòü � θ(z, t) = T (z, t)− T̃ (z),
è îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå âûêëàäêè çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ θ:

T̃ θtt + θθtt −
γ

γ − 1
θ2t = γRT̃

(
θT̃zz + T̃ θzz +

1

γ − 1
2T̃zθz + θθzz +

1

γ − 1
θ2z

)
+ γRθ

(
θT̃zz + T̃ θzz +

1

γ − 1
2T̃zθz + θθzz +

1

γ − 1
θ2z

)
+ gT̃ θz + gθθz.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíûå ñëàãàåìûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

θtt = γRT̃θzz +

(
2γR

γ − 1
T̃z + g

)
θz + γRT̃zzθ. (56)

Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ òåõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, êîãäà âåëè÷èíó T̃

ìîæíî ïðèíÿòü íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè T̃ ≈ T̃ (z), äëÿ ðåøåíèÿ (56) ìîæåò
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áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïîëîæèì θ(t, z) = F (t)G(z),
ïîëó÷èì

Ftt

F
= G−1

(
+γRT̃Gzz +

(
2γR

γ − 1
T̃z + g

)
Gz + γRT̃zzG

)
= ±κ2,

îòêóäà ñëåäóþò äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé îáî-
çíà÷èì ±κ2:

Ftt = ±κ2F, γRT̃Gzz +

(
2γR

γ − 1
T̃z + g

)
Gz + γRT̃zzG = ±κ2G.

Ðåøåíèå ïåðâîãî î÷åâèäíî è îíî ïîäñêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèíÿòü îòðè-
öàòåëüíûì ïàðàìåòð ðåøåíèÿ κ2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîïðàâêà θ ïîêàçûâàåò
íåîãðàíè÷åííûé ðîñò âî âðåìåíè. Âòîðîå óðàâíåíèå ïåðåïèøåì:

Gzz +

(
2

γ − 1

T̃z

T̃
+

g

γRT̃

)
Gz +

(
κ2 + γRT̃zz

)
γRT̃

G = 0. (57)

Ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè. Âåëè÷èíà
(
κ2 + γRT̃zz

)(
γRT̃

)−1
= κ2c̃−2

S + T̃zzT̃
−1 = c−2

S èìååò
ñìûñë êâàäðàòà îáðàòíîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ. Âåëè÷èíà
2(γ − 1)−1T̃zT̃

−1+ g
(
γRT̃

)−1
= β(z) èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ (ëè-

áî óñèëåíèÿ) òåìïåðàòóðíîãî âîçìóùåíèÿ.
Çàïèøåì äëÿ ðåøåíèÿ (55) äâà âûðàæåíèÿ ïðè λ = 0. Â ñëó÷àå λ ̸= 0

ýòè âûðàæåíèÿ âûãëÿäÿò íåñêîëüêî ñëîæíåå, íî äëÿ êà÷åñòâåííûõ âûâîäîâ ýòî
çíà÷åíèÿ íå èìååò.

T̃z(z)

T̃ (z)
= −2

7

g

c20

exp
(
− gz

c20

)
exp

(
− gz

c20

)
− C3

, (58)

T̃zz(z)

T̃ (z)
=

4

49

g2

c40
exp

(
− gz

c20

) exp
(
− gz

c20

)
− 7

2
C3(

exp
(
− gz

c20

)
− C3

)2 . (59)

×èñëîâîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (58) âáëèçè ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëüíî è ïðè-
áëèæåííî −3 · 10−5, îíî óáûâàåò, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîé âûñîòû, âïëîòü äî òîé
òî÷êè ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ îñîáåííîñòü, ãäå äîñòèãà-
åò ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè. Âûøå îñîáåííîñòè âûðàæåíèå (58) ìîíîòîííî óáûâàåò
ñ ðîñòîì âûñîòû îò ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè äî íóëÿ.

×èñëîâîå çíà÷åíèå (59) ðàâíî íóëþ ïî÷òè âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè âûñîòû òîé òî÷êè ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ
îñîáåííîñòü, ãäå îíî îòðèöàòåëüíî è ñòðåìèòñÿ ê ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè.

Îòûñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (56) ñ îñíîâíûì ðåøåíèåì (55) êðàéíå òðó-
äîåìêàÿ çàäà÷à. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû cS è β óðàâíåíèÿ (57) ÿâíûì
îáðàçîì îò âûñîòû íå çàâèñÿò, èìååòñÿ çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû, êîòîðàÿ
â àòìîñôåðå ñ âûñîòîé ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïî öåëîìó ðÿäó ïðè÷èí, ÷àñòî íå ñî-
ãëàñóÿñü ñ ïðèíèìàåìûì ðåøåíèåì T̃ (z). Ïîýòîìó ïðèìåì âåëè÷èíû cS è β ïî-
ñòîÿííûìè, èìåþùèìè ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü îò âûñîòû ïîñðåäñòâîì
òåìïåðàòóðû, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå âûâîäû.

Ïðèìåì ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòü âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðû â âèäå
G(z) ∼ exp (sz) è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (57). Äëÿ âåëè÷èíû s ïîëó÷èòñÿ êâàä-
ðàòíîå óðàâíåíèå s2+βs+ c−2

S = 0, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äâà âûðàæåíèÿ

s1,2 = −β/2±
√
β2 − 4c−2

S /2.
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Âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðû îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè

θ(t, z) ∼ cos(κt) exp
((

− β +
√
β2 − 4c−2

S

)z
2

)
, (60)

θ(t, z) ∼ cos(κt) exp
((

− β −
√
β2 − 4c−2

S

)z
2

)
, (61)

óìíîæåííûå íà êàêóþ-ëèáî àìïëèòóäíóþ ïîñòîÿííóþ. Óðàâíåíèþ (57) óäî-
âëåòâîðÿåò ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ýòèõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðèì èõ ïî
îòäåëüíîñòè. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íèçêî÷àñòîòíûõ âîçìóùåíèé è ïðè-
ìåì κ = 0.

Óñëîâèåì, ïðè êîòîðîì âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé áóäåò ÿâëÿòü-
ñÿ íåóñòîé÷èâûì, ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà ïîä ýêñïîíåíòîé
ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè â (60), (61).

Èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå T̃ (z) ðåøåíèå (55) ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ λ. Îöå-
íèì âåëè÷èíó β, ñòîÿùóþ êîýôôèöèåíòîì ïåðåä ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â (57)
äëÿ âûñîò ñîîòâåòñòâóþùèõ íèæíåé ÷àñòè òðîïîñôåðû: g/(γRT̃ ) ≈ 8, 13 · 10−5,
2T̃z/((γ − 1)T̃ ) ≈ −17 ·10−5, ãäå äëÿ ïðîèçâîäíîé òåìïåðàòóðû ïî âåðòèêàëüíîé
êîîðäèíàòå ïðèíèìàëîñü çíà÷åíèå ñóõîàäèàáàòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà. Â òðîïî-
ñôåðå íà âûñîòàõ íèæå îñîáåííîñòè êîýôôèöèåíòû β < 0, c−2

S = 0, ñëåäîâà-
òåëüíî â ðåøåíèè (60) ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ïîëîæèòåëåí è îíî íåóñòîé÷èâî,
â ðåøåíèè (61) ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ðàâåí íóëþ è âîçìóùåíèå â ýòîì ñëó÷àå
îò âûñîòû íå çàâèñèò.

Âûøå òî÷êè îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ T̃ (z) çíàê êîýôôèöèåíòà β ìåíÿåòñÿ íà ïî-
ëîæèòåëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå (60) íå çàâèñèò îò âûñîòû, à ðåøåíèå (61)
ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì ñ âûñîòîé.

Ïðè c−2
S > 0 âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé â (60), (61).

Âáëèçè òî÷êè îñîáåííîñòè c−2
S < 0, ÷òî íåñêîëüêî îñëîæíÿåò ïîâåäåíèå âîç-

ìóùåíèÿ ñ âûñîòîé è ïðè çàìåòíûõ çíà÷åíèÿõ ìîæåò ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ
íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ (60). Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ òîíêèé èíòåðâàë âûñîò
âáëèçè îñîáåííîñòè, ãäå ñîãëàñíî ðåøåíèþ (55) c−2

S → ∞ è β ìåíÿåò çíàê, ïåðå-
õîäÿ îò −∞ ê +∞, è ïîâåäåíèå âîçìóùåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íûì. Ïîäðîáíåå îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîé ñèòóàöèè íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó
îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ (55) â åå ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ íåôèçè÷íîé è
íå èìååò îòíîøåíèÿ ê íàáëþäàåìûì ÿâëåíèÿì.

Â ñëó÷àå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ T̃ (z), îïèñûâàåìîãî ðåøåíèåì (55) ïðè λ = 0,
âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðû â òðîïîñôåðå (íèæå âûñîòû íà êîòîðîé íàáëþäàåò-
ñÿ îñîáåííîñòü) ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè è ýêñïîíåíöèàëüíî óâåëè÷èâàþòñÿ ñ
ðîñòîì âûñîòû. Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ïðèáëèæåííî ðàâåí 9 · 10−5, âûñîòà íà
êîòîðîé âîçìóùåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ â e ðàç ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 11 êì, íàïðè-
ìåð èçìåíåíèå ïðèçåìíîé òåìïåðàòóðû â 10 ãðàäóñîâ íà âûñîòå 11 êì ìîæåò
ñîñòàâèòü 30 ãðàäóñîâ.

Èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå T̃ (z) îäíó èç ñïðàâî÷íûõ àòìîñôåð èç [12], íàïðèìåð,
ñóáòðîïè÷åñêóþ ëåòíþþ. Äëÿ íåå ïðèçåìíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ñîñòàâ-
ëÿåò -4,5 ãðàäóñîâ íà êèëîìåòð ïðè çíà÷åíèè òåìïåðàòóðû â 297,15 ãðàäóñîâ
Êåëüâèíà. Çíà÷åíèå ïðèçåìíîãî ãðàäèåíòà äëÿ ñïðàâî÷íûõ àòìîñôåð äðóãèõ
øèðîò áëèçêî ê ïðèâåäåííîìó çíà÷åíèþ. Îöåíèì ïàðàìåòð β â ýòîì ñëó÷àå:
g/(γRT̃ ) ≈ 8, 22 · 10−5, 2T̃z/((γ − 1)T̃ ) ≈ −7, 57 · 10−5, ñëåäîâàòåëüíî ïàðàìåòð β
â òðîïîñôåðå ïîëîæèòåëåí. Êîýôôèöèåíò c−2

S = 0, ïîñêîëüêó ëèíåéíûé ïðî-
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ôèëü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû â íèæíèõ ñëîÿõ ñïðàâî÷íîé àòìîñôåðû ñîáëþ-
äàåòñÿ. Â òðîïîñôåðå ðåøåíèå (60) îïèñûâàåò âîçìóùåíèÿ íå çàâèñÿùèå îò
âûñîòû, à ðåøåíèå (61) îïèñûâàåò óñòîé÷èâûå âîçìóùåíèÿ, óáûâàþùèå ñ âû-
ñîòîé. Íà âûñîòàõ òðîïîïàóçû, ãäå ìîæíî ïðèíÿòü íåèçìåííîñòü òåìïåðàòóðû
ñ âûñîòîé, êîýôôèöèåíò β ïîëîæèòåëåí è ðàâåí β = g/(γRT̃ ) ≈ 12 · 10−5,
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ òåìïåðàòóðû íà ýòîé âûñîòå âåðîÿòíî èìååò ìàëîå îòðè-
öàòåëüíîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåíåáðåãàÿ êîëåáàòåëüíûìè ïðîöåññàìè,
çäåñü ðåøåíèå (60) îñòàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò âûñîòû, à ðåøåíèå (61) îïèñûâàåò
óñòîé÷èâûå âîçìóùåíèÿ. Â ñòðàòîñôåðå âåëè÷èíà β ïîëîæèòåëüíà, c−2

S > 0,
ñëåäîâàòåëüíî îáà ðåøåíèÿ (60) è (61) óñòîé÷èâû.

Íåóñòîé÷èâîå ïîâåäåíèå âîçìóùåíèé òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé â ïðåäåëàõ òðî-
ïîñôåðû, êîãäà c−2

S = 0, âîçìîæíî ïðè ëîêàëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ
ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

T̃z < − g

R

γ − 1

2γ
≈ −0, 00488. (62)

Íà òåõ èíòåðâàëàõ âûñîò, ãäå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (62) áóäåò íàáëþäàòüñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò òåìïåðàòóðû âîçìóùåíèÿ ñ âûñîòîé. Ïðèìåì β ≈ 0,
÷òî ðåàëèçóåòñÿ ïðè T̃z ≈ −gR−1(γ − 1t)(2γ)−1, òîãäà îñíîâíûì ôàêòîðîì âëè-

ÿþùèì íà óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå c−2
S < 0. Âåëè÷èíà c−1

S ≈ −
√
T̃−1T̃zz

ñâîèì ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì ìîæåò ïðåâûøàòü ÷èñëîâîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåí-
òà β è ÿâëÿòüñÿ îñíîâíûì ôàêòîðîì, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (60), îáóñëîâëèâàþ-
ùèì ðîñò âîçìóùåíèÿ ñ âûñîòîé.

Â òðîïîñôåðå çà÷àñòóþ èìåþòñÿ âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðû, òàêèå êàê òðîïî-
ñôåðíûå öèêëîíû è àíòèöèêëîíû, ýòè ÿâëåíèÿ òàêæå âëèÿþò íà âûñîòó òðîïî-
ïàóçû, ÷òî âåðîÿòíî ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà òåì-
ïåðàòóðû è òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî íà âûñîòàõ íà÷àëà ñòðàòîñôåðû íàáëþäàåòñÿ ôåíîìåí èçâåñò-
íûé êàê ¾âíåçàïíûå ñòðàòîñôåðíûå ïîòåïëåíèÿ¿ [9, 14], âûðàæàþùèéñÿ â çíà-
÷èòåëüíîì ðîñòå òåìïåðàòóðû ñòðàòîñôåðû çà êîðîòêèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.
Ïðè íàñòóïëåíèè ñòðàòîñôåðíîãî ïîòåïëåíèÿ íàáëþäàþòñÿ ðîñò òåìïåðàòóðû
âî âðåìåíè, è â òå÷åíèè íåäåëè òåìïåðàòóðà â ñòðàòîñôåðå ìîæåò ïîäíÿòüñÿ
íà ñîòíþ ãðàäóñîâ è áîëåå. Òàêîå ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû îõâàòûâàåò îãðîì-
íûå ïëîùàäè è ïðèâîäèò ê ðàçâîðîòó îáû÷íî çàïàäíîãî ïåðåíîñà íà âûñîòàõ
ñòðàòîñôåðû íà âîñòî÷íûé íàä óìåðåííûìè øèðîòàìè âñåé ïëàíåòû. Ñòðîãî
ïåðèîäè÷íûì âî âðåìåíè ÿâëåíèå íàçâàòü íèêàê íåëüçÿ, íî äîâîëüíî ðåãóëÿð-
íî îíî âîçíèêàåò. È ñàì ôàêò ïîÿâëåíèÿ, è àìïëèòóäà ïåðåïàäà òåìïåðàòóð
çàâèñÿò îò ñèíîïòè÷åñêîé ñèòóàöèè, âîçìîæíî îò ãðàäèåíòà ïðèïîâåðõíîñòíîé
òåìïåðàòóðû, ëèáî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû íà âûñîòå âîçíèêíîâåíèÿ ÿâëåíèÿ.
Âîçìîæíî óêàçàííîå ÿâëåíèå âîçíèêàåò âñëåäñòâèå ïîÿâëåíèÿ òàêèõ âîçìóùå-
íèé òåìïåðàòóðû, êîãäà â âåðõíèõ ñëîÿõ òðîïîñôåðû âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (62)
èëè óñëîâèÿ c−2

S < 0. Ïîÿâëåíèþ ýòèõ âîçìóùåíèé ìîæåò òàêæå ñïîñîáñòâî-
âàòü èçìåíåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû (îïèñûâàåìîãî ðåøåíèåì (55)),
ñâÿçàííîå ñ èçìåíåíèåì ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, âñëåäñòâèå
÷åãî ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòüñÿ âûñîòà òî÷êè îñîáåííîñòè.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà ñòîëáà ñæèìàåìîé áàðîêëèííîé èäå-
àëüíîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Ïîëó÷åíû óïðàâëÿþùèå íåëèíåéíûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Íàéäåííûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî âåðíî îïèñûâàþò íàáëþ-
äàþùååñÿ â àòìîñôåðå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïî âûñîòå, îáîáùàÿ ãèäðîñòàòè-
÷åñêîå ñîîòíîøåíèå. Íàéäåííîå íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè äàâ-
ëåíèÿ âî âðåìåíè ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåíåíèé ïî âñåé
âûñîòå àòìîñôåðû.

Íàéäåíî òî÷íîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû. Ýòî
ðåøåíèå ïîêàçûâàåò âîçíèêíîâåíèå òðîïîïàóçû, íàáëþäàþùåéñÿ â àòìîñôåðå,
êà÷åñòâåííî âåðíî îïèñûâàåò äèíàìèêó ýòîãî ÿâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé. Ïîêàçàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ, êîòîðûé ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ
âáëèçè ãåîãðàôè÷åñêèõ ïîëþñîâ ïëàíåòû, ïðè êîòîðîì èñ÷åçàåò ñòðàòîñôåðíûé
ðîñò òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé.

Íàéäåíî òî÷íîå íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû. Íå-
ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ âî âðåìåíè
ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû ïî âñåé âûñîòå àòìîñôåðû.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû âèäèòñÿ ïðèíèìàåìîå óïðîùàþùåå ïðåäïî-
ëîæåíèå, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò ïðîäâèíóòüñÿ â èçó÷åíèè ïîñòàâ-
ëåííûõ çàäà÷. Ñìûñë åãî â òîì, ÷òî èçìåíåíèåì èñêîìîé âåëè÷èíû â óðàâíå-
íèè (19) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîñêîëüêó èçìåíåíèå ñàìîé âåëè÷èíû, â äàííîì
ñëó÷àå äàâëåíèÿ, íå îïðåäåëÿåò ðàññìàòðèâàåìîå ÿâëåíèå. Íóæäàþòñÿ â ó÷åòå
ëèøü ïðîèçâîäíûå èñêîìîé âåëè÷èíû è ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå. Ñàìà æå âåëè-
÷èíà ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ïîñòîÿííîé, ëèáî íà íåå ìîãóò áûòü íàëîæåíû áîëåå
ìÿãêèå îãðàíè÷åíèÿ. Èìåííî òàêîé ñìûñë èìååò óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå
î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè çâóêà â óðàâíåíèè (19), äàþùåå â ðåçóëüòàòå äîâîëüíî
ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.

Âîçìîæíî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ è íàéäåííûå èõ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿò
ïðîäâèíóòüñÿ â èçó÷åíèè âàæíåéøèõ çàäà÷ ôèçèêè àòìîñôåðû.



38 À. À. Ðàäèîíîâ

Ëèòåðàòóðà

1. Áåðêîâè÷ Ë. Ì. Íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîé äèíàìèêè // Âåñòí.
ÑàìÃÓ. Åñòåñòâ. ñåð.�2005.�� 2 (36).�Ñ. 32�64.

2. Ãèëë À. Äèíàìèêà àòìîñôåðû è îêåàíà: â 2-õ ò.�Ì.: Ìèð, 1986.�396 ñ., 415 ñ.
3. Ãîññàðä Ý. Ý., Õóê Ó. Õ. Âîëíû â àòìîñôåðå. Èíôðàçâóê è ãðàâèòàöèîííûå âîëíû â

àòìîñôåðå � èõ âîçíèêíîâåíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå.�Ì.: Ìèð, 1978.�532 ñ.
4. Ãîñóäàðñòâåííûé ñòàíäàðò Ðîñòåõðåãóëèðîâàíèÿ îò 30 èþíÿ 2010 ãîäà � ÃÎÑÒ Ð 53460-

2009. Ãëîáàëüíàÿ ñïðàâî÷íàÿ àòìîñôåðà äëÿ âûñîò îò 0 äî 120 êì äëÿ àýðîêîñìè÷åñêîé
ïðàêòèêè. Ïàðàìåòðû.

5. Êëèìåíêî Â. Â. Êëèìàò: íåïðî÷èòàííàÿ ãëàâà èñòîðèè.�Ì.: Èçä. äîì ÌÝÈ, 2009.�
408 ñ.

6. Êîñòèöèí Â. À. Ýâîëþöèÿ àòìîñôåðû, áèîñôåðû è êëèìàòà.�Ì.: Íàóêà, 1984.�96 ñ.
7. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà: ó÷åáíîå ïîñîáèå. Ò. VI. Ãèäðîäè-

íàìèêà.�Ì.: Íàóêà, 1988.�736 ñ.
8. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà: ó÷åáíîå ïîñîáèå. Ò. V. Ñòàòèñòè-

÷åñêàÿ ôèçèêà. ×. 1.�Ì.: Íàóêà, 1995.�608 ñ.
9. Ìîõàíêóìàð Ê. Âçàèìîäåéñòâèå ñòðàòîñôåðû è òðîïîñôåðû.�Ì.: Ôèçìàòëèò, 2011.�

452 ñ.
10. Íåçëèí Ì. Â. Ñîëèòîíû Ðîññáè (ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ è ëàáîðàòîðíàÿ ìî-

äåëü ïðèðîäíûõ âèõðåé òèïà Áîëüíîãî êðàñíîãî ïÿòíà Þïèòåðà) // Óñïåõè ôèç. íàóê.�
Ò. 150, âûï. 1.�C. 3�60.

11. Ðîó÷ Ï. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà.�Ì.: Ìèð, 1980.�616 ñ.
12. Ñåäóíîâ Þ. Ñ. (ðåä.). Àòìîñôåðà. Ñïðàâî÷íèê (ñïðàâî÷íûå äàííûå, ìîäåëè).�Ë.:

Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1991.�510 ñ.
13. Ñêîðåð Ð. Àýðîãèäðîäèíàìèêà îêðóæàþùåé ñðåäû.�Ì.: Ìèð, 1980.�551 ñ.
14. Õðãèàí À. Õ. Ôèçèêà àòìîñôåðû.�Ë.: Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1969.�645 ñ.
15. Õðãèàí À. Õ. Ôèçèêà àòìîñôåðíîãî îçîíà.�Ë.: Ãèäðîìåòåîèçäàò, 1973.�291 ñ.
16. Ýêêàðò Ê. Ãèäðîäèíàìèêà îêåàíà è àòìîñôåðû.�Ìîñêâà�Èæåâñê: ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ

è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, 2004.�238 ñ.
17. URL: http://www.maplesoft.com/contact.

Ðàäèîíîâ Àíàòîëèé Àíàòîëüåâè÷

Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ

Ðîññèÿ, 362027, Âëàäèêàâêàç, óë. Ìàðêóñà, 22

E-mail: aar200772@mail.ru



Ðàäèîíîâ Àíàòîëèé Àíàòîëüåâè÷

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÅ ÑÒÎËÁÀ
ÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÁÀÐÎÊËÈÍÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ,
ÍÀÕÎÄßÙÅÃÎÑß Â ÏÎËÅ ÑÈËÛ ÒßÆÅÑÒÈ

Îòâåòñòâåííûé çà âûïóñê
Âàçàãàåâà Ì. Ó.

Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü 15.06.2015.
Ôîðìàò 60× 84 1/8. Óñë. ï. ë. 4,42. Òèðàæ 75 ýêç.


